UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS

INSTITUTO DE Fisica
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM Fisica

HERBERT DA SILVA SOUSA

DIAGRAMA DE FASES E EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE SPINS
ISING-HUBBARD

MACEIO - AL
2019



HERBERT DA SILVA SOUSA

TESE DE DOUTORADO

DIAGRAMA DE FASES E EMARANHAMENTO EM SISTEMAS DE SPINS ISING-HUBBARD

Tese de Doutorado apresentada ao Programa de
Pos-Graduagao em Fisica do Instituto de Fisica
da Universidade Federal de Alagoas como requisito

para obtencao do titulo de Doutor em Fisica.

Orientador:
Prof. Dr. Marcelo Leite Lyra

MACEIO - AL
2019



Catalogacéao na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisdo de Tratamento Técnico
Bibliotecario: Marcelino de Carvalho

S725d  Sousa, Herbert da Silva.
Diagrama de fases e emaranhamento em sistemas de spins Ising-Hubbard /
Herbert da Silva Sousa. — 2019.
99. :il.

Orientador: Marcelo Leite Lyra.

Tese (doutorado em Fisica) — Universidade Federal de Alagoas. Instituto de
Fisica. Maceid, 2019.

Bibliografia: f. 83-90.

Apéndices: f. 91-99.

1. Emaranhamento quantico. 2. Spin - Particulas (Fisica nuclear). 3.

Magnetismo. I. Titulo.

CDU: 537.622




m . Universidade Federal de Alagoas

als < Instituto de Fisica
| ‘_ - Programa de Pds Graduagdo em Fl'sin '

BR 104 km 14. Campus A.C. Simdes
Cidade Universitaria

Tabuleiro dos Martins

57072-970 Macei6 - AL. Brasil

FONE : (82) 3214-1423/FAX 3214-1645

PARECER DA BANCA EXAMINADORA DE DEFESA DE

TESE DE DOUTORADO

“Diagrama de fases e emaranhamento em sistemas de

spin de Ising-Hubbard”
por
Herbert da Silva Sousa
A Banca Examinadora composta pelos professores Marcelo Leite Lyra (presidente da banca
" e orientador), do Instituto de Fisica da Universidade Federal de Alagoas, José Pimentel de Lima,
da Universidade Federal do Piaui, Rosa Carolina Pinto Carvalho, do Instituto de Fisica da
Universidade Federal de Alagoas, Guilherme Martins Alves de Almeida, do Instituto de Fisica da

Universidade Federal de Alagoas, Jordana Torrico Ferreira, da Universidade Federal de Lavras
consideram o candidato aprovado com grau A

Maceid, 28 de junho de 2019

P (/1 / L
e o AL /|/‘~
rof r. Marcelo Leite Lyra
Pr f. Dr. Jose leentel de L|ma

Rorg Can ols . Podo Conmrept

Profa. Dra. Rosa Carolina Pinto Garvalho

Prof. Dr. Guilherme Martins Alves de Almeida

Profa. Dra. Jordana Torrico Ferrelra



v

A LORENNA & BENJAMIN.



Agradecimentos

e Primeiramente a Deus;

e Em especial a minha esposa pelo incentivo pelo apoio incondicional ao longo dessa
jornada e toda minha familia de modo geral, por que sem eles nao teria conseguido

chegar até aqui;

e Ao professor Marcelo Lyra, pela 6tima orientagao e por sua incansavel dedica¢ao no

decorrer de todo o curso, sempre disponivel para me ajudar;

e Aos coordenadores do projeto Dinter José Ricardo Fonseca e Marcelo Lyra pelo

suporte sem o qual seria muito dificil concluir o trabalho;
e Aos colegas pelo companheirismo e amizade;

e Ao Programa de Pés Graduacao do Instituto de Fisica da Universidade Federal
de Alagoas pela oportunidade e recursos necessarios junto ao IFPI para minha

formagao;
o A Capes pelo suporte financeiro durante o projeto DINTER IFPI-UFAL;

e Aos professores do Instituto de Fisica da UFAL.



Resumo

Nas ultimas décadas, varios trabalhos tém sido dedicados a investigacao de uma
nova classe de sistemas de spins hibridos. Nesta tese o grau de emaranhamento fermionico
¢ examinado em uma escada de Ising-Hubbard exatamente solucionéavel, que envolve a
interagao de elétrons nos degraus da escada descritos pelos dimeros de Hubbard a meio
preenchimento em cada degrau, levando em consideracao os termos de salto entre os
degraus e de Coulomb. Considera-se que o acoplamento entre os dimeros vizinhos de
Hubbard tenha uma natureza semelhante a uma interacao de Ising. O diagrama de
fases do estado fundamental consiste em quatro regioes distintas, correspondentes a fase
saturada paramagnética, a antiferromagnética cldssica, a antiferromagnética quantica e
a fase quantica cldssica mista. Nés calculamos exatamente a concorréncia fermionica,
que mede o grau de emaranhamento quantico entre o par de elétrons nos degraus da
escada. Os efeitos da amplitude de hopping, do termo de Coulomb, da temperatura
e dos campos magnéticos no emaranhamento fermionico sao explorados em detalhe. E
mostrado que a concorréncia fermionica exibe um comportamento reentrante quando o
emaranhamento quantico esta sendo gerado em temperaturas moderadas acima do estado
classico fundamental paramagnético saturado. Nos também estudamos as propriedades do
estado fundamental de um tubo triangular Ising-Hubbard o qual apresenta um diagrama
de fases com até 6 fases distintas.

Palavras-chave: Emaranhamento fermionico, Escadas de spin, concorréncia

fermionica
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Abstract

Over the last decades, several works have been devoted to the investigation of a new class
of hybrid spin systems. In this thesis the degree of fermionic entanglement is examined
in an exactly solvable Ising-Hubbard ladder, which involves interacting electrons on the
ladders rungs described by Hubbard dimers at half-filling on each rung, accounting for
intrarung hopping and Coulomb terms. The coupling between neighboring Hubbard di-
mers is assumed to have an Ising-like nature. The ground-state phase diagram consists of
four distinct regions corresponding to the saturated paramagnetic, the classical antifer-
romagnetic, the quantum antiferromagnetic, and a mixed classical-quantum phase. We
have exactly computed the fermionic concurrence, which measures the degree of quan-
tum entanglement between the pair of electrons on the ladder rungs. The effects of the
hopping amplitude, the Coulomb term, temperature, and magnetic fields on the fermi-
onic entanglement are explored in detail. It is shown that the fermionic concurrence
displays a reentrant behavior when quantum entanglement is being generated at mo-
derate temperatures above the classical saturated paramagnetic ground state. We also
study the ground-state properties of an Ising-Hubbard triangular tube which presents a
phase-diagram with up to 6 distinct phases.

Key-words: Fermionic entanglement, Spin ladder, fermionic concurrence.
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Capitulo

Introducao

O magnetismo quantico é uma das areas mais ativas de pesquisa em fisica da
matéria condensada. Ainda que os materiais magnéticos sejam conhecidos ha cerca de
trés milénios, foi somente no século XX, com o advento da mecanica quantica, que a
origem microscépica do magnetismo pode ser compreendida[l]. A motivagdo para este
interesse é tanto académica quanto dirigida para aplicagoes praticas.

Atualmente ha grande interesse da comunidade cientifica acerca do magnetismo,
especialmente em sistemas de spins em redes de baixas dimensionalidades[2]. Tais siste-
mas possuem um grande nimero de realizagoes experimentais e exibem uma variedade
de fenomenos cuja origem pode ser atribuida a efeitos quanticos e baixas dimensoes. A
principal motivagao para o estudo dos modelos unidimensionais é a maior facilidade com
que tais modelos apresentam solugoes exatas. Sistemas de spins em redes de baixa dimen-
sionalidade tém sido amplamente explorados no contexto do processamento de informagcao
quantical3, 4].

No decorrer do capitulo sera descrita brevemente a historia do desenvolvimento
da teoria do magnetismo, falaremos sobre a origem do magnetismo, do acoplamento de

troca, e seguimos com uma breve breve descricao dos principais fendmenos magnéticos.
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1.1 Breve historia do magnetismo

O estudo das propriedades magnéticas dos materiais é um dos mais antigos da
ciéncia. No mundo ocidental, ha conhecimento dos fendomenos magnéticos desde a Grécia
antiga. A capacidade do ima de atrair objetos ferrosos foi observada pela primeira vez
com o tetréxido de triferro (FesOy), numa regiao da Asia chamada Magnésia[5]. Devido
esse fato, esse minério de ferro é chamado magnetita, e os imas sao chamados magnetos.

Existem sinais de que os chineses podem ter sido os primeiros a observar o
fenomeno do magnetismo. Porém, os relatos concretos mais antigos sao dos gregos, es-
pecificamente do filésofo Tales de Mileto. Por volta de 800 a.C., o cirurgiao e escritor
hindu Sushruta descreveu o uso de magnetos para remover farpas de metal do corpo[5].
Uma outra referéncia antiga ao magnetismo ¢é encontrada em um trabalho chinés escrito
no século IV a.C. chamado Book of the Devil Valley Master, que diz: “magnetita faz o
ferro se aproximar ou ela o atrai”[5]. As magnetitas podem ter sido usadas em bissolas
desde 270, mas o primeiro uso confirmado de uma bussola para navegacao apareceu no
livro de Zhu Yu Pingzhou, Table Talks, em 1117, que diz: “O navegador sabe a geografia,
ele olha as estrelas a noite, observa o Sol durante o dia. Quando o dia é escuro e nublado,
ele olha a bussola”[5].

As primeiras investigagoes cientificas do magnetismo foram realizadas pelo inglés
William Gilbert (1544-1603), um cientista da corte de Elizabeth I. Ele publicou seu livro
De magnete em 1600 descrevendo muitas experiéncias que fizera para tentar descobrir
a natureza do magnetismo e da eletricidade[5]. Ele dava a primeira explanac¢do sobre
a capacidade misteriosa de a agulha da bussola apontar para o norte-sul, revelando a
verdade surpreendente de que a Terra em si é magnétical6].

Em 1820, Christian Orsted (1777-1851) notou que uma corrente elétrica podia
defletir a agulha de uma bussola. Este fato foi esclarecido posteriormente por André-Marie
Ampere que demostrou na Academie de Science que, quando fios paralelos carregam uma
corrente elétrica, eles podem atrair ou repelir um ao outro, dependendo de suas correntes
correrem no mesmo sentido ou em sentidos opostos[5].

Todo esse trabalho experimental inspirou a formulagao de James Clerk Maxwell
de uma teoria unificada de eletricidade, magnetismo e luz em 1864, que é resumida nas

quatro famosas equagoes que levam seu nome:
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vV-E = £ (1.1a)
€o
V-B = 0, (1.1b)
. OB
VxE = —— 1.1
8 ot (1.1c)
. - OE
VxB = NOJ+,LLO€0—. (11d)

ot

A resposta da matéria aos campos magnéticos aplicados ainda era uma questao
pendente na teoria do eletromagnetismo. As teorias atomico-moleculares estavam
comecando a surgir e embora teorias classicas para explicar o comportamento da matéria
na presenca do campo elétricos fossem bem sucedidas, o mesmo nao acontecia quando se
buscava compreender o magnetismo na matéria[7].

Muitos modelos fenomenoldgicos foram propostos desde 1820, mas uma visao
mais profunda sobre os fenomenos magnéticos teve que aguardar o advento da mecanica
quantica. Modelos para o diamagnetismo e o paramagnetismo foram propostos,
destacando-se os nomes de Pierre Curie e Langevin[7]. Uma modificacdo da teoria de
Langevin foi proposta por Pierre Weiss, permitindo explicar em partes o ferromagne-
tismo, modelo que ficou conhecido como aproximacao do campo molecular.

Entre 1911 e 1919 Niels Bohr e Miss van Leeuwen demonstraram a impossibili-
dade de qualquer resposta da matéria ao campo magnético a partir dos postulados da
fisica cldssica[7]. Na verdade foi este resultado, parte integrante da tese de doutoramento
de Bohr que o levou, dentre outras inconsisténcias, a descartar a mecanica classica e a
descrever o atomo de hidrogénio através da quantizagao dos niveis de energia, teoria que
lhe rendeu o prémio Nobel.

No final dos anos 20 e inicio da década de 30, a mecanica quantica foi formulada
por Heisenberg e Schrodinger. Nesse mesmo periodo o proprio Heisenberg e também Pauli,
Dirac e Van Vleck elucidaram a origem do magnetismo no qual os spins dos elétrons dao
origem a momentos magnéticos e a interacao entre os spins explica a interacao coletiva
entre os momentos, que é responsavel pela ordem magnética.

Na década de 30 destacam-se os estudos feitos por Néel sobre o antiferromagne-
tismo e ferrimagnetismo [8-10]. No periodo da Segunda Guerra Mundial um dos grandes
desenvolvimentos tecnoldgicos foi a descoberta dos ferrites num laboratério da Philips, na

Holanda. Os ferrites sao ligas isolantes que podem ser usadas em altas frequéncias, pois
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1.1 Breve historia do magnetismo 4

nao tém perdas com correntes parasitas. Ja em 1948, Néel [10] mostrou que a maioria
dos materiais magnéticos isolantes sao ferrimagnéticos.

Nos anos 50, Slater e Stoner estabeleceram a base do magnetismo dos metais,
chamado magnetismo itinerante porque os momentos residiam em elétrons nao ligados|11].
Em 1963, Hubbard propos um Hamiltoniano para o magnetismo itinerante, ainda muito
usado até hoje[11].

As aplicacoes tradicionais dos materiais magnéticos podem ser vistas em gera-
dores, motores, transformadores e dispositivos actusticos. Esses materiais também tém
aplicagoes na medicina, onde a ressonancia magnética nuclear (RMN) ¢é utilizada em
exames de tomografia computadorizada. Uma aplicacao promissora do magnetismo e
materiais magnéticos que ocorre na industria da farmacologia é o uso das chamadas na-
noparticulas magnéticas. Neste caso, o farmaco seria acoplado ao material magnético
que seria guiado por um ima até o local onde deve agir sem prejudicar, portanto, células
saudaveis[11].

Uma outra grande aplicacao do magnetismo € a gravacao magnética, que baseia-se
na capacidade que o cabegote de gravacao tem de gerar um campo magnético em resposta
a uma corrente elétrica. Com esse campo pode-se alterar o estado de magnetizagao de um
material proximo, armazenando nele informacgoes. A recuperacao ou leitura dos dados é
feita realizando o processo inverso. Esse processo de gravagao magnética é muito ttil no
funcionamento de gravadores de som e video e em equipamentos acionados por cartoes
magnéticos, como nos caixas bancarios.

A descoberta da magnetorresisténcia gigante em 1988 [12,13], fenomeno que per-
mite o aumento da sensibilidade dos cabecotes e assim melhora o processo de gravacao
magnética impulsionou a industria da informatica e também conduziu ao desenvolvimento
de uma nova area da fisica baseada na eletronica do spin, a spintronica.

No entanto, materiais magnéticos podem apresentar emaranhamento quantico
em nivel microscopico. O emaranhamento quantico pode ser entendido no contexto do
principio da incerteza, apresentado por Werner Heisenberg em 1927. Tal principio es-
tabelece que nao se pode conhecer com precisao absoluta a posicao e momento de uma
particula na escala atomica simultaneamente [16]. Usando esse fato da teoria, Albert Eins-
tein, Boris Podolsky e Nathan Rosen demonstraram a violagao da localidade na Mecanica

Quantica. Partindo de um experimento mental, eles demonstraram que se duas particulas
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1.2 Origem do magnetismo )

sao criadas no mesmo estado quantico e separadas, elas devem se manter correlacionadas.
Se fizermos uma medida de posicao em uma das particulas a outra particula é afetada
para que o principio da incerteza nao seja violado. Logo medindo uma particula, a outra
colapsa no estado. Esse efeito, que ficou conhecido como paradoxo de EPR, foi chamado
por Schrodinger de emaranhamento [17].

O emaranhamento quantico de estados fisicos permite que dois ou mais objetos
estejam de alguma forma tao ligados que um objeto nao possa ser corretamente descrito
sem que a sua contra-parte seja mencionada[18-20]. O emaranhamento pode ser utilizado
para diversos fins tecnolégicos tais como teletransporte quantico, correlagao quantica de
erros, protocolos de computacao quantica, distribuicao de chave criptografica quantica
entre outros.

Os refrigeradores magnéticos, cujo funcionamento é baseado no efeito magneto-
caldrico, também é uma grande aplicacao do magnetismo. Nesse efeito, uma substancia
ativa, um composto magnético, emite calor quando submetido a um campo e absorve
calor quando o campo é retirado. Tais refrigeradores tém grandes vantagens em relacao
aos convencionais, entre as quais maior rendimento e menor prejuizo ambiental. Perce-
bemos que a importancia do magnetismo esta além da pesquisa béasica, pois os materiais

magnéticos desempenham um importante e imprescindivel papel na tecnologia moderna.

1.2 Origem do magnetismo

As propriedades dos materiais magnéticos tém origem na estrutura eletronica dos
atomos. Ainda que alguns aspectos sejam descritos dentro do contexto do eletromagne-
tismo classico, somente a partir do Século XX, com o surgimento da mecanica quantica,
é que foi possivel explicar a origem microscépica do magnetismo e suas consequéncias|1].

A origem dos fendomenos magnéticos esta relacionada a existéncia de elétrons que
se movem em torno dos nicleos. Quando uma certa porcao de matéria é submetida a um
campo magnético externo, os elétrons que se moviam em torno do nicleo passam a sofrer
a acao de uma forca magnética causada pelo campo.

O elétron que gira ao redor das linhas de campo magnético da origem a um mo-
mento de dipolo magnético induzido, também chamado de momento de dipolo magnético

orbital. Além do momento orbital, o elétron possui um momento de dipolo magnético
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1.2 Origem do magnetismo 6

intrinseco bem determinado chamado de spin[1].

Quando se trata da matéria nao magnetizada existe uma distribuicao de dipo-
los magnéticos totalmente aleatoria, porém, se o material é colocado na presenca de um
campo magnético ele acaba se magnetizando. O grau de magnetizacao depende da na-
tureza do meio. Existem materiais que adquirem magnetizagao na diregao do campo,
sao os materiais paramagnéticos e os materiais ferromagnéticos, sendo os ferromagnéticos
fortemente orientados e os paramagnéticos fracamente orientados. Ja os materiais que se
magnetizam no sentido oposto ao campo sdo denominados materiais diamagnéticos[21].

Os elétrons ligados aos atomos possuem um momento angular orbital, L, ao qual

se pode associar um momento de dipolo magnético orbital gy [6,23]:

e

= — L 1.2
Hr Qme ) ( )

onde @y é o momento magnético orbital, L é o momento angular orbital, e a carga ele-
mentar e m, a massa do elétron. Podemos reescrever a expressao do momento magnético

orbital em func@o do fator de Landé[1,6]:
pr = gL. (1.3)

O spin do elétron foi descoberto experimentalmente por Otto Stern e Walter Ger-
lach em Frankfurt. O experimento consiste essencialmente num ima produzindo um campo
magnético nao uniforme. Um feixe de dtomos penetra no ima numa direcao perpendi-
cular ao gradiente do campo magnético. Devido a interagao do seu spin com o campo
magnético, os atomos sofrem uma deflexdo na sua passagem pelo campo. A deflexdo do
feixe implica na existéncia de um momento magnético dos atomos e consequentemente de
um momento angular intrinseco, denominado de spin [26].

Associado a este spin existe um momento de dipolo magnético de spin pug, relaci-
onado a S por:

e
us = ——8S =g8, (1.4)
Me

O préprio spin S nao pode ser medido, a mecéanica quantica prevé (e a experiéncia
confirma) que apenas uma das componentes do spin e o quadrado do seu médulo podem

ser medidos simultaneamente. A componente (medida ao longo do eixo z, por exemplo)
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1.2 Origem do magnetismo 7

é quantizada e pode ter dois valores que diferem apenas em sinal:

sl = o, (15
sl = o). (1.6)

O momento magnético de spin pode ser rescrito como:

Ms = 2upmsg, (1.7)

onde S. = hmg, com mg = +3.
Os autoestados [1) e |[{) formam uma base na qual qualquer estado de spin pode

ser expandida. Consequentemente:

() = () =1 e (1) =0, (1.8)

Um estado de spin genérico |e) é dado por:

&) = alt) + b, (1.9)

onde a e b sdo nimeros complexos, que satisfazem a relagao: |al* + |b]* = 1. A mesma
relacao é satisfeita pelas fungoes seno e cosseno de um angulo. Podemos mapear a e b em

angulos 0 e ¢, da seguinte forma:
le) = cos(O)|1) + e sin(0)[L). (1.10)

A vantagem de escrevermos o estado genérico de um spin 1/2 é que |e) pode ser geome-
tricamente associado aos pontos sobre a superficie de uma esfera. Caso, § = ¢ =0 é o
polo superior da esfera, que representa o autoestado |1) e assim por diante.

A representagao matricial dos autoestados [1) e []) é:
1 0
m = e l) = : (1.11)
0 1

Podemos definir o operador de spin para o caso de spin % como:

S = Za, (1.12)

onde S, = 20,, S, =20, e S. = L0, e 0 sdo as matrizes de Pauli[26]:

oy =5 eo,=1 : (1.13)
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1.2 Origem do magnetismo 8

O elétron de um atomo possui momento angular orbital e de spin. A interagao entre
esses momentos é denominada de interacao (ou acoplamento) spin-6rbita e é responsével
pela criacao do momento angular total. O momento angular total de um atomo sera

simplesmente a soma das duas contribuigdes, orbital e de spin|[6]:

p = pp+ps=gL+gS=gJ, (1.14)

onde J é o momento angular total.

Nos materiais magnéticos, os momentos magnéticos dos fons mantém uma ori-
entacao relativa entre si, havendo uma interacao entre os momentos de dipolos magnéticos.
A origem relativa entre os spins é explicada através da interacao de troca, que é conhecida

como acoplamento exchange, que discutiremos a seguir.

1.2.1 Interacao de troca

Um conceito importante em Mecanica Quantica é o de particulas idénticas. Em
Mecanica classica, duas particulas idénticas sao distinguiveis ja que suas trajetérias podem
ser bem determinadas e com isso podemos segui-las e distingui-las[24,26]. Nesse caso dados
os estados iniciais das particulas 1 e 2 e os estados finais 1’ e 2’ é possivel saber qual das
particulas iniciais foi para dado estado final, ou seja, poderfamos dizer com certeza que

1 — 1 e2— 2 conforme é ilustrado na figura 1.1.

Figura 1.1: Colisao entre duas particulas distinguiveis.

fonte: Autor
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1.2 Origem do magnetismo 9

No entanto, na Mecanica Quantica nao é possivel distinguir um elétron de outro
por exemplo, eles sao indistinguiveis. Podemos considerar que dois elétrons estejam muito
distantes de tal modo que é possivel chama-los pelos rétulos iniciais 1 e 2. Porém a medida
que se propagam um em direcao ao outro, haverd um momento de proximidade na colisao
a partir do qual nao é mais possivel acompanhar as trajetérias. Nesse caso o elétron 1 pode
ter originado o estado 1’ e o elétron 2 o estado 2’ , mas também é possivel que 1 deu origem
a2 e2al. Essaimpossibilidade de distinguir qual das particulas iniciais deu origem a
qual dos estados finais é que se denomina identidade das particulas indistinguiveis|24,26].
Como existem dois processos possiveis na Mecanica Quantica, dados os estados iniciais e
finais, devemos somar coerentemente as probabilidades de que acontecam. A figura 1.2

ilustra esse caso.

Figura 1.2: Colisdao entre duas particulas indistinguiveis.

fonte: Autor

No contexto da Mecanica Quantica, o postulado da simetrizagao estabelece
que a funcao de ondas resultante dessas duas particulas deve ter paridade definida
perante permutacao das duas particulas, sendo simétrica(paridade positiva) ou anti-
simétrica(paridade negativa)[24, 26]. Serd simétrica para particulas de spin inteiro e
anti-simétrica para particulas de spin semi-inteiro. As particulas de spin inteiro serao
denominadas bdésons enquanto as de spin semi-inteiro serao denominadas férmions.

Consideremos duas particulas idénticas que estao nos estados ¢ e ¥5. A funcao

de onda simetrizada é dada por:

1
Y(ry, ) = E[¢1(T1)1/12(7“2)i%("“ﬂ%("‘l)]a (1.15)

onde r; e ry sao as coordenadas de posigao dos elétrons. De tal forma que nao é possivel
estabelecer que a particula 1 ocupa o orbital ¥; ou é a particula 2 e vice-versa. O sinal

+ corresponde a bdsons e o sinal — na equagao acima corresponde aos férmions.
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1.2 Origem do magnetismo 10

Para particulas de spin inteiro, denominadas agora bdsons, a permuta de r; e
r9, correspondendo a permuta das duas particulas idénticas nao altera o sinal da fungao
de ondas total[21]. Os bdsons podem ocupar o mesmo estado quantico, haja vista que
se dois bdsons ocupam um estado fisico ¢; a funcao de ondas adiciona-se construtiva-
mente. Bdsons podem condensar em um tnico estado fisico, tal efeito é conhecido como
Condensacao de Bose-Einstein.

Particulas com spin semi-inteiro devem satisfazer o principio de exclusao de Pauli.
Nesse caso o sinal negativo deve ser adotado. Note que se 1, = 1), a funcao de ondas
resultante é nula, ou seja, nao existe probabilidade de que o mesmo estado fisico seja
ocupado por duas particulas[21]. Esse resultado denomina-se Principio de Exclusao de
Pauli.

A existéncia de momentos magnéticos, sendo eles induzidos pela presenca de um
campo externo ou nao, esta diretamente relacionada com a magnetizagao de um sistema.
Existem alguns materiais na natureza que, mesmo na auséncia de campos magnéticos
externos, possuem uma magnetizacao diferente de zero. Esses materiais possuem uma
magnetizagao espontanea e sao chamados de ferromagnetos|21].

Em uma rede cristalina, os spins dos elétrons desemparelhados dos atomos ou dos
ions da rede interagem entre si. As interagoes mais relevantes para o estudo das pro-
priedades magnéticas nos soélidos sao a interagao de troca de curto alcance e a interacao
dipolar magnética, muito mais fraca que a interacao de troca, mais significantes a grandes
distancias. A interacao de troca é causada pela repulsao eletrostatica dos elétrons e pelo
principio de exclusao de Pauli. Matematicamente, esse principio é satisfeito exigindo-se
que a funcao de onda total do elétron seja anti-simétrica com relacao a troca de coordena-
das espaciais e spinorais[1,23]. A func¢ao de onda total é formada pelo produto da parte
orbital ¥ (rq,19), pela parte de spin £(o1, 03). Considerando um sistema de dois elétrons,

podemos escrever a funcao de onda

Us(1,2) = ¢(ri,m2)é(01,02), (1.16)

onde r; e ry sao as coordenadas de posi¢ao dos elétrons, oy e 0y sao suas coordenadas de
spin, e 1 e £ as respectivas fungoes de onda.
Para calcularmos a interagao Coulombiana entre dois elétrons

1 2
Ulry,ry) = - (1.17)

471'80 T12 ’

onde 113 = |1y — 15| é a distancia entre os elétrons.
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1.2 Origem do magnetismo 11

Usando a teoria de pertubacgao de primeira ordem, obtém-se as auto energias dadas

por
<U> = Ej:t]trocaa (118)
onde
2
E= 4260/1/’2(7"1)%("“2)T—L%("ﬁ)%(?“z)d?’rld?’m, (1.19)
2
Jtmc“ 4:;60/¢Z(r1)w;(r2)Tin?ﬁa(rz)wb(’l"l)d:sﬁd‘grz (1.20)

A energia de troca Ji.., corresponde a diferenca entre as energias dos estados de
spin antiparalelos e spins paralelos, de onde se conclui que, para Jy.oq > 0, 0 estado
com spins paralelos tem uma energia menor do que um estado com spins antiparalelos,
enquanto para Jy..c < 0 temos uma situacgao inversa[l]. A interacao de troca decresce ra-
pidamente com a distancia entre atomos, logo cada elétron s6 vai interagir apreciavelmente
com os elétrons em atomos de primeiros vizinhos.

Percebe-se, que embora a interacao entre o elétrons nao dependa explicitamente
do spin, a sua energia média dependerd. Assim podemos escrever a energia do sistema em
termos das varidveis de spin. Heisenberg e Dirac[27,28], foram os primeiros a considerar
a energia de troca para explicar a ordem magnética dos materiais. Eles propuseram um

Hamiltoniano de troca da seguinte forma

Hivoca = _2JtrocaSl'S2- (121)

Essa expressao é a base para a compreensao dos fenomenos ferromagnéticos, por exemplo.
O Hamiltoniano Eq.(1.21) é denominado simplesmente Hamiltoniano de Heisenberg.

Em 1907, Weiss [29] sugeriu uma teoria que d& uma visao qualitativa e quantitativa
das propriedades magnéticas dos ferromagnetos (substancias que possuem magnetizagao
espontanea). Essa teoria ficou conhecida como teoria de Weiss ou aproximagao de campo

médio.
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1.2 Origem do magnetismo 12

1.2.2 Teoria do campo médio

No véacuo o campo magnético H e a indugao B sao relacionados por:
B = wH, (1.22)

onde g é a permeabilidade do véacuo e seu valor é de 47 x 107" N/A2.
Para descrever o estado magnético da matéria introduz-se a magnetizagao M para

que a inducao total se torne:

B = pu(H+ M). (1.23)

Para que haja magnetizacao, é preciso que exista momentos magnéticos, e que
estes, em média, apontem para a mesma direcao. Isso ocorre sempre que houver um campo
magnético atuando no sistema ou se a temperatura for suficientemente baixa. Como
veremos adiante, este campo pode tanto ser aplicado externamente, quanto produzido
por mecanismos de intera¢do entre os préprios momentos magnéticos[22].

Para um vasto conjunto de materiais, especificamente os paramagnéticos e os di-

amagnéticos, existe uma proporcionalidade entre M e H':
M = x,H. (1.24)

A constante de proporcionalidade x,, é chamada de susceptibilidade magnética.
Assume valor positivo para materiais paramagnéticos e negativo para materiais dia-
magnéticos. Os materiais que obedecem a Eq(1.24) sdo chamados de meios lineares.

Em vista que da Eq(1.23):
B = po(H+ M) =po(1+xm)H, (1.25)
B = uH,

onde, pt = po(1+ xm), é€ denominada permeabilidade do material. No vécuo, onde nao ha
matéria para se magnetizar, a susceptibilidade é nula. E importante notar que a relagao
Eq(1.24) nao se aplica aos materiais ferromagnéticos.

Em geral, a susceptibilidade dos atomos é composta por uma contribuicaop dia-
magnética Xq;, € uma contribuicao paramagnética Xparq. A contribuigao paramagnética ¢
devida a orientagao dos momentos magnéticos intrinsecos presentes pela acao do campo
aplicado[21]. Esses momentos magnéticos derivam do momento angular orbital dos

elétrons e de seu spin.
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Existem materiais que exibem uma ordem magnética espontanea abaixo de uma
certa temperatura critica, isto é, sua magnetizacao nao aparece como resultado da
aplicacao de um campo externo. A origem quantica da magnetizacao espontanea estd

na interacao de troca entre os spins:

H = —2Jioca »_Si+Sj, (1.26)
i#]

onde Ji0cq € a energia de troca,e Sy o spin do k-ésimo sitio magnético da rede.
Podemos reescrever o hamiltoniano em funcao das projecoes o dos operadores de

spin sobre o momento angular total do ion:

o = (¢g—1J, (1.27)
com isso:
H o= —2Jnocalg — 1)* > Ji- J;. (1.28)
i#j

Logo a interagao no i-ésimo sitio sera:

M = —2Jhoealg — 1)* Y Ji- ;. (1.29)
J

Pierre Weiss ao criar a teoria de campo médio, considera que cada spin da rede
esteja sujeito a um campo proporcional a magnetizagdo [29]. As interagoes spin-spin
entre os elétrons sao substituidas por interacoes entre spins e um campo magnético. Por-
tanto, além do campo externo, existe um campo magnético interno que tende a alinhar
os momentos magnéticos denominado de campo de Weiss ou campo molecular.

A aproximacao de campo médio consiste em substituirmos o operador quantico
J; pelo seu valor médio térmico (J;)r, considerando apenas a interacdo com os primeiros

vizinhos, o hamiltoniano Eq(1.29) se torna:

H = —2Jpocalg — 1)22J(Jj)r, (1.30)

onde o fator z representa o nimero de primeiros vizinhos do atomo no i-ésimo sitio da
rede. Porém, o valor médio de J estd relacionado com a magnetizagao da amostra através

da expressao:

1
(Jjpr = Ng,uBM' (1.31)
Escrevendo J; = £ obtemos:
9guB
. j7% 1 2(9 - 1)2Jtrocaz
U= —2Jpeca(g — 1)? - M = — M| p;, (1.32
" troca(9 )ZguB Ngug Ng?u3, o (132)
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eh
2me?

onde, up = é chamado de magneto de Bohr, sendo m, a massa do elétron e e a carga

elementar. O hamiltoniano acima pode ser rescrito na forma:
H' = —p-Bp, (1.33)

2(9_1)2Jtrocaz

N2 M, denominado de campo molecular ou campo médio. Obser-
B

sendo B,,, =
vamos que o campo molecular é proporcional a magnetizagao da amostra. Weiss postulou
que cada momento magnético na amostra sente um campo magnético proporcional a

magnetizacao total da amostra dada por:

B, = \.M, (1.34)

onde X\ é o parametro de Weiss, que expressa a razao entre a grandeza da interagao de

troca e a grandeza da interacao magnética entre elétrons de primeiros vizinhos:
2(9 - 1)2Jtrocaz
Ng?

Am (1.35)

Portanto, a aproximacao de campo médio pode ser utilizada para descrevermos o
comportamento de um material que apresente magnetizacao espontanea. Assim podemos

representar a magnetizacao por:

AM
M = NgugJB, 2EE220Y (1.36)
kT
Chamando =z = 3’%, a Eql.36 pode ser resolvida utilizando métodos graficos (ou

numéricos)[1].
A temperatura critica pode ser encontrada, fazendo = pequeno (7' ~ T¢). Através

da expansao da fun¢ao de Brillouin, obtém-se para T¢:

2 2
T, — Ng*us \M J(J + 1)’ (1.37)
3kp

que representa a temperatura a qual se da a transicao de fase ferromagnética-

paramagnética. Assim a magnetizacao pra altas temperaturas pode ser reescrita como:

T
T —

M =

(1.38)

=
|

Na aproximacao, a magnetizacao ¢ proporcional ao campo magnético, e o
parametro que descreve a resposta magnética do sistema ao campo aplicado é a sus-

ceptibilidade magnética, dada por:

Xr = (1.39)
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onde C' = Ty A expressao acima é conhecida como Lei de Curie, em que C' é a constante
de Curie.

Portanto a teoria de campo médio de Weiss permite determinar ainda a de-
pendéncia da magnetizacao espontanea com a temperatura. A magnetizacdo espontanea
pode ser representada graficamente conforme vemos na figura 1.3, onde verificamos que
a magnetizacao espontanea vai a zero quando T = T, isto ¢, a medida que a tempera-
tura aumenta, as flutuagoes térmicas acabam destruindo a ordenagao dos spins. Como a
magnetizagao espontanea se anula de maneira continua quando 7" — T, a transicao da
fase ferromagnética para fase paramagnética é continua. Acima da temperatura critica, a
susceptibilidade desses materiais obedecem a Lei de Curie-Weiss. Este tipo de transicao

é designado por transicao de fase de sequnda ordem.

Figura 1.3: Dependéncia da magnetizagao (a) susceptibilidade (b) versus temperatura para o

ferromagnetismo.
M A X A
0 . T 0 Te T

(a) (b)

fonte: Autor

Podemos concluir que a teoria de campo médio ou molecular, proposta por Weiss,
apesar da simplicidade algébrica, fornece uma surpreendente visao de muitas propriedades
importantes dos ferromagnetos, como a susceptibilidade para altas temperaturas, o calor
especifico e a dependéncia da magnetizacao espontanea com a temperatura, prevendo
assim uma transicao de fase, na auséncia de campo externo. Entretanto, nessa teoria
somente as interagoes entre vizinhos préximos é considerada.

Langevin em 1905 descreveu de modo bastante satisfatério o paramagnetismo assu-
mindo que cada atomo ou molécula de um meio qualquer possuam um momento de dipolo
magnético bem definido de médulo m, mas que possam orientar-se aleatoriamente[21,23].

Para um dado estado de momento angular total J do atomo, o hamiltoniano da interacao
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entre 0 momento magnético m, e um campo magnético B é dado por:

H = —p-B. (1.40)

As energias possiveis para o caso em que o campo ¢ estatico e aponta na direcao z, sao
dadas por:
El = —glLLBBol, (141)

coml=—-J —J+1,..,J—1,J. Observamos que para minimizar a energia de interagao,
os momentos de spin devem ficar paralelos ao campo magnético externo.
Assim a densidade de energia interna do sistema, onde N representa o nimero de

momentos por unidade de volume, pode ser calculada a partir de:

+J +J
Z Eje= Pk Z le B

I=—J I=—J
> o
I=—J
onde Z é a funcao de particao.
Dessa forma podemos calcular a magnetizacao do sistema, como:
+J
> e
I=—J
M = N{(m,)7 = Ngugp(J.)r = Ngugp Z , (1.43)

sendo (m,)r a média térmica da componente z do momento magnético atomico e (J,)r
a média térmica de .J,.

Podemos calcular o valor médio de dipolo magnético, da seguinte forma:

(m.) = gupJB,(z), (1.44)

onde Bj(z) é chamada de funcao de Brillouin:

2J +1 (2J+ 1)z 1 T
By(z) = e ISy N o 1.4
s(@) 2y " { 2 } 27 " (2) (1.45)

B
sendo x = Q’I?E—TO com kg como a constante de Boltzmann, e T" a temperatura. A magne-

tizacao pode entao ser escrita como:

M = NgupJB,(z), (1.46)

no limite de baixas temperaturas ou campos magnéticos intensos, r — 0o0. Nesse caso,

podemos expandir a funcao de Brillouin:
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lim By(x) = lim Kyzj 1) coth <2J2+ 1> z— %coth g} L (147)
- 1t
ou seja:
Byx) ~ 1, z>1, (1.48)

assim, a funcao de Brillouin tende a 1, para qualquer J, de forma que:

M — Ngugl, (1.49)

o sistema atinge a magnetizacao de saturagao. A figural.4 mostra a curva da magnetizagao

para alguns sais paramagnéticos.

Figura 1.4: Curvas do momento magnético para diversos sais paramagnéticos.

7 O L
, o — " =R Ed)
6
!_‘r__—‘————. C
Es ’.( =52 (Fe)
=
g 4
£ 3 _— R
g2 1=32(Cr)
52
E 4
] _
08 ‘ . .
0 10 20 30 40

H_ /T in (kGauss K
fonte: Autor

Para temperaturas altas e campos magnéticos nao muito intensos, de forma que

xr < 1, pode-se entao expandir a funcao cotangente hiperbdlica:

1
coth(z) ~ E+§. (1.50)

A partir dessa expansao, a funcao de Brillouin para r < 1 fica:

By(z) =~ (%) x, (1.51)

logo a magnetizagao torna-se:

M = NgugJ (—> x, (1.52)
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substituindo o valor de x, obtemos:

PropgJ (J + 1)
3kgT

M H. (1.53)

Portanto a susceptibilidade assume o valor:

2 2
_ Ngwopgl(J+1) _C (154)
3kpT T

que também segue uma lei de Curie do tipo inverso da temperatura, com a constante de
Curie assumindo o valor:

Ng*poppJ(J +1)

C
3kp

(1.55)

Ja sabemos que a susceptibilidade de um material que nao possuem magnetizagao
espontanea, quando submetido a um campo externo, obedece a Lei de Curie. Agora
resta-nos saber como um material, que apresenta magnetizacao espontanea, se comporta
na presenca de um campo externo.

A analise da susceptibilidade dos materiais, quando sujeitos a campos magnéticos
possibilita a classificagao do comportamento magnético. Uma descricao dos principais

comportamentos magnéticos é dada na se¢ao seguinte.

1.3 Fases Magnéticas

Podemos classificar as diversas fases magnéticas de acordo com a origem mi-
croscopica de sua magnetizacao e de suas interagoes internas. Os principais tipos de
fases magnéticas sdao o Diamagnetismo, Paramagnetismo, Ferromagnetismo, Antifer-
romagnetismo, entre outros. A seguir vamos discutir estes, utilizando uma aborda-
gem macroscopica para que se tenha uma ideia dos diferentes tipos de comportamento

magnético[21].

1.3.1 Diamagnetismo

A origem do diamagnetismo estd associada a tendéncia das cargas elétricas em
se opor a penetracao de um campo magnético em um material. Ela pode ser entendida
de maneira bastante simplificada com base na Lei de Lenz. Imaginemos um elétron em

movimento orbital, ao aplicarmos um campo magnético externo o fluxo magnético que
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atravessa a area definida pela orbita do elétron varia, e uma corrente induzida surge com
um sentido tal que o fluxo magnético produzido por esta corrente se opoe a variacao do
fluxo[21]. Nesse caso o momento angular do elétron ird alterar a sua dire¢ao, produzindo
assim um campo magnético interno tal que se oponha ao campo aplicado externamente.
O material serd diamagnético se as outras interagoes sao negligenciaveis e é caracterizado

por uma pequena susceptibilidade magnética negativa:
x < 0. (1.56)

Em materiais diamagnéticos geralmente a susceptibilidade é muito menor do que
a unidade, ou seja, Y < 1. Sao exemplos de materiais diamagnéticos notavelmente o
Bismuto (y = —1,66 x 107), a dgua (y = —9,05 x 107%), bem como o carbono na forma
diamante e na forma grafite, o cobre, mercirio, a prata, dentre outros.

O diamagnetismo estd presente em todos os materiais, ou seja, todo material é
diamagnético, mas isto s6 é observado quando nao existem outros tipos de comporta-
mento magnéticos superpostos[21]. Nos materiais diamagnéticos os d&tomos tém momento
angular total nulo, ou seja, nao possuem momento de dipolo magnético intrinseco, ele é

induzido pelo campo magnético externo.

1.3.2 Paramagnetismo

O paramagnetismo esta associado com a tendéncia que os momentos de dipolo
magnético tem de se alinhar ao campo aplicado, contrariamente ao efeito diamagnético
em que o meio tende a repelir o campo externo[21]. Em um material paramagnético
interagoes de troca entre momentos de dipolo magnético vizinhos nao sao relevantes e

podem ser negligenciadas em uma primeira aproximacao. Dessa forma:
x > 0. (1.57)

Uma variada gama de materiais apresenta uma resposta paramagnética. Podemos
citar alguns: 6xido ferroso (y = 7,2 x 1073), uranio (x = 4 x 107*), platina (x = 2,6 x
1073), tungsténio (y = 6,8 x 107°), césio(x = 5,1 x 107°),aluminio (x = 2,2 x 107°) entre
outros. Em condigoes usuais de temperatura e para baixos valores de campo aplicado o
paramagnetismo apresenta uma dependéncia com a temperatura na forma 1/7, resultado

que foi descoberto experimentalmente por Pierre Curie. Portanto a lei da forma:
X = — (1.58)

onde C' é a constante de Curie[21].
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1.3.3 Ferromagnetismo

Os materiais ferromagnéticos possuem momentos magnéticos, devidos ao movi-
mento orbital e ao spin dos elétrons, tao fortes, que cada momento acaba por se orientar
espontaneamente de acordo com o campo magnético criado pelos seus vizinhos|21, 23].
Neste caso a magnetizacao pode existir localmente, mesmo sem campo magnético exte-
rior aplicado ou com um campo muito fraco. Para estes materiais:

x > L (1.59)

Os materiais ferromagnéticos possuem regides microscopicas denominadas
dominios, nos quais os momentos magnéticos estao alinhados. Numa regiao nao magne-
tizada os dominios estao aleatoriamente orientados, de modo que o momento magnético
total é zero[21,23]. Quando colocado em um campo magnético externo, os dominios ten-
dem a alinhar-se com o campo, ficando a amostra magnetizada, representagao ¢ mostrada
na figura 1.5. Removendo o campo retém-se pelo menos temporariamente a magnetizagao

na dire¢ao do campo original (material se transforma em um {ma).

Figura 1.5: Representacao esquemética de dominios magnéticos num cristal ferromagnético: a)
amostra com magnetizagao total nula; b) esquema da magnetizagdo da amostra por aplicagao

de um campo magnético.
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fonte: Autor

A altas temperaturas instala-se a desordem e a baixas temperaturas a ordem é
mais estavel. Para um material inicialmente desmagnetizado pode-se obter uma curva de
histerese tipica que é representada na figura 1.6. Partindo da substancia desmagnetizada
e aumentando H a magnetizacao ocorre rapidamente até B atingir uma quase saturacao,
quando os momentos se alinham[21,23]. Ao diminuir H, o campo B diminui mas nao é
zero para H = 0. Ao inverter H, B acaba por mudar de sinal. Repetindo o processo

para H > 0, a trajetéria seguida é diferente da inicial.
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Figura 1.6: Ciclo de histerese.

BA

fonte: Autor

A histerese mostra uma capacidade que os materiais ferromagnéticos possuem
em reter informacao, tendo por isso intmeras aplicagoes, como nos discos rigidos de

computadores, cartoes de crédito e fitas magnéticas.

1.3.4 Antiferromagnetismo

Os materiais antiferromagnéticos sao qualitativamente semelhantes aos materiais
ferromagnéticos, porém apresentam uma tendéncia de alinhamento antiparalelo dos spins
vizinhos, contrario ao que acontece com o ferromagnetismo(21,23,25]. Um exemplo de

célula unitaria de um antiferromagneto é mostrada na figura 1.7.

Figura 1.7: Célula unitaria de um material antiferromagnético Y MnyGes abaixo de sua tem-
peratura de Néel. Os circulos cor de rosa representam os dtomos de Itrio, os circulos brancos,

os atomos de Manganés (magnéticos) e os circulos pretos, os a&tomos de Germanio.

fonte: Buschow, 2004
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Na aproximacgao de campo molecular, um antiferromagneto pode ser descrito como
duas subredes ferromagnéticas, com magnetizacao My = Mk e Mp = — Mgk, que se
alinham antiparalelamente, onde os spins em cada uma delas sentem um campo médio
devido a prépria subrede e a subrede oposta. Na presenca de um campo externo B = Byk,

e altas temperaturas, a magnetizagao em cada subrede pode ser escrita como,

My = %(B0 — AMp + NM,y) (1.60)
C
~Mp = Z(Bo— AMa+ X Mp) (1.61)

onde A e )\ sdo as constantes de campo molecular, inter e intra-rede. E possivel ainda
obter a susceptibilidade magnética, através de uma teoria do campo molecular de Weiss

[25,29], encontrando assim o seguinte resultado:

X = —— (1.62)

onde Ty é denominada de temperatura de Néel. Quando um material antiferromagnético
atinge a temperatura de Néel, ocorre uma transicao de fase do antiferromagnetismo para
o paramagnetismo de Currie-Weiss[21,23,25].

Para valores de temperatura abaixo da temperatura de Néel, temos que a mag-
netizacao de cada subrede separadamente tem valores de mesmo modulo, porém sinais

opostos resultando numa magnetizacao total nula, de acordo com a figura 1.8.

Figura 1.8: Comportamento do magnetizagao em funcao da temperatura para valores abaixo

da temperatura de Néel para as sub-redes.

M 4

Mp

fonte: Pereira, 2008[11]
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Portanto, num arranjo antiferromagnético o momento magnético é nulo em tem-
peraturas inferiores a temperatura de Néel. Nessa regiao a susceptibilidade, ao contrario
do paramagnetismo, diminui com a diminui¢ao da temperatura, conforme estudos feitos
por Van Vleck[14] e comprovados por experimentos usando difragdo de néutrons[15]. Em
T = Ty a susceptibilidade de um material antiferromagnético nao ¢é infinita, mas possui

um vértice nao muito acentuado conforme a figura 1.9.

Figura 1.9: Susceptibilidade magnética em funcao da temperatura para o antiferromagnetismo.
X a
AR

v

fonte: Pereira, 2008[11]

1.3.5 Ferrimagnetismo

Assim como o ferromagnetismo, o ferri e o anti-ferromagnetismo sao dois
fenomenos em que as interacoes entre spins nao podem ser desprezadas, mas para que
ocorram ¢é necessario que a rede cristalina do material seja composta de duas sub-redes
de tal modo que as interagoes de troca sejam diferentes entre os primeiros e os segundos
vizinhos. Aqui, ao contrario do que ocorre no antiferromagnetismo, a magnetizacao das
subredes nao sao iguais e, assim, a diferenca entre as duas magnetizagoes dara origem a
um forte magnetismo.

O artigo publicado em 1948 por Néel [8-10] forneceu a chave para a compreensao
tedrica das ferritas, a palavra ferrimagnetismo ¢é devido a elas. Substancias ferrimagnéticas
exibem uma magnetizagao espontanea substancial a temperatura ambiente e abaixo de
uma temperatura critica como ferromagnetos. Esses materiais nao correspondem a mag-
netizacao de saturacao esperada para os fons paramagnéticos constituintes, correspon-
dendo ao alinhamento paralelo destes quando 7" — 0. A figura 1.10, apresenta de modo

simplificado uma representacao dos trés fenomenos.
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Figura 1.10: Representagao pictérica do ferromagnetismo, anti-ferromagnetismo e ferrimagne-
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fonte: Autor

1.4 Magnetismo em Baixas Dimensionalidades

Sistemas fisicos em baixas dimensoes despertam grande interesse da comunidade
cientifica desde 1925, quando Ernest Ising propos a solugao para o modelo tedrico de
um sistema magnético unidimensional. A baixa dimensionalidade pode facilitar um tra-
tamento tedrico exato. Materiais reais sao 3D, mas comportam-se efetivamente como
sistemas de baixa dimensao, uma vez que, as interacoes de troca que levam ao acopla-
mento magnético sao muito mais fortes em uma ou duas diregoes espaciais do que nas
restantes.

Do ponto de vista tedrico, pode-se tratar esses sistemas magnéticos através de
spins localizados em diferentes sitios ao longo de uma determinada topologia de rede.

Sistemas magnéticos unidimensionais tém atraido consideravel atencao tedrica
desde o trabalho pioneiro de Bethe[31], descrevendo a técnica do “Bethe ansatz” que foi
construida para se encontrar o estado fundamental exato do modelo antiferromagnético
quantico proposto por Heisenberg[34], para o caso unidimensional. Em alguns casos, é
possivel calcular exatamente a energia do estado fundamental, o espectro de excitagao e
as quantidades termodinamicas dos sistemas magnéticos uni e bidimensionais. Um ponto
importante no estudo de sistemas magnéticos de spins com baixa dimensionalidade é que

a curva de magnetizagao do modelo antiferromagnético nem sempre apresenta um cresci-
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mento continuo, partindo do valor de saturagao nulo, com o aumento do campo magnético
externo.

Em certos sistemas, a curva de magnetizagao exibe platos em certos valores racio-
nais da magnetizagao por sitio. Osgikawa e colaboradores[32] encontraram uma condigao
para a ocorréncia dos platos de magnetizagao em modelos quase unidimensionais pela ge-
neralizagao do exemplar “de Land surface model”[33], quando incluido o campo externo
magnético.

Atualmente pesquisas em sistemas magnéticos de baixa dimensao voltaram a rece-
ber muita atencao, depois da descoberta dos supercondutores de alta temperatura[34,35],
cuja descricao tedrica completa ainda representa um campo em aberto na fisica. Os Cu-
pratos por exemplo, sao compostos que podem exibir o fenomeno da supercondutividade
de alta temperatura.

Sistemas magnéticos de baixa dimensao tém sido amplamente explorados no con-
texto do processamento de informacao quantica devido a possibilidade de criacao e dis-
tribuicao de emaranhamento quantico entre unidades especificas de spin agindo como qu-
bits[3,4]. O grau de emaranhamento quantico também foi investigado em modelos hibridos
de spin assumindo tanto as interagoes de troca de Heisenberg como as de Ising[38,39].

A alternancia dos acoplamentos de Ising e Heisenberg nas cadeias de spin é mo-
tivada pelo fato da maioria desses modelos se torna exatamente solivel, oferecendo uma
compreensao mais profunda do papel das flutuagoes térmicas e do campo magnético ex-
terno no emaranhamento quantico entre os spins vizinhos[40, 41].

Nessa perspectiva, os modelos de spin quantico-hibrido classicos oferecem uma
classe interessante de sistemas fisicos, que exibem um alto grau de emaranhamento
quantico que sobrevive em uma faixa mais ampla de temperaturas e campos magnéticos.

Até o momento, solugoes exatas foram encontradas para varias geometrias de
modelos, incluindo cadeias alternadas de Ising-Heisenberg, correntes diamantadas, escadas
e tubos[42-57]. Recentemente, uma nova classe de modelos de spin quantico hibrido sendo
composta de spins de Ising localizados intercalados por elétrons méveis foi introduzida[58,
59].

Um modelo hibrido deste tipo foi introduzido pela primeira vez para uma cadeia
diamantes e demonstrou exibir varias caracteristicas nao convencionais, como um rico

diagrama de fase, platos de magnetizacao, curvas de calor especificos[58], bem como um
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efeito magnetocaldrico pronunciado[59]. O emaranhamento quantico fermionico entre um
par de elétrons intercalantes também tem sido explorado em vérias variantes dessa cadeia
hibrida de diamantes[51,60-63].

Até hoje, o estudo de modelos quanticos e/ou cldssicos de spin, continua sendo
objeto de interesse de diversos pesquisadores, sobretudo devido a sua grande capacidade
para predizer e reproduzir resultados experimentais nos mais diversos sistemas fisicos.

Dentre os varios modelos de cadeias de spin que descrevem sistemas fisicos reais
ja discutidos, um modelo promissor e de particular interesse é o modelo da escada de
spins. Motivado pelos recentes avancos experimentais na quantificagdo do emaranhamento
quantico nas cadeias de Bose-Hubbard[37], introduziremos um novo modelo de escada de
spins do tipo Ising-Hubbard solucionavel na qual o grau de emaranhamento quantico no

degrau da escada podem ser analisados analiticamente.

1.5 Organizacao

O objetivo principal deste trabalho é estudar efeitos magnéticos em sistemas de
baixa dimensionalidade, usando um modelo que inclua interagoes competitivas, flutuagoes
quanticas e que seja exatamente soluvel, apresentando uma série de efeitos recentemente
observados em materiais magnéticos.

Apés a introducao histérica e uma descricao sucinta dos principais aspectos rela-
cionados as propriedades magnéticas dos materiais e sua modelagem tedrica apresentados
neste capitulo, no capitulo II descrevemos o comportamento termodinamico de sistemas
magnéticos de baixas dimensoes como os modelos de Ising e Heisenberg unidimensionais,
ferro e antiferromagnéticos. No capitulo III um estudo sobre emaranhamento quantico.

No capitulo IV, expomos os resultados por nés obtidos no estudo do diagrama de
fases e do emaranhamento fermionico para a cadeia dupla de Ising-Hubbard. No capitulo
V, exibimos os diagramas de fases e o comportamento do emaranhamento de formacao
para o tubo de spins Ising-Hubbard. No capitulo VI, apresentamos nossas conclusoes e

perspectivas de possiveis desdobramentos.
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Capitulo

Modelos Magnéticos

Sistemas magnéticos de baixa dimensionalidade tém a vantagem de permitir a
comparacao entre resultados tedricos e experimentais. Apesar de nao haver transicao
de fase em sistemas unidimensionais em temperaturas finitas, efeitos importantes podem
ser investigados de forma analitica, o que contribui para uma compreensao mais aprofun-
dada dos fenomenos magnéticos|[11]. Além disso, antiferromagnetismo quéantico em baixas
dimensoes é um dos mais fascinantes temas da fisica da matéria condensada. Em parti-
cular, nas cadeias quanticas antiferromagnéticas com valores baixos de spins, o cléssico
estado de Néel nao é mais um auto-estado do Hamiltoniano, devido as fortes flutuagoes
quanticas. Assim, outras fases quanticas sao esperadas para ocorrer no estado fundamen-
tal[11]. Nesse capitulo apresentaremos os conhecidos modelos de sistemas magnéticos de

Ising, Heisenberg e Hubbard, dando énfase ao caso unidimensional.
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2.1 Modelo de Ising

Proposto em 1920 por Wilhelm Lenz ao seu aluno de doutorado Ernest Ising, tinha
como objetivo estudar um dos fenémenos mais importantes em matéria condensada, o
ferromagnetismo de momentos localizados. O modelo consiste em uma cadeia linear
de momentos magnéticos o; interagindo com seus primeiros vizinhos, onde um spin o;
tem apenas dois estados possiveis: “para cima” ou “para baixo”. Podemos, como é
convencional, organizar os spins em redes de 1,2,3 ou outra dimensao d qualquer. Em
1925, Ising publicou a solu¢ao exata para uma cadeia linear (d = 1). Em 1944, Lars
Onsager produziu uma solucao analitica para o modelo de Ising em uma rede quadrada
(d = 2), com condigoes de contorno periédicas sem campo aplicado[65].

A energia associada a uma configuracao de spins neste modelo é dada por:

H = —J Z 0;0i+1, (21)

iyi+1

onde o; = i% denota a variavel de spin de Ising localizada no sitio ¢ da cadeia linear.
Frequentemente até nos referimos a ¢; como um spin (spin de Ising), mas ha de se en-
tender que nesse modelo os ¢; nao seguem nenhuma relacao de comutacao de momento
angular. Vendo os spins como momentos magnéticos localizados, teremos para J > 0 uma
interacao ferromagnética e para J < 0 uma interagao antiferromagnética. No caso do fer-
romagnetismo, o estado fundamental (de mais baixa energia) é aquele em que os spins
estao alinhados, isto é, todos para cima ou todos para baixo. No antiferromagnetismo, o
estado fundamental é aquele em que os spins estao anti-paralelos, isto é, cada spin tende
a se manter no sentido oposto ao de seus primeiros vizinhos.

A Eq.(2.1) possui esta simetria interessante: se invertermos todos os spins, seu
valor continuara o mesmo. A aplicacdo de um campo magnético externo H quebra esta
simetria:

H = —J Z ;041 — HZO’i, (22)
iit1 i
restando, entretanto, a simetria para o caso em que o sinal (sentido) do campo também
seja invertido.

A agitacao térmica influencia o sistema de spins de Ising de modo que a uma

temperatura bastante baixa (kT < J) este terd um valor baixo na energia, spins alinha-

dos e uma magnetizacao elevada. Ja a temperaturas altas, os spins estarao apontando
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em diregoes aleatorias, o sistema terd elevada energia e nao apresentara magnetizacao
liquida a nivel macroscopico. Se baixarmos a temperatura gradualmente, encontraremos
um ponto critico de temperatura onde ocorre uma transicao de fase no sistema. FEssa
transicao consiste em passar da fase desordenada (paramagnética, de altas temperaturas)
para a fase ordenada (ferromagnética, de baixa temperatura). Esta temperatura critica é
chamada de temperatura de Curie.

Na solucao exata para d = 1, Ising mostrou que o modelo nao apresenta transicao
de fase a nenhuma temperatura, exceto T' = 0. Deste modo, a magnetizagao a campo nulo
é nula em qualquer temperatura finita. A susceptibilidade y = g—% é finita a qualquer
temperatura 7. Nao ha divergéncia tanto no calor especifico quanto na susceptibilidade.

Do ponto de vista da Teoria da Aproximacao de Campo Médio, os resultados dis-
cutidos anteriormente estao incorretos, uma vez que essa aproximacao, indica a existéncia
de uma transicdo nao-trivial (7" # 0). Este problema colocou em divida a ideia de que o
formalismo da mecanica estatistica pudesse ser usado para descrever todos os fenomenos
de transicao de fase. Pode-se argumentar que a transicao de fase que nao aparece na
solucao de Ising é um artificio da aproximacao de campo médio. Quando Onsager resol-
veu o modelo de Ising em duas dimensoes, deu fim ao dilema. Isto porque para d = 2,
o modelo apresenta uma transicao de fase de segunda ordem, caracterizada por singu-

laridades na funcao de particao com divergéncias no calor especifico, susceptibilidade e

comprimento de correlacao. A temperatura de transicao é dada por:

kT 2
T m(l+vR2) (23)

Desde a tultima metade do século XX, o Modelo de Ising tem sido intensivamente

estudado, sendo que o modelo com interacoes entre os primeiros vizinhos em uma rede
quadrada tem um papel especial, pois o conhecimento exato da energia, magnetizacao
espontanea e das correlagoes a campo zero, leva ao conhecimento exato dos expoentes
criticos, que sao valores que obedecem a caracteristica de universalidade. O modelo de
Ising tem sido muito utilizado por ser um modelo bastante simples e ainda assim apresenta

muitas propriedades que se aproximam de sistemas reais.

Instituto de Fisica - UFAL



2.2 Técnica da matriz transferéncia 30

2.2 Técnica da matriz transferéncia

O objetivo desta secao é descrever como as matriz transferéncia pode ser usada
para resolver modelos de spins classicos unidimensionais. A ideia é representar a funcao de
particao em termos da matriz transferéncia. As propriedades termodinamicas do modelo
sao totalmente descritas pelo préoprio espectro da matriz. Em particular, a energia livre
por spin no limite termodinamico depende apenas do maior autovalor e do comprimento
de correlacao apenas de dois autovalores através de férmulas simples.

A aplicacao mais simples da técnica da matriz de transferéncia é a solugao exata de
modelos de spin unidimensionais com um numero finito de vizinhos por sitio e um ntmero
finito de estados de spin. Matriz transferéncia, no entanto, também se mostraram muito
uteis na solucao de modelos bidimensionais exatamente soliveis. A andlise das matrizes
de dimensoes maiores requer uma matematica mais sofisticada[67].

Usaremos o modelo de Ising unidimensional em um campo magnético como um
exemplo explicito de como configurar uma matriz transferéncia. Este modelo é descrito

pelo Hamiltoniano:

N N
H == _J20i0i+1 — HZO}, (24)
1=0 i=1

onde o; e 0; sao as varidveis de spin, J ¢ a energia devido a uma interacao entre os sitios
representados pelas variaveis de spin, H é o campo externo aplicado ao sistema. Por
conveniéncia, devemos tomar condigoes de contorno periddicas, ou seja, identificar oy =
0o. A escolha das condicoes de contorno torna-se irrelevante no limite termodinamico,
N — 0.

A funcao de particao é escrita como:

Z = Zai exp(—FH), (2.5)

onde > o; representa o trago sobre todos os estados possiveis do sistema, ou seja, a soma
sobre » o0; = 41 para todos os spins »_ o;. A funcdo de particao pode ser facilmente

fatorada num produto de varios termos que relacionam apenas dois spins adjacentes:

Z = Zexp (ﬁJaoal + BHM) exp (BJ(IlaQ + BHW) (2.6)

exp (5J0N—10N + BHM) )

Z = > TuTiz-- Tn-1n, (2.7)

g
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onde

(2.8)

Tiit1 = exp (ﬁJUN_mN + 5}[M) 7

2

sao os elementos de uma matriz 7 com linhas rotuladas pelos valores de o; e colunas pelos

valores de ;1. Escrevendo 7T explicitamente, temos:

o expf(J+H) exp(—pJ) . 2.9)

exp(=BJ)  expB(J — H)

J4a se pode compreender o porqué da matriz 7 ser conhecida como matriz de trans-
feréncia, ela transfere a dependéncia de um spin para seus vizinhos proximos. Portanto,
solugao exata, para a cadeia de spin de Ising num campo longitudinal, equivale a calcular
o traco sobre a matriz 77, se asseguramos condicoes de contorno periédicas.

Para calcular o traco da matriz 77 utiliza-se a invariancia do traco com respeito as
permutagoes ciclicas do produto de matrizes, Tr[ABC] = Tr[BCA] = Tr[CAB] (sendo
A, B e C matrizes quadradas). Assim, podemos usar a matriz unitaria i, e sua inversa,

U (sendo UU~! = 1) para converter T para uma forma diagonal:

A0
UTU™® =A= . (2.10)
0 A~

A equacao Eq(2.7) é facilmente simplificada, notando que é um produto matricial
escrito em termos das componentes da matriz 7. Tomando o trago sobre os spins ¢ =

1,2,..., N — 1 corresponde a realizagao do produto:
Zy = Tr[TV] =Tr{UU Y TUU YT UU )T - (UU )T (2.11)
Zy = TrlU ' TUYUTU) - - (U TU)
ZN = T’/’[AN]

Aplicando a equagao secular (7 — Al = 0), onde [ é uma matriz identidade,

podemos encontrar os autovalores de 7T:

X1 = exp(pJ)cosh(BH) £ \/exp(2ﬁJ) sinh?(BH) + exp (—23.J), (2.12)

Com autovetores:

<ﬁ0| = (Oz_,_,Oz_), <ﬁ1| = (Oé_, —Oé.,.), (2'13)
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onde:

o2 = 1 14 exp(8J) sinh(SH)
\/exp(2ﬁJ) sinh?®(BH) + exp (—26J)

(2.14)

Este é o ponto final da solucao exata do modelo, desde que toda a termodinamica
pode ser obtida através da fungao de particao Eq(2.11). Se especificarmos que h = 0, na
equagao Eq(2.12), a funcao de partigao obtida serda a mesma independente da condigao de
contorno assumida, no limite termodinamico N — oo. A expressao final para a energia

livre de Helmholtz por spin é dada por:

1
f = _kTJ\}l—%oﬁanN’ (2.15)
— BT Jim —Ind AN 1+ AL (2.16)
- N N N[ ‘
(2.17)

N
AN <
Mas, como N — oo, (W) — 0, porque a razao é menor que 1 e, portanto,

f = —kTln). (2.18)

Este é um resultado importante, porque muitas vezes ¢ muito mais facil calcular
Ao do que todo o espectro de uma matriz. Nao é necessario se preocupar com a degene-
rescéncia em Ag, porque pode-se provar que as matrizes de transferéncia pertencem a uma
classe de matrizes nao degeneradas com o maior autovalor positivo )y, dando assim uma
energia livre fisicamente aceitavel[68].

A energia livre no limite termodinamico, é:

f o= —kTlexp(3J) cosh(BH) + \/exp(28.) sinh?(3H) + exp (—23J)], (2.19)
com 3 — O,resulta,
f — —kTnfexp(8J)(cosh(BH) + sinh(BH)] = —J — H. (2.20)

A magnetizacao por spin, pode ser obtida diferenciando-se o negativo da energia

livre em relagao ao campo magnético:

m _ (91 _ sinh(BH)
(T, H) (8H>T \/Smhzwﬂ) +oxp (45))

(2.21)
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Para spins nao interagentes J = 0 (ou equivalentemente 7" — o), a magnetizagao

se reduz:
m(T,H) = tanh(8H), (2.22)

como esperado para um paramagneto. Em campo zero a qualquer temperatura finita
m = 0, como esperado da simetria do modelo, demostrando que o modelo nao explica o
ferromagnetismo.

O método da matriz de transferéncia é util sempre que a funcao de particao pu-
der ser fatorada em uma forma como Eq(2.7) e, portanto, expressa como um produto de
matrizes. Uma aplicacao comum é em sistemas de spins classicos unidimensionais com
interacoes de alcance finito. O tamanho da matriz transferéncia depende do ntimero de
estados de spins por sitio e do alcance das interagoes. Para o modelo de Ising unidimensi-
onal com interacoes de primeiro e segundo vizinhos, as linhas e colunas sao rotuladas por
0, Oi11 € 010, 013 Tespectivamente e, portanto, a matriz é 4 x 4. Conforme o modelo fica
mais complicado a utilidade do formalismo depende se a matriz de transferéncia pode ser
diagonalizada analiticamente ou numericamente. O modo pictérico de pensar a matriz de

transferéncia é que ela constréi a rede passo a passo.

2.3 Modelo de Heisenberg

O modelo de Heisenberg [66] foi introduzido em 1928 e pode ser visto como uma
generalizacao do modelo de Ising. Heisenberg propos um modelo semelhante ao de Ising,
porém com os momentos magnéticos o; substituidos por operadores de spin S;. A des-
cricao quantica de materiais que apresentam propriedades magnéticas, proposta no mo-
delo de Heisenberg[34], assume que a principal contribui¢ao para o forte magnetismo da
matéria tem sua origem nas interacoes quanticas dos agrupamentos de spin dos elétrons
pertencentes aos atomos que formam o material. Assim o carater quantico dos momentos

magnéticos passou a ser importante. O Hamiltoniano do modelo de Heisenberg é:
"= -J) S-S (2.23)
4,3

onde J é a constante de troca, para J > 0 temos um acoplamento ferromagnético e caso

contrario, J < 0, esse acoplamento é antiferromagnético. A soma deve ser feita sobre
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pares de vizinhos mais proximos, pois o termo de troca envolve justaposi¢oes de fungoes
de onda que apenas se tornam apreciaveis entre sitios vizinhos.

Podemos introduzir nesse modelo um termo para levar em consideragao a presenca
de anisotropia (existéncia de uma diregao preferencial para os spins apontarem). Nesse

caso, o Hamiltoniano pode se escrito da seguinte forma:

Moo= —J) (SrSy+SYSY+\S7S7), (2.24)

0,3

de onde teremos os seguintes modelos:

¢ se A = 1, teremos o modelo de Heisenberg isotrépico, caracterizado por nao haver

nenhuma direcao preferencial para os spins apontarem,;
¢ se 0 < A\ <1, entao temos o modelo de Heisenberg de Plano Facil;
¢ )\ =0, temos o modelo X X;

4 )\ > 1, temos o modelo de Heisenberg de eixo facil, que é caracterizado pela pre-

feréncia dos spins em se alinharem perpendicularmente ao plano zy;

A este Hamiltoniano também pode ser acrescentado um campo H:
Moo= —J> S-S;—gusy H-S: (2.25)
irj i

Este modelo, como apresentado acima, é uma aproximagao extremamente realista
a0 caso quantico para temperaturas préximas a T..

Uma aproximagao simples para calcular a energia do estado fundamental do mo-
delo de Heisenberg é a de campo médio. A ideia béasica dessa aproximacao é substituir
um sistema de spins interagentes por um spin classico em um meio onde atua um campo

magnético médio, produzido por todos os outros spins.

2.4 Modelo de Hubbard

O modelo de Hubbard foi introduzido na década de 1960 pelo fisico britanico John

Hubbard, com o objetivo de descrever os graus de liberdade eletronicos dos sélidos. Em
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poucas palavras, o modelo descreve a competicao entre a energia cinética dos elétrons, que
tende a distribuir as func¢oes de onda e a interacao elétron-elétron, que tende a localiza-las.

Atualmente, o modelo de Hubbard tem sido usado no estudo de sistemas forte-
mente correlacionados e de super redes magnéticas. Considera-se que este é o modelo
padrao da fisica do estado sélido. A principal razao disso é a inclusao da correlacao
eletronica, que faz com que, apesar da aparente simplicidade, o mesmo descreva de forma
eficiente muitos sistemas experimentais.

No modelo de Hubbard de um tnico orbital por sitio, os elétrons estao distribuidos
nos sitios da rede, e cada sitio pode estar vazio ou conter 1 ou 2 elétrons. Neste tltimo
caso, os elétrons tém que ter spins opostos devido ao principio de exclusao de Pauli. A mo-
bilidade eletronica é introduzida no modelo através da energia de hopping ou transferéncia
entre sitios e os elétrons podem interagir entre si ou com o ntcleo.

Em uma dimensao, o Hamiltoniano pode ser escrito no formato da segunda quan-
tizagao, na forma:

N N

H = —t Z Z (c}pcjﬂ +he)+U Z njtn;y, (2.26)

=1 o=t j=1
onde N é o nimero de sitios. O primeiro termo a direita da equacao é a energia cinética. O

segundo representa a interagao entre elétrons, ou seja, a energia Coulombiana. O operador
T

¢;, Cria um elétron no sitio ¢ com spin o, enquanto o operador ¢;, destréi um elétron
no sitio j com spin 0. Ja o operador n;, ¢ denominado operador nimero e sua funcao
¢ contar o nimero de particulas com spin ¢ =1 em cada sitio 7. Por serem operadores
fermionicos (que obedecem a estatistica de Fermi-Dirac) satisfazem as seguintes relagoes

de anticomutacao,

{CiJ? C},o’} = 5@']'500’7 (227)

{Ciyg,ijgl} = 0. (228)
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Capitulo

Emaranhamento

O conceito de emaranhamento é uma das principais caracteristicas da mecanica
quantica, sendo base para tecnologias emergentes, tais como computacao quantica, cripto-
grafia quantica e tem sido usado para experiéncias como o teletransporte quantico[69-71].
Por isso é de fundamental importancia tanto o entendimento quanto a quantificagao do
emaranhamento em sistemas quanticos. Neste capitulo, faremos uma breve discussao do
“paradoxo EPR” e da desigualdade de Bell mostrando como a ideia de emaranhamento
estd ligada aos fundamentos da mecanica quantica, nao havendo analogo classico para
esse fenomeno. Em seguida, discutiremos as formas de caracterizacao e quantificacao do

emaranhamento.

3.1 EPR e desigualdade de Bell

Uma questao importante dentro da mecanica quantica era se particulas separadas
a grandes distancias poderiam manter uma conexao tal que, as medidas realizadas sobre
uma afetaria a outra[72-74].

Alguns dos fundadores da mecanica quantica, como Albert Einstein e Erwin
Schrodinger, se sentiam desconfortaveis com a impossibilidade de se fazer previsoes mais
precisas de estados quanticos. Einstein pretendia mostrar que a teoria quantica era uma
teoria incompleta, sendo assim necessario uma teoria além da mecanica quantica que pu-
desse prever com precisdo o comportamento das particulas|[72,73]. Schrodinger foi quem
introduziu a ideia de emaranhamento para descrever essa impossibilidade de se fazer pre-

visOes mais precisas de estados quanticos. Segundo a teoria quantica, as propriedades das
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particulas podem ser emaranhadas de tal forma que seu valor conjunto é conhecido com
precisao, mas os valores individuais continuam completamente imprecisos. Isso se deve
ao fato da teoria quantica nao permitir obter resultados a partir de uma tnica medicao
de forma deterministica, gerando com isso uma variedade de paradoxos.

Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen (conhecidos em conjunto como EPR)[75],
analisaram dois elétrons emaranhados bem afastados um do outro. Supondo que os spins
das particulas estejam emaranhados de tal forma que, quando medidos segundo a mesma
direcao, resultam sempre valores opostos. Por exemplo, durante a medida do spin de um
elétron encontra-se que ele aponta para cima, entao o outro apontara para baixo, ou seja,
se voce medir a orientagao do spin para cima, o outro instantaneamente apontara para
baixo, de modo que o emaranhamento existe independentemente da distancia entre as
particulas[77-81]. Einstein se recusou a aceitar esse conceito, denominando-o de “acé@o
fantasmagorica a distancia”.

A analise desse caso foi publicado em 1935 por EPR, partindo de duas hipdteses.
Primeira, se os cientistas podem prever o resultado de uma medida com precisao, deve
existir alguma propriedade da natureza que corresponda a esse resultado, tal propriedade é
denominada por Einstein de “elemento de realidade” [82]. Segundo, um evento em um local
nao pode afetar instantaneamente um evento em outro local distante, isto é, as influéncias
nao podem se propagar mais rapido do que a velocidade da luz. Segundo EPR, se essas
condigoes forem introduzidas na mecanica quantica, obteremos uma contradicao. Um
exemplo de contradi¢ao seria o seguinte[82]. Sejam dois elétrons emaranhados mantidos
em locais distantes por dois observadores Alice e Bob, imagine que Alice mega o spin de
seu elétron na direcao z, ela sabe imediatamente qual serd o resultado, se Bob também
medir o spin na direcao z. Pela teoria de EPR, a componente z do spin do elétron de Bob
seria um elemento de realidade. Analogamente, se Alice decide medir o spin na direcao
x, ela sabe com certeza o resultado da medida do spin do elétron de Bob na direcao z.
Nesse caso a componente = do spin do elétron de Bob seria um elemento de realidade[82].
Porém Alice e Bob estao muito distantes, a decisao de Alice medir na direcao z ou na
dire¢do x nao pode influenciar no que acontece no local onde Bob se encontra. Isso parece
contradizer a teoria quantica que afirma que, pelo chamado principio da incerteza de
Heisenberg, o spin pode ter um valor bem definido somente em uma direcao.

A ideia fundamental que esta por tras do artigo de EPR é o conceito de realismo

Instituto de Fisica - UFAL



3.1 EPR e desigualdade de Bell 38

local, ou seja, a hipdtese de que objetos fisicos possuem propriedades definidas que in-
dependem do processo de observacao, e de que uma medida feita por um observador
nao pode influenciar medidas feitas por outro observador, se eles estiverem separados de
tal forma que a troca de informacgoes entre eles seja impossivel. Tal conflito levou EPR
a concluirem que a teoria quantica estava incompleta. FEles sugeriram que poderia ser
possivel resolver essa contradigdo acrescentando mais varidveis a teoria [76]. Em outras
palavras, deve haver uma teoria mais profunda que va além da mecanica quantica, na qual
o elétron possui propriedades adicionais que descrevem seu comportamento quando me-
didos conjuntamente. Os fisicos chamam qualquer teoria sucessora da mecanica quantica
que contenha essas variaveis de “teoria de varidveis ocultas locais” (TVOL). O motivo para
esse nome ¢ que tais teorias conteriam os elementos necessarios para explicar o indeter-
minismo quantico, mas tais elementos estariam fora do escopo da mecanica quantica, ou
seja, estariam ocultos. Sendo ¢ uma variavel oculta que determina o valor exato de um
observavel O de uma particula, uma colecao de particulas idénticas tera associada uma
distribuigao de varidveis ocultas p(¢). Assim, o valor esperado do observéavel O serd dado

pela média:

©) = / O(6)p()do. (3.1)

Se tal descrigao estivesse correta, reproduziria todos os resultados da mecanica
quantica, contudo nao apresentaria contradicao com o realismo local. Entretanto, em
1965 John Bell descobriu uma incompatibilidade entre a mecanica quantica e a teoria
de variaveis ocultas. Matematicamente, esta incompatibilidade tomou a forma de um
conjunto de desigualdades, hoje conhecidas como desigualdades de Bell, que podem ser
violadas apenas por sistemas emaranhados[83].

A explicagao, reforgada por verificagoes experimentais[83], é que a fungao de onda
que descreve a superposicao de todos os estados quanticos possiveis existe em todos os
pontos simultaneamente. O valor do observavel s do sistema A e do observavel r do
sistema B nao sao quantidades independentes, mas sao obtidos por uma mesma estrutura
dentro das equacoes da fisica quantica, o que é conhecido como representacao de estados
emaranhados. No instante em que é feita a medicao do subsistema A, todo o resto da
funcao de onda colapsa em um tunico estado.

O fato da informagao entre os estados estar fortemente correlacionada quantica-

mente poderia implicar que a informacao seria transmitida de forma nao local, o que
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significa que interacoes entre entidades separadas podem ocorrer instantaneamente, sem
que haja qualquer relacado material entre elas[83]. E como se nao existisse distancia fisica

entre dois eventos, nem mesmo o tempo existisse.

3.1.1 Teorema de Bell

Suponhamos um sistema em repouso e com momento angular zero que em dado
instante se divide em duas particulas de spin 1/2. Pela conservagao do momento angular,
a soma dos spins em qualquer dire¢ao tem de ser nula[84,85]. Isso significa que o sistema

estd no estado “singleto”, dado pelo vetor de estado

1

0) = Z(HI= ==+ (3.2)

S

Figura 3.1: Diregoes das componentes de spin.

e d
[ /

e 7

fonte: Autor

Através dos detectores vistos na Figura.3.1, que medem a componente do spin
em diregoes especificadas pelos vetores unitarios a e 3, podemos registrar os valores
encontrados em uma sequéncia de medidas preparadas identicamente, na qual a medida
do spin das duas particulas nas diregoes especificadas a e # s6 é especificada por dois
valores, +1 (spin para cima) ou —1(spin para baixo)[84,85]. Consideramos, ainda, uma
terceira quantidade que representa o produto das duas medidas.

Chamaremos a média desses produtos de P(«, 3). Note que, como o spin total é
zero, o produto das medidas deve ser sempre —1 se os detectores estiverem alinhados, ja
que as particulas tém sempre spins opostos em uma dada dire¢ao. Logo, P(a,a) = —1.

Quando os detectores estiverem orientados em sentidos opostos, o produto das medidas
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deve ser sempre +1 e a média dos produtos serd P(«, —«) = +1. Para detectores orienta-
dos em diregoes arbitrarias o e #, nao podemos dizer que estes valores dos produtos das
medidas sejam sempre os mesmos. Realizaremos uma comparacao entre as propriedades
da média “classica” e os resultados da teoria quantica[84, 85].

Para comecar, calcularemos a média “classica” supondo que existem varidveis ocul-
tas. Isso significa que a projecao A(a, A) do spin da particula 1 ao longo da direcao «
estd definida por um parametro A, a varidavel oculta (pode haver mais de uma variavel
oculta e nesse caso A representa o conjunto delas)[84,85]. O “realismo” vem do fato de
o valor A(a, A) existir antes da medida, e nao ser criado por ela. A imprevisibilidade do
resultado das medidas é explicada por nao conhecermos o valor da variavel oculta A.

De forma andloga, definimos B(f3, A) como o valor do spin da particula 2 ao longo
da direcao 5. A hipdtese de localidade estda implicita nessas definicoes, pois estamos
supondo que, devido a separagao entre os dois aparelhos de medida, A(a, A) nado depende
da orientacao de 8, nem B(f3,\) depende de a. Vamos supor que A(a, A) e B(f, ) s6
podem assumir valores +1 (spin para cima) ou —1(spin para baixo). Quando os detectores
estao alinhados, paralela ou antiparalelamente, temos que A(a,A) = £B(Fal), para
qualquer A.

A varidvel oculta A\ varia estatisticamente conforme uma distribuicao o(\), onde

J o(N\)dX = 1. A média do produto das medigdes ¢ dada por,

P(a, ) — / o(A)A(cr, ) B(B, \)dA. (3.3)
Porém, B(8,\) = —A(B, ), de modo que
Pla.) = = [ o)Al NG, N (3.4)
tomando uma terceira direcao c
Pla,y) = — / o(\) A, ) A(7, N, (3.5)
Logo,
Pla) = P@.8) = = [ o)A@ NAGN) - A NAG N dA (30

Como as fungdes A(a, A), A(B,\) e A(y,A) s6 podem assumir os valores +1, o

quadrado de qualquer uma delas s6 pode ter como resultado o valor 1. Um caso particular,

AN = 1, (3.7)
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assim,
Pla.8) = Pla) = = [ o)L= ABNAGN] A@NAB N (39
O modulo dessa diferenca obedece a desigualdade
P, 8) - P(a,7)] < j/MMH—M@MM%WAMAMMAMX (3.9)
Como g(A) >0, [1 — A(B,\)A(7,A)] > 0 e |A(a, \)A(B,A)| = 1, a desigualdade se
reduz

P(a, ) — Pa,y)] < —/mmu—m&»mmmwx (3.10)

a qual pode ser reescrita como,

Esta é a desigualdade de Bell [83], que deve ser obedecida por qualquer teoria realista e
local. A mecanica quantica prevé que P(«, f) = —a.f. Podemos ver que, para determi-
nadas orientacoes dos vetores unitarios, a desigualdade de Bell é violada.

Com esses resultados, a mecanica quantica se mostra incompativel com qualquer
teoria de variaveis ocultas locais. A ideia de Einstein, de completar a teoria quantica com
variaveis que restaurassem o realismo e impusessem a localidade, é impraticavel. Ou o
realismo ou a localidade devem ser abandonados. A desigualdade que obtivemos acima
¢ apenas uma de muitas relacoes equivalentes que podem ser demonstradas, conhecidas
coletivamente como desigualdades de Bell. A mais conhecida é a desigualdade de Clauser-

Horne-himony-Holt(CHSH)[86].

3.2 Estados emaranhados

O emaranhamento é uma das propriedades mais intrigantes da mecanica quantica,
manifesta-se como um tema de dificil interpretacao e inclusive sua definicao formal ainda
¢ um tema em aberto. Ele é caracterizado pelas correlagoes entre diferentes partes de um
sistema que constituem um estado global. Tais correlagoes sao de natureza quantica e por
isso é de extrema importancia na distingao entre sistemas quanticos e classicos.

Imagine dois sistemas fisicos, a principio completamente independentes. O pri-
meiro descrito por fungoes definidas em um espago de Hilbert de dimensao N e o segundo

por funcoes definidas no espaco de Hilbert de dimensao M.
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Agora considere o sistema composto por esses dois espacos de estados. O espaco de
Hilbert correspondente, denotado por H, tera dimensao N x M e sera formado a partir do
produto tensorial entre H* e HZ. Como os dois sistemas constituintes sdo independentes,
um estado do sistema global |¢)) € H fica completamente definido uma vez definidos os
estados [4) e [¢B).

Um estado [1)) € H é denominado de estado produto e pode ser escrito como,

) = Z Z Cmn|w;2> ® Wf% (3.12)

n=1 m=1

sendo a matriz C, cujos elementos sao C),,, em geral retangular, j4 que as dimensoes
dos espacos de Hilbert podem ser diferentes. O estado |¢) € H* ® HP é denominado
de emaranhado se ele nao puder ser escrito como um produto tensorial dos estados de
cada subsistema. Se for possivel fatora-lo, ou seja, expressa-lo na forma de um produto
tensorial, dessa maneira, os sistemas constituintes seriam entao nao correlacionados, isto
é, completamente independentes.

E vantajoso obtermos uma forma diagonal para a matriz C'. Isso pode ser realizado
através da decomposicao do valor singular C = UDV | sendo U uma matriz quadrada
e unitaria, D uma matriz diagonal e V' uma matriz retangular com linhas ortonormais.

Seja A\, = D, ,, entao temos,

) = Z U e M Vi [Un) © [005), (3.13)

m,n,k

de onde obtemos a decomposi¢ao de Schmidt[87],

) = D ler) @ |¢8), (3.14)
k=1
sendo,

M

62) = D Unili), (3.15a)
m;l

6F) = ) VialtS). (3.15b)
n=1

As vantagens de expressar |¢) nesta base é que |¢;) sdo ortonormais em ambas as

partes e que \)\n2| = 1. Observe que A, descreve a estrutura do emaranhamento, uma
vez que se no caso limite Ay = 1 e A, = 0 para n > 1, temos na soma Eq(3.14), que

corresponde a um estado produto, ou seja, um estado nao emaranhado. Ja se A\, = %
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para todo n (supondo que M < N), temos todos os termos com mesmo peso, logo um
estado de maximo emaranhamento.

Nem sempre é facil saber se um vetor de estado global [¢)) pode ou nao ser escrito
como produto direto de outros vetores de estado. E provavel que um estado global [¢)
nao possa ser escrito como produto direto de outros dois estados em uma determinada
base |n) e |m), e ser escrito como produto direto em outra base diferente |p) e |¢). Assim,
uma escolha “inadequada” de base pode dificultar a decomposicao do estado global como
produto direto de estados e com isso levar a uma classificacao equivocada de um estado
nao-emaranhado como emaranhado.

Quando o sistema é descrito em termos da sua matriz densidade, a escolha dessa
base “ideal” ¢é dispensada. Por isso vale a pena construir um procedimento capaz de
distinguir estados emaranhados de nao-emaranhados em termos de matrizes densidade.
Onde podemos definir a matriz densidade de um sistema descrito por um espaco vetorial

|1}, da seguinte formal88],

po= )l (3.16)

que satisfaz as propriedades p' = p, Tr(p) = 1 e p > 0, ou seja, todos os seus autovalores
sao nao negativos.
Se um sistema é descrito pela soma de N estados vetoriais |¢,), n = 1,...N, sua

matriz densidade na forma de Schmidt é dada por
po= D Mdwlon an)(on, o, (3.17)
Ja que estamos interessados em um sistema bipartido, necessitamos de uma ferra-

menta que descreva individualmente cada subsistema do sistema composto. Tal descricao

é obtida através da matriz de densidade reduzida, definida por[8§]

pa = Trs(p) ps=Tralp). (3.18)

Dessa forma, escolhendo um dos subsistemas, toda a informacao sobre esta parte
pode ser obtida tragando sobre os graus de liberdade da outra parte. De modo geral, a

matriz densidade reduzida (i = A, B) para um dado sistema é dada por,

pi = > llepgl (3.19)
J
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Um sistema global composto por dois subsistemas de dois niveis, pode ser usado
como exemplo, para explorarmos os conceitos introduzidos até aqui. Um sistema de dois
niveis pode ser formado pelas duas polarizagoes possiveis de um féton, onde o sistema
global conteria os graus de liberdade de 2 fétons, cada um com duas polarizacoes.

Para um sistema de dois niveis, um estado qualquer fica caracterizado pela super-

posicio de seus dois estados base, |+), |-) € H = C?, que pode ser escrito como
1) = al+)+b]-), (3.20)

onde a,b € C e |a|* + |b]° = 1.
O sistema global é descrito por um espago de Hilbert dado por H = H; ® Hs .
Nesse espago, um estado global fica dado pela superposicao dos estados base |++), |+—),

|—+) e |——) ou seja,
|v) = al++) +b|+=) + c|—+) + d|——), (3.21)

onde a,b,c,d € C e |a]> + |b)* + |c]* + |d* = 1.
Diferentes valores de a,b,c e d formam estados emaranhados ou nao. Conside-

rando, a =d =0,b = \/Li ec= _\/Li’ o estado se torna

1
) = 7 (=) = 1=+)- (3.22)

Obtemos a matriz densidade,

p o= )WL (3.23)
po= (=) = =+ (G| = (=+]),
po= (=)=l = o) = =) ] =) ().

Tomando o trago parcial com relagao ao segundo grau de liberdade, obtém-se

pi = Trp), (3.24)
o= @@ ) pe )+ e (-)ple]-),
o= 5 (=)l R ).

O sistema apresenta dois autovalores nao nulos, ou seja, o estado do sistema global
Eq(3.22) é emaranhado. Podemos observar que quando efetuamos a medida da primeira

polarizacao acabamos determinando a medida da segunda polarizagao. E interessante
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explorar ainda outro aspecto desse caso. Logo, se a primeira polarizacao for +, a segunda
obrigatoriamente sera — e vice-versa. Isso significa que, apesar de as duas polarizacoes
nao serem correlacionadas a principio, quando o estado considerado é dado por Eq(3.22),
aparece uma correlacao entre elas[89).

Podemos associar varios tipos de entropia a esses estados globais constituidos de
mais de um subsistema. Essas definicbes de entropia podem ser usadas, inclusive, para

distinguir estados emaranhados e nao-emaranhados.

3.3 Medidas de emaranhamento

O emaranhamento quantico exerce um papel de extrema importancia em varios
tipos de processamento de informacao quantica, o que justifica o fundamental interesse em
determinar o grau de emaranhamento e quando o estado estd maximamente emaranhado.

Existem diversas formas de se quantificar o grau de emaranhamento de um es-
tado quantico, dependendo da abordagem que se quer adotar. Aqui focaremos apenas em
sistemas bipartites, discutindo as duas principais medidas de emaranhamento (o emara-
nhamento de formagao e o de destilagdo) que possuem uma interpretagao fisica relevante
[90,91]. Para finalizar, falaremos sobre algumas medidas de emaranhamento que pos-
suem um expressao fechada em fungao do estado quantico (que serao utilizadas mais a
frente nesta tese) e estao relacionadas com o emaranhamento de formagdo (no caso da
concorréncia) e com o emaranhamento de destilacao (no caso da negatividade).

Particularmente em sistemas bipartites, a existéncia de um estado maximamente
emaranhado é assegurada, no sentido de que qualquer estado do sistema pode ser ob-
tido a partir desse estado via operagoes locais e comunicagao classica (LOCC). Assim,
podemos tomar o emaranhamento contido nesse estado como padrao de medida, quando
quisermos quantificar o emaranhamento de nosso sistema. Para definir uma medida de
emaranhamento, a ideia é considerar um funcional que nao aumente sob LOCC, ja que
emaranhamento nao pode ser criado por esse tipo de operagao.

Para estados bipartites descritos por uma matriz densidade p qualquer, uma boa

medida de emaranhamento deve satisfazer as seguintes condigoes [90-93],

¢ O emaranhamento é nao negativo nulo para estados separaveis,

E(p) > O. (3.25)
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Condicao 6bvia, ja que qualquer estado quantico separavel é conhecido por nao conter
emaranhamento, ja um estado inseparavel deve conter um grau (positivo) de emaranha-

mento.

¢ Normalizagao

B(p™) = logyd, (3.26)

onde d é a dimensao do espaco de Hilbert do subsistema de menor dimensao e p™** é
um estado maximamente emaranhado, para sistemas 2 x 2, F(p™*) = 1. Essa condigao

restringe o nimero de medidas possiveis.

¢ O emaranhamento nao pode aumentar sob operacoes locais e comunicagoes clédssica,

E(p) = E (UA ® UppUh UL) . (3.27)

As operagoes unitdrias locais representam apenas uma mudanga de base (fisica-
mente corresponde a evolucao temporal dos subsistemas, sem perdas, ocorrendo separa-
damente) nao alterando o grau de emaranhamento.

Caso alguma operacao seja realizada em qualquer um dos subsistemas resultando

em um estado ; com probabilidade p;, entao
E(p) > Y _ pE), (3.28)

Qualquer correlagao oriunda do conjunto LOCC deve ser, por natureza, classica e
desta forma o grau de emaranhamento nao deve aumentar. O tinico modo de aumentar o
grau de emaranhamento é por interagoes globais (direta ou indiretamente). Tais condigbes
sao comumente aceitas. Medidas de emaranhamento que satisfazem essas condicoes tem

sido chamadas de emaranhamentos monotonicos.

Critérios de separabilidade

Saber se um estado é inseparavel ou nao, em geral, nao é trivial. Para estados puros
a desigualdade de Bell representa um teste suficiente ja para estados mistos a situagao é
mais complexa. Como ja foi dito anteriormente, um estado é dito separavel se a matriz

densidade do sistema composto puder ser representada como a soma de produtos diretos,

po= > pipy . (3.29)
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Quando um estado pode ser expressado pela 3.29, o transposto parcial de p refe-

rente ao subsistema A é, por definicao,
P = pilp)" @ (ply). (3.30)

Tomando-se a matriz transposta de qualquer operador densidade p, em qualquer

T = p*) ou seja, outro operador

base ortonormal, obtém-se outro operador densidade (p
com autovalores nao negativos e trago igual a um[94]. Desta forma, se a matriz p é
separdvel, pT4 também representa um operador densidade com traco unitério e autovalores
positivos.

Por outro lado, se ao tomarmos o transposto parcial de um operador p obtiver-
mos um operador com alguns autovalores negativos, o estado inicial nao é semelhante a
expressao dada na 3.29 sendo, portanto, inseparavel. Essa é uma condicao necessaria de
separabilidade conhecida como critério de Peres[94].

Embora todo estado separavel seja Transposto Parcial Positivo (TPP), o inverso
nao é necessariamente verdade (condi¢ao apenas necesséria). Existem alguns estados que
sao inseparaveis mas sao TPP. P. Horodecki apresentou alguns exemplos de estados com
tal propriedade em sistemas 2 x 4 e 3 X 3.

Horodecki demonstrou que apenas para sistemas 2 X 2 e 2 X 3 o critério de Peres
¢ uma condigao necesséria e suficiente para separabilidade[94]. Desde entao esse critério

ficou também conhecido como o critério de Peres-Horodecki mas aqui sera referido como

critério TPP.

3.3.1 Emaranhamento de formacao e destilagao

O emaranhamento de formagao E [95], representa o nimero minimo de estados
maximamente emaranhados que devem ser compartilhados entre duas partes para que
outro estado p possa ser produzido utilizando apenas LOCC.

Ja& o emaranhamento destilavel Ep [95,96] toma a rota inversa de Ey. Estamos
interessados em saber saber a fracao de estados maximamente emaranhados que podem
ser destilados do estado p, usando somente LOCC. Assim o emaranhamento que pode ser
destilado de p é,

Ep(p) = lim —log,d, (3.31)

q—0 q
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onde ¢ é o ntmero de cépias de p, r é o nimero de estados maximamente emaranhados
que podem ser obtidos e d é a dimensao do espago de Hilbert dos subsistemas.
Para um sistema bipartite d-dimensional, um estado puro qualquer pode ser re-

presentado na decomposicao de Schmidt

) = D Mler) @ ¢, (3.32)

onde |¢7!) e |¢F) sdo os estados ortonormais dos subsistemas A e B, e os \;, sdo coeficientes
reais e positivos. Logo o emaranhamento de formagao desse estado, pode ser definido como

a entropia de Von Neumann de um dos subsistemas [100].

Entropia de emaranhamento

Apesar do completo espectro da matriz de densidade dar claramente a assinatura
do emaranhamento em sistemas bipartidos, ¢ também desejavel termos uma medida sim-
ples através de um numero. Na ultima década diversas medidas de emaranhamento tem
sido propostas e calculadas para o estado fundamental de diversos sistemas de muitos
corpos. A entropia de emaranhamento é, sem duvida, a quantidade mais comumente
calculada para quantificar o emaranhamento. A entropia de von Neumann é obtida da

entropia de Renyi, definida como,

1

—n

Si,n log Zima (333)

onde

Zin = Tr(p}), (3.34)

)

define a funcao particao associada ao grau de liberdade i. Essa funcao particao pode ser

escrita simplesmente como a soma dos autovalores \; , dep; elevados a n, isto ¢é,
Zin = Tr(p})=>_ X\, (3.35)

Se S;, = 0 o sistema é puro, assim os dois subsistemas nao sao correlacionados e
nao ha emaranhamento. Caso contrario, se S;,, # 0, a matriz reduzida p; é mista e os
dois subsistemas estao correlacionados, consequentemente, emaranhados.

Tomando o limite n — 1 na definicao da entropia de Renyi, obtém-se a entropia

de von Neumann,
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Assim como a entropia de Renyi, a entropia de von Neumann é tal que, se S; = 0,
nao ha emaranhamento e, se S; # 0, hd emaranhamento. Para ilustrar esse fato, considere
novamente o sistema composto por dois fétons, considerados anteriormente. No caso
exemplificado, os autovalores de p; sdo degenerados e iguais a 1/2, tal que a entropia de

von Neumann fica dada por

S = —Tr(plogp) ==Y (Malog(Aa)), (3.37)
1 1 1 1
Sl = — <§10g§+§10g§> :10g2,

como §; # 0, hd emaranhamento.

Entropia de formagao para estados mistos

O emaranhamento de formacao para um estado misto é definido como o valor
minimo possivel para a média do emaranhamento sobre todas as decomposigoes de p em

estados puros,
Ei(p) = p%ZpiEf(lm. (3.38)

Na expressao acima o minimo é tomado para desprezar as correlacoes classicas presentes
na mistura estatistica. Sem a minimizacao, a quantidade E; nao distingue correlacoes
classicas de quanticas.

Para estados puros, o processo de formacao é reversivel, assim a formacao de
emaranhamento e a destilacao de emaranhamento coincidem. No entanto, para misturas
estatisticas o emaranhamento necessario para construir um estado misto particular nao
pode mais ser destilado por completo, assim o emaranhamento de destilagao é geralmente
menor que a formagao de emaranhamento[98]

Para sistemas de dimensoes 2 x 2 e 2 x 3 todos os estados emaranhados tém uma
transposta parcial nao positiva[107], tendo uma destilagdo de emaranhamento nao nula.
Para um sistema de dimensao 3 x 3 e sistemas de dimensao maior, existem estados ema-
ranhados que possuem transposta parcial positiva, embora estes estados possuam uma
formagao de emaranhamento nao nulo, eles nao tem destilagao de emaranhamento. Este

tipo de emaranhamento, a partir do qual nenhum emaranhamento de estado puro pode ser
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destilado, é chamado de emaranhamento ligado [99,110]. A destilagao de estados emara-
nhados pode desempenhar um papel andlogo a corregao de erros em teoria de informagao.
Por esse motivo existe uma grande procura por protocolos 6timos de purificacao para

assim aumentar a eficiéncia no processamento de informacao quantica.

3.3.2 Concorréncia

Quando p descreve um sistema em um estado misto, encontrar sua decomposicao
em estados puros que minimiza a expressao Eq.(3.38) nao é um trabalho ficil. Hill e
Wootters [123,124] mostraram um procedimento algoritmico para calcular o emaranha-
mento de formagao para estados de dois qubits. Mais tarde, Wootters demonstrou que
tal procedimento é geral, e que, portanto, hd uma féormula para se calcular o emaranha-
mento de formacao para qualquer estado de dois qubits. Assim é possivel expressar o

emaranhamento de formacao na forma

E(p) =

1++/1—C(p)?
h( i 5 () > , (3.39)
onde h(z) é uma fungao entropia,

h(z) = —xlogyx — (1 —x)logy(l —x), (3.40)

Wootters [123] definiu a quantidade C denominada de concorréncia, usando a ma-
triz de Pauli o, como um operador de spin flip. Para sistemas 2 x 2, o, ® o, transforma
estados maximamente emaranhados neles mesmos a menos de uma fase global. Assim, a

concorréncia para um estado puro [1;), fica

C(ly)) = [{Wloy @ayy7)], (3.41)

onde [¢*) é o complexo conjugado de [1)).

Para um estado puro de dois qubits na forma de Schmitd temos,
2
)y = ) kalii), (3.42)
i=1

onde k e ko sdo os coeficientes de Schmidt com a condigao k? + k2 = 1.

Aplicando o operador spin flip no estado [¢), obtemos

) = 0,®0,[0") = —ka|11) — k|22). (3.43)
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Logo a concorréncia para um estado puro de dois qubits é
C(l)) = 2kiks. (3.44)

Da mesma forma que no emaranhamento de formagao, a concorréncia para estados
mistos também pode ser definida pelo seguinte método variacional,
Clp) = min 3" pC(lv)) (3.45)
19 2 ’L
Contudo, para um estado de dois qubtis (puro ou misto), Wootters mostrou que

a concorréncia pode ser definida como [123],

Clp) = max(0, /A1 — VA2 — VA — V), (3.46)

onde os \’s sdo os autovalores da matriz p(o, ® o,)p*(0, ® 0,) na ordem decrescente.

O emaranhamento de formacao e a concorréncia sao medidas equivalentes de ema-
ranhamento. A quantidade C(p) varia entre 0 e 1, é monotonicamente relacionada com
E; e nao aumenta sob operacoes locais, representando uma boa e facilmente computavel

medida de emaranhamento.

3.3.3 Negatividade

O conceito de negatividade de um estado bipartite esta relacionado ao critério de
separabilidade de Peres-Horodecki ou TPP [106,107]. A medida essencialmente quantifica
o grau que p’4 viola o critério de separabilidade TPP. Ela é baseada na norma do traco da
matriz transposta parcial do estado. A norma do trago de qualquer operador Hermitiano

¢ definida como
|All; = VATA. (3.47)

Para matrizes densidades de estados (puros ou mistos), todos os autovalores sao positivos
e entdo ||p||; = p = 1. Porém a matriz transposta parcial p4 pode apresentar autovalores

negativos e a norma do traco fica,

o™ = 1+ : (3.48)

ZM

onde |, ui;] é o valor absoluto da soma dos autovalores negativos de p’4.
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Vidal e Werner [108] provaram que a negatividade, assim definida, é uma medida
monotonica sendo portanto uma boa medida de emaranhamento. Caso p seja um estado
separdvel (ou seja ndo emaranhado) entao p™ ainda representa uma matriz densidade de
estados sendo um operador com apenas autovalores positivos. Desta forma ||p4]|; =1 e
a negatividade se anula.

Contudo, para estados puros maximamente emaranhados essa quantidade tem
valor menor que um, isto é, nao esta normalizada. Para que a negatividade tenha valor
unitario para estados maximamente emaranhados em um sistema d x d'(d < d’) ela deve

ser definida como [109],

Ta
p -1 2
N(p) H d !11 d—1

(3.49)

Zﬂi :

Embora todo estado separavel seja TPP e portanto tenha negatividade nula, exis-

tem estados TPP que s@o insepardveis [110](exceto em sistemas 2 X 2 e 2 x 3). Desta
forma a medida nao pode distinguir estados com emaranhamento ligado [110] dos estados

separaveis.
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Capitulo

Cadeia dupla de spins Ising-Hubbard

Nos capitulos anteriores, foram feitas breves revisoes sobre a teoria necessaria para
se obter as propriedades magnéticas, termodinamicas e de emaranhamento em modelos
de cadeias de spin. O agrupamento destas técnicas serd aplicado ao sistema magnético
conhecido como cadeia dupla de spins|[?,111]. Neste capitulo ocorrerd a apresentagao do
modelo e as defini¢oes das propriedades termodinamicas e de emaranhamento de interesse.

Nas ultimas décadas, varios trabalhos tém sido dedicados a investigacao de ca-
deias de spins quanticos de baixa dimensionalidade, de forma ampla no contexto do pro-
cessamento de informacao quantica devido a possibilidade de criagao e distribuicao de
emaranhamento quantico entre unidades especificas de spin agindo como qubits. Muitos
compostos magnéticos tém suas interagoes magnéticas relevantes ao longo das cadeias
de spin. Os tltimos sao, por exemplo, realizados em uma grande familia de ceramicas
supercondutoras de 6xido de cobre[35,114-116]. Motivados pelos recentes avangos expe-
rimentais na quantificagdo do emaranhamento quantico nas cadeias de Bose-Hubbard|[37],
introduziremos uma cadeia de Ising-Hubbard solucionavel na qual o grau de emaranha-
mento quantico nos degraus da escada pode ser analisado analiticamente.

Um modelo que exemplifica caracteristicas similares as do modelo estudado neste
trabalho, ¢ o modelo de uma cadeia dupla de spins de Ising com interacao entre os pri-
meiros vizinhos na auséncia de campo magnético [111] e o modelo de uma cadeia dupla
decorada formada por spins de Ising localizados em sitios nodais intercalados por elétrons
itinerantes[111] conforme a ilustrado na Fig.4.1, onde os elétrons itinerantes podem saltar
de uma cadeia para outra obedecendo o principio da exclusao de Pauli. Porém a estes

elétrons nao é permitido o salto para os sitios nodais.
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Figura 4.1: Esquema da cadeia dupla formada por spins hibridos.

01, 3 P\l,i,y‘] 01,i+1
~
1y t )i
] Vo]
032, Ny 02,i+1

fonte: Carvalho,[63]

O diagrama de fase[63] com subdivisao da fase de dimeros desacoplados e o com-
portamento da concorréncia fermionica sao mostrados na Fig.4.2. Esta subdivisao revela
a existéncia de uma competigao entre J;/J e t/J. Para valores suficientemente grandes
de J;/J, a fase de dimeros desacoplados ferromagnética prevalece. Ja quando o valor de

t/J é suficientemente grande, temos a fase de dimeros desacoplados frustrada.

Figura 4.2: Diagrama de fases do estado fundamental para kg7 /J — 0. A fase de dimeros

desacoplados pode assumir a forma ferromagnética ou frustrada nas regioes mostradas na figura.

2,0 T T | 7 T
Dimeros ,/
B desacoplados ! 7]
1.5 (Ferromag. /’ —
Ferromag. |em T2 0) /; Dimeros
= ;* * . desacoplados .
- I i 4
~ 101 + R4 (Frustradaem T = 0)
=S b4

0,5

0,0

fonte: Carvalho,[63]

Os resultados obtidos mostram que as propriedades magnéticas do estado funda-
mental de uma escada de spin exibem uma rica fenomenologia associada a competi¢ao
entre o acoplamento ferromagnético entre os spins de Ising e o acoplamento de hopping

entre os elétrons intersticiais[63].
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4.1 Modelo

Considerando uma escada hibrida de Ising-Hubbard, como mostra a Fig.4.3. Cada
degrau da escada é composto de um dimero de Hubbard contendo dois elétrons moveis
que passam por um processo de salto quantico entre dois degraus de um dimero especifico

caracterizado pela amplitude de salto t.

Figura 4.3: Um esquema da escada de Ising-Hubbard. Os degraus da escada sao compostos
de dimeros de Hubbard, que contém dois elétrons moéveis por dimero, estando sujeitos ao termo

hopping t e ao termo de Coulomb U.

fonte: Autor

Nesse sentido, os elétrons se tornam estritamente localizados quando possuem o
mesmo estado de spin devido a validade do principio de exclusao de Pauli. Os elétrons
com spins opostos podem, eventualmente, ocupar o mesmo degrau de um dimero e, neste
caso, eles experimentam uma interacao de Coulomb.

Embora a maioria dos sistemas fisicos esteja sendo sujeita a um termo repulsivo
de Coulomb U > 0 devido ao carater repulsivo da interacao elétron-elétron, pode even-
tualmente aparecer um atrativo termo Coulomb U < 0 como resultado de interacoes
subjacentes dos elétrons com vibracoes moleculares ou estados eletronicos excitados favo-
recendo o emparelhamento elétron-elétron tal como ocorre em supercondutores[120, 121].

A interacao entre os elétrons dos degraus vizinhos é levada em conta por um
acoplamento de troca tipo Ising J. O modelo introduzido retém, assim, uma interagao
quantica entre dois elétrons do mesmo degrau, ao passo que a interacao entre elétrons de
degraus vizinhos é tratada classicamente através de um acoplamento de troca de Ising.

O Hamiltoniano do sistema pode ser escrita como,

2 2 2
Ho- z{stzis;mtz<c;m@,m+H.c.>+uz<nl,@-,ml,i,¢>—stzi},
‘ =1

i=1 LU=1 =1l =1

(4.1)
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onde czm e c1,iy sao os operadores de criacao e aniquilagao para um elétron com spin
v =14 e n, = c;rmcl,m ¢ o operador numero. S}, representa a componente z do
operador spin total do dimero no sitio [ = 1,2 do i-ésimo degrau, que assume o valor de

7 = 0 quando o sitio estd vazio ou contém dois elétrons com spins opostos, S;; = £1.

4.2 O diagrama de fase

O modelo da cadeia dupla de Ising-Hubbard pode ser representado pelo seguinte

Hamiltoniano,

N N
Ho= ) Hi+ Y H (4.2)
i=1 =1

onde HY representa a matriz sem a parte de interagao de troca.

Diagonalizando exatamente a matriz H{ do Hamiltoniano total (4.1), iniciamos
pelo hamiltoniano tipo Hubbard de um degrau isolado, que pode ser colocado na base de
estado do degrau em seis configuragoes eletronicas possiveis de um tnico dimero de Hub-
bard {|14;0);10; 1) [154); 14515 11515 14 4) - Resumindo os possiveis estados de energia

dos spins numa forma matricial,

uooo ot ot 0 0
o U ot ¢ 0 0
R T S (R 0 0
HY = (4.3)
t ot 0 0 0 0
o 0 0 0 —2H 0
0 0 0 0 0 2H

Os autovalores do dimero Hamiltoniano (4.3) podem ser obtidos por um procedi-

mento simples de diagonalizagao,

U+ VA

)\1 - 9
U— VA
Ay = ——5—,
2
/\3 = U7
)\4 - O,
)\5 == —2H,
Xe = 2H,
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onde os respectivos autovetores sao dados por

2t

M) = e 450 07 ol ) — i 1),
2t
A2) = mﬂﬂ, 0) +10; 1) = BI1: 4 — B D
M) = Sel0) = 0 ),
1
M = it = ),
[As) = 11D,
o) = b

onde,

A = U?+16t%,
U— VA

a = y

At
U+ VA
At

b =

Apos serem obtidos analiticamente os autovalores, construimos os diagramas de

fase através da minimizacao destes. No diagrama estao representadas as seguintes fases

no estado fundamental: o paramagnético totalmente saturado (P), o antiferromagnético
classico (AF), o totalmente quantico (@) e o quantico-cléssico (PQ).

O estado paramagnético totalmente saturado com a energia por degrau E, =

—2H +4J ¢é dado pelo autovetor com todas as células no estado do dimero ferromagnético

cldssico |As),

Py = TIPs) (4.4)

O segundo estado fundamental possivel é o estado antiferromagnético classico com
uma energia por degrau F r = —4J, que é composto por uma alternancia regular de
degraus totalmente polarizados |As) e |Ag),

N/2
[AF) = H [As5)2i-1 @ [X6)ai- (4.5)
i=1

As duas fases | P) e |AF') tém um caréter cldssico com nenhuma correlacao quantica

entre os estados de elétrons. O terceiro estado fundamental é totalmente quantico com
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U-—VA

energia por degrau Eg = =

e todos os degraus no estado do dimero |\y),

Q) = H [A2)i- (4.6)

Este estado nao pode ser escrito como um produto direto de estados individuais de
dois elétrons méveis no mesmo degrau, o que revela a presenca de correlacoes quanticas
entre eles. O quarto estado fundamental com uma energia por degrau Epg = —H +
U—VA tem mistura d terfsti Anti dssi 1 Iternanci
=== tem mistura de caracteristicas quanticas e cldssicas porque envolve uma alternancia
regular do estado do dimero ferromagnético classico |A5) com o estado quantico do dimero
antiferromagnético |\y),

N/2

PQ) = H |As5)2i—1 ® |A2)ai. (4.7)

Na Fig.4.4 apresentamos um conjunto de diagramas de fase no plano t/J — H/.J

para alguns valores representativos do termo Coulomb.

Figura 4.4: Os diagramas de fase do estado fundamental no plano t/J — H/J para (a)U/J =
0,(b)U/J =10, (c)U/J = =2 e (d)U/J = —10.

S e
- (@ UJ=0.0
8 -

|:|P
L 1PQ
W2 AF
[]Q

@ U/J=-2.0
L 1 L

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

fonte: Autor
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Na auséncia da interagao de Coulomb U = 0 os limites das fases sao fungoes line-
ares. Em campos suficientemente baixos, o sistema passa por uma transi¢ao de fase des-
continua entre o estado antiferromagnético classico AF e o estado quantico @ em t/.J = 2.
Esses dois estados fundamentais sao substituidos pela fase quantica classica-quantica P(Q)
para campos magnéticos moderados. Finalmente, a fase classica paramagnética saturada
P aparece em campos magnéticos suficientemente fortes.

O termo repulsivo de Coulomb U > 0 leva a uma supressao das regioes de
parametros correspondentes a ambos os estados quanticos @ e P(Q). O limite de fase
entre o estado antiferromagnético classico AF' e o estado quantico @) , por exemplo, é des-
locado para valores da amplitude de hopping maiores que t/J = y/U/J + 4. Da mesma
forma, os limites de fase entre os estados fundamentais classicos (P e AF’) e a fase mista
quantica-classica PQ tornam-se nao-lineares (curvas), o que resulta em uma redugao da
faixa de campo correspondente a fase P() mista classica-quantica.

Existem dois regimes distintos para um termo de Coulomb atrativo U < 0. Para
acoplamento elétron-elétron fracamente atrativo |U| < 4.J, o diagrama de fase do estado
fundamental ainda envolve todos os quatro estados fundamentais disponiveis conforme
a Fig.4.4, enquanto que a fase antiferromagnética cldssica AF' é substancialmente supri-
mida. A faixa de campos magnéticos correspondentes a fase mista quantica-classica PQ
emergente entre as fases classicas AF e P geralmente aumenta, enquanto permanece fi-
nita mesmo que o termo hopping desapareca t — 0. No regime fortemente atrativo da
interagao de Coulomb |U| > 4.J, a fase de AF classica é totalmente suprimida e o sistema
sofre uma sequéncia de transigoes de fase induzidas (Q — PQ — P) ao aumentar-se o

campo magnético, independentemente da amplitude de hopping.

4.3 Emaranhamento quantico

Outra discussao interessante que consideramos neste trabalho foi sobre o emara-
nhamento quantico de sistemas bipartidos entre dois elétrons moveis entre os degraus da
escada de Ising-Hubbard. O emaranhamento quantico estd intimamente relacionado as
correlagoes nao locais presentes em um sistema quantico. Para dois qubits, ele pode ser
quantificado pelo emaranhamento de formagao [124] dado pela Eq.(3.36) e a concorréncia

quantica dada pela Eq.(3.46).
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Para medirmos o emaranhamento quantico através da concorréncia é conveniente
escrevermos a matriz densidade p; ; = T ;|V; ;) (¥, ;|, onde T'r; ; é o trago sobre todos os
sitios com excegao dos i- e j-ésimos sitios. Para o caso dos férmions[126], levando-se em
conta o principio da exclusao de Pauli, temos que cada sitio pode assumir quatro estados
possiveis: |0), [4),[1) e |T). Portanto, a medida do emaranhamento nos sitios serda dada na
base correspondente ao produto direto dos subespagos de Hilbert que representam os sitios
que interagem, isto é:10, 0}, [0, 1), [1,0) e |1, 1) para spin up e |0,0),10,1), ]}, 0) e |[{,]) para
spin down[126]. Desse modo, podemos determinar uma medida do emaranhamento entre
os sitios ¢ e j, também chamado de emaranhamento local por exibir correlacoes entre um
estado localizado e a outra parte do sistema. Assim quantificaremos o emaranhamento
quantico no subespaco de spins em uma determinada célula unitaria. Portanto, na base

local 10,0),]0,71),[|1,0) e [1,1), a matriz densidade reduzida pode ser escrita na forma

geral:
a 0 0 0
0 x z 0
p172 = s (48)
0 2% Y 0
0 0 b

onde os elementos podem ser diretamente relacionados as seguintes médias térmicas:

b = (nisnaq),

r o= (my) — (n1nay),

y = (n2g) — (ngnag),

a = {(1—=n11)(1—naz))
Z = 2k = (C}T,cm)

Para estados puros | V) de um sistema de duas partes (AB), o grau de emaranha-
mento quantico pode ser calculado diretamente através da realizacao do trago parcial da
matriz densidade p = |¥)(¥| sobre os estados de uma das partes. A partir da matriz
densidade reduzida ps = Trgp, o emaranhamento quantico intrinseco entre as partes
pode ser quantificado através do célculo da entropia de formagao S = — ) i Dj Inp;, onde
p; sao os autovalores da matriz densidade reduzida. Para estados puros temos & = 0, re-
presentando um produto direto de cada estado nao emaranhado. Por outro lado, quando

S = Inn temos um estado com emaranhamento maximo de n estados.
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O que verificamos depois de efetuar o trago parcial sobre os estados dos degraus
do dimero, foi que a matriz densidade para os estados |A3) e |\4) é uma mistura uniforme
de dois estados e sua entropia de formagao vale S = In2. Por outro lado, os estados | A1)
e |A2) produzem uma matriz densidade parcial composta em uma mistura desigual de
quatro estados. Um célculo direto fornece para esses estados a entropia de formacao,
2+ 232

gl

onde (3 é o coeficiente de estado definido na secao anterior e atinge um valor maximo de

S = —2 _|m@2+28) + A

o (4.9)

S = In4 para U = 0, correspondendo as misturas pares de todas as quatro componentes
de estado com orientagao de spin antiparalela dos elétrons do dimero. O valor minimo
de § = In2 ocorre quando |U| — oo em que o estado tem os elétrons no mesmo ou em
degraus distintos para U fortemente atraente ou repulsivo, respectivamente.

Em temperaturas finitas, o estado do dimero tornar-se-4 uma mistura estatistica
de todos os possiveis auto-estados do dimero. Neste caso, o emaranhamento de formacao
¢ o emaranhamento médio minimo de um conjunto de estados puros que representa a
matriz densidade p. Um quantificador estritamente relacionado é a concorréncia quantica,
que ¢ dada pela expressao[124]. A concordancia é definida em termos dos espectros da
matriz p1 o1 2[124], onde p1 9 = (0¥ @0Y)p*(0f @0Y). Sendo A; os autovalores de p; 21 2, &
concorréncia é definida como C = max (0, v/ A1 —vA2 — v A3 — v/ A1), com A; representando
o maior autovalor[124]. A expressao final para concorréncia fermionica pode ser escrita

CO1mo:

¢ = 2mar {o.l(clcap)l =/l mag) (02 )) + (nagrnas) -

A concorréncia fermionica no subespaco spin up é nula nos auto-estados nao se-
pardveis [A\3) e |\4). Essa caracteristica reflete o fato de que ele captura apenas uma fragao
das correlagoes quanticas subjacentes. No entanto, a concorréncia fermionica torna-se di-
ferente de zero nos outros dois auto-estados |A;) e |\2), para o qual adquire o valor
diferente de zero C = 1/4/1 + (U/4t)>2.

Na Fig.4.5 nés comparamos a entropia de formacao e a concorréncia fermionica
para o estado emaranhado puro |\2) em func¢do da razao % Ambas as quantidades as-

sumem valor maximo com U = 0 para o qual o estado do dimero é uma superposicao

uniforme de todos os seus quatro estados possiveis com spins antiparalelos. O emaranha-
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mento minimo desses estados ocorre no regime em que |U| — oo onde dois componentes

de estado sao suprimidos.

Figura 4.5: A entropia de formagao S e a concorréncia fermionica C como fungao de U/t para
dimeros de autoestados |A2). Ambas as medidas de emaranhamento tém tendéncias semelhantes
sendo maximas em U = 0 e decaem quando |U| decresce. Observe que a concorréncia fermionica

desaparece quando |U| — oo enquanto a entropia de formacao permanece finita.

14 .

12+ K \ |

fonte: Autor

Considerando que a concorréncia fermionica também pode ser computada para os
estados estatisticamente misturados que aparecem em temperaturas finitas, discutiremos
suas principais caracteristicas sob a luz do diagrama de fases do estado fundamental
e a influéncia das excitacoes térmicas sobre ele. Assim, os dois estados fundamentais
classicos P e AF possuem C = 0 a temperatura zero. A fase quantica de dimeros () tem a
mesma concorréncia quantica fermionica que o auto-estado |\z), enquanto a concorréncia
fermionica média do estado fundamental quantico-classico P() tem metade desse valor.
Tendo isso em mente, a concorréncia fermionica quantica exibe um salto descontinuo em
todos os limites de fase.

Na Fig.4.6 ilustramos a dependéncia da concorréncia fermionica em relagao a am-
plitude de hopping nos regimes de campo baixo e campo intermediario para os mesmos
valores representativos da interagao de Coulomb, como usado anteriormente nos diagra-

mas de fase do estado fundamental.
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Figura 4.6: Concorréncia fermionica nos degraus do dimero em fungao da amplitude de hopping
normalizada t/.J para dois valores representativos do campo magnético e quatro valores distintos
do termo Coulomb U/J. Os saltos descontinuos sinalizam as transigoes de fase induzidas pelo
campo. Um completo emaranhamento é alcancado na fase antiferromagnética quantica ) no

limite ¢/|U| — oo.
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fonte: Autor

No regime de campo baixo, o sistema exibe uma transicao induzida pelo campo da
fase antiferromagnética classica AF para a fase antiferromagnética quantica (). Observe
que o emaranhamento fermionico méaximo C = 1 ¢ alcangado na fase quantica de dimeros
2 quando o termo Coulomb esta ausente U = 0. Note, além disso, que a fase quantica )
torna-se o unico estado fundamental possivel em campos magnéticos baixos o suficiente
para termos atrativos de Coulomb U/J < —A4.

No regime de campos magnéticos intermediarios, os dois saltos descontinuos na
concorréncia fermionica sinalizam as transicoes de fase AF — PQ e PQ — (@), respecti-
vamente. A completa supressao da fase antiferromagnética classica AF para interacoes
de Coulomb fortemente atrativas, leva a um tnico salto descontinuo na concorréncia

fermionica intimamente ligado a transi¢ao de fase conduzida pelo campo PQ — @ (ver
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a curva U/J = —2) ou a um aumento mondtono da concorréncia fermionica dentro do
estado fundamental do dimero quantico @ (ver a curva U/J = —10).

Na Fig4.7 ilustramos a concorréncia fermionica como uma funcao da temperatura
para o caso particular sem a interacao de Coulomb e o caso particular com uma forte

interacao repulsiva de Coulomb.

Figura 4.7: Dependéncia da temperatura com a concorréncia fermionica para alguns valores re-
presentativos do campo magnético, a amplitude de hopping e dois valores do termo Coulomb:(a)

U/J =0; (b) U/J = 10.

1.0 T T T T T T T T T
- — - AR YI=15HI=20 -
sk - — PQUI=15HI=40 _|
’ . — (P) J=15;HJ=6.0
i . cee (Q) UI=25;HI=20
0.6 |- -
Q -~ . .
04 N _
N X ]
02 L \ .. (@UA=00 |
L N i
0.0 - Lo s1 L |
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
k,T/J
1.0 T T T T T T T T T
" — - (AR)/1=25,H1=20 -
08 L : = PQUI=25HI=40 _|
’ — (P) tJ=25;H/IJ=6.0
B . Q) tI1=5.0,HI=2.0
0.6 - _
Q = ’ . e
04 i
L. e, (b)UT=10.0 |
\
02 \ T ]
— \ . ]
0.0 e e R R ] 0
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

fonte: Autor

Sempre que o estado fundamental tem um emaranhamento fermionico finito (fases
PQ e Q), as flutuagoes térmicas degradam continuamente as correlagdes quanticas até
que a concorréncia fermionica desapareca acima de uma certa temperatura limiar. No
entanto, as flutuacoes térmicas desempenham papéis bastante distintos acima dos estados
fundamentais classicos. Enquanto a concorréncia fermionica permanece zero para todas
as temperaturas acima da fase antiferromagnética classica AF', algum grau de emaranha-

mento quantico pode ser induzido termicamente acima da fase paramagnética saturada.
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A concorréncia fermionica versus o campo magnético € ilustrada apenas para o caso
especial sem a interagao de Coulomb, como mostra a Fig.4.8 para algumas temperaturas

diferentes.

Figura 4.8: Concorréncia fermionica versus o campo magnético para o caso particular com
termo zero de Coulomb U = 0 e dois valores da amplitude de hopping, que orientam o estado
fundamental a campo zero do sistema investigado para:(a) a fase antiferromagnética cldssica

AF; (b) a fase paramagnética saturada P.
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fonte: Autor

Ambos os campos de limiares se deslocam para valores mais altos com o aumento
da temperatura, o que significa que as flutuacoes térmicas induzem o surgimento de con-
corréncia fermionica acima da fase saturada paramagnética P. Vale ressaltar que a menor
temperatura limiar é deslocada para valores de campo maiores a medida que a tempera-
tura é elevada. Isso significa que nenhum emaranhamento fermionico pode ser gerado a
temperaturas finitas acima do estado fundamental antiferromagnético AF. A temperatura
do segundo limiar, na qual a concorréncia fermionica retorna a zero, também é deslocada

para campos maiores. Este resultado significa que as flutuagoes térmicas promovem o sur-
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gimento de concorréncia fermionica acima da fase saturada paramagnética P, embora o
emaranhamento maximo que pode ser produzido pelo ajuste do campo magnético diminua
a medida que a temperatura aumenta.

Um entendimento completo das dependéncias de campo e temperatura da con-
corréncia fermionica pode ser obtido a partir dos graficos de densidade mostrados na

Fig.4.9.

Figura 4.9: Gréficos de densidade da concorréncia fermiénica no plano kgT'/J — H/J para o
caso particular sem o termo Coulomb U = 0 e dois valores distintos da amplitude de hopping

levando a diferentes estados fundamentais a campo zero.
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fonte: Autor

Para pequenas amplitudes de hopping, o estado fundamental, em campo baixo, é a
fase antiferromagnética classica AF' com concorréncia fermionica nula. O comportamento
reentrante da concorréncia é claramente sinalizado pela flexao da regiao com concorréncia
finita em direcao a campos maiores. Para grandes amplitudes de hopping, o estado

fundamental, em campo baixo, é a fase quantica antiferromagnética () com concorréncia
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maxima. O mecanismo fisico que leva ao carater reentrante do emaranhamento fermionico
é a excitacao térmica de um estado fundamental nao emaranhado com um estado excitado
emaranhado.

Nesse regime, o emaranhamento induzido termicamente também é refletido pelo
comportamento reentrante da concorréncia quantica. E interessante notar que as maiores
temperaturas, nas quais algum grau de emaranhamento quantico fermionico pode ser
gerado, sao encontradas em campos magnéticos correspondentes a um estado fundamental

paramagnético P.
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Capitulo

Tubo triangular de Spin Ising-Hubbard

Neste capitulo, estudaremos as propriedades magnéticas de um modelo conhe-
cido como tubo triangular de spin. A analise do emaranhamento quantico num modelo
exatamente soluvel nao se restringe unicamente ao ponto de vista tedrico. Existe uma
variedade de componentes quimicos que retém estruturas magnéticas semelhante a uma
escada de spin com trés cadeias. Isso pode ser visto na analise experimental de polimeros
de coordenagao unidimensionais, como o [(CuClytancH )3ClCly (tach = 1,3, 5-triamina
ciclohexano)[112].

Exemplificaremos agora um modelo exatamente soltivel com caracteristicas seme-
lhantes com as do modelo estudado neste trabalho. Esse modelo constitui-se de um tubo
de spin-1/2 frustrado de Ising-Heisenberg composto por células unitérias triangulares.
Cada triangulo é composto por 3 spins conectados por ligacoes de Heisenberg tipo XXZ.
Cada spin pertencente a célula unitaria ¢ é conectado a todos os spins da célula posterior
i+ 1 através de ligagoes tipo Ising [45,47].

A Fig.5.1 mostra a geometria do tubo de spin % frustrado de Ising-Heisenberg,
onde as linhas soélidas representam os acoplamentos X X7 de Heisenberg dentro da célula
unitaria triangular (J,, J,) e as linhas finas correspondem as interagoes de Ising entre as

células unitarias.

68
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Figura 5.1: Modelo do tubo de spin frustrado de Ising-Heisenberg,.

fonte: Alécio,[45]

Todas as possiveis configuracoes de ordenamento magnético, para o estado fun-
damental do sistema ¢é descrito na Fig.5.2. Desta forma, foram encontrados apenas seis
estados fundamentais, para os pares de células unitarias adjacentes. Por inspecao, os seis
estados fundamentais sao C'AF' antiferromagnético classico, C'F'O ferromagnético classico,
QAF antiferromagnético quantico, QQF'O ferrimagnético quantico, M F'I misto quantico-

classico ferrimagnético e M F'O quantico-classico ferromagnético.

Figura 5.2: Diagrama de fases do estado fundamental do modelo de tubo de spin Ising-

Heisenberg.
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fonte: Alécio,[45]
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5.1 Modelo

Introduzimos o modelo de um tubo de spins de Ising-Hubbard como mostra a
Fig.5.3. Este modelo é composto de células unitarias triangulares, onde cada triangulo é
composto por 3 spins que passam por um processo de salto quantico, entre os sitios do
triangulo, caracterizado pela amplitude de salto t. Cada spin pertencente a célula unitaria
1 é conectado a todos os spins da célula posterior i + 1 através de ligacoes tipo Ising J. Os
elétrons com spins opostos podem, eventualmente, ocupar o mesmo sitio de um triangulo

e, neste caso, eles experimentam uma interacao de Coulomb.

Figura 5.3: Um esquema do tubo de Ising-Hubbard.

fonte: Autor

Para iniciarmos o estudo, primeiro devemos definir o Hamiltoniano que sera utili-

zado e descrever as interacoes entre os spins no modelo, ilustradas na Fig.5.3.

N N
Ho= ) Hi+ Y H, (5.1)
=1 =1

onde HY representa a matriz sem a parte de interagdo de troca. O Hamiltoniano do
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sistema pode ser escrito como,

3

N
Ho= ) {‘] D SiiSian Y (lineain + chistain +elicrin + He)
=1 L = =1l

3 3
+ Uz<nl7i7Tnl,i,i> — HZ Sil} , (52)
=1 =1

onde clT,M e ¢, sao os operadores criacao e aniquilagao para um elétron com spin v =7
den, = clT’mchm ¢ o operador numero. O indice | descreve qualquer um dos 3
spins localizados nos vértices do triangulo da célula unitdria ¢, com S7; representando a
componente z do operador spin total no vértice [ = 1,2, 3 do i-ésimo triangulo, que assume
o valor de S7; = 0 quando o sitio estd vazio ou contém dois elétrons com spins opostos.
O parametro J denota o acoplamento de troca tipo Ising entre os elétrons de triangulos
vizinhos. A interagao entre dois spins de Ising vizinhos na mesma célula é mediada pelo
par de elétrons que podem saltar entre as cadeias com energia cinética representada pela
amplitude de hopping ¢, é o termo de Coulomb [U > 0(U < 0) representa a interagao
elétron-elétron repulsiva (atrativa)|, e H é o campo externo aplicado ao longo da diregao

Z.

5.2 O diagrama de fase

Diagonalizaremos exatamente a matriz H? do Hamiltoniano total (5.2) iniciando
pelo Hamiltoniano tipo Hubbard de uma célula isolada, que pode ser colocado na base de

estados em vinte configuragoes eletronicas,

Figura 5.4: Um esquema do tubo de Ising-Hubbard.

VY VY

=510 2=t B=IhLD 4 =4n
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YV YY

5) =40 16 =L D=Lt 18 =Mk

YNV

9) =1L 1500 [10) = (15400 11 = [14:0:1)  [12) = [14;0;4)

YV VY

[13) =15 14:0)  [14) = [ 1:0)  [15) = [0; 1) [16) = [0; 145 ))

YV VYV

117) = 1,0; 1) [18) = [L;0; 1) [19) = [0;1514)  [20) = |05 )5 1)

fonte: Autor

Para obter os diagramas de fase do estado fundamental para o modelo descrito
acima, noés diagonalizamos exatamente a matriz do Hamiltoniano total e obtivemos os
autovalores e auto-estados como funcao do campo magnético externo H, da constante de

acoplamento .J, da interagao de coulomb U e da amplitude de hopping ¢. Os autovalores

Instituto de Fisica - UFAL



5.2 O diagrama de fase 73

por célula unitaria do Hamiltoniano sem a parte de interagao de troca sao,

Moo= 0,
Ao = U—2t,
A3 = U+t
o~ 140D
vl
No = b
Ne — U—?f—I—Q7
2
o= LR 53

onde, A1, Ay, \s e A5 sao duplamente degenerados, enquanto A3, A\g € A7 sao quatro vezes
degenerados. Utilizamos as novas variaveis mostradas na equagao 5.4 para condensar a

notacao,

Y = VU2 +4Ut + 36¢2,

Q = VU2 -2Ut+ 92 (5.4)

Entao identificamos seis possiveis estados fundamentais dependendo da relagao
entre os parametros do modelo (H, J,U e t) mostrados na Fig.5.5. Como podemos ver
sao eles: um estado ferromagnético classico (CFO), o estado antiferromagnético classico
(CAF), o estado antiferromagnético quantico (QAF), o estado ferrimagnético quantico
(QFO), o estado misto quantico-cldssico ferrimagnético (MFI) e o estado misto quantico-

classico ferromagnético (MFO).

Figura 5.5: Um esquema do tubo de Ising-Hubbard.

CFO MFI

CAF
QFO

MFO
QFA

<J=]=]
<[]
<[]
I

fonte: Autor
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A energia de cada um desses possiveis estados é representada considerando os

regimes distintos. Primeiramente considerando U > 0,

Ey
Es

E;
E,
Es

Eg

Agora adotando U < 0,

Eg

—3h +9]J]|,

_9’J‘7
t U-—-X
-9 -4 - =
h+3|J|+2+ 1
t U-X%
—h— _
3|J|+27L 1

U-%
—h ||+t =

U-X%
—|J|+t+T. (5.5)

= —3h+9]J|,
U
= —2h—|—3|J|+§—t,
U
= —h—3yJ\+§—t,
= —h+|J|+U —2t,

= —|J|+U-2t (5.6)

Na Fig.5.6 apresentamos um conjunto de diagramas de fase no plano t/J—H/J com

a interagao coulombiana assumindo valores positivos (U > 0). Na auséncia da interagao

de Coulomb U = 0 os limites das fases sao retas lineares.
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Figura 5.6: Os diagramas de fase do estado fundamental no plano t/J — H/J para (a)U/J =
0, 0)U/J =2,(c)U/J =6¢ (d)U/J = 10.

15 T T T T 15 T T T T
| | | |
B Wl =0 ’ ) wi=2 -
o CFo o  CFO =
-
E - — - —
SI QFO MEL 4 51 QFO MFI ]|
- QFA . L QFA _
CAF CAF
0 1 | 1 | 1 | 1 O 1 | 1 | 1 | 1
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
15 T | T | T | T 15 d T | T | T | T
©) wI=6 | ) Wl =10
10 — CFO MFO -1 10 CFO 7
=
2 § i MFO _
5+ QFO MFI  — 5H QFO MFI
i QFA _ i QFA §
| | (CAF | | (CAF
0 | | | | O | | | |
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Il i

fonte: Autor

Em campos suficientemente baixos, o sistema passa por uma transicao de fase des-
continua entre o estado antiferromagnético quantico QAF e o estado antiferromagnético
classico CAF em t/J = 4. Esses dois estados fundamentais sao substituidos pelos or-
denamentos ferrimagnético quantico QQF'O e o ordenamento misto quantico-classico ferri-
magnético M F'I para campos magnéticos moderados. Finalmente, o ordenamento misto
quantico-classico ferromagnético M F'O e o estado ferromagnético classico C'FO aparece
em campos magnéticos suficientemente fortes.

Notamos que o termo repulsivo de Coulomb U > 0, leva a um deslocamento no
limite de fases entre o estado antiferromagnético quantico QAF e o estado antiferro-
magnético classico CAF', por exemplo, é deslocado para valores da amplitude de hopping
maiores que t/.J = 14++/U/J + 9. Da mesma forma, os limites de fase entre os estados fun-
damentais ferrimagnético quantico Q F'O e o estado misto quantico-classico ferrimagnético
MFI, bem como e a fase de ordenamento misto quantico-classico ferromagnético M FO

e o estado ferromagnético classico C'F'O tornam-se curvas nao-lineares, o que resulta em
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uma redugao da faixa de campo correspondente a fase ferrimagnético quantico QFO.
Na Fig.5.7 apresentamos um conjunto de diagramas de fase no plano t/J — H/J
para uma interacao atrativa de Coulomb U < 0, que é o responsavel, pela supressao
das regices de parametros correspondentes a ambos os estados quanticos, ferrimagnético
quantico QFO e estado antiferromagnético quantico QAF. Para o termo de Coulomb
U < 0 existem dois regimes distintos, para acoplamento elétron-elétron fracamente atra-
tivo |U| < 8J, o diagrama de fase do estado fundamental ainda envolve todos os seis
estados de fundamentais disponiveis, enquanto que as fases ferrimagnética quantica QQ FO

e antiferromagnética quantica QAF sao substancialmente suprimidas.

Figura 5.7: Os diagramas de fase do estado fundamental no plano t/J — H/J para (a)U/J =
0, 0)U/J = =2,(c)U/J = —6 e (A)U/J = —~10.

15 a) T | T | T | T
i u/J=0 |
10 = CFO
- MFO
= B i
SH QFO MFI —
L QF A |
CAF
0 1 | 1 | 1 | 1
0 2 4 6 8

5 MFI u/J=-10
CAF
O | | | | | | |
0 2 4 6 8
t/)

fonte: Autor

A faixa de campos magnéticos correspondentes ao ordenamento misto quéantico-
classico ferrimagnético M FI aumenta. No regime fortemente atrativo da interacao de
Coulomb |U| > 8J, as fases ferrimagnética quantica QFO e antiferromagnética quantica
QAF sao totalmente suprimidas e o sistema sofre uma sequéncia de transicoes de fase

induzidas (CAF — MFI — MFO — CFO) ao aumentar-se o campo magnético.
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5.3 Emaranhamento quantico

A entropia de Von Neumann representa a caracterizacao do emaranhamento
quantico para nosso modelo. Assim determinamos a entropia de emaranhamento para
cada um dos possiveis estados fundamentais do tubo triangular estudado neste capitulo.
O estado |\y) é duplamente degenerado e corresponde a uma superposi¢ao uniforme de

seis estados na forma

[A2) = % (=114 1,00 + 11,0, 1) + 11,14, 0) = [0, 14, 1) — 1,0, 1) + 10,1, 10)]
(5.7)
Cuja matriz densidade é escrita como
p2 = [A2)(Aal. (5.8)

Tomando o traco parcial com relagao ao segundo e terceiro grau de liberdade, chegamos

a expressao,

pr = S 2N+ 200){0] + 211 (1) (5.9

Logo, a entropia de formacao é dada por,

1 1 1.1 1 1
Shy = ——In-—-ln-——In- 5.10
A2) 3 '3 33 T3y (5.10)

S|)\2> = In3.

O estado |A\3) é quatro vezes degenerado sendo estes superposigoes uniformes de

quatro estados. Dois destes estados assumem a forma

As) = S [=I1L10) = 11,01 + 10,41, 1) + 10,1, 1)) (5.11)

N =

Escrevendo a matriz densidade correspondente e tomando o trago parcial com relagao ao

segundo e terceiro grau de liberdade obtemos

ps = 721001+ 21t (512

Assim, a entropia de formacao é dada por,

1.1 1 1
S|)\3> = —511’15—51115, (513)

S|>\3> = In2.
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O outro autoestado com dois spins “para cima”e um spin “para baixo”é,

DN | —

[As) =
Tomando o traco parcial obtemos

ps = Z10O)O[+ [T + 21 (T] - (5.15)

N

Logo, a entropia de formagao vale

11 1.1 1 1
Spy = —zlnz—=In-—-ln- 5.16
sl 22 1w (5.16)

3
S|)\3> = 5 In 2.

Os estados |A4) e |A5) produzem uma matriz de densidade parcial composta em uma
superposicao desigual de nove estados. Os estados |A4) e |A5) s@o duplamente degenerados
correspondendo a um estado onde dois spins estao orientados “para cima’e um “spin
baixo” e a outro estado com dois spins “para baixo”’e um “para cima’. Eles se caracterizam

pelas seguintes superposicoes de estados,

1
|>\4> - \/ﬁ [_n—|T7 TJ \J/> - 77—|T7~L7 T> - TI—|\L7 TJ T> + H\\l/a/]\? 0> + |T\l/7 O?T)
+ 10,1+ 11 1L 0) + 10,1, 1) + 11,0, 1) (5.17)
1
As) = ———[— — _
| 5> \/m [ n+|Ta Ta $> 77+|T7\L7 T> 77+|\L7 Tu T> + |T\L7T7 0> + |T~L7 OvT)
+ (0,141 1,100 + 0,1, 1) + 1,0, 1], (5.18)

onde 74 ¢é o coeficiente de estado definido como,

1 U 3 u U2
= —+—+/14+—4+—. 5.19
R R T T (5.19)
Obtemos a matriz densidade,
Pas = |Aas)(Aasl- (5.20)

Novamente, tomando o trago parcial com relagao ao segundo e terceiro grau de liberdade,

chegamos a

5 = 3G (202 +2)) (] + 2 DA+ 210N +210)(0]] . (5.21)

Instituto de Fisica - UFAL



5.3 Emaranhamento quantico 79

Um célculo direto fornece para os estados [A\4) e [A5) as entropias de formagao,

S\)\4>7|)\5> = ln(3ﬁi + 6) -

1
- [(2+2n7)In(2 + 2n%) + 73 In(n2) + 41n(2)] .
377:& + 6

(5.22)

Na figura Fig.5.8 mostramos a entropia de formagao para os estados emaranhados

A1) e |As) em funcdo de Y.

Figura 5.8: A entropia de formagao S como fungao de U/t para células de autoestados a) |A4)

e b) [As).

(a) H (b)

_| 0,9

| 0,8 —

o6l 1w b g
50 0 50 100 -50 0 50 100

fonte: Autor
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A entropia de formagao para o estado |[\4) assume seu valor maximo, Spa: =
2In3 — gln 2, com U/t = 0 para o qual o estado da célula é uma superposigdo uniforme
de todos os seus nove estados possiveis. No limite de % — —00, regime altamente atra-
tivo, a entropia de formagao vai a S = (2/3)In(2/3) + (1/3)in(1/3). Ja para o estado
|A5) 0 valor méximo para entropia de formagao, 2In3 — glln 2, ocorre para U/t = —4. O
emaranhamento de formagao vai a zero S = —(2/3)In(2/3) — (1/3)in(1/3), em regimes
fortemente repulsivos, % — 00. Verificamos também que a entropia de formacao para o
estado emaranhado |A\4) em regimes fortemente repulsivos, % — 00, tende a In3. Com-
portamento similar ocorre para entropia de formagao do estado emaranhado |As), que em

regimes fortemente atrativos % — —o00, tem sua entropia de formacao tendendo a In 3.

Instituto de Fisica - UFAL



Capitulo

Conclusoes e Perspectiva

Em resumo, nos introduzimos um modelo de escada Ising-Hubbard exatamente
solivel. Considerou-se que os degraus da escada eram compostos pelos dimeros de Hub-
bard a meio preenchimento em cada degrau, levando em conta o processo de salto quantico
entre degraus dos elétrons moveis, bem como a interagao de Coulomb no local. A interagao
entre os elétrons dos degraus vizinhos foi assumida como sendo do tipo Ising. O modelo
foi exatamente resolvido usando a técnica de diagonalizacao exata e matriz transferéncia,
enquanto nossa atencao foi particularmente focada no caso mais interessante com o aco-
plamento antiferromagnético de Ising. Ambos os casos de interacao de Hubbard atrativa
e repulsiva foram considerados.

Mostrou-se que o modelo investigado exibe quatro possiveis estados fundamentais.
Dois deles sao classicos: a fase paramagnética saturada P e a fase antiferromagnética
classica AF. Outros dois estados fundamentais sdo de natureza quantica. Existe um
estado fundamental totalmente quantico () com todos os dimeros de Hubbard no mesmo
estado quantico emaranhado. O quarto estado fundamental P tem uma natureza mista
classica-quantica por causa de uma alternancia regular dos dimeros de Hubbard nos es-
tados desemaranhado e emaranhado. Foi demonstrado que a fase antiferromagnética
classica AF' é totalmente suprimida quando a interacao de Hubbard se torna fortemente
atrativa.

O grau de emaranhamento quantico entre o par de elétrons em um determinado de-
grau da escada foi avaliado através do cédlculo da concorréncia fermionica no subespaco dos
spins up. Ficou convincentemente evidenciado que a fase totalmente antiferromagnética

quantica () é maximamente emaranhada para o caso especial com o termo de Coulomb
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U = 0. A concorréncia fermionica diminui continuamente conforme o termo Coulomb
|U| se fortalece, enquanto se aproxima de zero no limite atomico U — oco. Também
foi mostrado que as flutuacoes térmicas geralmente degradam o grau de emaranhamento
quantico, especialmente quando o estado fundamental é de natureza quantica. Os elétrons
permanecem desemaranhados a qualquer temperatura quando o estado fundamental é
formado pela fase antiferromagnética classica AF. Em contraste, as flutuacoes térmicas
podem induzir um grau finito de emaranhamento quantico acima do estado paramagnético
saturado classico. Esse achado notavel é evidenciado por um carater reentrante da con-
corréncia fermionica em funcao da temperatura, quando o campo magnético é escolhido
ligeiramente acima de seu valor de saturacao. Algum grau de emaranhamento fermionico
quantico pode ser assim obtido a temperaturas relativamente altas quando um campo
magnético suficientemente forte direciona o sistema para a fase paramagnética classica.

Outro modelo investigado foi o tubo de spins de Ising-Hubbard, onde foi mos-
trado seis possiveis estados fundamentais, sendo dois deles classicos, ordenamento ferro-
magnético classico (CFO) e o antiferromagnético classico (CAF), os outros de natureza
quantica, ordenamento antiferromagnético quantico (QAF), o ferrimagnético quantico
(QFO), o misto quantico-cldssico ferrimagnético (MFI) e o misto quantico-classico fer-
romagnético (MFO). Verificamos a existéncia de um estado fundamental totalmente
quantico ) com todas as células de Hubbard no mesmo estado emaranhado. Vimos
que a fase ferrimagnética quantica QF'O e o estado antiferromagnético quantico QAF' sao
totalmente suprimidos quando a interacao de Hubbard se torna fortemente atrativa.

Por fim, enfatizamos que este trabalho abre perspectivas bastante promissoras na
pesquisas de emaranhamento quantico em sistemas magnéticos modelados por cadeias
de spin anisotropicas do tipo Ising com estruturas mais elaboradas envolvendo processos
quanticos. Em sintese, esperamos que a presente tese possa estimular futuros estudos de

emaranhamento quantico em sistemas magnéticos de baixa dimensionalidade.
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The degree of fermionic entanglement is examined in an exactly solvable Ising-Hubbard ladder, which involves
interacting electrons on the ladder’s rungs described by Hubbard dimers at half-filling on each rung, accounting for
intrarung hopping and Coulomb terms. The coupling between neighboring Hubbard dimers is assumed to have an

Ising-like nature. The ground-state phase diagram consists of four distinct regions corresponding to the saturated

paramagnetic, the classical antiferromagnetic, the quantum antiferromagnetic, and the mixed classical-quantum

phase. We have exactly computed the fermionic concurrence, which measures the degree of quantum entanglement
between the pair of electrons on the ladder rungs. The effects of the hopping amplitude, the Coulomb term,
temperature, and magnetic fields on the fermionic entanglement are explored in detail. It is shown that the
fermionic concurrence displays a re-entrant behavior when quantum entanglement is being generated at moderate
temperatures above the classical saturated paramagnetic ground state.

DOI: 10.1103/PhysRevE.97.052115

I. INTRODUCTION

Low-dimensional quantum spin chains have been exten-
sively explored in the context of quantum information pro-
cessing due to the possibility of creation and distribution of
quantum entanglement between specific spin units acting as
qubits [1-13]. The degree of entanglement can also be tuned
by a local magnetic field, thus allowing a fine control of
intrinsic quantum correlations. Many magnetic compounds
have their relevant magnetic interactions along spin chains and
ladders, the latter ones are, for instance, realized in a large
family of copper oxide superconducting ceramics [14—18]. In
addition, analogical structures can also be realized in arrays of
coupled cavity-QED and NMR systems [ 19-22]. Very recently,
progress has been made towards the experimental extraction
of entanglement witnesses using ultracold atoms trapped in
optical lattices [23,24].

Theoretical studies of quantum entanglement in low-
dimensional spin chains are traditionally focused on systems
composed of localized spins interacting through an antiferro-
magnetic Heisenberg-like exchange coupling [1,25-32]. In this
case, the unsaturated nature of the sublattice magnetization of
the antiferromagnetic ground state results in a very localized
and relatively low degree of quantum entanglement between
neighboring spins, especially for isotropic Heisenberg cou-
plings [33-35]. Besides, thermal fluctuations and the action
of an external magnetic field have been shown to degrade
the bipartite entanglement, which may occasionally display
re-entrant features [1].

The degree of quantum entanglement has also been inves-
tigated in hybrid spin models assuming both classical Ising as
well as quantum Heisenberg exchange interactions [36-50].
The intercalation of Ising and Heisenberg couplings in spin
chains is motivated by two main features. First, most of
these models become exactly solvable, and they thus offer

2470-0045/2018/97(5)/052115(9)
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a deeper understanding of the role of thermal fluctuations
and external magnetic field on the quantum entanglement
between neighboring spins. Second, the absence of quantum
correlations between spins separated by classical Ising cou-
plings leads to a pronounced enhancement of the quantum
entanglement between the Heisenberg-coupled spin pair in
comparison with the one achieved in pure Heisenberg chains.
From this perspective, hybrid classical-quantum spin models
afford an interesting class of physical systems, which exhibit a
high degree of quantum entanglement surviving over a wider
range of temperatures and magnetic fields. To date, exact solu-
tions have been found for several model geometries including
alternating Ising-Heisenberg chains, diamond chains, ladders,
and tubes [36-50].

Recently, a new class of hybrid quantum spin models being
composed of localized Ising spins intercalated by mobile
electrons was introduced [51,52]. A hybrid model of this type
was first introduced for a diamond chain and demonstrated
to display several unconventional features, such as a rich
phase diagram, magnetization plateaus, multipeaked specific
heat curves [51], as well as a pronounced magnetocaloric
effect [52]. The fermionic quantum entanglement between
a pair of intercalating electrons has also been explored in
several variants of such a hybrid diamond chain [44,53-55].
In addition, we have also proposed a hybrid spin-electron
ladder, which captures some features present in a family of
superconducting cuprates [56].

Motivated by the recent experimental advances on the quan-
tification of quantum entanglement in Bose-Hubbard chains
[24], we will introduce a new solvable Ising-Hubbard ladder
on which the degree of quantum entanglement on the ladder
rungs can be analytically computed. Each ladder rung will
be composed of the Hubbard dimer containing two mobile
electrons, which may undergo a quantum-mechanical hopping
process between the dimer sites and will be subject to an

©2018 American Physical Society
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FIG. 1. A schematic of the Ising-Hubbard ladder. The ladder
rungs are composed of Hubbard dimers at half-filling on each rung,
which contain two mobile electrons per dimer being subject to the
hopping term ¢ and the on-site Coulomb term U. The inter-rung
coupling J has an Ising-like nature.

on-site Coulomb term. The neighboring rungs will be coupled
together through an Ising-like exchange coupling. We will
report the exact ground-state phase diagram of the present
model. The fermionic concurrence between the electrons
localized in a given rung will be examined as a function of
temperature and magnetic field. Particularly, we will show
that thermal fluctuations can induce a quantum entanglement
above a classical ground state. We will also provide a detailed
analysis of the influence of hopping term, Coulomb term,
temperature, and magnetic field on the degree of fermionic
entanglement.

II. THE ISING-HUBBARD LADDER AND
GROUND-STATE PHASE DIAGRAM

Let us consider a hybrid Ising-Hubbard ladder at half-filling
on each rung (see Fig. 1). Each ladder rung is composed
of a Hubbard dimer containing two mobile electrons, which
undergo a quantum-mechanical hopping process between two
sites of a specific dimer characterized by the hopping ampli-
tude ¢. In this sense, the electrons become strictly localized
when they possess the same spin state due to the validity
of Pauli’s exclusion principle. The electrons with opposite
spins can eventually occupy the same site of a dimer and,
in this case, they experience an on-site Coulomb interaction.
Both cases of repulsive and attractive Coulomb interactions
will be considered hereafter. Although most of the physi-
cal systems are being subject to a repulsive Coulomb term
U > 0 due to the repulsive character of the electron-electron
interaction, there may eventually appear an effective attractive
Coulomb term U < 0 as a result of underlying interactions of
the electrons with molecular vibrations or excited electronic
states favoring electron-electron pairing in superconductors
[57,58]. The interaction between the electrons from neigh-
boring rungs is taken into account by an Ising-like exchange
coupling J. The introduced model thus retains a quantum-
mechanical interaction between two electrons from the same
rung, whereas the interaction between electrons from neigh-
boring rungs is treated classically through an Ising exchange
coupling.

It is important to stress some relevant aspects of the
presently introduced model. First, the Ising-like inter-rung
coupling impairs a quantum entanglement between electrons
from distinct rungs, at least, for magnetic fields applied along
the Ising (easy) axis. Therefore, the present model can only

generate quantum entanglement between electrons from the
same rung. The transfer of the entangled quantum state along
the chain would require some degree of inter-rung coupling
between the transversal components of the spins. Despite
that, it has been demonstrated that mixed Ising-Heisenberg
spin ladders can accurately capture the ground-state properties
of fully quantum Heisenberg ladders in the regime of weak
inter-rung coupling [39,47] where the ground state is composed
of rung singlets [59,60]. In this sense, the build up of intrarung
entanglement can be fairly analyzed considering an Ising-like
inter-rung coupling. In order to describe the dynamics of
this quantum entanglement transfer, some transverse coupling
would be in order. Even though quantum entanglement in
the ground-state would remain strongly localized [33-35].
For example, it just appears between first neighbor spins in
the ground state of an isotropic antiferromagnetic Heisenberg
chain [33,34]. The study of quantum-state transfer dynamics
is out of the scope of the present paper and will be left for a
future contribution. As a final remark, we would like to state
that, although we are not deriving the introduced model from a
more fundamental microscopic model, such as a fully quantum
many-body Hubbard model, several magnetic compounds have
the Ising-like character of their exchange couplings due to
an underlying zero-field splitting leading to a strong Ising
anisotropy [61,62].

The Hamiltonian of the hybrid Ising-Hubbard ladder we are
introducing has the form

M-

H=> {J

S iSh L > (el ciy +He)

i=1 0.0 =1 y=m1
2 2
+U Z(nz,i,¢ﬂe,i,¢) - H Z Sei (> )
=1 =1

where cz ;y and c¢ i, are fermionic creation and annihilation
operators for an electron with the spin y =1, | and ny;, =

czi’ , Ct.i,y 18 the respective number operator. S; ; stands for the z
component of the total spin operator at the dimer site £ = 1,2
of the ith rung, which takes the value of Sz ; = 0 when the
site is empty or contains two electrons with opposite spins,
otherwise, it takes the values of Szi = +1. The parameter J
denotes the Ising-like exchange coupling between the electrons
from neighboring rungs, whereas we will further focus on the
most interesting case of an antiferromagnetic coupling J > 0.
The other parameters have the following physical meaning: ¢ is
the intrarung hopping amplitude, U is the Coulomb term [U >
0 (U < 0) stands for repulsive (attractive) electron-electron
interaction], and H is an external magnetic field applied along
the z direction.

The Hamiltonian (1) can be exactly diagonalized due to
the Ising-like nature of the inter-rung coupling J and the
magnetic field H coupled to the z component of spin. We start
by diagonalizing the Hubbard-like Hamiltonian of an isolated
rung, which can be put in the local state basis spanned over six
available electronic configurations of a single Hubbard dimer

{114:0),10: 24). 115 4,14 1), 115 1), 15 1)} into the following
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matrix form:

HO =

1

2

S oo oo

—2H

SO~~~ oOod
o~~~ T o
SO OO
SO OO+
OSONVOo oo O

2H

The eigenvalues of the dimer Hamiltonian (2) can be obtained
by a straightforward diagonalization procedure,

_U+VA

A
2
hy = M,
2
A3 =U,
Ay =0,
Ay = —2H,
A = 2H,
whereas the respective eigenvectors are given by
2t
A1) = ———==I[111:0) +10; 1) — il 15 ])
VT Vasova Tl
—a1|d; M,
ha) = o [114:0) +10; 1) — sl 1)
—az[; M,
1
A3) = — ;0) —10; ,
|A3) ﬁ[IN ) =10 1)1
1
Ag) = —=[I154) = s M,
|A4) ﬁ[IT PD=H:MI
[As) = [151),
[A6) = [454),
where
A =U?+ 1612,
U—vVA
o = —,
4¢
U+ VA
o) = ———.
4¢

With all dimer eigenvalues and eigenstates at hand, one can
readily find all possible ground states of the Ising-Hubbard
ladder. Among the ladder’s states with antiparallel spins, |A)
has the lowest energy for all finite values of the Hubbard
coupling and hopping amplitude. This rung state has no net
spin along the z direction to interact with the neighboring
rungs via the Ising exchange coupling or to couple with the
external field. States |As) and |A¢) have a net spin. Therefore,
the possible ground states will be composed of combinations
of |A2), |As), and |Xg) on the ladder rungs that minimize the
total energy in distinct regions of the parameters. Following
this prescription, one can identify four possible ground states.
The fully saturated paramagnetic state with the energy per rung

Ep = —2H + 41/ is given by the eigenvector with all cells in
the classical ferromagnetic dimer state |As),

N
1P) =T Tins)i. 3)
i=l

The second possible ground state is the classical antiferro-
magnetic state with an energy per rung Earp = —4J, which is
composed of a regular alternation of fully polarized rungs |As)
and |A¢),

N/2

IAF) = [ [1As)2i1 ® I26)ai- )

i=1

The two phases |P) and |A F) have a classical character with
no quantum correlation between the electron states. The third
ground state is fully quantum with energy perrung Eo = (U —
V/A)/2 and all rungs in the dimer state |1,),

N
10) =[] 1% ©)
i=1

This state cannot be written as a direct product of individual
states of two mobile electrons on the same rung, which unveils
the presence of quantum correlations between them. The fourth
ground state with an energy per rung Ep g = —H + (U —
V/A)/4 has a mixed classical-quantum character because it
involves a regular alternation of the classical ferromagnetic
dimer state |1s) with the quantum antiferromagnetic dimer
state |A;),

N/2

1PO) =[] 1xs)ai-1 ® 122)a- 6)

i=1

The full ground-state phase diagram can be obtained by
searching for the lowest-energy state among the four aforemen-
tioned eigenstates. All phase boundaries can be analytically
obtained from a comparison of the corresponding eigenen-
ergies. In Fig. 2 we plot a set of phase diagrams on the
t/J-H/J plane for a few representative values of the Coulomb
term. In the absence of Coulomb interaction U = 0 all phase
boundaries are straight linear lines as shown in Fig. 2(a). At
sufficiently low fields, the system undergoes a discontinuous
phase transition between the classical antiferromagnetic state
AF and the quantum dimer state Q at t/J = 2. These two
ground states are replaced with the mixed classical-quantum
phase P Q at moderate magnetic fields. Finally, the classical
saturated paramagnetic phase P appears at strong enough
magnetic fields.

The repulsive Coulomb term U > 0 leads to a suppression
of the parameter regions corresponding to both quantum
ground states Q and P Q [see Fig. 2(b)]. The phase boundary
between the classical antiferromagnetic state AF and the
quantum dimer state Q is, for instance, displaced to larger
values of the hopping amplitude z/J = /U/J + 4. Similarly,
the phase boundaries between the classical ground states (P
and A F) and the mixed classical-quantum phase P Q become
nonlinear (curved), which results in a reduction of the field
range corresponding to the mixed classical-quantum phase

PO.
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FIG. 2. The ground-state phase diagrams on the ¢/J-H/J plane
for four distinct values of the Coulomb term. The four possible
ground states are as follows: the saturated paramagnetic P, the
classical antiferromagnetic A F, the fully quantum Q, and the mixed
classical-quantum P Q ground state.

For an attractive Coulomb term U < 0 there exist two dis-
tinct regimes. For weakly attractive electron-electron coupling
|U| < 4J,the ground-state phase diagram still involves all four
available ground states [see Fig. 2(c)], whereas the classical
antiferromagnetic phase AF is substantially suppressed. The
range of magnetic fields corresponding to the mixed classical-
quantum phase P Q emergent in between the classical phases
AF and P generally increases, whereas it remains finite even
if the hopping term vanishes ¢+ — 0. In the strongly attractive
regime of the Coulomb interaction |U| > 4J, the classical
AF phase is fully suppressed, and the system undergoes a
sequence of field-induced phase transitions Q — PQ — P
upon strengthening of the magnetic field regardless of the
hopping amplitude [see Fig. 2(d) for an illustration].

III. FERMIONIC QUANTUM ENTANGLEMENT ON THE
LADDER RUNGS

Nonseparable physical states imply the presence of intrinsic
quantum correlations. This is the case of the dimer eigenstates
[A;) (i = 1-4). Several quantities have been introduced in
the literature to quantify quantum entanglement, the most
natural of them is being von Neumann entropy (also called
entropy of formation) [63]. For pure states |¥) of a two-parties
(AB) system, the degree of quantum entanglement can be
directly computed by performing the partial trace of the density
matrix p = |W)(W| over the states of one of the parties.
From the reduced density matrix p4 = Trpp, the intrinsic
quantum entanglement between the parties can be quantified
by computing the entropy of formation S = — ) ;pjn pj,
where p;’s are the eigenvalues of the reduced density matrix.
Note that S = 0 when the state of the parties is a nonentangled
direct product of each party state. On the other hand it becomes
S = In n for the maximal entanglement of n states.

After performing the partial trace over the states of the dimer
sites it can be directly seen that the resulting density matrix
for states |X3) and |A4) is an even mixture of two states and

S =1n 2. On the other hand, states |A;) and |A;) produce a
partial density matrix composed on an uneven mixture of four
states. A straightforward calculation provides for these states
the entropy of formation,

2+ 205
|:ln 2+ 20:%) +a?1n #] (7

- 2—}—20{% o

where o, is the state coefficient defined in the previous
section. It reaches a maximal value of S =1In 4 for U = 0,
corresponding to the even mixtures of all four state components
with antiparallel spin orientation of the dimer electrons. The
minimal value of S = In 2 occurs at |U| — oo on which the
state has the electrons in the same or in distinct sites for strongly
attractive or repulsive U, respectively.

At finite temperatures, the dimer state will become a
statistical mixture of all possible dimer eigenstates. In this
case, there is no simple measure of quantum entanglement
of a general bipartite system except for the case in which each
party expands a two-dimensional space vector, i.e., for two
entangled qubits. In this case, the entanglement of formation
is the minimum average entanglement of an ensemble of
pure states that represents the density matrix p [64,65]. A
closely related quantifier is the quantum concurrence that is a
monotonic function of the entropy of formation. The quantum
concurrence can be directly extracted from the density matrix
of the two qubits. Because the entanglement of formation is
a monotonous function of the concurrence, one may directly
use the concurrence as a measure of quantum entanglement
ranging from O (no entanglement) up to 1 (maximum entan-
glement).

In the present model, each dimer site spans a four-
dimensional vector state space with base vectors |0), |1), |{),
and [1]). As such, there is no general prescription to fully
evaluate the degree of entanglement within a dimer whenitis in
a thermal statistical mixture of states. An alternative approach
is to evaluate the degree of quantum entanglement in specific
sectors of the state vector space [66—68]. For example, the
charge degrees of freedom within each dimer site with a fixed
spin orientation spans a two-dimensional Hilbert space with
basis vectors |0) and | 1). In this sector of the Hilbert space, the
dimer behaves effectively as two qubits. Here, we will follow
a prescription previously introduced to compute the fermionic
concurrence of Hubbard dimers in this sector which captures
the intrinsic quantum correlations associated with the charge
degrees of freedom [44,66,67]. However, it is important to have
in mind that the charge correlations represent only a fraction of
the actual quantum entanglement between the two parties. In
this subspace, the density matrix written in the basis composed
of the dimer states |0,0), |0,1), |1,0), and |1,1) can be put in
the form

a 0 0 O

10 x z 0
P12 = 0 z* y ol (8)

0O 0 0 »

where the elements represent the expectation values of distinct
correlations between the two sites,

b= (n],TanZ,T)a

X = (n14) — (n1,1,n2.1),
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y = (na4) — (n14,n24),
a = {(1 —ny )1 —nyy)),
z=2"=(c] .co). ©)

The concurrence is defined in terms of the spectra of the matrix
p1.2012 [65], where p1 2 = 0 ® 03 p},0] ® 03 witho, asa
standard Pauli matrix. Being A; the eigenvalues of p; 10, 2, the
quantum concurrence is simply given by C = max[0,/A| —
Ay — Az — /A4] with A being the largest eigenvalue
[65]. The resulting expression for such fermionic concurrence
can be written as

C = 2 max{0.|{c] c2.1)]

— /(142 1) (1 =2{(n14) + (n14n24 )} (10)

The fermionic concurrence in the up spin subspace is null
in the nonseparable eigenstates |A3) and |i4). This feature
reflects that fact that it only captures a fraction of the underlying
quantum correlations. However, the fermionic concurrence be-
comes nonzero in the other two dimer eigenstates |A;) and |A;)
for which it acquires the nonzero value C = 1/,/1 + (U /4t)%.
In Fig. 3 we compare the entropy of formation and the above
fermionic concurrence for the pure entangled state |A,) as
a function of the ratio U/t. Both quantities are maximal at
U = 0 for which the dimer state is an even superposition of all
its four possible states with antiparallel spins. The minimal
entanglement of these states takes place in the regime of
|U| — oo at which two state components are suppressed. This
trend is captured by both entanglement quantifiers, although
the fermionic concurrence vanishes in this limit because it
does not retain information concerning the remaining quantum
correlation between the spin degrees of freedom. Considering
that the fermionic concurrence can be also computed for the

14

0.2

0.0 1 | 1 | 1 | 1
-20.0 -10.0 0.0 10.0 20.0

U/t

FIG. 3. The entropy of formation S and fermionic concurrence C
as a function of U /1t for the dimer eigenstate |X,). Both entanglement
measures have similar trends being maximal at U = 0 and decaying
as |U| increases. Note that the fermionic concurrence vanishes
when |U| — oo whereas the entropy of formation remains finite.
This behavior signals that the asymptotic state presents quantum
correlations in other degrees of freedom besides the charge ones
probed by C.

statistically mixed states appearing at finite temperatures, we
will discuss its main features under the light of the ground-state
phase diagram and the influence of thermal excitations on it.
Accordingly, the two classical ground-states P and AF
have C = 0 at zero temperature. The quantum dimer phase Q
has the same fermionic quantum concurrence as the eigenstate
|X2), whereas the averaged fermionic concurrence of the mixed
classical-quantum ground-state P Q has half of this value.
Bearing this in mind, the fermionic quantum concurrence
exhibits a discontinuous jump at all phase boundaries. In Fig. 4
we illustrate the dependence of the fermionic concurrence on
the hopping amplitude in the low-field and intermediate-field
regimes for the same representative values of the Coulomb
interaction as previously used in the ground-state phase dia-
grams. In the low-field regime [Fig. 4(a)] the system exhibits a
direct field-induced transition from the classical antiferromag-
netic phase AF to the quantum antiferromagnetic phase Q.
Notice that maximal fermionic entanglement C = 1 is achieved
in the quantum dimer phase Q when the Coulomb term is
absent U = 0 or, equivalently, in the limit of #/J — oo. Note
furthermore that the quantum dimer phase Q becomes the
only possible ground state at low enough magnetic fields for
strong attractive Coulomb terms U/J < —4. In the regime of

T T T T T T T T T
1.0 == p—
- i ——
L | //_, i
0.8 | | —
s : —- Ug=100
0.6 .. - Ud=-20
Q7 I — U= 00 |
A | .- U/J=-100
04+ - —
| |
Lo | i
02 1 | _
- ! | (a)H/J=1.0 4
0.0 | i 1 | 1 | 1
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0
t/J
T T T T T T T T T
1.0 [ -
| e ——— T
— - . ( — -
|
0.8 | | _|
B ‘ P : i
0.6 — o —
Q i S | |
)
0.4 —I. . s P —
- | i
02} | -
o I (b)H/I =3.0 1
0.0 Ll | 1 | 1 | 1

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

t/J

FIG. 4. The zero-temperature fermionic concurrence at the dimer
rungs as a function of the normalized hopping amplitude ¢/J for
two representative values of the magnetic field and four distinct
values of the Coulomb term U/J. The discontinuous jumps signal
the field-driven phase transitions. A full entanglement is achieved in
the quantum antiferromagnetic phase Q in the limit ¢ /|U| — oo.

052115-5



SOUSA, PEREIRA, DE OLIVEIRA, STRECKA, AND LYRA

PHYSICAL REVIEW E 97, 052115 (2018)

intermediate magnetic fields [Fig. 4(b)], the two discontinuous
jumps in the fermionic concurrence signal the field-driven
phase transitions AFF — PQand PQ — Q,respectively. The
complete suppression of the classical antiferromagnetic phase
AF for strongly attractive Coulomb interactions either leads
to a single discontinuous jump in the fermionic concurrence
closely connected with the field-driven phase transition P 0 —
O [see the curve U/J = —2 in Fig. 4(b)] or to a monotonous
rise of the fermionic concurrence within the quantum dimer
ground state Q [see the curve U/J = —10 in Fig. 4(b)].

In order to investigate how thermal fluctuations affect the
fermionic concurrence on the present Ising-Hubbard ladder,
we have computed the partition function using the standard
transfer-matrix formalism. The partition function can be writ-
ten as Z = Tr A", where A = e~ #Hii+t with H; ;| being the
symmetrized cell Hamiltonian connecting the ladder rungs i
andi 4+ land B8 = 1/kpT.Inthebasis of the dimer eigenstates,
the elements of the transfer matrix are given by

(hilAlaj) = e PUSSIHEREDR, (1n

where S is the z component of the total spin of the ith dimer
eigenstate. The full transfer matrix has the following explicit
form:

x2r~2 X2 X3V a1 xzrmt xz7 !
2 2.2 3 1
X X“r= x’r Xxr xzr Xxrz
Bl B 4 x2  x27  x2771
A= xr} xr x? 1 -1 ’
Z z
-1 2 2 -1
xzr xzr X7z z yz y
xz7r xrgt a2 gyl yz2
(12)
where
x = e PUM, (13)
r= VAN (14)
H
7 =P, (15)
y =e 4. (16)

The above transfer matrix can be diagonalized with a high
numerical accuracy in order to get the partition function Z =
TrAY = AN, which is expressed in terms of the largest eigen-
value A of the transfer-matrix (12). Alternatively, the eigen-
values and eigenvectors can be obtained from the algebraic
solution of a fourth order polynomial equation after noting that
the above transfer matrix has two null eigenvalues. However,
the resulting expressions are quite cumbersome and do not
unveil any relevant aspect of the system’s thermodynamics. All
thermodynamic averages can be directly computed from the
knowledge of the transfer-matrix eigenvalues and eigenvectors.
In the following, we will focus in the resulting temperature
dependence of the fermionic concurrence.

In Fig. 5 we plot the fermionic concurrence as a function
of temperature for the particular case without the Coulomb
interaction [Fig. 5(a)] and the particular case with a strong
repulsive Coulomb interaction [Fig. 5(b)]. Four distinct sets
of physical parameters were used to probe all possible ground
states. Similar trends are obtained in both noninteracting and

1.0 L T T T T T T T T
L — = (ARUYI=15HI=20 A
08 L c— (PQUI=15HI=40 _|
' — (P) J=15HIJ=60
i (Q tI=25HI=20 ]
0.6 - -
Q. -
04F N _
AN : _
A RN ' @ Um=00 _
L N i
0.0 L | R l 1 |
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
k,T/1
1.0 T T T T T T T T T
e — - (AR J=25H1=20 -
08k c— (PQUI=25HI=40 _|
' . — (P) UJ=25;HIJ=6.0
i o, -+ (Q ¥I=50:HI=20 ]
0.6 - -
N -
04 —
I e, (D) UM=10.0 |
v
02 \ e
- \ . —
0.0 e B S R | ] Ll
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

k, T/J

FIG. 5. Temperature dependence of the fermionic concurrence
for a few representative values of the magnetic field, the hopping
amplitude, and two selected values of the Coulomb term: (a) U/J =
0; (b) U/J = 10. Thermal fluctuations may induce emergence of
fermionic concurrence above the classical saturated paramagnetic
phase P but not above the classical antiferromagnetic phase AF.

strongly repulsive cases. Whenever the ground state has a
finite fermionic entanglement (P Q and Q phases), thermal
fluctuations continuously degrade the quantum correlations
until the fermionic concurrence finally vanishes above a certain
threshold temperature. However, thermal fluctuations play
quite distinct roles above the classical ground states. Although
the fermionic concurrence remains zero for all temperatures
above the classical antiferromagnetic phase A F, some degree
of quantum entanglement can be thermally induced above the
saturated paramagnetic phase P.

The aforedescribed thermally induced entanglement can
also be clearly seen from the field dependence of the fermionic
concurrence shown in Fig. 6 for a few different temperatures.
For illustration, the fermionic concurrence is only plotted for
the special case without the Coulomb interaction, but the
main features remain the same also for finite values of the
Coulomb term. In Fig. 6(a) we have used a set of parameters for
which the classical antiferromagnetic phase A F' constitutes the
zero-field ground state. It is noteworthy that the lower threshold
temperature at which the fermionic concurrence starts to
develop is displaced to larger field values as the temperature is
raised from zero. This means that no fermionic entanglement
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FIG. 6. The fermionic concurrence versus the magnetic field
for the particular case with zero Coulomb term U =0 and two
representative values of the hopping amplitude, which drive the zero-
field ground state of the investigated system either to: (a) the classical
antiferromagnetic phase AF or (b) the quantum antiferromagnetic
phase Q. Both threshold fields shift towards higher values with in-
creasing temperatures, which means that thermal fluctuations induce
the fermionic concurrence above the saturated paramagnetic phase P.

can be generated at finite temperatures above the classical
antiferromagnetic ground state AF. The second threshold
temperature at which the fermionic concurrence returns to zero
is also displaced to larger fields. This result is taken to mean that
thermal fluctuations promote the emergence of fermionic con-
currence above the saturated paramagnetic phase P although
the maximum entanglement that can be produced by tuning
the magnetic field decreases as the temperature increases.

A full understanding of the field and temperature depen-
dences of the fermionic concurrence can be obtained from the
density plots displayed in Fig. 7. At low hopping amplitudes
[see Fig. 7(a)], the low-field ground state is the classical
antiferromagnetic phase A F’ with zero fermionic concurrence.
The re-entrant behavior of the concurrence is clearly signaled
by the bending of the region with finite concurrence towards
larger fields. For high hopping amplitudes [see Fig. 7(b)],
the low-field ground state is the quantum antiferromagnetic
phase O with maximal concurrence. In this regime, the
thermally induced entanglement is also reflected by the re-
entrant behavior of the quantum concurrence. It is interesting
to note that the largest temperatures at which some degree of

1.8 T T T T T T T T 050
@ 1 0.40

15 F .
0.30
12 B 0.20

0.10
0.02

0.00

1.00
0.90
0.70
0.60
0.50
0.40
0.20
0.10
0.00

FIG. 7. Density plots of the fermionic concurrence on the
kgT/J-H/J plane for the particular case without the Coulomb term
U = 0 and two distinct values of the hopping amplitude leading to
different zero-field ground states. Note the re-entrance of the region
with finite fermionic concurrence. The higher temperatures at which
fermionic entanglement can still be achieved are found for magnetic
fields strong enough to drive the system to the classical saturated
paramagnetic ground state.

00 1.0 20 30 40 50 60 7.0 8.0

H/J

S0 711771117

o |

4.0 | =

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0
H/J

quantum fermionic entanglement can be generated are found
at magnetic fields corresponding to the disentangled saturated
paramagnetic phase P at low enough temperatures.

The physical mechanism leading to the re-entrant character
of the fermionic entanglement is the thermal excitation from
a nonentangled ground state to an entangled excited state. In
general, thermal fluctuations degrade quantum entanglement
due to the incoherent coupling with degrees of freedom of
the heat bath. However, when the energy gap between the
nonentangled ground state and an excited entangled state is
small (usually in the vicinity of ground-state phase transitions),
the system populates the entangled state at temperatures that
are not sufficient to degrade its quantum correlations. Under
this condition, quantum entanglement appears at finite tem-
peratures above a nonentangled ground state. A similar trend
also occurs in other quantum spin models as, for example,
in antiferromagnetic Heisenberg chains for magnetic fields
slightly above the saturation value [1].
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IV. SUMMARY AND CONCLUSIONS

To summarize, we have introduced a new exactly solvable
Ising-Hubbard ladder model. The ladder rungs were consid-
ered to be composed of the Hubbard dimers at half-filling
on each rung, which take into account a quantum-mechanical
intrarung hopping process of the mobile electrons as well
as the on-site Coulomb interaction. The interaction between
the electrons from neighboring rungs was assumed to be
Ising-like. The model was exactly solved using the exact
diagonalization and transfer-matrix technique, whereas our
attention was particularly focused on the most interesting
case with the antiferromagnetic Ising coupling. Both cases of
attractive and repulsive Hubbard interactions were considered.

It has been shown that the investigated model exhibits four
possible ground states. Two of them are classical: the saturated
paramagnetic phase P and the classical antiferromagnetic
phase A F. The other two ground states are of quantum nature.
There exists a fully quantum dimer ground-state Q with all
Hubbard dimers in the same quantum entangled state. The
fourth ground-state P Q has a mixed classical-quantum nature
because of a regular alternation of the Hubbard dimers in
the disentangled and entangled states. It has been demon-
strated that the classical antiferromagnetic phase AF is fully
suppressed when the Hubbard interaction becomes strongly
attractive.

The degree of quantum entanglement between the pair of
electrons in a given ladder rung was evaluated by comput-
ing the fermionic concurrence in the subspace of up spins.
It has been convincingly evidenced that the fully quantum
antiferromagnetic phase Q is maximally entangled for the
special case with zero Coulomb term U = (. The fermionic
concurrence continuously decreases as the Coulomb term |U |
strengthens, whereas it approaches zero in the atomic limit
U — oo. It has been also shown that thermal fluctuations
generally degrade the degree of quantum entanglement es-
pecially when the ground state is of a quantum nature. The
electrons remain disentangled at any temperature when the
ground state is formed by the classical antiferromagnetic
phase AF. By contrast, thermal fluctuations may induce

a finite degree of quantum entanglement above the classical
saturated paramagnetic state. This striking finding is evidenced
by a re-entrant character of the fermionic concurrence as a
function of temperature when the magnetic field is chosen
slightly above its saturation value. Some degree of quantum
fermionic entanglement can be thus achieved at relatively high
temperatures when a sufficiently strong magnetic field drives
the system towards the classical paramagnetic phase. Under
this condition, quantum information processing schemes can
be implemented at moderated temperatures even when the
system has a factorizable ground state [69].

It is worth emphasizing that the quantum concurrence in a
Bose-Hubbard chain has been experimentally probed between
ultracold atoms trapped in optical lattices through measures
of transverse spin correlations [24]. It is our hope that the
here obtained results are of general validity and provide
insight for more realistic fermionic models. We believe that
the phenomenology reported here will remain valid when the
electron hopping is also allowed between neighboring dimers,
at least, in the regime of weak inter-rung hopping amplitudes
for which the Mott insulator regime is developed. However, the
corresponding strongly correlated itinerant electron model is
not exactly solvable, and numerical calculations based on the
density matrix renormalization group technique [70] or exact
diagonalization of finite chains [68] will be required to address
this question. We hope that the present paper will stimulate
future efforts along this line.
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