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Resumo

Neste trabalho investigamos a instabilidade modulacional (IM) de uma fungao de onda
eletronica, préxima ao estado estaciondrio, numa rede discreta unidimensional (1D) onde
levamos em conta um termo cinético (hopping) de longo alcance. Neste caso o termo de
hopping decai com a distancia entre pontos da cadeia segundo uma lei de poténcia do
tipo | i — j|7%, com a modulando esta interacdao. Os resultados numéricos mostraram
que para « grande recuperamos o caso de hopping de curto alcance (primeiros vizinhos).
Neste caso o parametro critico caracteristico X s, acima do qual a solugao da onda torna-
se instavel, escala linearmente como o inverso do tamanho L da cadeia. No intervalo
3 < a < 10 mostramos que a densidade de probabilidade eletronica tende a ser estavel,
uma vez que Xy torna-se maior com decrescimento do expoente a. Observamos que
para o = 2 o tamanho L da cadeia passa a nao influenciar na instabilidade da funcao
de onda eletronica. Tal resultado, caracteristico de sistemas bidimensionais com hopping
de primeiros vizinhos, corrobora com a andlise de dimensionalidade efetiva do sistema
realizada analiticamente. No 1ltimo intervalo, 1 < a < 2, ocorre uma mudanca no
comportamento do parametro critico X em relacao ao tamanho da cadeia, que passa a
crescer com o aumento de L. Portando, o pacote de onda do elétron tende a permanecer
estavel, exceto para grandes valores do acoplamento efetivo da nao linearidade. Além
disso, mapeamos para varios valores do expoente do hopping os regimes onde a funcao
de onda apresenta o caréter estendido, com respiracoes periddicas (breathers), respiragoes
aleatérias (dinamica tipo cadtica), bem como o estado de total localizagao (selftrapping).
Em suma, uma analise de dimensionalidade efetiva sobre a instabilidade modulacional do
estado CW do sistema mostrou que a estabilidade ocorre para o < 3 com yar oc N2~

O regime de instabilidade emerge para o > 3 com 7y o N~1. Os resultados numéricos
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obtidos concordam com esta andlise analitica da dimensionalidade espectral do sistema.
Palavras-chave: 1. Analise de estabilidade. 2. Interagao elétron-rede. 3. Nao

linearidade. 4. Hopping de longo alcance.
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Abstract

In this work we investigate the modulational instability (MI) of a electronic wave function
near to steady state in a discrete one-dimensional lattice where take into account a long-
hopping kinetic term. This hopping term decays with the distance between points of
the chain under power law as | i — j|~® characterized by a exponent modulating this
interaction. The numerical results show that for large a reproduce the short-range hopping
(first neighbors) case. In this specific case the characteristic critical parameter X ps; of MI,
above which the wave solution becomes unstable, scales linearly as the inverse of the size
L of chain. In range 2 < o < 10 the electronic probability density remains to be stable,
because X as; becomes larger as the exponent a decreases. Observed that for @ = 2, the
size L of the chain doesn’t influence in instability of the electronic wave function. This
result, characteristic of two-dimensional systems, corroborates whit analytical analysis of
effective dimensinality of the system. In the last range, 1 < a < 2, a transition that
occurs in the behavior of the parameter critical X ; relative to the size of the chain,
that now grows with increasing L. Therefore the electronic wave packet remains stable
except for large values to effective coupling of non-linearity. Besides that, we mapped to
several values of the hopping exponent where the wave function presents the extended
character, breathers, chaotic dynamics as well as self-trapping state of localization. An
effective dimensionality analysis of the modulational instability of the CW state of the
system showed that stability occurs o < 3 with x7y oc N27@. The instability regime
emerges for a > 3 with yra o N=!. The numerical results obtained corroborated this
analytical analysis of the spectral dimensionality of the system.

Key-words: 1. Stability analysis. 2. Electron-lattice interaction. 3. Non-

linearity. 4. Long-range hopping.
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Capitulo

Introducao

O fendmeno de Instabilidade Modulacional (IM) é caracterizada pela amplificagao
de uma pequena perturbagao (ruido) na amplitude de uma onda, que cresce exponencial-
mente em razao de uma combinacao entre contribui¢oes nao lineares e efeitos dispersivos
do meio. A instabilidade modulacional tem sido reportada em diversos sistemas, como
em Optica néo linear [1], Condensados de Bose-Einstein[2,3] e Fisica de Plasma [4]. Além
disso, tem-se mostrado amplamente que tal fenomenologia estd associada com a quebra de
onda continua' (continuous wave - CW), transformando-a num trem de pulsos solitonicos
[5,6]. Estas ondas solitonicas podem se propagar por longas distancias sem sofrer quais-
quer distorgoes e sao de grande interesse tecnolégico no campo da comunicagao [7-9].

Do ponto de vista histérico, por volta da década de 1960, o fenomeno da IM foi
previsto por Bespalov e Talanov através de um estudo sobre a propagacao da luz em
liquidos com propriedades nao lineares [10]. Pouco tempo depois a mesma fenomenologia
foi observada em dguas profundas por Benjamin e Feir [11]. No contexto eletronico um
importante trabalho foi desenvolvido por P. Marquié et al (1995) no qual os autores obser-
varam a formacao de sélitons em redes elétricas reais devido um processo de instabilidade
modulacional [12].

A IM tem origem na nao linearidade. Como dito anteriormente, nos meios em
que esta presente este tipo de efeito, em geral, uma pequena perturbacao adicionada
a um estado estaciondrio (CW) do sistema pode crescer rapidamente até atingir um
valor de saturacao. Ao atingir esse estagio o sistema evolui para solucoes oscilatorias de

modos localizados (breathers) [13], podendo até culminar na form¢ao da onda solitaria

1Onda ou pulsos com frequéncia, poténcia média e amplitude constantes.



[2,14,15]. Em geral, tanto no contexto da Optica Nao Linear, em Condensacao de Bose-
Einstein (Bose-Finstein Condensation/Condensate - BEC), como também no transporte
eletronico em Sistemas de Baixa Dimensionalidade com interacao elétron-rede, a presenca
de termos nao lineares nas equacgoes da dinamica destes sistemas fisicos podem levar a
solucoes com uma diversidade de comportamentos. A dinamica pode apresentar modos
oscilatérios temporal ou espacialmente localizados (breathers)[16], amplificacdo de ruidos
(instabilidade modulacional)[17], solugbes tipo sélitons [18-20] e até mesmo apresentar
um comportamento de dinamica cadtica [13]. A evolugdo desses sistemas ¢ regida por
equagoes semelhantes, conhecidas como Equagoes Nao Lineares de Schrodinger (ENLS),
que dentro das aproximacoes pertinentes e interpretadas adequadamente em cada contexto
descreve-os analogamente de maneira satisfatéria.

Alguns recentes resultados experimentais e tedricos em condensasdos de Bose-
Einstein tém mostrado a relevancia da Instabilidade Modulacional na dinamica de
formagao de sélitons nesses sistemas [21-23]. Mais especificamente destacamos a referéncia
[22], onde um estudo tedrico e experimental da Instabilidade Modulacional em um BEC
foi realizado, no qual foi observado a formacao de sélitons. A abordagem experimental
deste trabalho foi baseada numa armadilha magneto-6ptica para confinar 4tomos de 8 Rb
advindos de um processo de evaporacao. Neste caso, os atomos ficam restritos a um
confinamento aproximadamente unidimensional através de um guia de onda 6ptico que
possui potencial harmonico repulsivo. A Figura 1.1 mostra esquematicamente o aparato
experimental utilizado no trabalho. Os resultados revelaram a formacao da quebra do
BEC em componentes espacialmente localizadas, sendo do tipo séliton e estaveis sob uma
propagacao por mais de 90ms.

A abordagem tedrica feita pelos autores foi construida com base num modelo
efetivo unidimensional da Equagao de Gross-Pitaevskii [24] que forneceu uma compreensao
andloga as observacoes experimentais feitas. A funcao de onda ¥(z,y, z,t) do sistema

pode ser fatorada em duas componentes uma transversal e outra longitudinal, na forma:

V(z,y,2,t) = f(z,t) ¢ (v,y,t; f(2,1)) . (1.1)

A dinamica do modelo de interesse esta na componente axial f(z,t), uma vez que

o movimento do sistema esta restrito aproximadamente a direcao z, e cuja evolugao ¢é
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Figura 1.1: (a) Aparato experimental composto por um sistema de armadilha magneto-6ptica
(MOT, do inglés magneto-optical trapping) com &tomos ultrafrios de *Rb e um guia de onda
éptico. (b) trem de sélitons observados apés 100ms de propagagao de um BEC em um guia de
onda 6ptico. (c) Instabilidade Modulacional num modelo unidimensional: (i)um estado inicial-
mente localizado torna-se (ii)modulado por um ruido instével que (iii) cresce exponencialmente

produzindo um trem de sélitons.

Figura retirada da referéncia [22].

descrita pela seguinte equacao:

af . 1 82 Co 2 2 1
i = |"agpa t Rl tala 5 ) (1.2)

onde ¢, ¢, c3 € ¢4 Sa0 constantes e 02 = (1 + 04\]”|2)1/2 )

Seguindo um procedimento padrao de andlise da IM, adicionou-se uma pequena
perturbagdo na amplitude da componente f(z,t), que é do tipo onda plana. O ruido
superposto é da forma gaussiana e possui amplitude da ordem de 1% da amplitude da onda
plana. Os resultados provenientes de uma analise analitica e das simulagoes numeéricas
feitas pelos autores assemelham-se sobremodo com a evolu¢ao do sistema observada nos
experimentos, como pode ser observado na Figura 1.2. Novamente a fun¢ao de onda evolui
para uma formacao de componentes espacialmente localizadas que tornam-se dinstintas
e separadas a medida que o tempo decorre e a Instabilidade Modulacional se amplifica.
E possivel perceber, através da evolucio temporal da densidade de probabilidade |v|2/N
e da autocorrelagao axial A(z), que por volta de 75ms a dinamica do sistema entra no
regime de instabilidade modulacional, surgindo apartir de entao varios modos localizados
no perfil da densidade de probabilidade do BEC.

Sabe-se portanto que a nao-linearidade, enquanto génese da Instabilidade Modu-

lacional, desempenha um papel preponderante na dinamica de propagacoes de ondas.
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Figura 1.2: Evolucio temporal da densidade de probabilidade normalizada [¢|2/N (no topo),
da autocorrelacdo A(z) (no meio) da densidade de um BEC e da largura do pico central da
Autocorrelagao A(z) (abaixo), simulados numericamente e submetido a uma IM (reproduzido
em adequagdes com as condigoes e parametros experimentais).

60 ms 90 ms

30 ms

150

A central peak width

ol
1]

1 1 ‘|
30 [E1] D 120
time {ms)

Figura retirada da referéncia [22].

Muitos dos estudos voltados a tematica da IM em ondas propagantes tém sido direciona-
dos também ao contexto de transporte eletronico em sistemas de baixa dimensionalidade.
Nestes sistemas, outros efeitos vém sendo também explorados, tais como, efeitos de tama-
nho finito, interacoes de longo alcance e relaxacao nao instantanea, em razao de que estes
ingredientes podem desempenhar papéis importantes em estruturas como estas [14,25,26].

Além de contribui¢oes nao lineares na dinamica de transporte, tem se intensifi-
cado também o estudo em interagoes de longo alcance nestes sistemas fisicos. Recentes
experimentos com gases bosonicos dipolares presos em redes Opticas, cujas interagoes
dipolo-dipolo decaem com uma lei de poténcia, tém sido realizados [27,28]. Esses expe-
rimentos tém motivado outros trabalhos no intuito de investigar como um acoplamento
de longo alcance influencia nas propriedades criticas de transi¢ao para a condensagao de
Bose-Einstein [29]. Um aparato experimental relativamente recente mostrou a geragao
de um condensado de Bose-Einstein a partir de um gés de atomos de cromo *2Cr [30],
onde cerca de 5 x 10° destes 4tomos compunham o condensado. Neste caso, os dtomos
possuiam um momento de dipolo magnético muito intenso, de modo que a interacao entre

eles fora caracterizada por um acoplamento de longo alcance tipo dipolo-dipolo.
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Forgas e acoplamentos de longo alcance tém sido usados na descrigao de vérios
fenomenos fisicos, com relevantes interesses, como por exemplo em sistemas de interacao
magnética tipo Ising entre fons[31,32]. Nestes e outros trabalhos tém-se visto que in-
teragoes de longo alcance em sistemas unidimensionais simulam muitos efeitos em varios
contextos fisicos que ocorrem em alta dimensionalidade [29]. E importante destacar
também que a localizagao de Anderson em sistemas de baixa dimensao, com certo grau
de desordem, podem sofrer impactos ao considerarmos correlacoes e interacoes de longo
alcance, influenciando assim na transigao metal-isolante [33-36]. No campo das comu-
nicagdes (redes sociais) as relagoes de longo alcance podem otimizar substancialmente,
sob a perspectiva da propagacao de informagoes, os processos, o tempo e a distancia entre
as pessoas[37].

Ainda sobre o estudo de sistemas magnéticos também recentemente, foi construido
um sistema composto por 16 fons atomicos de 1Y'b (Figura 1.3) com spins apresentando
uma interagao antiferromagnética de acoplamento variavel [31]. Aprisionando estes fons
por meio de armadilhas 6pticas, os autores conseguiram observar o ordenamento e a
frustacao magnética por meio de imagens espacialmente resolvidas. Um campo magnético
B muito forte aplicado transversalmente em relacdo ao acoplamento (tipo Ising) entre os
spins polariza-os, e ao ser diminuida a intensidade deste campo ocorre um ordenamento

magnético de acordo com as caracteristicas interacao.

Figura 1.3: Imagem de 16 fons presos com uma distancia de 30um entre o primeiro e o tltimo

ion.

Figura retirada da referéncia [31].

Aumentando o alcance da interacao Ising observa-se um crescimento na frustragao
magnética do sistema, pois ocorre uma supressao da ordem magnética. O controle expe-
rimental do acoplamento de interacao entre os spins é feito por meio de um forca 6ptica
exercida sobre os fons. O modelo tedrico deste sistema é constituido por uma cadeia
unidimensional de spins com interacao de longo alcance entre os spins representada e
controlada pelo termo J;; no Hamiltoniano. Este termo de acoplamento Ising J;; entre

0s spins nos sitios i e j decresce com o espagamento da rede |i — j| segundo uma lei de
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poténcia e é dado por:

Jo

Jij = ———
T fi—gle

,  com i#£] (1.3)

onde Jy é o fator de acoplamento entre os spins e a o expoente que modula o termo
interacao J;; ao longo da cadeia e neste caso 0 < a < 3. Dentre muitos resultados dessa
investigagao, um mostrou que para interacoes de longo alcance, ou seja « pequeno, o
ordenamento magnético dos spins foi completamente destruido.

Pela descricao feita acima, percebe-se que tanto a interacao de longo alcance entre
os elementos de um sistema quanto a instabilidade modulacional sao fatores extremamente
relevantes na investigacao tedrica e experimental em varios contextos na Fisica. Desse
modo, neste trabalho pretende-se investigar a IM em um pacote de onda eletronico numa
cadeia de sitios discreta sob condicao peridédica de contorno. O pacote de onda é inici-
almente distribuido uniformemente sobre todos os sitios, onde adicionamos um pequeno
ruido a amplitude desta onda inicial, cuja dinamica é regida pela Equacao Nao Linear
Discreta de Schrodinger (ENLDS). Procuramos compreender a influéncia de um termo
cinético de longo alcance na dinamica do sistema, caracterizando a transi¢ao do estado
inicialmente estendido para um estado localizado. Esta transicao pode ser identificada
por meio do parametro critico de acoplamento da nao linearidade Y, caracteristico da
instabilidade modulacional, proveniente da interacao entre o pacote de onda e as vibragoes
da rede. Acima deste valor critico espera-se que ocorra uma instabilidade e a perturbagao
cresca fazendo com que o estado do sistema evolua para outros regimes que deverao ser
explorados e entendidos adiante. Outros aspectos de interesse sao, em primeiro lugar,
averiguar que tipo de relacao deve existir entre o parametro critico que caracteriza a ins-
tabilidade da onda inicial e o tamanho da cadeia, e em segundo lugar, compreender o
papel desempenhado pela intensidade do termo cinético na transicao entre os regimes da
dinamica do pacote de onda eletronico. A andlise realizada em cada um destes contextos
sob investigacao deu-se por via integracao numérica computacional.

Seguir-se-a o seguinte roteiro no presente trabalho: No Capitulo 2 é apresentado
uma discussao sobre os modelos tedricos que fundamentam a resolucao dos problemas
desenvolvidos nesta tese. Discutiremos a interacao elétron-rede segundo as abordagens
de Holstein, de Davidov e Su-Schrieffer-Heeger, onde enfatizaremos a primeira. A anélise

desenvolvida por Holstein resulta em um termo nao linear na equacao que modela a
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dinamica do sistema, também conhecida como a Equacao Nao Linear Discreta de Sch-
rodinger (ENLDS). Uma discuss@o sobre os efeitos da interagdo de longo alcance em
determinados sistemas fisicos é realizada, onde destaca-se uma breve analise da relacao
entre um acoplamento de longo alcance seguindo um lei de poténcia numa cadeia discreta
e a dimensionalidade efetiva do sistema. Algumas secoes sao destinadas a uma breve
revisao da abordagem tedrica da Instabilidade Modulacional no contexto da dinamica
eletronica numa cadeia discreta de sitios, reproduzindo e discutindo resultados relevantes
de um trabalho especifico da édrea [13].

Os resultados inéditos do trabalho sao detalhados e discutidos no capitulo 3, no
qual estudamos a influéncia de um termo cinético de longo alcance que decai com a
distancia entre pontos da cadeia segundo uma lei de poténcia sobre o parametro critico ca-
racteristico da IM. Por fim, as conclusoes e perspectivas do trabalho de pesquisa compoem

o capitulo 4 desta tese.
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Capitulo

Formalismo e Modelos tedricos

Neste capitulo discutiremos alguns modelos e resultados relacionados a nao line-
aridade em sistemas de baixa dimensionalidade, buscando assim construir uma funda-
mentacao sélida para o nosso trabalho. Desta forma, discutiremos de forma breve alguns
modelos que sao capazes de descrever a dinamica eletronica interagindo com a dinamica
dos sitios da rede (modos vibracionais). Diante de tais modelos, detalharemos com mais
cuidado a abordagem apresentada por Holstein, visto que esta descricao foi utilizada
como fonte para nosso primeiro modelo. Em seguida apresentaremos alguns sistemas
fisicos importantes nos quais a interagao de longo alcance esta presente. Seguimos entao
com uma discussao sobre a Instabilidade Modulacional, um importante fenémeno presente
em varios sistemas fisicos nao-lineares, e também com a Analise da Estabilidade Linear,
método com o qual se estuda a estabilidade de uma solucao estacionaria. Finalizamos
assim com a apresentagao de alguns resultados relevantes da literatura referentes a ins-
tabilidade modulacional e auto-armadilhamento em redes 1D via analise da estabilidade

linear e a ENLDS resolvida numericamente.

2.1 Interacao elétron-rede

De maneira geral, a anélise fisica em sistemas de muitos corpos interagentes apre-
senta grande complexidade. Isso faz com que nestes problemas sempre utilizemos apro-
ximagoes. De certo que ao considerarmos a interagao entre particulas, a modelagem do
sistema fisico de interesse tende a aproximar-se do contexto real. Em Fisica da matéria

condensada, por exemplo, ao abandonarmos a aproximacao estatica da rede em um sélido



2.1 Interacao elétron-rede 9

é imperativo considerarmos a influéncia das vibragoes dos fons sobre a dinamica de trans-
porte de carga neste sistema.

Ao se perecerber a importancia desse tipo de influéncia muitas propostas de mode-
los surgiram no cenario cientifico no intuito de investiga-las e consequentemente uma inte-
ressante fenomenologia foi revelada. Uma fenomenologia presente em alguns destes novos
modelos, onde a interagdo com os modos vibracionais da rede esta presente, é o fenomeno
de auto-armadilhamento (self-trapping). De modo que, esse auto-armadilhamento da
funcao de onda da particula quantica ocorre quando a intensidade de seu acoplamento
com as vibragoes internas dos entes da rede ultrapassa um limiar caracteristico [38-43].
Outras descri¢goes comuns é sobre a existéncia de sélitons e polarons que em certa medida
podem ser tidos como estados aut-armadilhados. No primeiro caso, tratata-se de um per-
fil de onda num modo concentrado cuja forma permanece incélume, podendo percorrer
uma consideravel distancia, mesmo apés colisao com outro séliton. Este tipo de onda
aparece em varios contextos da Fisica sempre relacionado como solucao de equacoes nao
lineares regendo a dindmica de propagagao [41,44]. No segundo, refere-se a0 movimento
do elétron em um cristal ionico no qual uma deformacao na rede causada pela presenca
deste elétron pode ocorrer na forma de um estado ligado e neste caso ha um aumento em
sua massa efetiva da particula.

Dentre as propostas de modelos que surgiram no curso da histéria, em razao da
busca pelo entendimento da interacao entre as vibragoes dos ions com os portadores de
carga, vale destacar os modelos de Davydov (1979), o de Su-Schrieffer-Heeger (modelo
SSH - 1979) e a seguir o modelo de Holstein (1959).

A proposta de Davydov foi elaborada com o objetivo de estudar o transporte
energético em estruturas moleculares unidimensionais (proteina), onde basicamente uma
excitagao (éxciton) interna na macromolécula interage com as préprias vibragoes da es-

trutura molecular. O Hamiltoniano usado por Davydov para este sistema é dado por,

2 1
H = 4 2177"” + 1 ; [Hn(un-l—l - Un)2 + fon—1(un — Un—1)2] + Zn: En aLan

+ Z (Vn,nJrl aLan+1 + Vn,nfl aLanfl) + AZ (un+1 - unfl) anTan- (21)

n
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2.1 Interacao elétron-rede 10

Onde, do lado direito desta equagao, os dois primeiros termos referem-se a energia
da rede, o terceiro e quarto termos sao relativos a contribuicao eletronica e por ultimo
trata-se do termo de acoplamento entre a excitacao e as vibragoes da rede. Ainda na
equacao 2.1, o termo de contribuicao da rede representam N osciladores harmonicos
classicos acoplados, onde u,,, p, e M, sao respectivamente o deslocamento, o momento e
a massa do n-ésimo elemento da rede. Também temos que k,, ,, A e V,, representam
respectivamente a constante eldstica da rede, o potencial periédico on-site da rede, o fator
de acoplamento com a rede e o termo de hopping. Por tltimo, a,' e a, sdo os operadores
criacao e aniquilagao do éxciton no n’ésino elemento da rede.

Observamos assim que o Hamiltoniano deste modelo apresenta um termo diagonal
que representa o termo de interagao entre a dindmica da excitagao (éxciton) e a vibragao
da rede, ou seja, ha duas diferentes equagoes que regem separadamente suas dinamicas,
porém acopladas. Desta abordagem mostrou-se que esta interagao provoca o aprisiona-
mento da excitacao, efeito que ficou conhecido na literatuda como o séliton de Davydov
[41]. E relevante também ressaltar que neste modelo, a dinamica eletronica e a da rede sio
regidas por equacoes separadas, porém acopladas. Com relacao aos modos vibracionais da
rede, ha a possibilidade de ser feito dois tratamentos: quantico e classico. Essas duas des-
cricoes serao adequadas dependendo do regime de temperatura que esta se considerando
[45,46]. Para o caso de uma delocalizagao dos sitios da rede descrita por uma distribuigao
gaussiana, sobrepoem-se efeitos quanticos sobre os térmicos. Se essa distribuicao da de-
localizacao torna-se tipo funcao delta, caracterizando sitios completamente localizados e
anulando a incerteza quantica, temos um regime onde as oscilagoes dos elementos da rede
sao puramente classicas. No caso dos osciladores classico nos sitios da rede, as equagoes

de movimento derivadas para as dinamicas eletronica e da rede sao, respectivamente:

h awa—ft) = entn () = X (s — ) u(t) + V [n i1 (1) + oy (1) (2.2)
o ;;@) = (tnsr + -y = 2un) + X [[Ynsa (OF = [¥na (1], (2.3)

aqui temos que x é o fator de acoplamento com a rede responsavel pela transferéncia de
energia entre o éxciton e a rede. Podemos fazer também h = M, =1,V 41 = Vo1 =V

ee, =0.
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2.1 Interacao elétron-rede 11

Na segunda metade do século XX, os cientistas Su-Schrieffer-Heeger (1979) pro-
puseram um modelo (modelo SSH) no qual o termo de interagdo no Hamiltoniano do
sistema ¢ inserido através de uma implementacao no termo de hopping. A motivacao
dos autores concentrava-se em descrever a formagao e propagacao do séliton numa cadeia

polimérica de poliacetileno [47,48] semelhantemente mostrado na Figura 2.1.
Figura 2.1: Parte de uma molécula de trans-poliacetileno com cadeia dimerizada.

/ \/ N /\/ \/\/

Unl T Un4t

Fonte: extraido da referéncia [48] .

Neste modelo, a implementacao no termo de hopping consiste em tornéa-lo de-
pendente do deslocamento relativo da posicao dos elementos da rede nos sitios vizinhos.
Importante destacar que as oscilagoes dos elementos sao do tipo harmonica. O Hamilto-

niano do sistema fisico em questao é dado por:

21
H = ;)Wnn‘FZZ[/{n(un—l—l wn)” + 1 (U — 1) +Zena n
+ Z nn+1 CL an+1 + Vnn 1 aT an 1) (24)

Aqui, o acoplamento elétron-rede surge devido a alteracao em V,,, 41 escrita na

seguinte forma:
Vint1 & 1 —a (Unp1 — uy) (2.5)

Desta equacao observa-se que V,, 41 cresce a medida que os fons se aproximam e
decresce no caso contrario, permanecendo unitario (V,, ,+1 = 1) quando esta em equilibrio.
Do procedimento teérico adotado na abordagem SSH a evolucao temporal do sistema é
conduzida pela equacao de Schrodinger para o elétron e a equacao de Hamilton para a

dinamica da rede dadas respectivamente por:

; 0y, (1)
ot

= entn(t) = [1 = (ung1 = un)] Pnia(t) = [1 = a (un = un1)[¥na(t)  (2.6)

82un(t) * * * *
o = (Unt1 — Un) = (Up — Up—1) — [(¢n+1¢n + ¢n+1¢n) - (%%—1 + ¢n¢n—1)} (2.7)

Instituto de Fisica - UFAL



2.2 Modelo de Holstein 12

Outro ponto importante deste modelo trata-se de que a relagao entre fons ocorre no
regime harmonico o qual é suficientemente aceitavel para baixas temperaturas, ou seja, a
ligacao entre eles esta sob um regime linear das forgas de interacao tipicos de molas ideais.
O éxito obtido nestes trabalhos foi a descricao sobre a formacgao do séliton na estrurura
macromolecular do polimero, bem como o entendimento do mecanismo de alternancia de
ligagoes simples e duplas entre as unidades bésicas (C'H), da molécula.

A abordagem construida por Holstein em relagao a interacao elétron-rede resultou
da analise feita por ele da investigacao sobre a propagacao de um poélaron num cristal
molecular unidimensional [44,49]. A rede neste sistema é composta por N moléculas
diatomicas que possuem um grau de liberdade vibracional interno nao acoplado com a
molécula vizinha, com o qual o pdélaron ira interagir. Diante da importancia do modelo
para o nosso trabalho, apresentaremos na secao a seguir uma descricao mais detelhada

desta abordagem.

2.2 Modelo de Holstein

Uma abordagem muito comum para estudar o acoplamento elétron-rede é a re-
presentacao da dinamica eletronica via equagoes de evolucao discreta no regime quantico.
Como veremos adiante, o termo nao linear que aparece na equacao da dinamica do sis-
tema é referente a interacao elétron-rede. Devido a este tipo de interacao interessantes
fenomenos podem ocorrer, onde sem duvida o auto-armadilhamento da fun¢ao de onda
eletronica é um resultado célebre. Este fenomeno ocorre sempre que o parametro que
modula a intensidade da interacao elétron-rede excede um valor critico, a partir do qual
o pacote de onda do elétron localiza-se em torno de uma posicao da cadeia de sitios.

O pioneiro a derivar equagoes deste tipo, foi Holstein em trabalhos de 1959 [44,49],
no qual ele descreve a dinamica de um podlaron interagindo com um cristal molecular
unidimensional. De modo geral o pdlaron surge devido a atragao coulombiana entre
o elétron e os fons da rede que o encapsulam num pocgo de potencial de maneira que
a evolucao do sistema ocorre na forma de um estado ligado. Em cada célula unitaria
centrada nos sitios da cadeia molecular de seu modelo estava contido uma molécula que
era idéntica a todas as outras e oscilavam internamente e independentemente.

Nesta modelagem apresentada por Holstein o cristal molecular diatomico é repre-
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2.2 Modelo de Holstein 13

sentado por uma rede os graus de liberdade z,, e p, referente a posicao e o momento dos
entes presentes no n-ésimo sitio. Neste contexto faremos uso da aproximacao adiabatica,
na qual o elétron desloca-se mais rapidamente comparado com as velocidades das vi-
bragoes moleculares no interior de cada célula unitaria nos sitios da rede. Em razao
deste regime aproximativo a energia cinética da rede pode ser desprezada e as energias
potenciais eletronica e da rede minimizadas, sem perca de generalidade.

O Hamiltoniano total H do sistema, usando a aproximagao de ligagoes fortes (tight-
binding), apresenta 3 componentes, a saber, a componente da rede H,, a componente

eletronica H, e a componente de interagao elétron-rede H; dado por:

H=H, + H, + H, (2.8)

A componente H, possui os termos de energia cinética e potencial das particulas que
compoem a rede. A parte eletronica H, contém a energia cinética e o potencial periddico
efetivo que o elétron experimenta, e por conseguinte, a parte de interacao H; é uma
funcao da coordenada do elétron e os deslocamentos ,, de deformacao da rede. Devido a
interacao entre o estado eletronico e as oscilacoes da rede ocorre transferéncia de energia
entre ambos e a forma da interacao pode ser aproximada para a primeira ordem das
deflexoes. Em suma, usando o formalismo de segunda quantizagao podemos escrever as

trés componentes da seguinte maneira,

2 2
pn Mw ~2
— 2
=X e (29)
H = Z En ailan + Z Vom aLam (2.10)
n (n,m)
H, = AZ T, ala, (2.11)

Usando as equagoes (2.9), (2.10) e (2.11), a equacao (2.8) torna-se,

H=Y" {% . M;Q xi] + Zn: En alay, + (nzn;) Vi af am + Azn: Ty alan,,  (2.12)
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onde T, e p, sao os operadores de posicao e momento relacionados ao grau vibracional
z,, do n-ésimo sitio da rede. Os operadores al e a, sdo, respectivamente, os operadores
criacao e aniquilagao de elétron no n-ésimo sitio, €, é o potencial on-site, V,, ,, sao os
elementos de matriz referentes a integral de transferéncia eletronica (hopping) através dos
sitios, onde consideraremos tranferéncia apenas entre primeiros vizinhos (n + 1), e por
fim, A é o parametro de acoplamento elétron-rede. Desse modo, temos em sequéncia no
Hamiltoniano do sistema, a energia cinética e potencial vibracional da rede, o termo po-
tencial periédico on-site, o termo cinético de hopping eletronico e o termo de acoplamento
elétron-rede.

Um estado do sistema pode ser expresso como uma superposicao dos orbitais mo-
leculares, dentro do que denominamos de aproximacao tight-binding, onde consideramos
uma base de estados localizados (orbitais de Wannier) e em razao deste, o vetor de estado

|W(t)) pode ser expandido. Dessa forma, obtemos o seguinte:

[T(8) =D eult) ) (2.13)

Na aproximagao adiabdtica podemos ignorar a energia cinécica da rede e minimi-
zar as energias potenciais vibracional e eletronica. Em detrimento de todas essas consi-

deragoes, o Hamiltoniano total do sistema transforma-se e é escrito dessa forma:

Mw?
H= Z 5 P2+ V Z [alﬂan + aILanH} + AZ T, ala, (2.14)

m
Estamos interessados em calcular o valor médio do operador Hamiltoniano, por
meio do qual derivaremos a equacao de movimento seguindo o formalismo hamiltoniano.

Para isto, vamos trabalhar primeiro a expressao:

) =3 (

Mw? -
L) o £V Y el + )] (29
+Azy, Z Un |dn) (2.16)

H¥(t)) = Z [Z (M;)Z j%n) Un 4V (Ung1 + Y1) + Az, | [0n) (2.17)
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2.2 Modelo de Holstein 15

Usando o complexo conjugado de ¥, temos que:

(W (o)W (0 Z( : A?)(anwm /qansmdr) (218)

m

Considerando nulas as integrais de overlap,

/¢n*¢m dr=0 = n#m (2.21)

E assumindo as seguintes condi¢oes de normalizagao,

/¢n*gbm dr=1 = n=m (2.22)

/qmp dr=1= ) [tn =1 (2.23)

Resulta que o valor médio do Hamiltoniano H = (¥(¢)|H|¥(t)) torna-se:

Z (MW > + Vib," (Vni1 + Yn1) + Az, | 0, |2 (2.24)

m

Estamos interessados nos valores de x,, que minimizem a energia. Para isto, diferenciamos
H em relacio a x, e usando multiplicadores de Lagrange referente a conservacao da norma
e de posse da equagao de Schrédinger independente do tempo (H|¢) = E|¢)) obtemos o

seguinte resultado:

o _ . 4 et Al P 4 (E_ZMWQZJ??”_A) > (8% — awn) (225)

8:cp T,
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2.2 Modelo de Holstein 16

Em decorréncia da conservacao da norma, o tltimo termo é nulo, pois:

> (Wn Un + Uy W”) =y 9 Watn) (2.26)

ox
n Lp P

5 (8% b+ 0%) _ 0 [; (w’w")] (2.27)

Lp Oy

n

M, OUn\
3] oy 229
portanto:
oH )
&Ep = Mw?z, + A |, | (2.29)

Para minimizar H, a derivada do lado esquerdo da equagao acima deve ser nula,

o que nos leva a:

Aty |?
Ty =~ (2.30)
Desse modo a expressao final do Hamiltoniano fica:
= Z { Sar | Un V" (Yngr + Pnn) (2.31)

Agora, para enfim encontrar a equacao da dinamica faremos uso das relacoes

canonicas:

O,  OH oo oH

ot T o ot T o,

(2.32)

Portanto, encontramos assim a Equacao Nao Linear Discreta de Schrodinger

(ENLDS) para primeiros vizinhos:

- O

? 8t =V (wn—I—l + 7pn—l) - X | 77Z)n |2 ¢n7 (233)
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2.2 Modelo de Holstein 17

onde foi usado h = 1, e x é o parametro que modula a nao-linearidade, assim escrito:

AQ
= 2.34
X7 e (2:34)
Posta numa forma mais geral a ENLDS torna-se:
. awn 2
i = Em (R K (2.35)

Desde de sua primeira demonstracao feita por Holstein, a ENLDS tém sido aplicada
em varios outros contextos da Fisica. A dinamica de propagac¢ao com termos nao lineares
e dispersivos é responsavel por uma gama de fenomenologia, tais como o soliton, breathers
e instabilidade modulacional (IM), que possui grande viabilidade de aplicagao tecnolégica
[50]. No campo da 6ptica, a ENLDS tem sido usada na descri¢ao da propagacao de pulsos
eletromagnéticos em fibras Opticas e guias de ondas acoplados nos quais confirmou-se a
previsao tedrica da existéncia de sélitons [51]. Por volta de 1973, Davydov fez um estudo
no campo da Bioquimica onde por meio da ENLDS ele investigou o transporte energético
de excitagbes interagindo com modos vibracionais em moléculas de proteina [41].

Outro ambito em que a equacgao nao linear discreta de Schrodinger tém sido apli-
cada com bastante éxito é em Condensados de Bose-Einstein (BEC), como consequéncia
disto varios efeitos e fendmenos que ocorrem no contexto éptico (séliton, breathers, IM)
tém sido redescoberto também. Todas as previsoes tedricas desta abordagem em BEC
vem sendo confirmadas experimentalmente ao longo do densenvolvimento computacional
e tecnolégico que permitiu a elaboracao de aparatos capazes de aprisionar atomos em
pocos de potenciais resfriando-os a baixas temperaturas [22]. Ainda em Matéria Con-
densada, é importante mensionar que a ENLDS tem sido de grande valia em estudos de
transporte eletronico em sistemas de baixa dimensionalidade onde a previsao do fenomeno
de self-trapping (auto-armadilhamento) ganha destaque.

O auto-armadilhamento da fun¢ao de onda é um dos efeitos mais notaveis relaci-
onado com a presenca de um termo nao linear na equagao discreta de Schrodinger. Um
pacote de onda inicialmente localizado estende-se pela rede no regime de nao-linearidades
fracas, mas torna-se aprisionado em torno de uma posicao quando o acoplamento esta
acima de um valor critico [42]. Este efeito pode ser entendido também por meio de uma

troca energética entre o pacote eletronico e os modos de vibracao dos elementos da rede.
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2.3 Interacao de longo alcance 18

O elétron ao interagir com as oscilagoes de um fon num dado sitio da rede causa-lhe
uma deformagao, o ion por sua vez responde esta interagao pertubando a onda eletronica,
ou seja, o elétron de forma indireta perturba sua pZ?opria funcao de onda. Desta troca
energética pode surgir o aprisionamento do pacote de onda.

Por outro lado, a ENLDS é uma equacao sujeita também a instabilidade modu-
lacional (IM) em razdo de uma sensibilidade a valores do parametro y e as condigbes
iniciais de contorno, sendo possivel resultar tanto em regimes localizados como em re-
gimes de oscilagoes [16,52]. Na literatura referente a todos estes sistemas mensionados
tém-se visto que a IM aniquila a distribuicao uniforme e homogénea da amplitude de uma
onda continua (continuos wave - CW) induzindo a dinamica do sistema a outros regimes
de interesse [53,54].

Em suma, a dinamica de propagacao do pacote de onda apresenta uma fenomeno-
logia rica podendo ocorrer uma pluralidade de fenémenos, como o auto-aprisionamento,
quando o processo de relaxacao de uma nao-linearidade de terceira ordem é considerado,
e a Instabilidade Modulacional. Portanto, é de forte interesse, e sera objeto de estudo
nesse trabalho, uma analise da relacao entre os fendmenos de self-trapping e instabilidade
de ondas continuas com uma interacao de longo alcance por meio da ENLDS. Na secao
seguinte uma discucao mais aprofundada sobre uma andlise da IM sobre o regime de ondas

continuas superpostas de uma pequena perturbacao sera feita.

2.3 Interacao de longo alcance

Nos concentraremos agora em discutir propriedades e algumas consequéncias de
interacoes de longo alcance presentes em alguns sistemas fisicos. Como j4& é sabido, estes
tipos de interagoes podem alterar significativamente a dinamica de sistemas relacionados
com o fenomeno de transporte. Varios mecanismos dependem fortemente dessas interagoes
[36, 37, 55-59], em particular discutiremos brevemente nesta se¢ao a relagdo entre um
acoplamento de uma lei de poténcia no hopping numa cadeia de um gas de bdsons e a

dimensionalidade efetiva do sistema [29].
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2.3.1 Interacao com decaimento tipo lei de poténcia

A presenca de interagoes de longo alcance podem influenciar profundamente as-
pectos relevantes da dinamica de um sistema fisico. De forma simpléria podemos entender
um sistema com interacao de longo alcance, tal que, um componente arbitrario deste sis-
tema possa se comunicar (interagir) com outra parte qualquer que seja sua localizagao.
Em geral, a magnitude deste tipo de interacao decresce com a distancia entre dois com-
ponentes em pontos especificos do sistema fisico considerado. Os exemplos clédssicos de
sistemas com este tipo de interacao sao os casos dos potenciais Coulombiano e Gravita-
cional Newtoniano, onde a intensidade da interacao obedece uma lei de poténcia. Um
modelo de potencial de longo alcance genérico seguindo uma lei de poténcia pode ser

escrito na seguinte forma geral:

V(r) ~ , (2.36)

His

onde r é a distancia e a o expoente que modula a magnitude da interacao, que no caso
das interacoes entre particulas carregadas ou massas temos que a = —1, de modo que a

equacao 2.36 toma a forma:
o 1
Vir)~ = (2.37)

Por outro lado, caso um dado componente do sistema esteja restrito a comunicar-
se apenas com outras partes em suas vizinhangas imediatamente préoximas a interacao é
dita de curto alcance, na qual destaca-se sobremaneira a conhecida interacao de primeiros
vizinhos.

Recentemente um conjunto seleto de sistemas fisicos que se enquadram nesta abor-
dagem, como por exemplo, os plamas carregados, condensados de Bose-Einstein (BEC),
sistemas auto-gravitantes, modelos de Hamiltoniano de campo médio, atomos de Ryd-
berg, tém despertado interesse da comunidade académica [29,60-63]. Especificamente
com rela¢do a condensagdo de Bose-Einstein, no artigo [29] foi investigado as propri-
edades de transicao da condensacao de um gas de bdsons ideal disposto numa cadeia
unidimensional com termo de acoplamento de longo alcance no hopping decaindo com
uma lei de poténcia. O Hamiltoniano deste sistema escrito na representacao dos orbitais
atomicos de Wannier {|n)} é dado por:

H=> en)(n| =Y vhmln)(m|, (2.38)

n#m

Instituto de Fisica - UFAL



2.3 Interacao de longo alcance 20

onde g, ¢ a energia no sitio n que neste caso foi considerado ¢,=0. O termo v, ,, é a

amplitude de hopping entre os sitios n e m do tipo:

v

Vnom =

(2.39)

e n—mle’

com:
r=|n—m]. (2.40)

Considerando os autoestados do Hamiltoniano solugoes harmonicas do tipo Bloch
(|pr) o< e*|n)) os autores mostraram que a densidade de estados (DOS) apresenta com-
portamentos distintos para diversos valores do exponte a de acoplamento do hopping.
Neste tabalho foi demonstrado que a dimensionalidade do sistema é de suma importancia
para que haja a condensagao, pois para baixas dimensoes (d < 2) e com acoplamento
de curto alcance nao deve ocorrer a transicao BEC, com raras excecoes como em cadeias
desordenadas [64—66]. Por outro lado, para 2 < d < 4 o comportamento critico do sistema
mostrou uma intensa dependéncia com a dimensionalidade da rede. Foi possivel perceber
portanto, que o acoplamento de longo alcance pode induzir a transicao ou até mesmo
extingui-la num sistema de baixa dimensao topoldgica, pois visto que o expoente a da
amplitude de hopping pode levar o sistema a uma dimensionalidade efetiva diferente [67].

Considerando uma particula quantica movendo-se em um potencial periédico sob
influéncia de uma nao linearidade de terceira ordem e a amplitudes de hopping de longo
alcance podemos fazer uma analise da dimensionalidade efetiva também. Dentro de uma
descricao de ligacao forte (aproximacao tight-binding), o estado quantico da particula no
tempo ¢ pode ser decomposto na base composta pelos orbitais de Wannier localizados
como discutido em se¢oes anteriores. Desse modo, a evolucao temporal das amplitudes

do pacote de onda sao governadas pela equagao discreta nao linear de Schrodinger

Oy,

onde y é o parametro de acoplamento efetivo elétron-rede e V,,,, é a amplitude do salto
eletronico entre os sitios n e m. Neste caso, consideraremos que essas amplitudes de salto
decaem como uma lei de poténcia da distancia r entre os sitios n e m, de modo que
Vo = V/r®, com « sendo o expoente que rege o alcance efetivo do acoplamento de longo

alcance. Condigoes de contorno periédicas sao assumidas para uma cadeia com N sitios.
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O potencial on-site é considerado nulo sem qualquer perda de generalidade. Desse modo,
na auséncia de nao linearidade, os estados estacionarios sao semelhantes aos estados de
Bloch, em cuja representacao a relagao de dispersao pode ser escrita da seguinte maneira

citereferéncia;

2 cos(kr)
E,=2VY —— (2.42)

=

com k sendo o vetor de onda dado por k = 2n(j —1)/N (j = 1,2,3..., N). A densidade

de estados é encontrada usando:
dE ™
g(E) = {27r|% ] (2.43)
neste caso, o espectro da densidade de estados torna-se nao conciso (ilimitado) para
a < 1 e nao sera explorado este regime. Assim, para a > 3 a densidade de estados nas
proximidades do estado fundamental comporta-se como g(E) o |E — Ey|~*/2, onde Ej é
a energia do estado fundamental, comportamento este tipico de cadeias com amplitude
de hopping de curto alcance. Por outro lado, para @ < 3 a densidade torna-se g(F)

|E — Ep|?=9/(e=D " Uma dimensionalidade efetiva d.; pode ser associada & densidade

g(E) como na referéncia [29], de modo que pode ser expressa na forma:

2
a—1

doy = (2.44)

A seguir, extenderemos nossa discussao a consideracao de resultados pertinentes ao
estudo da instabilidade modulacional que também fundamenta este trabalho. Estaremos
portanto, analisando em que contexto e aproximagoes se adequa o sistema investigado

para compreender a abrangéncia de seus respectivos resultados.

2.4 Instabilidade Modulacional e a ENLDS

Um dos principais fenomenos intrisecos a propagacao de ondas em meios nao line-
ares é o da Instabilidade Modulacional. Este efeito trata da quebra de uma onda continua
em razao de um crescimento exponencial de pequenas perturbacoes adicionadas na am-

plitude desses estados estacionarios. Sua observacao tem se dado nas mais diversas areas
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como em Fisica de Plasma [68,69], condensados de Bose-Einstein (BECs) [70,71], e em
sistemas magnéticos [72,73], de modo que tem se tornado um tema muito relevante em
pesquisas atuais, pois mostra-se promissor em suas potencialidades no que se refere a
aplicacoes tecnologicas [2,74,75].

A investigacao referente ao fenomeno da IM é feito por meio da andlise da esta-
bilidade linear das solugoes estacionarias do sistema dinamico nao linear que geralmente
adimite-se solugoes estaciondrias do tipo onda continua (CW). O procedimento consiste
em adicionar uma pequena perturbagao no estado estaciondrio do sistema e derivar a
equacao de movimento que rege a dinamica deste ruido. Segue-se entao com o processo
de linearizacao das equagoes que regem o sistema em razao de que esta perturbacao é bem
menor comparada a amplitude da onda continua. A estabilidade do estado estacionario
do sistema é aferida a partir do espectro das freqéncias possiveis para a onda perturbada.
Este espectro de frequéncias possives é elucidado através do célculo de uma relagao de
dispersao que permitira compreender para quais valores de frequéncia teremos regioes de
estabilidade ou de instabilidade.

A propagacao de pulsos eletromagnéticos em fibras 6pticas, com contribui¢oes nao
lineares e dispersivas no meio, tem sido um campo exaustivamente investigado, mas ainda
muito fértil com relacao ao fenomeno da instabilidade modulacional. Neste contexto, a
dispersao no regime andémalo do meio causa o alargamento temporal do pulso, pois as
diferentes frequéncias sofrem diferentes atrasos. Ja o efeito da nao-linearidade, muitas
vezes do tipo Kerr relativo a uma susceptibilidade de terceira ordem no meio, tende a
comprimir o pulso. Estabelece-se entao uma competicao entre a dispersao anomala e a
nao linearidade, de modo que um pequeno ruido cresce exponencialmente até atingir uma
saturacao no sistema. Ao atingir o equilibrio na competicao entre estes dois fenomenos
o pulso de onda continua quebra-se em pulsos ultra curtos, o que demonstra uma intima
relagao entre a IM e a geragao de sélitons épticos [76,77].

A Figura 2.2 mostra um diagrama ilustrando o processo da instabilidade modulaci-
onal numa fibra éptica, no qual o sinal de entrada é a superposicao de uma onda continua
e um ruido com amplitude muito pequena propagando-se num meio com nao linearidade
e dispersao anomala que resulta na modulagao do estado CW.

Como efeito ilustrativo e comparativo visando uma melhor compreensao desse

processo iremos analizar rapidamente um caso tipico de instabilidade modulacional em
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Figura 2.2: Processo e elementos da instabilidade modulacional numa fibra éptica com nao

linearidade tipo Kerr no regime de dispersao anémala.
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Fonte: retirada da referéncia [78]

Optica nao linear. Neste caso, por meio das equagoes de Maxwell do eletromagnetismo
para um meio dielétrico sabe-se que equacao que governa dinamica de propagacao numa
dire¢do z de pulsos de radiagao ultracurtos com amplitude E(z,t) dentro de uma fibra
Optica com dispersao e nao linearidade, sem perdas por absorcao, é a Equacao Nao Linear

de Schrédinger (ENLS) [76] dada por:

; OFE(z,t) B2 0°E(z,1)

Esta equacao é também conhecida com Equagao de Sherodinger em um séliton,
onde (5 e v sao parametros de dispersao cromética e nao linearidade do meio respectiva-
mente. O regime de dispersdao anémala (s < 0) ocorre quando as componentes do campo
E(z,t) com fequéncias mais baixas propagam-se com velocidade maior que as demais
componentes. Um trabalho bastante conhecido foi desenvolvido por Hasegawa (1973) [76]

neste contexto. No caso estacionario temos que:

0E(z,t)
—— = 0. 2.46
p» (2.46)
Portanto a equacao 2.45 torna-se:
52 82E(Za t) 2 _
5 a7 v |E(z,t)|* E(z,t) = 0. (2.47)

Cuja solucao é do tipo:
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E(z) = By Fol= (2.48)

onde Fy e |Ep|* sdo respectivamente a amplitude e a poténcia incidente da radiagao.
Para o estudo da estabilidade da solucao estacionaria adiciona-se uma pequena
perturbagao £(z,t) na amplitude da onda, de modo que obtemos da equacao 2.46 o se-

guinte:

E(z,t) = [Ey + £(z,1)] eFolz (2.49)

considerando &(z,t) << Ej.
A substituir a equacao 2.49 na 2.45 e apods algum algebrismo obtemos a equacgao

que governa a dinamica do ruido £(z,t) escrita como:

O t) o %€ )

B2 5 o VB 60 + € (=) (2.50)

sendo £*(z,t) o complexo conjugado de &(z,t). Por meio da transformada de Fourrier a

equacao 2.50 pode ser solucionada no espaco das frequéncias:

£(z,t) = \/%/m /+Oo§(k,w)e‘i(’“z‘“t)dkdw. (2.51)

Efetuando a aplicagao desta transformada de Fourrier na equacao 2.50 obtém-se

a seguinte relacao de dispersao:

[ paw? 4y Eo?] M
k_{T[w2+ 2 ]} : (2.52)

aqui k e w sdo o vetor de onda e a frequéncia da solucao harmonica da perturbacao
respectivamente.

Da relagao de dispersao dada pela equagao 2.52 vemos que no regime de dispersao
normal onde 5 > 0 o vetor de onda k£ é um nimero real, portanto a perturbacao continua
sendo uma solugao do tipo exponencial imaginédria (harmonica) e o sistema permanece
estavel no estado estacionério. Por outro lado, no regime de dispersao anémala (5 > 0)

o vetor de onda k torna-se imaginario sempre que:
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47|E0|2

2

w? > ——
B

Esta condicao contitui-se uma regiao de instabilidade do sistema, pois £(z, ) passa

(2.53)

a crescer na forma exponencial dentro da fibra. Quando se leva em conta efeitos de retardo
no termo da nao linearidade e saturacao a relacao de dispersao é modificada de modo que
pode induzir o sistema a instabilidade modulacional mesmo em regime dispersao normal
[79,80]. Na sequéncia sera feita uma andlise semelhante, no entanto aplicado & dinamica

eletronica.

2.4.1 Andalise da Estabilidade na dinamica eletronica

Como visto antecipadamente, o método de analise da estabilidade linear consiste
em um processo de linearizacao da equagao de movimento de perturbagoes em ondas
continuas de sistemas nao lineares, onde objetiva-se entender o comportamento deste
sistema préximo ao seu estado de equilibrio. Para isto deve-se adicionar uma pequena
perturbagao na solugao estacionaria acompanhanhando sua dinamica, caso ela cresca te-
remos um regime instavel, do contrario a solucao se aproximara do estado de equilibrio,
permanecendo estavel.

A influéncia da nao linearidade sobre estados eletronicos uniformes em redes dis-
cretas tem sido alvo de insvestigacdo recente. Na referéncia [81] foi feito um estudo
da estabilidade de um pacote de onda estacionario em rede discreta unidimensional e em
fulereno com diversos tamanhos (Cg e Cig9). Para cadeias com condigao periédica de con-
torno o pacote de onda foi distribuido uniformemente sobre todos os sitios. A dinamica
desse sistemas é descrita pelo modelo de Holstein (ver se¢do anterior) da equacao de

Schroedinger nao linear 2.33 é dada por:

On(t)
ot

I

=V [n-1(t) + Ynsa ()] = X [Wu ()] ¥a(t), (2.54)

A~ . , 2
com o parametro de acoplamento efetivo elétron-rede dado por x = ]\?WQ e o termo de

hopping de primeiros vizinhos sendo V' = 1.
Neste trabalho, por via numérica computacional, os autores cacularam o niimero de

participagao normalizado P(t)/N, que fornece uma medida do niimero de sitios que estao
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Figura 2.3: (a) Numero de participa¢do normalizado em funcdo do tempo para uma cadeias
com 40 e 50 sitios para xy = 0.45. (b) Estimativa numérica de x. que separa os regimes estavel

e instdvel em funcao do tamanho das cadeias.
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Imagens retiradas da referéncia [81].

sendo visitados num dado instante da evolugao do sistema, onde P(t)/N = 1 caracteriza
um estado estendido e P(t)/N << 1 trata-se de um estado localizado. Com isso, foi
observado numa cadeia com N = 50 sitios e para xy = 0.3 o nuimero de participagao
permanece constante para qualquer tempo evidenciando que para este valor da constante
de acoplamento efetivo elétron-rede o estado eletronico permanece estendido e estavel.
No entanto para y = 0.6 o pacote de onda evolui para uma dinamica de oscilagoes do
nimero de participacao indicando um regime de instabilidade.

Para tamanhos de cadeias diferentes o valor critico x. acima do qual ocorre a
transicao estavel-instavel é afetado. Para cadeias com 40 e 50 sitios o nimero de parti-
cipagao para o mesmo valor x = 0.45 ocorre dinamicas distintas (ver figura 2.3). Para
N = 40 o pacote de onda permanece estavel e para N = 50 ele exibe uma padrao oscilante.
A dependéncia da nao linearidade critica com o tamanho da cadeia foi estimado numeri-
camente como se ver na Figura 2.3. O parametro critico ;s descresce proporcinalmente
com o inverso de N.

A anélise deste estudo sobre a estabilidade de um pacote de onda uniforme
extendeu-se também para redes com topologias onde os sitios formam uma superficie
fechada tipo fulerenos (bulkballs). Considerando uma estrutura Cgo € um pacote de onda

inicialmente estendido sobre todos os sitios da rede, ficou demonstrado que para xy = 7.0
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Figura 2.4: (a) Numero de participacao normalizado em func¢ao do tempo de uma topologia
tipo fulereno Cgg para xy = 7.0 e x = 7.5. O resultado mostra que em y = 7.0 o pacote de onde
permanece estavel e em xy = 7.5 o pacote localiza em torno de uma fracao de sitios da estrutura.
(b) Estimativa numérica de x. que separa os regimes estavel e instdvel em fungao do niimero de

sitios nas estruturas de fulerenos (bulkballs).
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Imagens retiradas da referéncia [81].

o numero de participacao continua uniforme e a transicao para o regime de focalizacao
ocorre em torno de y. = 7.32. Porém, nenhum padrao oscilante na participagao foi de-
tectado acima deste valor critico como fora observado em cadeias. Neste caso observou-se
que a transicao entre o estado uniforme estendido para o fortemente localizado acon-
tece de forma direta (Figura 2.4a). A relacdo entre o acoplamento efetivo critico y. e o
nimero de sitios N nestas estruturas foi também mapeada (Figura 2.4b). De modo que
para fulerenos com estruturas pequenas o parametro decresce com N numa estreita faixa
de tamanhos, porém satura num valor finito para estruturas maiores do em torno de 180
sitios diferente do continuo decrescimento encontrado nas redes discretas unidimensionais.

Em resumo, da investigacao realizada referente a estabilidade do pacote de onda
uniforme em redes discretas unidimensionais e fulerenos (bulkballs) observou-se uma dife-
renca significativa no diagrama de fases de x ;s versus N para cada uma dessas topologias.
No caso das cadeias, o parametro critico yrys que separa as fases de estabilidade e ins-
tabilidade decresce linearmente com o tamanho da cadeia desenvolvendo uma dinamica
com padrao tipo breathers logo acima do valor critico xys. Por outro lado, nas estruturas

tipo bulkballs o limiar critico x 7y mostrou uma fraca dependéncia com o niimero de sitios
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da rede e nao apresentando mais oscilagoes na funcao participacao logo acima da regiao
de estabilidade.

Além do estudo numérico da estabilidade de uma onda uniforme, é possivel também
um tratamento analitico. Este tipo de procedimento é recorrente em outros contextos
como em Optica nao linear, por exemplo. A ideia central concentra-se na andlise da
dinamica do pacote de onda proximo ao estado estacionario uniforme como serd demos-
trado a seguir. Para iniciarmos esta andlise vamos escrever a ENLDS em sua versao

continua. Para isto, vamos expandir ¢, 11 e ¢,_1 em série de Taylor:

M, Ax? 0%,
Uni1 = Yp + Az e + 5 8:?2 + .. (2.55)

o, Az? 0%,
Y1 =P, — Ax e + 5 B2 + ... (2.56)

As amplitudes de primeiros vizinhos, 1,1 e 1,1, estao escritas em termos da
amplitude 1, centrada no sitio n acrescidas de termos de correcao até segunda ordem.
Ao substituirmos as equagoes (2.55) e (2.56) na equagao 2.54 e adotando Az? =V =1,

obtemos uma versao continua da equacao nao linear discreta de Schrédinger:

i 90— x (2.57)

A solucao de interesse do estudo é um estado eletronico distribuido espacialmente

de maneira uniforme e que satisfaca a seguinte condigao:

V=0, (2.58)

logo a equagao 2.57 transforma-se em:

Oy

i o= X Wy (2.59)
cuja solugao é do tipo onda continua (CW):

Y(t) = 1y Xl (2.60)
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Adicionamos uma pequena perturbagao e(z,t) na amplitude 1y, onde £ << 1y,

afim de estudarmos a estabilidade da solucdo estaciondria 1 (x), obtemos:

U(,t) = [tho + e, 1)] eXvol (2.61)

O préximo passo é linearizar a equacao da dinamica com relagao a e(z, t). Tomando

apenas os termos lineares em £(z,t) e desprezando os termos de ordem superior, obtemos:

i 85(8xt, ) = 2e(z,t) — x |hol® [e(x,t) +£*(x,1)] (2.62)

sendo £*(x,t) o complexo conjugado de £(z,t). Assim, equagao linearizada possui solugao

harmonica escrita na formas:

e(z,t) = A hemwt) L g =i (ka=wh) (2.63)

A compreensao da dinamica de e(x,t) é obtida através da relagdo de dispersao e
sua dependéncia com o vetor de onda k, a frequéncia w e o parametro de acoplamento
efetivo y. Para isto, inserimos esta solucao harmonica 2.63 na equacao 2.62. Obtemos

entao um sistema de duas equagoes homogéneas:

(w=r"+x o) A+ (x|tf) B=0 (2.64)

(=x [Yol*) A+ (w+rK*—x|th|*) B=0 (2.65)

Para que esse sistema de equagdes possua solugao nao trivial (A =0e B =0 ¢
solugao, mas nao tem significado fisico), seu determinante principal deve ser igual a zero,

desse modo na forma matricial podemos escrever:

w — K+ X [t X [tol* A

2 . —0 (2.66)
—X [to| w+ k* — X [t B

onde o determinante é dado por:
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w — &2+ x Yol X |tol?

) =0, (2.67)
=X [0 w+ K2 =X [tho

‘ 2

o que, depois de pequeno um esforco algébrico, nos leva a relagao de dispersao:

w= \//4,2 (k2 —2x \wo\Q) : (2.68)

onde definindo:

ki = /2 X Yol (2.69)

e usando a condicao de normalizacao na equacao 2.60 encontramos que a amplitude da

onda uniforme é 1, = 1/v/N, logo:

Rimv — 2 XIM /N y (270)

podemos reescrever a relagao de dispersao:

w=/k2(K2 — k) ; . (2.71)

Deste resultado vemos que para grandes vetores de onda (comprimento de onda
pequeno) a frequéncia w é real, o que torna a solugao &(z,t) do tipo exponencial com
expoente imagindrio (harmonica) e portanto estdvel. De outra maneira, para vetores
de onda pequenos (grandes comprimentos de onda) w é imaginario fazendo com que a
perturbagao €(x,t) cresga exponencialmente neste regime atingindo a instabilidade. Um
estudo recente da instabilidade modulacional (IM) na dinamica eletronica [13] mostrou

que o vetor de onda caracteristico que separa estes dois regimes é dado por:

2X1Mm
N

(2.72)

RimM =

Tal expressao pode ser analisada em termos do parametro Xrys caracteristico acima
do qual o pacote de onda deixa de ser uniformemente estavel e adentra ao regime de ins-
tabilidade, onde as perturbagoes crescem exponencialmente. Devido a condigao periddica

de contorno sabemos que os valores permitidos para o vetor de onda é:
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— <K< — , (2.73)

onde L é o tamanho lateral da rede e a o espagamento entre sitios. Para que haja alguma
banda de instabilidade o vetor de onda critico deve ser considerado no limite do valor

minimo permitido:

27
e portanto:
212N
XIM = ~73 (2.75)

onde N é o nimero de sitios da rede e L. o tamanho lateral da cadeia. Observamos deste
resultado que o parametro critico caracteristico da instabilidade modulacional exibe uma
forte dependéncia com a topologia espacial dos sistema. Para o caso bidimensional de
uma rede quadrada (2D) onde N = L? o parametro Xy independe do tamanho da
cadeia. Por outro lado, no caso unidimensional, para o qual N = L, o parametro de
acoplamento efetivo critico X exibe uma dependéncia com o inverso do comprimento

L da cadeia. Em resumo, temos que:

X =27 = N = L? (rede quadrada) (2.76)

2 2
Xiv = % — N =1L (rede 1D) (2.77)

O procedimento supracitado nos da uma boa fundamentacao para andlise da insta-
bilidade modulacional em cadeias discretas. Para uma compreensao mais apurada, apre-
sentaremos a seguir uma andlise numérica da instabilidade modulacional de um estado

eletronico estacionario em redes discretas unidimensionais.
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2.4.2 Instabilidade modulacional e auto-armadilhamento

Um estudo detalhado sobre IM de solugoes estacionarias em redes discretas uni-
dimensionais modeladas pela ENLDS foi realizado por Chaves et al (2015) [13]. O pro-
cedimento analitico adotado pelos autores foi o mesmo discutido na secao anterior, e os
resultados numéricos evidenciaram uma importante fenomenologia nestes sistemas. Em
razao de uma melhor compreensao e também como teste de validacao do nosso codigo
computacional, revisitamos o problema e resolvemos numericamente a equacgao 2.54, que
modela a dinamica da fun¢ao de onda eletronica numa cadeia com N sitios, nos quais
localizam-se os ions que apresentam um grau de liberdade vibracional interno como des-
crito no modelo de Hosltein. Nesta cadeia vamos considerar uma condicao periddica de
contorno. A funcao de onda inicial do sistema é composta por uma onda uniforme, cuja
amplitude é dada por ¥y = 1/ VN, superposta de um pequeno ruido, com amplitudes
dentro do intervalo [0, 1073y, distribuido aleatoriamente sobre todos os N sitios da ca-
deia. A resolugao numérica do conjunto de equacoes discretas foi feita através do método
de Runge-Kutta de oitava ordem no qual usamos uma discretizacao no tempo de 1072
permitindo uma excelente precisao na norma da funcao de onda durante toda a integracao
de modo que [1 > |y \2] <1072

Para avaliarna distribuiao espacial do pacote de onda durante toda a evolucao
temporal do sistema, uma quantidade muito importante pode ser usada para este fim, a

qual denominamos de func¢ao participacao dada por,

N

P(t) = [Z |wn<t>|4] (2.78)

n=1

A funcao participagao P(t) fornece uma medida relativa a fragdo dos sitios da
rede que o pacote esta visitando num dado instante de tempo . Para uma onda estendida
uniformemente ao longo da cadeia a fungao participagao P(t) é igual ao nimero de sitios da
propria cadeia, enquanto que torna-se unitaria para o caso de o pacote de onde localizado
integralmente num dado sitio.

Como visto na secao 2.4.1, da equacao 2.77, para cadeias discretas resulta que o
valor critico X escala linearmente com o inverso do tamanho da cadeia, ja para redes
quadradas Xy permanece constante independentemente do tamanho da rede. Analitica-

mente, a partir da expressao 2.77, considerando uma cadeia com L = 100 sitios temos que
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Xrim ~ 0.197. Da andlise numérica como pode ser visto na Figura 2.5a para valor ligei-
ramente menor deste limiar mostra que o pacote de onda permanece estendido. Todavia,
ao tomarmos valores um pouco acima desde valor critico a fungao participacao adentra
em um regime de oscilagoes periddicas (breathers). Ao realizarmos simulagoes com va-
lores do parametro de acoplamento maiores que o limiar de ocorréncia do self-trapping
Xst ~ 4.0 a funcao de onda evolui para um regime de aprisionamento como ja previsto
na literatura, mas antes de atingir esse estado fortemente localizado a onda passa por
um intervalo transitorio realizando um comportamento bastante irregular. Portanto, a
resolucao numérica realizada neste trabalho concordou de maneira satisfatéria com a esti-
mativa analitica prevista na equacao 2.77 assim como também com os resultados obtidos

por Chaves, et al (2015) [13].

Figura 2.5: (a) Evolugao temporal do niimero de participa¢ao normalizado numa cadeia 1D de
100 sitios exibindo os regimes estendido (x = 0.195), breathers (x = 0.280) e aprisionado (xy =
4.500) da funcao de onda. (b) Estimativa numérica do parametro de acoplamento caracteristico
da instabilidade modulacional Xras versus tamanho da cadeia. A linha tracejada refere-se a
estimativa analitica previta na equacao 2.77.

(a) (b)
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Fonte: Chaves, et al (2015)[13].

Embora a estimativa contida na equacgao 2.77 tenha sido obtida pela analise da
estabilidade linear no regime continuo, os autores mostraram que esta concorda satis-
fatoriamente com os resultados numéricos no caso discreto para cadeias pequenas como
mostra a figura 2.5b. Neste caso foi mapeado o parametro de acoplamento critico da IM

para varios tamanhos de cadeias, mostrando assim que este é proporcional ao inverso do
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tamanho da cadeia para sistemas unidimensionais.

O comportamento irregular apresentado no intervalo transitério foi analisado com
mais detalhes na Figura 2.6, onde nesta mostra-se a evolugao temporal da distribuicao
de probabilidade da funcao de onda para x >Xy em cadeias com L = 100 sitios. A
medida que os valores de x se afastam do limiar da IM o regime de breathers torna-se
mais complexo e um pouco acima do limiar de self-trapping o estado transiente é superado
e entao a funcao de onda atinge o estado localizado. Os autores mostraram ainda que

neste intervalo transiente o pacote de onda eletronico segue uma dinamica tipo cadtica.

Figura 2.6: Evolucao temporal da distribuicdo de probabilidades da fungdo de onda em uma
cadeia com N = 100 sitios para alguns valores do acoplamento efetivo acima da transicao da
instabilidade modulacional. xy = 0.290 : Logo acima da transicao da IM, um padrao bastante
regular respirante ocorre entre o estado uniforme e o localizado. xy = 1.0 : A respiracao torna-se
mais complexos com oscilagbes entre estados localizados distintos. y = 3.0: Como uma parte
adicional da IM, oscilagoes do tipo cadticas entre varios estados localizados sdo desenvolvidas.
X = 4.5: Acima de X sr uma solucao localizada estaciondria emerge apés um tempo transiente

com oscilagoes do tipo cadticas.
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Fonte: Chaves, et al (2015)[13].

Em contraste com o regime de instabilidade e o regime de auto-armadilhamento
ficou demonstrado também que para cadeias discretas existe um regime intermediario
e a transicao do estado estendido para o estado aprisionado nao ocorre diretamente.

Noentanto, Chaves et al (2015) [13] mostraram que para redes quadradas essa trasigao é
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direta.

Em resumo, observamos que o parametro Xy caracteristico da IM é menor que
o de auto-aprisionamento (xras = 0.197 <xsr = 4.500) e na regido entre esses valores
(X1m < X <Xsr) ocorre uma rica e interessante dinamica como se observa nas Figuras
2.5a e 2.6.

A seguir, continuaremos nossa discussao com os resultados inéditos deste trabalho
referentes a Instabilidade Modulacional numa rede discreta unidimensional, onde agora
consideraremos também no nosso modelo um termo cinético de longo alcance decaindo
com uma lei de poténcia, o qual passara a ter uma forte dependéncia com a distancia

inter-sitios, influenciando assim o salto quantico eletronico ao longo da cadeia.
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Capitulo

Instabilidade Modulacional numa cadeia com

hopping de longo alcance

Motivados pelos estudos apresentados no fim do capitulo anterior, apresentamos
neste capitulo nossos estudos sobre a instabilidade modulacional em redes discretas uni-
dimensionais cujo hopping ¢ de longo alcance, regido por uma lei de poténcia do tipo
1/r* além da apresentagao e descri¢do mais detalhada do modelo estudado, exibiremos
também os resultados sobre a dinamica do pacote de onda neste sistema, assim como sua
relacao com o expoente do hopping de longo alcance. A investigagao da IM em cadeias
discretas com este tipo de interacao foi realizada no intuito de examinar sua influéncia
sobre a dinamica eletronica e estabilidade neste tipo de sistema.

Portanto, aqui sera fornecido resultados numéricos do mapeamento da instabili-
dade modulacional referente a evolugao temporal de um pacote de onda eletronico na
cadeia discreta, onde esta dinamica ¢ regida pela ENLDS com um termo de hopping de

longo alcance.

3.1 Descricao do modelo

O interesse sobre o entendimento do mecanismo de interacao de longo alcance e sua
influéncia na dinamica de varios sistemas fisicos (BEC, spins e elétrons), bem como sobre
o controle do range de interacao entre particulas tem crescido consideravelmente dentro
da comunidade cientifica nos ultimos anos [14,25-32]. Temos visto que em sistemas de

baixa dimensionalidade este tipo de interagao afeta cruciamente os efeitos que ocorrem em
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sua auséncia, de modo que é possivel induzir fenomenos evidenciados apenas em sistemas
com maior dimensionalidade nos de baixa dimensao. Passaremos a apresentar um modelo
de interagao de longo alcance entre ions de uma rede discreta unidimensional que é objeto
de estudo deste trabalho.

O transporte eletronico descrito via ENLDS com o termo de hopping de primeiros
vizinhos ocorre quando o salto quantico eletronico s6 é possivel para os sitios imediata-
mente proximos, da esquerda ou direita (j — 1 e j + 1). Por simplicidade, tal termo de
transferéncia (V;41) relativo ao salto do elétron é geralmente tomado a um valor constante
(V =1) como temos na equacao 2.54, rescrita nesta forma,

5 =~V [thj—1 + i) — x [ ¥ (3.1)

O norteamento para a presente investigacao finca-se agora em considerar a proba-
bilidade que o salto eletronico possa ocorrer nao somente para os primeiros vizinhos, mas
para qualquer sitio da cadeia onde, doravante, o termo de hopping V diminui a medida
que consideramos um vizinho mais longinquo. No contexto aqui explorado, tal termo de
hopping V;; estard sujeito a uma dependéncia com o inverso de uma lei de poténcia da

distancia inter-sitios |i — j|, da seguinte maneira:

1
Vv — ‘/ij = |Z'——j|0“ para 1 7& ] (32)

Neste modelo consideramos o expoente do hopping no intervalo @ > 1. Este
expoente é um numero real e controla a intensidade do termo Vj;, significando que a
intensidade da transferéncia do elétron de um sitio para outro qualquer varia tanto com
o valor de o quanto com a distancia inter-sitios. Desse modo, a medida que tomarmos
valores maiores de « a probabilidade do salto eletronico entre estes vizinhos diminui ainda
mais drasticamente. Trabalhos recentes tém sido realizados levando em conta este tipo
de dependéncia em termos de interagoes [1,29,82-85]. Desse modo, podemos reescrever
a ENLDS no regime adiabatico, no qual a dinamica da rede ocorre mais lentamente em
relacao a dinamica eletronica, da seguinte forma:

Z.awn B
ot

D Vm Um = x[ton*tn - (3.3)

Como apresentado anteriormente, temos como condicao inicial uma funcao de

onda continua, cuja amplitude é ¢y = 1/v/ N, uniformemente espalhada pelos N sitios da
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cadeia. A amplitude dessa onda estacionaria é superposto um pequeno ruido distribuido
aleatoriamente em cada sftio num intervalo de [0, 1073¢]. O sistema estd sujeito a uma
condigao periddica de contorno, onde a norma unitaria da funcao de onda é conservada
por meio de uma normalizacao propria. Tal condicao inicial é a mesma proposta adotada
na referéncia [13].

O conjunto de equacgoes discretas foram resolvidas numericamente por meio da
utilizacao de um algoritmo via método Runge-Kutta de oitava ordem, em que a discreti-
zacao do tempo foi da ordem de At = 1072, intervalo este que foi suficiente para garantir a
acurdcia e precisao na norma da fungao de onda de maneira que [1 = > n |2} <1072

n
Através da funcao participacao definida na equacao 2.78, acompanharemos a evolucao
temporal do pacote de onda eletronico. Para uma pacote de onda totalmente estendido
o numero de participacao é igual ao ntimero de sitios da rede (P(t) = N) e para uma
localiza¢@o da onda num tunico sitio ela torna-se unitaria (P(t) = 1).

A seguir iremos analisar um caso limite no qual recuperamos a dinamica eletronica
relacionada a um hopping de primeiros vizinhos numa cadeia discreta a partir do modelo
com termo cinético de longo alcance na ENLDS. A discussao prossegue com a apresentacao
de novos resultados e a subsequente analise dos mesmos em outros regimes deste modelo

generalizado.

3.2 Resultados

Em redes discretas unidimensionais, alguns trabalhos anteriores investigaram a
instabilidade modulacional na dinamica eletronica onde o termo de hopping é de curto
alcance [13,81]. Foi demonstrado nestes trabalhos que o parametro critico de acoplamento
X1m, para o qual ocorre a instabilidade modulacional, escala linarmente com o inverso
da tamanho lateral N = L da cadeia. Por outro lado, em redes bidimensionais X s
permanece constante. Nestes resultados também ficou evidente a existéncia de um regime
intermediario entre a regiao de estabilidade e a regiao de auto-aprisionameto do pacote
eletronico. Tal regime transiente exibe um comportamento muito rico, indo de um padrao
respirante na participagao, com oscilagoes cada vez mais frequentes logo acima de X, a
uma dinamica tipo cadtica da funcao de onda. Para redes bidimensionais, estes estudos

revelaram que este regime intermediario presente para cadeias desaparece completamente.
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Ou seja, a transigao entre o regime estendido e o de auto-aprisionamento ocorre de forma
direta em redes bidimensionais.

Semelhantemente investigou-se aqui, como se dé a dependéncia de Xy em relacao
ao tamanho L da cadeia. Também é relevante entender de que forma o termo cinético de
longo alcance influencia na relagao entre Xy e L. Foi possivel, por exemplo, recuperar
a partir deste novo modelo de hopping de longo alcance resultados ja demonstrados para
o caso de hopping de primeiros vizinhos indicando de certa forma a validade do modelo
generalizado que ora adotamos. Para isto, consideramos o caso em que o expoente do
hopping seja muito grande, tipicamente o = 10. A transicao para a fase de instabi-
lidade ocorre préximo de yry =~ 0.2 acima do qual o nimero de participagao passa a
oscilar periddicamente como mostra a Figura 3.1. As oscila¢oes tornam-se cada vez mais
aleatorias e irregulares a medida que aumentamos a intensidade de acoplamento da nao
linearidade, até localizar em torno de uma pequena fracao de sitios da cadeia para y = 4,

indicando a fase de selftrapping do pacote de onda.

Figura 3.1: Evolucao temporal do nimero de participagao normalizado numa cadeia 1D de
101 sitios exibindo os regimes estendido (x = 0.195), breathers (x = 0.500), oscilacao aleatéria

(x = 3.000) e aprisionado (x = 6.000) da funcao de onda para a = 10.

4 l
4 "

5000 10(t)00 15000 20000

a=10.0

1

Fonte: Autor, 2018.

Nosso modelo descreveu com precisao o comportamento do parametro de acopla-
mento Yy em funcao do tamanho L da cadeia para grandes valores do expoente de
hopping (o = 10), reproduzindo um resultado semelhante ao modelo e previsao analitica
feita com o hopping de curto alcance como esperavamos que aconteceria. De fato vemos

que os dados numéricos (circulos) concordam com boa aproximagao com a curva tracejada
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onde X1 escala linearmente com o inverso do tamanho da cadeia como podemos ver na
Figura 3.2. Um procedimento andlogo ao apresentado aqui e diversas outras consireracoes
serao feitas para outros tamanhos de cadeias e também considerando diversos valores de
a, cujos resultados explicitaremos e discutiremos adiante. Desse modo, para a = 10, o
termo cinético 3.2 apresenta valores significativos apenas para sitios vizinhos de primeira

ordem, o que portanto reproduz a dinamica apresentada na secao 2.4.2.

Figura 3.2: Estimativa numérica do parametro de acoplamento caracteristico da instabilidade

modulacional X rps versus tamanho da cadeia para a = 10.
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Fonte: Autor, 2018.

Na Figura 3.3 abaixo, reproduzimos a evolugao temporal da densidade de proba-
bilidade referente a um pacote de onda de um elétron numa cadeia com 101 sitios. Assim,
percebe-se que para este valor de a a dinamica ocorre como no caso usual com termo
cinético de curto alcance, onde os regimes estendidos, breathers, transiente irregular e
localizado foram identificados. O pacote de onda permanece estavel para y = 0.195 visto
que a distribuicao de probabilidade estende-se uniformemente por toda a cadeia ao longo
de toda evolugao considerada. Um perfil oscilante emerge para uma intensidade de nao
linearidade x = 0.280 logo acima do limiar critico de transicao (Xry = 0.2), indicando
um sinal de instabilidade na amplitude do pacote de onda. A partir desse estagio, o
padrao de respiro do pacote de onda torna-se bastante irregular (xy = 3.000) e cada vez
mais complexo (y = 6.000), aparecendo diversos picos na distribui¢ao de probabilidade
em varios pontos da cadeia. Entretanto, para y = 6.000 apds um transiente a dinamica
evolui para um estado fortemente localizado.

A anélise subsequente para o caso 2.0 < a < 10.0 serd feita em detalhes a seguir,

onde apresentaremos um estudo da influéncia do expoente « sobre a dinamica eletronica
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Figura 3.3: Evolugao temporal da densidade de probabilidade da func¢ao de onda numa cadeia
de 101 sitios considerando o = 10 exibindo os regimes (a) estendido (x = 0.195), (b) breathers
(x = 0.280), (c) transiente (x = 3.000) e (d) aprisionado (y = 6.000).

x=0.195 @=10.0 x=0.280 a=10.0
0.10

P 0.0

¥/

0.007~

Xx=6.000 @=10.0

Fonte: Autor, 2018.

bem como também sobre o fator critico Xy de acoplamento caracteristico da instabilidade
modulacional. Para isto, seguimos agora com a investigacao mapeando o comportamento
de x7a para uma cadeia com N = 100 sitios considerando alguns valores do expoente «
(v = 3.0 e & = 2.0) que, para efeito comparativo, consta nas Figuras 3.4a e 3.4b a seguir.

Como podemos observar nestes resultados, ao considerarmos este intervalo (3.0 <
a < 10.0) nos valores para o expoente de hopping, os regimes estendido (x = 0.500), o
de oscilagdes (x = 0.900) e o estado transiente (x = 3.000), que antecede a localizacao
da funcao de onda, ainda persistem até para a = 3.0. No entanto, para a = 2.0 o regime
transiente de dinamica irregular no respiro do niimero de participagao do pacote de onda
eletronico é suprimido, ocorrendo uma transicao direta do estado breathers para o regime
aprisionado.

Observamos também nesse intervalo a medida que « diminui, para que a transicao
para a fase de instabilidade ocorra torna-se necessario intensidades de xjp cada vez

maiores. Adiante iremos explorar pormenorizadamente este comportamento. Os limiares
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Figura 3.4: Evolugao temporal do nimero de participagao numa cadeia de 101 sitios conside-
rando (a) @ = 3 e (b) @ = 2 exibindo os regimes estendido, breathers, transiente e aprisionado

da funcao de onda.
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Fonte: Autor, 2018.

de ocorréncia da IM crescem para valores menores de «, de modo que para a = 3.0 o
parametro critico caracteristico situa-se nas proximidades de y = 0.500 acima do qual
o pacote de onda eletronico evolui para uma dinamica tipo breathers. Atingindo para
valores acima de y = 4.000 o estado de auto-aprisionamento. O mesmo ocorre para
a = 2.0, embora com valores ainda maiores de y, com valor em torno de y ~ 7.540
para os regimes respirante e de forte aprisionamento do pacote de onda (y = 7.551)
como mostra a Figura 3.4b. Uma melhor visualizacao e compreensao do que ocorre a
medida que o expoente de hopping diminui pode ser vista também por meio da Figura
3.5. Nestas podemos ver a evolugao temporal da densidade de probabilidade da fungao
de onda eletronica para a = 3.0 nos regimes estendidos, breathers, transiente irregular e
o de auto-armadilhado respectivamente para os valores de x: 0.810, 0.900, 3.000 e 6.000.
Depreendemos disso que a solucao de onda continua C'W mostra-se instavel para o > 3,
uma vez que o parametro de acoplamento yjy; assume valores cada vez menores com o
aumento de a.

Como pontuado anteriormente, alguns novos e interessantes detalhes ocorrem a
medida que nos aproximamos de a = 2.0. Um destes, consiste no fato do intervalo tran-
sitério de dinamica irregular, que ocorre antes do aprisionamento, diminuir consideravel-

mente. O outro esta relacionado com o aumento no pico da distribuicao de probabilidade
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Figura 3.5: Evolugao temporal da densidade de probabilidade da func¢ao de onda numa cadeia
de 101 sitios considerando a = 3.0 exibindo os regimes (a) estendido (x = 0.810), (b) breathers
(x = 0.900), (c) transiente (x = 3.000) e (d) aprisionado (y = 6.000).
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Fonte: Autor, 2018.

do perfil oscilante. A Figura 3.6 revela detalhadamente este comportamento. O pacote de
onda permanece estendido para y = 7.538, acima disto a dinamica é levada para o regime
de oscilagoes periddicas (x = 7.545). Aumentando o pico da densidade de probabilidade
dos modos oscilantes centralizados em pontos diferentes da cadeia para y = 7.550 e logo
em seguida para y = 7.551 evolui diretamente para o estado localizado sem apresentar
o regime transitorio de oscilagoes irregulares observado para valores maiores do expoente
Q.

Esta mudanca caracterizada pelo desaparecimento da fase de dinamica cadtica era
esperada, em razao da andlise de dimensionalidade efetiva d.y = 2/a — 1 para uma rede
regular d-dimensional mostrar que o limiar @ = 3 indica uma transicao da dimensao uni-
dimensional (1D) para dimensoes maiores. Tal mudanga de comportamento assemelha-se
também ao que foi apresentado por Chaves et al (2015) para as redes discretas bidimensi-
onais, onde a dinamica cadtica também esta ausente. Os resutados numeéricos e analiticos

concordam e indicam que nas proximidades desse valor do expoente de hopping ocorre
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Figura 3.6: Evolugao temporal da densidade de probabilidade da func¢ao de onda numa cadeia
1D de 101 sitios considerando o = 2.0 exibindo os regimes (a) estendido (x = 7.538), (b) e (c)
breathers (x = 7.545,7.550) e (d) aprisionado (x = 7.551).
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Fonte: Autor, 2018.

uma mudanga na topologia efetiva (dimensionalidade) do sistema, no sentido de que é
como se a funcao de onda enxergasse agora nao mais uma rede unidimensional, corro-
borando com o esperado para sistemas unidimensionais com interacao de longo alcance,
onde efeitos presentes em dimensdes topoldgicas maiores podem ocorrer nestes [29].
Seguindo de forma andloga, mapeamos a dinamica de evolucao do nimero de
participagao normalizado para a = 1.75 como mostra a Figura 3.7. Neste caso observou-
se a inexisténcia de regimes intermediarios na dinamica eletronica, apresentando apenas
os regimes estendido até x = 17.524 e o localizado a partir de xy = 17.525. O estado
auto-armadilhado, como observado, ocorre somente para altos valores do parametro de
acoplamento x indicando que a fungao de onda uniforme inicial tende ser uma solugao
estavel para a < 3. Especificamente até o valor x = 15.524 o estado eletronico permanece
estendido e para o valor imediatamente posterior x = 15.525 a dinamica evolui, depois de
certo tempo, para o estado localizado. Aumentando ainda mais o fator y, como podemos

ver nas Figuras 3.8c e 3.8d, o pacote de onda eletronico auto-aprisiona mais rapidamente.
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Figura 3.7: Evolugao temporal do niimero de participagao normalizado numa cadeia 1D de 100

sitios exibindo os regimes estendido (x = 17.524) e aprisionado (x = 17.525) da fun¢ao de onda

para o = 1.750.
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Fonte: Autor, 2018.

Para um estudo complementar, no intuito de inferir como se da a dinamica da
funcao de onda eletronica em termos do parametro de acoplamento y, computamos os
minimos locais do nimero de participagdo P,;,(t) em fungao do tempo. Este procedi-
mento ocorreu numa faixa de intensidades de y que estende-se a todos os regimes da
dinamica do pacote de onda descritos previamente considerando um intervalo de tempo
t compreendido entre 80000 < ¢ < 100000. Na parte (a) da Figura 3.9, onde tem-se
a = 10, observamos um regime de oscilagoes periédicas entre os estados estendido e lo-
calizado em torno de xy = 0.2. Para valores superiores a x = 0.8 findam-se as oscilagoes
periddicas e a dinamica do sistema adentra num comportamento bastante irregular indi-
cado pela fungao participacao assumindo inimeros minimos aleatoriamente, padrao este
que persisti até y = 3.9 aproximadamente. Neste interludio (0.8 < x < 3.9) os numerosos
minimos preenchem de forma bastante concentrada um intervalo de diferentes valores do
numero de participagao. Finalmente em y > 4 a funcao de onda eletronica ascende para
o regime de auto-aprisionamento.

A parte (b) da Figura 3.9 mostra que para @ = 3.0 permanece um comporta-
mento similar ao descrito na parte (a) da mesma figura. Neste caso também, a fungao
participagao apresenta inicialmente oscilagoes periddicas entre os estados uniforme e loca-

lizado, posteriormente apresenta numerosos minimos com um padrao peremptoriamente
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Figura 3.8: Evolugao temporal da densidade de probabilidade da func¢ao de onda numa cadeia
de 101 sitios considerando a = 1.75 exibindo os regimes (a) estendido (x = 15.524), (b), (c) e
(d) aprisionado (x = 15.525,15.526, 15.527).
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Fonte: Autor, 2018.

irregular para valores no intervalo 1.5 < x < 3.5. Esta semelhanca excetua-se por uma
diminuicao do padrao de respiracao e pelo fato de que a faixa de valores de y para a qual
a alta densidade de pontos minimos da participagao assumi o padrao irregular é mais
estreita que para a = 10.0.

Nas tltimas duas partes da Figura 3.9, onde temos em (¢) a = 2.0 e em (d)
a = 1.75, nota-se o findar completo do regime de oscilagoes irregulares da funcao par-
ticipacao. A ocorréncia da supressao das oscilagoes regulares, entre o regime uniforme
e o auto-armadilhado, esta presente ainda que ligeiramente para o = 2.0 e desaparece
integralmente para o = 1.75. Agora a transi¢ao direta entre a funcao de onda estendida e
a auto-aprisionada é novamente observada. De modo que, como ressaltado anteriormente,
esta transigao direta é uma caracteristica que foi identificada por Chaves et al(2015) [13]
em redes discretas bidimensionais. Estes resultados numéricos indicam que em a = 2.0 a
dimensionalidade efetiva do sistema ¢é de fato d.y = 2, uma vez que nesta regiao o efeito

observado ¢é tipico de redes bidimensionais. Desse modo, para a = 2.0 deve haver uma
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Figura 3.9: Diagrama mostrando o ntmero de participagdo minimo local em funcao de y
resultante da dinadmica de um pacote de onda eletronico inicialmente uniforme numa cadeia
discreta com 101 sitios para diversos valores do expoente do hopping: (a) a = 10, (b) a = 3, (c)

a=2e(d) a=1.75.
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Fonte: Autor, 2018.

separagao de uma regiao em que Xy diminui com o tamanho da cadeia de outra regiao
onde X deve crescer como o tamanho da cadeia. Isso nos motivou a entender melhor
esta transicao e o limiar onde ela ocorre.

E importante lembrar que em uma rede regular d-dimensional com condicoes de
contorno periddicas, o vetor de onda minimo para uma perturbacao harmonica é da ordem
de kyin = 27/L, onde L = N 1/d ¢ o tamanho lateral da rede. Isto indica que a solugao
CW permanece estavel sempre que kry; é menor que ky,;, e instavel no caso contrario.

Desse modo a instabilidade modulacional se desenvolve sempre que:
ke > Emin (3.4)
e usando o fato de kryr = \/m e kpin = 2m/N 1/d encontramos a seguinte relacao:
Xin o NP2 (3.5)

Deste resultado, vemos que somente para d = 2 o fator de acoplamento critico s
é independente do tamanho do sistema. Esta relacao implica também que yjy, diminui
continuamente com o tamanho N indicando que para d < 2 a solucao CW sera modu-
lacionalmente instavel no limite termodinamico para qualquer valor finito do parametro
de acoplamento da nao linearidade. Por outro lado, a divergéncia de ) para d > 2
aponta para uma forte estabilidade da solucao CW, independentemente do parametro de

acoplamento da nao linearidade em redes de alta dimensao.
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Esta mesma andlise pode ser estendida ao comportamento da instabilidade modu-
lacional em cadeias com amplitudes de hopping decrescentes segundo uma lei de poténcia.
Assumindo def = 2/(1 — ) como a dimensionalidade efetiva controlando a estabilidade
da solucao CW em relacao as perturbagoes harmonicas para o regime de longo alcance
(1 < a < 3), observamos que o parametro critico de acoplamento da nao linearidade

obedece a seguinte relagao:
Xiv o N*7° (3.6)

Por outro lado, no regime efetivo de curto alcance (o > 3) o escalonamento de

x1um independe de «, onde neste caso:
X & N7! (3.7)

No intuito de visualizarmos melhor este comportamento, realizamos o mapeamento
numérico de Xy em funcao do tamanho N=L da cadeia para vérios valores de o como
ilustrado na Figura 3.10a. Para a > 3 temos o comportamento usual discutido na segao 3.2
em acordo com a previsao analitica Yy = 2> /L, ou seja, Xy diminui com o aumento
do tamanho L da cadeia. Este comportamento descendente vai suavizando a medida
que consideramos a menores e tende a desaparecer para a < 3.0, acima do qual passa a
dominar um comportamento distinto de X7 oc N~! observado para a > 3.0. Exatamente
em o« = 3 inicia um regime de dimensoes espectrais maiores, onde os dados numéricos
mostram a presenca de uma corre¢ao logaritimica na escala com xyp o In(N)/N. E
para valores menores de « a previsao xra o« N2~ é obtida precisamente. Os valores de
Xrm independentes do tamanho da cadeia ocorrem exatamente para o = d.; = 2, onde a
instabilidade modulacional emerge préximo de yy = 7.7.

Investigando mais a fundo, observa-se que em o = 2.0 ocorre um cruzamento das
curvas da relacao de dependéncia de Xy com o tamanho da cadeia L, para cadeias de
51, 101 e 201 sitios, considerando varios valores de a num intervalo de 1.5 até 10. A
Figura 3.10b mostra o diagrama de fase Xy versus a para alguns tamanhos de cadeia.
Podemos aferir entao que existe duas fases distintas com comportamentos totalmente
opostos na dependéncia de Xy em termos do tamanho L da cadeia. Portanto, para o
maior (dey < 2) o parametro critico caracteristico da nao linearidade para IM diminui com
o aumento do tamanho da cadeia, de outro modo, para o menor (d.; > 2) o parametro

de acoplamento X i passa a crescer a medida que tomamos cadeias maiores. Assim, no
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Figura 3.10: (a) Estimativa numérica do parametro de acoplamento caracteristico da insta-
bilidade modulacional Xy versus tamanho da cadeia para diversos valores de « (1.50, 1.75,
2.00, 2.25, 3.00, 8.00 e 10.00). (b) Relagao entre o parametro de acoplamento caracteristico da
instabilidade modulacional X'ras versus expoente a para diversos tamanhos de cadeias (L = 51,

101 e 201).
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Fonte: Autor, 2018.

limite termodinamico x;ys tende a divergir tornando o estado CW uma solucao sempre
estavel.

Em resumo, na Figura 3.10b vemos que as curvas, para os tamanhos de 51, 101 e
201 sitios, vao se aproximando a medida que « diminui a partir de 10.0 e crusam-se em
a = 2, onde a partir dai comecam a divergir afastando-se umas das outras evidenciando a
mudanca de comportamento que ocorre nesta transicao. Assim, na regiao em que a > 3
o sistema comporta-se como uma rede unidimensional para um termo cinético de menor
intensidade (« grande), para a = 2 o sistema passa a comportar-se como no caso de uma
rede bidimensional no qual o parametro critico caracteristico da instabilidade Xy per-
manece constante independentemente do tamanho do sistema. Por fim, na regiao onde o
termo cinético é de longo alcance (a pequeno) o padrao de comportamento inverte. Neste
ultimo caso, é necessario uma nao linearidade muito forte devido ao termo cinético de alta
magnitude (« pequeno) para ocorrer uma mudanca do estado estendido até atingir a ins-
tabilidade modulacional e consequentemente todas as outras fenomenologias ja discutidas

anteriormente.
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Capitulo

Conclusoes e Perspectivas

Em resumo, investigamos numericamente neste trabalho a Instabilidade Modulaci-
onal na dinamica de um pacote de onda eletronico distribuido uniformemente sobre todos
os sitios de uma cadeia discreta unidimensional com uma interagao de longo alcance entre
os fons que decai seguindo uma lei de poténcia (1/r*). Na amplitude da onda foi adicio-
nado um pequeno ruido distribuido aleatoriamente sobre os sitios da rede. O pacote de
onda esta submetido a um acoplamento com os modos vibracionais dos ions da rede, onde
a intensidade desse acoplamente ¢é regido pelo fator y da nao linearidade e uma condigao
perddica de contorno € aplicada ao sistema que é regido pela Equacao Nao Linear Discreta
de Schrédinger (ENLDS).

Algumas questoes de interesse neste sistema foram investigadas. Uma delas refere-
se ao mapeamento de qual intensidade do expoente do hopping « recupera a dinamica
de primeiros vizinhos e identificar o parametro critico da nao linearidade xj; que separa
as regioes de estabilidade e instabilidade. A outra questao trata-se de: tomando fixo um
tamanho de cadeia, entender como o hopping de longo alcance afeta xrp,. E por tltimo,
averiguar os possiveis novos efeitos que surgiriam quando o valor de a torna a interagao
de longo alcance do hopping consideravel.

A dimensionalidade efetiva d.; do sistema esta fortemente relacionada com o ex-
poente de hopping a, de modo que para o < 3 temos dey = 2/(a — 1) e para o > 3
temos d = 1. No primeiro caso a instabilidade do estado CW ocorre para yry o« N27%, e
no segundo, xrar o N~1. Demonstrou-se também que o expoente o que modula a lei de
poténcia no hopping de longo alcance influencia fortemente o parametro de acoplamento

critico caracteristico da IM. Mapeamos trés regimes que determinam esta influéncia sobre
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Xim- A primeira regido (o > 3) mostra que Xy diminui com o tamanho da cadeia, de
modo que para pequenas nao linearidades a funcao de onda torna-se instavel. Na segunda
regido (o = 2) observamos que Xy mantém-se constante em relagdo ao tamanho do
sistema, resultado que é andlogo ao que ocorre com redes quadradas. E na ultima regiao
(v < 2) o pacote de onda tende a permanecer estavel, visto que agora Xy cresce com o
tamanho da cadeia.

Outro importante resultado apresentado consiste no fato de que ao inserirmos o
termo de hopping de longo alcance na dinamica da funcao de onda eletronica, regida pela
ENLDS para o caso de uma rede com topologia unidimensional, foi possivel obtermos um
efeito concernente a redes bidimensionais quadradas. Ou seja, a presenca de um termo
cinético de longo alcance, do tipo lei de poténcia analisado neste trabalho, levou o sistema a
uma dimensionalidade efetiva diferente da espacial (1D). Os resultados numéricos indicam
que o limiar onde ocorre essa transicao na dimensionalidade efetiva do sistema ocorre em
a = 3 em concordancia com muitos resultados pesentes na literatura.

Diante dos resultados apresentados no capitulo anterior, outros contextos podem
ser explorados. Em analogia a alguns trabalhos desenvolvidos em 6ptica nao linear e em
transporte eletronico, pretende-se ter como objeto de investigagao a resposta nao linear
do meio em relacao a interacao com a onda uniforme fora da aproximacao adiabatica.
Torna-se interessante levar em consideracao o tempo de resposta do acoplamento elétron-
rede bem como entender sua influéncia sobre as Instabilidade Modulacional da solucao

estaciondria eletronica numa cadeia 1D com interacao de longo alcance entre ions.
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