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RESUMO

Este trabalho se fundamenta em mostrar ao estudante de matematica, sobretudo aquele que
se debruca em aprender acerca das fungdes senoidais, a importancia do contetido no ensino
médio, bem como algumas aplica¢des no dia a dia. Para isso, inicialmente, abordamos tépicos
basicos de trigonometria, depois analisamos o seno e cosseno no ciclo trigonométrico, que antes
era conhecido e utilizado apenas nos tridngulos. Fizemos um estudo pormenorizado dos arcos
no ciclo, se utilizando das simetrias no plano cartesiano, para entdo falarmos da redugdo ao
primeiro quadrante, dos arcos cdngruos e até chegarmos as funcdes periddicas. Percebemos o
que as constantes reais produzem graficamente na curva da funcao senoidal e por fim mostramos
as aplicacdes dessas fungdes senoidais em nosso cotidiano.

Palavras-chave: Trigonometria, razdes trigonométricas, tridngulo retangulo.



ABSTRACT

This work is based on showing the mathematics student, especially the one who focuses on
learning about sinusoidal functions, the importance of content in high school, as well as some
applications in everyday life. For this, we initially approach basic trigonometry topics, then we
analyze the sine and cosine in the trigonometric cycle, which was previously known and used
only in triangles. We made a detailed study of the arcs in the cycle, using the symmetries in
the Cartesian plane, then we talk about the reduction to the first quadrant, of the arcs and until
we reach the periodic functions. We perceive what the real constants produce graphically in the
sinusoidal function curve and finally show the applications of these sinusoidal functions in our
daily lives.

Keywords: Trigonometry, trigonometric ratios, right triangle.
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1 INTRODUCAO

O processo de ensino-aprendizagem, independente de qualquer situagdo, é sempre de-

safiador.

Quando o professor, como agente facilitador nesse processo, consegue atrair a atencao
do aluno na explana¢do de um contetdo, despertando nele o interesse, entendemos que acontece

o aprendizado.

Na abordagem do contetdo trigonométrico, a fim de que o aluno tenha uma clara
percepe¢ao da curva caracteristica das funcgdes senoidais, € necessario portanto que compreenda

previamente o que acontece com seno e cosseno de arcos no ciclo trigonométrico.

Salientamos que embora essa abordagem ocorra no ensino médio e que o publico alvo
ja opera bem com elementos de um tridngulo retangulo, iniciamos o capitulo 2 com as razdes
trigonométricas nesse tipo de tridngulo. Enfatizando a relacdo fundamental da trigonometria
e que para angulos agudos, o seno de um angulo € igual ao cosseno de seu complemento e
vice-versa. Ainda perfazendo este capitulo, temos os arcos de circunferéncia, a circunferéncia
orientada, o ciclo trigonométrico. Notemos que a partir dai surge uma nova linguagem tri-
gonométrica, com isso sugerimos a utilizacdo do geogebra (geogebra.org/m/s2tqv3dG), onde
servird como uma importante ferramenta na apresentacdo e assimila¢do do conteido. Seguindo

0s topicos, encerraremos esse capitulo com as fungdes seno e cosseno.

No capitulo 3, utilizando novamente o geogebra, mostraremos 0 que ocorre com as
constantes a, b, m e n nas funcdes senoidais. De modo que aluno identifique o gréfico a partir

de uma funcgdo senoidal e vice-versa.

Certos da importancia das fungdes senoidais no cotidiano, reservamos o capitulo 4 para
uma abordagem utilizando alguns fendmenos fisicos que sio periddicos observando assim sua

clara aplicagdo.

Finalmente no capitulo 5 faremos uma exposicao de questdes contextualizadas envol-
vendo nosso tema, mostrando com isso sua abrangente aplicabilidade nos fendmenos periédicos

em diversas areas.



2  FUNDAMENTACAO TEORICA

Aqui nés retomamos um tépico essencial, a saber: razdes trigonométricas em um trian-
gulo retangulo. Este contetido é abordado no ensino fundamental e entendemos que € de suma

importancia sua presenca em nosso trabalho.
2.1 RAZOES TRIGONOMETRICAS NUM TRIANGULO RETANGULO

Desde o ensino fundamental sabemos que um triangulo € retdngulo, quando possui um

de seus angulos internos de medida igual a 90°.

C
a
b
B
c A

Figura 8: Triangulo retangulo

Na identificagc@o dos elementos desse tridngulo retangulo, diremos que:

* AB, AC e BC sio os lados de medida c, b e a respectivamente. Onde b e ¢ sdo as medidas

dos catetos e a € a medida hipotenusa.

s BAC , ABC e ACB sio os angulos internos de medida A, BeC , respectivamente. Onde Aé

a medida do angulo reto e B e C, sdo as medidas dos angulos agudos.

Em relacdo ao angulo B, seu cateto oposto é b e seu cateto adjacente é c. Ji em relacio ao

angulo C, seu cateto oposto é ¢ e seu cateto adjacente é b.



Conhecemos também que num triangulo retangulo:
O seno de um angulo agudo ¢ a razdo entre a medida do cateto oposto a esse angulo e a medida

da hipotenusa.

. b N
senB= - =>b—=asenB
a

A C A
senC = — = c=asenC
a

O cosseno de um angulo agudo € a razdo entre a medida do cateto adjacente a esse angulo e a
medida da hipotenusa.

A C N
cosB=—-=c=uacosB
a

~ b ~
cosC=—-=>b=acosC
a

Com isso, dadas as semirretas BA e BC da figura abaixo e tracando as perpendiculares AC,
A, A3Cs,..,A,Cy.

Cs
c,©

B AiA,A; A, A

Segue que os tridngulos A|BCy, ABC,, A3BCs,..., ApBC,, sdo todos semelhantes.

Com isso:

. ClA, GA, GCiAs CiA,
SenB g prmd = — e =
BC; BC, BG; BC,
. BA, BA, BA; BA,
BC, BC, BG; BC,

Convém observar que sen B e cos B, ndo dependem do tamanho do tridngulo retangulo onde B é

um dos angulos agudos. No entanto vai depender exclusivamente do angulo B.



Utilizamos o teorema de Pitdgoras que diz que o quadrado da medida da hipotenusa é
igual a soma dos quadrados dos catetos nas razdes trigonométricas de um tridngulo retangulo

temos que: (Conforme a Figura 1).
a® = b?* +c* = (asenB)* + (acos B)? = a*sen B* + a® cos B> (8)

Como de fato a # 0 temos que:

a? B a*senB?  a®cosB?
6? - 612 612 ) (9)
logo temos que
senB? +cosB”> = 1. (10)

Sem perda de generalidade adotaremos sen B2 = sen’ B e cos B> = cos? B. Com isso

sen” B+ cos’ B = 1,
0 que chamaremos de Relacdo Fundamental da Trigonometria, que pode ser generalizada
para angulos maiores do que 90°.

Segundo Elon Lages Lima em seu livro Niimeros e Fungdes Reais (Pg 219), "E evi-
dente, a partir da defini¢do, que o cosseno de um angulo agudo € igual ao seno do seu comple-

mento e vice-versa. Daf a palavra "Cosseno"(Seno do complemento)".

Destacaremos o seno e cosseno dos angulos notaveis (30°,45° e 60°).

Tabela 8: Angulos notaveis

| 30° | 45° | 60°

1 V2 |V3

sen 5 7 7
s | V31 V21
2 2 2

Exemplos

1. Em uma cidade hd, sobre uma represa, uma ponte de 40m de comprimento que se abre,
algumas vezes ao dia, para dar passagem a pequenas embarcagcdes. Na Figura 3, O € o
ponto médio e OP e OQ sdo arcos de circunferéncia com centro em M e N, respectiva-

mente:



Com a ponte completamente aberta , forma-se um vio, representado pelo segmento PQ
Qual é o comprimento desse vao?

Figura 4

30°

Se O é ponto médio de MN, entio MO = ON = MP = NQ = 20m. Sejam P; e Q; res-
pectivamente, os pontos da perpendicular tracada de P e Q em MN, temos que P;Q1=PQ.
Com isso:

MP, MP, V3
O:—:— MP :2 —:1 217
cos30 P = 0~ MP 0 5 0v/3m m

N J A— 3
c0s30° = %V = % = Q1N:ZO§ = 10v/3m = 17m

Logo temos:

MP; + PO +Q1N:40
174PQ + 17 =40 = PQ = 40 — 34 = 6m.

O Comprimento desse vao mede 6m.

(UFSJ-MG) Uma escada com x metros de comprimento forma um angulo de 30° com

horizontal, quando encostada ao edificio de um dos lados da rua, e um angulo de 45° se



ficar encostada ao prédio do outro lado da rua, apoiada no mesmo ponto do chio. Sabe-
mos que a distancia entre os prédios € igual a (5\@ + 5\@) metros de largura, assinale a

alternativa que contém a altura da escada, em metros.

(a) 5v2 Figura 5
() 5
(c) 10v3
(d) 10
30°
5vV3+5v2—d d L
5v3 +5v2
2 2
cos45°:é:>£:6—l:>d:x\—[
X 2 X 2
o 5V3+5V2—d V3 5V/3+5V2-d
0s30° = :>7: .
X

xV3=10v/3+10v2 20
xV3 = 10\/§+10ﬁ—2.%@
xV/34+xv2=10V/3+10v2
x(V3+v2)=10(V3++2)

x = 10m.

2.2 ARCOS DE CIRCUNFERENCIA

Dois pontos A e B de uma circunferéncia de centro O, com o angulo central AC a

dividem em duas partes, que chama de arcos de circunferéncia.

Sejam X e Y dois pontos distintos que pertencem exclusivamente a casa uma dessas

partes (conforme a Figura 6), dai temos



Figura 6 Um arco de circunferéncia AXB e um arco
de circunferéncia A?B, onde A e B sdo as
extremidades do arco.

DA geometria temos que a medida angular
do ano AB corresponde a medida do an-

gulo central AOB.

Com relacdo aos pontos A e B consideraremos:

* Caso sejam extremidades de um diametro, cada um dos arcos é chamado de semicircun-

feréncia.

* Caso sejam coincidentes, determinam dois arcos. Um deles € o arco nulo, o outro é o arco

de uma volta.

OBSERVACAO: caso nio haja divida em relacio ao arco supracitado, usaremos apenas AB
no lugar de AXB ou AYB.

Segundo Manfredo em seu texto Trigonometria e Niimeros Complexos (Pg. 31) ele
escreve: "o comprimento de um segmento estd bem definido nos livros de geometria. Porém, o
comprimento de uma curva ndo tem definicao facil. Ajustar sobre uma curva um arame e depois
esticd-lo d4 uma boa nocio intuitiva do que seja o comprimento dessa curva, mas naturalmente

ndo serve como definicdo."

De fato toda circunferéncia tem um comprimento real C. Vamos assumir que o nimero
7 € o comprimento de uma semicircunferéncia de raio 1.

Por conseguinte, na circunferéncia de raio 1, o comprimento ¢ = 27.

Da geometria, temos que duas circunferéncia quaisquer sdo sempre semelhantes entre
si. Com isso se uma circunferéncia tem raio 1 seu comprimento € igual a 27 quanto mede o

comprimento de uma circunferéncia de raio R?

Figura 7

) (6] R (6} R
2_N 2 X —ar (1
- 1 a1 TR b

Portanto numa circunferéncia de raio R,

seu comprimento C, é dado por C = 27R.



Observamos com isso que o nimero 7 € a razdo entre o comprimento de qualquer

circunferéncia e o seu didmetro.

C o ~3,14159265...
2R

Medidas de arcos

Embora existam diversas maneiras para se medir uma arco, uma vez que depende da

unidade que se adota, limitaremos as unidades de medidas de arcos e dngulos a apenas duas:

Medida e comprimento de arco

Medida angular de um arco corresponde a regido do dngulo central que o arco estd subtendido.

Figura 8

4 m(AOB) = 80°
. temos que o arco AB mede 80°.
A
Medida linear de um arco corresponde ao seu comprimento. O segmento de reta obtido retifi-

cando um arco de circunferéncia tem medida igual ao seu comprimento.

A B

Comprimento do arco AB.

Unidades de medidas de arcos e angulos

Adotamos como medida de arco e dngulo apenas duas:
O grau (simbolo °) por se tratar de uma unidade de medida milenar e padrdo na geometria, o
radiano, por ser a unidade padrdo na trigonometria, como veremos.

e : A L N 1
Ao dividir uma circunferéncia em 360 partes iguais. cada arco unitério igual a 360 dela,



—~ 1
AB) = —

A do comprimento da circunferéncia.

Radiano (Simbolo rad)

Quando o comprimento de um arco determinado pelo angulo central € igual ao raio de uma

mesma circunferéncia, a medida angular desse arco denominamos de 1 radiano.

Comprimento do arco AB = Raio

o = lrad

Sabemos que arcos de circunferéncia subtendidos pelo mesmo angulo central sdo sempre seme-

lhantes a razao entre os raios € a razdo de semelhanca.

Decorre que dado o angulo central, a razdo entre o comprimento do arco determinado

em radianos, temos que:
[
o= I_de =[l=aR (12)

Ora o comprimento de uma semicircunferéncia é dado por 7R (que é um arco de 180°). Segue
que:
TR
180°:?:> 180° = mrad (13)
ou seja, Agora sendo o angulo central de medida ¢, em graus, e o comprimento do arco deter-
minado (/), temos a seguinte proposicao:

27R B l [ o27R

360° o . 360° (14

Exemplos:



1. Converta cada medida de graus para radianos:

(a) 60°

w_ 180° e T d

. = 600 X = 37'61
(b) 150°

180° 5

gzwi 18x = 157r:>x:?7rrad
(¢c) 330°

T_ 180° =x= H—nmd

x  330° 6

2. Converta cada medida de radianos para graus:

(a) grad

Basta substituir 7,,,; por 180°, ou seja,
T 180° 20°

9 9
(b) % rad

De igual modo substituindo 7., por 180°, temos que:
3

—180° = 135°

4

5w
(©) ?rad
Fazendo a substitui¢do 7,,; por 180°, temos:

5
=~ 180° = 300°
3

3. Sobre uma circunferéncia de raio Scm, marca-se um arco AB tal que a corda AB mede

Scm. Encontre a medida do arco em radianos.

B
dm
OA = OB =AB = 5cm
4 Com isso 0 AAOB ¢ equildtero. Logo a me-
dida do angulo central que subtende o arco
AB mede 60°.
Agora fazendo a conversio para radianos, temos que 60° = —rad. Portanto a medida do

~ T
arco AB € de gmd.

4. Calcule o perimetro da regido pintada, sabendo que A e B s@o os centros dos arcos OAQ e

6P, respectivamente, e o ponto O € o centro do arco AB.



P P
Q // \\\\Q
12cm 12em /\/\
B = \B
0] 12¢m (0 12ecm

Inicialmente temos que OB = OQ = OP = OA = raio do arco AB = 12¢m. Temos também

que OB = BP = raio do arco OP = 12cm e que OA = AQ = raio do arco OAQ = 12cm.

Com isso os tridngulos AOBP e AOQ, sdo ambos tridngulos equildteros.

Do tridngulo equilitero AOBP, temos que OBP = BPO = POB = 60°. Ora AOP é o

complemento de POB e mede 30°.

Do tridngulo equildtero AOQA, temos que 00A = QA0 =A0Q = 60°. Orase AOQ = 60°
e AOP = 30°, entao POQ = 30°. De maneira andloga, se POB = 60° ¢ POQ = 30°, entdo

BOQ = 30°.
A O perimetro da regido pintada € calculada
o ~._ P somando o comprimento dos arcos
//\ S \\\ Q
AN [+l +1
12cm / N O0Q PQ OP
S ’ K . Convertendo para radianos, temos:
sb, 2 \
> N\ T T
30° \ B 30° = —rad e 60° = —rad.
o 12cm 3
Com isso:

Q 3
le =or= 6 12 =27mcm
16P =or= 512 =drcem

Portanto o perimetro da regido pintada mede 10zcm.

2.3 CIRCUNFERENCIA ORIENTADA

Uma circunferéncia de centro O e raio R pode ser percorrida em dois sentidos. Quando

um deles € escolhido e denominado positivo, a partir de um ponto A, origem dos arcos e o outro,

é escolhido e denominado negativo, no sentido contrério, dizemos que a circunferéncia esta



orientada. Observe uma circunferéncia orientada com origem dos arcos no ponto A conforme

Figura 7.

Figura 7

- Sentido anti-horario
/ arco positivo
\ o\
\
c/ \
[ Io) |

[ 1t A

x R J

\ /
Sentido horario
arco negativo

2.4 CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA OU CICLO TRIGONOMETRICO

Tomemos sobre um plano, um sistema cartesiano ortogonal. Agora consideremos a cir-
cunferéncia orientada de centro O e raio unitdrio (raio igual a 1). Notamos que o comprimento

dessa circunferéncia é 27, pois r = 1.

Figura 8

Essa circunferéncia orientada denominada de circunferéncia trigonométrica ou ciclo trigono-
métrico.

Na sequéncia deste trabalho utilizaremos o radiano como unidade de medida de dngulo e arco.
Na Figura 9, chamaremos o 4ngulo AOP de o radianos, podendo assumir valores positivos

quando o arco for percorrido no sentido anti-horério e valores negativos em caso contrario.



)
[
8

Figura 9

O sistema cartesiano ortogonal divide o cilo trigonométrico em quatro partes, que identificamos
por quadrantes. Dado um niimero real ¢, temos que:

T . .
Se0<a< > entdo  pertence ao primeiro quadrante;

T
Se ) < a < &, entdo ¢ pertence ao segundo quadrante;
3r .
Ser<a< R entdo ¢ pertence ao terceiro quadrante;

T
Se > < o < 27, entdo ¢ pertence ao quarto quadrante;

. 1. T . .
Caso o seja um multiplo de > logo dizemos que o pertence a algum dos eixos.

Estamos em perfeitas condi¢des de definirmos o seno e cosseno de um arco dado em
radianos, no ciclo trigonométrico, para isso, faremos inicialmente a anélise tomando como base
as razdes trigonométricas no tridngulo retdngulo, sobretudo seno e cosseno, no ciclo trigono-
métrico.

Sem perda de generalidade, usaremos para o seno e cosseno de um adngulo @ a notacdo senQ e

Ccos &, respectivamente.




PP, V2

s pp ==

N+ 1 1 %f

T 0P1 2

= _=oo0opP="-=

& | COS4 | | |

Pl P

v | T PP V3

: S pp=—=

/ Ty
: T :

: =" =S 0P ==

& _ %3 1 =3

Agora sim, seja um angulo o, em radianos, e AP o arco que o subtende conforme a
Figura temos que

PP,
seno = EE = PP, =sen«

o : o Observe gt;)e PP = OP,, logo
coso = Tl = OP) =cos«

Portanto definimos o seno do dngulo o sendo a ordenada do ponto P e o cosseno do
angulo o sendo a abscissa do ponto P.

Percebemos com isso que os sinais de seno e cosseno de & serdo descritos da seguinte forma

* O sen & sera positivo, caso o pertenca ao 1* ou 2* quadrante. Caso ¢ pertenga ao 3% ou 4°
quadrante, ele serd negativo.

* O cos & serd positivo, caso & pertenca ao 1* ou 4* quadrante. Caso ¢ pertenga ao 2° ou 3*

quadrante, ele serd negativo.

E interessante notarmos que a maior ordenada de um ponto no ciclo trigonométrico é 1 enquanto



que a menor € —1. A maior abscissa de um ponto neste € 1, e a menor é —1.

Com isso temos que:

—1 <sena <1
e

—1<cosa <1

Em tempo observamos também que aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo retingulo

OP, P, retangulo em Py, temos:
PP’ + 0P,

ou seja, sen” o + cos” & = 1 que chamamos de relacdo fundamental. J4 haviamos mencionado

nas razdes trigonométricas no triangulo retangulo.
2.5 SIMETRIAS NO PLANO CARTESIANO

No plano cartesiano observamos trés simetrias. Uma em relag¢do ao eixo das abscissas,

outra em relacdo ao eixo das ordenadas (vertical) e por fim, em relacfo a origem do cartesiano.

2.6 REDUCAO AO PRIMEIRO QUADRANTE

Py(—=x,y) Y P(z,y)
—x a o x
o 0O (84
Py(—z,—y) |—Y Ps(x, —y)

Usando a congruéncia de tridngulos visto na geometria, notamos que:

» Sdo simétricos em relagdo ao eixo das abscissas os pontos P e P3; P| e P».
» Sdo simétricos em relacdo ao eixo das ordenadas os potos P e Pj; P, e Ps.

* Sdo simétricos em relacdo a origem do plano cartesiano os pontos P e P»; P, e Ps.



Aplicando as simetrias no ciclo trigonométrico, ocorre o que chamamos de reducio ao primeiro
quadrante e sdo usados para encontrar valores trigonométricos de arcos externos ao primeiro

quadrante. A seguir, veremos como procedemos nestas reducdes:

Reduc¢ao do segundo quadrante ao primeiro quadrante.

P, P
o e
A’ | a\/ ~ ! A
1] g N
o

Sabendo que P e P; sdo simétricos em relacdo ao eixo vertical, temos que AOP = A;OP;. Logo

o e 3 sdo suplementares, ou seja, o + 3 = m. Segue que oo = 7w — . Com isso:

senf3 =sen(r— ) =sena

cosfp=—cos(m—fB)=—cosa

Reducio do terceiro quadrante ao primeiro quadrante

Sabendo que P e P sdo simétricos em relag@o a origem, temos que AOP =A,0P. Logo

B =n+ a. Segue que a =  — w. Com isso:

senf = —sen(f — 1) = —sena

cosf = —cos(f —7m) = —cosa



Reducao do quarto quadrante ao primeiro quadrante

)
AR
s

Sabendo que P e P; sdo simétricos em relagdo ao eixo horizontal, temos que AOP = A OP.

Logo a + B =2m. Segue que @ =21 — 3. Com isso:

senf3 = —sen(2r— ) = —sena

cosfp = —cos(2n—fB) =cosa
Exemplos
1. Na Figura o hexdgono regular ABCDEF esta inscrito na circunferéncia trigonométrica

sabendo que os vértices do hexdgono sdo imagens de nimeros reais pertencentes ao in-

tervalo 0,27 e que A é imagem do niimero real zero.

(a) Encontre esses nimeros

m(AB) = m(BC) = m(CD) = m(DE) = m(EF) = m(FA) = 3660° — 60° = gmd
Dai temos que:

A=0

B— T

3



(b)

2
2. (UFRGS-RS) No ciclo trigonométrico da figura a seguir, tem-se @ = 3

_7T+7'L'_27'C
_% 3 3
T T
D="+=nx
3 +3 4
Font T4

dr mw Sw
F=_—-42_==
3 3 3

Encontre o seno e o cosseno desses nimeros
cosA =cos0 =1

senA =sen0 =0

T
senB = sen — =

v3
372

senC—senzn—senﬂ—ﬁ
N 3 773 2
senD =senmwt =0
senE—sen4n——senn——\6
N 3 3 2
senF—senSﬂ— senn— \/§
N 3 3 2

OAOB é:

~
o
~

e i A
“% 5 lS

(b)

~
o
~

(d)

~
(¢]
~

T
cosB:cos§ = —

1

2
cosC—coszn— cosﬂ— !

n 3 3 2
cosD=cosmt=—1
cosE—cos4n— cosﬂ— !

= 3= 3=
cosF—cosSﬂ —cosn = !

N 3 3 2

O valor de

2n
Reduzindo o = 3 ao 1° quadrante encon-

R y
ramos —.
3

No 4° quadrante o arco correspondente é

eﬁ:sen? = sen —

Com isso

_57r
_35 1
_ T T
Ob OA = cos = = cos = = =
serve que cos 3 cos 3= 3
21 api_\@
3 27
— 1
iop_ L V3_V3
22 4

3. A figura BCDE ¢ um retangulo inscrito em um circulo e os arcos Aﬁ%, AAC, AD e AE

. . . L. . ~ 27 )
foram medidas no sentido anti-hordrio. Se a medida do arco AC é ?rad , entdo qual é o



—~

AE
valor da expressao dada por sen —?

cosAD

Yy

) 2
Reduzindo —rad ao 1° quadrante encon-

¢ T
ramos —.
3

No 3° e 4° quadrante os arcos correspon-

4r St
dentes sdo dados por ?md e ?md, res-
pectivamente.

Assim, temos que:

~ dr T 1
AD fry _— = — _—— ——
cos cos 3 cos 3 \2[
< 5w T 3
sen AE = sen? = —sen§ =
V3
AE 5 3 2
Portanto — = Ll = _i <__> -3
cosAD  _ 2 1

2
2.7 ARCOS CONGRUOS

E fato que seno e cosseno de um arco estdo vinculados as coordenadas do ponto P que

pertence ao ciclo trigonométrico. Expandindo esse conceito a outros arcos, temos que:

sen sen

,,,,,,,,, P(z,y) T R
sena i sen(a + 2m) ‘

o+ 2w Alw

|
|
«a : cos cos
COS — cos(a + 2m)

oa=a-+0.2r (1° volta)
o =a-+1.27 (2° volta)

o=o+2.2x (3° volta)

oa=a-+k2xn, kcZ (k-ésima volta)
k representa o nimero de voltas no ciclo trigonométrico.

Assim P(x,y) tem coordenadas dadas por:
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(coso,sena) = (cos(o+27),sen(a +27)).

Com isso os arcos congruos, sdo arcos (em radianos), que possuem a mesma origem e
a mesma extremidade, e a diferenca de duas medidas é um inteiro multiplo de 27 . Admitindo

que ¢ e t; s@o arcos cOngruos, ou seja, t —t; = 2kx, com k € Z, temos que:

sent = sent; € cost = costy,
ou seja,

sen(r +2km) = sent e cos(t + 2kmw) = cost, V € Z.

2.8 FUNCOES PERIODICAS

Uma funcdo f: R — R € dita periédica quando existe um nimero p # 0 tal que
f(x+p) = f(x), para todo x € R.
Se isto ocorre, entdo f(x+kp) = f(x) para todo x € R e todo k € Z. Com isso o menor p > 0,
tal que f(x+ p) = f(x) para todo x € R, chama-se periodo da fungéo f.
No dia a dia, € habitual nos deparamos com diversos fendmenos que ocorrem repetidas vezes

ap6s um dado intervalo de tempo, por exemplo:

os dias da semana se repetem de 7 em 7 dias;

os meses do ano se repetem de 12 em 12 meses;

o ciclo das maré€s;

as fases da lua e etc;

Exemplos
Trabalhemos nos exemplos excepcionalmente com alguns arcos de medidas em
graus:Qual é o arco da primeira volta congruo do arco de:
1. * 800°

Basta dividir por 360° pois € o equivalente a uma volta completa.
800°

360° = 80°+2.360°, ou seja, 800° é congruo ao arco de 80°.



» 2340°
2340° = 180° 4 6.360°, ou seja 2340° € cdngruo ao arco de 180°.

17
. —nrad

3
. L A T . .
O arco da primeira volta é congruo a Trad pode ser obtido a partir de uma soma

de parcelas em que uma delas € um ndmero divisivel por 3 e mdltiplo de 27, e a

outras seja um arco da primeira volta.

17w 157 n 2r S 2
33 3 3
Nao interessa pois 57 ndo € multiplo de 2.
I7x 127 n S5t CArs Sw
3 3 3 3" s
Observe que 47 ¢ um multiplo de 27 e que ?ﬂ pertence a primeira volta. Com isso
177

Sw
Trad ¢ congruo ao arco de ?rad .
2. Seja f: N — Z dada por f(x) =3(—1)". Represente graficamente f(x).
Veremos numa tabela o que ocorre com f quando x varia nos naturais.

y
fx)

1 2 3 4 5

u].huawwo‘k
w

Denotamos que :
Se x € par, entdo f(x) = 3.
Se x é impar, entdo f(x) = —3.

Para que uma fung@o f(x) seja periddica logo f(x) = f(x+ p). Em particular temos:

D fO)=r2)=f4)=...

(i) f(1)=/fB)=f(5)=...

Em ambos os casos, quando x varia por duas unidades, hd uma repeti¢dao em f(x)

f)=f(x+2)=f(x+4)=...



O menor valor de p, p > 0, em que f(x) = f(x+ p) é 2. Com isso constatamos que essa

¢ uma funcdo periddica de periodo igual a 2.
2.9 FUNCAO SENO

A fungdo f: R — R que associa a cada nimero real x, o nimero real y = f(x) = senx,

¢ denominada funcdo seno.

Representacao grafica da funcao seno

T T T |z 3r
x 06\/&\;5”72”
= — 2= X2 —1
y=senx | 0 513 > 0 0
VY = senx
”I‘””jfi?’f‘“”: *************************** o
7 * . 37
S ]
s - ° —
// ™ \ | 2T T
2 .
—_—1—1 ——————————————————————— S~ o = o _______

A curva do gréfico é chamada de senéide, que indica como varia a fung¢do f(x) = senx. Consi-

deragdes acerca da fungéo seno:

Dominio da fungdo: D(f) =R

Contra dominio CD(f) =R

* Por definicdo —1 <senx < 1, logo a fungdo y = senx variade —1 a 1, ou seja, sua imagem
(Im), é dada por Im = [—1,1].

Assim, na funcdo y = senx, o valor maximo € 1 e o valor minimo é —1.

A linha média de uma fun¢do trigonométrica ¢ uma reta horizontal que passa rigorosa-
mente no meio, entre o valor maximo e o valor minimo do grafico dessa fung¢do. A linha

média da funcio seno € o eixo das abscissas.



* A amplitude de uma fungédo trigonométrica no gréifico € a medida da distancia, em mo-
dulo, entre a linha média e o valor mdximo dessa funcao ou entre a linha média e o valor
minimo dessa func@o.

Com isso a amplitude da fun¢do seno € 1.

* Uma fungdo € periddica de periodo p quando f(x+ p) = f(x), em que p é o menor
nimero real maior que zero.

Para que y = senx seja um funcdo periddica, temos que:
sen(x+ p) = senx, Vx € R.

Pela defini¢do de arcos congruos, sen(x + 27) = sen, Vx € R. Portanto a fungfo seno é
periddica de periodo p = 27.
No gréfico, o periodo representa a menor distancia em que a fungdo seno realiza um ciclo

completo.

* A fungdo seno é uma fungdo impar pois sen(—x) = —senx, Vx € R.
Haja visto que a fun¢do seno € definida no conjunto dos nimeros reais, podemos estender

a curva que representa o grafico de y = senx parax < 0 e x > 27.

Yy = senx
————————— o - ——————-——-d90—— = e NP ey oSl
LI N mo 2w 3w 4w T

Periodo (P ) Periodo (P)

2.10  FUNCAO COSSENO

A funcdo f : R — R que associa a cada ndmero real x, o nimero real y = f(x) = cosx,

¢ denominada funcdo cosseno. Com base na tabela seguinte podemos marcar alguns pontos

importantes no grafico:

T T || w 3
— — == — |2
xo\fé\/@32”2’r
= 1| — | — | = —1 1
Y = COSX > > > 0 0
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Yy = cosT

AN N .

A curva do gréfico é chamada de cossenoide, que indica como varia a fungdo f(x) = cosx.

Consideracdes acerca da fungdo cosseno:

» Dominio da fun¢ao D(f) = R;
* Contra dominio da fung¢do CD(f) =R

* Por definicdo —1 < cosx < 1, logo a funcdo y = cos variade —1 a 1, ou seja, sua imagem
(Im) é dada por Im = [—1,1].

Assim, na funcdo y = cosx, o valor maximo € 1 e o valor minimo é —1.

* A linha média de uma funcdo é uma reta horizontal que passa rigorosamente no meio,
entre o valor mdximo e o valor minimo do gréfico dessa funcao.

A linha média da funcdo cosseno € o eixo das abscissas.

* A amplitude de uma fungdo trigonométrica no gréafico € a medida da distancia em médulo,
entre a linha média e o valor mdximo dessa funcio ou entre a linha média e o valor minimo
dessa fungao.

Com isso a amplitude da fun¢do cosseno é —1.

 Uma funcgdo é periddica de periodo p, quando f(x+ p) = f(x), em que p é menor nimero
real maior que zero.
Para que y = cosx seja uma fungdo periddica, temos que: cos(x+ p) = cosx, Vx € R.
Pela defini¢do de arcos congruos, cos(x + 27m) = cos(x +4m) = --- = cos(x + k2x) =
cos(x) com k € Z. Isso denota que p = k2. Ora como p é o menor niimero real positivo,
temos que p = 27, quando k=1. Portanto a fun¢éo cosseno & periédica de periodo p = 27.
No gréfico, o periodo representa a menos distincia em que a funcdo cosseno realiza um

ciclo completo.



* A fung@o cosseno é uma fungio par, isto é, cos(—x) = cosx, Vx € R.

Haja vista que a fungfo cosseno € definida no conjunto dos nimeros reais, podemos

estender a curva que representa o grafico de y = cosx para x < 0 e x > 27.

Yy =coszx

Amplitude

\?ﬁf\?m/h\m

| §

™ 3
2

5
3 ™
2

Periédo(p = 2m)
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3 ANALISE DAS CONSTANTES REAIS A, B, M E N NAS FUNCOES SENOIDAIS

Faremos um estudo mais abrangente nos graficos de func¢des trigonométricas que en-
volvem seno e cosseno, tais como f(x) = ax+ bsen(mx+n) e g(x) = ax+ bcos(mx+n), que
chamaremos de fungdes senoidais, onde a,b,m e n sdo suas constantes reais. Antes porém,
vamos encontrara a imagem e o periodo da func¢do f(x) = a+ bsen(mx+n).

Para encontrar a imagem de f(x), faremos mx+n =t. Observe que quando x percorre R, ¢
percorre R, haja visto que a funcdo afim ¢ = mx +n € sobrejetiva. Com isso, sent percorre o in-
tervalo [—1, 1], logo bsent percorre o intervalo [—b,b] e f(x) = a+ bsent, percorre o intervalo
[a—b,a+Db]. Portanto a imagem de f(x) = a+ bsen(mx+n) é o intervalo [a — b,a+b].

Para encontrar o periodo de f(x), faremos ¢t = mx + n. Para que senz complete um periodo, é

necessdrio que ¢ varie de 0 a 27, ou seja,
0<t<2m<—=0<mx+n<2n<— -n<mx<-—n+2mx.

Dai temos que:

N n —n+2r .
Sem>0,entdo —— <x < —, isto é,
m m

e o periodo p € dado por:

logo p > 0.

Se m < 0, entdo

logo p > 0.
Portanto o periodo p da fungdo f(x) =a+bsen(mx+n)ép=—.



Agora sim estudaremos como alguns exemplos o que acontece com o grafico da funcao
senoidal h(x) = a+ bsen(mx + n), comparando ao grifico de f(x) = senx. Analisaremos o o
papel das constantes reais a, b, m e n, e tendo feito a andlise comentaremos acerca da func¢do

I(x) = a+bcos(mx+n).

3.1 O QUE A CONSTANTE A PRODUZ NO GRAFICO DE UMA FUNCAO SENOIDAL?

O que a constante a produz no grafico de uma funcdo senoidal? Para responder essa

pergunta, vejamos algumas situacdes:

sendo a = 1, na fung@o i(x) = 1 + senux, teremos:

Yy
2 g
1
1 _
1
T
—1s _

Dominio | Imagem | Periodo | Amplitude
f(x) =senx R| [-1,1] | p=2n 1
i(x) =1+senx R 0,2] | p=2m 1

Quando a = 1, o grifico de f(x) = senx se desloca uma unidade para cima, ou seja, ocorre uma
translac@o (deslocamento) vertical.

Sendo a = —2, na fung¢do /(x) = —2 + senx, temos:



2
-1 2
—2
-3 _
Dominio | Imagem | Periodo | Amplitude
f(x) =senx R| [-L1]| p=2=n 1
i(x) = —2+senx R|[-3,—-1] | p=2n 1

Quando a = 2, o gréfico de f(x) = senx se desloca duas unidades para baixo resultando em
I(x) = =2+ senx, ou seja, ocorre uma translacdo (deslocamento) vertical. Portanto
a constante a vai produzir no grafico de uma func¢do senoidal uma translagao (deslocamento)
vertical. Se a > 0, para cima e se a < 0 para baixo.

Observando que o valor de a € resultado do encontro da linha média da fung@o com o eixo das

ordenadas, temos que a € média aritmética entre o valor maximo e o valor minimo dessa fungao,
valormximo + valormnimo

2

ou seja, a =

3.2 O QUE A CONSTANTE B PRODUZ NO GRAFICO DE UMA FUNCAO SENOIDAL?

O que a constante b produz no grafico de uma funcao senoidal ?
Para responder essa pergunta, vejamos algumas situacdes:

Sendo b = 2 na fungdo g(x) = 2senx, teremos:



A
Yy
2 L @
1l
7
2
S~ q
-1
\
=21
Dominio | Imagem | Periodo | Amplitude
f(x) =senx R| [-1,1]| p=2n 1
i(x) =2senx R|[-2,-2]| p=2n 2

O gréfico de f(x) = sex, quando b = 2 alterou a sua amplitude, resultando em g(x) = 2senx.

Sendo b = 5 ha fungao r(x) = 5 Senx, teremos:

1
1 N
2 . x

™ 3
B 1 5 T il 27

_ T3 ~_

1 1
O gréfico de f(x) = senx, quando b = 3 alterou a amplitude, resultando em r(x) = 5 senx.

Portanto a constante b vai produzir no grafico de uma fun¢@o senoidal uma alteracdo na ampli-

tude. De modo que o valor de |b| pode ser encontrado como a metade da diferenca entre o valor
B Valor méximo-valor minimo

2
Vale observar também que os sinal de b ndo altera a amplitude. Apds o estudo feito com a

mdaximo e o valor minimo da funcdo, ou seja,

(amplitude).



constante no tépico 4, faremos novamente um comentdrio acerca da constante b, onde comple-
mentaremos a analise da constante b observando situacdes cuja interpretagao da fungéo senoidal

depende também da constante n.

Completando a anélise acerca do que acontece com a sendide quando b assume valores

negativos e n igual a zero ou quando b assume valores positivos e n diferente de zero.

Sendo b = —1, na fun¢io w(x) = — sinx, teremos:
Yy
1
xr
. ™ 37
2 2
-1 B
Dominio | Imagem | Periodo | Amplitude
f(x) =senx R| [-L1]| p=2=m 1
i(x) = —senx R| [-1,1] | p=2n 1
Quando b = —1, em particular, o grafico de f(x) = senx foi refletido em relacdo a linha média
(eixo das abscissas) resultando em w(x) = —sen.x.

Sendo b = +1 e n = &, na fungdo wy(x) = sen(x+ 1)

Dominio | Imagem | Periodo | Amplitude
f(x) =senx R| [-L1]| p=2m 1
i(x) =sen(x+ 1) R| [-1,1] | p=2=m 1




Observe que quando b = 1 e n = 7 o gréfico da fun¢éo w(x) = sen(x + ) coincide
com o gréfico da fung¢do w(x) = —senux.
Com isso percebemos que o grifico de f(x) = senx sofre um deslocamento horizontal resul-

tando em wy (x) = sen(x+ 7).

Sendo b = —2 na fungdo z(x) = —2senx, temos:
Yy
S 2
,,,,,,,,,,,, T /SN
: T
2 v ! T
T 3
~_ 7 I N /SR 2 7 N
-1 |

Dominio | Imagem | Periodo | Amplitude

f(x) =senx R| [-1,1] | p=2n 1
i(x) = —2senx R| [-2,2] | p=2m 2
Quando b = —2, o gréfico de f(x) = senx alterou a amplitude e simultaneamente foi
refletido em relagdo a linha média (eixo das abscissas), resultando em z(x) = —2senx.

Ainda sendo b = +2 e n = 7 na fung@o z; (x) = +2sen(x + 7), teremos:




Dominio | Imagem | Periodo | Amplitude
f(x) =senx R| [-1,1] | p=2=n 1
i(x) =2sen(x+ ) R| [-2,2]| p=2n 2

Quando b =2 e n = m, o grifico de f(x) = senx alterou a amplitude e simultaneamente foi

refletido em relagdo a linha média (eixo das abscissas), resultando em Z; (x) = 2sen(x + 7).

Podemos concluir que quando b < 0 e n = 0 o gréifico da funcio senoidal sofre uma reflexdo em

relacdo a linha média.

Quando b > 0 e n # 0 o grifico da funcdo senoidal sofre um deslocamento horizontal.

Veja mais um exemplo:(UFRGS-RS) Se f(x) = a+ bsenx tem como grifico:

entao

l.a=-2eb=1

2.a=-1leb=2

3.a=1leb=-1

4. a=1leb=-2

S.a=2eb=-1

Solucao 1:
ValorMax+ ValorMin 3+ (—1) {
a= = =
2 2

b = ValorMax —ValorMin 3 —(—1) 5

= 5 = =
b|=2=b=—-20ub=2.
como n = 0, ndo houve translag@o (deslocamento) horizontal. Com isso b = —2 pois o grafico

de f(x) = senx foi refletido em relagdo a linha média.



Solucdo 2:
3n

T o ~ .
Tomemos os pontos de coordenadas <§’ 1) e <7, 3) e vamos substituir na funcao. Dai temos

que:
f(g) :a—|—bsen(g) — 1
a+b=-1

3 3
f(g) - a+bsen(7”) =3
a—b=3
Dai, temosa=1¢e b= —2.

3.3 O QUE A CONSTANTE M PRODUZ NO GRAFICO DE UMA FUNCAO SENOIDAL?

Para responder essa pergunta, vejamos algumas situacdes:

* Sendo m = 2, na fungéo s(x) = sen(2x), temos:

Y
1
| 71'
. 2
T x
4
N
Dominio | Imagem | Periodo | Amplitude
f(x) =senx R| [-1,1]| p=2n 1
i(x) = sen(2x) R| [-L1]| p== 1
Quando m = 2, o gréfico de f(x) = senx alterou o periodo, resultando e s(x) = sen(2x).0
2r 2&;
periodo é encontrado p = — = — =7
m| 12|

1
* Sendom = 5> ha figura ¢(x) = sen(%), teremos:



'y
1 > o
2w 47
—1
Dominio | Imagem | Periodo | Amplitude
f(x) =senx R| [-L1]| p=2m 1
i(x) :sen(g) R| [-1,1] | p=4n 1

Quando m = 1, o grifico de f(x) = senx alterou o periodo, resultando em #(x) = sen(g).

2r .
ke
uma funcio senoidal um alteragdo no

2
O periodo € encontrado através da formula p = —, dai, temos que p =
n

Portanto a constante m vai produzir no grafico de

periodo.

3.4 O QUE A CONSTANTE N PRODUZ NO GRAFICO DE UMA FUNCAO SENOIDAL?

Para responder essa pergunta, vejamos algumas situacdes:

* n =2, na funcdo u(x) = sen(x+2), temos :

Yy
i \ \
m ™ 3w 27 T
2

—1 _ Y .

Dominio | Imagem | Periodo | Amplitude

f(x) =senx R| [-1,1] | p=2n 1

i(x) =sen(x+2) R| [-1,1] | p=4n 1

Quando n =2, o grafico de f(x) = senx se deslocou duas unidades para esquerda, resul-

tando em u(x) = sen(x+2), ou seja, ocorreu uma translacao (deslocamento) horizontal.

* Sendo n = —1, na fungéo v(x) = sen(x — 1), teremos:



A
OEIEN,
/
<=]

—1
Dominio | Imagem | Periodo | Amplitude
f(x) =senx R| [-L1]| p=2=m 1
i(x) =sen(x—1) R| [-1,1] | p=2n 1
Quando n = —1, o grifico de f(x) = senx se desloca uma unidade para a direita resultando

em v(x) = sen(x — 1), ou seja, ocorreu uma translagéo (deslocamento) horizontal.
Portanto a constante n vai produzir no grafico de uma fun¢@o senoidal uma translagdo
(deslocamento) horizontal. Se n > 0, desloca para esquerda e n < 0, desloca-se para

direita.

Ap6s as andlise realizadas nas fungdes trigonométricas, objetivo de nosso estudo, con-
vém mencionar que o grafico de funcio cosseno, que denominamos cossenoide, ndo é uma

. . T . .
nova curva, e sim uma senoide transladada de 5 unidade para direita. Com isso podemos ob-
. . T
servar que colocando o eixo das ordenadas no ponto de abscissa x = > teremos exatamente a

T
cossenoide, ou seja, g(x) = cosx = sen(x+ 5)

9P

- —— —9 2]

Isso mostra que os aspectos relevantes da fung@o cosseno em sua maioria sd0 0s mesmos que

os da funcdo seno. A distingdo entre essas fungdes fica por conta dos fatos que dependem dos
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. . L. T . .
valores das imagens ligadas aos dominios, que transladam > unidades. Um exemplo disso,

como j& mostramos anteriormente, € que a funcio seno é impar e a funcdo cosseno € par.
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4 A IMPORTANCIA DE ESTUDAR FUNCOES SENOIDAIS NO ENSINO MEDIO?

Existem objetos ou fatos do cotidiano que facilmente fazemos uma conexdo com as-
suntos da matematica e vice-versa. Quando recebemos uma informacdo de que uma loja esta
com seus produtos em liquidag@o, de imediato associamos a porcentagem. Quando observamos
numa magquete figuras em trés dimensdes tais como: primas, piramides, cilindros; logo, rela-
cionamos a geometria. Com as fungdes senoidais nao € diferente. Existem inimeras situacdes
cotidianas que sao representadas (modeladas) através dessas fungdes. A fim de que perguntas do
tipo: Pra que estou estudando esse assunto? Qual é a sua importancia? Em que ele € aplicado?
Nao fiquem sem respostas, muito pelo contrario, que elas sejam respondidas na exposi¢do do
conteddo pelo professor em aula, se antevendo a esses questionamentos, mostraremos a seguir

razdes pelas quais julgamos necessdrio estudarmos as fungdes senoidais:

4.1 E UM CONTEUDO EXIGIDO NO ENEM

O mesmo estd exposto na Matriz de Referéncia do ENEM 2019. Como observamos a
seguir:
MATRIZ DE REFERENCIA ENEM EIXOS COGNITIVOS (comuns a todas as dreas de

conhecimento)

I . Dominar linguagens (DL): dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer uso das

linguagens matemadtica, artistica e cientifica e das linguas espanhola e inglesa.

IT . Compreender fendmenos (CF): construir e aplicar conceitos das vérias dreas do conhe-
cimento para a compreensdo de fendmenos naturais, de processos histérico-geograficos,

da producio tecnoldgica e das manifestagdes artisticas.

IIT . Enfrentar situacdes-problema (SP): selecionar, organizar, relacionar, interpretar da-
dos e informacdes representados de diferentes formas, para tomar decisdes e enfrentar

situacdes-problema.
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IV . Construir argumentacao (CA): relacionar informacdes, representadas em diferentes for-
mas, e conhecimentos disponiveis em situagdes concretas, para construir argumentagio

consistente.

V . Elaborar propostas (EP): recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola para ela-
boragdo de propostas de intervencao solidaria na realidade, respeitando os valores huma-

nos e considerando a diversidade sociocultural.

Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias

Competéncia de area 1 - Construir significados para os niimeros naturais, intei-

ros, racionais e reais.

H1 - Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representagdes dos nimeros e

operacdes - naturais, inteiros, racionais ou reais.
H2 - Identificar padrdes numéricos ou principios de contagem.
H3 - Resolver situacdo-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na constru¢do de argumentos sobre

afirmacdes quantitativas.

HS - Avaliar propostas de intervengdo na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a lei-

tura e a representacio da realidade e agir sobre ela.

H6 - Interpretar a localizacdo e a movimentagdo de pessoas/objetos no espago tridimensional

e sua representacao no espago bidimensional.
H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.
HS8 - Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de espago e forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espago e forma na sele¢do de argumentos pro-

postos como solugdo de problemas do cotidiano.

Competéncia de area 3 - Construir nocoes de grandezas e medidas para a com-

preensao da realidade e a solu¢io de problemas do cotidiano.
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HI10 - Identificar relagdes entre grandezas e unidades de medida.

HI11 - Utilizar a nocao de escalas na leitura de representacio de situacio do cotidiano.

H12 - Resolver situagdo-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medi¢do na constru¢do de um argumento consistente.

H14 - Avaliar proposta de intervenc¢ao na realidade utilizando conhecimentos geométricos re-

lacionados a grandezas e medidas.

Competéncia de area 4 - Construir nocoes de variacao de grandezas para a com-
preensao da realidade e a solu¢iao de problemas do cotidiano.
H15 - Identificar a relag@o de dependéncia entre grandezas.

H16 - Resolver situagdo-problema envolvendo a varia¢ao de grandezas, direta ou inversamente

proporcionais.

H17 - Analisar informacdes envolvendo a variacdo de grandezas como recurso para a constru-

¢do de argumentacao.
H18 - Avaliar propostas de intervencdo na realidade envolvendo variag¢do de grandezas.
Competéncia de area 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis
socioeconomicas ou técnico-cientificas, usando representacoes algébricas.
H19 - Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.
H20 - Interpretar grafico cartesiano que represente relagdes entre grandezas.

H21 - Resolver situagdo-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construcdo de ar-

gumentacao.
H23 - Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando conhecimentos algébricos.
Competéncia de area 6 - Interpretar informacoes de natureza cientifica e social

obtidas da leitura de graficos e tabelas, realizando previsao de tendéncia, extrapolacao,

interpolacio e interpretacao.
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H24 - Utilizar informagdes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.
H25 - Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou graficos.

H26 - Analisar informagdes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a constru¢ao

de argumentos.

Competéncia de area 7 - Compreender o carater aleatorio e nao-deterministico
dos fenomenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, deter-
minacao de amostras e calculos de probabilidade para interpretar informacoes de varia-

veis apresentadas em uma distribuicao estatistica.

H27 - Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersdo de um conjunto de dados expres-

sos em uma tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou em graficos.
H28 - Resolver situagdo-problema que envolva conhecimentos de estatistica e probabilidade.

H29 - Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a construgdo de

argumentacao.

H30 - Avaliar propostas de interven¢@o na realidade utilizando conhecimentos de estatistica e

probabilidade.

Faremos nas proximas linhas um breve comentario acerca do exame supracitado, bem
como situaremos os tépicos do contetido de nosso trabalho, relacionando-o as competéncias e
habilidades especificadas na Matriz de Referéncia do Ministério da Educacdo (MEC) para a
prova de matemadtica e suas tecnologias. O ENEM foi criado em 1998 com o objetivo de avaliar
o desenvolvimento do estudante ao fim da escolaridade bédsica. EM 2009 o MEC mudou de
maneira significativa a proposta do Exame, passando a ser um dispositivo de politica ptiblica na
reorganizacdo do curriculo do Ensino Médio em todo o pais. Com isso o novo ENEM, como
passou a ser conhecido, tem a finalidade de avaliar o aspecto cognitivo, no entanto, destacando

a capacidade de liberdade intelectual e o pensamento critico dos alunos.

Tépicos | Competéncia Habilidade

Razdes trig. no triangulo ret. &) H7/Hg

Circunf. orientada e Circ. trig. ou ciclo trig. Cy/C5 H;/Hg/H\0/H,2
Simetrias no plano cart. Cs H>0

Reducdo ao primeiro quadrante C»/Cs H;/Hg/H>0

Arcos congruos Cy/C5 H;/Hg/H\0/H,2

Fun. per. Fun.cos. e Fun. sen Cs | H9/H>0/Hy1/H,2/H>3



44

Exemplos:

1. (Enem 2017 - adaptado) Um cientista, em seus estudos para modelar a pressdo arterial
de uma pessoa, utiliza uma fungio do tipo P(r) = A + Bcos(kt) em que A, B e K sdo
constantes reais positivas e f representa a varidvel tempo, medida em segundo. Considere
que um batimento cardiaco representa o intervalo de tempo entre duas sucessivas pressdes
mdaximas. Ao analisar um caso especifico, o cientista obteve os dados: press@o minima 78
e pressdao maxima 120, além do que ele constatou que o ndmero de batimentos cardiacos
por minuto foi de 90. Qual foi a fungdo P(z) obtida, por este cientista, ao analisar o caso

especifico?

120478 198
A:—:—:
> > 99
120-78 42
Bl=—"—""""="2-921

B =21, pois B > 0.
Do enunciado temos que 1 batimento cardiaco representa o periodo da fungdo. Logo

90 batimentos — 60s

1 batimento — x

60 2
Wx=60=>x=—=>x==
x X= g A= 3s
Com isso
2 2 2
Pzﬁ =3= ‘7” = |k| = 3, pois k > 0. Portanto a fungdo P(r) obtida é

P(t) =99+ 21cos(3nt).

2. (Enem 2015 - adaptado) Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE),
produtos sazonais s@o aqueles que apresentam ciclos bem definidos de producio, con-
sumo e preco. Resumidamente, existem épocas do ano em que a sua disponibilidade
nos mercados varejistas ora é escassa, com prec¢os elevados, ora é abundante, com pregos
mais baixos, o que ocorre no més de produ¢do méixima da safra. A partir de uma série

histdrica, observou-se que o preco P, em reais, do quilograma de um certo produto sazo-

nal pode ser descrito pela fun¢do: P(x) = 8+ 5cos , onde x representa 0 més
do ano, sendo x = 1 associado ao més de janeiro, x = 2 a0 més de fevereiro, e assim suces-

sivamente, até x = 12 associado ao més de dezembro [ Disponivel em: www.ibge.gov.br.
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Acesso em: 2 ago. 2012 (adaptado).] Na safra, qual é o més de produ¢do médxima desse

produto?

Do enunciado temos que para que a producdo seja maxima o preco € minimo. Logo
TX—T

a questdo pede o valor de x, para cos < ) = —1, isso ocorre pela primeira vez

X
quando

= 7. Dai, temos que

Tx— T =6T
tx=7m
x=7

Portanto o més de produ¢@o médxima desse produto é Julho. (Letra D)

3. (Enem 2015 - adaptado) Um técnico precisa consertar o termostato do aparelho de ar-
condicionado de um escritdrio, que estd desregulado. A temperatura T, em graus Celsius,
no escritério, varia de acordo com a fungdo 7 (h) = A+ Bsen <%(h - 12)) , sendo h o
tempo, medido em horas, a partir da meia-noite ¢ A e B os pardmetros que o técnico
precisa regular. Os funciondrios do escritério pediram que a temperatura maxima fosse
26°C, a minima 18°C, e que durante a tarde a temperatura fosse menor do que durante a

manha. Quais devem ser os valores de A e de B para que o pedido dos funciondrios seja

atendido?
2 1 44
26— 18
|B] = 3 =4,ousejaB=4ouB=—4

Para identificar o valor de B, usaremos &7 = 10 e 7 = 10 e h = 14, para tanto faremos

inicialmente B = 4. Com isso T'(h) =22 +4sen (%(h - 12)).
. ~1
T(10) = 22 + 4sen (%(10— 12)) =22 +4sen (g) —22+4 <7> —20°C
T T 1
T(14) =22 +4sen (5(14— 12)) —22+4sen (g) —22+4 <§> = 24°C.
Logo para que a temperatura da tarde seja menor B = —4.

4.2 BASE PARA O ESTUDO DA FISICA

E um conteddo aplicado nos movimentos oscilatérios na fisica do ensino médio. Fa-
remos a seguir um comentdrio sucinto acerca desse movimento e depois uns exemplos. Depois

de ter visto as fungdes senoidais na matematica, o aluno utilizara o referido contetido na fisica;



no movimento oscilatério que fica caracterizado quando um corpo se desloca periodicamente
numa mesma trajetoria, indo e vindo para um lado e para o outro em torno de uma posi¢éao de
equilibrio. Esse movimento é observado no dia-a-dia em diversas situacdes, como por exemplo:
num copro ligado a uma mola (sistema massa-mola); num péndulo; na vibragdo de uma corda;
nas moléculas em um sélido que oscilam em torno de seu ponto de equilibrio. Essas oscilagdes
fazem parte dos movimentos peridédicos, sendo possivel modela-las utilizando os movimentos

harménicos simples (MHS).

O intervalo de tempo decorrido pelo durante o deslocamento do corpo ao completar a
trajetoria € denominado periodo (T) sua unidade é o segundo (s). A frequéncia (f) é o nimero
de vezes que o corpo completa a trajetoria por segundo e sua unidade € o hertz (Hz). Observe
que

1Hz = 1s~ L

Um corpo de massa (m) apresenta MHS quando oscila, sem atrito, sob a acéio de uma

forca restauradora (F') proporcional ao seu deslocamento (x) em rela¢o a posi¢ao de equilibrio,

isto é F = —kx em que k é uma constante. os quadros abaixo nos ajudam a entender melhor a
situacdo:
i.
F=0
m
[
0
ii.
F
m




iii.

F
m
|

AH*EHO

Temos a posi¢do de equilibrio em (i), a forca da mola exercida no corpo € zero; mola alongada

(i1) ou mola comprimida (iii), exerce no corpo uma for¢a que aponta para a posi¢ao de equilibrio.

Agora temos outra situacio da fisica, o grifico representando o deslocamento de um
corpo ligado a uma mola no MHS, conforme figura que segue abaixo, tem sua posi¢do descrita
através de uma funcéo senoidal dada por x(r) = Acos(wr + 0), onde A, w e 0 sdo constantes,
em que:

A — amplitude do movimento (valor mdximo da posi¢ao do corpo na direcio x positiva ou ne-
gativa). Define-se também como méxima elongag¢ao.

w — frequéncia angular (em radianos por segundo).

t — o tempo em segundos

X (t) — a posi¢do do corpo num tempo 7, a partir da posi¢do de equilibrio também chamada de
elongacao.

6 — constante da fase ou angulo de fase.

wt + 0 — fase. Vejamos a figura:

Observamos no entanto que como o movimento € periédico de periodo 7', temos que

as posicodes que o corpo ocupa se repetem a cada intervalo de tempo 7. Com isso



x(t)=x(t+T)
Como a fase aumenta em 27rad no intervalo de tempo 7', decorre que:
wt+ 042 =w(t+7T)+60=wl =21

2r
Logo a frequéncia angular é dada por w = T ouw =2mf

Ao aplicar a segunda lei de Newton no MHS, podemos tirar alguma conclusdo, dentre elas

k [k 21 /
. wr=="=w= — Comisso, T = —,ousejal =271 m
m m w k

1 1 [k
I T\
A partir de algumas operagdes matematicas chegamos as equacdes da velocidade e da
aceleracdo em fungdo do tempo ¢, respectivamente iguais a v(r) = —wAsen(wt + 0) e
a(t) = —w?Acos(wt +8).
A seguir temos as representagdes graficas do deslocamento (i), velocidade (ii) e acelera-

¢do em funcgdo do tempo (iii).

(1)

(ii)

VUmax

I I
I
V
I
I I
I I
Umin ,
T
I I
I




(iii)

Amazx

QAmin
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5 QUESTOES CONTEXTUALIZADAS DAS FUNCOES SENOIDAIS

A seguir, apresentaremos algumas questdes de vestibulares nacionais que envolvem o

contetido tratado nas paginas anteriores, enfatizando a contextualizacdo do contetdo.

1. (Univ.Federal de Lavras-MG) O grafico representa a elongacdo de um corpo em mo-
vimento harmoénico simples (MHS) em funcdo do tempo. A amplitude, o periodo e a

frequéncia para esse movimento sdao dados, respectivamente, por:

X (m)
5

9 4 q\S t(s)

A amplitude é de 5m, pois trata-se da elonga¢do maxima do corpo em relacdo ao seu
ponto de equilibrio. O periodo é de 8s, pois trata-se do tempo decorrido pelo corpo ao

completar um ciclo.

) 1 . . .
A frequéncia é de §H Z, pois trata-se do inverso do periodo.

(a) 10m, 4s, éHZ
(b) 5m, 4s, %Hz
(c) 10m, 8s, }le
(d) 5m, 8s, éHZ

1
(e) 5Sm, 0,8s, §HZ
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2. (Escola Preparatéria de Cadetes do Exército-AMAN) Peneiras vibratérias sdo utiliza-
das na inddstria de construgdo para classificacdo e separa¢do de agregados em diferen-
tes tamanhos. O equipamento é constituido de um motor que faz vibrar uma peneira
retangular, disposta no plano horizontal, para separa¢do dos graos. Em uma certa in-
dustria de mineracgdo, ajusta-se a posi¢do da peneira de modo que ela execute um mo-
vimento harménico simples (MHS) de fungdo horédria x = 8cos(87z), onde x é a po-
sicdo medida em centimetros e ¢, o tempo em segundos. O ndmero de oscilagdes a
(a) 2
(b) 4

cada segundo executado por essa peneiraéde: (c) 8
(d) 16
(e) 32

Como a fung¢ao hordria da posi¢do em fun-

¢do do tempo é dada por x(1) = Acos(wr +

®), com base no enunciado temos que:

Amplitude é de 8cm, frequéncia angular é

de 87rad/s.

w = 8nrad/s

2nf =8n = f =4Hz.

. N = ‘s T
3. Uma particula move-se obedecendo a fungao hordria x = 2 cos(7t + 5), com x em metros

e t em segundos. Determine:

(a) o periodo do movimento.
(b) a velocidade escalar da particula em ¢ = 1s.

(c) aaceleragdo escalar da particula em ¢ = 5s.

A fungéo hordria da posi¢do em fungio do tempo é dada por x(r) = Acos(wt + ¢). De
acordo com as informagdes da questdo temos que:

Amplitude € de 2m.

A frequéncia angular é de mrad/s.

1
w=Trad/s,comisso2nf =1 — f = 3 =0,5Hz.

1
=—=2

1
(a) O periodo é dado por T = 7 7

(b) V(t) = —wAsen(wt + @)



—n2sen(ml + z)
V(1) =—-271(-1

<

—~
—

~—
Il

er/s

)=
() a(t) = —w?Acos(wt + (p)
a(5) = —m*2cos(n5+ = )
a(5) = —21*0=0

4. Encontre a equacdo horéria correspondente, no S.I. de acordo com o grafico apresentado

no movimento harmonico simples da elongacdo em fungdo do tempo.

X (m)
2

.

A amplitude € de 2m.

. Com isso a

1
O periodo € de 4s. Logo a frequéncia é dada por f = T

1 =
frequéncia angular W =2z f = ZEZ = Erad /s
X(t) = Acos(wr + @)

Como X (0) = —2, temos que: X (0) = 2cos(§0+ Q) =—

2¢cosQ = —
CosSQ = —
¢ = mrad

n
Portanto a equagao hordria é X (1) = ZCos(Et + 7).

Seguindo a linha do problema anterior sobre movimento oscilatério, temos o péndulo

simples que consiste de um sistema composto por um corpo de massa (m) preso a um fio, que

permite sua movimentacao livremente (sem atrito) para frente e para tras.

A posi¢do do péndulo € definida pelo angulo 6y formado entre o fio e o eixo de equilibrio

(conforme a figura)



eixo de equilibrio e

Sabendo que sob a acdo do for¢a peso, o péndulo quando é deslocado de sua posicdo de
equilibrio, apresenta um movimento periédico, precisamos encontrar a equagio de 6y(z). Onde
6p = 0, o fio coincide com a vertical, ou seja, sua posicdo de equilibrio e que 6y, é o dngulo que
indica o deslocamento do péndulo em relacdo a posicdo de equilibrio.

Acerca do péndulo simples, infere-se que ele executa o M.H.S., apenas para dngulos muito pe-
quenos (6p < 10°), caso contrdrio haverda uma maior variagdo da amplitude e que comprometera
a precisdo dos dados numéricos.

No MHS a equacdo que descreve o deslocamento do corpo em func¢é@o do tempo ¢, desprezando
o angulo de fase, é dada por X (¢) = Acos(wr).

Aplicando ao péndulo simples, usaremos 6 em lugar de X, ou seja, faremos o angulo em fung¢ao
do tempo, ou seja, encontraremos a equacio do deslocamento angular do péndulo. Com isso

2n
temos: 6y(r) = 6y max cos(Tt). Onde 6pmax, é o maximo deslocamento angular do péndulo
em relacdo a posi¢do de equilibrio.

Observamos também no péndulo simples (conforme figura)
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6o

P,
cos By = F} = P, = Pcos 6y P, = mgcos 6

P
sen 6y = Fx = P. = Psen 6,
P. =mgsenB
X o
tan Oy = = sen By, pois € muito pequeno.

X m m,
P.=mg— = —gx, em que ms _ k, constante.
L L L

Como o periodono MHS € T =27, | %, logo obtemos a equacdo de periodo do péndulo sim-

ples:
L
TzZﬂﬁZZﬂ\/j-
k 8
1 1 1 /g
A frequéncia (f) é =7 “2z\L
requéncia (f) € dada por f T L 2n \/;
27, [ —
8

Exemplos

5. A posicdo angular de um péndulo é representada pela equacdo 0 = 0,032coswt, onde 0
estd em radianos e w = 4,43rad /s. Determine o periodo e o comprimento do péndulo.
2
0 =0,032cos(4,43t) = Omaxcos(Tt)

. 2z 2n
Com isso T =443=T = 47_43 =0,457

L
Como 0 max = 0,032rad é muito pequeno, logo usaremos 7' = 2717\/j
8

e | L 2y [ L 4L
0,457 =2m, [ 55 = (0.45)% = (2 [55)* = 0,2025 =455

= L =0,49m

6. Na ondulatéria, drea da fisica que estuda as ondas, notamos nas grandezas caracteristicas
de uma onda, parametros observados nos graficos das func¢des senoidais.

Consideremos que o movimento vibrante de uma corda eldstica(conforme figura a seguir)



de modo constante exercido pela mao de uma pessoa na extremidade dessa corda produz

uma onda. Destacamos:

<«— Comprimento de Onda —»

crista
vale

Periodo (T') de uma onda € o tempo gasto em segundos para que ela efetue uma oscilagdo

completa.

Frequéncia (f) de uma onda corresponde ao maximo de oscilacdes completas numa uni-
. o num

dade de tempo em hertz (Hz). Segue do movimento oscilatério que f = T

Amplitude (A), refere-se a altura da onda, ou seja, € a distancia da crista(ponto mais alto
da onda) ou vale (ponto mais baixo da onda) ao nivel de equilibrio.

Vejamos os exemplos:

. (ENEM-2017) O osciloscépio € im instrumento que permite observar uma diferenca de
potencial (ddp) em um circuito elétrico em funcdo do tempo ou em fun¢do de outra ddp.

A leitura do sinal € feita em uma tela sob a forma de um gréfico tensdo x tempo.

ddp (V)
200
150
100
50

50

100

200 = T0 t (ms)
(2) 300Hz
(b) 250Hz
(c) 200Hz
(d) 150Hz



(e) 125H7
T=8ms=8-1073
1

1 1
= _—=_— =_.10°=125H
I=77%103 " 3 ¢

8. (FATEC) O padrao de forma de onda proveniente de um sinal eletronico esté representado

na figura a seguir.

500 myY

ANV

1 divisao

1 divisao = Tms

A=2-500mV =2-500-10"3=1000-10"3 =1V
T = 4ms
1

1 1
=_— = =103 =250H
f= 7= 110571 ¢
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Diante de mais um assunto da matematica que possui ampla aplica¢do no dia-a-dia,
quer seja no calculo da altura de um objeto, no perimetro de um ambiente circular, ou ainda nos
movimento periddicos, a trigonometria torna-se um contetido relevante.

Ao longo dos anos de experiéncia vividos em sala de aula, observamos que mesmo o aluno
tendo uma nocdo das razdes trigonométricas no tridngulo retdngulo, vistas anteriormente, sen-
tem o impacto ao se deparar no ensino médio com a trigonometria no ciclo trigonométrico e
consequentemente o surgimento dos novos conceitos.

Nesse trabalho trouxemos um embasamento tedrico no capitulo 1. No seguinte, mostramos
que os efeitos que as constantes a, b, m e n produzem no grafico de uma func¢édo senoidal dada
por y = a+ bsen(mx+n). No capitulo 3 descrevemos a importancia de estudarmos as fungdes
senoidais para o exame nacional do ensino médio bem como no MHS, péndulo simples e nas
grandezas caracteristicas de uma onda, ambos assuntos da fisica. Por fim, no capitulo 4 fizemos
a exposicdo de questdes contextualizadas em 4dreas diversas.

Com isso esperamos contribuir para que haja uma melhor exposicdo e assimilagdo desse con-

teudo.
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