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RESUMO

No estagio atual do ensino no Brasil, a configuracdo do curriculo escolar, as metodologias
empregadas, 0s principios norteadores das praticas educativas do Ensino Médio, sdo campos
constantes de debates intensos, com o objetivo de que a escola possa desempenhar de forma
consistente e adequada o seu papel social e de cidadania. Nesse cenario, 0 ensino e
aprendizagem de Matematica, principalmente, no que se refere ao curriculo e metodologias de
ensino, rotineiramente € motivo de estudos e investiga¢des, tendo em vista a problemética que
insistentemente assola os processos de aprender e ensinar dessa ciéncia, qual seja: ensino de
matematica engessado numa pratica algebrizada. Essa preocupacdo aparente pode ser
comprovada a partir dos diversos eventos que englobam o ensino e aprendizagem de
Matematica como tema de estudo, livros que tratam da temaética, publicacbes variadas e as
recomendacdes dos documentos normativos do pais, tais como Pardmetros Curriculares
Nacionais (PCN), PCN+, Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDBEN), e as
Diretrizes Curriculares Nacionais da Educacdo Basica. Nesse cenario, a visualizacdo
matematica constitui-se como meio de desenvolver nos sujeitos habilidades relevantes, ndo s6
para o entendimento amplo e significativo dos conhecimentos matematicos, mas para a vida em
sociedade. Nessa conjuntura, esse trabalho se propde a compreender como esta se dando o
ensino e aprendizagem de matematica, por meio da visualizacdo matematica atrelada a
resolucdo de problemas, no pais. Assim, surgiu a intensdo de analisar as selecdes do Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM), tendo como foco os problemas com maior percentagem
de erro e que demonstram carecer da visualizacdo para resolucdo. A resolucdo de problemas se
constitui, nesse universo, como método a ser seguido para a aprendizagem significativa da
Matematica. Ainda, a medida que resolvemos os problemas selecionados, disponibilizamos um
material que pode ser uUtil a quem tiver interesse, principalmente ao professor da Educacéo
Bésica, como meio de auxilio e estimulo para o uso da visualizacdo em sala de aula.

Palavras-chave: visualizagdo matematica, resolucéo de problemas, ENEM.



ABSTRACT

In the current stage of teaching in Brazil, the configuration of the school curriculum, the
methodologies employed, the guiding principles of high school educational practices, are
constant fields of intense debate, with the aim that the school will seek consistently and
appropriately the its social and citizenship role. In this scenario, the teaching and learning of
Mathematics, especially with regard to the curriculum and teaching methodologies, is routinely
the subject of studies and investigations, in view of the problem that insistently plagues the
processes of learning and using this science, whatever it may be. : mathematics teaching cast in
an algebraized practice. This apparent concern can be proven from the various events that
include the teaching and learning of Mathematics as a subject of study, books dealing with the
theme, varied publications and the recommendations of the country's normative documents,
such as National Curriculum Parameters (PCN), PCN +, Law of Guidelines and Bases for
National Education (LDBEN), and the National Curriculum Guidelines for Basic Education.
In this scenario, mathematical visualization is a means of developing relevant subjects, not only
for a broad and meaningful understanding of mathematical knowledge, but for life in society.
At this juncture, this work aims to understand how mathematics teaching and learning is taking
place, through mathematical visualization linked to problem solving, in the country. Thus, the
intention arose to analyze the selections of the National High School Exam ( ENEM) focusing
on the problems with the highest percentage of error and which demonstrate the lack of
visualization for resolution. Problem solving constitutes, in this universe, as a method to be
followed for the approximate learning of Mathematics. Also, as we solve the selected problems,
we provide material that can be useful to anyone who is interested, especially to the Basic
Education teacher, as a means of assistance and encouragement for the use of visualization in
the classroom.

Keyword: mathematical visualization, problem solving, ENEM.
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1 INTRODUCAO

O ensino e aprendizagem de Matematica, desde a Educacdo Basica a Educacédo Superior,
é campo fértil de estudos, tendo em vista problematicas que estdo em torno dessa ciéncia e estdo
relacionadas diretamente no modo de conceber, ensinar e aprender Matematica, isto é,
relacionadas aos aspectos curriculo e metodologia de ensino.

Nesse cenario, apesar dos esforcos advindos das pesquisas que buscam compreender o
processo de ensino e aprendizagem dessa ciéncia e propdem modos diversos de metodologias
de ensino, como tentativa de atingir publicos também diversos, como se constituem 0s
ambientes de sala de aula, e das recomendacdes dos 6rgdos oficiais governamentais, 0s quais
procuram satisfazer as demandas sociais, o desempenho dos estudantes ndo se mostra
satisfatorio. Para a Educacdo Basica, esse fato que pode ser comprovado em avaliagcdes de
escala nacional, como prova Brasil, Sistema de Avaliacdo da Educacdo Bésica (SAEB) e
ENEM, e por meio dos indices, como indice de Desenvolvimento da Educacio Bésica (IDEB),
entre outros, bem como por meio das avaliagdes internacionais como o Programa Internacional
de Avaliacdo de Estudantes (PISA).

Particularmente, o IDEB funciona como um indicador nacional que possibilita o
monitoramento da qualidade do ensino na Educacdo Bésica, contemplando os niveis
Fundamental e Médio, podendo ser utilizado para mobilizacdo de melhorias do ensino nesses
niveis por todos os envolvidos ou pelos que tenham interesse na educacdo nacional.

O célculo do IDEB se da por meio da multiplicacdo de dois indicadores. O primeiro
deles é o Indicador de Rendimento (P), o qual é a média (harmdnica) das taxas de aprovacao
das séries da etapa (anos iniciais, anos finais e ensino médio), que, em percentual, varia de 0
(zero) a 100 (cem); enquanto o segundo é a Nota Média Padronizada. Esta, por sua vez, € a
média das notas das provas de lingua Portuguesa e Matematica, as quais sdo padronizadas em
uma escala de 0,0 (zero) a 10,0 (dez) (BRASIL, 2021).

Assim, o célculo do IDEB depende de 3 fatores: a aprovacdo dos estudantes,
desempenhos em Lingua Portuguesa e em Matematica.

De maneira a demonstrar o desempenho dos estudantes da Educacdo Baésica, sdo

apresentados tabelas e graficos com dados relacionados ao IDEB? dos anos de 2005 a 2019.

11DEB é o Indice de Desenvolvimento da Educacio Basica, criado em 2007, pelo Instituto Nacional de Estudos e
Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP), formulado para medir a qualidade do aprendizado nacional e
estabelecer metas para a melhoria do ensino.
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Tabela 1 - IDEB Total — Ensino Médio — Brasil 2005 - 2019

o || s | e
(P) (N)

2005 0.77 4,36 34

2007 0.78 444 35 34
2009 0,80 4,57 36 35
2011 0,80 4,57 37 a7
2013 0,82 444 37 38
2015 0.83 446 37 43
2017 0,84 4,51 38 4T
2019 0,87 4,79 3,0

Fonte: MEC/Ingp.
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Observa-se que desde 2013 a meta para o IDEB ndo é atingida. Fatores como frequéncia,
reprovacgdo e abandono (Indicador de rendimento) e desempenho dos estudantes em Lingua
Portuguesa e Matematica estao diretamente relacionados ao ndo atingimento das metas.

Depreende-se da tabela 1 que, para melhorar o resultado do IDEB, em qualquer ambito,
deve-se simultaneamente haver a melhoria dos dois indicadores, isto quer dizer que, o Indicador
de rendimento ndo é suficiente para garantir um indice desejavel. Enquanto, na nota média
padronizada, os rendimentos de Lingua Portuguesa e Matematica sao igualmente relevantes na
composicao no resultado final do IDEB, visto que o calculo desse indicador se trata basicamente
da média simples entre as notas dos estudantes no SAEB nessas areas do conhecimento.

Diante disso, o0 ensino de Matematica costuma provocar duas sensa¢des contraditorias,
seja por parte de quem ensina, seja por parte de quem aprende: de um lado, tem-se a constatacédo
de que se trata de uma area de conhecimento notavelmente importante; de outro, a insatisfacdo
diante dos resultados negativos obtidos com muita frequéncia em relacdo a sua aprendizagem
(BRASIL, 1997). Neste ultimo caso, os resultados negativos podem ser sentidos seja no dia a
dia escolar, seja em exames nacionais, tais como SAEB e ENEM.

Especificamente o SAEB, por exemplo, os dados publicados sobre essa avaliacdo
apontam um baixo rendimento dos estudantes, alcancando, no méximo, o nivel 4 nos anos
iniciais do Ensino Fundamental e o nivel 2 no fim do Ensino Médio, como mostra a tabela a

sequir:

Tabela 2 — Escala de Proficiéncia de Mateméatica SAEB 2019

Ano Proficiéncia Nivel Escala
5 Ano do Ensino | 224,1 4 - Desempenho maior ou igual a 200 e | 0a 10
Fundamental menor que 225
9 Ano Ensino do | 258,36 3 - Desempenho maior ou igual a 250 e | 1a 9
Fundamental menor que 275
32 Série do Ensino Médio 269,74 2 Desempenho maior ou igual a 250 e | 1a10
menor que 275

Fonte: MEC/2019

Ao se analisar as escalas de proficiéncia citadas, disponibilizadas no documento do
Ministério da Educagédo (MEC), intitulado como Escalas de Proficiéncia do SAEB, observa-se
que os dados da tabela 2 mostram um estado critico da educacdo em Matematica no pais. No
Ensino Médio, em relagdo aos aspectos relacionados a Geometria, por exemplo, os estudantes,

nesse nivel de ensino, sdo capazes de apenas: “associar uma tabela de até duas entradas a
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informagdes apresentadas textualmente ou em um gréfico de barras ou de linhas” (Brasil, 2020,
p. 33) e, em termos de espago e forma, “reconhecer as coordenadas de pontos representados em
um plano cartesiano localizados no primeiro quadrante” (BRASIL, 2020, p. 33). O estado
critico citado € ainda mais perceptivel ao se constatar que determinar medidas de segmentos
por meio de semelhanca entre poligonos; associar um solido geométrico simples a uma
planificacdo usual dada; calcular o volume de um paralelepipedo, s&o habilidades que os
estudantes sdo capazes de ter apenas a partir dos niveis 5 e 6 (BRASIL, 2020).

No PISA, o desempenho dos estudantes em Matematica ndo é diferente. A média dos
participantes, na aplicacdo de 2018, foi de 384, enquanto que a média da Organizacdo para a
Cooperacéo e Desenvolvimento Econdmico (OCDE) é 489, estando o pais no Ranking? 69 —
72 dentre os 79 paises participantes da avaliacéo.

Esse cenario mostra a fragilidade que se encontra a aprendizagem de Matematica, uma
vez que sdo conhecimentos basicos para se resolver problemas cotidianos em Matematica e que
estdo relacionados a dinamica de vida de todos em sociedade.

Assim, a constatacdo da importancia da aprendizagem da Matematica apoia-se no fato
de que essa ciéncia desempenha papel ndo sé importante, mas decisivo, pois permite resolver
problemas da vida cotidiana, tem diversas aplicagdes no mundo do trabalho e, por ser relacional,
funciona como instrumento essencial para a construcdao de conhecimentos em outras areas do
conhecimento. Do mesmo modo, interfere sobremaneira na formacdo de capacidades
intelectuais, na estruturacdo do pensamento e na formalizacdo do raciocinio dedutivo dos
aprendizes (BRASIL, 1997).

Nesse sentido, com o desenvolvimento histérico das sociedades, com profundas e
significativas mudangas ocorridas em seus mais variados contextos, dentre eles, 0os contextos
econbmico, ambiental e outros, mobiliza mudanc¢as igualmente significativas no ambito
educacional, principalmente pelas novas demandas sociais geradas, por exemplo, em face ao
contato dos sujeitos com as novas tecnologias e com as novas formas de comunicagéo delas
provenientes.

Diante desse cenério cada vez mais veloz e dindmico, destaca-se o papel da educacéo,
dada a sua importancia para a construgcdo e a promocéo, por exemplo, via ambiente escolar e
universitario, de situacdes didaticas capazes de oferecer aos sujeitos em formacao (inicial e
continuada) - sejam eles professores, estudantes ou gestores -, condi¢fes de nela se manterem

ativos e produtivos.

2 Ranking: intervalo no ranking considerando todos os paises/economias participantes.
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Ainda mais, a facilidade de acessar, selecionar e processar informacoes, resultante dos

avancos tecnologicos,

esta permitindo descobrir novas fronteiras do conhecimento, nas quais
este se revela cada vez mais integrado. Integradas sdo também as
competéncias e habilidades requeridas por uma organizagdo da
producdo na qual criatividade, autonomia e capacidade de solucionar
problemas serdo cada vez mais importantes, comparadas a repeti¢éo de
tarefas rotineiras (BRASIL, 2000. p. 58).

Nesse sentido, busca-se, entdo, a integracdo, em oposicdo a fragmentagcdo e
segmentacdo, as quais, insistentemente, mantém-se no ensino de disciplinas tais como a
Matematica.

A Matematica esta inserida nessa conjuntura, seja pelas demandas sociais, seja pelos
indices negativos, resultantes do desempenho dos estudantes em sala de aula e nas avaliagdes
nacionais.

Em oposicdo as praticas relacionadas a repeticdo e memorizacao, e a procura de algum
modo de diminuir as dificuldades que rotineiramente estdo relacionadas a aprendizagem e
ensino de Matematica, surgem préticas educativas que estimulam a criatividade, espirito
inventivo e a curiosidade. Nesse bojo, a Visualizacdo Matematica, como um modo de ver e
pensar matematicamente, esta incluida na medida em que “sua relevancia na exploragdo e
resolucdo de problemas € incontorndvel permitindo a utilizacdo de estratégias intuitivas e
eficazes que inspiram descobertas criativas” (Zimmermann & Cunnigham, 1991, apud Barbosa,
2009, p. 37).

“Uma das raz0es para investir na implementacao da visualizacdo nas salas de aula esta
associada as habilidades mentais e visuais que 0s alunos vao desenvolver e adquirir” (SANTOS,
2014, p. 21). Costa (2000) acrescenta que a visualizacdo é parte essencial da inteligéncia
humana. No entanto, o uso das estratégias da Visualizagdo Matemética no ensino e
aprendizagem dessa ciéncia encontra empecilhos.

Santos (2014) aponta que esse modo de estruturar 0 pensamento parece ser pouco
praticado por alguns educadores, sendo classificada como simples instrumento de ensino e/ou
auxilio da aprendizagem.

Godenberg et al (1995), nesse sentido, afirma que um curriculo que ignora a
visualizacdo falha ndo somente no desenvolvimento de uma parte substancial do pensamento

dos alunos a servi¢o do raciocinio matematico, mas, principalmente, no que diz respeito a
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capacidade de visualizacdo para explorar e argumentar visualmente (GOLDENBERG et al,
1995, apud LOUREIRO, 2009).

Deduz-se da Tabela 2 que pode existir uma relacdo entre a pouca valorizacdo dessa
forma de pensar matematicamente e o baixo aproveitamento dos estudantes nessa avaliacéo.
Ainda, outra inferéncia € possivel: a falta de utilizagdo da visualizacdo no ensino de
Matematica, aliada ao pouco conhecimento dos estudantes sobre conceitos basicos da
Geometria, dificultam sobremaneira a resolucdo de problemas cotidianos, tais como 0s
presentes no dia a dia escolar, como as avaliacdes citadas; e aqueles relacionados a vida fora
do ambiente escolar, como as situa¢des diarias da vida em sociedade.

Estudiosos afirmam que a visualizagdo, no sentido exposto neste texto, ndo pode ser
reduzida

a mera produgdo ou apreciacdo de figuras ou desenhos, ou mesmo ao
desenvolvimento de conhecimentos no ambito da geometria, pelo contrario,
permite ter uma intuicdo que contribui para a clarificacdo das ideias
matematicas e para a interiorizacdo de conceitos em diversas areas da
matematica (DREYFUS, 1991; HERSHKOWITZ, PARZYSZ &
DORMOLEN, 1996 apud BARBOSA,2009, P 60).

Nesse sentido, sabendo que o pensamento visual é dificil de ser desenvolvido,

parece que é imprescindivel que os processos cognitivos que o acompanham
devam ser clarificados e tornados explicitos, para que se possa ndo sé diminuir
o0s problemas de aprendizagem que normalmente o acompanham como também
identificar os modos de pensamento visual com que os alunos lidam. (COSTA,
2000, p. 180).

Outra metodologia de ensino que esta diretamente relacionada com o desenvolvimento
de habilidades importantes para o desenvolvimento do pensamento matematico é a Resolugéo
de Problemas. Nos Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, parte 11, existe a
recomendac&o de utilizar essa estratégia para o ensino e aprendizagem de matematica, uma vez

que

“A aprendizagem de concepcdes cientificas atualizadas do mundo fisico e
natural e o desenvolvimento de estratégias de trabalho centradas na solugéo de
problemas é finalidade da &rea, de forma a aproximar o educando do trabalho
de investigacdo cientifica e tecnoldgica, como atividades institucionalizadas de
producdo de conhecimentos, bens e servigos”. (BRASIL, 2000, p. 20).

Além do que, centra o estudante na sua aprendizagem e estimula a aprimoramento de
habilidades como criatividade, inovacdo, raciocinio logico, criticidade, capacidade de

argumentacao, entre outras.
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Entendendo que a Visualizacdo Matemaética e a Resolucao de Problemas compartilnam
da capacidade desenvolver nos estudantes habilidades importantes para aprendizagem de
Matematica e cruciais para a vida em sociedade na contemporaneidade, essas metodologias de
ensino e aprendizagem de Matematica foram o objeto de estudo deste trabalho. Assim, esse
trabalho se propde a compreender como esté se dando o ensino e aprendizagem de matematica,
por meio da visualizacdo matemaética atrelada a resolugdo de problemas no pais.

Para tanto, foram analisadas as sele¢c6es do ENEM, tendo como foco os problemas com
maior percentagem de erro e que demonstram carecer da visualizacdo para resolucdo. A
resolucdo de problemas se constitui, nesse universo, como método a ser seguido. Ainda, a
medida que resolvemos os problemas selecionados, disponibilizamos um material que pode ser
atil a quem tiver interesse, principalmente ao professor de matematica da Educacdo Basica,
como meio de auxilio e estimulo para o uso da visualizacdo em sala de aula.

De maneira geral, este trabalho procurou discutir sobre curriculo da educagdo bésica,
por intermédio da andlise do desempenho dos estudantes no ENEM, no que diz respeito a
visualizacdo matematica. Para tanto, discutiu-se sobre resolucdo de problemas, realizou a
resolucdo de problemas selecionados e, ao fim, como citado, foi disponibilizado um material
com a resolucéo dos problemas selecionados.

A presente investigacdo foi assim descrita: no capitulo Introdugdo sdo apresentados o0s
elementos fundamentes da pesquisa, 0s objetivos, uma breve justificativa e andincio dos
aspectos metodologicos.

Na sequéncia, trés capitulos de fundamentacéo teorica:

- No capitulo 2, sdo apresentadas breves consideracdes sobre a educacdo em Matematica
no Pais, partindo das orientagdes nacionais e pesquisas que falam sobre o tema.

- O capitulo 3 aborda os aspectos gerais sobre Visualizacdo Matematica, a partir de
pesquisas sobre o tema.

- Ja o capitulo 4 buscou discorrer sobre resolucdo de problemas na visdo de Larson
(1983).

Nos capitulos seguintes sdo explicitados os aspectos metodoldgicos; o item Resultados
e Discusséo - que prevé o confronto da fundamentacéo tedrica com os dados encontrados na

pesquisa; as Consideracdes Finais e as Referéncias utilizadas.
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2 ENSINO E APRENDIZAGEM DE MATEMATICA

Neste capitulo discorremos sobre o0 ensino da matematica na educacao basica, com foco,
principalmente, na legislacdo vigente e na visualizacdo matematica. Expressfes como
representacdo geomeétrica e representacdo visual sdo utilizadas e entendidas como inclusas na

visualizagdo matematica, a qual sera melhor discutida no capitulo seguinte.

2.1 Orientacdes Curriculares para o Ensino de Matematica: Documentos Oficiais

Os objetivos do ensino e aprendizagem em Matematica, como das outras ciéncias, estdo
diretamente relacionados ao que a sociedade espera dos sujeitos que participam desse processo
de ensino. Assim, esses objetivos refletem aspectos de ordem social e politica, como também
traduzem os saberes cientificos, bem como relacionam-se com as teorias educacionais que se
consolidam e se refazem ao longo da histéria da sociedade.

Historicamente, o ensino de Matematica é considerado engessado numa préatica que
privilegia a memorizacdo de algoritmos e aplicacdo deles por meio de exercicios, sem atingir a
representacdo simbdlica do conhecimento matematico que estd por tras dessa aplicacdo. O
mesmo se aplica ao estudo dos axiomas, postulados, proposi¢cdes e teoremas, 0s quais Sdo
constituidos de forte teor histérico, e que se consolidaram em anos de estudos e pesquisas das
diversas sociedades pelo mundo. Assim, a abstracdo que integra o escopo préprio da
Matematica ndo € atingida e, dessa forma, é favorecida a aplicacdo dos simbolos que sdo
exprimidos do conhecimento matematico.

Segundo Lorenzato (1995), esse engessamento pode estar relacionado a formacdo de
professores que privilegiam uma formacdo centrada, semelhante ao que ocorre na Educacéo
Basica, em procedimentos de técnicas algebrizadas, na utilizacdo exclusiva e ingénua do livro
didatico como material de ensino e, provavelmente o mais relevante, a concep¢do de uma
Matematica como ciéncia rigida, I6gica e algoritmica. Constata-se, assim, que o0 ensino de
Matematica tem se caraterizado como uma aritmetizagdo do raciocinio.

Nesse sentido, as institui¢cdes de ensino, sejam elas Universidades, Institutos ou Escolas,
sdo por exceléncia, locais que permitem aos sujeitos ter contato com os saberes cientificamente
organizados, ainda mais, permite que se faca a “mediacdo entre os conceitos cotidianos e
cientificos” (MORAES e MOURA, 2009, p. 99). Isto ¢, “pela mediagao da escola, da-se a
passagem do saber espontaneo ao saber sistematizado, da cultura popular a cultura erudita”.

(SAVIANI, 1991, apud MORAES e MOURA, 2009, p.99).
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A partir desses pressupostos, € inevitavel se pensar no curriculo de matemaética para
Educagdo Basica. Em consondncia com o exposto acima, Brasil (2000), afirma que, faz-se
necessario uma reforma curricular, pois, até a proposta desse novo parametro curricular, tinha-

se a escola com um curriculo que pretende formar os sujeitos

por meio da imposicdo de modelos, de exercicios de memorizagdo, da
fragmentacdo do conhecimento, da ignorancia dos instrumentos mais
avancados de acesso ao conhecimento e da comunicacdo. Ao manter uma
postura tradicional e distanciada das mudangas sociais, a escola como
instituicdo publica acabara também por se marginalizar (BRASIL, 2000, p.
12).

Espera-se, de modo geral, que a aprendizagem de Matematica, bem como o seu ensino,
permita aos sujeitos se reconhecerem numa sociedade em profundas mudangas, com forte
aparato tecnoldgico, competitiva e que saiba utilizar os conhecimentos matematicos para o
desenvolvimento dessa mesma sociedade. Assim, 0s sujeitos tornam-se ativos e conscientes do
seu papel social diante das suas relagdes com o meio.

Portanto, almeja-se um ensino que favorega “o desenvolvimento de capacidades de
pesquisar, buscar informacdes, analisa-las e seleciona-las; a capacidade de aprender, criar,
formular, ao inves do simples exercicio de memorizacdo” (BRASIL, 2000, p. 5). Além disso,
espera-se também desse ensino “a preparacao cientifica e a capacidade de utilizar as diferentes
tecnologias relativas as areas de atuacdo”( BRASIL, 2000, p. 5).

Nesse sentido, busca-se uma formacao na Educacdo Bésica que estimule a criatividade,
0 espirito inventivo, curiosidade e posicionamento critico a fim de se formar identidades que
sejam capazes de conviverem com o incerto e o imprevisivel de forma a sempre estar inquieto
diante das imposic¢des socialis.

Os parametros curriculares citados demonstram com argumentos solidos que a

sociedade exige um padréo de ensino e aprendizagem diferente do tradicional, e afirma que

A nova sociedade, decorrente da revolucdo tecnoldgica e seus
desdobramentos na produgdo e na é&rea da informacdo, apresenta
caracteristicas possiveis de assegurar a educacdo uma autonomia ainda nédo
alcancada. Isto ocorre na medida em que o desenvolvimento das competéncias
cognitivas e culturais exigidas para o pleno desenvolvimento humano passa a
coincidir com o que se espera na esfera da producéo. ( BRASIL, 2000. p. 11).
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Podemos alargar o significado do termo producdo do fim da ultima citacdo, a fim de
alcancar relaces sociais que véo além do sentido trabalho, vez que a Matematica surgiu no seio
dos problemas cotidianos e reflete a beleza da natureza em suas mdaltiplas formas.

N&o é objetivo deste trabalho aprofundar quais conhecimentos Matematicos tém relacéo
direta com a vida em sociedade, mas, diante dessa discussédo, € pertinente citar alguns deles,
tais como: célculos de porcentagem — compras diversas com desconto e parcelamento;
exponencial e matematica financeira — compra de imoveis, aplicagdes bancarias; entre outras
infinidades de aplicacGes e analise e previsdo de fenbmenos naturais ou sociais.

Além do que, a

Matematica é uma ciéncia que estuda relacdes. E também uma maneira de
pensar. Ao longo da histdria, a Matematica desenvolveu sistemas de
representacdo e modelos de analise que nos permitem pensar sobre os eventos
e fendmenos, fazendo analises que ndo seriam possiveis sem esses sistemas
de representacdo. Por isso, 0 ensino da Matematica ndo interessa apenas aos
matematicos ou aos futuros matematicos, mas a todos (Campos e Nunes, 1994,

p. 2).

Assim, apesar de ser uma ciéncia abstrata, a Matematica também é concreta, isto é,
busca dar conta de aspectos do real, ainda mais por se constituir como uma linguagem formal
de expressdo de diversas ciéncias. Logo, deve-se considerar a necessidade de o curriculo escolar
contemplar competéncias que perpassam a aprendizagem pura e seca dos conhecimentos
matematicos, alcancando patamares superiores e necessarios a vida em sociedade, para o
exercicio da cidadania e desempenho, inclusive, das atividades profissionais. Nesse bojo estdo
incluidos os saberes tecnoldgicos e cientificos.

O PCN do Ensino Médio — bases legais- (Brasil, 2000, p 11) esclarece que competéncias

devem ser desenvolvidas nessa etapa de ensino. Podemos citar:

1) Da capacidade de abstracao;

2) do desenvolvimento do pensamento sistémico, ao contrario da compreensao parcial e
fragmentada dos fenémenos;

3) da criatividade;

4) da curiosidade;

5) da capacidade de pensar multiplas alternativas para a solugdo de um problema, ou seja,
do desenvolvimento do pensamento divergente;

6) da capacidade de trabalhar em equipe;

7) da disposicao para procurar e aceitar criticas;
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8) da disposicéo para o risco;
9) do desenvolvimento do pensamento critico;
10) do saber comunicar-se;

11) da capacidade de buscar conhecimento.

Nota-se que todas essas competéncias estdo relacionadas ao se aprender Matemaética.
Uma vez que, quando o aprendiz estd diante de uma situacdo nova, de um determinado
conhecimento matematico, € comum que se percorra todas as competéncias elencadas acima.
Assim, essa ciéncia, no seu cerne, tem a capacidade natural de desenvolver nos sujeitos as
competéncias citadas. Basta para isso, 0 aprendiz ter os estimulos necessarios.

Nesse contexto, percebe-se que essas competéncias sao transpostas do ambiente de sala
de aula para todos os contextos sociais, como por exemplo o politico, do exercicio da cidadania
e 0 produtivo, entre outros. Logo, sdo situacOes aprendidas nas institui¢es de ensino e aplicadas
na vida em sociedade.

A linguagem Matematica, como outras linguagens verbais e ndo verbais, expressa-se
como meio de “partilhar informagdes, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes
contextos e produzir sentidos que levem ao entendimento mutuo” (BRASIL, 2018, p. 8).

Esse discurso esta de acordo com o preconizado pela Lei de Diretrizes e Bases da
Educacdo Bésica (LDB), em seu artigo 35, secdo V, onde se diz que as metodologias e as formas

de avaliacdo serdo organizadas de tal modo que o educando demonstre:

I - dominio dos principios cientificos e tecnolégicos que presidem a producéo
moderna;

Il - conhecimento das formas contemporaneas de linguagem:;

Il - a preparacdo bésica para o trabalho e a cidadania do educando como
pessoa humana, incluindo a formag&o ética e o desenvolvimento da autonomia
intelectual e do pensamento critico;

IV - a compreensao dos fundamentos cientifico-tecnoldgicos dos processos
produtivos relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada disciplina.

Dando énfase ao inciso Ill, a almejada autonomia intelectual e do pensamento critico
sdo habilidades que se pretendem alcancar no ensino e aprendizagem de Matemaética, tendo em
vista que sdo caracteristicas necessarias para o entendimento dessa ciéncia e fazem parte de
uma formacéo coerente e aceitavel para vida em sociedade como exposto pelos PCNs.

Ainda mais, reforcamos que, a Matematica como ciéncia do cotidiano, que modela
diversas situagdes reais e imaginarias, traz consigo uma relacao direta com a vida em sociedade,

seja em relacdo aos seus conhecimentos ou a sua relagdo com as outras ciéncias. Além do mais,
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possivelmente, ndo existe nenhuma atividade da vida contemporénea, da
musica a informatica, do comércio a meteorologia, da medicina a cartografia,
das engenharias as comunicacgdes, em que a Matematica ndo compareca de
maneira insubstituivel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar
compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tensbes, frequéncias e quantas
outras variaveis houver (BRASIL, 2000, p.9).

A procura de alcancar a educacdo proposta acima, a resolucdo CNE/98 aponta que as
competéncias ditas essenciais, que o educando deve desenvolver, estdo relacionadas
diretamente com a Matematica. Habilidades de carater grafico, geométrico, algébrico,
estatistico, probabilistico sdo claramente expressas em seus objetivos educacionais. (BRASIL,
2000).

Os PCNs também enumeram carateristicas que o ensino de Ciéncias, Matematica e Suas

Tecnologias devem possuir, dentre elas temos:

1)  Ler e interpretar textos de Matematica.

2)  Ler, interpretar e utilizar representacdes matematicas (tabelas, gréaficos,
expressdes etc).

3)  Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para
linguagem simbodlica (equagoes, graficos, diagramas, formulas, tabelas etc.)
e vice-versa.

4)  Exprimir-se com corre¢cdo e clareza, tanto na lingua materna,
como na linguagem matematica, usando a terminologia correta.

5)  Produzir textos matematicos adequados.

6)  Utilizar adequadamente 0s recursos tecnoldgicos como instrumentos
de producdo e de comunicacao.

7)  Utilizar corretamente instrumentos de medicéo e de desenho. (BRASIL,
2000, p.46)

Daremos énfase aos itens 1,3 e 7, vez que sdo pontos chaves deste trabalho.

A partir dos itens elencados, percebe-se que os PCNs deixam claro a necessidade de
uma visao geométrica dos problemas matematicos, sejam eles de qualquer natureza, com
excecdo daqueles que possuem notadamente a expressao algébrica como seu cerne.

Mais especificamente no item 3) os legisladores demonstram que a passagem da
linguagem simbdlica para a geométrica, entre outras, bem como inverso, deve ser préatica
comum entre os estudantes. Entendemos linguagem geomeétrica, como sera melhor explicado
no capitulo 3, deste texto, como sendo toda representacdo visual de um problema ou

conhecimento matematico, sejam eles: gréaficos, tabelas, figuras, etc.
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A partir desse momento, nos referiremos ao termo representacgéo visual como sendo toda
representacdo geométrica de problemas e conceitos matematicos. No capitulo 3, incluiremos o
termo Visualizacdo Matematica, que engloba a representacdo geomeétrica.

O item 1), por si sO ja orienta a utilizacdo dos recursos visuais — representacao
geométrica/ visualizagdo Matematica.

Nesse sentido, os PCN+3, igualmente, citam caracteristicas do ensino de Matematica, as
quais sdo complementares as encontradas nos PCNs. Uma delas diz que é objetivo a ser
alcancado no Ensino Médio que os estudantes possam “Ler, articular e interpretar simbolos e
codigos em diferentes linguagens e representacdes: sentencas, equacdes, esquemas, diagramas,
tabelas, gréaficos, arvores de possibilidades, desenhos e representacdes geométricas” (BRASIL,
2002, p. 114).

No entanto, esse documento mostra que essa competéncia vai além de usar uma ou outra
representacdo matematica, visto que se espera que 0s estudantes possam refletir criticamente
sobre esse uso, visto que, eles devem ser capazes de transitar entre uma forma de representagéo
e outra, além de julgar qual das formas de representacdo é mais pertinente diante da situacédo
problema, reconhecendo os limites e possibilidades do uso de cada representagdo, como
assinala o PCN+.

N&o somente 0s PCNs do ensino médio tém a representacdo visual como objetivo a ser
alcancado pelo ensino e aprendizagem de Matematica, ha outros documentos oficiais que
igualmente orientam quanto a utilizacdo desse recurso em sala de aula

Antes de mostramos gque 0os PCNs do ensino fundamental também seguem essa 6tica, a
fim de familiarizar o leitor que ndo tenha tido acesso a esses parametros, informamos que este
documento é composto, em linhas gerais, por dois documentos. O primeiro contempla as séries
iniciais, 12 a 42, e o segundo, as finais, 5% a 8%. Os pardmetros para séries iniciais sdo
subdivididos em primeiro e segundo ciclos, além de fornecer analises sobre o ensino e
aprendizagem de matematica e oferecer orientacfes didaticas.

Nos dois documentos citados, encontram-se a mesma orientacdo quanto a visualizacéo
para o ensino e aprendizagem de matematica, indicando que é objetivo do ensino fundamental,

em qualquer ciclo, que os estudantes sejam capazes, dentre outras habilidades de utilizar as

3 Este documento nacional traz de orientagdes educacionais complementares aos Parametros Curriculares
Nacionais.

4 Nesse texto citamos séries iniciais, 12 a 4%, e séries finais, 5% e 82, pois 0 documento foi publicado anteriormente
a alteragdo de 8 séries para 9 anos como composic¢ao do Ensino Fundamental.
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diferentes linguagens, dentre elas a verbal, matemaética, grafica, corporal, entre outras, como
veiculo para expressar ideia, interpretar e usufruir das producdes culturais. (BRASIL, 1997).

Mais ainda, ao longo dos documentos, os PCNs trazem meng¢des a0 uso desse recurso
nas aulas de matematica, por exemplo os pardmetros do Ensino Fundamental séries iniciais
enunciam que, ao fim do primeiro ciclo e do segundo ciclo, os estudantes devem utilizar
diferentes registros graficos, sejam eles desenhos, esquemas ou a propria escrita numérica, para
expressar ideias, ter subsidios para resolucéo de problemas e comunicar estratégias e resultados.
(BRASIL, 1997).

Interpreta-se que, desde os primeiros contatos do estudante com a Matemaética escolar,
ha a preocupacdo dos legisladores de que esse sujeito tenha experiéncias que favorecam o uso
da visualizagdo como veiculo e suporte para compreensao dos aspectos inerentes aos conceitos
matematicos e resolucdo de problemas. Além disso, fica evidente que ao utilizar esses recursos,
0 estudante aprende a utilizar o raciocinio 16gico matematico e transpor para o seu dia a dia, na
resolucdo dos problemas diérios, as estruturas mentais que foram desenvolvidas a partir do
contato com esses meios de raciocinio.

Ainda, ao longo desse documento, em consonancia com esse pensamento, entende-se
que no ensino de Matematica destacam-se dois aspectos centrais basicos: o primeiro deles
consiste em observagdes do mundo real com representacGes diversas, por exemplo, figuras,
tabelas, gréficos; e o segundo consiste em relacionar essas representacbes com os principios e
conceitos que norteiam a Matematica em suas multiplas formas. Assim sendo, o estudante deve
utilizar com eficiéncia representacdes graficas, desenhos, construcdes e aprender a organizar e
tratar os dados matematicos advindos dessas representacdes. E, para tanto, esse sujeito deve
utilizar o conhecimento matematico e fazer o maior nimero possivel de relacdes entre eles,
além de selecionar, organizar e produzir informac6es relevantes e interpreta-las e avalia-las
com a criticidade necessaria (BRASIL, 1997, p. 15).

Acredita-se que o contato com as diversas formas de representar o saber matematico
(algumas delas foram citadas nos paragrafos anteriores) proporciona aos estudantes realizar
relagbes importantes. Nesse sentido, as relagdes citadas, as quais séo resultantes das suas
experiéncias académicas, podem ampliar os significados que esses sujeitos possuem acerca do
mundo e do conhecimento matematico, aprimorando o potencial de abstracdo que se faz
necessario para aprendizagem dessa ciéncia.

Ao contrario da forma que, insistentemente, o ensino de aprendizagem de Matematica
se da - privilégio de atividades de memorizacdo que, por muitas vezes, sdo desprovidas da

compreensdo que se faz necessaria para aprendizagem de Matematica -, acredita-se que a
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aprendizagem dessa ciéncia deve estar centrada na construcdo de significados, no pensamento
criativo, em desenvolver o pensamento dedutivo/indutivo, no trabalho com analogia e em fazer
observacdes sistematicas.

De forma semelhante, para os ciclos 3 e 4, contidos nos PCNs do Ensino Fundamental
(5% a 82 séries), temos que os estudantes devem, nessa etapa de ensino, no campo da &lgebra,
ser capazes de realizar traducbes de aspectos visuais como tabelas e graficos e fazer a
transposicao para linguagem algébrica e vice e versa. Ainda, a partir dessa traducao, devem ser
capazes de generalizar regularidades percebidas nesse processo. (BRASIL, 1998).

Observa-se que, independentemente do conhecimento matematico a ser estudado, seja
no campo da Algebra, da Geometria, entre outras areas da Matematica, ha a orientacdo de que
0 uso da visualizacdo favorece o desempenho dos estudantes. Essa orientacdo tem como
objetivo principal favorecer ambientes de aprendizagem que permitam aos aprendizes serem
capazes de estabelecer relacdes e abstragdes necessarias para a compreensdo do conhecimento
matematico.

A partir das relagcbes citadas, o aprendiz pode realizar observagdes sistematizadas,
selecionar, organizar e produzir informacdes que julga ser relevantes, para, por fim, interpreta-
las criticamente. Como resultado dessa préatica, espera-se que esse sujeito possa dar significados
relevantes ao conhecimento estudado.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), por exemplo, no campo espagos, tempos,
guantidades, relacGes e transformacdes, reservado a educacdo infantil, informa que os
educandos dessa etapa de ensino devem, entre outros, “identificar e registrar quantidades por
meio de diferentes formas de representagdo (contagens, desenhos, simbolos, escrita de nimeros,
organiza¢do de graficos basicos)” (Brasil, 2018, p. 56). Isto €, desde a educacdo infantil a
representacdo geométrica esta presente na interpretacdo dos saberes matematicos, neste caso,
do mundo fisico.

No Ensino Fundamental, neste mesmo documento, ndo é diferente. O estudo da
Matematica, nesta etapa de ensino, é subdividido em Unidades Tematicas, quais sejam: 1)
Nameros, 2) Algebra, 3) Geometria, 4) Grandezas e Medidas e 5) Proporcionalidade e
Estatistica. Cada uma possui uma finalidade especifica, no entanto, todas citam o pensamento
geométrico/representacdo visual quando da definicdo e o que se pretende estudar nessas
unidades. Com excecdo da tematica Numeros, vez que, diz-se que na verdade essa tematica
deve estar presente nas outras aqui citadas.

Por exemplo, para Unidade Teméatica Algebra, os legisladores afirmam que, para o

alcance das habilidades que séo fins dessa Unidade, os alunos devem identificar regularidades
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e padrdes de sequéncias numéricas e ndao numéricas, estabelecer leis matematicas que
expressem a relagéo de interdependéncia entre grandezas em diferentes contextos, bem como
criar, interpretar e transitar entre as diversas representacdes graficas e simbolicas, para resolver
problemas por meio de equacgdes (BRASIL, 2018).

Quanto ao ensino medio, nesse documento, evidenciam que as competéncias que 0s
estudantes devem desenvolver nessa etapa de ensino devem estar associadas ao termo
representar. Que neste caso, pressupfe a elaboracdo de registros para evocar um objeto
matematico. Apontam, ainda, que apesar de essa acdo ndo ser exclusividade da Matematica,
vez que todas as &reas do conhecimento tém suas formas de representar os saberes
sistematizados, nessa area € possivel verificar de forma evidente e inequivoca a importancia
das representacdes para o entendimento de fatos, ideias e conceitos (BRASIL, 2018).

Notoriamente, 0 acesso ao saber matematico se da por meio da representacdo, tendo em
vista que, em Matemaética, o uso dos registros de representacdo e das diferentes linguagens &,
muitas vezes, necessario ou essencial para a compreensdo, resolu¢do e a comunicacdo de
resultados de uma atividade ou, ainda, dos conceitos proprios dessa ciéncia.

Por esse motivo, a BNCC reforca que € esperado dos estudantes o conhecimento dos
diversos registros de representacdo e que sejam capazes de utiliza-los eficientemente e com
flexibilidade para modelar situagdes diversas por meio da linguagem especifica da matematica,
verificando quais recursos sdo mais apropriados na busca de solugdes dos problemas e,
conjuntamente, alcancar o desenvolvimento do proprio raciocinio. (BRASIL, 2018)

Entendemos que a representacdo citada diz respeito a todo registro matematico
disponivel para a compreensdo e resolucdo dos problemas, incluindo, neste caso, 0s de
representacdo visual/geométricos. Inclusive, para reforcar o nosso entendimento e
posicionamento, ao longo do mesmo documento, os legisladores citam como registros de
representacdes matematicas: o algébrico, 0 geométrico, o estatistico, o0 computacional, entre
outros.

A partir dos documentos citados, podemos perceber que desde 1995 existem orientacGes
para o uso da representacdo visual em matematica, demonstrando que ndo € um tema novo. No
entanto, como vimos no inicio desse capitulo, ndo é uma pratica corriqueira no ensino basico,
vez que o ensino de matematica ainda esta enraizado numa metodologia tradicionalmente
focada na realidade do conhecimento segmentado, no privilégio da memorizacédo
indiscriminada de algoritmos e falta da construgéo efetiva das abstragcdes necessarias.

Conclui-se também que as orientacGes ndo se resumem a uma etapa especifica da

educacéo basica, pelo contrario, esta presente desde a educacao infantil até o ensino médio. Isso
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mostra que se efetivas, praticas que favorecam contextos educativos como 0s que a
representacdo visual esteja presente, os estudantes seriam familiarizados com essas préaticas
desde o inicio da educacao formal e, consequentemente, poderiam, com maior probabilidade,
ser capazes de utiliza-las e aproveitar os beneficios que desse uso podem suscitar.

Reforcamos que ndo € de interesse deste trabalho propor uma solucéo para todos os
problemas do ensino e aprendizagem de Matematica, mas disponibilizar uma proposta, de
acordo com a legislacéo vigente da educacéo basica, que aumente o rol das possibilidades desse
ensino, no que se refere ao modo que insistentemente ainda acontece atualmente. Entendemos
que a medida que formas diferentes de apresentar os saberes matematicos sdo utilizadas em seu
ensino, pode-se atingir um maior nimero de sujeitos que necessitam de aprender de modo
diferente do usual e, assim, desmitificar a ideia de que a Matematica dita basica é inatingivel.

E possivel, inclusive, fazermos uma relacdo com a falta de utilizacdo de recursos
diversos na educacdo bésica nas aulas de Matematica, com a também falta ou escassa utilizacdo
desses recursos em cursos de formacdo de professores. Nesse sentido, torna-se dificultoso que
o0 professor que ndo teve contato com esses recursos em sua formacéo seja capaz, por si so, de
utiliza-los com propriedade e confianca.

Acreditamos que pesquisas como esta que nos propusemos a fazer, sejam meios de
divulgar esse saber matematico e que podem servir de inspiracao para professores e alunos que
se interessem pelo tema.

A seguir, discutiremos sobre as definicdes e tipos de visualizacbes matematicas.
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3 VISUALIZACAO MATEMATICA: TEORIAS, CONCEPCOES E TIPOLOGIA

3.1 Consideracdes sobre visualizagdo matematica

A visualizacdo matematica é tema fertil de pesquisas ha algum tempo. Pesquisadores
como Cifuentes e Santos (2019), Flores, Wagner e Buratto (2012), Alencar, Candido e Farias
(2019), Leivas (2009), entre outros, estudam esse método de pensar matematico e demonstram
sua aplicabilidade.

Esse campo de pesquisa ndo é de interesse apenas nacionalmente, tendo pesquisas como
as de Barbosa (2009) e Gordo (1993), realizadas internacionalmente, evidenciando a
necessidade e sucesso da aplicacdo da visualizacdo no ensino basico Portugués.

No banco de dissertagdes do Mestrado Profissional em Rede Nacional - PROFMAT,
por exemplo, temos pesquisadores que se debrucaram sobre esse estudo. Dentre eles podemos
citar Albuquerque (2017), Santana (2019), Nicotera Junior (2017), e Santos (2015).

Como vimos no capitulo anterior, a legislacdo da educagdo basica orienta quanto a
utilizacdo desse recurso nas aulas de matematica. Argumentos como 0s de que a Matematica
dispde de ferramentas de visualizacdo que por si s6s permitem a compreensdo ou demonstracdo
de relac@es, regularidades ou propriedades (BRASIL, 1998, p 45), isto é, imagens sdo repletas
de significados matematicos, foram evidenciados em capitulos anteriores deste texto, mas se
torna pertinente deixar claro essa orientacdo para o encadeamento légico desse capitulo.

Assim, ha o reconhecimento de que

a visualizacdo e a leitura de informacdes graficas em Matematica sdo
aspectos importantes, pois auxiliam a compreensdo de conceitos e 0
desenvolvimento de capacidades de expressdo graficas. A
disponibilidade de modernos recursos para produzir imagens impde a
necessidade de atualizagdo das imagens matematicas, de acordo com as
tendéncias tecnoldgicas e artisticas, incorporando a cor, os graficos, a
fotografia, assim como a importancia de ensinar os alunos a fazer uso
desses recursos. (BRASIL, 1998, p. 46)

Esse pensamento esta de acordo com o raciocinio de Cifuentes (2010), ao argumentar
que se torna possivel, por meio de técnicas de visualizacdo, diagnosticar conceitos, formas,
simetrias, semelhancas, bem como argumentar, utilizando o raciocinio visual. Isto quer dizer
que, visualizar ndo ¢é apenas ver o visivel, é principalmente tornar visivel, usando o raciocinio

visual e abstragdo, isto é, a representacdo simbdlica do conhecimento matematico.
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O teorema de Pitagoras € um exemplo amplamente conhecido no meio matematico e
dispomos hoje de algumas maneiras que usam a geometria®> como forma de demonstra-Io®.

Se transpormos para sala de aula, perceberemos que é frequente a algebrizacdo de
conhecimentos geométricos, como o teorema de Pitagoras, citado anteriormente, em que este
teorema se traduz da seguinte forma:

Teorema de Pit&goras:

Dado um triangulo retangulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa € igual a soma
dos quadrados dos comprimentos dos catetos. Sendo a, b e ¢, as medidas da hipotenusa e dos

catetos, respectivamente, de um triangulo retangulo, temos que

a? = b? + c2. (1)

No entanto, esquece-se que por trds desse resultado existe a geometria que,
historicamente, foi a responséavel para consolidacdo desse e de tantos outros conhecimentos
matematicos. Podemos citar também as constru¢des com régua e compasso de Euclides, como
visto nos estudos de Roque (2012).

Lorenzato (1995) afirma que, em uma parcela consideravel de casos, a Geometria é
apresentada como um conjunto de defini¢bes, propriedades, nomes e formulas, desconectada
de qualquer aplicacdo ou explicacdo historica ou ldgica ou, ainda, é reduzida a poucas formas
banais de representacdo do mundo.

A perspectiva que tomamos neste trabalho é a da apresentacdo do pensamento
matematico por meio da geometria, de modo a que seja possivel a geometrizacdo do
pensamento matematico, como defende Cifuentes (2010). Assim, a geometria, ou
geometrizacdo do pensamento matematico, mostra-se como forma interessante de enxergar
muitos conceitos matematicos, articulando aspectos formais e intuitivos.

Diante desse contexto, Lorenzato (1995, p 5) lanca um questionamento muitissimo
pertinente, o qual para nos traduz a situacdo do ensino tanto da geometria, quanto do uso da
visualizagdo matematica, nas aulas de matematica e que a resposta ndo se concebe facilmente.

Vejamos: “Onde colocar o ponto de equilibrio dindmico entre o intuitivo e o dedutivo, 0

> Quando citamos geometria, incluimos a visualizagdo matematica como meio de compreenséo e demonstracéo de
teoremas, proposi¢des, entre outros, no vasto campo da Matematica.

® Mostraremos uma maneira da demonstracio dessas formas para que o leitor se familiarize como o tema, caso
ndo seja de conhecimento de demonstracdes desse tipo.
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concreto e o abstrato, o experimental e o 16gico, tendo em vista uma aprendizagem significativa
da Geometria” (Lorenzato, 1995, p. 5).

Como afirmamos, conceber uma resposta para o questionamento apontado nao é facil,
entretanto, o pesquisador aponta uma necessidade de reestruturacdo do ensino da Geometria
(Lorenzato, 1995), o que perpassa, também, pelo ensino com uso da visualizacdo matematica,
uma vez que, esses conhecimentos matematicos possuem relagdo estreita e de dependéncia.
Essa reestruturacdo pode favorecer contextos de ensino e aprendizagem que podem desmitificar
a dualidade existente entre os aspectos citados por Lorenzato, mitigando a distancia entre eles.

Esse pensamento direciona, como aponta Santos (2014), para a compreensao de uma
geometria, como linguagem de conceitos analiticos, algébricos e, por si s6, geométricos,
conduzida pelo pensar matematicamente, na busca de desenvolver um ensino com significados,
rico em argumentacdo e com conexdo entre o saber matematico (seja ele algébrico, analitico,
entre outros), 0 geomeétrico e a visualizagéo.

Ainda, Flores, Buratto e Sztajn (2011) ressaltam que o ensino e aprendizagem de
matematica, pautado na relacdo entre os conhecimentos geométricos e as praticas visuais,
poderia construir uma educacdo matematica significativa e critica e alcancar patamares
desejaveis para a educagdo que se faz necesséaria numa sociedade cada vez mais dindmica e que
proporcionam problemas cada vez mais complexos.

Uma aprendizagem critica, nesse sentido, constitui-se como objetivo primeiro ao se
utilizar a visualizacdo matematica como recurso de ensino. Trata-se ndo somente de apresentar
0 problema visualmente, mas entender os aspectos cognitivos que podem suscitar ao fazer com
que os estudantes tenham contato com as representacfes matematicas da realidade e,
principalmente, as relacGes (matematicas, l6gicas, dedutivas, do cotidiano, dos conhecimentos
prévios, etc) que sdo advindas desse processo.

Além disso, permite que os estudantes entendam de onde advém a aplicacdo de um
algoritmo e, acima de tudo, possibilita uma resolu¢cdo mais construtiva e dedutiva, sem perder,
é claro, o rigor matematico que é o cerne dessa ciéncia.

Ao se falar em resolucéo construtiva, a autonomia que resulta dessa préatica ndo pode
deixar de ser mencionada, uma vez que é inegavel que construcbes e pensamentos
diversificados podem surgir do ensino de matematica que tenham como base a visualizagdo
matematica. Essa diversidade esta diretamente relacionada com a vivéncia e experiéncia dos
estudantes com a propria matematica, pois é sabido que essa ciéncia é feita de relagoes, isto &,
o0s saberes matematicos estdo relacionados de alguma forma entre si. Assim, a criatividade de

cada estudante suscita formas matematicas distintas de resolver os problemas.
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Dessa forma, autonomia e criticidade andam juntas no fazer e entender matematica por
meio da visualizagdo matematica. Esse pensamento esta de acordo com os PCNs do Ensino
Médio, parte I, (Brasil, 2000) ao esperar que a educacdo deve propiciar desenvolvimento da
capacidade de aprender, como processo continuo, da autonomia intelectual e do pensamento
critico, isto €, a flexibilidade deve estar presente na adaptacdo diante dos problemas
matematicos, a qual, como vimos anteriormente, reflete sobremaneira na vida do estudante e
sua acao na sociedade.

Logo, pensar em implementar contextos em que a visualizagdo esteja presente, parece
suscitar nos estudantes capacidades matematicas e cognitivas relevantes, ao ponto de fazer
conex&o entre o aprendido na escola e o cotidiano.

Diante do exposto até o momento, é pertinente mostrarmos algumas definicdes de

visualizacdo, bem como indicarmos a que tomaremos como base para esta investigacao.

3.2 Definicao de visualizagéo

Como mencionamos, a visualizagdo matematica tem sido rotineiramente estudada,
tendo como resultado uma multiplicidade de conceitos relacionada a esse termo. Santos (2014)
em suas pesquisas, inclusive, traz, entre 1986 a 2010, algumas abordagens de conceitos.

Os conceitos se mostram ndo lineares, mas se resumem, de alguma forma a

Processos de construgdo e transformagdo de imagens visuais mentais; uma
atividade cognitiva que € intrinsecamente semidtica; processo de formacao de
imagens (mentais, com lapis e papel, ou com o auxilio de tecnologias) e
utilizacdo dessas imagens para descobrir e compreender matematica; forma de
pensamento que torna visivel aquilo que se vé, extraindo padrbes das
representacdes (FLORES, WAGNER e BURATTO, 2012 p. 40).

Corradi e Franco (2020, p.33) observam que em um levantamento realizado por Buratto
(2012), foram listadas dezoito concepgdes de visualizagdo em educacdo Matematica,
entendendo que a visualizagdo perpassa o simples ato de ver ou da percepgéo.

Destacamos, a partir dessas interpretagdes da visualizacdo matematica, que a capacidade
visual se relaciona ndo somente com a forma, mas com o0 processo em si, que vai desde uma
questdo puramente mental a uma figura, ou representagdo de um problema, escrito. Isso quer
dizer que, essa capacidade visual “envolve a visualizaco e a translagéo de relagdes abstractas
em formacdo ndo figurativa para termos visuais. Inclui também a manipulagéo e transformagao
de representacdes e imagens visuais” (BISHOP, 1980, p. 184 apud GORDO, 1993, p.32).
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Para fins desse trabalho, utilizaremos a concepgdo de visualizacdo segundo o0s
pesquisadores Duval e Gutiérrez. Conforme Corradi e Franco (2020) as ideias desses
pesquisadores sobre a tematica se complementam, além de ambos entenderem que se trata de
um processo matematico que deve ser incentivado. Vejamos a seguir as concepcdes dos autores.

Para Duval (1999b) a visualizagdo ¢ entendida como “uma atividade cognitiva que ¢é
intrinsecamente semidtica” (DUVAL, 1999b, p. 13, apud CORRADI e FRANCO, 2020, p.34).
Além disso, Duval (2015) afirma para que visualizacdo seja efetiva, deve existir uma integracédo
entre duas funcbes: a heuristica, que se relaciona a uma desconstrucdo dimensional, e a
discursiva, relacionada as propriedades matematicas. Ainda, para ser consubstanciada, a
visualizacdo, quando necessario, passa por uma funcdo de suporte para verificagcdes concretas,
como por exemplo, medicdes, calculos, etc. (CORRADI e FRANCO, 2020, p.34).

Enquanto, Gutiérrez amplia o significado de visualizacdo, ao considera-la como “um
tipo de atividade de raciocinio baseada no uso de elementos visuais ou espaciais, seja mental
ou fisico” (GUTIERREZ, 19968 p. 10, apud CORRADI e FRANCO, 2020, p.34). Tal
ampliacdo integra quatro elementos: imagens mentais, as representacdes externas; as acoes de
interpretacdo de informacdes para geragdo de imagens e também a “leitura” de imagens para
obtenc&o de informac0es a partir dessa leitura; e as habilidades para a visualizacdo. (CORRADI
e FRANCO, 2020).

Dessa forma, 0s pensamentos dos autores estdo de acordo com 0s objetivos dessa
pesquisa, uma vez que, consideram a visualizacdo como uma atividade que da sentido aos
saberes matematicos, e que esta correlacionada com a arte inventiva, discursiva, em que 0
raciocinio é peca chave na interacdo com as representac@es visuais, sejam mentais ou fisicas.

Assim, consideraremos a visualizacdo matematica como sendo o raciocinio/ abstracdo
dos saberes matematicos por intermédio da visualizacdo, seja mental, seja fisica (escrita, por
exemplo), desses saberes.

Para Cifuentes e Santos (2019) ha trés tipos de visualizacdo: geomeétrica,
contextualizada e algoritmica. Neste texto, discutiremos a visualizacdo geométrica, visto que,

acreditamos, que os problemas aqui tratados relacionam-se mais diretamente com esse tipo.
3.2.1 Visualizacdo Geomeétrica
Esté € o tipo de visualizagdo amplamente conhecido. Trata-se tdo somente de utilizar 0s

conceitos e construcdes proprios da geometria, com o intuito de fazer relagfes tanto geométricas

como algébricas.
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Historicamente, foi com os trabalhos geométricos de Euclides que a relacéo intima entre
a visualizacdo e a geometria foi evidenciada. Os teoremas, proposic¢des, entre outros, tiveram
suas demonstracdes realizadas com régua e compasso, demonstrando a importancia
fundamental da visualizacdo no processo de demonstracdo matematica. A seguir vem a
geometria analitica, que, mesmo com sua questdo geomeétrica evidente, o aspecto algébrico
toma espaco na Matematica. Neste caso “os aspectos formais foram separados dos visuais, esse
ultimo é conservado até hoje, chamado usualmente de modelo ou interpreta¢ao” (CIFUENTES,
2003, p. 70, apud SANTOS, 2014, p. 27).

Assim, a visualizacdo dita geométrica é aquela relacionada diretamente aos aspectos
proprios da Geometria. Alguns deles s&o: congruéncia, semelhanca, forma, ponto, reta, plano,
entre outros. Cifuentes (2003, apud Santos, 2014) adiciona que 0s conceitos para serem
geométricos necessitam de propriedades, transformac@es e correspondéncias.

Nesse contexto da visualizagdo geométrica, faz-se necessario refletir sobre o
significante papel do correto entendimento dos conceitos geométricos para que a visualizacao
geométrica seja efetiva e passivel de dirimir os possiveis equivocos. A reciproca, neste caso, é
verdadeira, uma vez que uma visualizacdo equivocada direciona ao erro e o entendimento
também equivocado do conhecimento geométrico.

A visualizacdo de solidos no plano é exemplo cléssico de grande dificuldade por parte
dos alunos, tanto para a realizacdo do desenho da figura que representa o solido, quanto da
interpretacdo de figuras prontas.

Temos como exemplo, o sélido a seguir

Figura 1 — Prisma de bases triangulares
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A dificuldade de interpretacdo da imagem espacialmente permite com que sejam
realizadas diversas conclusdes, muitas delas equivocadas. Pode-se citar a dificuldade em
observar a profundidade da imagem, apenas se verificando a existéncia de poligonos
triangulares e retangulos.

Aos olhos de um individuo que usa a visualizagdo matemética com frequéncia,
interpretacdes como a citada parecem ser distantes da realidade dos estudantes, uma vez que se
enxerga, sem sombra de ddvidas, um prisma regular de bases triangulares. Entretanto, alguns
pesquisadores discutem em suas pesquisas a existéncia dessa dificuldade e exemplificam com
situacGes como a citada.

Ainda como exemplo, tem-se um tetraedro regular.

Figura 2 - Tetraedo regular

Fonte: Elaborado pela autora

Santos (2014) argumenta gue a visualizacdo do tetraedro em seu desenho no plano esta
associada pelos alunos a um triangulo, tendo como um dos motivos o foco nas faces, que sdo
triangulares, sem a devida visualizacdo da profundidade da imagem.

O leitor, professor da educacdo basica, poderd relembrar interpretacdes diversas de
variados contextos, como as expostas aqui, no seu dia a dia de sala de aula. Interpretacdes essas
que dificultam a compreensdo dos conhecimentos matematicos, nestes casos, relacionados a
Geometria.

Como mencionamos, conclusdes errdneas de situacfes como as apresentadas, refletem
a inabilidade de utilizar a visualizacdo matematica. Tal inabilidade esta relacionada a fatores
como: pouco ou nenhum contato com esse método de enxergar a matematica em sala de aula,
atrelada a pouca familiaridade do professor em sua formacao, e no privilégio da aplicacéo de
algoritmos prontos, além de um favorecimento da aplicagdo de problemas em que o uso dos

algoritmos prontos acontece naturalmente.
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A seguir, apresentamos a Prova Sem Palavras - PSP, definida assim por utilizar apenas
imagens para demonstragdo de conceitos Matematicos. Como discutido por Mathias, Silva e
Leivas (2019) ao afirmarem que pesquisadores como Hanna e Sidoli, 2007; Giaquinto, 2007,
Nobriga, 2019 (apud Mathias, Silva e Leivas (2019)) considerarem a premissa de que
representagfes visuais devem ser tratadas como um acompanhamento figurativo nas

demonstragdes, ou como parte integrante da prova ou como a propria demonstracao.

3.2.1.1 Prova Sem Palavras

Um ramo grandioso da visualizacdo geométrica € o que pesquisadores denominam de
provas sem palavras. Destacamos pesquisadores como Alencar, Candido e Farias (2019),
Mathias, Silva e Leivas (2019) e Albuquerque (2017). Estes pesquisadores vém contribuindo
sobremaneira na divulgagdo desse modo de enxergar a matematica e a educacao basica.

A seguir, mostraremos dois exemplos que demonstram como a prova sem palavras ou a
visualizacdo Matematica fornece meios de demonstrar resultados importantes da Matematica.
Inicialmente, mostraremos as imagens e em seguida, uma breve explicagcdo do que representa
cada passo encontrado nas figuras.

Iniciaremos exibindo uma demonstracdo do conhecido Teorema de Pitagoras, citado

no terceiro capitulo desse texto.
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Figura 3 - Solugdo visual do Teorema de Pitégoras
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Fonte: Alencar, Candido e Farias , 2019. Adaptado

As imagens dispensam explicacdes, entretanto, como esta pesquisa tem foco na
educacao basica, esclareceremos 0s passos para visualizagdo do teorema em questao.

Inicialmente, para que seja possivel compreender essa demonstracdo visual, faz-se
necessario que o sujeito tenha conhecimento de areas de figuras planas, congruéncia de
tridngulos e tipos de angulos.

Passemos agora a um esclarecimento da demonstracéo.

Passo 1: Constréi-se o quadrado ADEB, de lado c, sobre a hipotenusa do triangulo
retangulo ABC;
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Passo 2: Prolongam-se os catetos de comprimentos a e b; tracam-se as perpendiculares
a esses prolongamentos, de modo que interceptem os veértices D e E do quadrado construido.

Obtém-se um novo quadrado CFGH, de lado a + b, conforme figura a seguir:

Figura 4 - Construcéo do
quadrado  de lado
a+h.

Fonte: Elaborado pela autora.

Mostremos que os lados do quadrado maior é a + b. Vejamos:

Pela construgdo, os triangulos formados sobre os lados do quadrado de lado ¢ sdo
retdngulos, pois construimos um quadrado, por meio das perpendiculares e prolongamentos
citados acima, isto é, os angulos 2ACB, «BHE, 2EGD e «DFA sdo retos. Ainda, os angulos
<BAD, £ADE, «DEB e EBA também sdo retos, pois, ADEB é um quadrado.

Analisemos os tridngulos ABC e AFD. Note que eles sdo congruentes, visto que,
possuem um lado comum, qual seja c, e angulos congruentes. Note ainda que a soma dos
angulos CAB + «BAD + «DAF = 180° mas, zZBAD = 90°, logo

2CAB + £DAF = 90°, entretanto,

<CAB + £ABC =90°, logo

2ABC = £DAF e, consequentemente,

2CAB = £FDA, o que demonstra que os angulos desses triangulos sdo iguais.

O mesmo se aplica aos triangulos restantes.

Portanto, os quatro triangulos sdo congruentes e os lados do quadrado CFGH séo dados
por a+ b.

Passo 3: Faz-se a area do quadrado inicialmente construido (c?); constroem-se 0s
quadrados de lados a e b, conforme figura 5, isto é, tais quadrados tém areas iguais a2 e b?,

respectivamente.
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Figura 5 - Resultado do Teorema de Pitagoras
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Fonte: Elaborado pela autora

Para tanto, tracam-se as perpendiculares aos lados do quadrado passando por B e D, 0
que resulta em dois quadrados de areas a2 e b2.

Note que a primeira figura do passo 3 denota um guadrado maior de area (a + b)2, um

quadrado de area c2 e quatro triangulos de area, cada um, % . Assim,
(a+b)? = c?+4% (1)

Enquanto a segunda figura, do mesmo modo, denota trés quadrados, quais sejam: um

, , , . , b .
de area (a + b)2, um de area a2, e um de area b2; e quatro triangulos de area, cada um, 2 Assim,
2

temos:
(a+b)? = a®+b? +4% )

Dessas igualdades segue que
c? =a?+ b2, (3)

Essa forma néo esgota as possibilidades de mostrar o teorema de Pitagoras, tendo na
literatura maneiras variadas (encontram-se, na literatura, mais de 300 formas distintas de
demostrar o teorema citado). Nosso objetivo foi o de mostrar uma forma relativamente simples,
com contetdos ministrados na educacdo basica e que, desse modo, pode, sem grandes

dificuldades, ser aplicada em sala de aula nesse nivel de ensino.
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A seguir, realizaremos a visualizacdo geométrica da relagéo entre o angulo inscrito e o
angulo central.

Para que seja possivel a compreensdo efetiva da visualizacao a seguir, faz-se necessario
0 conhecimento de congruéncia de triangulos, tipos de triangulos e suas caracteristicas, angulo

externo a um triangulo, angulo inscrito e angulo central.

Figura 6 - Resolucdo visual relagdo entre angulo inscrito e angulo central
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Fonte: Albuquerque, 2015

Novamente, as imagens sdo suficientes para o entendimento da relacdo citada. No
entanto, realizaremos um breve esclarecimento dos passos.

Para entendimento da demonstracdo o0 sujeito deve conhecer 0s conceitos de
congruéncia de triangulos, angulo externo de um triangulo e angulos opostos pelo vértice.

Passo 1: Observar figura 7 e comparar com a figura 6. Desenhemos um retangulo e

suas diagonais. Pelo centro, tracemos as perpendiculares aos lados do retangulo.
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Figura 7 - Incluséo de
angulos no retangulo
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Note que, como construimos um retdngulo, os tridngulos ABO e CDO séo isosceles,
portanto, os angulos zOAB e £ABO s&o congruentes, assim como, 0s angulos 2OCD e 2CDO
também sdo congruentes. Mas, os angulos ZAOB e COD séo opostos pelo vértice, logo, sdo
congruentes. Entdo, os angulos zOAB, 2ABO, £OCD e 2CDO igualmente sdo congruentes.
Ainda, os segmentos AB e CD possuem 0 mesmo comprimento, visto que ABCD é um
retdngulo. Com esses dados concluimos que os triangulos ABO e CDO séo congruentes (pelo
caso de congruéncia lado, angulo, angulo). Chamemos esses angulos de a. Observe que ~BOC
é angulo externo do tridangulo ABO, em relacdo ao angulo ZAOB, bem como € angulo externo
ao triangulo CDO, em relacdo ao angulo 2COD, entéo

+BOC = 2BAO + £ABO = £0CD + 2£0DC = 2a

Passo 2: Evidencia-se a parte superior da diagonal AC do retangulo, conforme figura 6.

Passo 3: Retira-se a parte inferior da diagonal AC.
Passo 4: Constrdi-se o circulo de centro em O e raio %., conforme figura 08. Assim,

esse circulo contém os vertices do tridngulo ABC. Portanto, zZBOC ¢ angulo central e mede 2a
e «BAO ¢ angulo inscrito ¢ mede a. Logo, 0 angulo central mede o dobro do angulo inscrito

que o contém.
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Figura 8 - Resultado &angulo central e
angulo inscrito.

Fonte: Elaborado pela autora

Passo 5: De modo analogo, pode-se proceder para um triangulo ADC, obtendo o
resultado desse passo.

Reiteramos que esses sdo alguns exemplos de visualizagdes que resultam de figuras que
por si sés traduzem ou demonstram importantes resultados matematicos. Na literatura
encontramos algumas pesquisas que trazem problemas como esses e discutem a importancia de
utilizar essa forma de demonstracdo ou explicacdo de resultados matematicos em sala de aula.
Principalmente, no que se refere a dar sentido a conceitos vistos como puramente algébricos ou
para alcancar, em alguma medida, sujeitos que percebem a matematica de forma visual.

Nesse capitulo trouxemos argumentos que incluem a visualizacdo matematica como
ferramenta importante para, além de fornecer significados aos conceitos matematicos,
aproximar o estudante com a matematica, vez que esse modo de ensinar e aprender matematica
necessita de habilidades que centra o sujeito na sua aprendizagem, tais como: criatividade,
criticidade, imaginacdo, poder argumentativo, analogias, intui¢do, entre outras, aprimorando-
as e criando contextos que favorecem o desenvolvimento de novas habilidades, vez que o
processo de aprender matematica ndo € estatico, ao contrario, possui uma dinamicidade prépria.

A seguir, discutiremos a resolucéo de problemas, como método de aprender Matematica
e que, para nds, com a visualizacdo matematica, constitui um excelente meio de tornar a

Matematica da educagdo bésica significativa, atrativa e atingivel.
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4 ARESOLUCAO DE PROBLEMAS COMO MEIO DE ENSINO E APRENDIZAGEM
DE MATEMATICA

Neste capitulo, argumentamos sobre a resolucdo de problemas na viséo de dois grandes
pesquisadores do tema: Polya e Larson. Evidenciando a concepcéo e etapas desse método nas
visdes desses célebres matematicos. Ainda, discorremos sobre o que a legislagdo nacional da

educacdo basica fornece sobre essa tematica.

4.1 Concepc0es sobre a resolucéo de problemas

A resolucdo de problema teve sua difusdo como campo de estudo com as pesquisas de
Polya, na década de 80. Atualmente, os seus entendimentos sobre estudar matematica, por
intermédio dessa teoria, encontram-se largamente difundidos.

Por intermédio dessa metodologia de ensino, habilidades do sujeito sdo evidenciadas
enquanto capacidades diversas sdo aprimoradas ou adquiridas, uma vez que a “tentativa de
solucionar um problema conduz ao desenvolvimento intelectual, além de potencializar
habilidades como o raciocinio l6gico, tenacidade, disciplina, paciéncia, visdo geométrica, entre
outras” (ALENCAR, CANDIDO e FARIAS , 2019. p. 2).

Os PCNs sobre o estudo de matematica, como uma ciéncia que se debruca sobre o

mundo fisico e natural, na educacéo basica discorrem que:

“A aprendizagem de concepcdes cientificas atualizadas do mundo fisico e
natural e o desenvolvimento de estratégias de trabalho centradas na solugdo de
problemas é finalidade da area, de forma a aproximar o educando do trabalho
de investigacdo cientifica e tecnoldgica, como atividades institucionalizadas de
producdo de conhecimentos, bens e servigos”. (BRASIL, 2000, p. 20).

Dessa forma, a resolucdo de problemas em matemaética pressup8e que 0s sujeitos sao
detentores do conhecimento cientifico, que esta relacionado ao que se deseja resolver, e carece
de criatividade, inovagéo, abstracdo e outras capacidades que sdo inerentes a esse processo e a
prépria matematica.

Ainda, nesse sentido, ao se resolver um problema, o aluno constroi e reconstroi
significacbes sobre o que estd sendo estudado, atraves de aproximacgdes sucessivas de um
conceito, utiliza o que aprendeu ao resolver outro problema, o que exige analogias, criticidade,

criatividade e retificages.
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Essa metodologia de ensino esta de acordo com o preconizado na BNCC,
principalmente no que se refere ao ensino e aprendizagem na educagéo bésica, devendo este
possibilitar ao estudante o exercicio da curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria
das ciéncias, neste caso, da Matematica, incluindo a investigacdo, reflexdo, analise critica,
imaginacao e criatividade. (BRASIL, 2018, p. 8).

Assim, o objetivo primeiro da educacdo nessa etapa € a resolugdo de problemas, criacao
de solugGes coerentes, por meio da investigacao, elaboracao e testagem de hipdteses, vez que
sdo caracteristicas proprias da Matematica. Logo, suscitar habilidades e capacidades nos
estudantes que envolvam essas caracteristicas, pode, acreditamos, favorecer um melhor
entendimento dos saberes matematicos, a aproximacao desses sujeitos com essa ciéncia e uma
visdo mais ampla e integrada da Matematica.

O proprio nome da teoria em tela revela a base da sua metodologia de ensino e
aprendizagem matematica. Resta, entdo, entender o que os investigadores dessa area definem
como problema em matematica.

E consenso, que um problema matematico se distingue de um exercicio. O primeiro,
constitui-se um desafio, que possui certo grau de dificuldade para quem pretende resolvé-lo,
enquanto o segundo, trata-se de um questionamento que, para ser resolvido, basta aplicar
procedimentos de rotina, sem grandes dificuldades na execucao da resolugéo.

Nesse mesmo sentido, um problema deve ser desafiador, exigir que o aluno interprete o
enunciado e estruture a situacdo apresentada. Enquanto, os exercicios que possam ser resolvidos
de forma mecanica, a partir da aplicacdo de uma férmula ou procedimento decorado, nédo
caracterizam problemas.

Logo, a resolucdo de problemas néo se constitui um meio de testagem de que o aluno
incorporou certo conteldo matematico, mas sim uma forma importante de compreensdo do
conhecimento matematico e de descoberta. Nesse contexto, esse método ndo é o fim, mas o
meio de se estabelecer uma relacdo positiva entre os estudantes a matematica.

Entretanto, como destacam Alencar, Candido e Farias (2019, p. 2), um problema pode
ser um exercicio para um individuo, enquanto um exercicio pode ser um problema para um
outro individuo. Dependerd do nivel de maturidade do sujeito em relacdo ao problema
apresentado, isto €, das experiéncias que o sujeito tem com o tema que esta relacionado ao
problema.

De todo modo, para que ocorram descobertas de novos resultados em Matematica, ou
até a compreensdo daqueles resultados ja demonstrados, pressupde, no olhar da resolucéo de

problemas, um caminho investigativo, de criatividade e critico.
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Nesse cenario de investigacdo e analise, Polya (1981), em seus estudos, enuncia quatro

fases que devem nortear o processo de resolugéo de problemas, a saber:

e Compreender o problema e a pergunta enunciada, além de querer respondé-la,
identificar as partes principais do problema, incognitas, os dados, 0s
condicionantes, adotar a notacdo adequada, fazer uma figura, o que ja conhece e
0 que desconhece e as condicdes nele presentes;

e Resgatar seus conhecimentos previamente adquiridos, suas experiéncias
passadas com um problema semelhante j& resolvido, teoremas anteriormente
provados ou utilizar varias abordagens experimentais antes de se comprometer
com uma que se pareca promissora, elaborando um plano de acéo;

e Executar o plano de acdo, realizar célculos, colocar em pratica 0s
procedimentos para resolver o problema; no caso de um impasse, deve retornar
a elaboracédo do plano e fazer os ajustes necessarios;

e Conferir os resultados obtidos no desenvolvimento do plano e sua execucéo,
verificando se este segue as informagOes apontadas no problema; com isso,
valida o plano e chega a uma solucdo para o problema. Esta fase recebe o nome

de retrospecto.

Para que os propdsitos da educacdo em matematica se concretizem nessa area, 0S
estudantes devem desenvolver habilidades, das quais algumas foram citadas anteriormente
nesse texto, relativas aos processos de investigacdo, de construcdo de modelos e de resolucédo
de problemas. Para que isso seja possivel, esses sujeitos devem mobilizar seu modo “proprio
de raciocinar, representar, comunicar, argumentar e, com base em discussdes e validacoes
conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representacdes e procedimentos cada vez mais
sofisticados” (BRASIL, 2018, p. 529).

Fazendo uma correspondéncia com as fases da resolucéo de problemas de Polya (1981),
nota-se que a argumentacdo extraida da BNCC traz relacfes evidentes com a teoria em tela,
principalmente no que se refere ao centrar o estudante como ator principal da sua aprendizagem.
Ainda, ao citar o desenvolvimento de habilidades préprias relativas ao modo de raciocinar,
argumentar e representar um saber matematico, faz relagdo com as fases apresentadas, uma vez
que, esse é o principal objetivo da resolucdo de problemas, a qual se baseia na construcédo pelo

sujeito de respostas proprias, adequadas e relacionadas a vivéncia dos estudantes.
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Podemos, inclusive, relacionar esses argumentos a discussdo dos capitulos anteriores,
no tocante a investigacdo relacionada a estratégias de visualizacao e de resolucéo de problemas.
Posto que, ambas as estratégias mobilizam habilidades e capacidades relevantes para a
aprendizagem matematica. Habilidades essas atinentes a criatividade, criticidade, analise,
mobilizacdo dos conhecimentos prévios e analogias.

Investigadores veem alguma relagéo entre a solucdo de um problema e a visualizagéo.
Alencar, Candido e Farias (2019, p. 2), por exemplo, como citamos anteriormente, enunciam
que a tentativa de “solucionar um problema conduz ao desenvolvimento intelectual, além de
potencializar habilidades como o raciocinio logico, tenacidade, disciplina, paciéncia, visdo
geométrica, entre outras”.

Larson (1983), pesquisador célebre da resolucdo de problemas, enuncia doze estratégias
para resolucdo de problemas, as quais mostraremos ainda nesse capitulo. O autor, em seu livro
intitulado Problem-Solving Through Problems (Resolucdo de problemas por meio de
problemas), além de descrever as estratégias citadas, utiliza variados problemas, das diversas
areas da matematica, para exemplificar e justificar cada uma das doze estratégias definidas por
ele.

Apesar de ambos o0s pesquisadores investigarem o mesmo tema, 0 modo de resolucao
de problemas de Larson difere do modo de resolucdo de Polya, uma vez que, o primeiro define
doze estratégias, ndo necessariamente cumulativas ou dependentes, que se adequam a variados
contextos que podem suscitar no processo de resolucdo e problemas. Enguanto, Polya enuncia
quatro fases que o resolvedor de problemas deve seguir, a fim de ter maior probabilidade de ter
éxito nesse processo.

Ambos inovam quanto a forma de conceber o processo de resolucdo de problemas, e
trazem meios que traduzem ferramentas importantes para os sujeitos interessados em resolver
problemas diversos em Matematica.

A seguir, mostraremos as estratégias de Larson (1983) para resolucdo de problemas e
alguns problemas que se encontram em sua obra como exemplos que evidenciam as estratégias

citadas.

4.2 As estratégias de Larson

Essa secdo se dedica a expor, brevemente, as doze estratégias estudas por Larson para

resolucédo de problemas. O autor afirma que todas as estratégias ndo necessariamente devem ser
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utilizadas para resolugéo de um problema, como receita de um bolo, podendo, dessa forma, ser
utilizada, uma ou outra, a depender da natureza da situacdo problema a ser estudada.

As estratégias citadas sao:

4.2.1 Procure por um padrao

Praticamente, todos os sujeitos que buscam resolver um problema iniciam sua anélise
gerando um sentimento sobre o problema, convencendo-se sobre a plausibilidade do resultado.

Normalmente, esses sujeitos langam mao do seu conhecimento prévio, experiéncias e
situacdes semelhantes, realizam analogias e comparacGes a procura de compreender o problema
e encontrar soluc@es viaveis.

Esse pesquisador argumenta que isso € feito da melhor maneira examinando-se 0s casos
particulares mais imediatos. Quando essa exploracéo é empreendida de um modo sistematico,
podem surgir padrbes que irdo suscitar ideias sobre como proceder na resolucdo do problema.

Podemos inferir, a partir dos argumentos de Larson, que as experiéncias que o sujeito
obtém a partir do seu contato com a Matematica, constituem-se como ferramenta fundamental
para resolucéo de problemas. Assim, o contato com problemas semelhantes, técnicas diversas,
0 conhecimento dos saberes matematicos (axiomas, proposicOes, lemas, etc) contribuem
significativamente no sucesso da resolucéo de problemas e favorece, sobremaneira, a reflexéo

sobre a propria matematica, permitindo a realizacdo de novas relacdes e aprendizagens.

4.2.2 Trace uma figura

Descrever um problema pictoricamente, sempre que possivel, é uma tarefa de grande
utilidade na resolugéo de problemas.

Figuras, diagramas, gréficos, entre outros, s80 mecanismos que auxiliam na
compreensdo e resolucdo dos problemas, quando ndo, por si sés, sdo suficientes para
demonstracdo do problema em estudo, como na Prova sem Palavras, discutida no capitulo
anterior.

Assim, uma representacdo por diagramas, geralmente, torna mais facil a assimilagéo de

dados relevantes e a percepgdo de relacfes e dependéncias.

4.2.3 Formule um problema equivalente
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As estratégias anteriores mostram que a primeira etapa de resolver problemas reside na
reunido de dados, explorar, compreender, relacionar, conjecturar, analisar. No entanto, ha casos
que essa etapa ndo ocorre facilmente. A partir dessa percepc¢do, Larson (1983) lanca um
questionamento e em seguida sugere uma resposta plausivel. O questionamento € o seguinte:

“Mas o que acontece quando ndo é possivel fazer isso [fazendo referéncia a primeira
etapa citada no parégrafo anterior] em uma forma significativa, seja porque os célculos se
tornam muito complicados ou porque o problema simplesmente ndo admite nenhum caso
especial que elimine qualquer discernimento?” (Larson, 1983, p. 15, traducdo nossa, grifo
N0sso).

Larson recomenda tentar reformular o problema numa forma equivalente, mais simples,
sendo utilizada a imaginacdo e criatividade, ou seja, novamente, o0 modo do problema ser
resolvido tem dependéncia direta com o resolvedor. Afirma ainda que, algumas técnicas de
reformulacdo padrdo envolvem délgebra ou manipulacdo trigonométrica, substituicdo ou
mudancga de variavel, uso de correspondéncia um a um e reinterpretacdo da linguagem
matematica em outra linguagem também matematica (por exemplo, algebra, geometria, analise,

combinatéria, etc.).

4.2.4 Modifique o problema

Na tentativa de resolver um problema, chamemos esse problema de A, podemos ser
levados, intuitivamente, a considerar outro problema (auxiliar), agora, chamemos esse novo
problema de B. Larson evidencia algumas caracteristicas que sugerem a mudanga nos
problemas. Essas mudancas sdo enunciadas por frases como: “basta mostrar que” ou “podemos
supor que” ou “sem perda de generalidade”.

Nesse sentido, a solugdo do problema modificado (ou auxiliar), denominada problema
B como escrito acima, implica a solu¢do de A, mas ndo necessariamente vice-versa. Isto quer
dizer, que os problemas citados (A e B) ndo necessitam ser equivalentes. Basta que o problema

auxiliar implique na solucdo do problema original.

4.2.5 Escolha uma notacéo efetiva

Larson argumenta que, uma das primeiras etapas para trabalhar um problema de

matematica reside na traducdo do problema em linguagem simbolica, isto €, em notacéo propria.
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Inicialmente, todos 0s conceitos-chave devem ser identificados e rotulados. Nesse processo, as
redundancias na notacao podem surgir a medida que novas relagcdes sdo descobertas.

4.2.6 Explore as simetrias

A presenga de simetria em um problema normalmente significa a reducao de trabalho
na resolucdo do problema. Por exemplo, ao realizarmos o produto (a + b + c)(a? + b> + c* - ab
- ac - bc) vemos que ambas as parcelas sdo simétricas com relacdo aos simbolos a, b e c, ou
seja, se realizarmos uma permutacao qualquer entre os simbolos a, b e c, a expressao permanece
inalterada.

Assim, ¢ de se esperar que, se o termo a® aparece no produto, os fatores b3, c3 também
aparecam. Se a2b aparecer, 0s termos a2c, ab?, ac?, b%c, bc? também deverdo aparecer com 0s
mesmos coeficientes.

Assim, uma verificacdo rapida mostra o produto terd a forma

A (a® + 0%+ c®) + B (a%b + a’c + b%a + b%c + c%a + ¢?b) + C (abc).

Assim, A=1,B=0eC=-3.

4.2.7 Divida em casos

Muitas vezes acontece que um problema pode ser dividido em um pequeno numero de
subproblemas, cada um dos quais pode ser estudado separadamente. Isso é especialmente
verdadeiro quando o problema contém um quantificador (“para todo x”). Por exemplo, a prova
de uma proposicao da forma “para todos os inteiros...” pode ser analisado separadamente 0s
casos dos nimeros impares e pares. Da mesma forma, um teorema sobre triangulos pode ser
provado dividindo-o em trés casos, dependendo se o triangulo € reto, agudo ou obtuso.
Ocasionalmente, os subproblemas podem ser organizados hierarquicamente, de modo que 0s
primeiros casos, uma vez estabelecidos, possam ser usados para verificar os estagios seguintes.
Esse procedimento é chamado de escalada alta.

Nos estagios iniciais da analise, € bom pensar sobre como um problema pode ser
subdividido em um pequeno nimero de subproblemas (esperangcosamente) mais simples. A
heuristica desta estratégia € frequentemente entendida da seguinte forma: “Se vocé nao

consegue resolver o problema, encontre um problema relacionado mais simples e resolva-o0”.
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4.2.8 Raciocine de tras para frente.

Raciocinar de tras para frente significa assumir a conclusdo e, em seguida, extrair
deducdes da conclusdo até chegarmos a algo conhecido ou algo que pode ser facilmente
provado. Apos chegarmos ao dado que é conhecido, isto €, as hipoteses, invertemos as etapas
do argumento e avancamos para a conclusdo, isto é, a afirmagdo do problema. Este
procedimento é comum na algebra e trigonometria do ensino médio. Por exemplo, para

encontrar todos 0s numeros reais que satisfacam 2x + 3 = 7, argumentamos como segue.

Suponha que x satisfaca 2x + 3 = 7. Entdo, subtraia 3 de cada lado da equacéo e divida
cada lado por 2, para obter x = 2.

Concluimos que 2 realmente satisfaz a equacédo dada.

4.2.9 Argumente por contradicao

Argumentar por contradi¢do significa assumir que a conclusdo nédo é verdadeira e em
seguida, tirar dedugdes até chegarmos a algo que é contraditdrio tanto para o que é dado (forma
contrapositiva) ou para o que é conhecido como verdadeiro (reducéo ao absurdo). Assim, por
exemplo, para provar que v/2 € irracional, nds podemos assumir que é racional e deduzir dai
um absurdo.

O método é frequentemente apropriado quando a conclusdo é facilmente negavel,
quando as hipdteses oferecem muito pouca informacdo para manipulacdo, ou quando ha uma
escassez de ideias sobre como proceder para solucéo do problema.

Como um exemplo simples deste método de prova, considere o seguinte argumento que
mostra que a série harmonica diverge. Suponha o contrario, que converge, digamos para r.

Entdo

1 1 1 1 1 1 1
§+ §+ Z+4+ g+ g+ §+ §
1 1 1
=1 + E + § + Z+"
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Il
=

Uma contradicdo, pois r > r foi obtido. Concluimos que a série diverge.

4.2.10 Procure por paridade

A ideia simples de paridade - uniformidade e estranheza - € um poderoso conceito de
solucéo de problemas com uma ampla variedade de aplicaces.
Por exemplo, muitos problemas podem ser resolvidos observando a invariancia da

paridade e imparidade dos numeros inteiros que aparecem nas informacdes do problema.

Exemplo: Sejam nove pontos da rede no espaco euclidiano tridimensional. Mostre que hd um

ponto de rede no interior de um dos segmentos de reta que unem dois desses pontos.

Existem apenas oito padrbes de paridade diferentes para os pontos da rede:

(par, par, par), (par, par, impar), (par, impar, par), (impar, par, par), (impar, impar, par), (impar,

par, impar), (par, impar, impar) e (impar, impar, impar).

Pelo principio das casas dos pombos, uma vez que existem nove pontos dados, dois
deles ttm o mesmo padrdo de paridade. Seu ponto médio é um ponto de rede, e a prova é

completa.

4.2.11 Considere 0s casos extremos

Nos estagios iniciais da exploracdo do problema, frequentemente é Gtil considerar as
consequéncias da variacdo dos parametros entre casos extremos. 1sso ocorre frequentemente

com 0 uso das frases “Na pior (melhor) das hipoteses ...”’e “No pior (melhor) dos casos ...”.
4.2.12 Generalize
Isto pode parecer paradoxal, mas é frequente o caso em que um problema pode ser

simplificado e tornado mais tratavel e inteligivel depois de generalizado. Esse fato é bem

apreciado por matematicos. Com efeito, generalizagbes sdo caracteristicas basicas da
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Matemética. Uma abordagem mais geral fornece uma perspectiva mais clara, elimina
informagdes ndo essenciais e providencia um arsenal inteiro de novas técnicas.

Aqui, concluimos as 12 estratégias de Larson (1983).

Retomando as fases de Polya e as estratégias de Larson, elas constituem, cada uma a
sua maneira, métodos relevantes que podem suscitar na resolucdo adequada dos problemas
matematicos.

Para os fins desse trabalho, optamos pelas estratégias de Larson, como melhor

esclarecido nos capitulos Introducao e Metodologia deste texto.
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5. ASPECTOS METODOLOGICOS

O presente capitulo expbe as motivacdes e caminhos que impulsionaram a necessidade
de se estudar a visualizacdo matematica e a resolucdo de problemas no ensino e aprendizagem
de Matematica, com foco principal a Educagdo Basica, além de buscar apresentar o universo
dessa investigacdo, bem como a estrutura deste trabalho.

5.1 A génese da pesquisa

Inicialmente, esclarecemos que as impressdes relatadas neste topico se relacionam a um
conhecimento empirico da pesquisadora, porém foram decisivos para o0 surgimento da
necessidade de entender melhor os fenémenos subjacentes a esta pesquisa.

A esséncia dessa pesquisa se deu com as experiéncias e inquietacdes que foram
suscitadas durante a participacdo nas disciplinas do PROFMAT da Universidade Federal de
Alagoas/ Campus A. C. Simdes. Principalmente nas disciplinas em que os problemas estudados
nos levavam, a principio, a fazer uma figura, um diagrama, ou um gréafico, entre outros, seja
para melhor entendimento do que se pretendia resolver, seja como meio de resolucdo do
problema estudado. Além de, diversas vezes, ser necessaria a criacdo de imagens como as
citadas para explicacdo ou demonstracao de determinado fato matematico.

A partir dessa vivéncia, surgiu a inquietacao de serem feitos estudos sobre a visualizacdo
matematica na Educacdo Basica. Apos iniciar as leituras sobre o tema, imediatamente, foi
possivel relacionar esse método de estudar matematica com a resolucdo de problemas, vez que
compartilham de objetivos semelhantes, tais como: centrar o estudante na sua aprendizagem e
desenvolver habilidades e competéncias relevantes para a aprendizagem de Matematica, com
reflexos significativos para vida em sociedade, como vimos nos capitulos anteriores.

Os capitulos que constituem o estudo sobre os temas citados (visualizacdo matematica
e resolucdo de problemas) apontam uma problematica que vem sendo discutida ha anos na
educacao matematica brasileira e que refletem sobremaneira no desempenho dos estudantes. A
problemética citada envolve questbes como a aritmetizagdo dos conteldos matematicos
(Lorenzato, 1995). Corrobora com essa problematica os dados do desempenho dos estudantes,
via SAEB e IDEB, presentes na Introducéo desse texto.

A partir desses condicionantes e problematica, pensamos sobre como compreender
como esté se dando o ensino e aprendizagem de matemaética por meio da visualizacdo atrelada

a resolucéo de problemas no pais. Assim, surgiu a intenséo de analisar as sele¢cbes do ENEM
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tendo como foco os problemas com maior percentagem de erro e que demonstram carecer da
visualizacdo para resolucdo. A resolucdo de problemas se constitui, nesse universo, como
método a ser seguido para auxiliar no processo de resolucéo.

De maneira geral, espera-se ter sido possivel, com este trabalho, realizar uma discusséao
sobre curriculo da educacédo bésica, por intermédio da anélise do desempenho dos estudantes
no ENEM, no que diz respeito a visualizacdo matematica. Ao passo que, & medida que
resolvemos os problemas selecionados, disponibilizamos um material que pode ser Gtil a quem
tiver interesse, principalmente ao professor da Educacdo Basica, como meio de auxilio e

estimulo para o uso da visualizacdo em sala de aula.

5.2 Opcéo metodolodgica/paradigma da pesquisa

A presente pesquisa procurou investigar aspectos curriculares relacionados ao uso da
visualizacdo matematica na Educacdo Béasico do pais. Para tanto, adotou-se nesse estudo a
abordagem de pesquisa qualitativa, uma vez que esta investigacdo tem cunho interpretativo,

como demonstra Alves-Mazzotti (2003, p. 31):

[...] a principal caracteristica das pesquisas qualitativas é o fato de que estas
seguem a tradi¢do ‘compreensiva’ ou ‘interpretativa’. Isto significa que essas
pesquisas partem do pressuposto de que as pessoas agem em fungdo de suas
crengas, percepcdes, sentimentos e valores e que seu comportamento tem
sempre um sentido, um significado que ndo se da a conhecer de modo
imediato, precisando ser desvelado.

No entanto, aspectos da pesquisa do tipo quantitativa também foram cruciais para o
desenvolvimento deste trabalho, uma vez que a analise quantitativa dos dados disponibilizados
pelo INEP (falaremos melhor a seguir) revelaram questdes importantes relacionadas ao
desempenho dos estudantes, tais como: quais conteldos matematicos que os alunos mais
erraram por ano de aplicacéo, se ha relacdo entre os problemas com maior percentagem de erro

e a visualizagdo matematica, entre outros.

5.3 Coleta de dados
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Na presente investigacdo, para além das fontes bibliograficas, os dados coletados foram
provenientes do datascience’ do INEP, no que se refere ao ENEM.

Para abertura do banco de dados, organizacdo dos dados necessarios e calcular os
percentuais de acertos por questdes, utilizamos o editor de planilhas Excel. A versdo utilizada
foi a 2016.

Para resolucdo dos problemas e anélise dos conteldos mateméticos com menor
percentual de acertos, igualmente, utilizamos o banco de dados do INEP, o qual disponibiliza

as provas aplicadas nas selecdes do ENEM.

5.4 Analise dos dados

Consonante 0s objetivos dessa pesquisa, a analise dos dados se deu por meio da
verificacdo da existéncia de problemas que poderiam ser solucionados com intermédio da
visualizagdo matematica. Em seguida, discriminadas, em cada problema, as estratégias de
Larson (1983) igualmente utilizadas na resolucdo. Ainda, os dados encontrados foram
confrontados com a fundamentacéo.

Mais especificamente, os dados coletados foram concatenados e realizada analise
quantitativa com intermédio do Excel. Em seguida, comparados os dados quantitativos com 0s
problemas advindos das provas do ENEM. A partir da obtencdo dos problemas com menor
percentual de acertos, procedeu-se com a resolucdo daqueles problemas que julgamos ser
melhor compreendidos, interpretados e/ou ser totalmente resolvidos, quando possivel, com base

na visualizacdo matematica e nas estratégias de Larson (1983) para resolucdo de problemas.

7 Para ter acesso aos dados brutos e as provas na integra, basta acessar <https://www.gov.br/inep/pt-br/acesso-a-
informacao/dados-abertos/microdados/enem>
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6. RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo é dedicado a realizar um levantamento dos problemas com menor
percentual de acertos do ENEM, relacionar esses problemas com os contetdos da Educacéo
Bésica, verificar quais problemas a visualizagdo matemaética pode ser aliada na resolucédo e
disponibilizar em algumas soluges, propostas por nés, dos problemas selecionados a partir do
levantamento citado.

Como visto no capitulo reservado aos aspectos metodologicos, foram selecionados
problemas com maior percentual de erro e que acreditamos que a visualizagdo matematica, de
alguma maneira, possa auxiliar no processo de solugéo. Ainda, acreditamos que outros sujeitos
podem enxergar em outras questdes, diferentes das que apresentaremos, formas de aplicacdo da
visualizacdo, além de perceber formas diversas de conceber a visualizacdo nas questdes
resolvidas neste texto.

Além disso, utilizaremos as estratégias de Larson, citadas no Capitulo 4 deste texto,

como norteadoras na resolugédo dos problemas selecionados.

6.1 Sobre 0 aproveitamento dos candidatos do ENEM em problemas que envolvem
Visualizacdo Matematica

Como discutido na metodologia deste texto, foram verificadas as porcentagens de
acertos dos problemas de Matematica e suas Tecnologias no intersticio de 2015 a 2019. Em
seguida, verificado quais dos problemas a Visualizacdo Matematica pode auxiliar na resolucéo
e, a partir dessas duas informacdes, investigar se esses problemas estdo entre aqueles com
menor percentual de acertos. Assim, foi possivel analisar, de certa maneira, 0 aproveitamento
dos candidatos em relacdo aos problemas citados.

Os dados foram concatenados em quadros, por ano de aplicacdo dos exames, 0s quais
serdo mostrados posteriormente, ainda nesta se¢ao.

Ainda sobre os quadros 1 a 5, neles se encontram as descricbes dos problemas,
porcentagens de acertos dos candidatos do ENEM nos anos de 2015 a 2019, classificacdo por
menor percentual de acerto e tema geral dos problemas. Os problemas destacados em negrito,
tratam-se daqueles os quais julgamos que a visualizagdo matemética pode auxiliar
positivamente na resolucdo. Reafirmamos que, o leitor pode perceber a visualiza¢cdo como meio
de resolucéo de outros problemas diferentes dos destacados aqui. O que dependera da vivéncia

dos sujeitos com a Matematica, igualmente com a visualizag&o.
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Ao conjunto dos problemas que podem ter a solu¢do com auxilio da visualizagdo, ndo
foram inseridos os problemas os quais se resumem a analise de grafico. Problemas esses que
sdo considerados por pesquisadores como Santos (2015) como pertencentes ao rol do que
poderiamos citar como visualizagdo matematica, uma vez que a visualizacéo é peca chave para
entendimento e obtencdo de dados decisivos a resolucao de problemas desse tipo. No entanto,
este trabalho se concentrou em examinar os problemas que a visualizagdo esta presente na
resolucdo, mas nao se resume necessariamente a analises de graficos.

As analises se deram por meio do estudo dos exames realizados nas aplicac6es regulares
do ENEM, as quais ocorreram no segundo dia de aplicagdo. Para os anos de 2016 a 2019 foram
estudados os problemas da prova Azul do item Matemaética e suas Tecnologias, enquanto para
0 ano de 2015 foram estudados os problemas da prova Amarela do mesmo item.

A seguir, sdo apresentados o0s quadros citados.

Quadro 1 - Porcentagens de acertos e tema geral dos problemas do ENEM ano 2019

(continua)
Posicdo / Total de | Percentual de

menor |Problema Acertos acertos Tema geral do problema

acerto
1 168 351228 11,94 FuncOes de 1°grau
2 173 388965 13,22 Probabilidade condicional
3 142 416759 14,16 Area do circulo
4 159 448850 15,25 Probabilidade
5 137 451516 15,34 Intervalo numérico, poténcia de 10 e logaritmo
6 145 456768 15,52 Proporcionalidade e comprimento do circulo
7 146 469020 15,94 Andlise de grafico
8 152 479763 16,30 Proporcionalidade
9 175 489402 16,63 Volume de cilindros
10 174 515574 17,52 Analise de graficos e intervalo numérico
11 157 523636 17,79 Semelhanca de triangulos
12 138 544616 18,51 Porcentagem
13 172 548277 18,63 Média aritmética
14 163 550683 18,71 Intervalo numérico
15 141 576762 19,60 Proporcionalidade
16 156 587224 19,95 Combinatéria
17 171 588999 20,02 Combinatdria
18 177 603103 20,49 Func&o seno
19 161 629051 21,38 Média aritmética
20 150 650168 22,09 Juros compostos
21 158 659717 22,42 Converséo de unidades
22 164 692537 23,53 Volume
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(concluséo)

Przséﬁ?)?r/ Problema Total de | Percentual de Tema geral do problema
acerto Acertos acertos

23 170 695994 23,65 Volume e conversdo de unidade de medida

24 169 704308 23,93 Interpretacdo de graficos

25 176 705225 23,96 Porcentagem

26 166 727316 24,72 Teorema de Pitagoras

27 160 740803 25,17 Média aritmética e equagdo 1° grau

28 162 749872 25,48 Conversdo de unidade de medida

29 155 774618 26,32 Divisdo Euclidiana

30 148 797237 27,09 Volume e conversao de unidade de medida

31 165 815463 27,71 Inequacdes

32 Interpretacdo de gréficos e equagdes com 3
178 816616 27,75 incognitas

33 139 833390 28,32 Interpretagdo de graficos

34 180 896961 30,48 Conversdo de moedas

35 154 901494 30,63 Equacao °1 grau e logaritmo

36 151 923149 31,37 Porcentagem

37 147 938923 31,91 Areas

38 153 958726 32,58 Porcentagem

39 179 1001453 34,03 Interpretacdo de gréaficos

40 167 1134095 38,54 Média, mediana e moda

41 143 1135773 38,60 Interpretacdo de gréaficos

42 136 | 1439885 48,93 Projecéo

43 140 1454345 49,42 Base 10

44 149 1635123 55,56 Progresséo aritmética

45 144 1816488 61,73 Matrizes

Fonte: Dados da pesquisa

O quadro fornece que, dos 45 problemas disponibilizados nessa aplicacdo, 5 podem ser
resolvidos com base na visualizacdo, isto é, mais de 10% do exame de Matematica e suas
Tecnologias pode ser resolvida utilizando as ideias da visualizagdo matematica, excluidos os
casos em que se resumem a interpretacdo de graficos, como considera Santos (2015), incluida
na visualizagcdo matematica e os PCNs ao citar o tema. Caso isso fosse incluida na contagem,
esse namero teria um aumento significativo.

Além disso, e talvez o dado mais importante a ser verificado, € que dos cinco problemas
destacados, quatro deles, estdo entre os com menor percentual de acerto, mais especificamente,
estdo entre os 11 problemas mais errados pelos candidatos.

Seguiremos com as mesmas analises aos anos anteriores a 2019, como veremos a seguir.



Quadro 2 - Porcentagens de acertos e tema geral dos problemas do ENEM ano 2018

(continua)
Classificacao
/ z:rc]srtc())r Problema ;%tearltgs I;eergggﬁtjoe}sl Tema geral do problema
1 161 452335 11,59 Disténcia entre dois pontos
2 156 639493 16,39 Probabilidade
3 139 647165 16,58 Distancia entre dois pontos
4 157 663004 16,99 Mudanca de unidade de medida
S 154 693562 | 17,77 Probabilidade
6 178 701974 17,99 Conjuntos e sistema de equagdes
7 138 721879 18,50 Equacdes da circunferéncia e da reta
8 Funcdo seno e interpretacdo do grafico da
170 759688 19,47 funcao
9 152 766057 19,63 Interpretacéo de gréaficos
10 176 797524 20,44 Probabilidade e interpretacdo de grafico
11 173 808583 | 20,72 Interpretacdo de grafico
12 158 833786 | 21,37 Exponencial
13 167 | 837923 | 2147 Probabilidade
14 179 838327 | 21,48 Teorema de Pitagoras
15 136 842135 21,58 Matrizes
16 155 | 844515 | 21,64 Tipos de tridngulos
17 166 | 853835 | 21,88 Média ponderada
18 Tangente de um angulo e comprimento da
180 861452 22,07 circunferéncia
19 137 882715 22,62 Juros compostos/ valor presente
20 142 937450 24,02 Interpretacdo de gréafico
21 141 967406 | 24,79 Progresséo aritmética
22 143 069873 24,85 Equagdo 1° grau 2 incognitas
23 153 975762 25,00 Teorema de Pitagoras e area do circulo
24 169 | 983165 | 25,19 Escala
25 148 991241 25,40 Equacbes com 2 incognitas
26 145 993625 25,46 Média aritmética
27 162 | 1021956 | 26,19 Progressdo geométrica
28 171 |1028352 | 26,35 Quadrantes e angulos
29 165 |1040173| 26,65 Combinatéria
30 174 | 1091923 | 27,98 Exponencial
31 151 | 1138241 | 29,17 Proporcionalidade e area
32 149 | 1166966 | 29,90 Proporcionalidade
33 175 1206030 | 30,90 Equacéo de 1°grau com 2 incognitas
34 146 1216601 | 31,18 Comparacéo de grandezas
35 160 | 1219770 | 31,26 Analise de graficos
36 147 | 1221447 | 31,30 Juros compostos
37 140 1303882 | 33,41 Volume
38 177 | 1337287 | 34,27 Porcentagem
39 150 | 1353949 | 34,69 Probabilidade
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(concluséo)

Classificagéo ld |
/ menor |Problema Total de [Percentua Tema geral do problema
Acertos |de acertos g p
acerto
40 144 1370258 | 35,11 Comparacdo entre dados
41 164 | 1407914 | 36,08 Sequéncias
42 168 | 1513659 | 38,79 Funcio 1 grau
43 172 | 1878954 | 48,15 Frequéncia de eventos
44 159 2902925 | 74,39 Completar figura com quadrados

Fonte: Dados da pesquisa

Inicialmente, diferente do quadro que relata os problemas do exame de 2019, o quadro
a cima traz 44 problemas. Isso se deve ao fato de que o problema 168 foi anulado nesse exame.
Dentre os 44 problemas, elegemos 7 deles, nos quais a visualizacdo pode auxiliar positivamente
na resolucdo, isto quer dizer que, um pouco mais de 15% do exame pode ser resolvido por
intermédio da visualizagdo Matematica, um numero significativo.

Ainda mais, observa-se que, dentre os 7 problemas, 3 deles estdo entre os problemas
com menor porcentagem de acertos, sendo o problema 161, o com menor percentual de acertos

do exame.

Quadro 3 - Porcentagens de acertos e tema geral dos problemas do ENEM ano 2017

(continua)
Classificacao Total de |Percentual
/ menor |Problema Acertos | de acertos Tema geral do problema
acerto
1 160 353019 7,41 Combinatdria
2 143 560807 11,77 Combinatoria
3 140 590780 12,40 Area
4 172 614659 12,90 Anaélise de grafico
S 141 632104 13,27 Equagdo 1° grau 2 incognitas
6 165 664626 13,95 Analise de graficos
/ 162 694568 14,58 Gréfico de fungdes
8 169 749489 15,74 Anélise de gréficos
9 167 774867 16,27 Teorema de Pitagoras
10 136 776403 16,30 Valor presente
11 180 823578 17,29 Proporcionalidade
12 153 834703 17,52 Altura do triangulo equilatero
13 137 845917 17,76 Logaritmo
14 166 863854 18,14 Funcéo cosseno
15 142 1047056 21,98 Volume
16 156 1085014 22,78 Lei dos senos
17 174 1129454 23,71 Mediana




(concluséo)

Classificacao

Total de |Percentual
/;;sptc())r Problema Acertos | de acertos Tema geral do problema
18 158 1134958 23,83 Conversdo de unidade de medida
19 145 1145938 24,06 Intervalo numérico
20 175 1146911 24,08 Probabilidade
21 176 1153279 24,21 Equacdo de 1 grau
22 151 1161829 24,39 Média ponderada
23 146 1164752 24,45 Comparagcéo entre dados
24 179 1236012 25,95 Probabilidade
25 138 1257532 26,40 Porcentagem
26 159 1271827 26,70 Comparacéo entre dados
27 168 1282230 26,92 Semelhanca de triangulos
28 163 1303875 27,37 Comparagéo entre dados
29 173 1327573 27,87 Equacdo 1° grau
30 161 1351188 28,37 Equacdo 1° grau 2 incognitas
31 177 1355965 28,47 Combinatéria
32 147 1362560 28,61 Andlise de grafico e porcentagem
33 149 1363339 28,62 Probabilidade
34 171 1363784 28,63 Comprimento da circunferéncia e velocidade
35 148 1458487 30,62 Tipos de forma geométrica
36 144 1464077 30,74 |Volume e transformagcéo de unidade de medida
37 170 1550209 32,55 Anélise de dados
38 152 1781918 37,41 Anélise de graficos
39 157 1805314 37,90 Intervalo numérico
40 150 1831229 38,45 Circulo trigonométrico
41 164 1937312 40,67 Porcentagem
42 139 1984267 41,66 Analise de graficos
43 155 2293414 48,15 Média aritmética
44 154 2716961 57,04 Analise de dados
45 178 2732292 57,36 Sequéncia

Fonte: Dados da pesquisa
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Semelhante ao que ocorreu nas aplicacOes de 2018 e 2019, a aplicacdo de 2017 conteve

problemas, que a visualizagdo pode estar auxiliando na resolugdo, entre 0s com menor

percentual de acertos. Neste caso, especificamente, o problema 140 ocupa o 3* lugar entre 0s

problemas mais errados pelos candidatos.

Dentre os 45 problemas destinados a Matematica e suas tecnologias, 5 deles podem ser

resolvidos com auxilio da visualizagdo, isto é, mais de 11% do exame os candidatos poderiam

fazer uso da visualizagdo em suas reflexdes sobre o problema e resolucdes.

Seguimos para aplicacdo de 2016.



Quadro 4 - Porcentagens de acertos e tema geral dos problemas do ENEM ano 2016

(continua)

Classificacao

Tema geral do

/ menor Problema Total de Acertos|Percentual de acertos
acerto problema
1 178 645979 11,36 Projecdo ortogonal
2 Densidade e
156 829925 14,59 Progressdo aritmética
3 168 850952 14,96 Combinatoria
4 175 880131 15,47 Formas geométricas
5 162 903299 15,88 Anélise de graficos
6 Progressdo
165 916139 16,10 Aritmética
7 170 931234 16,37 Moda
8 163 958187 16,84 Intervalo numérico
9 141 982580 17,27 Proporcéo
10 171 1024142 18,00 Porcentagem
11 Semelhanca de
143 1088058 19,13 triangulos e areas
12 169 1091120 19,18 Avrea e porcentagem
13 147 1104251 19,41 Combinatéria
14 152 1164012 20,46 Probabilidade
15 159 1164845 20,48 Média aritmética
16 180 1205523 21,19 Logaritmo
17 158 1258415 22,12 Analise de graficos
18 173 1262869 22,20 Anélise de gréficos
19 160 1266026 22,25 Exponencial
20 164 1293221 22,73 Proporcionalidade
21 176 1316475 23,14 Analise de graficos
22 172 1364942 23,99 Formas geométricas
23 145 1376013 24,19 Porcentagem
24 150 1415702 24,89 Proporcionalidade
25 148 1427262 25,09 Sistema posicional
26 139 1434915 25,22 Analise de graficos
27 161 1442516 25,36 Volume
28 151 1443392 25,37 Porcentagem
29 177 1514762 26,63 Porcentagem
30 Distancia entre dois
pontos no sistema
166 1525510 26,82 xOy
31 149 1628334 28,62 Coeficiente angular
32 Area, ponto méximo
167 1637164 28,78 e raizes da parabola
33 136 1706349 30,00 Volume
34 174 1717018 30,18 Volume
35 179 1733565 30,47 Intervalo numérico
36 146 1738765 30,56 Equagao 1° grau
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(concluséo)

Classificagéo Tema geral do
/ menor Problema Total de Acertos|Percentual de acertos blema
acerto pro
37 140 1776625 31,23 Desvio padrédo
38 157 1960962 34,47 Média aritmética
39 137 2028110 35,65 Escala
40 144 2060100 36,21 Média aritmética
41 Distancia entre
142 2123823 37,33 pontos
42 Converséo e unidade
138 2143818 37,69 de medida
43 154 2382093 41,87 Porcentagem
44 153 2594518 45 61 Média aritmética
45 155 3507373 61,65 Projecéo ortogonal

Fonte: Dados da pesquisa

Observa-se que, na aplicacdo de 2016 houve problemas que poderiam ser solucionados

com auxilio da visualizacdo, semelhante as aplicacdes posteriores a 2016, como visto

anteriormente.

Além disso sob a mesma Gtica de analise realizada anteriormente, pudemos selecionar
5 problemas, dentre os 45 do exame, os quais compreendem o conjunto de problemas que
julgamos ter suas solu¢des passiveis de utilizar a visualizacdo ou que esta forma de analisar a
matematica se constitui como essencial para entendimento e resolucdo do problema. Isto quer
dizer que, mais de 11% do exame poderia ter sido solucionado com a visualizagdo, uma parcela

consideravel caso se compare a dimensao de temas que a Matematica contém e podem ser

abordados nesses tipos de selecdes.

Quadro 5 - Porcentagens de acertos e tema geral dos problemas do ENEM ano 2015

(continua)
Classificagdo / menor Problema|Total de Acertos|Percentual de acertos Tema geral do
acerto problema
1 Probabilidade e
158 598963 10,66 porcentagem
2 Funcéo
165 664822 11,83 logaritmica
3 166 687533 12,24 Média aritmética
4 149 689382 12,27 Probabilidade
5 Equacoes, areas
145 694121 12,35 e porcentagem
6 Equacdes e
155 772926 13,76 porcentagem
7 159 857286 15,26 Exponencial




(continuacéo)

Classificagdo / menor

Tema geral do

Problema|Total de Acertos|Percentual de acertos
acerto problema
8 160 968952 17,25 Mediana
9 176 975084 17,35 Fungéo cosseno
10 Maximo divisor
146 996008 17,73 comum
11 Volume e
179 1107997 19,72 porcentagem
12 142 1117756 19,89 Combinatéria
13 Sistema de
137 1123278 19,99 equacbes
14 153 1142375 20,33 Casas decimais
15 Distancia entre
168 1148961 20,45 dois pontos
16 Conversao de
unidade de
174 1172993 20,88 medida
17 170 1177612 20,96 Combinatéria
18 Volume e
conversdo de
unidades de
167 1189358 21,17 medida
19 175 1236650 22,01 Probabilidade
20 164 1240456 22,08 Areas
21 Maximo de uma
136 1294532 23,04 funcdo
22 156 1329974 23,67 Combinatoria
23 Area do setor
171 1345319 23,94 circular
24 140 1364061 24,28 Area
25 Maximo de
157 1370741 24,40 funcdes
26 Figuras
148 1432248 25,49 geométricas
27 147 1492703 26,57 Equacoes
28 163 1500185 26,70 Volume
29 Intervalo
169 1508740 26,85 numeérico
30 Anélise de
139 1545552 27,51 graficos
31 Maximo divisor
162 1550691 27,60 comum
32 152 1567814 27,90 Juros compostos
33 144 1733358 30,85 Proporcionalidade
34 161 1819621 32,39 areas
35 Andlise de
141 1829545 32,56 graficos
36 151 1859007 33,09 Areas
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(conclusdo)

Classmgicéﬁ)ol MENOT b ohlema|Total de Acertos|Percentual de acertos Teg:r?)glee rr;e]llado
37 Anélise de
150 1866227 33,22 graficos
38 143 1878641 33,44 Areas
39 Conversdo de
unidade de
173 1932352 34,39 medida
40 154 2044795 36,39 Equacdo 1° grau
41 Conversao de
unidade de
177 2227301 39,64 medida
42 Conversao de
unidade de
172 2264166 40,30 medida
43 Analise de
138 2747754 48,90 graficos
44 180 3180934 56,61 Probabilidade
45 Analise de
178 3337459 59,40 graficos

Fonte: Dados da pesquisa

O quadro 5 fornece que alguns problemas podem ter suas solu¢fes encontradas por meio
da visualizacdo. Nota-se que uma parcela consideravel dos problemas do exame, no total 11,
compreendem o conjunto dos problemas citadas, isso corresponde a mais de 25% dos problemas
destinados a Matematica. Além disso, um dado ainda mais relevante, como visto nas aplicacfes
posteriores a este ano, parte desses problemas estdo dentre os mais errados pelos candidatos.

De maneira geral, temos que os quadros de 1 a 5 demonstram que os problemas
destacados, isto é, aqueles que podem ser resolvidos com auxilio da visualizacdo, estdo entre
0s mais errados pelos candidatos nas 5 aplicacbes mais recentes do ENEM. Provavelmente,
esse dado se repete nas aplicacGes mais antigas as analisadas aqui. Ainda mais, os problemas
ndo estdo somente entre aqueles com menor percentual de acerto, mas também, ha exames que
problemas como citados foram os mais errados pelos candidatos, como ocorreu nos anos de
2019 e 2016.

Ademais, ao analisar o percentual de acerto de problemas que estdo entre maior
percentual de acerto, observa-se que esse percentual é relativamente pequeno. Por exemplo, o
38 problema com menor percentual de acerto da aplicacdo de 2015 (quadro 5, problema 143
dessa aplicagdo), mostra que em torno de 66% dos participantes erraram esse problema, isto &,

mais da metade dos candidatos ndo conseguiram éxito na sua resolucdo. De forma semelhante,
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encontram-se problemas na mesma situacao nas aplicagdes seguintes, como pode ser visto nos
quadros de 1 a 4 apresentados anteriormente,

Era previsto que esses tipos de problemas estivessem presentes nesse tipo exame, uma
vez que a politica da propria selecao privilegia situacdes problemas que estejam relacionadas
com o cotidiano dos candidatos, no que se refere a exigéncia de ter a analise multifacetada da
matematica, como uma ciéncia relacional que &, e por seguir as orientagcdes disponibilizadas
nos documentos nacionais no que diz respeito ao que se espera da Educacdo Basica.

O gréafico a seguir concatena o percentual, por ano, dos problemas de visualizacdo
matematica evidenciados nos quadros apresentados. Os dados do grafico mostram uma certa
constancia da presenca desse tipo de problema nas aplica¢@es no intersticio estudado, com leve
aumento em 2018. A aplicacdo de 2015 é uma excecdo, tendo em vista apresentar um nimero

relativamente maior de problemas nesse exame.

Gréfico 2 - Percentual de problemas de Visualizagdo Matemética — ENEM
2015a 2019
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Fonte: Dados da pesquisa

Entretanto, como citado anteriormente, nesse estudo ndo foram introduzidos no
conjunto dos problemas analisados aqueles que tinham como base a andlise de graficos. Caso
esse tipo de problema tivesse sido contemplado, o quantitativo estudado e, consequentemente,
o percentual apresentado no grafico teria um aumento significativo, demonstrando que, mesmo
excluindo os problemas que se resumem em analise de graficos, de alguma maneira, houve nos
exames a existéncia de alguns problemas que poderiam ter suas solu¢des encontradas a partir

da visualizagdo matematica.
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Um dado relevante diz respeito aos temas tratados nos problemas elencados como
passiveis de serem solucionados pela visualizacdo. O quadro a seguir traz os temas dos

problemas os quais foram apresentados nos quadros expostos nessa sec¢ao.

Quadro 6 — Problemas de visualizagdo ENEM 2015 a 2019

Fonte: Dados da pesquisa

Ano Problema Tema geral do Ano Problema Tema geral
problema do problema
142 Area do circulo 178 Projecéo
ortogonal
145 Proporcionalidade 175 Formas
e comprimento do geométricas
circulo
2019 175 Volume de 2016 172 Formas
cilindros geométricas
157 Semelhanca de 161 Volume
triangulos
147 Areas 155 Projecéo
ortogonal
161 Distancia entre dois 165 Funcao
pontos logaritmica
154 Probabilidade 145 Equacdes,
areas e
porcentagem
138 Equagdes da 179 Volume e
circunferéncia e da porcentagem
reta
170 Funcdo seno e 168 Distancia
interpretacdo do entre dois
2018 grafico da funcdo pontos
180 Tangente de um 164 Areas
angulo e
comprimento da 2015
circunferéncia
153 Teoremas das 156 Combinatéria
cordas e Pitagoras
140 Volume 171 Area do setor
circular
159 Completar figura 140 Area
com quadrados
140 Area 148 Figuras
geomeétricas
167 Teorema de 163 Volume
2017 Pitagoras )
153 Altura do triangulo 143 Areas
equilétero
150 Circulo
trigonométrico
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Ao examinar os dados presente no quadro 6, acima, constata-se que os problemas
selecionados se tratam basicamente de problemas relacionados a Geometria, sejam eles com
dados estritamente geométricos ou geométricos relacionados as areas diversas da Matematica.
Tem-se como excecédo os problemas 154 e 156 das aplicacdes de 2018 e 2015, respectivamente.
No entanto, os dois problemas citados utilizam de formas geométricas na sua constituic&o.

Todavia, 0 que se busca compreender através deles sdo os temas Probabilidade e
Combinatoria, deixando o aspecto geometrico como suporte para o estabelecimento das
situacOes expostas pelos problemas.

Assim, tem-se que ndo apenas problemas de Geometria puderam ter suas solucgdes
concebidas por intermédio da visualizagao.

A partir dos dados expostos nesta secdo, pode-se inferir que, de maneira geral, nas
aplicacdes analisadas, os estudantes ndo tém um bom desempenho nos problemas que podem
ser resolvidos com auxilio da visualizacdo. Visto que, problemas desses tipos estdo entre 0s
mais errados pelos estudantes e quando ndo esta nesse conjunto (os problemas mais errados) o
percentual de acerto é pequeno, considerando pelo menos que metade dos candidatos ndo tem
logrado éxito nas resolucdes desses problemas.

Na se¢do a seguir, serdo mostrados dados que corroboram com a inferéncia descrita
anteriormente.

Findo essa discuss@o, a seguir sdo apresentados alguns problemas resolvidos pelos

autores, dentre os expostos no quadro acima.

6.2 Resolugéo dos problemas selecionados

Nesta secdo, serdo apresentados 10 problemas selecionados, dois de cada ano de
aplicacdo. O critério utilizado para sele¢do foi selecionar e propor uma solucao dos problemas
com menor percentual de acertos e que fosse possivel utilizar a visualizagdo na resolucéo.

Inicialmente, sdo apresentados os 5 problemas com menor percentual de acertos, um por
ano de aplicagdo. A seguir, sdo apresentados outros 5 problemas, igualmente, um por cada ano
de aplicagéo.

No corpo do texto das solucBes propostas, sdo listadas as estratégias de Larson (1983)
para resolucdo dos problemas.

As solugdes propostas estédo descritas a seguir.
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6.2.1 Problema 142 (ENEM 2019 — caderno azul)

Em um condominio, uma area pavimentada, que tem a forma de um circulo com
didmetro medindo 6 m, é cercada por grama. A administracdo do condominio deseja ampliar
essa area, mantendo seu formato circular, e aumentando, em 8 m, o didmetro dessa regido,
mantendo o revestimento da parte ja existente. O condominio dispde, em estoque, de material
suficiente para pavimentar mais 100 m? de area. O sindico do condominio ira avaliar se esse

material disponivel sera suficiente para pavimentar a regido a ser ampliada.

Utilize 3 como aproximacao para m.

A conclusdo correta a que o sindico devera chegar, considerando a nova area a ser

pavimentada, € a de que o material disponivel em estoque

A) sera suficiente, pois a area da nova regido a ser pavimentada mede 21 m?.
B) sera suficiente, pois a area da nova regiio a ser pavimentada mede 24 m?2.
C) sera suficiente, pois a area da nova regido a ser pavimentada mede 48 m?,
D) ndo sera suficiente, pois a area da nova regido a ser pavimentada mede 108 m?2.
E) ndo sera suficiente, pois a area da nova regido a ser pavimentada mede 120 m2.

Para resolucdo desse problema, utilizaremos as estratégias intituladas por Larson (1983)
como: 1) procure por um padréo, 2) faga uma figura, 5) use uma notagéo efetiva e 7) divida em
casos.

Observe que, inicialmente, devemos entender o problema, realizando analises que de
alguma forma resulte em algum padrdo (estratégia 1: procure por um padrdo). O problema
fornece que se deve calcular areas de circulos e setor circular e, por fim, decidir se é possivel
realizar o que se pede no problema: pavimentar o setor circular com material disponivel.

Tragamos, entdo, figuras que modelem o problema (estratégia 2: trace uma figura):



74

Figura 9 — Area pavimentada
inicialmente

Fonte: Elaborado pela autora

Sejaa Figura 9 a representacdo da area pavimentada, de 6¢cm de didmetro, e cercada por

grama.

Queremos aumentar a area desse circulo, da regido pavimentada, de modo que o

didmetro do circulo original aumente em 8 m, isto &, tenha um didmetro de 14 m (6 + 8).

Seja a Figura 10, a seguir, a representacdo do contexto citado.

Figura 10 — Aumento da area pavimentada

Fonte: Elaborado pela autora

Por fim, calcular a area que se pretende aumentar: o setor circular que citamos

anteriormente (area em bege):
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Figura 11 - Area pedida no problema

Fonte: Elaborado pela autora

A Figura 11 demonstra, intuitivamente, e sem sombra de duvidas, que, para solucionar
o0 problema, basta calcular a area do circulo de didmetro 6m e subtrair da area do circulo de 14
m de diametro, encontrando a area do setor circular (estratégia 7: divida em casos).

Resta-nos escolher a notacdo (estratégia 5: escolha uma notacéo efetiva) que melhor se
adeque ao problema.

Assumamos, entdo, que a area do circulo de didmetro 6m é dada por:

G, = 7T7”1Za 1)

em que = = 3, dado do enunciado e r1= 3, vez que é o raio do circulo e raio de qualquer circulo
diametro

é dado por

Assim,
C1:7TT12:3.32:27m2. (2)

Assumamos, agora, que a area do circulo de didmetro 14m seja dada por
C, = mry?, 3)
emquer =3er="1.

Assim,

C, = mr,? = 3.7% = 147m?. (4)

Portanto, utilizando o raciocinio da Figura 11, devemos ter:



76

Area procurada = C, — C1 = 147 — 27 = 120m?

Analisando as alternativas, concluimos que a correta a ser marcada pelos candidatos

deve ser a E.

Um questionamento vem a mente quando nos deparamos com o dado de que esse
problema foi o terceiro mais errado pelos candidatos nesta selecdo: por que os candidatos
erraram um problema relativamente simples como o apresentado?

Inicialmente, observemos que conhecimentos matematicos os candidatos, isto é,
concluintes ou egressos do Ensino Médio, devem conhecer para resolucdo do problema: 1)
calcular area do circulo e 2) subtrair areas. Observa-se que sdo conhecimentos que nao refletem
dificuldades para aplicacdo e devem ser de amplo conhecimento pelos alunos do Ensino Médio.

Nessa conjuntura, podemos inferir que, existem duas situagdes que podem estar
diretamente relacionadas a dificuldade de resolver corretamente o problema, quais sejam:
ensino algoritmizado da matemaética e a dificuldade de visualizacdo do problema. Tais fatos
foram discutidos nesse texto.

O ensino algoritmizado, favorecendo a aplicagdo de férmulas, sem o devido
entendimento do saber matematico, dificulta, se ndo, impossibilita, a interpretacdo correta de
problemas diversos, inclusive, aqueles com baixo nivel de dificuldade.

Igualmente, o pensamento visual deficiente, ndo permite ou dificulta a interpretacdo do
que se pede no problema. Uma vez que, como afirmam Flores, Wagner e Buratto (2012),
entendendo que visualizacdo e pensamento visual como sindnimos, que a visualizagdo € um
meio para o entendimento de conceitos matematicos.

Assim, pensar nas dificuldades que os estudantes apresentam na resolucéo de problemas
Matematicos, leva-nos a estabelecer uma relacdo entre essa dificuldade e a inabilidade em
articular os conceitos Matematicos, carregados de abstracdo, com a visualizacdo (SANTOS,
2014).

6.2.2 Problema 161 (ENEM 2018 - caderno azul)

Para apagar os focos A e B de um incéndio, que estavam a uma distancia de 30 m um

do outro, os bombeiros de um quartel decidiram se posicionar de modo que a distancia de um
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bombeiro ao foco A, de temperatura mais elevada, fosse sempre o dobro da distancia desse

bombeiro ao foco B, de temperatura menos elevada.

Nestas condi¢cfes, a maior distancia, em metros, que dois bombeiros poderiam ter

entre eles é

A) 30.
B) 40
C) 45
D) 60.
E) 68.

Inicialmente, deve-se pensar nas possibilidades para localizacdo dos dois bombeiros
(estratégia 7: divida em casos).

Fixemos sem perda de generalidade, inicialmente, os pontos A e B, com A antes de B

(estratégia 2: faca uma figura):

Figura 12 - Distancia entre os focos de incéndio A e B

Fonte: Elaborado pela autora

Fixados os pontos A e B, onde se localizam os focos de incéndio, temos 3 possibilidades:

1) Um dos bombeiros esta entre A e B e 0 segundo depois de B (estratégia 4: modifique

0 problema):

Sejam a e b os dois bombeiros. Sem perda de generalidade, consideremos que o

bombeiro a esta entre A e B e 0 bombeiro b esta depois de B, conforme figura a seguir:
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Figura 13 - Posi¢do dos bombeiros a e b, com a entre A e B e b depois de B

Fonte: Elaborado pela autora

Retomamos que, a distancia do bombeiro a ao foco A, deve ser o dobro da distancia
desse bombeiro ao foco B, 0 mesmo ocorre com o bombeiro b. Sendo 2x a distancia do bombeiro
a ao foco A e x a distancia desse bombeiro ao foco B, pode-se construir a figura 14 a seguir,
com os dados aqui exposto.

Figura 14 - Distancia do bombeiro a aos focos de incéndio

Fonte: Elaborado pela autora

Como a distancia de A e B é 30m, analisando o bombeiro a, temos que ele deve estar a
uma distancia 2x de A e x de b, onde 2x + x = 30, isto €, a distancia entre A e B. Assim, x = 10.

Logo, a distancia do bombeiro a ao foco A € 20, e a distancia do mesmo bombeiro ao foco B é
10.

Analisemos, nesse momento, a posi¢cdo o bombeiro b.

Figura 15 - Distancia do bombeiro b aos focos de incéndio

Fonte: Elaborado pela autora

Utilizando o mesmo dado solicitado no problema, temos que a distancia do bombeiro b
ao foco A € o dobro da distancia desse bombeiro ao foco B. Assim, tomemos como 2y a distancia
do bombeiro ao foco A ey a distancia do bombeiro ao foco B. Como o0 bombeiro b esté a direita
do foco B, entéo, a distancia desse bombeiro ao foco A é dada por 30+ y = 2y. Dai, segue-se
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que, y = 30. Logo, a distancia do bombeiro b ao foco B é 30 e a distancia do bombeiro b ao foco
A ¢ 60.
Assim, pela construcédo da situacdo problema, a distancia entre os bombeiros € dada pela

distancia do bombeiro a ao foco A e do bombeiro B ao foco b, isto &,

x+y =10 + 30 = 40 5)

2) Um dos bombeiros esta entre A e B e 0 outro antes de A. (estratégia 4. modifique o
problema).
Sejam a e b os dois bombeiros. Sem perda de generalidade, consideremos que o
bombeiro a estd a esquerda de A e 0 bombeiro b estd entre A e B.

Figura 16 - Posicao dos bombeiros a e b, com a a esquerda de Ae b entre Ae B

Fonte: Elaborado pela autora

Considerando o fato de que a distancia de o bombeiro a ao foco A € o dobro da distancia
desse bombeiro ao foco B, tem-se que essa afirmagé@o ndo pode ocorrer. Pois, conforme figura
16, o bombeiro em questdo esta situado a esquerda de A, isto €, mais préximo de A do que de
B.

3) Os dois bombeiros estdo entre A e B. (estratégia 4: modifique o problema).
Sejam a e b os dois bombeiros. Sem perda de generalidade, consideremos que 0s

bombeiros estdo situados entre A e B.

Figura 17 - Distancia do bombeiro b aos focos de incéndio

Fonte: Elaborado pela autora
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Depreende-se da figura e da afirmagéo de que os bombeiros estdo entre A e B, e ambos
devem estar em um ponto que satisfaca a condigéo de estarem a uma distancia do foco A que
seja o dobro da distancia deles ao foco B, entéo, esse ponto coincide, isto é, os bombeiros ae b
estdo no mesmo ponto.

O problema solicita a distancia entre eles, que neste caso, em particular, € 0 (zero).

Portanto, de acordo com o fato de que se pretende localizar os bombeiros com a maior
distancia possivel entre eles e com as condi¢des apresentadas nas possibilidades apresentas, a
alterativa a ser marcada é a B.

Observou-se que o problema em tela trata basicamente da distancia entre dois pontos.
Utilizando para sua resolucao equacdes de primeiro grau com duas incognitas. O problema traz
temas que sdo comumente vistos na Educacdo Béasica. A maior dificuldade de resolucéo,
provavelmente, resida no fato de “enxergar” o posicionamento dos bombeiros entre os focos de
incéndio, o que ndo possibilita o raciocinio e analise de possibilidades de resolugdo, trata-se
ndo somente de aplicar o conhecimento adquirido sobre equacgdes, mas compreender uma
situacdo narrada a partir de um contexto visual.

O que se V&, entdo, € uma dificuldade relacionada a pouca capacidade de visualizar as
solugdes a partir dos dados postos no problema, e, posteriormente, aplicar o conhecimento
matematico exigido para a solu¢cdo adequada.

O exposto até 0 momento esta de acordo com o discutido na introducdo e fundamentagédo
desse texto. No que diz respeito aos niveis atingidos pelos estudantes na avaliacdo do SAEB,
0s estudantes ndo possuem as habilidades relacionadas ao conhecimento visual e,
consequentemente, podem ndo ter o necessario para resolucdo de problemas como os citados
neste texto.

Skemp (1993) evidencia uma relacdo entre a imaginacdo visual, como um meio de
favorecer a integracdo de ideias, com o fato de que as pessoas tém se sobressaido por sua
contribuicdo matematica e cientifica por usarem mais da imaginacgdo visual que outros meios
de pensar matematicamente. O mesmo pesquisador utiliza o termo insight a experiéncia da
imaginacéo visual (SKEMP, 1993, apud LEIVAS, p. 19).

Em termos do ensino e aprendizagem de Matematica, a provavel dificuldade encontrada
na resolucédo desses problemas evidencia uma outra dificuldade aqui ja discutida: o pouco uso

desse recurso no ensino e aprendizagem de Matematica em todos os niveis de ensino.

6.2.3 Problema 140 (ENEM 2017 - caderno azul)
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Um gargom precisa escolher uma bandeja de base retangular para servir quatro tacas de
espumante que precisam ser dispostas em uma unica fileira, paralela ao lado maior da bandeja,
e com suas bases totalmente apoiadas na bandeja. A base e a borda superior das tacas sdo

circulos de raio 4 cm e 5 cm, respectivamente

A bandeja a ser escolhida devera ter uma area minima, em centimetro quadrado, igual a

A 192.
B 300.
C 304.
D 320.
E 400.

Para resolucdo do problema, o candidato pode, incialmente, imaginar a disposicao das
tacas na bandeja e, em seguida, analisar as possibilidades de ser a bandeja desejada, isto €, a de
area minima.

A figura 18 representa a situacdo enunciada no problema (Estratégia 1: Faca uma
figura).

Figura 18 - Representacdo inicial do

problema
D A A & 4
A b o o=y’

Fonte: Elaborado pela autora
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Observando a figura, temos que, para a bandeja tenha area minima, as tacas devem
ocupar o menor espaco possivel. Entdo para, que isso ocorra, as tacas devem estar tdo proximas
quanto possivel. Neste caso, devem estar tocando-se duas a duas.

Novamente, observando a imagem, o didametro da base superior da taca € maior que o
diametro da base inferior. Logo, as tacas devem se tocar pela base superior, enquanto as bases
inferiores devem estar separadas duas a duas.

A partir dessas inferéncias pode-se proceder de duas maneiras:

i) Considerando as bases superiores das tacas, tem-se que analisar duas situacfes

(Estratégia 7: divida em casos):

1) Caélculo do comprimento da base menor da bandeja:
Inicialmente, a partir da figura 18, o valor da base menor da bandeja, que se configura
como um retangulo, possui como dimensdo o didmetro da base inferior da taca, neste caso, é de

8 cm.

2) Calculo do comprimento da base maior da bandeja:

Para que a area da bandeja seja minima, basta proceder como realizado para definir a
medida da base menor, isto é, considerar que as bases menores das tagas devem ser consideradas
em detrimento da medida das bases superiores.

Isto é, pode-se somar os didmetros das tacas e em seguida, subtrair desse valor, o
correspondente ao que ultrapassa, das tacas laterais em relacdo a base superior, das laterais da

bandeja.

Figura 19 - Visdo da regido superior das tagas na bandeja, com valor X em evidéncia.

Fonte: Elaborado pela autora

Isso quer dizer, basta encontrar o valor de x da figura 19.
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Realizando uma seccdo vertical em uma taca lateral da bandeja, passando pelo centro
dessa taca - figura 20 -, tem-se que a secgdo, nesses moldes, passa pelos centros das bases

superior e inferior.

Figura 20 - Representacdo do problema com as sec¢des verticais

5cm

Fonte: Elaborado pela autora

Comparando, dessa forma, os raios das bases superiores e inferiores da taca, tem-se que,
a parte superior da taga ultrapassa em 1 cm a base superior da mesma taca. Esse é o valor de x
procurado (estratégia 5: escolha uma notacéo efetiva).

Empregando o mesmo raciocinio para a taca lateral oposta em relacéo as bases maiores
da bandeja, temos que a base superior, em termos de raio, ultrapassa em 1 cm a base inferior
dessa mesma taca. Logo, somando-se os didmetros das quatro tagas (40 cm), basta diminuir,
desse valor, o que ultrapassa, neste caso 2 cm, 0 que resulta no comprimento da base maior da
bandeja. Neste caso: 38.

Portanto, a area pedida € 38 x 8 = 304 cm2.

i) Considerando as bases inferiores das tacas, tem-se duas situacoes:
1) Caélculo do comprimento da base menor da bandeja:

Analogo a situacdo 1) do item i).

2) Caélculo do comprimento da base maior da bandeja:
Retomando a figura 20, como as bases superiores possuem um didmetro maior do que

as bases inferiores das tacas, entdo, as bases superiores ocupam um espago maior do que as



84

bases inferiores, isto é, as tagas se tocam na parte superior, fazendo com que as tacas fiquem
separadas por suas bases inferiores. Assim, deve-se saber, inicialmente, o valor correspondente
a essa separacdo. Chamaremos de y o valor dessa separagéao.

Ainda, como queremos a bandeja de menor area, as tacas que estdo posicionadas mais
lateralmente na bandeja tocam as bases menores da bandeja tangencialmente. Assim, as bases
superiores das tacas ultrapassam a bandeja.

Assim, concluimos que uma figura que retrata a situacéo problema é dada por:

Figura 21 - Secc@es verticais em tacas adjacentes com
localizacdo de y

, 10cm
—p

0

| y 1

I—’ <—l
4cm 4cm

Fonte: Elaborado pela autora

A figura 21 fornece que, considerando que as tagas se tocam nas bases superiores duas
a duas e que os raios dessas bases sdo 5 cm, enquanto o raio das bases inferiores sdo 4 c¢cm,
temos que, ao seccionar verticalmente duas tagas adjacentes, a partir do centro das bases, isto
é, a seccdo vertical divide a taca ao meio, tem-se que a distancia de um centro de uma das tacas,
chamemos de Oy, ao centro da outra taca adjacente, chamemos de Oz, € 10 cm (5 cm + 5 cm).
Igualmente, esse é o comprimento entre os centros das bases inferiores das tacas adjacentes,
resultante da secgéo vertical. Entéo, o y descrito na figura equivale a 2.

Logo, para calcular o comprimento da base maior da bandeja basta somar o diametro
das 4 tacas aos valores que correspondem aos espagos vazios entre essas mesmas tacas, 0s quais
sdo 3 espacos de 2cm cada. Entéo, tem-se que o comprimento é dado por: (4 x 8) + (3x 2) =38

Portanto, a area procurada é 38 x 8 = 304 cmz.

Apresentamos uma possivel solucdo de um problema que se enquadra como o terceiro

com menor percentual de acertos entre os candidatos que realizaram o exame de 2017. Trata-
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se de um problema geométrico que necessita de conhecimentos basicos de Geometria: didmetro
e raio de uma circunferéncia, e area de um retangulo.

Resta-nos refletir sobre os motivos que levaram a cerca de 87,6% dos candidatos néo
conseguirem, a partir desses conhecimentos matematicos, chegar a alternativa correta do
problema.

Como se tratam de conhecimentos que ndo sdo avancados, leva-nos a inferir que a
dificuldade esta centrada na pouca capacidade visual dos candidatos para compreensao geral
do préprio problema, abstrair os condicionantes tedricos relacionados ao problema e aplica-los
de maneira efetiva.

Além do mais, o problema carece de uma compreensao visual que € dificil ser estudada
no plano, sendo necessario uma visdo espacial da situacdo problema, fato que pode dificultar
ainda mais o processo de abstracao e é decisiva para o0 alcance de uma solucéo favoravel.

Nesse sentido, Barbosa (2009) aponta que as dificuldades associadas ao raciocinio
visual, residem, entre outros motivos elencados pela pesquisadora, na incapacidade dos
estudantes de Matematica de visualizar ou completar espacialmente contextos matematicos

diversos, ndo somente aqueles relacionados diretamente a Geometria.
6.2.4 Problema 178 (ENEM 2016 — caderno azul)

A figurarepresenta o globo terrestre e nela estdo marcados os pontos A, B e C. Os pontos
A e B estdo localizados sobre um mesmo paralelo, e os pontos B e C, sobre um mesmo
meridiano. E tracado um caminho do ponto A até C, pela superficie do globo, passando por B,
de forma que o trecho de A até B se dé sobre o paralelo que passa por A e B e, o trecho de B
até C se dé sobre o meridiano que passa por B e C. Considere que o plano o ¢ paralelo a linha

do equador na figura.

=
/4,2'1'..
" ’

I.:.‘.' S ]

T~

o




86

A projecdo ortogonal, no plano a, do caminho tracado no globo pode ser representada

por

A

n&‘_—_ B
@ ,—]

A B
® = B=C

® » —— &=

E] h\\—__——:;la

O problema nos fornece que, o plano a ¢ paralelo a linha do equador, enquanto o trajeto
de A a B também € paralelo a essa mesma linha. Ainda, o trajeto citado se da pela superficie do
globo. Entdo, ao realizar a projecdo ortogonal a esse trajeto, isto é, ao se tracar retas
perpendiculares ao trajeto, as quais também sdo perpendiculares a a, a imagem que é projetada
sobre o deve ser semelhante ao trajeto de A & B. Como o globo se assemelha & uma esfera, entéo
a imagem projetada deve ser uma curva.

Para realizar a projecdo ortogonal do trajeto B a C, analisemos a figura 22 a seguir,
extraida da figura dada no problema:
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Figura 22 - Situagdo problema - Imagem
extraida do problema 178 de 2016

___;‘__OI___

1 K
_____ ‘._-

E
e & Equador
A B
®——-—-9

Fonte: Elaborado pela autora

Observe que, os pontos B e K sdo simétricos em relacdo a linha do Equador. Pois, B e K
estéo situados em dois paralelos simétricos a esse paralelo. Dai decorre que, os trajetos B A E e
E a K séo simétricos. Assim, na projecédo a ser realizada, os pontos B e K, bem como todos os
pontos entre os trajetos B a E e E a K, coincidem.

Ainda, decorre dessa ultima afirmacéo, que os pontos B e C ndo podem coincidir na
projecdo. Além disso, como o ponto C, em relacdo ao ponto B, estd mais proximo de um dos
polos no globo, entdo, esse ponto se localiza em um local um pouco mais a esquerda da curva
formada pelo meridiano que os pontos B e C se localizam, como representado na Figura 22.
Entdo, na imagem formada pela projecdo, o ponto C deve, necessariamente, estar localizado
um ponto um pouco mais para tras em relacédo a B.

Além disso, como a superficie do globo € curva, entdo, as retas perpendiculares a cada
ponto pertencente a esse trajeto, que também s&o perpendiculares sobre o, devem projetar sobre
esse plano pontos que coincidem, nas localizag¢6es sobre o globo que as curvas, abaixo e acima
do equador. Isto é, nas localiza¢des simétricas em relacdo a linha do equador, as quais citamos
anteriormente (tal como fechar uma folha de papel, na metade, que tem um segmento de reta,
o qual é perpendicular a reta que se forma na dobradura da folha). E pontos que ndo coincidem,
especificamente no trajeto K a C, conforme figura 22. Portanto, teremos, na imagem formada
pela projecéo, uma linha, continua, abaixo de B, visto se tratar do trajeto B & K. Essa linha passa
por B, em seguida, e atinge C.

Resta-nos saber se a linha citada que representa o trajeto B a C é uma linha reta ou outro
tipo de curva. Acreditamos, que o discutido até o0 momento é suficiente para concluir que a
imagem projetada do trajeto entre B e C se trata de uma reta.

Portanto, diante dos argumentos expostos, resta como alternativa a ser marcada a letra
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As estratégias de resolucdo de problemas que foram utilizadas para solucdo foram: 1) 1
— procure por um padréo; 2) 2- trace uma figura; 3) 6 — explore as simetrias e 4) 7 — divida em
casos.

Observa-se que 0 conhecimento matematico necessario para resolugdo do problema se
resume ao entendimento de paralelismo, perpendicularismo e projecdo ortogonal.

Entretanto, este problema, dentre os aqui discutidos, provavelmente, constitua-se como
um dos problemas que para sua solucdo carece exclusivamente da visualizacdo e,
consequentemente, da habilidade bem desenvolvida dos candidatos sobre o assunto. Este talvez
seja 0 grande motivo para que cerca de 90% dos candidatos ndo tenham conseguido chegar a
alternativa correta.

Este é um dado preocupante, pois espera-se, dentre outras habilidades, o
desenvolvimento da capacidade visual dos estudantes da Educacdo Basica, tendo em vista que
avisualizacdo e a leitura de informag6es gréficas em Matematica sdo aspectos importantes, pois
auxiliam a compreensao de conceitos e o desenvolvimento de capacidades de expressdo graficas
(BRASIL, 1998).

6.2.5 Problema 165 (ENEM 2015 - caderno amarelo)

Um engenheiro projetou um automodvel cujos vidros das portas dianteiras foram
desenhados de forma que suas bordas superiores fossem representadas pela curva de equacgéo

y = log x, conforme figura.



89

y =| log(x)

A forma do vidro foi concebida de modo que o eixo x sempre divida ao meio a altura h
do vidro e a base do vidro seja paralela ao eixo x. Obedecendo a essas condigdes, o engenheiro
determinou uma expressao que fornece a altura h do vidro em funcdo da medida n de sua base,

em metros.

A expressao algébrica que determina a altura do vidro é

A) IOg <n+ V2112+4) _ lOg (n— 2112+4)

(14 - os(1-3)
C) 1og( )+ log(1-3)
og*

+W)

B) log

E) 2log (n"'— “:2"'4)

Todas as informagdes necessarias para resolucdo do problema estdo presentes no gréfico
da funcéo disponibilizada no caderno de questdes. Bastando, para tanto, a interpretacdo desses
dados e aplicar a teoria sobre logaritmo.

A figura disponibilizada no enunciado do problema fornece os dados evidenciados na

figura a seguir (estratégia 2: trace uma figura e estratégia 5: escolha uma notagéo efetiva):



90

Figura 23 — Coordenadas dos pontos A e
B

y(m)

= log(x)
P B=(xm2hi2)

Fonte: Enem 2015 - editado pela autora

Os dados foram adquiridos da seguinte forma:
Como o eixo x divide ao meio altura h do vidro, entéo, a coordenada y do ponto B é %

(estratégia 6: explore as simetrias). Assim, temos que:

h
log(xmz) = 5 (6)
Sendo Xm1 € Xm2 as abcissas dos pontos A e B, destacados na figura 23, entdo

Xm2 = Xm1 +n.

Dessa forma,

10g(xmz) = log(Xmy + 1) =2 )

O que implicaem

2log(xpy +n) =h (8)

Analogamente, como o eixo x divide ao meio a altura h do vidro, ent&o, a coordenada y
. h . . o . . . h
do ponto A ¢é > Entretanto, abaixo do eixo x, a fungdo torna-se negativa, logo, isto é, -3

(estratégia 6: explore as simetrias):

log(tm) = — 2 €)

O que implicaem
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-2log(xm1) = h (10)
Resolvendo o sistema de equagdes composto pelas equacdes (7) e (9), temos que:

log(x;nq) + log(x +1n) =0.
Dai resulta:
log[(xm1) (X1 + )] = 0.
Assim,
(xXm1) ey + 1) = 1. (11)

Resolvendo a equacédo de segundo grau, obtemos:

() = 2, (12)

Como a funcdo logaritmica possui 0 dominio composto pelos nimeros reais positivos,
com excecdo do zero, entdo, os valores que Xm1i podem assumir s6 podem ser positivos.

Analisando as duas possibilidades decorrentes da conclusdo (12), necessariamente,

—n+vn?+4

(tmr) = 22 (13)
Pois,
vn?2+4 > n. (14)

Substituindo o valor de xm1 equagéo (10), obtemos:

-n++vVn? +4
h= —2log(————

h=2log (Svms). (15)

Multiplicando a numerador e denominador da fracdo nos parénteses por n + vn? + 4,

obtemos:
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n+VnZ+4
) (16)

h=210g( 2

Portanto, a alternativa a ser marcada é a E.

Observe que, para resolucdo do problema, ndo basta ter conhecimento apenas das
propriedades de logaritmo, necessitando, para isso, a analise do grafico da funcdo, identificando
os elementos que caracterizam a funcéo logaritmica. Assim, ambos 0s entendimentos foram
fundamentais e decisivos para que uma parcela pequena dos participantes conseguissem chegar
a alternativa a ser marcada.

Ainda, no inicio da resolu¢do do problema em questdo, afirmamos que todas as
informacBes para a sua solucdo se encontrava na figura disponibilizada no enunciado do
problema. No entanto, os dados ali presentes, por si sés, ndo fornecem todos os elementos para
resolucdo adequada, necessitando que o candidato consiga ler, interpretar e ver os elementos
necessarios para resolugdo presentes nas informagdes disponibilizadas na figura.

Assim, ndo é suficiente a busca de informacGes prontas na figura em questéo, devendo-
se analisar os dados ali contidos, enxergar os condicionantes necessarios para resolucdo e, por
fim, utilizar o conhecimento da funcéo logaritmica.

Esse fato estd de acordo com o discutido por Santos (2014) ao compreender que a
visualizacdo, “mesmo sendo fundamentalmente considerada como uma predisposicdo
relacionada ao ato de ver, corresponde também as propriedades mentais, a percepcao espacial,
ndo somente ao que esta posto diante aos olhos” (SANTOS, 2014, p. 22).

Além do mais, trata-se, muitas vezes, de um tema que, infelizmente, ndo é estudado de
forma suficiente na Educacdo Baésica, rede publica, por varios motivos. Tal fato aliado a
necessidade de visualizar a resolucdo do problema, por meio de dados expostos em um grafico,
provavelmente, resultou na dificuldade encontrada pelos candidatos em desenvolver um
raciocinio que fosse suficiente para lograr éxito na resolucdo do problema.

Aqui encerram-se as solucgdes dos 5 problemas com menor percentual de acertos das
cinco aplicacOes estudadas. A seguir, serdo expostos os outros problemas solucionados nessa

investigacao.

6.2.6 Problema 157 (ENEM 2019 - caderno azul)
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As luminérias para um laboratdrio de matematica serdo fabricadas em forma de sélidos
geométricos. Uma delas tera a forma de um tetraedro truncado. Esse solido é gerado a partir de
seccOes paralelas a cada uma das faces de um tetraedro regular. Para essa luminaria, as sec¢des
serdo feitas de maneira que, em cada corte, um terco das arestas seccionadas serdo removidas.

Uma dessas seccOes esté indicada na figura.

Essa luminaria tera por faces

A) 4 hexagonos regulares e 4 tridngulos equilateros.
B) 2 hexagonos regulares e 4 triangulos equilateros.
C) 4 quadrilateros e 4 triangulos isdsceles.
D) 3 quadrilateros e 4 triangulos isosceles.

E) 3 hex&gonos regulares e 4 tridngulos equilateros.

Para resolugcdo do problema, é suficiente que se proceda como orientado na figura
disponibilizada no enunciado. O candidato deve imaginar como sera o solido resultante das
seccdes citadas no enunciado do problema.

A figura a seguir mostra o s6lido gerado a partir das sec¢des paralelas as bases do
tetraedro (estratégia 2: trace uma figura).
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Figura 24 - Solug&o visual do problema 157 — ENEM 2019 — caderno azul

A

<

|

o

Fonte: Elaborado pela autora

Um raciocinio plausivel para resolucdo do problema esta descrito a seguir.

Inicialmente, faz-se as sec¢Oes paralelas as faces do tetraedro, conforme a figura 24.

Observa-se que, a partir dessas seccdes, sdo retirados 4 sélidos, uma vez que o tetraedro
inicial possui 4 faces. Solidos esses que possuem, também, 4 faces, as 3 laterais, que pertenciam
ao tetraedro original, e a face seccionada. Entdo, esses 4 sélidos sdo piramides, cuja base é um
tridngulo, pois as sec¢bes foram realizadas paralelamente as bases do tetraedro.

Ainda, pelo mesmo motivo (as sec¢cdes foram realizadas paralelamente as faces do
tetraedro), tem-se que os triangulos formados pelas secc¢Bes sdo semelhantes aos tridngulos de
cada face do tetraedro e, por isso, sdo equilateros, visto que o tetraedro é regular.

Assim, concluimos que, a luminaria, formada pelo tetraedro truncado, terd 4 faces
compostas por triangulos equilateros. Observe que serdo 4 faces adicionais, que surgiram apds
as seccoes paralelas as faces do tetraedro. Ainda se faz necessario analisar como ficaram as 4

faces que pertenciam ao tetraedro.

Observe que as sec¢Oes foram realizadas em um ponto especifico: a uma distancia de %

de cada vértice. Assim, cada aresta lateral foi dividida em trés partes que medem % cada uma.



95

Logo, as faces laterais do tetraedro truncado, isto €, apos as sec¢es e retiradas das piramides
de base triangulares, sdo compostas por trés arestas que medem % (as arestas citadas aqui séo as
arestas laterais do tetraedro original, apds as seccOes paralelas as bases do tetraedro) e trés
arestas que sd@o comuns as arestas das bases das piramides retiradas apds as seccdes paralelas
as bases do tetraedro.

Portanto, tem-se que as faces laterais, que sdo 4, visto serem as faces do tetraedro,

a . .
possuem 6 arestas, 3 que medem 5 3 que devemos analisar o valor das suas medidas.

Analisando uma face do tetraedro, temos que, como as sec¢des foram feitas paralelas

as faces do trapézio, as quais sdo triangulares, ver figura 25 a seguir.

Figura 25 - Tetraedro com 0s pontos dos
vértices.

Fonte: Elaborado pela autora.

Na Figura 25, os triangulos ABD e EFD sdo semelhantes (visto que o angulo 2ADB é
comum e o0s angulos £ABD e 2EFD s&o correspondentes, assim como os angulos zBAD e
<FED igualmente também sdo correspondentes. Mas, o triangulo ABD ¢é equilatero, logo o

tridngulo EFD também o é. Assim, os lados do tridngulo EFG medem % :

Analogamente, isso se estende aos tridngulos formados pelas secgdes paralelas,
ocorrendo nas 4 faces do tetraedro.

Portanto, as 6 arestas citadas terdo a mesma medida, neste caso g Isto quer dizer que

as faces que restam do tetraedro truncado serdo as faces laterais do tetraedro original apés a
seccao paralela as faces do tetraedro, que sdo compostas por 4 hexagonos de lados de medida

a
3
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Assim, a luminéria tera 4 faces composta por triangulos equilateros e 4 faces compostas
por hexégonos regulares.

Logo, a alternativa a ser marcada é a A.

Na resolucdo desse problema, além da estratégia 2- trace uma figura, foram utilizadas
as estratégias 1- procure por um padrao e 7- divida em casos.

Para resolucéo do problema, o candidato deve conhecer paralelismo entre retas e planos
e semelhanca de triangulos.

Igualmente como vimos nos problemas anteriores, a resolu¢do do problema ndo se
resume ao conhecimento dos temas matematicos citados. Sendo crucial a visualizacdo das
seccOes paralelas e as figuras geométricas geradas a partir dessas sec¢fes sao essenciais para
uma resolucdo aceitadvel do problema. Isto quer dizer que, o conhecimento matematico dos
temas citados, por si sO, ndo garante a resolugdo de problemas como os citados, sendo
necessario que o candidato tenha habilidades de visualizar o problema espacialmente. Como ja
discutido neste texto, essas habilidades sdo de grande importancia para solucao de problemas
diversos no dia a dia em sociedade e s&o dificeis de serem estimuladas no modelo atual de
ensino da Matematica.

Essas inferéncias podem justificar o fato de que cerca 83% dos candidatos erraram o

problema em tela.

6.2.7 Problema 153 (ENEM 2018 — caderno azul)

A figura mostra uma praca circular que contém um chafariz em seu centro e, em seu

entorno, um passeio. Os circulos que definem a praca e o chafariz sdo concéntricos.
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O passeio tera seu piso revestido com ladrilhos. Sem condi¢es de calcular os raios, pois
o chafariz estd cheio, um engenheiro fez a seguinte medicdo: esticou uma trena tangente ao

chafariz, medindo a distancia entre dois pontos A e B, conforme figura. Com isso, obteve a
medida do segmento de reta AB: 16 m.

!

Dispondo apenas dessa medida, o engenheiro calculou corretamente a medida da area
do passeio, em metro quadrado.

A medida encontrada pelo engenheiro foi
A) 4n
B) 8n
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C) 48=n
D) 64n
E) 192n

A figura 26 a seguir representa uma possivel solucdo do problema em tela (estratégia 2:
trace uma figura).

Figura 26 - Resolucdo visual do problema 153 (ENEM 2018).
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Fonte: Elaborado pela autora
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Da figura depreende-se que se deve calcular a area da regido em bege e, em seguida,
subtrair dessa regido a area da regido em cinza, resultando na area do passeio, como pedido no
problema.

Entéo, resta-nos calcular o valor dessas regides.

Chamemos de A; a area da regido em bege e denotemos por R 0 seu raio. Assim, sua
area é dada por:
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A1 = mR? -(17)

Analogamente, chamemos de A2 a area da regido em cinza de denotemos por r o seu

raio. Assim, sua area é dada por:

A, = mr? (18)

Subtraindo as &reas, conforme figura 25, obtemos:

A - A, =1(R — 1?) (19)

Observe que, a subtracdo é possivel, visto que as circunferéncias estudas sdo
concéntricas.
Resta-nos encontrar alguma relagé@o entre os raios para atingir o resultado esperado.

A figura 27 fornece os dados necessarios para conclusdo da solucéo do problema.

Figura 27 - llustracéo do tridngulo ABC sobre as
circunferéncias de centro C

Fonte: Elaborado pela autora

Sendo C o centro das circunferéncias do problema, tracemos o tridangulo ABC, conforme
figura 27. Observe que os lados AC e CB sdo congruentes, pois correspondem ao raio da

circunferéncia maior. Logo, o triangulo ABC é isdsceles de base AB.
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Assim, a altura desse triangulo também €é sua mediana. Tracemos, entdo, a altura CD do
triangulo ABC, em relagéo ao lado AB. Como essa altura e a mediana coincidem, entdo, o
seguimento CD divide o lado AB ao meio. Portanto, AD =DB =8 m.

Assim, o triangulo ACD é retangulo, cujo angulo reto é ZADC.

Mas, CD ¢ o raio da circunferéncia menor. Entéo, aplicando o teorema de Pitagoras,

temos:

82 + 72 = R? (20)

Substituindo esse resultado em (19), obtemos que:

Al - AZ == 647‘[7712

Portanto, a alternativa a ser marcada deve ser a D.

O problema em tela, tem sua solucdo semelhante o problema 142 — ENEM 2019-, o qual
tivemos a oportunidade de disponibilizar uma possivel solugdo nesse texto. Ambos os
problemas abordam areas de circulos. E para solucdo necessitam de realizar a subtracdo entre
dois circulos concéntricos. No entanto, o problema em tela, inova na necessidade de ser
necessaria a construcao de um triangulo para que se possa chegar a uma solucao plausivel.

Nesse sentido, o problema mostra que o candidato necessita dispor da habilidade de
visualizar a existéncia do triangulo citado, perceber as caracteristicas desse triangulo para, por
fim, utilizar o conhecimento matematico que relaciona o Teorema de Pitadgoras a area do
circulo.

Logo, o candidato encontra alguns percal¢os para resolugdo, a maioria envolvendo
aspectos de visualizacdo, isto é, de imaginar, relacionar e criar hipoteses, sobre 0s temas citados.

Em termos das estratégias para resolucéo do problema, para além da estratégia 2 — trace
uma figura, foram utilizadas as estratégias: 1 — procure por um padréo, 5 — escolha uma notacao

efetiva, 6 — explore as simetrias e 7 — divida em casos.

6.2.8 Problema 153 (ENEM 2017 — caderno azul)

A manchete demonstra que o transporte de grandes cargas representa cada vez mais

preocupacdo quando feito em vias urbanas.
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Caminhao entala em viaduto no Centro

Um caminhao de grande porte entalou embaixo do viaduto no cruzamento das avenidas
Borges de Medeiros e Loureiro da Silva no sentido Centro-Bairro, proximo a Ponte de Pedra,
na capital. Esse veiculo vinha de S&o Paulo para Porto Alegre e transportava trés grandes tubos,

conforme ilustrado na foto.

Disponivel em: www.caminhoes-e-carretas.com. Acesso em: 21 maio 2012 (adaptado).

Considere que o raio externo de cada cano da imagem seja 0,60 m e que eles estejam
em cima de uma carroceria cuja parte superior esta a 1,30 m do solo. O desenho representa a

vista traseira do empilhamento dos canos.
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A margem de seguran¢a recomendada para que um veiculo passe sob um viaduto é que
a altura total do veiculo com a carga seja, no minimo, 0,50 m menor do que a altura do véo do
viaduto.

Considere 1,7 como aproximagao para v'3 .

Qual deveria ser a altura minima do viaduto, em metro, para que esse caminhao pudesse

passar com segurancga sob seu véo?

A) 2,82
B) 3,52
C) 3,70
D) 4,02
E) 4,20

O enunciado do problema informa que altura total do veiculo com a carga deve ser, no
minimo, 0,50 m menor do que a altura do vdo do viaduto. Entdo, para encontrarmos a altura
minima do viaduto, devemos encontrar a altura total do veiculo e adicionarmos, a essa altura, o
valor de 0,50 m.

Ainda, o valor total do veiculo é dado pela altura da carga adicionada a altura carroceria
cuja parte superior estad a 1,30 m do solo.

Assim, para resolver o problema, € suficiente que se calcule o valor da altura da carga e
se adicione os valores de 0,50 m e 1,30m, isto €, 1,80m.

As imagens a seguir propdem uma solucdo para encontrar a altura faltante (estratégia 2:

trace uma figura).
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Figura 28 - Resolucdo visual para encontrar a altura h do empilhamento dos canos.

F

Fonte: Elaborado pela autora, 2021.

Seja o0 empilhamento dos canos representado pela figura 28, em que os pontos A. Be C
denotam os centros das circunferéncias que representam os canos e 0 seguimento FG representa
a altura procurada, a qual chamaremos de h.

Analisando atentamente a Figura 28, pode-se inferir que a altura h é composta da

seguinte maneira (estratégia 5: escolha uma notacdo efetiva):

h=r+h +r. (21)

Assim, basta encontrarmos o valor de hy e o problema esta resolvido (estratégia 4:
modifique o problema).

Observe que os pontos A, B e C formam um tridangulo, cujos os lados sdo compostos
pelos raios das circunferéncias tangentes duas a duas. Logo, o triangulo ABC € equilatero de

lado 2r e altura hy (neste caso, hy € altura visto que o triangulo € equilatero).
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Dessa forma, o tridangulo ACH é reto em H.
De posse dessas informagdes, basta aplicar o teorema de Pitagoras no triangulo ACH
que encontraremos o valor procurado.

Assim.
h,*> = 3r2 (22)

Mas, r = 0,60, entao,

h, = /3(0,6)% = 1,02. (23)

Sabendo que, v3 = 1,7, como informado o enunciado do problema, entfo, h = 2,22
Portanto, a altura do véao é:2,22 + 1,80 = 4,02.

A alternativa a ser marcada deve ser a D.

Observou-se que para resolucdo do problema se faz necessario o conhecimento do
Teorema de Pitagoras. No entanto, como demonstrado na figura 28, o essencial para resolugéo
reside na necessidade de “enxergar” a existéncia do tridngulo ABC, entender que se trata de um
triangulo equilatero, visualizar a altura h e compreender que h pode ser decomposto como
mostrado na resolucéo.

Um dado importante diz que, entre os problemas dessa aplicagdo, mais de 82% dos
candidatos ndo chegaram a resposta correta. Esse fato mostra que ha uma regularidade de
percentual de erros entre os problemas aqui discutidos, pois, mesmo se tratando de um problema
que esta na décima segunda posicao entre os problemas com menor percentual de acertos, esses

percentuais ndo variam consideravelmente entre os problemas aqui discutidos.

6.2.9 Problema 175 (ENEM 2016- caderno azul)

E comum os artistas plasticos se apropriarem de entes matematicos para produzirem,
por exemplo, formas e imagens por meio de manipulagdes. Um artista plastico, em uma de suas
obras, pretende retratar os diversos poligonos obtidos pelas intersec¢des de um plano com uma

piramide regular de base quadrada.
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Segundo a classificacdo dos poligonos, quais deles sdo possiveis de serem obtidos pelo artista
plastico?

A) Quadrados, apenas.

B) Tridngulos e quadrados, apenas.

C) Triangulos, quadrados e trapézios, apenas.

D Triangulos, quadrados, trapézios e quadrilateros irregulares, apenas.

E) Tridngulos, quadrados, trapézios, quadrilateros irregulares e pentagonos, apenas.

Seja a Figura 29 a representacdo da piramide de base quadrada:

Figura 29 - Representacdo da piramide de base
quadrada — problema 175 (ENEM 2016)

Fonte: Elaborado pela autora.

Deve-se, entdo, proceder as intersec¢des dos possiveis planos que podem intersectar a
piramide citada e assim analisar os poligonos resultantes dessas intersecgdes.

Dividiremos em casos: Planos paralelos as faces e planos ndo paralelos as faces. A partir
desses casos, decorrem outros: planos paralelos a base da piramide; planos paralelos as faces
laterais; planos que intersectam a base, mas ndo sdo paralelos as faces laterais e planos que
intersectam as faces laterais, mas ndo sdo paralelos a base. Os casos serdo demonstrados a

sequir:

1 — Planos paralelos as faces:
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1.1 - Plano paralelo a base da pirdmide:

Figura 30 - Plano paralelo a base da piramide
intersectando esse sdlido.

Fonte: Elaborado pela autora.

Como plano ¢ paralelo a base da piramide, a qual é um quadrado, entdo, o poligono
formado deve ser semelhante a esse quadrado. Portanto, tem-se um quadrado formado pela

interseccdo entre o plano e a piramide.

1.2 - Plano paralelo as faces triangulares.

Figura 31- Plano paralelo & uma face lateral da
piramide intersectando esse s6lido

Fonte: Elaborado pela autora.
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Analogamente ao caso anterior, como o plano é paralelo a uma face lateral, a qual é
um tridngulo, entdo, o poligono deve ser semelhante a esse tridngulo. Portanto, tem-se um
tridangulo formado pela interseccdo entre o plano e a piramide.

O caso ¢ analogo para as outras faces laterais da piramide.

2 — Planos néo paralelos as faces:

2.1 — Planos intersectando a base, mas ndo paralelos as faces laterais:

2.1.1 Plano intersectando a base da piramide e duas faces laterais.

Figura 32- Plano intersectando a base e duas faces
laterais da piramide

Fonte: Elaborado pela autora,

A Figura 32 mostra um plano intersectando uma aresta lateral e a base da piramide, o
poligono formado é um tridngulo. Observe que, seja qual for o plano nessas condigdes, até o
limite de o plano dividir a piramide ao meio e se tornar perpendicular a base e passar pelo topo

da piramide, conforme Figura 33, a poligono formado continua sendo um triangulo.
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Figura 33 - Plano perpendicular a base
intersectando a base e duas faces laterais da
piramide

L

Fonte: Elaborado pela autora.

2.1.2 — Plano intersectando todas as faces.

Figura 34 - Plano intersectando todas faces da piramide

Fonte: Elabora pela autora,

Como a piramide contém cinco faces, incluindo a base, entdo, o plano intersectara a

piramide em cinco vezes, formando um pentagono.

2.1.3 — Plano intersectando trés faces laterais e a base, de forma paralela a uma aresta

da base.
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Figura 35 - Plano intersectando trés faces laterais e
a base, de forma paralela a uma aresta da base

Fonte: Elaborado pela autora.

Note que, a figura 35, mostra que, nessas condi¢Bes, o poligono gerado a partir da
interseccdo do plano a piramide é um trapézio, pois, o plano intersecta a base paralelamente a

uma das arestas da base. Assim, intersecta a face oposta a essa aresta também paralelamente.

2.1.4 — Plano intersectando quatro faces, sendo uma delas a base.

Figura 36 - Plano intersectando quatro faces,
sendo uma delas a base

Fonte: Elaborado pela autora.
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Observe que, o que diferencia as situagfes mostradas nos itens 2.1.3 e 2.1.4,
notadamente, € o fato de o plano ser paralelo a uma das bases laterais. Como resultado, tem-se
dois poligonos diferentes originados dessas formas de intersectar a piramide. No caso aqui

exposto, trata-se de um quadrilatero irregular.

2.2 — Planos intersectando as faces laterais, mas ndo paralelos a base.

2.2.1 — Plano intersectando as quatro faces laterais apenas, sendo as alturas entre as faces

laterais do trapézio formado iguais entre si.

Figura 37 - Plano intersectando as quatro faces laterais
apenas, sendo as alturas entre as faces laterais do
trapézio formado iguais entre si

Fonte: Elaborado pela autora.

A partir da interseccdo do plano as faces laterais da piramide, observa-se que um
trapézio é formado. Neste caso especifico, os pontos, dois a dois, de interseccdo das faces
laterais do trapézio com as retas do plano, que sdo paralelas as bases do trapézio, estdo a mesma
distdncia da base da piramide. Isto é, o plano esta a uma mesma altura da base da piramide, em
relacdo as duas faces da piramide, nas quais, a intersec¢do do plano com essas faces, formam

as arestas laterais do trapézio.

2.2.2 - Plano intersectando as quatro faces laterais apenas.
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Figura 38 - Plano intersectando as quatro faces
laterais apenas

Fonte: Elaborado pela autora.

Comparando-se as figuras 37 e 38, nota-se que, o diferencial de uma para outra reside
no fato de que o plano esta inclinado para a parte frontal da figura. A interseccao do plano com
as faces laterais ADE e BCE ndo permite que a altura entre do plano e a base da pirdmide seja
a mesma, em relacdo aos lados opostos do poligono formado a partir dessa interseccdo. Assim,
ndo mais se tem um trapézio, mas sim, um quadrilatero irregular.

Por aqui, encerramos 0s casos comentados no inicio dessa resolucéo.

Por tanto, a alternativa a ser marcada deve ser a E.

Quando dividimos em casos, foram utilizadas as estratégias 1 — procure por um padrao
e 7 — divida em casos. Ainda, utilizamos as estratégias 2 — trace uma figura e 6 — explore as
simetrias na resolucdo desse problema.

O problema cuja proposta de solucdo foi aqui apresentada esta entre aqueles que teve
baixo aproveitamento dos candidatos, com cerca 85% dos candidatos ndo chegaram a
alternativa correta.

Trata-se de um problema que necessita sobremaneira que o resolvedor visualize as
possibilidades de formacao de poligonos a partir da intersec¢do de planos com uma pirdmide.

Neste caso, o resolvedor precisa conhecer as caracteristicas dos poligonos, para caracteriza-los,
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visualizar as possiveis posi¢des dos planos no espaco e as intersec¢des decorrentes do
cruzamento dos planos com a piramide.

Basicamente, a impossibilidade ou dificuldade de visualizar as informacgfes aqui
descritas foram decisivas para que os candidatos ndo obtivessem éxito na resolucéo.
Novamente, esse dado segue a mesma linha de raciocinio discutida até 0 momento: ha pouca
valorizacdo do conhecimento visual nas aulas de matematica que decorre, muitas vezes, na
inabilidade do professor, fruto também do pouco contato que deve durante a sua formacéo, e
na pouca valorizacdo desse conhecimento, sendo visto como secundario para a aprendizagem

dessa ciéncia, tendo em vista a valorizacdo da algebrizacdo do conhecimento matematico.

6.2.10 Problema 145 (ENEM 2015 — caderno amarelo)

Uma industria produz malhas de protecdo solar para serem aplicadas em vidros, de modo
a diminuir a passagem de luz, a partir de fitas plasticas entrelacadas perpendicularmente. Nas
direcdes vertical e horizontal, sdo aplicadas fitas de 1 milimetro de largura, tal que a distancia
entre elas é de (d - 1) milimetros, conforme a figura. O material utilizado ndo permite a
passagem da luz, ou seja, somente o raio de luz que atingir as lacunas deixadas pelo
entrelacamento consegue transpor essa protecao.

A taxa de cobertura do vidro é o percentual da area da regido coberta pelas fitas da

malha, que séo colocadas paralelamente as bordas do vidro.

1 mm 1 mm 1 mm 1 mm 1 mm

S

]

Essa industria recebeu a encomenda de uma malha de protecéo solar para ser aplicada

em um vidro retangular de 5 m de largura por 9 m de comprimento.
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A medida de d, em milimetros, para que a taxa de cobertura da malha seja de 75% é
A) 2

B) 1

o~

D) :

E)-

Queremos encontrar o valor de d para que a taxa de cobertura da malha seja de 75%.

Utilizando a contrapositiva, queremos encontrar d, de modo que, a taxa de luz solar que

ultrapassa o vidro seja de 25% (estratégia 4 — modifique o problema).

Figura 39 - Solucéo visual do problema 145 — ENEM 2015
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Fonte: Elaborado pela autora
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Observando a figura 39, nota-se que a area A do quadrado em evidéncia, representa uma

parte dos 25% que permite a passagem de luz pela janela. Assim, pode-se concluir que, basta

encontrarmos a area A do quadrado evidenciado na figura, e relacionar com a quantidade total

de quadrados com a mesma caracteristica — permitir a passagem de luz pela janela, chamaremos

tal quantidade de n, para encontrarmos uma relagéo que possa fornecer o valor d.

Ainda sobre a figura 39, pode-se deduzir que, como teremos n quadrados de areas iguais

a A, igualmente, teremos n quadrados de area B (area em azul na figura 39).

A partir desses dados, temos que:

A=(d-1)>=~%
B = d?.
Assim,
(dd‘zl)z = 1y,
nd? = 45
Logo,
@-n*_ 1
d? 4
Portanto,
d= 2mm.

Dessa forma, a alternativa a ser marcada deve ser a A.

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

Sobre as estratégias de resolucdo de problemas que foram utilizadas na solugéo

apresentada, podemos citar: estratégia 2 — trace uma figura; estratégia 4 — modifique o problema

e estratégia 5 — procure uma notacéo efetiva.
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A resolucdo aqui apresentada se fundamenta em observar que as areas A e B fornecem
informagdes sobre a medida d procurada. E, partir disso, proceder com os célculos matematicos
necessarios. Os conhecimentos matematicos necessarios estdo baseados, dessa forma, no
calculo de areas de quadrados e na resolucdo de um sistema de equacdes com duas incognitas.

Igualmente ao que temos defendido neste texto, durante a resolugdo dos outros
problemas, a principal dificuldade para uma resolugéo conveniente reside na visualizagdo de
dados, relacionados as figuras expostas, que possam resultar em modos satisfatorios de
encontrar o resultado procurado.

De maneira geral, este capitulo mostrou que no intersticio estudado, 5 aplica¢des do
ENEM, ndo houve mudancas significativas para o desempenho dos candidatos em problemas
como os aqui discutidos. A partir desse dado, podemos inferir que existe pouca mudanca no
modo que é concebida a visualizacdo matematica nas praticas de ensino e aprendizagem dessa
ciéncia.

Esse fato estd de acordo com o estudado por pesquisadores como Santos (2014), Costa
(2000), Cifuentes (2010) e Lorenzato (1995). E demonstra a problematica que insistentemente
assola o ensino e aprendizagem de Matematica, quando ndo considera que praticas educativas
que privilegiem situacdes que possam desenvolver a capacidade visual dos estudantes como
primordial para aprendizagem de Matematica.

Assim, habilidades relacionadas com essa forma de pensar matematicamente nao sao
aprimoradas ou desenvolvidas nos estudantes. Como consequéncia, os dados negativos
mostrados nesse texto, em termos do desempenho dos candidatos do ENEM, terdo continuidade
nos anos posteriores de aplicacéo.

Reafirmamos que esse estudo ndo tem como objetivo puramente pensar apenas no
desempenho dos candidatos do ENEM. Ao contrario, acredita-se que os dados aqui mostrados
propem uma relacdo entre esse desempenho e as préaticas educativas que esses estudantes
vivenciaram e, como consequéncia maior, a relacdo dessas praticas com as diversas demandas

sociais, incluindo exames como o citado.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O ensino e aprendizagem de Matematica na Educacdo Basica ainda se constitui como
um desafiador campo de estudo, e que merece atencdo diferenciada, ndo somente pela
dificuldade insistentemente relatada pelos estudantes em aprender essa ciéncia, mas também
pelos resultados pouco satisfatorios do desempenho desses sujeitos nas avaliacdes nacionais e
internacionais, tais como SAEB e PISA.

H& uma discussdo crescente sobre métodos e técnicas a serem utilizadas para que ocorra
uma mudanca estrutural no modo que os estudantes concebem a Matematica. A visualizacao
Matematica, como discutido nesse texto, constitui-se como modo de enxergar a Matematica
que se opde a um ensino e aprendizagem tradicionalmente aritmetizado dessa Ciéncia, com 0
intuito de aproximar os estudantes ao pensamento critico e reflexivo.

Esse pensamento é corroborado com as discussfes de Buratto, Flores e Sztajn (2011),
guando discutem a relacdo entre os sujeitos das praticas educativas com o0s conhecimentos
geométricos e com as praticas visuais, no ensino e aprendizagem da Matematica, “poderia,
portanto, ser construida sobre um patamar que fosse desejavel para uma educacdo matematica
significativa e critica” (BURATTO, FLORES e SZTAJN, 2011, p. 2).

O professor nesse cenario tem papel relevante, tendo em vista se tratar de um sujeito
multiplicador de ideias e concepcdes. Nesse contexto, a sua formacdo inicial esta diretamente
relacionada as suas praticas pedagogicas. Assim, se 0 professor ndo teve contato durante a sua
formagdo, com préticas educativas diferenciadas, incluindo a visualizagdo matematica,
provavelmente durante a sua atividade como docente ndo fara uso dos métodos citados, tendo
em vista a sua pouca experiéncia para isso.

Voltando o olhar para a Educacao Bésica, com esta investigacao, procurou-se entender,
a partir dos problemas do ENEM, como esta se dando o ensino e aprendizagem de matematica,
por meio da visualizagdo matematica atrelada a resolucdo de problemas. Para tanto, foi-se
analisado o desempenho dos estudantes da Educacdo Basica na resolucdo de problemas que
necessitam de uma visualizagdo, a principio, geomeétrica.

Como resultado, verificou-se que, no intersticio de 2015 a 2019, periodo de investigacao
deste trabalho, os problemas de Visualizagdo, a qual denominamos de Visualizagdo
Matematica, estavam presentes naqueles problemas com menor percentual de acertos pelos
candidatos as vagas do ENEM. Pode-se inferir, a partir desses dados, que os candidatos ndo
estdo preparados o suficiente para lidar com problemas desse tipo. Fato que esta estritamente
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relacionado as praticas educativas que tiveram contato nas aulas de Matematica que
participaram.

Ainda mais, apesar de entendermos que esse tipo de exame ndo mede satisfatoriamente
0 desempenho global dos estudantes da Educacdo Basica em Matematica. Entretanto,
acreditamos que, o ENEM, por se tratar de um exame de abrangéncia nacional, permite algum
entendimento sobre o desempenho citado.

Nesse contexto, ao analisar os problemas que tiveram 0s maiores percentuais de acertos,
incluindo aqueles problemas que néo se tratam especificamente de visualizagédo para resolucao,
percebeu-se que o quantitativo de candidatos que marcaram acertadamente a alternativa pedida
nos problemas é pequeno, devido ao percentual de acertos também ser pequeno, demonstrando
a persistente problematica em torno do ensino e aprendizagem de Matematica na Educacéo
Basica.

Soma-se a essa conjuntura o fato de que, a maioria dos problemas que foram
solucionados nesse texto, ndo necessitam de um entendimento matematico complexo para sua
resolucdo, tendo em vista que os temas centrais dos problemas relatam situacGes matematicas
gue necessitam de conhecimentos basicos de Geometria, em sua maioria.

Dessa forma, infere-se que o problema de resolucdo reside na dificuldade de visualizar
0 problema geometricamente e, com isso, entender a aplicacdo do conhecimento matematico
necessario para solucionar os problemas adequadamente.

Para além da contestacdo de, no periodo investigado, existir problemas que podem ter
suas solucdes a partir da visualizacdo matematica, p6de-se igualmente verificar que uma fracédo
importante dos exames desse periodo corresponde a problemas nos quais a visualiza¢do pode
ser utilizada para resolucdo. Ainda mais, é parte significativa para o atingimento de uma solucgéo
razoavel dos problemas encontrados nos exames.

Aliada as recomendacfes de pesquisas da area e dos documentos oficiais, os fatos
relatados aqui demonstram a necessidade de se considerar a utilizagdo da visualizacéo
matematica no processo de ensino e aprendizagem dessa ciéncia, com o intuito de fornecer
subsidios e habilidades que essa forma de enxergar a Matematica permite aos sujeitos
participantes do processo educativo desenvolver.

Os subsidios e habilidades citados estdo diretamente relacionados ao poder analitico,
reflexivo, critico, argumentativo e a capacidade visual, que favorecem sobremaneira a resolucéo
de problemas diérios desses sujeitos, sejam eles em sele¢cbes como as do ENEM, avaliacGes
como o SAEB ou na vida cotidiana, como o trabalho, entre outros, como ja argumentado ao

longo desse texto.
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N&o se buscou com esse trabalho argumentar que as préaticas educativas como as
convencionais devem ser abandonadas e outras praticas como que envolvem tecnologias,
visualizacdo, ensino por resolucao de problemas, devem ser utilizadas em oposicéo as praticas
tidas tradicionais.

Procurou-se, no entanto, discutir sobre o ensino e aprendizagem de Matemética e
mostrar que, apesar dos esforcos gerais, 0 desempenho dos estudantes da Educacdo Basica em
Matematica ainda ndo atingiu os patamares julgados como suficientes, como por exemplo no
IDEB e Pisa. Ainda mais, refletiu-se sobre as praticas de ensino e aprendizagem, concluindo
que, préaticas diversas devem ser pensadas e analisadas ndo somente para melhorar os indices
citados, mas para permitir aos publicos diversos o contato com metodologias também diversas
que favorecam o contato dos sujeitos do processo educativo com possibilidades de
entendimento da Matematica que se aproximem mais das suas realidades e capacidades de
enxergar o mundo.

Acreditamos que esta pesquisa ndo foi suficiente para o entendimento amplo de como
como esta se dando o ensino e aprendizagem de matematica, por meio da visualizacdo
matematica atrelada a resolucdo de problemas, uma vez que outros condicionantes estdo
relacionados ao tema, tais como: formacdo do professor que leciona na Educacdo Bésica,
condicdes de trabalho do professor, experiéncia dos estudantes com Geometria, entre outros,
que limitam sobremaneira 0 desempenho dos estudantes em situacBes que necessitam da
visualizacdo matematica para solucionar problemas diversos.

Todavia, esta investigacdo sugere que nas praticas educativas de Matematica na
Educacédo Bésica ha pouco estimulo do desenvolvimento da capacidade visual dos estudantes,
tendo em vista o baixo desempenho desses sujeitos em problemas que necessitam desse
conhecimento no ENEM, favorecendo praticas didaticas que possuem carater mais algoritmico
ou algebrizado, como definido por Lorenzato (1995).

Dessa forma, para que os estudantes obtenham sucesso na resolucdo dos problemas da
vida cotidiana, faz-se necessario repensar que formacdo Matematica 0s sujeitos do processo
educativo precisam ter. Acreditamos, que essa formagdo deve ser a mais ampla possivel e a

Visualizacdo Matematica pode estar auxiliando positivamente nesse processo.
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