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RESUMO

A geracdo de modos pelo processo da soma-frequéncia € um fenbmeno que ocorre ao
considerarmos dois feixes se misturando dentro de um meio com ndao-linearidade de
segunda ordem. Baseado nisso, buscou-se realizar um estudo teorico e experimental dessa
mistura, considerando os feixes Ince-Gauss com paridade definida (IG) e os feixes Ince-
Gauss Helicoidais (HIG) com momento angular orbital (MAO) como feixes de entrada.
Para a base teorica, resolveu-se a equacdo paraxial a partir do método da funcdo de Green,
e com o resultado foi possivel simular a geracdo de modos dentro do meio ndo-linear. Ja
experimentalmente, foi montado um aparato experimental utilizando um cristal BBO
como meio ndo linear, e através dele foi possivel observar e detectar o feixe resultante dessa
mistura. Com essas duas metodologias, foram estudadas todas as combinacgdes possiveis
entre dois feixes IG (par-par, par-impar, impar-impar), e também diversas combinacdes de
feixes HIG. Em todos esses casos, observou-se uma 6tima concordancia entre os resultados
teoricos e experimentais, e para os feixes carregando MAOQO, se constatou a conservacao
desse momento no feixe resultante. Alem disso, através da analise dos dados obtidos,
calculou-se pela primeira vez a regra de selecdo que controla a geracdo dos modos, e por
fim, se observou a transicdo entre as diferentes familias de feixes paraxiais através da
variacdo do parametro de excentricidade [JEsses resultados formam uma boa base de
estudo para aplica¢des como a comuniagdo 6ptica, micromanipulacao e pingas opticas.

Palavras-chave: Optica Ndo-Linear, Feixes Paraxiais, Momento Angular Orbital.



ABSTRACT

The mode generation through sum-frequency processes occurs when we consider two
beams mixing inside a medium with a second order nonlinearity. A study based on both a
theoretical and an experimental analysis of this process was done, considering, as initial
beams, the families of Ince-Gaussian beams (IG) and Helical Ince-Gaussian beams (HIG).
As a theoretical basis, the paraxial equation was solved using the Green function method,
and the result made possible the development of a numerical simulation for the mode
generation inside the medium. Experimentally, the assembled setup used a BBO crystal as
the nonlinear medium, and enabled the observation and detection of this mixture. Through
these two methodologies, the study considered all the possible parity combinations of
two IG beams with defined parity (even-even, even-odd, odd-odd), as well as multiple
combinations of HIG beams carrying orbital angular momentum (OAM). In all these cases,
a very good agreement between the experimental and the theoretical results was observed,
and for the beam carrying OAM, it was possible to verify the conservation of momentum
in the resulting beam. Furthermore, analyzing the obtained results, it was possible to
find, for the first time, the selection rule that controls the creation of modes inside the
medium, and lastly, the transition between the di[Lerent families of paraxial beams was
observed by changing the eccentricity parameter [IThese results form a good study basis
for applications such as optical communication, micro-manipulation and optical tweezers.

Keywords: Nonlinear Optics, Paraxial Beams, Orbital Angular Momentum.
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1 INTRODUCAO

Devido a sua grande utlizacdo nos mais diversos campos de pesquisa, 0s lasers sdo
dispositivos altamente estudados atualmente. As principais caracteristicas de um laser,
gue o diferenciam das demais fontes de luz sdo sua alta coeréncia, direcionalidade e quase
monocromaticidade. Enquanto que a primeira propriedade esta relacionada com o fato
de que as ondas de luz que formam o laser estarem em fase, a segunda implica que esse
feixe é espacialmente estreito e diverge muito pouco ao longo da propagacao, e a terceira
signi ca que ele é formado por fétons com valores de comprimentos de onda con nados a
um intervalo muito pequeno (SHIMODA, 1986).

Dentro do estudo dos lasers, uma das areas de interesse é a analise de seus possi-
veis modos - ou seja, 0s possiveis per s transversais de intensidade que esse laser pode
ter durante sua propagacdo. Matematicamente, esses modos sdo encontrados através
da equacdo de Helmholtz, e estdo diretamente relacionados com a simetria do sistema
(SIEGMAN, 1986). Isso pode ser visto na Figura 1, onde estéo representados os modos de
propagacéo encontrados para as coordenadas cilindricas, cartesianas e elipticas cilindricas,
gque sao denominados Laguerre-Gauss (LG), Hermite-Gauss (HG) e Ince-Gauss (1G),
respectivamente.

Figura 1  Alguns modos possiveis para o per | de um laser, a depender da simetria do
sistema escolhido. Da esquerda para a direita tem-se, repectivamente, exemplos de modos
Laguerre-Gauss (LG), Hermite-Gauss (HG) e Ince-Gauss (1G).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ter controle sobre a estrutura transversal de um feixe possibilita sua aplicacao
em variadas areas, podendo ser citadas a comunicacdo Optica (WILLNER et al., 2015),
a micromanipulagcdo (WOERDEMANN et al., 2013), protocolos quéanticos (AOLITA,
WALBORN, 2007; D'AMBROSIO et al., 2012) e pingas opticas (PADGETT; BOWMAN,
2011). Além disso, recentemente tém se considerado o comportamento dessa luz estruturada
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fora do espaco livre, mais especi camente em meios ndo-lineares, onde diversos fendmenos
fisicos complexos surgem (BOYD, 2008).

No que diz respeito ao estudo da mistura nédo-linear desses modos, Pereira (2017)
desenvolveu uma primeira analise desse processo envolvendo uma fracdo dos possiveis
modos LG (PEREIRA et al., 2017). Expandindo esse trabalho inicial, Pires (2019, 2020)
generalizou o estudo para as familias completas dos modos HG e LG (PIRES et al., 2019;
PIRES et al., 2020b; PIRES et al., 2020a).

No entanto, embora os modos IG ja sejam conhecidos desde 2004 (BANDRES;
GUTIERREZ-VEGA, 2004), ainda ndo existe nenhum trabalho que apresente em detalhes
os resultados esperados para uma mistura desse tipo de feixe, e baseado nessa necessidade
de aprofundamento foi que resolvemos realizar esse trabalho.
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2 TEORIA

No decorrer desse capitulo, serdo introduzidos e discutidos os conceitos teéricos
utilizados no trabalho. Mais especi camente, o capitulo comeca discutindo o que sdo e
como se comportam os feixes paraxiais em diferentes sistemas de coordenadas, e entdo
explica o processo nao-linear da mistura desses feixes.

2.1 LUZ ESTRUTURADA

Assim como todos 0s outros tipos, a luz coerente é formada por campos elétricos
(E) e magnéticogB) oscilantes, que podem ser descritos a partir das equacées de Maxwell
(MAXWELL, 1864). Particulamente, para feixes se propagando no vacuo, tem-se que:

r E(r;t)=0; (2.1a)
r B(r;t)=0; (2.1b)
rOE(rt) = @gtt); 2.1¢)

@E(r;t)
ot (2.1d)
Em sua forma mais geral, ndo € possivel extrair muitas informacdes fisicas a respeito
dos campos, principalmente pelo fato de que as duas ultimas equacdes depender tanto de
E quanto deB. Para obter relagbes com apenas um deles, primeiro se calcula o rotacional

de (2.1c) e (2.1d):

r B(r;t)= "9 o

#
rr E(r;t)=r @g)tt) ;# (2.2a)
rr B(r;t)= "9 or @gtt) : (2.2b)

Como é possivel trocar a ordem dos termos no lado direito, as equa¢cfes acima sao
equivalentes a:

rr E(r;t) = CS;Dt[r B(r;t)]; (2.3a)
rr B(r;t)="9 031” E(r;t)]: (2.3b)

Com isso, pode-se substituir os rotacionais na direita utilizando as equac@24.d)
e (2.1c), de modo a obter:

rr E(r;t)= "o O@E@;;t); (2.4a)
rr B(r;t)= " 0%1 (2.4b)

@
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Como agora os dois campos obedecem equacdes iguais, serd utilizada uma Gnica
letra para simboliza-los, nesse caso escolhida con{o;t):

@v(r:),

rr v(r;t)=" (2.5)
Assim, temos agora uma equacao que depende apenas de um dos campos. Contudo, antes
de comecar a estudar as propriedades desses campos a partir dela, é util realizar uma
ultima operacgéo. Para isso, utiliza-se a seguinte identidade vetorial, valida para qualquer
vetor A:

rr A=r[r Alr 2A: (2.6)

Substituindo o lado esquerdo da equacao (2.5) de acordo com a identidade (2.6):

@v(r;t).

r[r v(r;t)] r 2v(r;t)= " @t

(2.7)

A partir das equacbeq2.1a) e (2.1b), pode-se concluir que o primeiro termo no
lado esquerdo da equacdo acima € nulo - a0 menos no vacuo, que € o caso levado em
consideragao. Assim, a equacgao (2.7) se torna:

@v(r;t) .
@

rav(rt)="o o (2.8)

Com isto, nota-se que os campos eletromagnéticos obedecem uma equacao que descreve
ondas se propagando em um meio com velocidade ﬁ de nida como a velocidade

da luz no véacuo.

Continuando entdo a analise do comportamento desses campos, iremos agora
representar o operador > em coordenadas cartesianas, e assim escrever a equéZa)

@ , 6@, G 1@v _
@x @y @z c @t

Em seguida, serdo supostas algumas propriedades para os campos de modo a
simpli car a equacdo(2.9). Considerando primeiro que o campo estudado é monocromatico

como.

0: (2.9)

- OU seja, apresenta uma unica frequéncia -, sera possivel separar as variaveis do espaco da
varidvel temporal. Nesse caso, o campotem a forma:

vxy;zit) = U(xy;z)e (2.10)

Substituindo (2.10) na equacadq2.9), obtem-se uma relagdo conhecida como equagéao
de Helmholtz paraU:

@ @u @u ! 2
@?(+ @9+ @%+ < U =0: (2.11)
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Além disso, se o campo considerado estiver se propagando na direcdo z, é possivel
escrever, numa forma geral:

U= (xy;2)€¥; k |c (2.12)

Acima, o termo exponencial representa a variacdo do campo devido a propagacao
em z - como pode-se observar, tal variacdo tem a forma de uma onda plana -, enquanto
gue o termo contém o restante das propriedades do feixe, como seu per | transversal e a
curvatura da sua frente de onda.

Substituindo (2.12) na equacao (2.11), obtém-se:

@ ,0 . @ ,ik@ -y (2.13)

@>’< @9 @z @z

i 5 ia] @ @ . . @
Por m, supondo que a chamada aproximacgao paraxmla 2k = o1 @% , F
gue descreve um feixe cuja variacdo durante a propagacédo em z € lenta tanto na escala de

guanto na escala do feixe no plano transverso, obtem-se:

@ ,0 @ -y (2.14)

@z’ @y @z
A equacdo acima é conhecida como equacao paraxial, e suas solu¢gées podem ser
utilizadas para encontrar as diversas familias possiveis de feixes conhecidas como feixes
paraxiais.

2.1.1 MODO FUNDAMENTAL

Vamos agora resolver a equac¢d@d.14) e encontrar entdo as funcdes. Para comecar
a solucao, sera tomado o seguinensantz (KOGELNIK; LI, 1966):

c(xyiz) = e 1(P@* w0y, (2.15)

Devido ao termox? + y? dentro da exponencial, o feixe encontrado a partir da
forma (2.15) € conhecido como modo Gaussiano.

Além disso, como se pode observar, para encontrar a forma completa da equacao
(2.15), é necessario calcular as funcbes P e q. Para isso, primeiro de ne-se dois parametros
reais, R e! , relacionados pela seguinte equacao:

1 1 .
q_ﬁ = (2.16)

Substituindo (2.16) em (2.15), e considerando 2 = x2 + y2, é possivel identi car o
signi cado fisico dessas duas grandezas:
h i h [
72— i P(2)+ ZR—Z
c(;z)=e '"@ e @ (2.17)
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Como R e! s&o parametros reais, nota-se que efn.17) R interfere exclusivamente na
fase do feixe, enquanto que s6 contribui para a intensidade. Mais especi camente, R(z)
representa a curvatura da frente de onda no ponto z,!€z) € a distancia entre o centro do
feixe e o ponto onde sua intensidade( ;z) = j (;z)j* cai para um valore? vezes menor,

ou seja:
1 (0;2)
(2

Por isso, a quantidade?! é conhecida como diametro do feixe. Agora, substituindo
(2.15) na equacéo (2.14):

. K K ew , , 2k, @R2)
2 *2) @z a2 @z

1 (! (2);2) = : (2.18)

=0: (2.19)

Como os dois termos da igualdade acima precisam ser independentemente nulos:

@fe) _ ..

@, - (2.20a)
@Rz) _ i,

@: " a0 (2.20Db)

Agora, para facilitar os célculos, o ponto z = 0 sera de nido como aquele onde a
curvatura da frente de onda € in nita - i.e., quando a frente de onda € plana. De nindo o
valor de! nesse ponto comd, e 0q associado a ele comg tem-se, a partir da relagao

(2.16):
1 2
@=iLg; Lg —2: (2.21)

Acima, o valor Lr é conhecido como comprimento de Rayleigh. Utilizando as
equacodes (2.21) e (2.20a), conclui-se que o valorgdeara um ponto z qualquer é:

gz)= p+z=iLgr+ z: (2.22)

Com (2.22), e possivel calculaR(z) e! (z) a partir da comparacéo das partes reais
e imaginarias delas com as da equacéo (2.16):

e 2
R(z)=z 1+ 7R : (2.23a)
. 4
1 2(5) = 12 z %
1Hz)= 18 1 (2.23b)
R

E por m, P € encontrado a partir das equacdes (2.22) e (2.20b):

P(z)=iln |IZ) (2); (z) arctan Li : (2.24)
. R

Acima, o termo é denominado de Fase de Gouy.
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Assim, o modo gaussiano pode ser descrito também em funcéo de'R e
2
. Wo 7i i 2E(z) 2 .
2)= ——ev?@e : 2.25
o(i2)= o5 (2.25)
Além disso, como sera detalhado a seguir, diversas outras solucdes da equacéo
(2.14) podem ser encontradas a partir dé2.15), e por isso ele também recebe o nome de

modo fundamental.

2.1.2 MODOS DE ORDEM SUPERIOR

O processo usado para calcular as outras formas dejue satisfazem a equacao
(2.14) envolve escolher um sistema de coordenadas que ira in uenciar a simetria do feixe,
e entdo, a partir dele e do modo funtamental, encontrar os modos de maior ordem.

2.1.2.1 MODOS HERMITE-GAUSS

Num sistema com simetria cartesiana, de nido pelas coordenadas x, y e z, a
tentativa de solucao de (2.14) tera a seguinte forma (SALEH; TEICH, 2007):

! !
X ; 4+ _k 24 y2
(iD= g o h i e et (2.26)
Como pode-se observar, 0 mod@.26) é alcancado pela multiplicagdo do modo
fundamental por duas funcdes g e h, cada uma dependente de uma das coordenadas
transversais do sistema, e ambas dependendo!dg).

Substituindo (2.26) na equacaq2.14), encontram-se as seguintes equacdes diferen-

ciais:
(%% 2X662:)9(+ 2n,g=0; ng 2 N; (2.27a)
gg’ 2yg:]/+ 2nyh=0; ny 2 N; (2.27b)
@gz) -1 (2.27c)
@Rz) _ i .
@z - @(1+ Ny + Ny): (2.27d)

Como a equacad2.27c) é igual a do modo Gaussiano, conclui-se que tanr)
guanto os parametros de nidos por ele R(z) e! (z) - seguem as de ni¢coef2.22), (2.23a)
e (2.23b), respectivamente.

No entanto, a equacad2.27d) implica que a fungcdo P muda de forma, e para esse
caso teremos que:

Prc(z) =(1+ ny+ny)iln Lo (2); (z) (1+ ny+ ny)arctan Li : (2.28)
R

1'(2)
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As solucdes das equacdéd.27a) e (2.27b) sao, por de nicdo, os polindbmios de
Hermite H de ordemny e ny, respectivamente. Dessa maneira, podemos escrever que:

| 1 _ _ 1
X.h y. p2x p2y

@ "t T i ™ (2.29)

g

Ou seja, para cada combinacao de dois inteiros positivog e ny existe um modo
em coordenadas cartesianas que resolve a equa@i4), e essa familia de solugcbes recebe
0 nome de modos Hermite-Gauss(HG):

P! p,! h i
T2y P g
@ " 1@

HGnny,  ne(XY;Z) = Hn, (2.30)

A seguir, na Figura 2, pode-se observar a distribuicdo transversal de intesidade de
diversos modos HG. Atraves delas, é facil notar que os indiggse ny indicam o nimero
de minimos que ocorrem nNos €ixos X € Yy, respectivamente.

Figura 2  DistribuicOes transversais de intensidades dos modos Hermite-Gauss

Fonte: Elaborado pelo autor.
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2.1.2.2 MODOS LAGUERRE-GAUSS

Outros modos possiveis podem ser obtidos se considerarmos agora um sistema com
simetria cilindrica. Para isso, sdo de nidas as trés coordenadas abaixo:

q
= X2+y?2 2[0;1); (2.31a)
= arctan % L 21[0,2); (2.31b)
z=12z;z2(1 ;1): (2.31c)

Nesse caso, a tentativa de solugcdo para a equacdo € dada por (KOGELNIK; LI,
1966): |
' i P2 L2

c(;;2)=9g — e'e @ (2.32)

Substituindo na equacad?2.14), é possivel encontrar as equacdes que descrevem g,
Peaq:

gg (I+1 )gg+ npg=0; (n;1) 2 N? (2.332)
@q ..
o1 1,- (2.33b)
g':: q'(1+2n +1): (2.33¢)

Assim como no caso cartesiano, o fato ¢2.33b) ser igual ao do modo fundamental
implica que g, R e! (z) seguem as de ni¢des (2.22), (2.23a) e (2.23b), respectivamente.

A equacdao (2.33c) permite o calculo de P nesse sistema de coordenadas:
|
;!
Pe(2=(1+2n+1)iln % (2); (20 (1+2n+ larctan Li o (2.34)
. R

Por m, a equacédo(2.33a)admite, por de nicdo, uma familia de solu¢des conhecidas
como polinbmios de Laguerre generalizadb%'):

! p_ !, !
2 22
ITCIRTCRNE &%)

Os numeros n e | séo as ordens radial e angular de L, respectivamente. Substituindo
(2.35) na equacédo (2.32), € possivel escrever os modos Laguerre-Gauss(LG):

pé I| 2 2 ! h Kk 2 |
LGn; we(;;z2)= — LY g | Pe®

o e (2.36)

Na Figura 3, pode-se observar a distribuicdo transversal de intesidade de diversos
modos LG.
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Figura 3  Distribuicdes transversais de intensidades dos modos Laguerre-Gauss

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma propriedade interessante dessa familia de feixes € o fato de que a fase varia
ao longo da coordenada com o termoil . Isso implica no fato de que, ao longo da
propagacéo, a frente de onda rotaciona ao redor do centro do feixe. Essa rotacdo pode ser
relacionada com um momento angular orbital, e 0 parametro associado a elalé que

de ne a quantidade de momento que o feixe carrega. (ALLEN et al., 1992)

Por m, é util para a sequéncia desse trabalho que se introduza uma paridade
no modo LG. Isso pode ser realizado utilizando-se a férmula de Euler no termd =
cos{ ) isen( ), de forma que:

com:

p§ by 5 2 ! h
_ 0)
LGy, = ) Ly 2(2) cos( )
[y ! h
— 2 | 2 §
LGh, = @ LD o sen( )

(2.37)

(2.38a)

(2.38b)
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Visualmente, a equacad2.37) pode ser representada como 0 esquema presente na
Figura 4, onde um feixe LG que carrega momento angular € decomposto em dois termos
distintos com paridade, um par devido ao cosseno e outro impar devido ao seno:

Figura 4  Decomposi¢cdo de um feixe Laguerre em um feixe par e um impar.

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.1.2.3 MODOS INCE-GAUSS

Um terceiro sistema de coordenadas que pode ser usado para resolver a equacao
(2.14) é o sistema eliptico cilindrico (BANDRES; GUTIERREZ-VEGA, 2004), que se
comporta como um caso intermediario entre as coordenadas cartesianas e as cilindricas. Os
trés valores que de nem um ponto nesse sistemasagd [0;1 ), 2[0;2 )ez2 (1 ;1),
de nidos pelas relacdes:

x = fcosh()cos( ); (2.39a)
y = f senh()sen( ); (2.39b)
z= 12z (2.39c¢)

O parametrof que aparece nas equacd€s.39a)e (2.39b) de ne a excentricidade
do sistema de coordenadas. Seu efeito no sistema pode ser observado na Figura 5, onde
ca clara a maneira como o valor dd transforma o sistema eliptico em cartesiano ou
cilindrico. Nesse sistema, as curvas com valores constantes @9 sao elipses (parabolas)
confocais.

No caso do estudo dos feixes paraxiais, € util de nfr como uma funcéo dez,
variando da mesma maneira que o diametro de um feixe gaussiano, ou seja:
'(2)

o

f(z) = fo (2.40)

Onde, a constantef o € a excentricidade no plano z = 0.

Tendo realizado todas as de nibes necessarias do sistema de coordenadas, o proximo
passo € escolher uma funcéo tentativa, que nesse caso sera:

(2 )=0( )h( Ye PO mzx**¥7), (2.41)
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Figura 5

Sistema de coordenadas elipticas coma) f0,b)f=1,¢c)f=2ed)f!1

Nos gra cos, as linhas representam curvas com= const. ou = const.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Substituindo em (2.14), tém-se as seguintes equacdes:

@y @ e
@2 Shh@)g (@ p cosh(2))g=0; (2.42a)
gz + sin(2 )g' +(a p cos(2))g=0; (2.42b)
@) _ ..
@z 1; (2.42¢c)
@(z) _ i _
@z - a@ (1+ p): (2.42d)

Em (2.42a) e (2.42b), foi de nido o valor = z,ioii

Assim como nos outros dois casos, a equag¢dai2c)indica que 0s parametros,
R e! s&o de nidos pelas equactd®.22), (2.23a) e (2.23b). Com (2.34), calcula-se P(z):

Lo )
e @@

P (2)=(L+ p)iln (1+ plarctan Li : (2.43)
R
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A equacao(2.42b)tem uma familia de solug6es conhecidas como polindmios de Ince
de ordem p e grau m. Esses polinbmios podem ser pares ou impares, sendo representados
por CJ'(; ) eS)(; ), respectivamente.

Independente da paridade do polindmio, os indices p e m tém a mesma paridade -
i.e.( 1)P M =1.No entanto, no caso d€€'(; ) os indices respeitam arelagdd m p,
e paraSi(; )tem-sel m p.

Sabendo entdo a solucdo da equac@h42a) € possivel resolver a equacda.42b)
realizando a substituicdo ! i . Com isso:

g( )h()=CJ(; )CF( ; )ouS'(; )SH(i; ) (2.44)

Em (2.44), ndo foram escolhidos os produtos de polinbmios com diferentes paridades
pelo fato de esses casos ndo serem continuos em todo o espaco.

Assim, os modos Ince-Gauss(IG) tém a seguinte forma, onde os indite&fse " 0"

representam a paridade (par ou impar, respectivamente):
h

2,2
i Pig (2)+ <5y

Ghm oz )=CPa5 PG e S (2.45a)
k(x2+y2)

SON (2.45b)

i P (2)+

IGom (32 )=SPG; ISy e

A sequir, na Figura 6, pode-se observar a distribuicdo transversal de intensidade
de diversos modos IG pares e impares:

Uma outra propriedade interessante dos modos IG € o fato de que, assim como as
coordenadas elipticas que os de nem se transformam nas cartesianas ou nas cilindricas a
depender do parametro f, esses modos mostram um comportamento similar em relagédo ao
parametro .

Como pode-se observar na Figura 7, varaindoé possivel transformar um feixe IG
em HG ou LG, de maneira que os modos Ince-Gauss podem ser considerados como uma
generalizacéo dos feixes paraxiais, com os Hermite-Gauss e 0s Laguerre-Gauss sendo casos
particulares desse.

As regras gerais da transformacdo dos indices do feige, para os indices dos
feixesLG,j e HG,, ;,, podem ser observadas na tabela abaixo:

IG,%, ! LG, [1GS, ! HGnop, | 1GS, ! HGp i,

p;m

Il—mo Ny = M n=m 1
n= pm ny=p m ny=p m+1
2

No caso especi co da Figura 7, tem-se na coluna central modos IG cpm 3 e
m =1, entdo espera-se que 0s modos LG obtidos deles tenham - além da mesma paridade
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Figura 6  DistribuicGes transversais de intensidades dos modos Ince-Gauss comb

Fonte: Elaborado pelo autor.

-, indicesl = m =1, en = 25T =2, que é exatamente o que e observa na primeira coluna.
No caso da transicdo entre IG e HG, ha uma diferenca entre a transicdo de um IG par e
um IG impar para HG: No caso onde o modo IG é par, fazer a excentricidade tender para
0 in nito deve resultar num HG, ;,, comn,=m=1en,=p m=2;enocasoonde o
modo IG e impar, espera-se que essa transi¢ao leve ald@,,;n, comn, = 1=0e

ny=p m+1=3.E novamente, € isso que se observa na terceira coluna.

Além disso, assim como foi de nida a férmul42.37) para o caso dos feixes LG,
€ possivel fazer algo similar para os IG, onde o somatério de um feixe par e um impar
de mesmos indices p e m resultam num feixe que carrega momento angular, denominado
feixe Ince-Gauss Helicoidal (HIG):

HIG = 1G &y 111G (2.46)

Assim como os feixes LG, a frente de onda desses feixes também rotaciona ao longo
da propagacado, Nesse caso, o parametro m é o que esta associado ao momento angular
orbital.
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Figura 7  Transicao entre modos Laguerre, Ince e Hermite, devido a variagéo de

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.2 FEIXES EM UM MEIO NAO-LINEAR

Como foi visto anteriormente, quando os feixes de luz se propagam no ar € possivel
aproximar esse meio como um vacuo. Ao se fazer isso, a resolucéo das equacOes de Maxwell
ca mais simples, e d& origem a equacd@.9). No entanto, € interessante considerar
também a propagacao de feixes em meios onde a interacdo com a matéria nao é desprezivel,
pois neles surgem fendmenos e relacdes mais complexos. Ao tratarmos desse tipo de
material, € necessario utilizar a seguinte forma das equacdes de Maxwell, com a adi¢do do

deslocamento elétricd (r;t) e do campo magnético auxiliaH (r;t):

r D(r;t)=; (2.47a)
r B(r;t)=0; (2.47b)
r E(r;t)= @((@rtt) (2.47c)
o HEy= 280 (2.47d)

Como pode-se observar, 0 caso acima € similar ao caso do vacuo se for considerado
gue ndo existem cargas elétricas -= 0 -, e que ndo ha efeitos de polarizacdo presentes.
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No entanto, para a continuagdo dessa andlise, sera considerado que:

D= oE+P; (2.48a)
H= oB: (2.48b)

Onde a polarizacad® vai depender ndo-linearmente do campig, e é a partir dela que
surgirdo novos efeitos e interac6es na propagacao dos feixes.

Assim como foi feito no primeiro capitulo, é possivel calcular equagfes que dependem
de apenas um dos campos eletromagnéticos. Para o campo elétrico, toma-se primeiro o
rotacional da equacgéao (2.47c):

rr E(r;t) = gl[r B(r;t)]: (2.49)

Levando em conta as de nicdes del e D do sistema, a equagao (2.47d) pode ser
escrita como:

@(r;t), @),
@ ° ot
Entdo, substituindo esse rotacional na equa¢d@.49) e considerando a propriedade

(2.6):

r B(r;t)= "0 o (2.50)

@E(r;t) _ @P(r;t).
et Y et

Tomando entdo um sistema sem cargas livres, que implica ems 0, obtem-se:

rfr Elr 2E(rt)+ "o o (2.51)

@E(r;t) _  @P(r;t),
Comparando com a equaca(?.8), nota-se que a diferenca esta no surgimento de
um termo de fonte dependente diretamente da resposta da polariza¢&o

r2eE(r;t) " (2.52)

Além disso, pode-se realizar a mesma aproximacao paraxial utilizada para obter a
equacao (2.14), que nesse caso resultara em:
|
- - .k
@z 2k @x @y 2,
Na equag&o acima, o termo se relaciona conf através deE(r;t) = ((x;y))ek*e ™

Se for considerando entdo que o sistema é isento de qualquer dispersdo ou perda, e
gue a polarizacdo depende do valor instantaneo da amplitude He € possivel simpli car
a analise das quantidades e tratar tanto a polarizacdo quanto o campo elétrico como
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quantidades escalares ao invés de vetores (BOYD, 2008). Tendo isso em mente, o préximo
passo é expandiP como uma série de poténcias do campo elétrico, ou seja:

Pt)= o PE@)+ @E2t)+ OES()+ (2.54)

Como pode-se observar, cada uma das poténcias do campo elétrico tem uma
guantidade - denominada susceptibilidade Optica - associada a ela. Nesse trabalho se
estudara um efeito relacionado com a susceptibilidade de segunda ordéfh e por isso sera
realizada a seguir uma analise mais profunda da in uéncia desse termo no comportamento
do feixe.

Para tal, sera considerado que o termo® é o dominante na resposta da polarizacéo,
de modo que ela pode ser escrita como:

P(t)= o @PE?(t): (2.55)

Toma-se entdo uma superposicao de dois campos elétricos, cada um com uma
frequéncia diferente:

Eo(r;t) = E1(r;t) + Ex(r;t) +c:c: (2.56)

Na equacdo acima, o termo c.c. representa o conjugado complexo do resto da
equacao. De acordo com o que ja foi de nido anteriormente, pode-se escrever os termos do
lado direito da equacéo (2.56) da seguinte forma:

Eo(r;t) = Uy(x;y:z)e "'+ Uy(x;y;2)e "2 +c:c: (2.57)

Substituindo em (2.55):

h i
P(t): 0 2) U%e 2i! 1t+ Uge 2i! 2t+2U1U2€ i(! 1+!2)t+2UlU2e i1 1 2)t +:

o @ jUj?+ U, +cic (2.58)

Considerando que essa polarizacdo age como um termo de fonte na equacéo de onda,
conclui-se que durante a propagacao da superposicaokdee E, no material ndo-linear,
serdo gerados outros campos com frequéncias diferentes, cada um deles corresponde a um
processo nao-linear:

Os dois primeiros termos, com frequéncidd ; e 2! 2 estdo relacionados com o
processo da geracdo de segundo harmdnico, onde sdo gerados feixes com estruturas iguais
aos de entrada, mas com o dobro da frequéncia. Os termos com frequéniias ! ;) e
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Frequéncia Processo
21 ;215 Geragao de Segundo Harmonico
.+ 1, Geracdo de Soma-Frequéncia
Iy 1y Geracéao de Diferenca de Frequéncia
0 Reti cacdo Optica

(1 !',) representam, respectivamente, os fenbmenos da geracdo de modos por soma-
frequéncia e diferenca de frequéncia. Por m, o termo sem frequéncia é associado com o
processo da reti cacdo Optica, onde o campo elétrico produz uma polarizacdo constante
dentro do meio ndo-linear em questéo.

No caso desse estudo sera considerado que os dois feixes de entrada possuem a
mesma frequéncia, de modo que tanto os termos do segundo harménico quanto o termo da
soma-frequéncia terdo o mesmo valor de frequéncia, enquanto que o termo da diferenca de
frequéncia ndo tera dependéncia temporal, e cara incorporado na reti cacao Optica. Assim,
na se¢do a seguir sera detalhado o processo da geracdo de modos por soma-frequéncia, que
€ o foco principal desse trabalho.

2.3 MISTURA DE FEIXES

Como foi citado no nal da secdo anterior, o processo escolhido para ser estudado
nesse trabalho é o de geracdo de soma-frequéncia, e a seguir, sera apresentada sua base
tedrica.

Primeiro, como foi especi cado na equaca(?.57), o campo inicial E, € uma
superposicdo deE; e E,. Para realizar isso, sera considerado que esses dois campos
incidem e se cruzam num cristal no - que é o material com propriedades nao-lineares -, e
entdo a mistura € observada saindo do cristal na face oposta. Um esquema desse sistema
pode ser observado na Figura 8:

Além disso, o comportamento dessa mistura pode ser estudado através da equacao
diferencial (2.53). Para resolvé-la, pode-se utilizar o método da funcéo de Green (LANNING
et al.,, 2017; BARTON; BARTON, 1989), e obter:

z z, z

()= r'dr’d K(ir?) oo+ dZ’ rdr’d °K(r;r°)2'kp(r°): (2.59)
0

Zj
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Figura 8 Esquema contendo os feixes de entradlh e U,, o feixe resultante da mistura
U, e o cristal ndo-linear BBO.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na equacaa(2.59), a funcdo K é o propagador e a funcdo G é a funcao de Grenn.
Em suas de ni¢cbes a seguir, aparece a funcdo de Heaveside, que esté representada por
(z 2:
0 X 0.
K(r;r)= Up:m (T )Upim (1); (2.60a)
p:m

Gr:r)y=( z Z)K(r;r": (2.60b)

Acima, os termosu,.n, s&0 uma base ortonormal qualquer, que pode ser uma das
familias de feixes descritas na secédo 2.1.2.

Com isso, 0 proximo passo é expandir a polarizagdo nessa mesma base ortonormal,
de modo a obter:

ik X _
Z—OP(r) = Com (Z)Up;m (r): (2.61)

pim
O valor ¢,;n, que indica o peso de cada um dos termos da base, € conhecido como
integral de overlap, e tem a forma:

ik £
Com(2) = 2, dru,., (r)P(r): (2.62)

Finalmente, com a substituicdo das equacd€®.60a), (2.60b) e (2.61) em (2.59),
encontra-se:

sz
(0= ot Upn(r) A2 (2): (2.63)

p;m Zi

Enquanto que o primeiro termo do lado direito d€2.63) representa a geragao de
segundo harmdnico dos feixes incidentes, o segundo termo indica a criacdo de novos modos
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dentro do cristal pela soma-frequéncia, e é através da analise dele que se pode prever qual
sera a mistura resultante.

Como se pode observar, o segundo termo depende tanto da base ortonoupal
escolhida para se expandir os termos do sistema quanto da polarizagdo dentro do cristal.
Além disso, diferentes feixes de entrada criam diferentes modos na saida do cristal. A regra
gue rege essa criagdo € conhecida como regra de selecao, e a partir dela é possivel prever
guais modos estardo ou nao presentes no feixe resultante.
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3 RESULTADOS

No estudo tedrico da mistura de duas ondas, foi tomada uma base arbitravigy,
qualquer nos célculos, e viu-se que a escolha dessa base interfere diretamente nos resultados
da mistura.

Aqui, a base escolhida foram os feixes Ince-Gauss (IG) descritos na secéo 2.1.2.3,
devido ao fato de a regra de selecdo para eles ainda nao ter sido demonstrada na literatura,
e desse modo haver uma necessidade de observa-la e descrevé-la. Além disso, tentou-se
observar a transicéo entre uma mistura de modos IG e uma mistura de modos HG (LG),
a partir da variagdo da excentricidade.

O estudo dessa mistura foi realizado tanto experimentalmente quanto atravées
de simula¢cdes, de modo que os resultados de ambos puderam ser comparados para se
comprovar a validade do modelo tedrico apresentado na sec¢éo 2.3.

Como o cristal utilizado era relativamente no em relagcdo as outras medidas do
sistema, a integral na equaca(?.63) péde ser desconsiderada, de modo que as simulacées
consistiram em calcular numericamente o valor dg., para diversos valores depny, €
entdo fazer a combinacéo linear dos modos IG a partir desses pesos. Depois disso, a
superposicdo nal de feixes foi propagada no ar até a zona do campo distante.

Figura 9  Aparato experimental utilizado. A caixa quadriculada representa uma visao
mais préxima do cristal e dos feixes. Aqui, as siglas utilizadas representam: HWP - Placa
de meia onda, PBS - Separador de feixe poralizado, SLM - Modulador espacial de luz, PH
- Pinhole, M - Espelho, BBO - Cristal de Beta Borato de Bario. As distancias focais das
lentes s&o, em ordem, L1 = 30 mm, L2 = 100 mm, L3 = L4 = 1000 mm e L5 = 300 mm.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Experimentalmente, como se pode observar na Figura 9 a montagem utilizada foi
um laser pulsado de Ti:Sa ra emitindo em 780 nm, que iluminava um modulador espacial de
luz (SLM), onde eram criados os campos de entradl e U, dispostos huma superposi¢ao
com uma diferenca de fase linear entre eles, de forma que ao longo da sua propagacao eles
se separavam espacialmente (HSUEH; SAWCHUK, 1978; MENDOZA-YERO; MiINGUEZ-
VEGA; LANCIS, 2014). Em seguida, o feixe com os dois campos passavam por uma placa
de meia onda de modo a otimizar a mistura ndo-linear dentro de um cristal Beta Borato
de Bario tipo 1 de dimensdes 10 x 10 x 3 mm e angulo phase-matching@e . Depois do
cristal foi posicionado um ltro espectral centralizado em 335 nm, que separava a mistura
de interesse do restante da faixa do vermelho, e entdo uma camera CCD capturava sua
intensidade no campo distante.

O cristal escolhido para esse estudo, o Beta Borato de Bario tipo 1, é altamente
utilizado em aplicagdes nao-lineares devido a sua versatilidade. Entre suas propriedades
mais importantes, pode-se citar um intervalo de transparéncia largo, um coe ciente néo-
linear alto e uma baixa distorsdo da frente de onda.

Nas guras utilizadas para comparar os resultados experimentais e tedricos, estdo
expostos os feixet);, U, e U, em cada caso. Além disso, o pesp, de cada um dos
modos na superposi¢cao nal para o caso tedrico € indicado na coluna central das imagens
por um histogramap x m, onde todos os pesos foram multiplicados por um fator positivo
de modo que o maior deles em modulo fosse igual a 1.

3.1 FEIXES INCE COM PARIDADE DEFINIDA

Em todos os resultados dessa subsecao, a excentriciade escolhida para os feixes de
entrada foi = 2. Com isso em mente, primeiramente foram consideradas misturas de
dois feixes com a mesma paridade. Na Figura 10, pode-se observar os resultados quando a
paridade de ambos é par.

De maneira similar, para a Figura 11 foram considerados os dois feixes iniciais
com paridade impar, e por m, a Figura 12 mostra os resultados quando os feixes de
entrada tém paridades diferentes. Em todos 0s casos considerados, os resultados teéricos e
experimentais tiveram grande similaridade. Assim, se pode dizer que a criacdo dos modos
esperados realmente aconteceu dentro do cristal.

Além disso, em relacdo a regra de selecao citada no ultimo paragrafo da secéo 2.3 é
possivel concluir que: Considerando a mistura dg = 1G!.;,, comU;, = IG2., , os modos
IGp.m presentes entJ, serdo pares (impares) quando as paridades dos feixes de entrada
forem iguais (diferentes). Além disso, serdo criados - ou seja, terdo peso diferente de zero -
apenas 0s modokG,., com indicesp que obedecenp p; + p, e mod(p+ p1 + P2;2) =0,

e com indicesn que obedecenm p e mod(m + p;2) =0.
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