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RESUMO
A geração de modos pelo processo da soma-frequência é um fenômeno que ocorre ao
considerarmos dois feixes se misturando dentro de um meio com não-linearidade de
segunda ordem. Baseado nisso, buscou-se realizar um estudo teórico e experimental dessa
mistura, considerando os feixes Ince-Gauss com paridade definida (IG) e os feixes Ince-
Gauss Helicoidais (HIG) com momento angular orbital (MAO) como feixes de entrada.
Para a base teórica, resolveu-se a equação paraxial a partir do método da função de Green,
e com o resultado foi possível simular a geração de modos dentro do meio não-linear. Já
experimentalmente, foi montado um aparato experimental utilizando um cristal BBO
como meio não linear, e através dele foi possível observar e detectar o feixe resultante dessa
mistura. Com essas duas metodologias, foram estudadas todas as combinações possíveis
entre dois feixes IG (par-par, par-ímpar, ímpar-ímpar), e também diversas combinações de
feixes HIG. Em todos esses casos, observou-se uma ótima concordância entre os resultados
teóricos e experimentais, e para os feixes carregando MAO, se constatou a conservação
desse momento no feixe resultante. Além disso, através da análise dos dados obtidos,
calculou-se pela primeira vez a regra de seleção que controla a geração dos modos, e por
fim, se observou a transição entre as diferentes famílias de feixes paraxiais através da
variação do parâmetro de excentricidade ε. Esses resultados formam uma boa base de
estudo para aplicações como a comuniação óptica, micromanipulação e pinças ópticas.

Palavras-chave: Óptica Não-Linear, Feixes Paraxiais, Momento Angular Orbital.



ABSTRACT
The mode generation through sum-frequency processes occurs when we consider two
beams mixing inside a medium with a second order nonlinearity. A study based on both a
theoretical and an experimental analysis of this process was done, considering, as initial
beams, the families of Ince-Gaussian beams (IG) and Helical Ince-Gaussian beams (HIG).
As a theoretical basis, the paraxial equation was solved using the Green function method,
and the result made possible the development of a numerical simulation for the mode
generation inside the medium. Experimentally, the assembled setup used a BBO crystal as
the nonlinear medium, and enabled the observation and detection of this mixture. Through
these two methodologies, the study considered all the possible parity combinations of
two IG beams with defined parity (even-even, even-odd, odd-odd), as well as multiple
combinations of HIG beams carrying orbital angular momentum (OAM). In all these cases,
a very good agreement between the experimental and the theoretical results was observed,
and for the beam carrying OAM, it was possible to verify the conservation of momentum
in the resulting beam. Furthermore, analyzing the obtained results, it was possible to
find, for the first time, the selection rule that controls the creation of modes inside the
medium, and lastly, the transition between the different families of paraxial beams was
observed by changing the eccentricity parameter ε. These results form a good study basis
for applications such as optical communication, micro-manipulation and optical tweezers.

Keywords: Nonlinear Optics, Paraxial Beams, Orbital Angular Momentum.
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1 INTRODUÇÃO

Devido a sua grande utlização nos mais diversos campos de pesquisa, os lasers são

dispositivos altamente estudados atualmente. As principais características de um laser,

que o diferenciam das demais fontes de luz são sua alta coerência, direcionalidade e quase

monocromaticidade. Enquanto que a primeira propriedade está relacionada com o fato

de que as ondas de luz que formam o laser estarem em fase, a segunda implica que esse

feixe é espacialmente estreito e diverge muito pouco ao longo da propagação, e a terceira

signi�ca que ele é formado por fótons com valores de comprimentos de onda con�nados a

um intervalo muito pequeno (SHIMODA, 1986).

Dentro do estudo dos lasers, uma das áreas de interesse é a análise de seus possí-

veis modos - ou seja, os possíveis per�s transversais de intensidade que esse laser pode

ter durante sua propagação. Matematicamente, esses modos são encontrados através

da equação de Helmholtz, e estão diretamente relacionados com a simetria do sistema

(SIEGMAN, 1986). Isso pode ser visto na Figura 1, onde estão representados os modos de

propagação encontrados para as coordenadas cilíndricas, cartesianas e elípticas cilíndricas,

que são denominados Laguerre-Gauss (LG), Hermite-Gauss (HG) e Ince-Gauss (IG),

respectivamente.

Figura 1 � Alguns modos possíveis para o per�l de um laser, a depender da simetria do
sistema escolhido. Da esquerda para a direita tem-se, repectivamente, exemplos de modos
Laguerre-Gauss (LG), Hermite-Gauss (HG) e Ince-Gauss (IG).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ter controle sobre a estrutura transversal de um feixe possibilita sua aplicação

em variadas áreas, podendo ser citadas a comunicação óptica (WILLNER et al., 2015),

a micromanipulação (WOERDEMANN et al., 2013), protocolos quânticos (AOLITA;

WALBORN, 2007; D'AMBROSIO et al., 2012) e pinças ópticas (PADGETT; BOWMAN,

2011). Além disso, recentemente têm se considerado o comportamento dessa luz estruturada
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fora do espaço livre, mais especi�camente em meios não-lineares, onde diversos fenômenos

físicos complexos surgem (BOYD, 2008).

No que diz respeito ao estudo da mistura não-linear desses modos, Pereira (2017)

desenvolveu uma primeira análise desse processo envolvendo uma fração dos possíveis

modos LG (PEREIRA et al., 2017). Expandindo esse trabalho inicial, Pires (2019, 2020)

generalizou o estudo para as famílias completas dos modos HG e LG (PIRES et al., 2019;

PIRES et al., 2020b; PIRES et al., 2020a).

No entanto, embora os modos IG já sejam conhecidos desde 2004 (BANDRES;

GUTIÉRREZ-VEGA, 2004), ainda não existe nenhum trabalho que apresente em detalhes

os resultados esperados para uma mistura desse tipo de feixe, e baseado nessa necessidade

de aprofundamento foi que resolvemos realizar esse trabalho.
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2 TEORIA

No decorrer desse capítulo, serão introduzidos e discutidos os conceitos teóricos

utilizados no trabalho. Mais especi�camente, o capítulo começa discutindo o que são e

como se comportam os feixes paraxiais em diferentes sistemas de coordenadas, e então

explica o processo não-linear da mistura desses feixes.

2.1 LUZ ESTRUTURADA

Assim como todos os outros tipos, a luz coerente é formada por campos elétricos

(E) e magnéticos(B ) oscilantes, que podem ser descritos a partir das equações de Maxwell

(MAXWELL, 1864). Particulamente, para feixes se propagando no vácuo, tem-se que:

r � E(r ; t) = 0 ; (2.1a)

r � B (r ; t) = 0 ; (2.1b)

r � E(r ; t) = �
@B(r ; t)

@t
; (2.1c)

r � B (r ; t) = "0� 0
@E(r ; t)

@t
: (2.1d)

Em sua forma mais geral, não é possível extrair muitas informações físicas a respeito

dos campos, principalmente pelo fato de que as duas últimas equações depender tanto de

E quanto deB . Para obter relações com apenas um deles, primeiro se calcula o rotacional

de (2.1c) e (2.1d):

r � r � E(r ; t) = r �

"

�
@B(r ; t)

@t

#

; (2.2a)

r � r � B (r ; t) = "0� 0r �

"
@E(r ; t)

@t

#

: (2.2b)

Como é possível trocar a ordem dos termos no lado direito, as equações acima são

equivalentes à:

r � r � E(r ; t) = �
@
@t

[r � B (r ; t)] ; (2.3a)

r � r � B (r ; t) = "0� 0
@
@t

[r � E(r ; t)] : (2.3b)

Com isso, pode-se substituir os rotacionais na direita utilizando as equações(2.1d)

e (2.1c), de modo a obter:

r � r � E(r ; t) = � "0� 0
@2E(r ; t)

@t2
; (2.4a)

r � r � B (r ; t) = � "0� 0
@2B(r ; t)

@t2
: (2.4b)
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Como agora os dois campos obedecem equações iguais, será utilizada uma única

letra para simbolizá-los, nesse caso escolhida comov(r ; t):

r � r � v(r ; t) = � "0� 0
@2v(r ; t)

@t2
: (2.5)

Assim, temos agora uma equação que depende apenas de um dos campos. Contudo, antes

de começar a estudar as propriedades desses campos a partir dela, é útil realizar uma

última operação. Para isso, utiliza-se a seguinte identidade vetorial, válida para qualquer

vetor A :

r � r � A = r [r � A ] � r 2A : (2.6)

Substituindo o lado esquerdo da equação (2.5) de acordo com a identidade (2.6):

r [r � v(r ; t )] � r 2v(r ; t ) = � "0� 0
@2v(r ; t)

@t2
: (2.7)

A partir das equações(2.1a) e (2.1b), pode-se concluir que o primeiro termo no

lado esquerdo da equação acima é nulo - ao menos no vácuo, que é o caso levado em

consideração. Assim, a equação (2.7) se torna:

r 2v(r ; t ) = "0� 0
@2v(r ; t)

@t2
: (2.8)

Com isto, nota-se que os campos eletromagnéticos obedecem uma equação que descreve

ondas se propagando em um meio com velocidadec =
q

1
" 0 � 0

, de�nida como a velocidade

da luz no vácuo.

Continuando então a análise do comportamento desses campos, iremos agora

representar o operadorr 2 em coordenadas cartesianas, e assim escrever a equação(2.8)

como:
@2v
@x2

+
@2v
@y2

+
@2v
@z2

�
1
c2

@2v
@t2

= 0: (2.9)

Em seguida, serão supostas algumas propriedades para os campos de modo a

simpli�car a equação(2.9). Considerando primeiro que o campo estudado é monocromático

- ou seja, apresenta uma única frequência -, será possível separar as variáveis do espaço da

variável temporal. Nesse caso, o campov tem a forma:

v(x; y; z; t) = U (x; y; z) e� i!t : (2.10)

Substituindo (2.10)na equação(2.9), obtem-se uma relação conhecida como equação

de Helmholtz paraU :

@2U
@x2

+
@2U
@y2

+
@2U
@z2

+
� !

c

� 2

U = 0: (2.11)
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Além disso, se o campo considerado estiver se propagando na direção z, é possível

escrever, numa forma geral:

U =    (x; y; z) eikz ; k �
!
c

: (2.12)

Acima, o termo exponencial representa a variação do campo devido à propagação

em z - como pode-se observar, tal variação tem a forma de uma onda plana -, enquanto

que o termo   contém o restante das propriedades do feixe, como seu per�l transversal e a

curvatura da sua frente de onda.

Substituindo (2.12) na equação (2.11), obtém-se:

@2   
@x2

+
@2   
@y2

+
@2   
@z2

+ 2ik
@   
@z

= 0: (2.13)

Por �m, supondo que a chamada aproximação paraxial
� �

�
� @2   

@z2

�
�
� �

�
�
�2k @   

@z

�
�
�;

�
�
� @2   

@x2

�
�
�;

�
�
� @2   

@x2

�
�
�
�
,

que descreve um feixe cuja variação durante a propagação em z é lenta tanto na escala de

� quanto na escala do feixe no plano transverso, obtem-se:

@2   
@x2

+
@2   
@y2

+ 2ik
@   
@z

= 0: (2.14)

A equação acima é conhecida como equação paraxial, e suas soluções podem ser

utilizadas para encontrar as diversas famílias possíveis de feixes conhecidas como feixes

paraxiais.

2.1.1 MODO FUNDAMENTAL

Vamos agora resolver a equação(2.14) e encontrar então as funções   . Para começar

a solução, será tomado o seguinteansantz (KOGELNIK; LI, 1966):

   G(x; y; z) = e[� i(P (z)+ k
2q( z ) (x2+ y2 ))]: (2.15)

Devido ao termox2 + y2 dentro da exponencial, o feixe encontrado a partir da

forma (2.15) é conhecido como modo Gaussiano.

Além disso, como se pode observar, para encontrar a forma completa da equação

(2.15), é necessário calcular as funções P e q. Para isso, primeiro de�ne-se dois parâmetros

reais, R e! , relacionados pela seguinte equação:

1
q

=
1
R

� i
�

�! 2
: (2.16)

Substituindo (2.16) em (2.15), e considerando� 2 = x2 + y2, é possível identi�car o

signi�cado físico dessas duas grandezas:

   G(�; z ) = e

h
� � 2

! 2 ( z )

i

e

h
� i

�
P (z)+ k� 2

2R ( z )

�i

: (2.17)
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Como R e! são parâmetros reais, nota-se que em(2.17) R interfere exclusivamente na

fase do feixe, enquanto que! só contribui para a intensidade. Mais especi�camente, R(z)

representa a curvatura da frente de onda no ponto z, e! (z) é a distância entre o centro do

feixe e o ponto onde sua intensidadeI (�; z ) = j   (�; z )j2 cai para um valore2 vezes menor,

ou seja:

I (! (z); z) =
I (0; z)

e2
: (2.18)

Por isso, a quantidade2! é conhecida como diâmetro do feixe. Agora, substituindo

(2.15) na equação (2.14):

� 2

 

�
k2

q2(z)
+

k2

q2(z)
@q(z)

@z

!

+ � 0

 
2ik
q(z)

+ 2k
@P(z)

@z

!

= 0: (2.19)

Como os dois termos da igualdade acima precisam ser independentemente nulos:

@q(z)
@z

= 1; (2.20a)

@P(z)
@z

=
� i

q(z)
: (2.20b)

Agora, para facilitar os cálculos, o ponto z = 0 será de�nido como aquele onde a

curvatura da frente de onda é in�nita - i.e., quando a frente de onda é plana. De�nindo o

valor de ! nesse ponto como! 0 e o q associado a ele comoq0 tem-se, a partir da relação

(2.16):

q0 = iL R ; LR �
�! 2

0

�
: (2.21)

Acima, o valor LR é conhecido como comprimento de Rayleigh. Utilizando as

equações (2.21) e (2.20a), conclui-se que o valor deq para um ponto z qualquer é:

q(z) = q0 + z = iL R + z: (2.22)

Com (2.22), e possível calcularR(z) e ! (z) a partir da comparação das partes reais

e imaginárias delas com as da equação (2.16):

R(z) = z

"

1 +
� LR

z

� 2#

; (2.23a)

! 2(z) = ! 2
0

"

1 +
� z

LR

� 2
#

: (2.23b)

E por �m, P é encontrado a partir das equações (2.22) e (2.20b):

P(z) = i ln

 
! 0

! (z)

!

� � (z); � (z) � arctan
� z

LR

�

: (2.24)

Acima, o termo � é denominado de Fase de Gouy.
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Assim, o modo gaussiano pode ser descrito também em função de R e! :

   G(�; z ) =
w0

w(z)
e

� � 2

w 2 ( z ) e
� i

�
k� 2

2R ( z ) � � (z)
�

: (2.25)

Além disso, como será detalhado a seguir, diversas outras soluções da equação

(2.14) podem ser encontradas a partir de(2.15), e por isso ele também recebe o nome de

modo fundamental.

2.1.2 MODOS DE ORDEM SUPERIOR

O processo usado para calcular as outras formas de   que satisfazem a equação

(2.14) envolve escolher um sistema de coordenadas que irá in�uenciar a simetria do feixe,

e então, a partir dele e do modo funtamental, encontrar os modos de maior ordem.

2.1.2.1 MODOS HERMITE-GAUSS

Num sistema com simetria cartesiana, de�nido pelas coordenadas x, y e z, a

tentativa de solução de (2.14) terá a seguinte forma (SALEH; TEICH, 2007):

   HG (x; y; z) = g

 
x

! (z)

!

h

 
y

! (z)

!

e� i(P (z)+ k
2q( z ) (x2+ y2 )): (2.26)

Como pode-se observar, o modo(2.26) é alcançado pela multiplicação do modo

fundamental por duas funções g e h, cada uma dependente de uma das coordenadas

transversais do sistema, e ambas dependendo de! (z).

Substituindo (2.26) na equação(2.14), encontram-se as seguintes equações diferen-

ciais:

@2g
@x2

� 2x
@g
@x

+ 2nxg = 0; nx 2 N; (2.27a)

@2h
@y2

� 2y
@h
@y

+ 2nyh = 0; ny 2 N; (2.27b)

@q(z)
@z

= 1; (2.27c)

@P(z)
@z

=
� i

q(z)
(1 + nx + ny): (2.27d)

Como a equação(2.27c) é igual à do modo Gaussiano, conclui-se que tantoq(z)

quanto os parâmetros de�nidos por ele -R(z) e ! (z) - seguem as de�nições(2.22), (2.23a)

e (2.23b), respectivamente.

No entanto, a equação(2.27d) implica que a função P muda de forma, e para esse

caso teremos que:

PHG (z) = (1 + nx + ny) i ln

 
! 0

! (z)

!

� � (z); � (z) � (1 + nx + ny)arctan
� z

LR

�

: (2.28)
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As soluções das equações(2.27a) e (2.27b) são, por de�nição, os polinômios de

Hermite H de ordemnx e ny, respectivamente. Dessa maneira, podemos escrever que:

g

 
x

! (z)

!

h

 
y

! (z)

!

= Hnx

 p
2x

! (z)

!

Hny

 p
2y

! (z)

!

: (2.29)

Ou seja, para cada combinação de dois inteiros positivosnx e ny existe um modo

em coordenadas cartesianas que resolve a equação(2.14), e essa família de soluções recebe

o nome de modos Hermite-Gauss(HG):

HGnx ny �    HG (x; y; z) = Hnx

 p
2x

! (z)

!

Hny

 p
2y

! (z)

!

e

h
� i

�
PHG (z)+ k ( x 2+ y 2 )

2q( z )

�i

: (2.30)

A seguir, na Figura 2, pode-se observar a distribuição transversal de intesidade de

diversos modos HG. Através delas, é fácil notar que os índicesnx e ny indicam o número

de mínimos que ocorrem nos eixos x e y, respectivamente.

Figura 2 � Distribuições transversais de intensidades dos modos Hermite-Gauss

Fonte: Elaborado pelo autor.
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2.1.2.2 MODOS LAGUERRE-GAUSS

Outros modos possíveis podem ser obtidos se considerarmos agora um sistema com

simetria cilíndrica. Para isso, são de�nidas as três coordenadas abaixo:

� =
q

x2 + y2; � 2 [0; 1 ); (2.31a)

� = arctan
� y

x

�

; � 2 [0; 2� ); (2.31b)

z = z; z 2 (�1 ; 1 ): (2.31c)

Nesse caso, a tentativa de solução para a equação é dada por (KOGELNIK; LI,

1966):

   LG (�; �; z ) = g

 
�

! (z)

!

e� il� e
� i

�
P (z)+ k� 2

2q( z )

�

: (2.32)

Substituindo na equação(2.14), é possível encontrar as equações que descrevem g,

P e q:

�
@2g
@�2

� (l + 1 � � )
@g
@�

+ np g = 0; (n; l ) 2 N 2; (2.33a)

@q
@z

= 1; (2.33b)

@P
@z

=
� i
q

(1 + 2n + l): (2.33c)

Assim como no caso cartesiano, o fato de(2.33b) ser igual ao do modo fundamental

implica que q, R e! (z) seguem as de�nições (2.22), (2.23a) e (2.23b), respectivamente.

A equação (2.33c) permite o cálculo de P nesse sistema de coordenadas:

PLG (z) = (1 + 2 n + l) i ln

 
! 0

! (z)

!

� � (z); � (z) � (1 + 2n + l)arctan
� z

LR

�

: (2.34)

Por �m, a equação(2.33a)admite, por de�nição, uma família de soluções conhecidas

como polinômios de Laguerre generalizadosL (l )
p :

g

 
�

! (z)

!

=

 p
2�

! (z)

! l

L (l )
n

 
2� 2

! 2(z)

!

: (2.35)

Os números n e l são as ordens radial e angular de L, respectivamente. Substituindo

(2.35) na equação (2.32), é possível escrever os modos Laguerre-Gauss(LG):

LGn;l �    LG (�; �; z ) =

 p
2�

! (z)

! l

L (l )
n

 
2� 2

! 2(z)

!

e� il� e

h
� i

�
PLG (z)+ k� 2

2q( z )

�i

: (2.36)

Na Figura 3, pode-se observar a distribuição transversal de intesidade de diversos

modos LG.
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Figura 3 � Distribuições transversais de intensidades dos modos Laguerre-Gauss

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma propriedade interessante dessa família de feixes é o fato de que a fase varia

ao longo da coordenada� com o termo il� . Isso implica no fato de que, ao longo da

propagação, a frente de onda rotaciona ao redor do centro do feixe. Essa rotação pode ser

relacionada com um momento angular orbital, e o parâmetro associado a ela é ol, que

de�ne a quantidade de momento que o feixe carrega. (ALLEN et al., 1992)

Por �m, é útil para a sequência desse trabalho que se introduza uma paridade

no modo LG. Isso pode ser realizado utilizando-se a fórmula de Euler no termoe� il� =

cos(l� ) � isen(l� ), de forma que:

LGn;l = LG e
n;l + i LGo

n;l ; (2.37)

com:

LGe
n;l =

 p
2�

! (z)

! l

L (l )
n

 
2� 2

! 2(z)

!

cos(l� )e

h
� i

�
PLG (z)+ k� 2

2q( z )

�i

: (2.38a)

LGo
n;l =

 p
2�

! (z)

! l

L (l )
n

 
2� 2

! 2(z)

!

sen(l� )e

h
� i

�
PLG (z)+ k� 2

2q( z )

�i

: (2.38b)
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Visualmente, a equação(2.37) pode ser representada como o esquema presente na

Figura 4, onde um feixe LG que carrega momento angular é decomposto em dois termos

distintos com paridade, um par devido ao cosseno e outro ímpar devido ao seno:

Figura 4 � Decomposição de um feixe Laguerre em um feixe par e um ímpar.

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.1.2.3 MODOS INCE-GAUSS

Um terceiro sistema de coordenadas que pode ser usado para resolver a equação

(2.14) é o sistema elíptico cilíndrico (BANDRES; GUTIÉRREZ-VEGA, 2004), que se

comporta como um caso intermediário entre as coordenadas cartesianas e as cilíndricas. Os

três valores que de�nem um ponto nesse sistema são� 2 [0; 1 ), � 2 [0; 2� ) e z 2 (�1 ; 1 ),

de�nidos pelas relações:

x = f cosh(� )cos(� ); (2.39a)

y = f senh(� )sen(� ); (2.39b)

z = z: (2.39c)

O parâmetro f que aparece nas equações(2.39a) e (2.39b) de�ne a excentricidade

do sistema de coordenadas. Seu efeito no sistema pode ser observado na Figura 5, onde

�ca clara a maneira como o valor def transforma o sistema elíptico em cartesiano ou

cilíndrico. Nesse sistema, as curvas com valores constantes de� (� ) são elipses (parábolas)

confocais.

No caso do estudo dos feixes paraxiais, é útil de�nirf como uma função dez,

variando da mesma maneira que o diâmetro de um feixe gaussiano, ou seja:

f (z) = f 0
! (z)
! 0

: (2.40)

Onde, a constantef 0 é a excentricidade no plano z = 0.

Tendo realizado todas as de�niões necessárias do sistema de coordenadas, o próximo

passo é escolher uma função tentativa, que nesse caso será:

   IG (�; �; z ) = g( � )h(� )e� i(P(z)+ k
2q( z ) (x2+ y2 )): (2.41)
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Figura 5 � Sistema de coordenadas elípticas com a) f! 0, b) f = 1, c) f = 2 e d) f ! 1 .
Nos grá�cos, as linhas representam curvas com� = const. ou � = const.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Substituindo em (2.14), têm-se as seguintes equações:

@2g
@�2

� � sinh(2� )
@g
@�

� (a � p � cosh(2� ))g = 0 ; (2.42a)

@2h
@�2

+ � sin(2� )
@h
@�

+ ( a � p � cos(2� ))g = 0 ; (2.42b)

@q(z)
@z

= 1; (2.42c)

@P(z)
@z

=
� i

q(z)
(1 + p): (2.42d)

Em (2.42a) e (2.42b), foi de�nido o valor� = 2f 2
0

! 2
0

Assim como nos outros dois casos, a equação(2.42c) indica que os parâmetrosq,

R e ! são de�nidos pelas equações(2.22), (2.23a) e (2.23b). Com (2.34), calcula-se P(z):

PIG (z) = (1 + p) i ln

 
! 0

! (z)

!

� � (z); � (z) � (1 + p)arctan
� z

LR

�

: (2.43)
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A equação(2.42b) tem uma família de soluções conhecidas como polinômios de Ince

de ordem p e grau m. Esses polinômios podem ser pares ou ímpares, sendo representados

por Cm
p (�; � ) e Sm

p (�; � ), respectivamente.

Independente da paridade do polinômio, os índices p e m têm a mesma paridade -

i.e. (� 1)p� m = 1. No entanto, no caso deCm
p (�; � ) os índices respeitam a relação0 � m � p,

e paraSm
p (�; � ) tem-se1 � m � p.

Sabendo então a solução da equação(2.42a), é possível resolver a equação(2.42b)

realizando a substituição� ! i � . Com isso:

g(� )h(� ) = C m
p (�; � )Cm

p (i �; � ) ou Sm
p (�; � )Sm

p (i �; � ): (2.44)

Em (2.44), não foram escolhidos os produtos de polinômios com diferentes paridades

pelo fato de esses casos não serem contínuos em todo o espaço.

Assim, os modos Ince-Gauss(IG) têm a seguinte forma, onde os índices"e" e "o"

representam a paridade (par ou ímpar, respectivamente):

IGe
p;m �    e

IG (�; �; z; � ) = C m
p (i �; � )Cm

p (�; � )e

h
� i

�
PIG (z)+ k ( x 2+ y 2 )

2q( z )

�i

; (2.45a)

IGo
p;m �    o

IG (�; �; z; � ) = Sm
p (i �; � )Sm

p (�; � )e

h
� i

�
PIG (z)+ k ( x 2+ y 2 )

2q( z )

�i

: (2.45b)

A seguir, na Figura 6, pode-se observar a distribuição transversal de intensidade

de diversos modos IG pares e ímpares:

Uma outra propriedade interessante dos modos IG é o fato de que, assim como as

coordenadas elípticas que os de�nem se transformam nas cartesianas ou nas cilíndricas a

depender do parâmetro f, esses modos mostram um comportamento similar em relação ao

parâmetro � .

Como pode-se observar na Figura 7, varaindo� é possível transformar um feixe IG

em HG ou LG, de maneira que os modos Ince-Gauss podem ser considerados como uma

generalização dos feixes paraxiais, com os Hermite-Gauss e os Laguerre-Gauss sendo casos

particulares desse.

As regras gerais da transformação dos índices do feixeIG � 0
p;m para os índices dos

feixesLG� 1
n;l e HGnx ;ny podem ser observadas na tabela abaixo:

IG � 0
p;m ! LG� 1

n;l IGe
p;m ! HGnx ;ny IGo

p;m ! HGnx ;ny

� 1 = � 0

l = m
n = p� m

2

nx = m
ny = p � m

nx = m � 1
ny = p � m + 1

No caso especí�co da Figura 7, tem-se na coluna central modos IG comp = 3 e

m = 1, então espera-se que os modos LG obtidos deles tenham - além da mesma paridade
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Figura 6 � Distribuições transversais de intensidades dos modos Ince-Gauss com� = 5

Fonte: Elaborado pelo autor.

-, índicesl = m = 1, e n = p� m
2 = 2, que é exatamente o que e observa na primeira coluna.

No caso da transição entre IG e HG, há uma diferença entre a transição de um IG par e

um IG ímpar para HG: No caso onde o modo IG é par, fazer a excentricidade tender para

o in�nito deve resultar num HGnx ;ny com nx = m = 1 e ny = p � m = 2; e no caso onde o

modo IG é ímpar, espera-se que essa transição leve a umHGnx ;ny com nx = m � 1 = 0 e

ny = p � m + 1 = 3 . E novamente, é isso que se observa na terceira coluna.

Além disso, assim como foi de�nida a fórmula(2.37) para o caso dos feixes LG,

é possível fazer algo similar para os IG, onde o somatório de um feixe par e um ímpar

de mesmos índices p e m resultam num feixe que carrega momento angular, denominado

feixe Ince-Gauss Helicoidal (HIG):

HIG �
p;m = IG e

p;m � i IGo
p;m : (2.46)

Assim como os feixes LG, a frente de onda desses feixes também rotaciona ao longo

da propagação, Nesse caso, o parâmetro m é o que está associado ao momento angular

orbital.
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Figura 7 � Transição entre modos Laguerre, Ince e Hermite, devido à variação de�:

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.2 FEIXES EM UM MEIO NÃO-LINEAR

Como foi visto anteriormente, quando os feixes de luz se propagam no ar é possível

aproximar esse meio como um vácuo. Ao se fazer isso, a resolução das equações de Maxwell

�ca mais simples, e dá origem à equação(2.9). No entanto, é interessante considerar

também a propagação de feixes em meios onde a interação com a matéria não é desprezível,

pois neles surgem fenômenos e relações mais complexos. Ao tratarmos desse tipo de

material, é necessário utilizar a seguinte forma das equações de Maxwell, com a adição do

deslocamento elétricoD (r; t ) e do campo magnético auxiliarH (r; t ):

r � D (r ; t) = �; (2.47a)

r � B (r ; t) = 0 ; (2.47b)

r � E(r ; t) = �
@B(r ; t)

@t
; (2.47c)

r � H (r ; t) =
@D (r ; t)

@t
: (2.47d)

Como pode-se observar, o caso acima é similar ao caso do vácuo se for considerado

que não existem cargas elétricas -� = 0 -, e que não há efeitos de polarização presentes.
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No entanto, para a continuação dessa análise, será considerado que:

D = � 0E + P; (2.48a)

H = � 0B: (2.48b)

Onde a polarizaçãoP vai depender não-linearmente do campoE, e é a partir dela que

surgirão novos efeitos e interações na propagação dos feixes.

Assim como foi feito no primeiro capítulo, é possível calcular equações que dependem

de apenas um dos campos eletromagnéticos. Para o campo elétrico, toma-se primeiro o

rotacional da equação (2.47c):

r � r � E(r ; t) = �
@
@t

[r � B (r ; t)] : (2.49)

Levando em conta as de�nições deH e D do sistema, a equação (2.47d) pode ser

escrita como:

r � B (r ; t) = "0� 0
@E(r ; t)

@t
+ � 0

@P(r ; t )
@t

: (2.50)

Então, substituindo esse rotacional na equação(2.49) e considerando a propriedade

(2.6):

r [r � E] � r 2E(r ; t) + "0� 0
@2E(r ; t)

@t2
= � � 0

@2P(r ; t)
@t2

: (2.51)

Tomando então um sistema sem cargas livres, que implica em� = 0, obtem-se:

r 2E(r ; t) � "0� 0
@2E(r ; t)

@t2
= � 0

@2P(r ; t)
@t2

: (2.52)

Comparando com a equação(2.8), nota-se que a diferença está no surgimento de

um termo de fonte dependente diretamente da resposta da polarizaçãoP.

Além disso, pode-se realizar a mesma aproximação paraxial utilizada para obter a

equação (2.14), que nesse caso resultará em:

@   
@z

�
i

2k

 
@   
@x

+
@   
@y

!

=
ik
2� 0

P: (2.53)

Na equação acima, o termo   se relaciona comE através deE(r ; t) =    ((x; y))eikz e� i!t

Se for considerando então que o sistema é isento de qualquer dispersão ou perda, e

que a polarização depende do valor instantâneo da amplitude deE, é possível simpli�car

a análise das quantidades e tratar tanto a polarização quanto o campo elétrico como
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quantidades escalares ao invés de vetores (BOYD, 2008). Tendo isso em mente, o próximo

passo é expandirP como uma série de potências do campo elétrico, ou seja:

P(t) = � 0

�
� (1) E(t) + � (2) E 2(t) + � (3) E 3(t) + :::

�
: (2.54)

Como pode-se observar, cada uma das potências do campo elétrico tem uma

quantidade � - denominada susceptibilidade óptica - associada a ela. Nesse trabalho se

estudará um efeito relacionado com a susceptibilidade de segunda ordem� (2) , e por isso será

realizada a seguir uma análise mais profunda da in�uência desse termo no comportamento

do feixe.

Para tal, será considerado que o termo� (2) é o dominante na resposta da polarização,

de modo que ela pode ser escrita como:

P(t) = � 0� (2) E 2(t): (2.55)

Toma-se então uma superposição de dois campos elétricos, cada um com uma

frequência diferente:

E0(r ; t) = E1(r ; t) + E2(r ; t) + c :c:: (2.56)

Na equação acima, o termo c.c. representa o conjugado complexo do resto da

equação. De acordo com o que já foi de�nido anteriormente, pode-se escrever os termos do

lado direito da equação (2.56) da seguinte forma:

E0(r ; t) = U 1(x; y; z)e� i! 1 t + U 2(x; y; z)e� i! 2 t + c:c:: (2.57)

Substituindo em (2.55):

P(t) = � 0� (2)
h
U 2

1e� 2i! 1 t + U 2
2e� 2i! 2 t + 2U 1U 2e� i (! 1+ ! 2)t + 2U 1U �

2e� i (! 1 � ! 2)t
i

+ ;

� 0� (2)
�
jU 1j2 + jU 2j2

�
+ c:c: (2.58)

Considerando que essa polarização age como um termo de fonte na equação de onda,

conclui-se que durante a propagação da superposição deE1 e E2 no material não-linear,

serão gerados outros campos com frequências diferentes, cada um deles corresponde a um

processo não-linear:

Os dois primeiros termos, com frequências2! 1 e 2! 2 estão relacionados com o

processo da geração de segundo harmônico, onde são gerados feixes com estruturas iguais

aos de entrada, mas com o dobro da frequência. Os termos com frequências(! 1 + ! 2) e



Capítulo 2. Teoria 27

Frequência Processo
2! 1; 2! 2 Geração de Segundo Harmônico
! 1 + ! 2 Geração de Soma-Frequência
! 1 � ! 2 Geração de Diferença de Frequência

0 Reti�cação Óptica

(! 1 � ! 2) representam, respectivamente, os fenômenos da geração de modos por soma-

frequência e diferença de frequência. Por �m, o termo sem frequência é associado com o

processo da reti�cação óptica, onde o campo elétrico produz uma polarização constante

dentro do meio não-linear em questão.

No caso desse estudo será considerado que os dois feixes de entrada possuem a

mesma frequência, de modo que tanto os termos do segundo harmônico quanto o termo da

soma-frequência terão o mesmo valor de frequência, enquanto que o termo da diferença de

frequência não terá dependência temporal, e �cará incorporado na reti�cação óptica. Assim,

na seção a seguir será detalhado o processo da geração de modos por soma-frequência, que

é o foco principal desse trabalho.

2.3 MISTURA DE FEIXES

Como foi citado no �nal da seção anterior, o processo escolhido para ser estudado

nesse trabalho é o de geração de soma-frequência, e a seguir, será apresentada sua base

teórica.

Primeiro, como foi especi�cado na equação(2.57), o campo inicial E0 é uma

superposição deE1 e E2. Para realizar isso, será considerado que esses dois campos

incidem e se cruzam num cristal �no - que é o material com propriedades não-lineares -, e

então a mistura é observada saindo do cristal na face oposta. Um esquema desse sistema

pode ser observado na Figura 8:

Além disso, o comportamento dessa mistura pode ser estudado através da equação

diferencial(2.53). Para resolvê-la, pode-se utilizar o método da função de Green (LANNING

et al., 2017; BARTON; BARTON, 1989), e obter:

   (r ; t) =
Z

r
0
dr

0
d�

0
K (r ; r

0
)   0(r

0
)jz= z0 +

Z zf

zi

dz
0
Z

r
0
dr

0
d�

0
K (r ; r

0
)

ik
2� 0

P(r
0
): (2.59)
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Figura 8 � Esquema contendo os feixes de entradaU1 e U2, o feixe resultante da mistura
U2! e o cristal não-linear BBO.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na equação(2.59), a função K é o propagador e a função G é a função de Grenn.

Em suas de�nições a seguir, aparece a função de Heaveside, que está representada por

�( z � z
0
):

K (r ; r
0
) =

X

p;m
u�

p;m (r
0
)up;m (r ); (2.60a)

G(r ; r
0
) = �( z � z

0
)K (r ; r

0
): (2.60b)

Acima, os termosup;m são uma base ortonormal qualquer, que pode ser uma das

famílias de feixes descritas na seção 2.1.2.

Com isso, o próximo passo é expandir a polarização nessa mesma base ortonormal,

de modo a obter:

ik
2� 0

P(r ) =
X

p;m
cp;m (z)up;m (r ): (2.61)

O valor cp;m , que indica o peso de cada um dos termos da base, é conhecido como

integral de overlap, e tem a forma:

cp;m (z) =
ik
2� 0

Z
dru�

p;m (r )P(r ): (2.62)

Finalmente, com a substituição das equações(2.60a), (2.60b) e (2.61) em (2.59),

encontra-se:

   (r ; t) =    0 +
X

p;m
up;m (r )

Z zf

zi

dz
0
cp;m (z

0
): (2.63)

Enquanto que o primeiro termo do lado direito de(2.63) representa a geração de

segundo harmônico dos feixes incidentes, o segundo termo indica a criação de novos modos
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dentro do cristal pela soma-frequência, e é através da análise dele que se pode prever qual

será a mistura resultante.

Como se pode observar, o segundo termo depende tanto da base ortonormalup;m

escolhida para se expandir os termos do sistema quanto da polarização dentro do cristal.

Além disso, diferentes feixes de entrada criam diferentes modos na saída do cristal. A regra

que rege essa criação é conhecida como regra de seleção, e a partir dela é possível prever

quais modos estarão ou não presentes no feixe resultante.
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3 RESULTADOS

No estudo teórico da mistura de duas ondas, foi tomada uma base arbitráriaup;m

qualquer nos cálculos, e viu-se que a escolha dessa base interfere diretamente nos resultados

da mistura.

Aqui, a base escolhida foram os feixes Ince-Gauss (IG) descritos na seção 2.1.2.3,

devido ao fato de a regra de seleção para eles ainda não ter sido demonstrada na literatura,

e desse modo haver uma necessidade de observá-la e descrevê-la. Além disso, tentou-se

observar a transição entre uma mistura de modos IG e uma mistura de modos HG (LG),

a partir da variação da excentricidade.

O estudo dessa mistura foi realizado tanto experimentalmente quanto através

de simulações, de modo que os resultados de ambos puderam ser comparados para se

comprovar a validade do modelo teórico apresentado na seção 2.3.

Como o cristal utilizado era relativamente �no em relação às outras medidas do

sistema, a integral na equação(2.63) pôde ser desconsiderada, de modo que as simulações

consistiram em calcular numericamente o valor decp;m para diversos valores deup;m , e

então fazer a combinação linear dos modos IG a partir desses pesos. Depois disso, a

superposição �nal de feixes foi propagada no ar até a zona do campo distante.

Figura 9 � Aparato experimental utilizado. A caixa quadriculada representa uma visão
mais próxima do cristal e dos feixes. Aqui, as siglas utilizadas representam: HWP - Placa
de meia onda, PBS - Separador de feixe poralizado, SLM - Modulador espacial de luz, PH
- Pinhole, M - Espelho, BBO - Cristal de Beta Borato de Bário. As distâncias focais das
lentes são, em ordem, L1 = 30 mm, L2 = 100 mm, L3 = L4 = 1000 mm e L5 = 300 mm.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Experimentalmente, como se pode observar na Figura 9 a montagem utilizada foi

um laser pulsado de Ti:Sa�ra emitindo em 780 nm, que iluminava um modulador espacial de

luz (SLM), onde eram criados os campos de entradaU1 e U2 dispostos numa superposição

com uma diferença de fase linear entre eles, de forma que ao longo da sua propagação eles

se separavam espacialmente (HSUEH; SAWCHUK, 1978; MENDOZA-YERO; MíNGUEZ-

VEGA; LANCIS, 2014). Em seguida, o feixe com os dois campos passavam por uma placa

de meia onda de modo a otimizar a mistura não-linear dentro de um cristal Beta Borato

de Bário tipo 1 de dimensões 10 x 10 x 3 mm e ângulo phase-matching de33; 5� . Depois do

cristal foi posicionado um �ltro espectral centralizado em 335 nm, que separava a mistura

de interesse do restante da faixa do vermelho, e então uma câmera CCD capturava sua

intensidade no campo distante.

O cristal escolhido para esse estudo, o Beta Borato de Bário tipo 1, é altamente

utilizado em aplicações não-lineares devido a sua versatilidade. Entre suas propriedades

mais importantes, pode-se citar um intervalo de transparência largo, um coe�ciente não-

linear alto e uma baixa distorsão da frente de onda.

Nas �guras utilizadas para comparar os resultados experimentais e teóricos, estão

expostos os feixesU1, U2 e U2! em cada caso. Além disso, o pesocp;m de cada um dos

modos na superposição �nal para o caso teórico é indicado na coluna central das imagens

por um histogramap x m, onde todos os pesos foram multiplicados por um fator positivo

de modo que o maior deles em módulo fosse igual a 1.

3.1 FEIXES INCE COM PARIDADE DEFINIDA

Em todos os resultados dessa subseção, a excentriciade escolhida para os feixes de

entrada foi � = 2. Com isso em mente, primeiramente foram consideradas misturas de

dois feixes com a mesma paridade. Na Figura 10, pode-se observar os resultados quando a

paridade de ambos é par.

De maneira similar, para a Figura 11 foram considerados os dois feixes iniciais

com paridade ímpar, e por �m, a Figura 12 mostra os resultados quando os feixes de

entrada têm paridades diferentes. Em todos os casos considerados, os resultados teóricos e

experimentais tiveram grande similaridade. Assim, se pode dizer que a criação dos modos

esperados realmente aconteceu dentro do cristal.

Além disso, em relação à regra de seleção citada no último parágrafo da seção 2.3 é

possível concluir que: Considerando a mistura deU1 = IG � 1
p1 ;m 1

comU2 = IG � 2
p2 ;m 2

, os modos

IGp;m presentes emU2! serão pares (ímpares) quando as paridades dos feixes de entrada

forem iguais (diferentes). Além disso, serão criados - ou seja, terão peso diferente de zero -

apenas os modosIGp;m com índicesp que obedecemp � p1 + p2 e mod(p+ p1 + p2; 2) = 0,

e com índicesm que obedecemm � p e mod(m + p;2) = 0.
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