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RESUMO

Este trabalho traz uma abordagem acerca da modelagem matemética que, en-
guanto ciéncia aplicada, explora uma riqueza de usos quando a matematica passa a
ser vista diretamente relacionada a outros campos da ciéncia e da realidade, ao passo
que os problemas ou curiosidades que nos envolvem sdo expressos numa linguagem
ou modelo matematico a fim de fornecer solugcdes praticas e coerentes.

No decorrer do texto veremos que uma aplicacao bastante desenvolvida da mo-
delagem matematica é em sistemas de controle e que vem perpassando o tempo, ha
cerca de dois séculos, oferecendo modelos de problemas de modelos fisicos e oti-
mizacao conforme a necessidade da época, assim abrimos o capitulo da histéria do
controle. Por fim, faremos um estudo acerca de um critério integral para determinar se

um sistema de controle finito-dimensional é controlavel ou nao.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Histéria do Controle; Controlabilidade.
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ABSTRACT

This work brings an approach to mathematical modeling that, in the context of as
applied science, it explores a wealth of uses when mathematics comes to be seen
as directly related to other fields of science and reality, while that the problems or
curiosities that surround us are expressed in a language or mathematical model in
order to provide practical and coherent solutions.

Throughout the text we will see that a very developed application of mathemati-
cal modeling is in control systems and that it has been going through time, there is
about two centuries, offering models of physical model problems and optimization ac-
cording to the need of the time, thus we open the chapter of the history of the Control.
Finally, we will make a study about an integral criterion to determine whether A finite-

dimensional control system is either controllable or uncontrollable.

Keywords: Mathematical Modeling, Control history, Controllability.
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Introducao

Tecer admiragcédo pela matematica, na ética do professor e do pesquisador, talvez
seja a trajedria mais eficaz para uma boa pratica de ensino-aprendizagem e também
de divulgalcdo ou apresentacdo. Esse despertar de interesse se desenvolve com
mais facilidade quando o individuo, enquanto ser pensante, € movido por interesses
e estimulos externos a matematica, interesses vindos do "mundo real” a nossa volta.
Pensando nisso, € valida a conclusdo: a matematica aplicada é o caminho.

Ao contrario do que muitos pensam ser a matematica aplicada uma matematica
menos importante — em que os problemas sao tratados com modelos simplistas ou
métodos computacionais € numéricos que desvalorizam esta ciéncia — o fato é que,
para o desenvolvimento de um novo modelo educacional que esteja mais preparado
para lidar com as realidades dos individuos e da sociedade, precisamos abragar 0s
instrumentos e usos da matematicos interrelacionados a outras areas do conheci-
mento humano e explorar a riqueza da aplicacdo matematica. Também, é nessa per-
pectiva de estabelecer relacdes entre os campos de concentracdo da matematica e
0s outros, evitando reproduzir meios de pensamentos inférteis e segmentados, que se
encontram o futuro da formacéao de professores e pesquisadores .

De modo mais global, enxergando a matematica como aliada aos contextos da
vida cotidiana, a modelagem — que pode ser tomada tanto como um método cientifico
de pesquisa quanto como uma estratégia de ensino-aprendizagem — tem se mostrado
muito eficaz e consiste primeiro na habilidade humana de transformar problemas da
realidade em problemas matematicos e, em seguida, resolvé-los e interpretar as suas
solugdes na linguagem compreensivel. As vantagens dos estudos da modelagem no
ambito da pesquisa podem ser verificadas nos avancos obtidos em varios campos
como a Fisica, a Quimica, a Biologia, a Astrofisica e entre outros. A modelagem

pressupde multidisciplinariedade.



Considerando o fato de que o conhecimento cientifico €, em esséncia, tanto em-
pirico quanto tedrico, a busca pela veracidade dos resultados obtidos precisa ter sua
base empirica e, em seu norte, a procura de verdades expressas pela formulacdo de
problemas e ensaios de hipéteses a serem testadas e avaliadas. E notavel a quan-
tidade de situacées em que a modelagem se conecta aos campos cientificos com
metodologias e objetivos que seguem em paralelo. Pesquisadores fluentes na lin-
guagem matematica trazem contribuicdes importantes para suas areas de pesquisa e
transitam com mais facilidade entre os diversos campos do conhecimento cientifico,
como é o exemplo da controlabilidade em sistemas de controle.

De modo simples, um sistema de controle € um sistema dindmico, no qual se
pode atuar usando controles. Existem muitos problemas que aparecem quando se
estuda um sistema de controle. Um dos problemas mais comuns é o problema de
controlabilidade que, em uma linguagem informal, pode ser ser tomado como modelo
a seguinte situagao:

Dado dois estados, um inicial e um outro final, sera que é possivel mover o sistema
de controle do estado inicial para o estado final?

Para contextualizar esse tipo de modelo matematico, pode-se pensar nos seguintes

problemas:

* Um trem de massa m se encontra no ponto R de seu percurso retilineo de P a
() deslocando-se com velocidade v. A sua for¢ga motriz maxima é F' e sua forca
maxima de freios é f. Se desejarmos colocar o trem em repouso no ponto

num tempo minimo possivel, qual é a estrategia a escolher?

* Pretende-se aquecer ou resfriar um quarto com um ar-condicionado a partir de

uma temperatura inicial 7, até uma temperatura adequada 7;; ou

* No enchimento e/ou esvaziamento de um reservatério de agua até que atinja um

nivel adequado.

Nesta trabalho, estudaremos a respeito de Modelagem matematica, a histéria da

controlabilidade de sistemas de controle, e o controle finito-dimensional.
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Objetivos do trabalho

» No Capitulo 1, fazemos um estudo sobre modelagem;
* No Capitulo 2, faremos um apanhado histérico do controle;

» No Capitulo 3 vamos obter os principais resultados deste trabalho, a saber, as

condicdes de controlabilidade para sistemas de controle finito-dimensionais.
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Capitulo 1

Modelagem de Problemas

A modelagem matematica €, essencialmente, a ponte entre a abstracdo légico-
matematica da mente e o universo palpavel que nos engloba. Todas as motivacées
do pensar racional e matematico no campo das ideias nao passam de um processo
natural de compreenséao e de explicacdo dos fatos e fenbmenos que sédo observados
recorrentemente na realidade.

O desenvolvimento das ideias matematicas com uma organizacao e estruturacéo
intelectual se da a partir de elaboragbes sobre representagcées do mundo real. A
linguagem como forma de expresséo, desde a mais simples até uma mais elaborada
e formal, é a forma mais eficaz de compartilhamento social das ideias, e permite que
sejam estruturadas como teorias.

A ciéncia com o conhecimento acumulado, depende de codificacées e simbolos
associados as representacdes orais ou visuais de comunicag¢des (agdo comum para
entender, explicar e manejar a realidade), dando origem a linguagem e a representa-
cao gréfica.

A partir das teorias pode-se trabalhar diversos fatos e fendmenos mais complexos
propostos pela realidade, elaborando modelos de explicagao cientifica do mundo real.
Mais ou menos precisos, esses modelos, devidamente calibrados e convalidados, per-
mitem entender e explicar, com diferentes graus de precisdo e detalhamento, esses
fatos e fenbmenos. A modelagem é, portanto, a matematica por exceléncia.

O objetivo fundamental do “uso pratico” de matematica € de fato o de poder extrair
a parte essencial da situacao-problema e formaliza-la nos moldes de um contexto abs-

trato em que os pensamentos possam ser absorvidos e a explicacdo, ao menos em
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sintese, possa ser repassada com uma extraordinaria economia de linguagem. Desta
forma, a matematica pode ser vista como um instrumento intelectual capaz de sinte-
tizar ideias concebidas em situ¢cdes empiricas que estdo quase sempre camufladas
num emaranhado de variaveis de menor importancia.

A importancia do modelo matematico consiste em se ter uma linguagem concisa
que expressa nossas ideias de maneira clara e sem ambiguidades, além de propor-
cionar um arsenal enorme de resultados (teoremas) que propiciam o uso de métodos
computacionais para calcular suas solugdes numeéricas.

Os modelos matematicos podem ser formulados de acordo com a natureza dos
fendmenos ou situagdes analisadas e classificados conforme o tipo de matemética

utilizada:
(i) Linear ou Nao-Linear;
(ii) Estatistico;
(iii) Educacional;
(iv) Estocastico ou Deterministico.

Os préximos topicos visam explorar um pouco do leque de ferramentas tedricas

disponiveis para se modelar problemas e algumas aplicacoes.

1.1 Equacoes de Diferencas e Variacoes

Ha situacées em que as equagdes de diferengas (considerando as equagdes com
variagcdes discretas) sdo mais adequadas para tecer uma modelagem matematica de
um problema; por exemplo, quando o crescimento populacional, entre gera¢des su-
cessivas, se da em fases discretas e ndo ocorre uma sobreposi¢cdo de geragdes da
espécie analisada.

No entanto, nem sempre podemos explicitar analiticamente a solu¢ao geral de uma
equacao de diferencas quando a equacao nao € linear.

As equacgdes lineares de ordem (n — m) sdo da forma:
m
Yn = D il = On 1Yn-1 + O 22+ - + O,
n—1
com «/.s constantes, m < n, e (n —m) condigdes iniciais.

13



1.1.1 Equacao de 12 Ordem
Seja « # 0. Consideremos o seguinte sitema linear em que (n — m) = 1.

Yn = QYn—1,
: (1.1)

yo sendo fornecido.
Fazendo recorréncia, temos
Y1 = Yo

Yo = QY1 = Oézyo

Yn = QYp—1 = - = a"Yo.
Logo,
Yn = anyO

€ solucdo de 1.1 e satisfaz a condi¢do inicial dada.

Uma forma alternativa para se buscar resolver a equagao 1.1 € supondo que a
expressao da forma y, = kA" seja uma solucao geral nao trivial (isto €, ndo seja uma
solucao identicamente nula), ja que a solucéo trivial com y, = 0 resolve o sistema.

De fato, pois, se fosse solugéo trivial, deveriamos ter A = 0, ja que k = kX = y,.

Para verificar, substituimos essa solugao no sistema 1.1, e obtemos:
EA" = ak N = kA" — kA" = 0 <= kAT — kN = 0 =
MAL— kA" =0 = A—alk\" =0 = A=a.
Portanto,
0, se yo=0; (solugéo trivial)

a"yo, S€ yo # 0;

Agora, fornecendo y,, consideremos a equacao linear (caso afim)
Yns1 = aYn + b
Por recorréncia, fica
Y1 =ayo +0b

Yo = ayy +b=a’yo+ab+b

14



ys = ayy + b= a’y; +ab+b = a’yy + a*b +ab + b

Y = a"yo + (a" 7t +a" 2+ . 4 a+ 1),

e no termo entre parénteses usamos a soma dos termos de uma P.G. de razéo «,

assim
1—a™

1—a

Yn = a"yo + b. (1.3)

Em particular, se a = 1, a expressao acima fica

yn:y0+bn

1.1.2 O Modelo de Orcamento Familiar

Consideremos uma familia cuja renda mensal r,, € proveniente de um salario fixo
ro, Mais o rendimento da caderneta de poupanca p,, do més anterior.

Suponhamos também que o consumo mensal ¢,, desta famiilia seja proporcional a
sua renda mensal.

O modelo que estabelece relagbes entre as variaveis renda, poupanca € consumo

dependentes do tempo, tomados em meses, é dado por:
(a) Poupanca. p,.1 = (poupanga do més anterior n) + (sobrado més n+1) =
Pnt1 = Pn + (Tnt1 — Cpy1)-
(b) Renda: r,.1 = (salario) + (rendimento da poupanga do més anterior) —-
Tntl = To T QPp.

(c) Consumo.

Cnt+1 = 57"71_,_17 (0 < B < 1)

Usando as trés equacdes, podemos escrever

P1 = (1= B)ro + [(1 — B)a + 1pn.

15



Considerando que p, € dado, e juntando os itens (a), (b), (¢) podemos usar a solugéo

1.3 para dar as solugdes da equacao acima do tipo

1—a" 1-[1-B)a+1]"
= ) = [(1— 1" 1— ,
Pn = po” + 1—a (1= B)a+1]"po + ( 5)T01—[(1—6)a+1]
em que
n—1 1_an—1
rn = To + apoa + ab———,
1—a
e
1_an71

cn = Bro + afpoa™ ! + af T

1.2 Equacoes Diferenciais de 12 Ordem

Modelos Matematicos, em termos de equacgdes diferenciais sdo adequados quando
as situacdes modeladas envolvem variaveis continuas evoluindo em relacao a outras
variaveis continuas. As relagdes entre as variaveis dependentes e independentes sao
obtidas através de hipdteses formuladas a respeito das taxas de variagdes instanta-
neas.

Quando temos apenas uma variavel independente, o modelo matematico € dado
em termos de equagdes diferenciais ordinarias (EDO).

Se 0 modelo matematico € uma equagéao diferencial, nem sempre podemos obter
informacdes ou projecdes da realidade modelada através da solucao explicita desta
equacao. Em geral, a fidelidade de um modelo com relagédo a realidade retratada é
proporcional a complexidade matematica do modelo. O que se procura numa modela-
gem é estabelecer um ponto de partida com modelos simples, ndo o comprometedores
e que possam ser modificados conforme os objetivos vao sendo ampliados.

A ordem de uma equacéo diferencial é estabelecida pela maior ordem das deriva-
das que aparecem em sua formulagdo. Assim, uma equacao diferencial ordinaria de
12 ordem tem a forma geral dada por

Y- ) (1.4)

Resolver a equagdo 1.4 consiste em encontrar curvas y = g(x), de modo que a

direcdo da reta tangente em cada ponto de uma destas curvas coincida com o valor

pre-estabelecido pela funcdo f(z,y) neste ponto. A familia de todas as curvas que

16



satisfazem esta equacao é denominada solugéo geral. Quando fixamos um ponto do
plano Py = (0, o), S€ existir uma curva que passa por I, e satisfaz a equacao 1.4 ela
€ denominada solugéo particular do problema de Cauchy:

Com algumas condi¢des de continuidade, nos apropriamos da existéncia e unici-
dade.

1.2.1 O Modelo da Lei de Resfriamento de Newton

Consideremos inicialmente um corpo que esteja sem aquecimento interno e cuja
temperatura, em cada instante, € maior que a temperatura externa do ambiente em
gue o corpo esta inserido.

Assim, segundo a lei de Newton de resfriamento,

“a taxa de variacdo da temperatura de um corpo é proporcional
a diferenga entre a temperatura do corpo T'(t) e a temperatura

do meio ambiente 7,,, em cada instante t”.

Esta definicdo se estabelece por meio da expressao

dT (1)
= = —k(T(t) ~ T.), (1.5)

em que a constante k de resfriamento, ou de aquecimento, é caracteristica especifica
do corpo considerado.

Se adotarmos k > 0, entdo o resfriamento ocorre quando 7'(¢t) > T, pois

T
T(t) > Ta > T(t) — Ta >0 = _k,(T(t) . Ta) _ ddz(ft) < O,
enquanto que o aquecimento ocorre quando 7'(t) < T'(t), pois
T
TH)>T, = T({t) =T, >0 = —k(T(t) - T,) = ddit) <0

Podemos observar que o foco principal deste modelo matematico esta no fato que
a tendéncia da temperatura do corpo € a de atingir a temperatura ambiente quando,

entdo, a temperatura do corpo nao sofre mais variagao, isto é,

T(t):Ta@dz—it):O.

A temperatura T, € a temperatura de equilibrio ou temperatura estacionaria.

17



Agora, observe que a fungdo constante y(¢) = 7, € uma solugéo de 1.5, também
denominada solug&o estacionaria ou de equilibrio.
Se considerarmos T'(t) # T,, podemos estudar a equacao diferencial, dada em 1.5,

na forma diferencial:
dT

T-1T,
Integrando e considerando que 7'(0) = 77, fica

T(t) dT t
/ AT = —k / 1dt,
T0 T - Ta 0

T<t> B Ta —kt
:—k‘t<:>—TO_Ta =€ .

= —kdt.

Logo,
Tt) =T, = (T° - T)e™ = T(t) =T, + (T° — T,)e ™.

O fato de 7'(t) tender a T, somente quando ¢ — oo pode dar a impressao a equa-
cao com solucao assintotica ndo presta para modelar situacdes reais de estabilidade.
Entretanto, em termos de modelagem matematica, ¢ — oo deve ser interpretado por:

“t assume valores grandes, relativamente a evolugédo das variaveis analisadas”.

Uma equacéao de evolucédo é um bom exemplo de modelagem matematica de um
problema, outro caso que pode ser estudado é analisar como um sistema de controle

e buscar critérios de controlabilidade para o0 mesmo.
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Capitulo 2

Historia do Controle: Evolucao dos

Métodos de Controlabilidade

O controle moderno, ou espaco de estados aproximados para controlar, foi deri-
vado do trabalho de Poincaré e Lyapunov no final do século XIX.

A histéria do controle se divide convenientemente entre quatro periodos:

Os Primeiros Controles: até 1900;

O Periodo Pré-Classico: De 1900 a 1940;

O Periodo Classico: De 1935 a 1960;

O Controle Moderno: apos 1955.

2.1 Os Primeiros Controles: até 1900

O conhecimento de sistema de controle tem sido preservado dentro da cultura is-
lamica sendo redescoberto no oriente com o fim do renascimento. Novas invensdes
e aplicacdes de velhos principios emergiram durante o século XVIIl. Réamur (1683-
1757) propds varios dispositivos automaticos para controle de temperatura de incuba-
doras baseadas nas invensc¢oes de Drebbel (1572-1663). A temperatura era medida
pela expansédo de um liquido mantido num recipiente conectado a um tubo em formato
de U que continha mercurio. Um flutuador no mercurio operou com um braco que

controlava o esquema para a fornalha e, portanto, a taxa de combustdo. Bonnemain
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(aproximadamente 1743-1828) melhorou o dispositivo de sistema de controle de tem-
peratura e baseou seu sensor na expansao diferencial de metais. Durante o século
XIX diversos dispositivos foram inventados, fabricados e vendidos.

Poncelet (1788-1867) e Airy (1801-1892) usaram equagdes diferenciais para des-
crever a dindmica de movimento, mas ambos encontraram dificuldades em encontrar
as condi¢des para o comportamento estavel. Airy afirmou as condi¢des, porém seu
relato é tdo conciso que ndo se pode determinar como ele chegou nessas condigdes.
Maxwell (1831-1879), em seu famoso paper intitulado ’On governors’ (1868), descre-
veu como derivar uma equacéao diferencial linear para varios mecanismos de governo.
A partir desse momento, matematicos e fisicos souberam que a estabilidade de um
sistema dinamico era determinada pela localizagdo das raizes da equacao caracte-
ristica e que o sistema fica instavel quando a parte real de uma raiz complexa fica
positiva. Maxwell mostrou para sistemas de 22, 32 e 42 ordem que € possivel deter-
minar a localizacdo da parte real da raiz complexa sem encontrar a raiz da equacao;
ja para 52 ordem, ele usou a mesma ideia, mas foi preciso adicionar duas condi¢cdes
necessarias. O paper foi pouco notado durante o tempo até ser notado como conheci-
mento de engenharia. O problema foi retomado por Routh (1831-1907) cujo primeiro
resultado foi publicado em 1874. Em 1877 ele produziu um tratado estendido sobre
a estabilidade do movimento, o qual ele exp6s 0 que agora se conhece por critério
de estabilidade de Routh-Hurwitz. Em 1895 o matematico sui¢o Hurwitz (1859-1919)
deduziu o critério independentemente. Ele foi solicitado a ajudar com o problema ma-
tematico ao seu colega Stodola (1859-1942), com quem foi trabalhar em um problema
de controle de turbina.

A maioria das aplicagdes do século XIX estavam preocupadas com controle de
temperatura, pressao, nivel de liquidos e velocidade de rotacdo maquinaria: o objetivo
foi alcancar regulacéo e estabilidade. No entanto, o crescimento do tamanho dos
navios e de armas navais resultou no uso de energia a vapor, hidraulica e pneumatica
para o sistema de controle de posicao.

O advento da eletricidade trouxe mais novas exigéncias para o sistema de controle,
além de fornecer ferramentas adicionais de medicéo, transmissdo e manipulacédo de

sinais e de atuacao.
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2.2 O Periodo Pré-Classico: De 1900 a 1940

Em meados do século XX, houve um rapido e amplo retorno ao uso de controle
para voltagem, corrente e regulacdo de frequéncia; controle de caldeira para vapori-
zagao; direcao de navios e aeronaves e estabilizagdo automatizada; e temperatura,
pressao e controle de fluidos em processos industriais. Esse foi um momento em que
cresceram rapidamente as vendas particulares de dispositivos de medida, indicacdo
e registro. Alguns sistemas eram complexos e utilizavam técnicas de controle PDI.
Em 1920, com o abastecimento elétrico das companhias, as preocupag¢des com uma
operagdo mais econémica das caudeiras geradoras de vapor comegaram a introduzir
sistema de controle automatico na caudeiras.

Com o uso intenso e diversificado de métodos, surgiram dois problemas aparentes:
i) Um leque de conhecimento térico e uma linguagen nao tdo comum;
i) Uma andlise facilmente aplicada com métodos de designer.

A ferramenta analitica utilizada foi a equacéao diferencial e o teste de estabilidade
de Routh-Hurwitz. Nesse ponto, engenheiros ficavam confusos: Se os modelos de
controles funcionavam bem com uma aplicacao, ou para um conjunto de condicoes, é
insatisfatério quando aplicado para diferentes sistemas ou diferentes condicdes.

Em 1922, Minorslky deu uma analise clara do sistema de controle de posigéo e
formulou a lei de controle, conhecida por lei dos trés termos ou controle PDI, pela
observagao do caminho no qual um timoneiro derigiu um navio. Valvulas deslizantes
e carretéis desenvolvidos em meados do século comegaram a fornecer solugéo para
sistema hidromecanicos. Apesar de ter o desafio em superar os problemas decor-
rentes de sobreposicao e atrito, ndo havia impasse em relacdo a amplificadores para
sistemas eletronicos e pneumaticos.

Por volta de 1920, o problema de amplificagdo foi um sério obstaculo para o de-
senvolvimento de linhas telefénicas mais longas. Melhorias no designer dos cabos
extenderam a transmissao de sinais, mas o servigo transcontinental ainda dependia
de amplificadores. Ao introduzir repetidores telefénicos eletrénicos na rede, notou-se
muita interferéncia, o que limitou o0 seu uso em série. Em seu trabalho, intitulado "teoria

das regeneracoes”, Black (1898- 1983) forneceu um didpositivo pratico - amplificacao
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de retorno negativo - e conduziu a um profundo entendimento dos beneficios do re-
torno negativo em sistemas. Isso também, eventualmente, conduziu a um método de
analise e designer de sistema de controle que ndo requeria manipulagdo de equacdes
diferenciais e para os quais usavam dados experimentais que podiam ser combinados
com dados calculados.

Os amplificadores de retorno negativo eletrénicos e pneumaticos foram os resul-
tados de trabalhos em problemas industriais. Durante 0 mesmo periodo, no MIT, tra-
balhos extensivos foram feitos em maquinas de calcular analogas Vanevar Bush. Isso
levou a um alto desempenho de mecanismo de controle autbnomo de retorno negativo
com "sensor de erro" desenvolvido por Hazen (1901-1980) e seus estudantes. Seus
artigos, publicados em 1934, forneceram o ponto de partida para a préxima geracao

de especialistas em sistema de controle.

2.3 O Periodo Classico: De 1935 a 1960

O periodo de 1935-1940 foi marcado por diversos avangos no entendimento, na
andlise e no projeto de sistemas de controle, e foram feitos, independentemente, por
varios grupos em diferentes paises. Os mais influentes e com trabalhos mais rele-
vantes foram trés grupos que surgiram nos EUA. O grupo AT & T Company continuou
esse trabalho em sistemas telefénicos e procurou entender a largura de banda de
sistema de comunicacao bons resultados de frequéncia caracteristica em canais de
comunicacao de voz.

Engenheiros mecanicos e fisicos que trabalham nas industrias de processo ini-
ciaram um estudo teorico sistematico dos sistemas de controle utilizados, buscando
estabelecer uma terminologia de abordagem comum e tentou desenvolver outros mé-
todos de design de controle. Varios membros deste agrupamento estavam cientes
dos desenvolvimentos na Alemanha e na Inglaterra. Durante este periodo, a fabri-
cacgao controladores pneumaticos continuaram a melhorar e desenvolver seus instru-
mentos. Ja em 1940 em campo ajustavel em instrumentos com controle PID estavam
disponiveis.

O terceiro grupo localizado no Departamento de Engenharia Elétrica do MIT foi

liderado por Hazen e Brown. Eles usaram métodos de dominio do tempo baseados
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em técnicas de operadores, introduziram diagramas de blocos e usaram o analisador
diferencial para simular sistemas de controle.

A Segunda Guerra Mundial concentrou o trabalho de controle em alguns problemas
especificos. Um importante trabalho entre eles foi 0 de desenvolver canhdes antiaé-
reos. Este foi um problema complexo que envolve deteccdo da posicao do avido,

calculo da sua posic¢ao futura e controle preciso de uma arma pesada.

2.4 O Controle Moderno: ap6s 1955

Alguns trabalhos do p6s-guerra foram movidos pelos insights e novos entendimen-
tos obtidos durante a guerra, mas o caminho tomado foi desencadeado por dois fato-

res:

(i) os governos consideravam importante o langamento, a orientagdo de manobras,

e o rastramento de misseis aéreos e veiculos espaciais;
(i) o advento de computadores digitais.

O primeiro problema se resumiu a controle de objetos balistico e, portanto, mode-
los fisicos detalhados poderiam ser construidos em termos de equacgdes diferenciais
lineares e nao lineares; além disso, instrumentos de medicdo e outros componentes
de precisao foram desenvolvidos e usados. Engenheiros que trabalharam nas indus-
trias aeroespaciais voltaram-se para a formulagéo geral de equacgdes diferenciais em
termos de um conjunto de equagdes de primeira ordem, dai a abordagem ’espaco de
estados’ aproximados.

Bellman estudou o problema de alocacao de alvo de misseis de modo a atingir um
nivel maximo de dano possivel. Fato que levou a formulacdo do ’principio da otimi-
zagao’ e a Programacgao Dinamica. a pesquisa foi apoiada pela Forca Aérea, mas o
entdo Secretario de Defesa tinha versdo a palavra pesquisa e presumia-se que teria
uma aversao ainda maior a pesquisa matematica, afinal, "dindmico"era uma palavra
com conotagdes positivas e "programacao”foi considerada mais aceitavel do que "pla-
nejamento”. Bellman passou a estudar a teoria do controle 6timo, usando o célculo de
variacdes e, mais tarde, por causa do problema de valor de contorno inerente a pes-

quisa, procurou formular problemas de otimizacao deterministica de modo que pudes-
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sem ser resolvidos usando o programacao dinamica. Formulado assim, o problema
podia ser tratado como um processo de decisdo em varios estagios. Com Dreyfus, ele
desenvolveu programas de computador para encontrar solugdes numéricas para uma
série de problemas e uma dificuldade com a programacao dindmica € o problema da
dimensionalidade pois, até entdo, com o poder de computagao disponivel muito além
de qualquer ferramenta, para Bellman ainda precisaria usar aproximacoes para lidar
com sistemas complexos.

Problemas dinamicos relacionados com problema de maximo e minimo tem ligacao
direta com problemas variacionais da teoria classica de teoria mecanica analitica de
Lagrange e Hamilton. A generalizagdo da abordagem de Hamilton a 6ptica geométrica
desenvolvida por Pontryagin (1956) na forma de seu principio maximo langou as bases
da teoria do controle étimo.

Em 1956 houve uma conferéncia internacional sobre controle automatico. Ja a
conferéncia de Moscou, iniciando um marco da guerra fria na década seguinte, foi um
simbolo importante e altamente visivel da mudanca de direcdo que vinha se desenvol-
vendo lentamente durante a década de 1950. E notério que na conferéncia, Kalman
tenha se destacado ao apresentar um artigo, 'Sobre a teoria geral dos sistemas de
controle’ (Kltiman, 1960) no qual mostrou claramente que existia uma dualidade pro-
funda e exata entre os problemas de controle de retorno com multivariavel e grau
de liberdade de multivariaveis filtrada e, portanto, inaugurou um novo tratamento dos

problemas de controle 6timo de tempo.
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Capitulo 3

Sistema de Controle

Finito-Dimensional

Fendmenos fisicos macroscopicos sdo comumente descritos em termos da relagao
entre "causa e efeito". Essa ideia desenvolvida € tdo antiga quanto a mecanica New-
toniana. O movimento de um sistema de particulas é totalmente determinado em todo
tempo futuro pela posi¢ao atual e momentos das particulas e pelas forgas presentes
e futuras que atuam no sistema.

Em uma terminologia moderna, dizemos que o numero que especifica a posicao
instantanea e futura de cada particula ou processo representa o estado do sistema. O
estado é considerado sempre como uma quantidade abstrata. Intuitivamente falando,
o estado é a minima quantidade de informacéo sobre a histéria passada, a qual é
suficiente para prever os efeitos do passado sobre o futuro. Além disso, dizemos que
as forgcas atuando sobre as particulas sdo as entradas do sistema. Qualquer variavel
no sistema que pode ser diretamente observada é dita uma entrada.

Vamos comecar introduzindo as notacdes a seguir, a fim de familiarizar o leitor com
uma abordagem mais formal de controle. Para k,1 € N— {0}, denote por R* o conjunto

k-dimensional de vetores-coluna da forma

ay

a1

Q1
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com a;; € R e denote por £(R* R!) o conjunto de todos os mapas lineares de R*
sobre R!. Usualmente, identificamos via isomorfismo o conjunto £(R*, R') com o con-
junto M., de todas as matrizes k x [ com coeficientes reais. Se os coeficientes forem
numeros complexos, denotamos por M ;(C).

Ao longo do texto, escreveremos 0s numeros reais Ty, T tais que 0 < Ty, < T
para indicar o tempo decorrido, enquanto que A : (T, 71) — L(R™ R™) denota um
elemento do conjunto L>((Ty, T1); LR™,R™)) e B : (1Tp,T1) — L(R™,R™) denota um
elemento de L>((Ty, T1); L(R™,R™)).

Consideramos o seguinte sistema de controle linear variando no tempo

No sistema acima, a matriz real A possui ordem n x n , esta determina a dindmica
(linear) do sistema. A segunda matriz real B possui ordem n x m , esta modela a forma
como m controles estdo atuando sobre o sistema. Finalmente, no tempo ¢, o estado
é afungéo = : t — z(t) € R™ e o controle é a fungéo v : t — u(t) € R™. Ambas as
fungdes vetoriais de n e m componentes, respectivamente, dependem exclusivamente
da variavel tempo t. Na prética, teremos sempre m < n.

O objetivo desejado sera controlar o sistema por intermédio de um nimero minimo
m de controles.

Primeiramente, vamos fixar um elemento inicial como ponto de partida e definir a
solucao do problema de Cauchy

& = A(t)x + B(t)u, Vt € [Ty, T1];

(3.2)
z(Ty) = °,

em que sdo dados u € L*((Ty, T1),R™) e 2° € R™.
Definicao 3.1. Sejab € L'((T,,T1); R™). Dizemos que um mapa x : [Ty, T;] — R" é

uma solugdo de @ = A(t)x + B(t), t € [Ty, T1] se x € C°((Ty, T1); R™) e satisfaz

(ts) = (t) + / : (A(t)z + b(t))dt, Y(t, t2) € [Ty, TI]*.

t1
Em particular, para 2° € R", a solugdo para o problema de Cauchy

.I'(T()) = CL’O,

26



é uma fungao = € C°((Ty, Th); R") tal que

o(r) = 2 + / (Al + b())dt, Vr € [Ty, Ti].

To

E bem conhecido que, para todo b € L'((Ty, T:);R") e para todo +° € R", o problema

de Cauchy 3.3 tem uma unica solugé&o.

3.1 Um Critério Integral para Controlabilidade

Vamos agora dar uma condicao necessaria e suficiente para a controlabilidade
do sistema 3.1 em termos do resolvente do sistema linear & = A(t)x.

Primeiramente, vamos colocar a definicdo de resolvente.
Definicao 3.2. O resolvente R do sistema linear i = A(t)x € 0 mapa

R: [Tl,TQ]z — E(RH,RH)
(tl,tg) — R(tl, t2>

tal que, para todo t, € [T1;Ts|, o mapa R : [T\, T5)> — L(R™R"), t; —> R(t,t;) é a

solugao do problema de Cauchy
M = A(t)M,
{ M(Ty) = id,,
em que id,, denota o mapa identidade de R".
O resolvente apresenta as seguintes propriedades:
Proposicao 3.1. O resolvente R satisfaz
i. Re CY[Ty, Tx)? L(R".R™))
ii. R(ty,t1) = id,,Vt, € [T}, Ts],
fii. R(ty,ta)R(ta,t3) = R(ty,t3),V(t1,1a,t3) € [T1, To]>.

Em partiCL”ar, R(tl,tg)R(tQ,tl) = [dn, V(tl,tg) S [Tl,TQ]Q.
Além disso, se A € C([Ty, To]; L(R™; R")), entdo R € CY([T1, T»]; L(R™; R™)) e vale

g_i(tv T) = A(t, 7’)f{(t7 7'), \V/(th 7') € [Tl, T2]2; (35)

27



Z—f}m = —R(t,T)A(t,7), Y(t1,7) € [T, To]”. (3.6)

Prosseguindo, temos o principal resultado no qual o resolvente fornece a solucao

do problema de Cauchy 3.3.

Proposicao 3.2. (PRINCIPIO DE DUHAMEL) A solugdo do problema de Cauchy 3.3,

em termos do resolvente, satisfaz

x(t1) = R(ty,to)z(ty) + /t1 R(t1, 7)b(T)dr, Y(to,t1) € [Ty, Ty]* (3.7)

to

Em patrticular,
t
x(t) = R(t, to)x° +/ R(t,7)b()dr, Vt e [Ty, T1]. (3.8)
to
Agora vamos definir a controlabilidade Gramian do sistema de controle 3.1.

Proposicao 3.3. (CONTROLE GRAMIAN) A controlabilidade Gramian do sistema de

controle

& = A(t)z + B(t)u

é a matrizn x n simétrica

C i / " R(Ty, 7)B(r)B(r)" R(T), 7)!"dr.

To

Para uma primeira condigdo de controlabilidade do sistema & = A(t)x + B(t)u,

temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1. O sistema de controle linear variando no tempo & = A(t)x + B(t)u é

controlavel se, e somente se, sua controlabilidade Gramian é invertivel.

OBSERVAGAO: Note que para todo x € R,
T
xtTCx:/ |B(7)" R(Ty, 7)" | *dr.
To
Portanto, além de ser simétrica, a controlabilidade Gramian é uma matriz nao-

negativa. Em paticular, C € invertivel se, e somente se, existir ¢ > 0 tal que

2""Cx > c|z|?, Vo € R™.
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Demonstrag&o. Primeiro, vamos assumir que C é invertivel e provar que © = A(t)z +

B(t)u é controlavel. Sejam zy, x; € R" e uw € L>°((To, T1); R™) definido por
u(r) = B(r)"R(T1,7)"C (2" — R(Ty, Ty)a"), 7 € (T, Th). (3.9)

Seja T € C°([Ty, T1]; R™) a solugéo do seguinte problema de Cauchy

{f = A(t)T + B(t)u(t), Vt € [Ty, T1); (3.10)

E(Tg) = IIZ'O.

Entéo, pelo principio de Duhamel 3.7, com 7 € [T, T}], temos

1) = RITLTy)" + | R(Ty,7)B(r)a(r)dr

To
T
_ R(T\, Ty)2" + / R(Ty, 7)B(r)B(r)" R(Ty, 7)"C~\(x — R(T}, Ty)a®)dr
To
T

= R(Tl, To)xo -+ / (.f(fl — R(Tl, T(])Q?O)dT

To

::[/'l

Portanto, & = A(t)x + B(t)u é controlavel.
Agora, vamos assumir que C € nao invertivel. Entao, existe y € R" — {0} tal que

Cy = 0, ou ainda y'"Cy = 0, ficando

/ " R(Ty, ) B(r)B(r)" R(Ty, 7)"ydr = 0 (3.11)

To

/ (B R(Ty, 7)) B(r)" R(Ty, 7)"ydr = 0

To
T
/ |B(T)"R(Ty, 7)"y|*dr = 0.
To

Da igualdade acima resulta que, para cada 7 € (7, T1),
y"R(Ty, 7)B(1) = 0. (3.12)

Entéo, dado v € L'((Ty, T1); R™), seja = € C°([Ty, T1]; R™) a solugdo do problema de
Cauchy

{g‘; = A(t)x + B(t)u(t), t e [Ty, T1]; (3.13)

(To) = 0.
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Segue do principio de Duhamel 3.7 que
T1
z(Ty) = / R(Ty, 7)B(T)u(r).
To
Multiplicando ambos os lados da equacéo integral acima por 3" e usando 3.12, obte-
mos
y"x(Ty) = 0. (3.14)

Segue do principio de Duhamel 3.7 que
T
z(Th) = / R(Ty, 7)B(7)u(r).
To
Multiplicando ambos os lados da equacéao integral acima por y" e usando 3.12, obte-
mos
y"x(Ty) = 0. (3.15)

Desde que y € R" — {0}, existe x; € R" tal que y"z' # 0 (basta tomar z! = y). Isto
segue de 3.15 que qualquer controle u, tem-se z(7;) # x'. O que conclui a prova do

Teorema. o

Chamemos atencgao para o fato de que o controle definido pela expressao em 3.9

tem uma propriedade muito interessante dada na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 3.4. Seja (2°,2') € R" x R" e sejau € L*((Ty, T1); R™) o controle tal que

a solucéao do problema de Cauchy

{i“ = A(t)z + B(t)u, Vi € [To, Ti]; (3.16)
X

(TO) = xO’
satisfaz
l’(Tl) = [L’l.

Entéo, parau dado em 3.9, temos
Ty T
| mopa < [ uopa,
To TO

com igualdade se, e somente se, u(t) =u(t) t € (Ty; T1).

Demonstracdo. Escrevendo v = u — u, entdo sendo 7 a solu¢do do problema de Cau-

chy 3.10 e = a solugéo do problema de Cauchy 3.16, temos

Ty

/ " R(Ty, t)B(t)v(t)dt = / " R(Ty, t)B(t)u(t)dt — / R(Ty, t)B(t)a(t)dt

To To To
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Como L?*((Ty, T1); R™) é um espago vetorial munido com produto interno, entao pode-
mos desenvolver as identidades

/T T u(r)Pdr = / " @) + () Par

To

_ /T T [a(r)[2dr + / " o) P +2 / " (o).

To To
Do modo como w foi definida em 3.9, e sendo C simétrica (C'" = C), a ultima integral
acima fica

/T 1 " (t)v(r)dr = (2! — R(Tl,TO)xO))”C_l/ 1 R(Ty, 7)B(t)v(r)dr,

To
0 que prova a proposicao, pois resulta em

/ " (ru(r)r =0

To
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Apéndice A
Apéndice

Os espacgos linares normados s&o espacos vetoriais que generalizam os espagos
euclidianos e nao se restringem a uma dimenséo finita. Também tém uma estrutura
de espaco métrico completo, em que toda seqldencia de Cauchy é convergente e con-
verge para algum ponto do espaco. Vamos comecar pressupondo que ja € conhecida
a nogao usual de espaco vetorial X sobre um corpo K, de subespaco vetorial de X,

bem como suas propriedades.

A.1 Espacos de Lineares Normados
A definicdo a seguir mostra que existem espacos vetoriais munidos com um pro-
duto definido entre seus elementos.

Definicao A.1. (PRODUTO INTERNO) Seja X um espacgo vetorial sobre o corpo com-
plexo C. Dizemos que um produto interno em X é uma aplicagdo (.,.): X x X — C

tal que

i) (u,v) = (v,u),Yu,v € X;

ii.) A aplicagdo u — (u,v) € linear para cada u € X
iii.) (u,u) > 0,Yu € X;

iv.) (u,u) =0<=u=0.

Definicdo A.2. (NORMA) Seja X um espaco vetorial. Uma fungéo |.|| : X — [0, o)

é dita uma norma sobre um corpo K, real ou complexo, se satisfaz
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i) ||z|| =0 <=z =0;
i) | Az = [M|z]|, Yz € X e VA eR;

i11) ||z +y|| < |zl + lyll, Vz,y € X. (desigualdade triangular)

Ao par (X, ||.||) chamamos espago vetorial normado.

Afirmacao A.1. Se X é um espaco vetorial munido com produto interno (-, -), a norma

pode ser induzida por esse produto interno ja definido em X, basta fazer ||z| :=

(z,z).
Com efeito. Verificamos facilmente os itens da Definicdo A.2 da seguinte maneira.

« i) Se ||z|| = v/(z,x) = 0, entédo (z,x) = 0. Pelo item (iv) da Definicao (A.1),
implica que x = 0. Se, porém, for z = 0 entdo pelo item (iv) da Definicdo A.1

temos que 0 = (z,z) = ||z||* = ||z]| = 0.

 7i) Dados © € X e A\ € C arbitrarios e X sendo espaco vetorial, asseguramos

que Az € X, entdo aplicando a norma neste vetor e considerando que A\ = |\[?,
resulta [ Az| = /(Az, A\x) = \/A(2, Ax) = \/ XAz, 2) = \/A\(2,2) = |A|||2].

« 4ii) Dados =,y € X, entdo ||z +y|? = (z +y,z +y) = (z,2) + 2(z,y) + (z,y) =

2]* +2(z, ) + [y I* < l=[* + 20|zl + [lyI* = (l=]* + ly]})*. A prova segue da
desigualdade de Cauchy-Schwarz. [(a:,y) < ||:E||||y||}

Se X é um espaco com produto interno, vale a identidade do paralelogramo.
2+ ylI* + [l — ylI* = 2(]|=]* + [ly]1*)-

Definicao A.3. (SEQUENCIA) Seja X um espacgo vetorial normado X. Dizemos que
uma sequéncia em X é uma aplicacdo x : N — X. O valor que a sequéncia assume
no numero n € N, denotado por x,,, € chamado de n-ésimo termo da sequéncia.

O conjunto de todos os valores da sequéncia é descrito por
z(N) :={z,;n e N} = {z,};2,.

Definicao A.4. (SUBSEQUENCIA) Dizemos que uma subsequéncia de (x,,) é uma res-
tricdo da aplicagdo n — x,, @ um subconjunto infinito N' = {n; < ny < ... <ny < ..} C

N. Denotamos uma subsequéncia por (x.,, )ren OU @inda por (x,, )72 ;.
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Definicao A.5. (CONVERGENCIA) Seja X um espaco vetorial normado. Uma sequén-

cia {x;};2, C X converge para certo x € X, e escrevemos x;, —» x, quando
lim ||zx — x| =0.
k—o0
Podemos reescrever a convergéncia na linguagem de sequéncia do seguinte modo:

Ve > 0, existeny € N tal que
T —> T <

n>ny = |z, — x| <0.

Quando n&o existe lim z,, em X, dizemos que a sequéncia é divergente.

n—aoo

Observacao A.1. (UNICIDADE DO LIMITE) O limite obtido na convergéncia parax € X
€ unico, pois se x1,x2 € X e a sequéncia {x}32, C X sdo tais que x, — w1, €

também x;, — x5, entao para todo k € N temos que
lz1 — 22| = |21 — 2 — 22 + 23| < ||z — 21| + ||z — 22]]| — 0, quando k — oo.
Isto implica que ||z, — x»|| = 0, e pelo item (i) da Definicdo A.2, resulta que
|z1 — 23] =0 = 21 = z5. (unicidade)

Proposicao A.1. (LIMITE DE SUBSEQUENCIAS DE SEQUENCIA CONVERGENTE) Seja

X um espaco vetorial normado. Se (z,,)°, € uma sequéncia tal que

lim z, =a€ X,
n—-—=o0

entéo toda subsequéncia de (x,) converge para a.
Demonstragdo. Dado qualquer ¢ > 0, existe no € N tal que n > ny = ||z, — q|| < e.

Seja N' = {n; < ns < ... <mn < ..} um subconjunto infinito de N. Entéo existe ky € N

de modo que ny, > ny. Logo,
k>ky = ng>ng, = ||z, —a| <e
Portanto, lim z,, = lim z, = a. O
k—o0 n—>o00

Um ponto « € X € chamado de ponto de aderéncia de uma sequéncia (z,,) quando

a € limite de alguma subsequéncia de (z,,).
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Definicao A.6. (COMPLETUDE) A fim de assegurar que toda sequéncia convergente
em X possa convergir para pontos de X, definiremos a completude do espacgo vetorial
X.

i) (SEQUENCIA DE CAUCHY) Uma sequéncia {z;}>, C X é dita sequéncia de

Cauchy quando, para cada e > 0, existe N > 0 tal que

ey — || <€, Vk,I>N.

i) (EsPACO COMPLETO) O espago vetorial X é completo quando cada sequéncia

de Cauchy de vetores de X converge em X, ou seja,

se {z}r2, C X éde Cauchy, entdo Ja € X tal que x;, — a. (A1)

iii) (ESPACO DE BANACH) Um espaco X € de Banach quando € um espacgo vetorial,

normado e completo.

Definicao A.7. (ESPACO DE HILBERT) Seja H um espacgo vetorial sobre um corpo K,
real ou complexo, munido com um produto interno (.,.) : H x H — K. Dizemos que
H é um espaco de Hilbert se for completo com respeito a norma induzida pelo produto

interno.
Vamos agora definir operadores entre espacos Hilbert.

Definicao A.8. (OPERADOR LINEAR) Sejam X e Y dois espacos de Hilbert. Uma
aplicacdgo A : X — Y é uma regra que a cada u € X, associa um unico elemento
y = A(u) € Y. Dizemos que a aplicagao A é um operador linear se, para todos u,v € X
e\ u€R, vale

A(Au+ pv) = MAu + pAv. (A.2)

Se a aplicacdo A : X — Y for linear entdo destacam-se os seguintes fatos.

(1) Denotamos o dominio do operador A por D(A). (Nesse caso temos que D(A) =

X, mas havera casos em que D(A) C X € um subespacgo denso em X.)

(i1) Denotamos a imagem do operador A porZm(A) = AX := {Az,Vz € D(A)}.

36



Definicao A.9. (OPERADOR LIMITADO) Segja A : D(A) C X — Y um operador linear
entre dois espacos vetoriais normados X e Y. Entdo A é limitado se existe C > 0 tal
que

[Az]ly < Cllz]|x,Vz € D(A).

Vale destacar que todo operador finito-dimensional é limitado e, portanto, continuo.

Definicao A.10. O conjunto dos operadores limitados com dominio em X e imagem

emY é denotado por

L(X,Y):={A:D(A) c X — Y| A élimitado}.

Proposicao A.2. O conjunto L(X,Y") € um espago vetorial.

Demonstragdo. Com efeito. Sejam A, B € L(X,Y) e a,f € R. Paratodo z € D(A) C

X temos que
(0A+ pB)(x) = (0A)(x) + (BB)(z) = a.A(x) + 5.B(z). (A.3)

Além disso, como A, B € L(X,Y), entdo para todo x € D(A) C X existem C; > 0 e
Cy > 0 tais que
[Azlly < Cillzlx e [[Bzly < Coffz]lx.

Logo, Vo € D(A) C X vale
(A +BB)(@)|| = [la-A(z) + .B(z)|| < [la.A()|| +[|8-B(z)]| = |al[|A)|| + 5] B(=)],

donde [|(aA + B)(z)|| < |a|Cillz|lx + |8]Callz]lx = (o] Cy + [8]Co) || x| x-
Fazendo C' = |«|C} + |B|Cs, temos que ||[(a«A + 5B)(z)|| < C||z||,Vx € D(A) C X.
Portanto, oA + 8B € L(X,Y’) e provamos a Proposigéo. O

Definicao A.11. (NORMA DE OPERADOR) Sejam X e Y dois espagos vetoriais nor-

mados e A : X — Y um operador linear limitado. A norma de A é definida por

|A]| == sup {||Au|} < oc. (A.4)
llull<1
Dizemos que o par (£(X,Y);| - ||) formado pelo espago vetorial £(X,Y) munido

com a norma (A.4) é um espagco vetorial normado. Se X =Y, escreveremos L(X).
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Teorema A.1. Sejam X,Y dois espacos normados. Um operador linear A : X — Y

é continuo se, e somente se, é limitado.

Demonstragdo. Suponha que o operador linear A : X — Y seja limitado. Entao,

dado ug € X, existe C' > 0 tal que
|[Au — Auglly = [|A(u — uo)|ly < |Allzxllu — wollx < Cllu —uollx, Vu € X.
Para todo ¢ > 0, basta tomar § = & e u € X com [ju — ug|| < J, que obtemos
|Au — Auglly < Cllu — uollx < e.

Visto que ug € X foi escolhido inicialmente arbitrario, segue que o operador A é conti-
nuo.
Agora, suponha que A é continuo. Como A(0) = A(u — u) = Au — Au = 0, fazendo

ug = 0 e € = 1, pela continuidade do operador A existe § > 0 tal que
|A(u)|ly <1, sempre que |lu|lx <.

Entdo dado u € X arbitrario, seja z = 52%—. Logo, ||z||x = § < 4. Portanto,

2Mullx
5
2||ullx

ARy = [A(w) [y < 1.

Dai, para todo u € X temos que ||A(u)|| < 2||ulx, € provamos que o operador A é
limitado. u

Definicao A.12. Consideramos aqui operadores lineares limitados com contradominio
R.

* i) (FUNCIONAL LINEAR) Um operador linear limitado v* : X — R € dito um

funcional linear limitado em X .

* i) (ESPAGCO DUAL) A colegéo de todos os funcionais lineares em X € o espaco

dual de X, e denotamos por X*.

Definicao A.13. (ADJUNTO) Seja ‘H um espaco de Hilbert. Se A : H — H € um
operador linear limitado, entdo o adjunto de A € um operador A* : H — H que
satisfaz

(Az,y) = (v, A%y),Vz,y € H.
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Apéndice B
Teoria da Medida

Nesta secdo, vamos apresentar algumas defini¢cdes e resultados classicos em Te-

oria da Medida. O leitor interessado nas demonstra¢des pode consultar [5].

Definicdo B.1. (c-ALGEBRA) Dizemos que uma colecdo M de subconjuntos de R" é

uma o-algebra se
i) O,R € M;
ii) Se A e M, entdo (R" — A) € M,
i) Se {Ar}2, C M, entéo (;ﬁAk) eMe (,QA'“> c M.

Teorema B.1. (MEDIDA DE LEBESGUE) Existe uma o-algebra M de subconjuntos de
R™ e uma fungéo
l.| : M — [0, 00)

com as seguintes propriedades.

i) Todo subconjunto aberto de R", e entado todo subconjunto fechado de R", per-

tence a M,
i1) Se B é uma bola qualquer em R", entdo |B| € o volume n-dimensional de B;

i) Se {Ar}2, C M é uma sequéncia de subconjuntos mutuamente disjunto, entdo
U] = D1
k=1 k=1

iv) SeAC BondeBe Me|B|=0,entdoAc MeA=0.
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Os conjuntos em M sdo chamados conjuntos de Lebesgue mensuraveis e p = |.|
€ a medida de Lebesgue n-dimensional. A terna (X; M; u) € chamado de espacgo de

medida.
Observacgao B.1. Do item (i) no Teorema B.1, deduzimos que
. ‘@| = O;

U Ak’ < Z|Ak|’ para toda colegcdo { Ay }32., de subconjuntos mensuraveis.
k=1 k=1

Se alguma propriedade é valida em todo ponto de R™, exceto para um conjunto de
Lebesgue de medida nula, dizemos que a propriedade é valida em quase todo ponto,

e abreviamos com 7 q.t.p.”.

Definicao B.2. (FUNCAO MENSURAVEL) Seja f : R™ — R. Dizemos que a fungao f

€ mensuravel, ou M-mensuravel, quando
fHU) eM,
para cada subconjunto aberto U C R.

Os seguintes fatos sdo bem conhecidos a respeito de fun¢gdes mensuraveis:
Agora, vamos abordar integrais de Lebesgue e os principais resultados de integra-

céo.

Definicao B.3. (FUNCAO CARACTERISTICA) Seja £ C X, a fungdo caracteristica X
de E é definida por

1, sexeFE

0, sez¢E.

Definicao B.4. (FUNCAO SIMPLES) Dizemos que uma fungdo ¢ : X — R é simples
se tiver um numero finito de valores. Sejam ay, as, ..., a; 0S valores distintos de uma

fungdo simples p e E; = {x € X| ¢(x) = a;}. Entdo os conjuntos E,, E,, ..., E;, s§o
k

disjuntos, X = U E; e ¢ se escreve como
j+1

k
o= ;X (B.1)
j=1
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Agora, definimos o0 seguinte conjunto de fungdes que tomam valores ndo-negativos

a fim de usa-lo na integragéo de Lebesgue.
M*(X; M) := O espago de todas as fungdes mensuraveis de X em [0, +oc].

Definicao B.5. Segja f € M (X, M). Aintegral de f em relacdo a medida ;. é definida

como o numero real estendido

/X fdp = sup /X ed, (B.2)

em que o supremo é tomado sobre as fungbdes simples que satisfazem
0<p(z) < f(z), VoeX.

Se X € M, éfacil ver que fXr € M*(X, M). Podemos definir a integral de f sobre

o conjunto E em relagdo a medida ;. como

[ s [ g ©3)

Definicao B.6. (ESPACO DE LEBESGUE) Denotamos por L = L(X, M, u) o espago de

Lebesgue que consiste em todas as fungcdées mensuraveis f : X — R que satisfazem

/f+d,u<oo e /f_du<oo, (B.4)
X X

emque, para f € M(X, M), temos que f* e f~ sdo, respectivamente, a parte positiva

e a parte negativa de f definidas por

fT(x) = max(0, f(z)) e f~(x) =max(0,—f(x)).

Além disso, mostra-se que f*, e f~ pertencem a M*(X, M). Também temos os

seguintes resultados que justificam essa definigao.
c =
s fl=rrE s

O Teorema a seguir mostra algumas propriedades que decorrem da integrabilidade

de fungdes em espacos de Lebesgue.

Teorema B.2. Seja f,g € L(X, M, u) e c € R. Sdo validas as seguintes propriedades

acerca de integragdo a Lebesgue.
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i /chdu:c/xfdu.
i) /(f+g)du— /fdu+/gdu-

iii) Sejam E = E;|J E», onde E; e E, sdo conjuntos disjuntos em M. Entdo

/ fap= | gap+ [ s
E Ej Eo

iv) Sef<g, qtp., enta"o/ fdu < / gdji.
X X
v) Se fe MY (X,M),entdo f =0 q.tp. <= [, fdu=0.

O préoximo Teorema busca caracterizar o espaco de funcées de Lebesgue apre-

sentado na Definigdo B.4 como o espago L' das fungdes f tais que |f| € integravel.

Teorema B.3. Uma funcéo f : X — R é integravel se, e somente se, |f| é integravel.

‘/deu‘ < [ 1fla

Demonstragcdo. Supondo que f seja integravel, entéo/ ffdp< oo e / fdp < .
X X

Como | f] :f++f‘,entéo/]f|du:/ f*du+/ fdu <oo. = |f| éintegravel.
X X
Por outro lado, se |f| € integravel, devemos ter necessariamente f* e f~ integraveis.

Neste caso temos

Além disso, usando a desigualdade triangular temos

/deu‘z‘/xfwmu' < /Xf+ /deu'

< [1rtaus [ 15 1= [ (8 = [ 15l

+

B.0.1 Espacos de Lebesgue ”

De forma semelhante ao espacgo L', vamos definir um espaco para o conjunto de
funcées f tais que |f|’ tem integral finita. Vamos comegar definindo conjunto de fun-
¢coes que possuem mesmo valor em quase todo ponto (g.t.p.), inclusive na integragéo

de Lebesgue, para evitar ambiguidade na representacao.

42



Definicao B.7. (CLASSE DE EQUIVALENCIA) Duas fungdes sdo equivalentes quando
sdo iguais q.t.p.. A classe de fungées de f, denotada por [f], é o conjunto de todas as
fungbes equivalentes a f.

Note que, em uma classe de equivaléncia [f|, qualquer fungcédo equivalente a f

pode ser representante da classe. Temos entdo as seguintes propriedades.
(i) (Refleziva) [f]=1[f].
(it) (Simétrica) Se|f]=|g|, entdo [g] = [f].

(iii) (Transitiva) Se|[f] =g] elg] = |h], entéo [f] = [h].

O caso (i) e trivial. O caso (ii) segue direto de f = g, q.t.p. Ja no caso (iii), se

f=g, gqtp.€g=nh, qtp.,,entdo f =h, q.t.p.

Defini¢ao B.8. (ESPAGOS L?) SejaU C R™ um subconjunto aberto. LP(U) = L*(U, M, ),
com 1 < p < oo, € 0 conjunto de todas as classes de equivaléncia de funcées men-
suraveis f de valor real, onde |f|’ tem integral finita com respeito & medida . sobre
U.

LP(U) = {u : U — C| u é mensurével e /U|u(x)|pda: < oo}. (B.5)

Quando s&o ja conhecidas a o-algebra M e a medida ji, escrevemos L? = LP(U).
O seguinte fato faz com que o espaco de funcdes LP seja um espaco vetorial.
Afirmacao B.1. Paratodas f,g € L* e o, € R temos que

af + Bg e LP, (Desigualdade de Minkowisk?)

ou seja, a combinacéo linear de fungées em LP é mensuravel e tem integral no sentido

de Lebesgue finita.
A linearidade de L segue diretamente do seguinte Teorema.

Teorema B.4. Os espacos L? sdo espagos vetoriais normados, munidos com a norma

il = [ lutalprar <o) ®9)

Demonstracdo. Seja f,g € L e « € R. Como «f e f + ¢g sdo mensuraveis, basta

provar que tém integrais a Lebesgue finitas.
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. /\afl”darz \a\p/\f]pda: < 0.

* Como |f+gl" < (If+ g < (2. max{|f],[g[})" = 2°.(max{| f],[g]})" < 2°(|f|" +
19]),
/\f + g|Pdx < 2p/(\f|p + |g|P)dx < .

Portanto, de af € L” ede f + g € LP, decorre disso que L? € um espago vetorial.
Porém, que a expresséo B.6 € uma norma, decorre da desigualdade de Minkowisk
e pode ser encontrada em
Em particular, L?(U) é um espago de Hilbert complexo com produto escalar dado
por

(u,v) 2y = /Uu(a:)ﬁ(x)d:v,Vu,v € L*(U). (B.7)

O préximo resultado se trata de mostrar que os espacos L? sao espacos de Ba-

nach.

Teorema B.5. (COMPLETUDE DE L) Sejal < p < oco. O espago LP é um espago

completo sobre a norma || - ||,

Demonstragc&o. Seja (f,,) uma sequéncia de Cauchy sobre a norma || - ||,. Para que
LP seja completo, € necessario que a sequéncia ( f,,) seja convergente.

Para todo € > 0, existe N(e) > 0 tal que
W2 N = =il = [ 1= e < (B.8)
Paracadai € {1,2,3,...}, seja ¢ = 5.. Entdo existe N(¢) > 0 de modo que
1 , 1
mizN(5) = N0 = L= il < 5 ®.9)
Considere {m;}32, uma sequéncia definida da seguinte forma.
my = inf{m € Nym > N(i)},

sei>1, m; = mf{m eN;m > mé.X(mZ'_l, N(Z))}

Os termos m;, escolhidos com o maximo, faz com que a sequéncia {m,}3°, seja cres-

cente e, além disso, satisfaz

1

—. B.10
» <5 (B.10)

||fmi+1 - fmz
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k
Defina a sequéncia {gx } 3>, de modo que os seus termos s&o tais que g, = Z | frniss — fms
=1

b

entdo o seu limite é dado por

(o)
= Z |fmi+1 - fmz
=1

Sendo L? um espaco vetorial, temos que g < gi11, POIS

k
= I = i = .
g= lim gy = lim Z_; | i = Foms

k+1

+ ‘fmmz - fmk+1’ = Z ‘fmiﬂ - fmz
=1

= Gk+1-

k k
gk:Z‘fmi+1 _fml §Z|fmi+1 _fmZ
=1 =1

Logo, (gx) € uma sequéncia monotona crescente de fungdes em LP.
Note que g, > 0,Vk € N. Também por (B.8) temos ¢, € L'. Entdo (¢7) € uma
sequéncia mondétona de fungdes em M* (X, o). Pelo Teorema da convergéncia mono-

tona e usando a desigualdade (B.10) temos

/ lglPdy = / lim |gPdy = lim / gePdi = lim gu?
k— 00 k— 00 k—> 00

k P Fo1\?
< . ) P . ] _ == .
= kh_IPOO (2_1: ||fmz+1 fm1||p) < k;h—1>noo (Z 2i> L

1=1
o0
Isso mostra que g € LP, ou seja, a série telescopica Z(fmm — fm;) € absoluta-

=1
mente convergente em L*. Dai, podemos definir uma fungao f em L? por

= fm1 + Z(‘mel - fmz)7
=1

k—1
em que as somas parciais da série 80 f, = fu,+> _(fm.s — fm,)- LOGO, lim f, = f.
— 00
=1
Observe o seguinte, como o limite existe, entdo

kli_r)noo fop =f = lirif&f fp = likm_sglop foo =1
Para cada m € N fixado, e pela linearidade de L? como um espago vetorial, temos
que {|fm — fm,. |}, € uma sequéncia de fungbes em L”.
Logo, a sequéncia {|f, — fm,|[P}32, estd em L' e, além disso, estd em M (X, o).
Aplicando o Lema de Fatou, juntamente com a condicao (B.8) sobre uma sequéncia

de Cauchy, para m > N (e) vale
/|fm — flPdp = /liminf|fm — fm [P < liminf/|fm — fm, [P < €.
k—o0 ' k—o0 '

Logo, ||f — ful? < ¢, sempre que m > N(¢). Portanto, concluimos que f,, — f

em LP e provamos que L? € um espaco completo. [
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