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RESUMO

Este trabalho tem como interesse o estudo da adsor¢do de dimeros em uma rede linear. Nossa
andlise tem como principal objetivo mapear a densidade de dimeros na cadeia em func¢ao do
tempo sob deposicdo aleatéria dos mesmos. Em especial, quando o nimero de sitios passa
a ser infinito, nossa percep¢do natural do que constitui densidade precisa ser atualizada, e a
teoria ergddica passa a ser requisitada. Uma metodologia tradicional € tratar o problema fazendo
uso da equagdo mestra, uma vez que o sistema € markoviano, mas propomos uma solug¢ao
alternativa. Em certo aspecto, este problema da adsor¢do na rede linear € um problema antigo,
que possui solu¢do bem estabelecida na literatura, mas nos ultimos anos t€m surgido solugdes
para o problema sem o uso de equacdes diferenciais, uma das quais abordaremos, que podem ser

Uteis para sistemas mais complexos e para melhor compreensao de processos de adsor¢ao.

Palavras-chave: Adsorcao Sequencial Aleatéria, Densidade de dimeros, Processos estocdsticos.






ABSTRACT

This work focuses on the study of dimer adsorption on a linear lattice. Our main objective is
to map the dimer density along the chain over time under random deposition. Notably, when
the number of sites becomes infinite, our natural perception of density needs to be updated, and
ergodic theory becomes necessary. A more orthodox approach is to tackle the problem using the
master equation, given that the system is Markovian; however, we propose an alternative solution.
In certain aspects, this problem of adsorption on a linear lattice is a longstanding one, with
well-established solutions in the literature. Nonetheless, recent years have seen the emergence
of solutions that do not rely on differential equations. We will explore one of these solutions,
which can be useful for more complex systems and provide a better understanding of adsorption

processes.

Keywords: Random Sequential Adsorption, Dimers density, Stochastic processes.
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1 INTRODUCAO

A probabilidade emerge principalmente de sistemas fora do nosso controle ou, pelo
menos, de sistemas com informagdes incompletas. Embora o lancamento de um dado seja
geralmente considerado um fendmeno aleatério, compreendemos que, em principio, as leis de
Newton aplicadas a balistica do dado poderiam determinar seu estado a cada segundo de seu
movimento. A andlise da frequéncia relativa de possiveis resultados deste dado oferece alguma
indicacdo do seu estado final sem a necessidade de conhecer a disposi¢do de um conjunto enorme

de condicdes de contorno para buscar a exatiddo na mecanica.

Em particular, estamos interessados em descobrir a densidade de dimeros em uma cadeia
linear quando estes sdo depositadas aleatoriamente, esse processo € conhecido na literatura como
adsor¢do sequencial aleatéria ou RSA da sigla inglesa de Random Sequential Adsorption. Esse
€ um processo estocastico onde particulas sdo fixadas aleatoriamente e sequencialmente sem
sobreposi¢do em uma superficie até que ndo haja mais espaco suficiente para acomodar novas

particulas.

O primeiro trabalho analitico significativo sobre RSA é geralmente atribuido a Paul
J. Flory. Em 1939, Flory publicou um artigo intitulado "Intramolecular Reaction Between
Neighboring Substituents of Vinyl Polymers" [1], onde ele introduziu a andlise de processos
de adsor¢do sequencial no contexto da polimerizacao. Embora o foco principal do trabalho de
Flory fosse a quimica de polimeros, suas ideias sobre a adsor¢do e ocupagdo sequencial de sitios

levaram ao desenvolvimento posterior de modelos de RSA.

Apesar de nossa escolha por uma cadeia linear e por "particulas pequenas”, como
dimeros, compreendemos que ja existe o estudo de cadeias em dimensao mais altas [2—6], ou
com geometrias mais complexas [7, 8], ou ainda com polimeros sendo o tipo de particulas
depositadas [9-11], mas decidimos listar as formas de solucionar o problema base por meios

formais para possiveis extensoes.

Inicialmente, na fundamentacao tedrica, abordamos as bases matematicas associadas a
probabilidade, as quais sdo essenciais para a segunda parte do trabalho, que é o foco principal
do nosso estudo. Nessa, apresentamos duas solu¢des para o problema central, seguido de uma
discussdo da segunda solucdo do ponto de vista numérico. Em seguida, exploramos uma extensdo
do modelo que considera particulas de tamanho maior, embora com consideracdes mais informais,
visando novos estudos. Apds a andlise e discussao, o tltimo capitulo serd dedicado as conclusdes

e perspectivas deste trabalho.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo € destinado a construir a base para o estudo de modelos de deposi¢cao
aleatdria. Iniciamos apresentando os estudos precursores do tema desse trabalho e definimos
conceitos basicos de probabilidade e de distribui¢des de probabilidade. Em seguida, analisamos
0 que vem a ser uma cadeia de Markov, visto que o problema central ¢ mapeado em uma cadeia

deste tipo.

2.1 PAUL J. FLORY EM 1939

Em 1939, o quimico estadunidense Paul J. Flory (1910-1985) publicou um trabalho
onde realizou uma contagem de unidades de um polimero! que nio reagiam com as unidades
vizinhas da mesma molécula. Em termos préticos, Flory trabalhou com cadeias vinilicas, isto €,
polimeros da forma CH, — CHX, como podemos ver na figura 1, onde X € um radical chamado
de substituinte, que modifica a nomenclatura do composto. Exemplos de polimeros vinilicos sdo
o polietileno, quando X € o préprio hidrogénio, ou o policloreto de vinila também conhecido

como PVC, quando X € o cloro.

Figura 1 — Polimeros vinilicos.
CH; _(|:H
X n

Fonte: Autor
Os substituintes podem ser estruturas moleculares grandes, o que contribui com a proba-

bilidade de interacdo de substituintes vizinhos, ocasionando ciclos na cadeia maior. um exemplo

que ilustra bem esse fato esta apresentado na figura a seguir.

' as unidades de um polimero sio chamadas mondmeros
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Figura 2 — Interacdo entre substituintes vizinhos.

etc. —CH:—(EH—CHZ—?H— etc.

CO ?o —

I
CH3 CH3 C
H,
etc. _CHZ_(EH/ \CH— etc.
/C =CH— C\\O + H,O
CH;

Fonte: Autor

Em seu artigo, Flory disse:

"... Se for assumido que a probabilidade de reacdo de cada par adjacente de substituintes
nao reagidos € a mesma e independente do status dos substituintes vizinhos, a fra¢do dos
X’s que se tornam isolados e, portanto, permanecem nao reagidos no término da reacao,

pode ser calculada da seguinte maneira...".

Para contar o nimero de substituintes que ndo reagem, considere um grupo de moléculas
de um dado polimero, cada um contendo n unidades estruturais e n substituintes. O nimero médio
de X’s ndo reagidos por molécula no final da reagcao serd denominado S,. Claramente, S; =1 e
S5 = 0. Para o calculo de um S,, com 7 arbitrario, construimos uma recorréncia somando o nimero
médio de substituintes de cada configuracdo possivel assumindo como eventos equiprovaveis
a ocorréncia de cada par de vizinhos de substituintes formar um ciclo. Note que existem n — 1
pares de mondmeros vizinhos possiveis na cadeia e, portanto cada configuracao ocorre com
probabilidade de 1/(n —1). Além disso, o possivel ciclo formado com os mondmeros k e
k+ 1 computa a contribui¢do Sy +S,,_x_1 €, simetricamente, o possivel ciclon —k,n —k+1

contribui com a mesma soma, para simplificar podemos observar a figura 3.

Figura 3 — ConfiguracOes simétricas de formacao de ciclos.

k+2
e - Q.. G000 - G860
Sk—l Sn—k—l
n—k-—1 n—k+2
00 - GO0 - m o0
Sn_k_l Sk—l

Fonte: Autor
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Nesta descri¢do, k variade 2 an — 1 e, considerando a simetria mencionada, a quantidade
Sn pode ser escrita por uma média aritmética
n—1

1
Sn= Y 1Sk—1+ Sn—k—1]
n—1/5

2 n—2
Y 5 @.1)
k=1

\e}

n—1

Por puro deleite intelectual, apresentaremos os passos algébricos originais presentes no
artigo do Flory para explicitar S,,. Inicialmente definimos uma quantidade A, pela diferenca de
S,.’s de indices consecutivos,

Ay =S, —S—1. (2.2)

Observe que € natural o surgimento da relagdo a seguir
(n—1)S,— (n—2)S,—1 =28,-2. (2.3)
Podemos reagrupar os termos da equagdo inserindo a defini¢do de A,

(n—1)A, =282 —Su—1
=M1+ 82 (2.4)

Obtemos uma segunda expressao tomandon —n— 1
(n — 2)An_1 =—-AN,_2+5,_3. (2.5
Subtraimos as duas ultimas equagdes e obtemos uma relagdo que ndo envolve mais S;,’s

(n—=1)An— (n—2)An_1 = —(Ap_1 — Ap_2) + Aps

(1= 1)(An—An1) = —2(Ap_t — Ay_s)
2
A=Ay = _m(Anfl - Aan)- (2.6)

Podemos induzir a escrita de A, — A,,_{ em termo de Az — Ay = §3 — 25, + 51 = 2, basta tomar
n — 3 etapas da recorréncia que obtemos.

(2!

Ap—Ap) = ———— 2.7
Assim, a quantidade auxiliar A, pode ser explicitada
2 4 8 (—2)"!
Ay = —t ==+t 2.8
1!+2! 3!+ +(n—l)! 2:8)
Por fim, recuperamos o valorde S,, = S,,—1 + A,
n—-2 _n-3 1
Sp=n—-2n—-1)+4 -8 =2)" 29
n=2n—1)+4—; 31 +(=2) (n—1)! 29)



16 Capitulo 2. Fundamentagdo Tedrica

A expressao final para S,, ndo parece retornar um dado palpavel. No entanto, como as
cadeias poliméricas sdo suficientemente grandes para fins praticos, podemos descobrir a por¢ao
média de mondmeros sem ciclos tomando o limite da razdo S, /n. Podemos verificar também

que A, /n retorna o mesmo limite

S, 1
2 ~0.1353. (2.10)
n e

Logo, apenas cerca de 13.53% dos mondmeros nao formam ciclos.

Apesar de possuir resultados iguais ao trabalho do Flory, estamos interessados em outro
problema. No qual particulas sdo depositadas em uma superficie e se alojam em posi¢cdes
permitidas a qual chamamos de sitios. Quando uma particula € aderida ao sistema dizemos que a
mesma foi adsorvida. Em especial as particulas alvo de nosso estudo sd@o chamadas de dimeros,
pois ocupam dois sitios vizinhos, se estas ocupassem k posi¢des vizinhas, seriam nomeadas de
k —meros, onde k = 1 sdo mondmeros. Fica claro com essa defini¢do que k discrimina o tamanho

da particula.

Observe que S, /n para os ciclos dos polimeros vinilicos, coincide com o nimero de
sitios vazios da rede com deposi¢do de dimeros. Este trabalho dedica-se, exclusivamente, em
andlise a densidade de uma cadeia linear quando esta sofre deposicdo sequencial e aleatéria de
dimeros. Iniciamos a discussio das bases tedricas da probabilidade para analisar formalmente o

problema proposto.

2.2 ESPACO DE PROBABILIDADE

A probabilidade € a "doutrina das chances", na qual determinamos as provaveis frequén-
cias relativas para a ocorréncia de um fendmeno em meio a um universo de eventos possiveis.
Esses eventos sdo construidos a partir de subconjuntos de um conjunto nomeado de espaco
amostral, comumente representado pela letra grega €, e os eventos sdo escalados para compor

um novo conjunto nomeado o —algebra,
Definicdo 2.2.1 .7 é dita uma 6—dlgebra de um conjunto Q, se F C 2% cumpre:

L 0eZ,
II. Ac F = A€ 7,
Im. {A,}7 € F =>Uy (A € Z.
A segunda condic¢do presente na definicdo de uma o-algebra € necessdria para permitir a

medida da probabilidade de eventos complementares, combinada com a primeira condi¢do, essa

exige a presencga simultanea dos eventos certo (£2) e impossivel (@). A dltima condi¢do permite
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a constru¢do de novos eventos usando uma quantidade enumerdvel de passos, combinada com
a segunda garantem que, pela lei de De Morgan, N,A, = (U,A°) = N,A, € Z, isto é, F é

fechada tanto para unides quanto para interseccdes enumeraveis-.

Uma opgio de 6 —dlgebra é o préprio conjunto das partes® (2%), onde ndio h4 restri¢oes
para a construcao de eventos, porém, podemos gerar inconsisténcias na teoria devido constru¢ao
de conjuntos patoldgicos como o conjunto de Vitali [12, 13] ou paradoxos como o paradoxo de
Banach-Tarski [14, 15].

O tratamento formal da probabilidade € estruturado em torno de uma triade de objetos:
um conjunto ao qual podemos derivar os eventos, o conjunto €2 jd mencionado, uma o-algebra
Z sobre Q, ao qual destacamos os possiveis eventos coletados de 2, e uma fungio (P) que
atribui o peso relativo de um evento em relagdo a Q. Desta forma, (Q,.%,P) é dito um espaco de

probabilidade, onde sdo satisfeitos um conjunto de axiomas, os axiomas de Kolmogorov.

2.2.1 AXIOMAS DE KOLMOGOROV

Andrey Kolmogorov (1903-1987) foi um matematico russo/soviético que publicou em
1933 um livro entitulado "Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” (Fundamentos da
Teoria da Probabilidade), no qual apresentou um conjunto de axiomas que compde exigéncias

para que uma funcao possa ser considerada uma medida de probabilidade.

Definicao 2.2.2 Seja . uma c-dlgebra do conjunto Q, uma funcdo P :.% — R é dita uma

probabilidade se cumprir as seguintes condicoes:

I PA)>0VAe.Z,
I P(Q)=1,

1l P (U;"ZlAn) =Y P(A,) se AjNAr =0 quando j # k.

Em especial, sua obra construiu os axiomas por meio de uma escrita ligeiramente
diferente desta [16]. Através dos axiomas podemos construir um conjunto de propriedades para

a medida de probabilidade, tais como os resultados presentes no teorema seguinte,

Teorema 2.2.1 No espago de probabilidade (Q,.7 ,P), sejam A, B e {A,}, eventos de .F. Entdo:

2. P(A) = 1 —P(A),

Note que A\ B=ANB* o que verifica que as propriedades bdsicas da teoria dos conjuntos sio fechadas em .%.

3 Quando Q é enumeravel podemos tomar .% = 2%,
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3. ACB=P(B\A)=P(B)—P(A) = P(A) <P(B),
4. 0<P(A) <1,
5. P(LAUB) =P(A)+P(B) —P(ANB),

6. P (Us_1An) < Sy P (An)

Prova 2.2.1 Usando os axiomas I, Il e Il de Kolmogorov,

(1) pode ser verificado tomando A, = 0 Vn € N no axioma III, temos P(0) = P(U,~00) =
YsoP(0)=Y,~1 P(0) =0=P(U,~10) = 0 ¢, portanto, P(0) = 0.

(2) Sendo A1 =A, Ay =CeA,, =0Vn>2, sendo ANC = 0, no axioma IIlI, obtemos
P(AUC) =P(A) +P(C). Tomando C = A€ temos AUA® = Q = P(A) +P(A°) = P(Q), usando

o axioma II, concluimos P(A°) = 1 —P(A).

(3) verificando o axioma IIl para um niimero finito de eventos* e sendo A C B, temos
(B\A)NA=0e (B\A)UA = B resultando emn P(B) =P(B\A) +P(A), o que verifica P(B\A) =
P(B) —P(A) e, consequentemente, pelo axioma I, P(B) > P(A).

(4) 0 C A C Q e a monotonicidade de P, verificada na propriedade (3), combinadas
garantem P(A) € [P(0),P(Q)] =[0,1].

(5) Dada a decomposicao AUB = (A\ (ANB))U(B\ (ANB))U(ANB), onde os trés
conjuntos sdo claramente disjuntos e pela propriedade (3), P(A\ (ANB)) =P(A) —P(ANB)
e P(B\ (ANB)) = P(B) —P(ANB), agrupando as informagdes coletadas obtemos P(AUB) =
P(A\ (ANB))+P(B\(ANB))+P(ANB) =P(A) +P(B) —P(ANB).

(6) Sejam By = A| e B, = A, \ UZ;}B;C Vn > 1, por construgdo, U, _|A, = U>_|B,
e By,NB, =0 se m # n e observamos que B, C Ay Ym > 0, entdo P(B,,) < P(A,). Logo
P (Uy_1An) =P (Uy_ Bu) = L7 P(By) < X5 P(An).

Uma propriedade extra da probabilidade que serd usada no capitulo 3 surge a partir de

trés conjuntos, X, Y e Z,
PXNYNZ)=PY)+PX°NYNZ)-PYNZ)-PXNY), (2.11)

e a demonstragdo pode ser derivada facilmente da teoria dos conjuntos, onde consideramos a
relacio XNYNZ =Y \[[YNZ)U(XNY)]\ (X NYNZ)] e apropriedade 3 do teorema 2.2.1.

Vale a pena enfatizar que, a probabilidade para a qual o evento A ou o evento B possam
ocorrer coincide com P(A U B), j a probabilidade com a qual o evento A e o evento B possam
ocorrer é dado por P(A N B). Como simplificacdo da notagdo, vamos denotar a probabilidade

conjunta de ocorréncia de A e B por P(A, B).
4

P(U"_ | A,) = Y IP(A,) sendo todos os A,'s disjuntos dois a dois, basta tomar a mesma ideia com qual
demonstramos P(A UC) = P(A) +P(C) na demonstragéo da propriedade 2.
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2.2.2 PROBABILIDADE CONDICIONAL

Suponha que seja estabelecida uma medida de probabilidade, com o passar do tempo
um dos eventos ocorre, possivelmente afetando a probabilidade de ocorréncia dos demais
eventos. Precisamos estabelecer um novo espaco de probabilidade. Para tal surge a defini¢do de

probabilidade condicional,

Definicio 2.2.3 Seja (Q,.7,P) um espaco de probabilidade e A,B € .F eventos, definimos a
probabilidade condicional de A dado B por,

P(ANB)
P(A|B) ={ P& F(B) #0 (2.12)
P(A) ,P(B)=0

A relagdo para P(B) # 0 renormaliza a probabilidade, visto que os novos eventos s6
ocorrem mediante a ocorréncia do evento B. Enquanto a parte em que P(B) = 0 ignora o evento

B, ja que o mesmo ocorre com probabilidade nula.

Facilmente pode ser verificado que, a probabilidade condicional ¢ uma medida de
probabilidade, isto é, satisfaz os axiomas de Kolmogorov: Os axiomas I e II sdo observados
automaticamente pela defini¢do, P(A|B) > 0 e P(Q|B) = 1. O terceiro axioma pode ser verificado

ao fazer uso da teoria dos conjuntos,
P(U,A,|B) =P((U,A,)NB)/P(B) =P(U,(A,NB))/P(B Z]P’ »NB)/P(B)
=Y P(A4[B),
n

onde {A, } foram assumidos disjuntos em conformidade com a nossa finalidade.

Até o final desta se¢do enunciaremos e demonstraremos trés resultados importantes
relacionados a probabilidade condicional: a Regra do Produto que fatora a probabilidade conjunta
de uma sequéncia finita de conjuntos usando a probabilidade condicional, a Lei da Probabilidade
Total que parcela a medida de um evento usando uma particdo do mesmo, e a Férmula de Bayes

que vincula as probabilidade individuais de dois eventos considerando que o segundo acorreu.
Teorema 2.2.2 (Regra do Produto) Para um conjunto de eventos Ay, ...,A, vale que
n
P = PADTTP (Ad{a ).
i=2

Prova 2.2.2 Basta usar inducdo sobre n. O caso n =2 é a definicdo de probabilidade condicio-

nal. Assim, por hipotese de inducdo Ik < n onde se cumpre

]P(A] n--- ﬂAk) = P(AO]P)(Az’Al) .. .P(Ak‘Al n--- ﬂAk,I)
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Para k+1
PA N NANAgs1) =PA1 N NA)P(Ag1]A1 N -+ - NAg).
Usando a hipdtese de indugdo
PAN---NANAk1) =P(A)P(A2]AL) .. . P(AR]A1 N - NA_ ) P(Ar 1 |[A1 N - - NAg).

O que verifica o teorema.

Teorema 2.2.3 (Lei da Probabilidade Total) Dado A um evento do espago de probabilidade
(Q,F,P) e sendo {A, }nen uma parti¢do de Q, temos que

P(A) = EP(A,-)P(A\A,-).

Prova 2.2.3 Como {A,},cn € uma particdo de Q, segue que

Os eventos de {AUA,} e formam uma particdo de A. Calculando a probabilidade de A

)

P(A) = P(UZ (ANA;)) = gm NA;) = ;IP(A\A,-)]P(A,-).

O que conclui a demonstragdo.
Um tltimo resultado dessa secdo é a chamada férmula de Bayes.

Teorema 2.2.4 Dados dois eventos A e B de um determinado espago de probabilidade é verdade

que

P(A|B) =

P(A), (2.13)

A férmula de Bayes nos permite relacionar a probabilidade a priori com a posteriori.
Para a verificagdo, basta observar que P(A | B)P(B) =P(ANB) =P(B|A)P(A).

A 1deia de independéncia de dois eventos pode ser observada nesta ultima equacao,
se A e B sdo independentes, entdo P(A | B) = P(A) e, analogamente, P(B | A) = P(B). Nessas
condi¢des, temos P(ANB) = P(A)P(B). Assim, a probabilidade condicional, além de permitir o
recalculo da probabilidade assumindo a ocorréncia de um evento, também serve para verificar a
independéncia entre eventos. Como encerramento desta se¢ao apresentamos a defini¢do para a

independéncia de uma quantidade enumerdvel de eventos

Definicao 2.2.4 Os eventos Ay, ...,A, sdo ditos independentes quando, para qualquer2 < k <n,

podemos escolher indices iy, ...,ix € {1,2,...n} onde se cumpre

k
P({A;, }eo1) = [ P(A;,) (2.14)
n=1



2.3. Varidveis aleatorias 21

2.3 VARIAVEIS ALEATORIAS

Grosseiramente, uma varidvel aleatéria (V.A.) € uma funcdo que apresenta o elo entre a
experiéncia e a teoria, onde formalizamos a apresentacdo dos eventos a serem medidos por uma

probabilidade,

Definicdo 2.3.1 Em um espago de probabilidade (Q,.7 ,P), uma varidvel aleatoria é uma

ungdo X : Q — R que tem a seguinte propriedade:
¢
{weQ:X(w) <x}e.F, paratodo x € R.

Por simplicidade denotamos os eventos {® € Q : X (w) < x} por {X < x}.

A notagdo simplificada acima fica mais clara do ponto de vista da pré-imagem de um

conjunto,
{X=a}=X" 1({a}) (2.15)
{X >a} =X"1([a,+)) (2.16)
{X <a} =X"1((~,a)) (2.17)
{X eA}=x"1(A). (2.18)

Em particular, o evento 2.18 tém uma probabilidade denotada por Px(A) e é chamada de
distribui¢cdo da varidvel aleatéria X, a qual serd estudada na sub-se¢do seguinte. A qual serve
meramente de exemplo para o texto geral. Apesar de haver exemplos importantes como a
distribuicdo uniforme e exponencial, a se¢do a seguir s6 estd comprometida a trazer familiaridade

com o tema geral.

2.3.1 DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE

Algumas experiéncias envolvendo probabilidade sdo tdo comumente estudadas que
existem construgdes algébricas para a forma de suas probabilidades, as quais nomeamos de

distribui¢des de probabilidade.

Definicao 2.3.2 Sendo X : Q — R uma varidvel aleatoria de um determinado espago de pro-
babilidade (Q,.7 ,P), a probabilidade Px(A) = P(X € A), para cada A C R, é chamada de
distribuicdo de probabilidade de X.

Iniciamos a discussdo com as varidveis aleatoria discretas, isto é, varidveis que apresen-
tam a imagem sendo um conjunto discreto, as quais destacaremos a varidvel uniforme discreta, a

de Bernoulli, a binomial, a geométrica e a de Poisson.



22 Capitulo 2. Fundamentagdo Tedrica

A primeira dessa lista € a varidvel de uniforme discreta. Exemplos cldssicos de seu uso
sdo: lancamentos de dados honestos com um niimero n qualquer de faces, ou a selecdo de uma
das 52 cartas de baralho, ou retiradas de bolas de uma urna as quais sao enumeradas de 1 a n,

entre outros exemplos .

Definicao 2.3.3 Uma varidvel aleatoria X : Q — {ay,...,a,} € dita uniforme discreta, e deno-

tamos por X ~ Unif{ay,...,a,}, se

1
PX=a)=— i=l..n (2.19)

Como o conjunto {ay,...,a,} sugere, usamos essa varidvel quando as imagens da mesma

geram eventos equiprovaveis.

Um segundo tipo de varidvel aleatoria € a varidvel aleatdria de Bernoulli, onde hé apenas

dois eventos possiveis.

Definicao 2.3.4 Uma varidvel aleatéria X : Q — {0,1} € dita ser de Bernoulli de pardmetro

p > 0, denotado por X ~ Be(p), se

PX=1)=p e PX=0)=1-p (2.20)

Essa varidvel aleatoria € aplicada em processos de resultados bindrios, como "cara ou
coroa"’, "fracasso ou sucesso", "defeituoso ou sem defeito", "esquerda ou direita"®, "igual ou
diferente"”, entre outros. Uma funcao curiosa que assume exatamente esses valores bindrios é
a chamada fungdo indicadora de um determinado evento A C Q, 14 : Q — {0, 1}, esta funcdo

retorna 1 quando avaliada em um elemento de A e 0 em caso contrério,

1 sexeA
14(x) = : (2.21)
0 sex¢A
Para o contexto da varidvel de Bernoulli, a funcao indicadora polariza Q em dois grupos, os que

estdo presentes em A e os demais.

Na sequéncia, usaremos uma moeda em »n lancamentos, ndo necessariamente honesta,
para definir duas distribui¢des. Assim, teremos eventos bindrios sucessivos e independentes
dentre os quais estaremos interessados em um particular. Para o primeiro uso da nossa moeda,
construimos uma varidvel aleatdria que sintetize a probabilidade de se obter exatamente k caras
em n lancamentos de um moeda. Cada lancamento € independente e possui probabilidade p de
ocorrer o resultado "cara"(K) e 1 — p o resultado "coroa"(C) e os n langamentos sdo como n

passos para um variavel aleatéria de Bernoulli, ou explicitamente pX(1 — p)"~*. Essa expressio

> No caso do lancamento de uma moeda as probabilidades de retornar cara ou coroa podem ser diferentes, no caso

da moeda ser honesta temos X ~ Be(%).

6 Neste caso ndo nos referimos a opinido politica e sim direcdes.
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exprime apenas a probabilidade da configuragdo K ...KC...C, com k letras K e n — k letras C.

Assim precisamos multiplicar pelo "nimero de anagramas dessa palavra com n letras".

Definicao 2.3.5 Uma varidvel aleatéria X : Q — Ny é binomial de parametros p >0en € N,

e escrevemos X ~ Bin(n, p), se para cada k € Ny, com k < n é vdlido que
P(X = k) = (’;) P — py*, (2.22)

E curioso que essa varidvel aleatéria mapeia a posicao do k—ésimo passo do famoso
problema do passeio aleatério em uma dimensao, visto que, neste caso, o caminhante sé pode ir

para a direita ou para a esquerda [17].

Para a préxima varidvel aleatéria que usa a moeda como parametro, construimos-a
através do objetivo de se obter cara apenas apds algumas tentativas falhas, mais especificamente,
a probabilidade de k — 1 coroas nos primeiros lancamentos com a cara sendo o k—ésimo resultado

da moeda. Assim, estamos exigindo k — 1 fracassos antes do necessdrio primeiro sucesso.

Definicao 2.3.6 Uma varidvel aleatoria X : Q — N tém distribuicdo Geométrica de parametro

p >0, e escrevemos X ~ Geo(p), se para cada k € N, é vdlido que

P(X =k)=(1—p)'p. (2.23)

Construida através da varidvel binomial, a varidvel de Poisson’ retorna a probabilidade
de k ocorréncias de um dado evento em um tempo ou regido fixados, sendo conhecido o valor

esperado de ocorréncias desse evento, A.

Definicao 2.3.7 Uma varidvel aleatoria X : Q — Ny tém distribuigcdo de Poisson de pardmetro

A >0, e escrevemos X ~ Poi(A), se para cada k € Ny, é vdlido que

A

P(X=k)=e o

(2.24)

Na teoria das probabilidades e na estatistica, lidamos frequentemente com fendmenos que
nao podem ser descritos adequadamente por varidveis aleatorias discretas. Em muitas situacdes
praticas, as quantidades que medimos ou observamos podem assumir qualquer valor dentro de
um intervalo continuo. Este tipo de varidveis sdo denominadas varidveis aleatdrias continuas.
Para estas, definimos uma quantidade que nos permite avaliar a probabilidade em intervalos,
uma vez que pontualmente ou até sob conjuntos enumeraveis formamos eventos de medida de

probabilidade nula.

7 Poi(4)=lim, Bin(n, %)
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Definicdo 2.3.8 Seja fx : R — [0,00) uma fungdo continua por partes. Dizemos que fx é uma

Juncdo de densidade de probabilidade de X se, para todo intervalo real B, é vdlido que
P(X € B) = / Fe()dx. (2.25)
B

Onde B=R = Q retornaP(X € B) = 1.

Destacaremos as densidades® da varidveis uniforme continua, normal, e exponencial
com suas defini¢cdes e observamos suas formas na figura 4. A primeira dessa lista serd a varidvel

uniforme continua.

Figura 4 — Curvas comparativas das densidades de distribui¢do uniforme, normal e exponencial
para diversos parametros.

Uniforme Normal Exponencial
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Fonte: Autor

Definicao 2.3.9 Dizemos que a varidvel aleatoria X tem distribui¢do uniforme no intervalo

la,b), e denotamos X ~ % [a,D), se:

fx(x)=—1px), xeR (2.26)

Note que essa distribui¢do é constante dentro do intervalo de interesse e, portanto,
qualquer intervalo contido em [a,b]| "pesa" diretamente proporcional ao tamanho do intervalo

segundo a medida de probabilidade.

A préxima distribui¢do € dita normal, por vezes também chamada de distribui¢do gaus-
siana, a qual € mais densa em um dado valor i e passa a ser menos densa a medida que nos

afastamos de da redondeza de u.

8 Nem todas as distribuicdes possuem uma fungdo densidade, mas trataremos do grupo seleto que possui.
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Definicao 2.3.10 Dizemos que a varidvel aleatoria X tem distribuicdo normal com pardmetros
uEReoc? >0, edenotamos X ~ N (u,0?), se:

1 _Gw?
fx(x) = —=e 22, xeR (2.27)
V2ro?
Para conhecer caracteristicas dessa v.a., precisamos entender o que sdo v.a. independentes.
E natural pensar em varidveis aleatérias independentes, visto que apresentamos eventos aleatérios
independentes, para tal considere os eventos {X € A} e {Y € B} com A, B C R, se estes eventos

sao independentes, entdo X e Y sdo ditas independentes, ou formalmente

Definicao 2.3.11 Diz-se que duas varidveis aleatorias X e Y sdo independentes se, para cada

dois conjuntos A e B de niimeros reais os eventos {X € A} e {Y € B} satisfazem

P(X €AY eB)=P(X €A)P(Y € B) (2.28)

O paralelo entre varidveis independentes e eventos independentes nos permite estender
essa definicdo a um conjunto maior de varidveis, conforme descrito na definicdo 2.2.4, o que é
fundamental para a compreensdo do papel da distribui¢do normal. Na teoria da probabilidade,
essa distribuicao desempenha um papel central devido ao Teorema Central do Limite [18], o qual
assegura que a média de varias amostras de uma mesma varidvel aleatéria, ou de amostras de
vérias varidveis idénticas, converge para uma distribui¢do normal sob certas circunstancias. Esse
teorema € fundamental em diversos campos da ciéncia, como na descri¢do da distribui¢ao das
velocidades das particulas de um gés ideal em equilibrio térmico, conhecida como distribuicao
de velocidades de Maxwell [17,19]. No movimento browniano [17, 19], onde a distribui¢do das
posi¢cdes de uma particula ao longo do tempo também segue uma distribuicdo normal quando
consideramos a média das posi¢des apds muitos passos aleatdrios. Na teoria das filas [20], o
tempo de espera para o proximo evento pode ser modelado usando outro tipo de distribuigdo,
porém, quando somamos muitos desses tempos de espera, a distribui¢do da soma se aproxima
de uma distribui¢do normal. Além de numerosos exemplos na economia, na biologia e diversos
outros campos de estudo, o Teorema Cental do Limite revela o protagonismo da distribui¢ao

normal e reforca a escolha para o nome da mesma.

Uma dltima varidvel que mencionaremos € a varidvel exponencial, a qual retorna uma
densidade nula para x < 0, podemos dizer que ndo ha "massa" de probabilidade para x < 0,
e, a medida que nos distanciamos de x = 0 pela direita, observamos um decaimento do tipo

exponencial na densidade dessa varidvel.

Definicao 2.3.12 Dizemos que a varidvel aleatoria X tem distribui¢cdo exponencial com pard-

metro A > 0, e denotamos X ~ Exp(1), se:

fx(x) =Ae Mpng, x€R (2.29)
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O papel da distribuicdo exponencial surge devido ao fato de satisfazer a relacdo peculiar
PX >t+s|X>s5)=PX >t+s)/PX >s5)=P(X >1), (2.30)

onde apenas a ultima igualdade € particular da distribuicdo exponencial, essa relagdo esta
associada com a ideia da perda de memoria de uma v.a. e passa a ser de grande relevancia na

teoria das cadeias de Markov que abordaremos adiante.

Nesta subsecdo, focamos na definicdo de algumas varidveis aleatdrias, embora existam
muitas outras que preferimos ndo especificar, como a varidvel aleatéria hipergeométrica ou
as variaveis que geram as distribui¢des gama e beta, entre outras [18]. Na proxima subsecao,
abordaremos a seguinte pergunta: Qual € o centro de massa de probabilidade das imagens de
uma varidvel aleatdria? Reconhecemos que algumas imagens podem ser mais provdveis do que

outras, entdo, onde se encontra o centro de probabilidade dessas imagens?

2.3.2 ESPERANCA DE VARIAVEIS ALEATORIAS

A discussdo quanto a ideia de valor médio, expectativa ou valor esperado incia nesta

secdo com o conceito de Esperanca, o qual estende a ideia da média ponderada.

Definicao 2.3.13 A esperanca de uma varidvel aleatéria X é definida com base em seu espectro,

discreto ou continuo, e, respectivamente:

EX]= ) aPX=a) (2.31)
a€lm(X)
E[X] = /R - f(t)dt (2.32)

onde fx é a densidade da varidvel X continua

Para ilustrar, na tabela a seguir, listamos as varidveis aleatdrias apresentadas na subsecio

passada bem como as suas respectivas esperancas.

Tabela 1 — Esperancas das Distribuicdes Classicas de Probabilidade

Distribuicio | Esperanca
Unif{ay,...,a,} | 9554
Be(p) p

Bin(n, p) np
Geo(p) 1/p

Poi(A) A

U (a,b) ath

N (u,0%) u

Exp(1) /A




2.3. Varidveis aleatorias 27

Note que a distribui¢c@o uniforme discreta resgata a no¢ao da média aritmética simples,
a qual tém pesos probabilisticos iguais para as imagens da sua v.a.. A varidvel Binomial t€m
esperanga np, visto que a mesma pode ser construida com n passos de uma v.a. de Bernoulli [18].
Uma ultima observacdo, podemos obter a esperancga das v.a. continuas listadas encontrando o

valor x para o qual a sua funcio densidade tém sua area divida em duas partes iguais.

E interessante conhecer as técnicas algébricas usadas para se obter as esperancas listadas.

Sendo assim, segue a demonstracido das mesmas:

Prova 2.3.1 Para demonstrar os resultados presentes na tabela, seguem os passos para cada

distribuigcdo:
Distribui¢cd@o Uniforme Discreta
As imagens possuem o mesmo peso, o que permite explicitar a soma das imagens de X
! 1 a+---+a
E[X] = Zai]P)(X =a;) = Za,; = fn
i=1 i=1

Distribuigdo de Bernoulli

Como hd apenas duas imagens possiveis, temos

E[X]=1-P(X=1)4+0-P(X =0)=p

Distribuicdo Binomial

Para k > 1, podemos usar: k- (Z) = Wén—k)' =n- (Zj) e deslocar o indice do

somatorio para reescrever a soma como binémio de Newton.

EX]= Y kPx = k) = Y k(™) p(1 — pyt
= % ke =0 = k() A1)

=0
n—1Y ;4 n—k
1_
(k_l)p (1-p)

ann:

=
. n n—1Y\ , 1— p)=D—k _ 1—p))!
pkz< L )p( p) p(p+(1-p))

=0

—_—

Distribui¢d@o Geométrica

A parte do termo geral da soma que varia com seu indice pode ser escrito como uma
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derivada, extraida da soma e, entdo, observamos uma série geométrica, cuja soma é conhecida.

fa} k=0
_ - i _ k:_ “ - _ k
= pkgdp(l p) pdpkgo(l p)

d 1 1
:‘%[ —(1—p>}:"’[‘?}
=1/p

Distribuigdo de Poisson

A parte do termo geral da soma que varia com seu indice, com alguma dlgebra bdsica,

pode assumir a forma da expansdo em série de poténcias da fun¢do exponencial.
=Y kPX =k =Y ke T =2t S =2
];) ,;1 k! ,;1 (k—1)! k’

Distribuicdo Uniforme continua

Basta usar manipulagoes algébricas simples

« b 2_ 2 (b—a
E= /waX(X)dx: /a xebx = biab 2 . —;(b)gba) |
_b+a

2

Distribuicd@o Normal

Decompomos o integrando em duas parcelas, onde uma delas sob a mudanca y =

(x—u)/V2mo? passa a ser umafungdo impar avaliada em R e a outra é uP(X € R).

2

oo (X71~1)
E[X :/ xfx (x)dx = 262 dx = / W)+ ule 207 dx
)= [_aptonts= s | m Hle
1 oo _ =) _
= \/2_2 —‘u)e 202 dx—|—u 202 dx
TO

\/_

202
= )Y yd?H’N/ Jx(x

=u
Distribuicdo Exponencial

Se faz necessdrio realizar uma integragdo por partes, na qual o termo de integragdo é

nulo quando aplicado nos limites.
o] (o] oo (o) 1 oo
E[X] :/ fo(x)dx:/ xde Mdx = [—xe_“} -l-/ e Mdx = —/ Sfx(x)dx
oo 0 0o Jo AJ o
=1/

O que conclui nossa lista de demonstragoes.
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Ap6s o calculo das esperancas de alguma v.a., podemos nos perguntar como podemos
criar novas varidveis usando algumas ja conhecidas. Para tal, seja g uma fung¢do real de uma

varidvel real, g : R — R, sendo X uma v.a. discreta, entdo g(X) também é, e segue o resultado

Elg(X)]= ) ga)-P(X=a). (2.33)

aclm(X)
Para verificar esse resultado basta fazer uma resoma, ao decompor a probabilidade dos eventos em
{g(X)=b:bcIm(g(X))} como soma das probabilidades de eventos em {X =a:a € Im(X)}

Bl(X)) = LpPeX)=h)=F ¥ X =a)=Lela) FX=a)

b acg=!({b})

A discussdo sobre a esperanca de varidveis aleatdrias € vasta e repleta de resultados
importantes para a teoria. Para evitar nos alongarmos demais e desviar o foco deste trabalho,
encerraremos aqui a discuss@o sobre varidveis aleatdrias. Vale ressaltar que existem vadrias
notagdes usuais para a esperanca de X, como X e (X). Utilizaremos esta tltima no préximo

capitulo, em conformidade com a notac¢do adotada na referéncia [21].
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2.4 CADEIAS DE MARKOV

Uma varidvel aleatéria que varia com o tempo é nomeada de varidvel estocéstica. Ini-
cialmente consideramos que os estados dessa varidvel possam sofrer mudangas apenas em
intervalos de tempos iguais de forma que o tempo possa ser discretizado. Naturalmente, a proba-
bilidade de uma varidvel x; assumir seus ¢’s primeiros valores é dada pela probabilidade conjunta
pe(no,ny,no, ... ,ny), isto é, a probabilidade de x; em ¢t = O retornar ng, em ¢ = 1 retornar nj, em

t = 2 retornar n,, € assim sucessivamente até o instante /.

Em especial, desejamos obter a probabilidade de x; assumir o valor nyy; no tempo
t = £+ 1 dada a sequéncia de passos anteriores ou, algebricamente, py. 1 (ng.1|no,ni,na, ... ,ny).
Para o caso particular de uma varidvel aleatéria em que o passo seguinte depende apenas do

passo atual temos o chamado processo markoviano,

pes1(nepi|no,nyna, ... ng) = pepi (nesr|ng). (2.34)

Comumente € dito que um processo markoviano € um processo sem memdoria ou até que tém
memoria de uma etapa, o que enfatiza sua fraca dependéncia com passos anteriores. Esse conceito
¢ fundamental em diversas dreas, como em sistemas de filas, previsao meteoroldgica, financas,
entre outros. Por exemplo, na previsdo do tempo, um modelo Markoviano pode prever o clima de
amanha com base nas condicdes atuais, sem depender do histdrico climatico anterior. Em financas,
o movimento dos precos das acdes pode ser modelado como um processo Markoviano, onde o
préximo preco depende apenas do prego atual. No entanto, € essencial avaliar cuidadosamente a
adequacdo do modelo as caracteristicas especificas dos dados e dos fendmenos em estudo. Em
situacdes onde ha forte dependéncia do histérico, modelos mais complexos que capturam essa

dependéncia podem ser necessdrios para obter previsdes mais precisas.

Usando a regra do produto podemos expressar a probabilidade conjunta de uma variavel

X; assumir a sequéncia de passos ng,ny,ny,...,ny até o tempo t = ¢,
pe(no,ni,na,...,ng) = po(no)p1(nilno)p2(nalny) ... pe(nelne—1), (2.35)

Para avaliar a probabilidade da varidvel x; retornar ny, no tempo ¢ = ¢, precisamos

somar as probabilidades conjuntas p;(ng,ny,ny,...,ny) sobre todas as combinagdes possiveis de
no,ny,na,...,np—q,
Pe(ng) =Y YY) pelno,ni,na,... )
ny—q np ni ng
=Y Y)Y po(no)pi(nilno) pa(nalni) ... pe(nelne—)
ng—1 ny ny no
=Y Pri(ne—1)pelnelne—y). (2.36)

ng—1

Os elementos py(ng|ny_1) sdo interpretados como sendo as probabilidades de transi¢do

dos estados da forma ny_| para os estados ny, mudaremos a notacao desses elementos para

T(ng,ne—y),
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Py(ng) = Y T(ng,ne—1)Pr_i(ng_1). (2.37)

ny—1

Esses elementos T (n,m) formam uma matriz quadrada, a qual estudaremos a seguir.

2.41 MATRIZ ESTOCASTICA

Reescrevemos a equagdo (2.37) de modo que simplifiquemos a notagdo, onde na combi-

nacdo de probabilidades da forma Pj(m), com j=1,...,£—1, geram a probabilidade IPy(n)

Po(n) =Y T (n,m)P;_(m). (2.38)

As primeiras propriedades basicas da matriz cujos elementos sdo 7' (n,m) sdo assistidas

na concepg¢do desses elementos serem probabilidades condicionais, assim

T(n,m) >0 (2.39)

Y T(n,m)=1. (2.40)

n

Definicao 2.4.1 Um matriz quadrada T em que seus elementos satisfazem (2.39) e (2.40) é
chamada de matriz estocdstica. Ou seja, cada uma de suas entradas é ndo negativa e a soma

das entradas de cada coluna é igual a 1.

Definimos a matriz Py pela matriz coluna cujos elementos sdo Py(n), o que permite

reescrever o conjunto de equacdes em (2.38) em forma matricial

Py =TPy;. (2.41)

Seguindo a recorréncia de ¢ até 0, podemos expressar P, em termos de Py pela aplicacio

sucessiva da matriz 7,

P, = T'Py, (2.42)

ou explicitamente

Py(n) = Y T*(n,m)Py(m). (2.43)

Os elementos da matriz T* podem ser interpretados como probabilidades de transi¢do
entre estados ap6s ¢ passos. Em suma, o elemento T (n,m) é a probabilidade da varidvel x,

assumir o valor #n no instante ¢ dado que x; = m em um instante anterior.
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2.4.2 EQUACAO MESTRA

A "equacdo mestra" é um conceito fundamental na teoria de processos estocdsticos,
usado para descrever como as probabilidades dos diferentes estados de um sistema markoviano

evoluem ao longo do tempo, em um contexto de evoluc¢do continua.

Inicialmente escrevemos a Equagdo (2.38) substituindo o indice ¢ que indica o instante
de tempo por uma varidvel ¢, agora, presente no argumento de P, e nomeamos o intervalo de

tempo entre transi¢des de Af, entdo

P(n,t + At) ZTnm m,t). (2.44)

Ao separar o termo em que m = n, podemos escrever T'(n,n) = 1 =Y, 4, T (n,m) devido

a Equacido (2.40). Disso e da Equacdo (2.44) segue-se que

P(n,t -+ Ar) — =Y T(n,m)P(m,t)+T(n,n)P(n,1) —P(n.1)
m##n
=Y T(n,m)P(m,t)— Y T(m,n)P(n,1)
m#n m#n
- ; [T (n,m)P(m,t) — T (m,n)P(n,t)].

Uma hipdtese necessdria € que os elementos ndo diagonais da matriz estocdstica possam
ser escritos como T (n,m) = AtW(n,m), onde a matriz auxiliar W possui como elementos
W (n,m), associados a taxa de transi¢do do estado n para o estado m e, portanto, essa matriz
recebe a nomenclatura de matriz de transi¢do. Essa hipdtese nos permite escrever a razao
incremental de Newton para a probabilidade em funcio de elementos que ndo dependem do

intervalo de tempo At

P(n,t +At) —P(n,t)
At

=Y W(n,m)P(m,t) —W(m,n)P(n,1)]. (2.45)
m#n
Tomando o limite em que Ar — 0 e obtemos a equacao diferencial nomeada de equacdo

mestra:

IP(n,1)

— = L Wrm)P(m,t) =W (m,n)P(n,1)]. (2.46)

m#n
com o devido cuidado podemos apagar a restricdo m # n, visto que o elemento onde ocorre a

igualdade € nulo.

Em resumo, a equagdo mestra é essencial para modelar e analisar a dindmica de sistemas
markovianos. Tal equagdo diferencial fornece uma base matematica s6lida para entender a
evolugdo probabilistica dos estados ao longo do tempo, como o modelo de adsorcao de dimeros

o qual esse trabalho tratard no proximo capitulo.
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Estudaremos neste trabalho o chamado RSA, Random Sequential Adsorpition, que
descreve um processo em que particulas sdo inseridas aleatoriamente em um determinado
ambiente, acoplando-se a superficie do mesmo. As particulas adsorvidas no sistema permanecem

fixas durante todo o processo, ndo sendo permitidas sobreposicdes sobre particulas ja adsorvidas.

No nosso estudo, essas particulas depositadas serdo dimeros e estes serdo depositados
em uma cadeia unidimensional com infinitos sitios. Para nossos fins, basta saber que um dimero
¢ uma molécula composta por duas unidades iguais, como o préprio termo sugere', tornando-o

geometricamente um objeto que ocupa dois sitios vizinhos.

A densidade de ocupacdo desses dimeros em uma cadeia unidimensional infinita [1,2,21,
22] em situagdo de preenchimento deterministico maximo ocorre com densidade 1/2, enquanto

a situacdo de minima adsor¢@o ocorre com densidade 1/3, como ilustramos na Figura 5.

Figura 5 — Deposic¢ao aleatéria de dimeros nas situagdes deterministicas de mdxima e minima
densidades.

pmax = 1/2

Fonte: Autor

Observe que podemos pensar nesse problema considerando que, quando hd a ocupagdo
de um sitio por um dimero, os sitios vizinhos a um adsorvido devem ser tomados como nao
alocéveis. No regime estocdstico, desejamos observar a densidade de dimeros adsorvidos ao
longo do tempo até haver a saturacdo dessa deposicao e notar que a densidade limite reside entre

os limitantes mencionados.

I §ic (dis), do grego, é um prefixo que significa "dois"e uépog (meros) é uma palavra que significa "parte"ou

"porcao".
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Inicialmente calculamos a densidade de distribuicdo de dimeros na rede p(r) usando a
equacao mestra [21]. Na sequéncia, modelamos a deposicdo aleatéria de dimeros mapeando-a
em um problema diferente cuja solucao deve ser a mesma tendo como foco a solugdo presente

na referéncia [22],

Teorema 3.0.1 Considere o problema de RSA com exclusdo do vizinho mais préximo na rede

unidimensional. Para todo t > 0, temos que

plt)=———— G.1)

t

Onde o pardmetrot > 0 pode ser reescalado port € [0,1] comt = e~ — 1 e, portanto,

1=
pl)=—5— (3.2)
Ap0s essa segunda solugdo, analisamos numericamente e discutimos a consisténcia dos
resultados. Por fim, apresentamos uma solucio obtida por modelagem de tal forma que a mesma

abre o leque de possibilidades para estudos futuros.
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3.1 SOLUCAO 1 - OCUPACAO DE DIMEROS EM CA-
DEIAS FINITAS

Tratar da finitude da cadeia é no minimo interessante, visto que cadeias relativamente
pequenas podem se comportar absurdamente diferentes em relagcdo a situagdo com infinitos sitios.
Para ilustrar, o nimero minimo e maximo, respectivamente, de dimeros adsorvidos numa cadeia

com N > 1 sitios? em t — oo é

Npmiv = [N/3], (3.3)
Npuax = [N/2]. (3.4)

Entre Npyn € Npyax, inclusive, temos a quantidade de configuragdes de saturagdo
para a adsorcdo em uma rede com N sitios, a densidade de cada configuracdo dessas pode ser

observada na figura a seguir.

Figura 6 — Lista de todas as densidades de saturacdo possiveis para um dado nimero de sitios.
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Fonte: Autor

Fica claro que as densidades das configuragdes possiveis do sistema flutuam em torno de

0.43, esperamos resgatar esse resultado limite ao final desta se¢@o.

2 Nestes limitantes de nimero de dimeros adsorvidos usamos a simetria na qual o caso do primeiro e o tltimo
sitios sdo vizinhos, caso essa condi¢do ndo fosse levada em conta terfamos Npyy = [N /3].
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Inicialmente definimos uma listagem de varidveis aleatdrias (@;)se 1N3, onde cada uma
indica a situagdo de ocupagdo de cada sitio, no instante de tempo #, as mesmas retornam 0

se o sitio estd desocupado e 1 caso contrario. No instante 7, a probabilidade da configuracao

o = (w,0,0s,...,0y) representada por P(w,7) e é governada pela equagdo mestra,
a S S
SB(@.0)= ¥ {ws (@) B (@',1) ~wy(0)F(0.1)}, (3.5)
4 sely
onde @° = (@) ..., 05_1,dDs, W11, -+ ,0y) com By = 1 — s e wg(w) € a taxa de transi¢do do

sitio s da configuracdo w para a configuracdao @*,

We(0) = By_| Dy @Dy 1. (3.6)

A expressao para w; verifica que somente na mudanga do estado de ocupagdo do sitio
s ou de um de seus primeiros vizinhos o mesmo deixa de ser 1 e passa a ser 0, sem que
haja uma segunda alterac@o. Outro ponto relevante a se observar € a escolha da constante de
proporcionalidade que vincula wy(®) com P(@wy_1 = @y = @51 = 0,1|®,1) = @s—1 D5 @y, em

nosso caso tomamos com sendo 1.

Para determinarmos a densidade de particulas adsorvidas recorremos a um resultado da

Teoria Ergddica presente no apéndice A,
pn(t) = () =1—(@y) :=1—c(1), (3.7)

usaremos a equacao mestra para encontrar a evolugdo temporal da correlagio entre sitios de um

intervalo contendo m < N sitios vizinhos,

{+m

[T @ ) :=cnl(). (3.8)

j=1+¢
Pela simetria translacional do problema, observamos ¢ como um indice mudo na defini¢do de c,,,
de modo que em geral iniciaremos com ¢ = 0 ou ¢ = 1 a depender do momento que desejarmos
transladar os indices do produto e por conveniéncia usaremos /,,, para denotar m indices de sitios
vizinhos. Além disso, os sitios estdo desocupados em ¢ = 0, obtemos uma condi¢do de contorno

para ¢, desse fato,
cm(0) =1. (3.9)

Usamos a definicao de esperancga, para escrever a correlagdo em termos da probabilidade

de uma determinada configuracao,

[Ta)=)Y(]]a |Po,:). (3.10)

JEIn Y JEIn

3 Podemos pensar em uma rede periédica infinita com perfodo de N sitios, para tal terfamos que assumir que

quaisquer dois indices i e j que satisfazem i — j = Nn com n € Z, também satisfazem @; = ®;, 0 que garante
uma simetria entre todos os sitios ja que @y passa a ser vizinho de @;.
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Ao tomar a derivada temporal da dltima equacgdo, substituimos a equacdo mestra no

segundo membro,

<Hw,> z(nw,) T o (0B (@',1) - wy(0)(0,)}

JEl, o \jel, s€ly
=) ) [(H d’f) wy(@*)P(0*,1) — (H (Dj> ws(@)P(w,t) (3.11)
sely @ JEIn j€ly

avaliamos as somas da ultima igualdade observando os casos onde a soma mais externa é

decomposta nas situacdes em que s € I, e s & I,,.

Quando s € [, a primeira parcela do termo geral sempre € nula, a prova disso € vista no
fato de que wy(®@®) possui um fator @; e o produtério [];¢;, @; possui o fator @, W;®; =0 o

que garante a demonstracdo do fato

(H (u])ws P(w*,t) = 0.

J€l,

Quando s ¢ I,, a soma geral é nula, basta permutar a soma sobre as configuragoes ®

)P [(H w) ws<wS>P<ws,r>] =Y ) (H a») ws(@)P( r>:

sély @ JEly s€ly o° JEl,
=ZZ (ij>ws P(w,?)] .
S€IN ]Elm .

Com as duas consideracdes acima a equagao (3.11) pode ser reescrita,

()
= — ws(m) ®; ), (3.12)
€Ly J€ly
paraoscasosm=1em=2
ad . o O
3 (@p) = (D1 B¢ Bp1) = (Dp@11Bp42) (3.13)

J . . L o
3 (@D @ps1) = (Dp—1 Dy @ps1) + (Dp @y Bpi2)

= 2(@y @11 Dp+2) (3.14)
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para o restante do casos, 2 < m < N e m = N, observamos que ao decorrer da soma sobre s € I,,,,

somente os termos com s = £ e s = ¢ +m — 1 diferem dos termos restantes

P l4+m l+m l4+m+1
Sl (1) (1)1
JEL, j=t Jj=1+¢ j=1+£

:(m_2)<ncz>j>+2< I1 w,> (3.15)

jelln jeIerl

(

Retomando a notacdo para a correlacdo de m sitios vizinhos, podemos reescrever (3.13)
e (3.14),

d

_Ecl =c3 (3.17)
d
—ECQ = 2C3. (3-18)

Observamos que c; e ¢ /2 diferem apenas por uma constante, usando a condi¢do de
contorno em (3.9) temos ¢, (¢) = 2¢;(t) — 1. Por fim, vinculamos ¢; a densidade da rede py =

1 — ¢y presente em (3.7),

1_
pw(r) = %@ (3.19)

A mudancga na escrita da densidade se deve ao fato, de podermos escrever a correlagdo

para N > m > 1, equacdo (3.15), de uma forma diferente se comparada a equagdo (3.17), para

m=1,
e, - (m—2)cm+2¢mi1 ,1<m<N
Ncy ,m=N (3.20)
cm(0)  =1.

A equacgdo acima possui dois casos, onde o segundo trata-se diretamente da equacgdo

(3.16). Para a solugdo, considere uma transformacéo de c,, para u,,(t) = cm(t)e(mfz)t ,

—2upi1(t)e™ J1<m<N
—2upn (1) ,ym=N (3.21)

%um(t) =
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Em seguida, tomamos uma mudancga de varidvel y = e~ retornando uma nova equacéo

diferencial* tomando v,,(y) = un(t),

4, 2Vmi1(y) ,1<m<N
’ 2on(y) /)y m=N (3.22)
vm(l) =1

Observe que podemos solucionar esta tltima equacgao por recorréncia, visto que o caso
m = N € separdvel e a solu¢do independe de m. Neste caso, temos uma solu¢do do tipo polinomial:
vy (y) =y*> =1+2(y— 1)+ (y — 1). Para os demais indices

y
vm(y) =142 /1 Vi1 (), (3.23)

e tal relacdo retorna o polindmio

N—1 2y —1)]" -1 N
n=0 : :

onde retornamos a representagio original, em termos de ¢;(7), ¢2(t) = ua(t) = vo(e™ "), que nos

permite calcular a densidade da rede devido a relacdo (3.27),

p(t)zz{l_”zlw_—w_zzv_lw}_ (325)

2 = n! N!

Este resultado pode ser demonstrado de outras formas como pode ser encontrado nas
referéncias [10,23]. No entanto, o resultado para a rede infinita ndo pode ser aceito diretamente
tomando o limite N — oo, visto que a validade da equacao mestra foi garantida apenas para
cadeias finitas. Note que a equacdo %CN = —Ncy em (3.20) atua como equagdo de corte para o
sistema de equagdes, aliviaremos essa condi¢do de truncamento bem como a sua descendéncia
nas equacdes posteriores, para observar o papel da rede infinita na hipétese de sua validade. Neste
caso, a solucdo da equagdo (3.22) por recorréncia serd descartada e adotaremos uma solugdo em
série sob a metodologia da equagdo mestra. Nessa consideragdo, a equacao diferencial para v,,,
em (3.22), passa ser mais facilmente solucionada, basta observar que a n—ésima derivada de v,,,

W () =2 (y),

considere agora a seguinte série:
(n) n
vm’ (1) (2y—2) 2y-2
o M = M
d dyd d
4 =L et
Observe que ar " drdy &

5 2y—2

a série apresentada converge absolutamente para e
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conclufmos que v,,(y) = e*~2. Logo:

cm(t) = e~ (m=2)1 2(e™~1) (3.27)

Assim, tomando m = 2 e substituindo em (3.19),

| — e2(e'=1)
pt)=—"7F— (3.28)
Tomando ¢ — o obtemos o resultado obtido por Flory [1],
1—e?
p(e0) = — = 0.432332358381693... (3.29)

Nosso estudo requer N suficientemente grande para aplicagcdo, no entanto, € interessante
observar cadeias menores para entender a construcdo e a validade da teoria para cadeias infinitas.

Neste caso analisemos a figura 7.

Figura 7 — Densidade da deposi¢do sequencial e aleatéria de dimeros observada no tempo con-
tendo os casos finitos com N = 2,3,4,5,6,7,8 e a situacao limite N — oo,

0.5 1

0.4 1

0.3 1

Pn(t)

0.2 1

0.1 1

ZZZZﬁZZZ
g 0 N o vk wN

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

Fonte: Autor

Com a prépria nog¢do do que vem a ser um dimero, iniciamos a andlise com dois sitios
em diante. As situagdes minimas N =2 e N = 3 refletem as densidades maxima e minima
deterministicas para a cadeia infinita e, em suma, cadeias com um ndmero par sitio sio mais

densas que cadeias com um nimero impar de sitios, mas ambas com tendéncia monétona tendem
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a curva limite. Quanto a curva limite, possui uma forma esperada, a mesma é mondtona visto
que o numero de particulas adsorvidas s6 pode aumentar e a mesma € cOncava para baixo ja
que a rede tém um regime de saturacdo, em outras palavras, a curva € limitada e crescente com

algumas cotas estabelecidas no inicio do capitulo.
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3.2 SOLUCAO 2 - OCUPACAO DE DIMEROS COM VA-
RIAVEIS UNIFORMES INDEPENDENTES

Inicialmente, cada sitio possui um relégio com um ponteiro posicionado aleatoriamente
e de forma independente dos demais relogios. Todos os reldgios sdo acionados simultaneamente
em t = 0, quando todos os sitios estdo vazios. A unidade de tempo € graduada de forma que um
ciclo completo dos ponteiros ocorra no intervalo [0, 1]. Denotamos por 5 € (0, 1) o intervalo de
tempo desde o acionamento do reldgio do sitio s até 0 momento em que o ponteiro deste relégio
alcanca a "posi¢ao de 12 horas" e, por simplicidade, batizamos ¢, de tempo de ocupagio do
sitio s. Por fim, em ¢ = ¢, temos a tentativa de ocupagdo do sitio s por um dimero, caso os sitios

vizinhos a s estejam desocupados em ¢, um dimero € depositado, caso contrério, ele € rejeitado.

Na figura 8, observamos uma comparagdo visual do problema de deposi¢do aleatéria com
a sequéncia de relogios. Observe que a deposi¢do ocorre nos sitios 0, —2,4, —5,2 e exatamente

nessa ordem, seguindo o padrdo de cores das mais intensas as mais claras.

Figura 8 — Deposic¢do aleatéria de dimeros comparada a sequéncia de rel6gios com o tempo de
ocupacdo sendo uma varidvel aleatéria.

Fonte: Autor

Em nosso modelo, seja T = (f;),cz uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d. com
distribui¢do uniforme no intervalo (0, 1). Para observar a ocupacdo de um determinado sitio s

construimos 3 conjuntos,

A()={T € (0,1)2:1, <1}
B={T < (0,1)%: @, (T,t;) =0} (3.30)
C={T € (0,1)%: o, (T,t;) =0}.

Note que o conjunto A(¢) é ndo vazio quando o tempo de ocupagdo do sitio s passou

desde o acionamento, ja os conjuntos B e C s6 possuem elementos quando os sitios vizinhos ao
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sitio s estdo desocupados no tempo #;. Dado ¢ € [0, 1], seja @(¢) : (0,1)% — {0,1} uma funcio

que retorne 0 enquanto o sitio s estd desocupado e 1 caso contrario®.

Tal func¢do serd chamada de ndmero de ocupagio do sitio s e, portanto, escrevemos:

COS(T,Z‘) = ILA(t)ILB]lC (3.31)

A modelagem do problema original apresenta um problema notavel: dois relégio pos-
suirem o mesmo tempo de ocupagdo, porém, esse evento pode ser ignorado um vez que tal
ocorréncia possui probabilidade nula. Basta observar na figura 9 que o produto cartesiano dos
pares de possiveis tempos de ocupagdo de dois reldgios, 7. € 77, tem probabilidade nula para o

caso em que f, = tf.

Figura 9 — Produtos cartesianos de possiveis eventos de dois relogios distintos em dois tons de
verde, o tom mais escuro apresenta uma situacao de probabilidade nula de ocorréncia,
o qual ignoramos em nosso estudo.

te
r 3

1 Le =1

Fonte: Autor

Analisamos a média sobre todas as configuracdes possiveis do sistema que garantem a
ocupacdo de um sitio, através da esperanca de um nimero de ocupagdo, para obter a densidade
espacial da rede, devido a um resultados da teoria Ergédica presente no apéndice A. Assim, a
densidade espacial da rede ou, equivalentemente, a esperanca do nimero de ocupagado s pode ser

escrito diretamente como a probabilidade de ocupacao desse sitio s,

p(1) = E(os(r)) = P(y(T,1) = 1) (3.32)

Por simplicidade omitiremos 7 € (0, 1)% quando estabelecermos eventos através de v.a.
que deixem claro a forma do espago amostral, como eventos do tipo {T € (0,1)% : ¢, > tr} ou
{T € (0,1)%: w,(T,t) = 1}. Note, ainda, que a construgio do problema pressupde a auséncia de
sitios privilegiados, de tal maneira que podemos garantir invaridncia translacional, E(wy(z)) =
E(ao(r)).

6 Podemos entender @w; como uma fungio do tempo e da colegio de tempos de ocupagio de cada reldgio da rede,
@ : (0,1)% % [0,1] — {0,1}.
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Para construir os eventos que verificam a ocupagao do sitio O observamos as possibi-
lidades de desigualdades entre os tempos de ocupagdo do sitio 0 com os seus sitios vizinhos,

estabelecendo uma "tetracotomia':

L {to>t}n{tg<t_}
IL {ro<t;}N{to>1_1}
L {to <t }N{ro <t_1}
IV. {to>n}n{tp>1t_1}
Claramente, nessas quatro situacdes, a fungdo p s6 aprecia aquelas em que w_(7,#y) =
1 (T,tp) = 0. Neste caso, observamos os histogramas de tempos de ocupacdo na figura 10 que

estdo associados aos nossos quatro eventos. O evento 1V, visto pelo histograma pode generalizar

as situacdes que ocorrem nos demais eventos.

Figura 10 — histograma que apresenta os casos de interesse associados aos quatro eventos desta-
cados cuja probabailidade € positiva.

Evento | Evento Il
2k 2k+1 —2j—1-2j -3 -2-10
Evento Il Evento IV
"l
H U UU ) 'I]ﬂ
-1 0 1 —2j—1 =2j -2-10 2k 2k+1

Fonte: Autor

Se o for declive monotdnico a partir do sitio 0 nos dois sentidos e é cessado apds um sitio
localizado em uma posi¢do par, entdo a ocupacao deste sitio par € garantida e, por consequéncia,

todos os sitios pares no intervalo [—2j,2k]| sdo ocupados.

Os eventos associados a monotonicidade a partir do sitio zero serdo descritos por eventos

da forma:
{t>1t9, ;i >1i41:0<i<I} sel>0

H(t) = {t > 10} sel =0 (3.33)

{t>1t9, t; >1i1,:1<i<0} sel<O.
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Ja os eventos da forma IV apresentada na figura 10 podem ser descrito através dos

eventos:
Gi(t) = {t_2jo1 > 10} N A (1) Ny (t) N {12k < top1}, (3.34)

onde j,k > 0. Para calcular a probabilidade de ¢« (t) usamos algumas propriedades da probabi-

lidade como a equagdo (2.11),

PXNYNZ)=PY)+PXNYNZ)-PYNZ)-PX°NY), (3.35)

sendo X = {t_o; <t_pj_1},Y = ;(t) NI (t) e Z = {tox < tog41},temos que XNY NZ =
% (t) e, portanto®,

P (Giu(1)) =P (A0 2j(1), i (1)) + P (121 <t2j,72j(t), (1), 10 > top11)
—P(H00(1), Kok (1), top > top1) + P (101 <t_2j,72j(t), #(1))
=P (A 2j(t), (1)) + P (5 2j-1(t), 11 (1))
— P (H)(t), Hox11 (1)) — P (H2j1 (1), (1)) -

(3.36)

Separadamente observamos o valor de P (72,,(¢),.7,(t)),

t
P (A (1),55(1)) :/ P(tg >t 1>t 0> ...>t_p tog>1 >0 >...>1)dy
0

t

:/ Plto>t_1>tp>...>1t_p)Pto >t >t > ... >t,)dty (3.37)
0
g 1

= ——=dty.
o m!n!

Dado que os tempos de ocupagdo sdo varidveis aleatérias com distribuicao de probabili-
dade uniforme, a dltima igualdade pode ser calculada observando que o hiper-volume descrito
pelas inequacdes ty > t; >t > ... > t, € uma fracdo de um hipercubo de aresta ty, como

observamos na figura 11.

Figura 11 — sequéncia de hiper-s6lidos descritos por 1o >t > ... > t,.

t3

&

Fonte: Autor

E pertinente observar que 9 (t) NGy (t) =0 se j# j ouk # K.
P({# <t;}°) =P({t; > 1;}) ja que excluimos uma colegdo de elementos de medida nula da forma {z, =1} para
quaisquer e e f distintos.

8
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Seja T, = {{to > ts(1) > t5(2) > --- > tg(n)} : O € Sn}, onde (Sy,0) € o grupo de permu-
tacdo de I, esse conjunto é formado por elementos disjuntos e a unido dos elementos deste
conjunto formam um hipercubo® com excecdo de um subconjunto do cubo disjunto aos anteriores

cuja medida de probabilidade € nula.

=Pt <to:ke[ln)=P( Ja|=) Pla)=nPlio>1n>0n>...>1),
acT, acT,
por fim,

n

t
Pty > 1 >t2>...>t,,):n—(". (3.38)

Retomando o célculo de P(¥4,(¢)), substituimos (3.37) em (3.36),

gl g2k oo g2k
P(¥..(t —/ ——dty / dt
(F(0) ey W RETE eI

¢ I t2k+] t ¢
/ S R dl‘()—/ S\ dt()
2))! (2k+1)! 0 (2j+1)!(2k)!

Agora somos capazes de calcular (3.32) observando que o evento {@y(7,¢) = 1} é uma

(3.39)

unido disjunta dos eventos ¥ (1),

:]P( U %jk(t)> = Y P (%))

j.k>0 j k>0
21+1 (2k+1
dto + 0 dto
/]gf) k>0 0 >0 2]+1 kgb(Zk—i—l)
(21 21+1 2k

/Z o dt()—/ Z o dl‘()
= k>o (2k+1)! = 2]+1 | & (26)!

= / [cosh?(fy) + sinh? (1) — 2 cosh(zo ) sinh(zg)]dtg

—/ 2t0dt()

1—e” 2

2 )
em ¢ = 1, na ocupag¢do méaxima da cadeia,

p(l) = _2 = 0.432332358381693... (3.40)

Observamos que neste modelo o intervalo de tempo € reescalado em relagdo ao modelo

., - el
da solugio 1, onde (1) € [0,00) U {c0}, jd nessa segunda solugio 1 — e =42 ¢ [0, 1].Nesta
segunda solucdo o tempo € compacto, visto que em laboratério esperamos um tempo finito para

a experiéncia.
9

O volume de um hipercubo de aresta 7 € ;.
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3.3 SOLUCAO NUMERICA

A solu¢@o numérica apresentada nesta sec@o se baseia no modelo da solugdo 2, visto que
escalamos o tempo de maneira finita, o que facilita a construcdo da logica do c6digo. O problema
de deposicdo aleatdria de dimeros do ponto de vista numérico apresenta algumas divergéncia em
relacdo ao problema original, pois nossa cadeia € finita e cada tempo de ocupacao possui uma
representagdo com finitas casas decimais. Observe que, se os pontos flutuantes possuem »n casas
decimais em sua representacdo numérica, temos 10" — 1 possiveis valores para ;. Diante dessas
limitagdes, esperamos ainda observar a tendéncia dos resultados numéricos convergindo para os

resultados observados nas secdes anteriores.

3.3.1 SIMULACAO

Inicialmente selecionamos uma cadeia com uma quantidade de sitios igual a alguma
poténcia de 10, cem mil, por exemplo. Em seguida, adicionamos dois sitios sempre desocupados
aos extremos da cadeia, desta forma esses dois sitios ndo participam do processo, mas permitem
a possibilidade de ocupagao dos sitios extremos que participam. Assim, permitimos que cada
sitio tenha a mesma probabilidade de ocupagdo e, com isso, adicionamos uma simetria observada

na rede infinita.

Na figura 12, observamos um fluxograma indicando os passos que tomamos para produzir

a simulacao proposta.

Figura 12 — fluxograma indicando as etapas necessdarias para a simulagao do RSA para dimeros.

( SUART ’

\ 4

Input N

END

4

Ly =[0,N nl'Jrr)e.ros L@ =1 - YES
?Ieatoglos] s=s+1 Output grafico L, (N (ﬁ))
em (—1,0),0
L, =[] em fungdode t = EE [0,1]

s=0

W= len L; (k) Lii—-1)#1?
i=L7l(x) &
Adicione s/N a lista L, Lii+1)#1?

Fonte: Autor

Em suma, sorteamos uma sequéncia de N nimeros aleatérios no intervalo (—1,0) interca-

lados em uma lista L; que possui N + 2 elementos, sendo esses dois elementos extras os extremos
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da lista, ambos iguais a 0. Definimos uma segunda lista inicialmente vazia, onde retornaremos a

densidade da rede em N tempos, € um contador s do numero de dimeros adsorvidos.

A etapa seguinte consiste em determinar os nimeros x e i que sdo o menor valor de L e

o seu indice, além de adicionar a lista 2 a razdo s/N que corresponde a densidade da rede.

Iniciamos o loop com a condi¢do de encerramento, se x < 0 o cédigo segue em loop,
quando a lista L ndo possuir mais nimeros negativos, mediante de N visitas a lista L; seguidas
da alteracdo de um elemento por vez da mesma, o programa encerra retornando o grafico de
Ly(k) = Ly(Nt) em fungdo de t = k/N € (0,1).

A cada visita a lista L, hd a pergunta se Ly (i — 1) e L1 (i + 1) s@o diferentes de 1, em
caso afirmativo substituimos L; (i) por 1 e s conta mais um dimero na cadeia, em caso negativo
L, (i) é substituido por 0 e, portanto, o préximo loop ndo terd i como indice do menor valor de
L;. Note que, apGs as N visitas a lista L, essa possuird apenas elementos 1’s e 0's apresentando

a ocupacdo e desocupacao de cada sitio.

Neste processo os loops sdo retomados nos instantes em que buscamos x e i em L; como

observamos na figura 12 onde ha um conector circular.

Em nosso cdédigo, escrito em Python 3 e utilizando o gerador de niimeros aleatdrios
baseado no Mersenne Twister, simulamos um sistema com N = 100.000 sitios. Apds aproxi-
madamente 6 minutos de execucao, obtivemos o grafico mostrado na Figura 13. Nesse gréfico,

estdo incluidas as retas ¢, /2 e t /3, cujos significados serdo discutidos posteriormente.
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Figura 13 — Resultado da simula¢do do RSA para uma cadeia com 100.000 sitios, além da curva
esperada temos trés modelos de crescimento linear.

RSA - 100000 sites

0.5 4 7 —
s random rd ot
_—t / L’
’ e
-—=tf2 /s e
-—-t/3 L ‘.
0.4 4 7
— model / vid
!f /’
! s
s /”
4 - -
r - -
- -
0.3 1 ! A7 -~
- ’! . ,/’
7 - -~
2:\ ; ,’ -
‘a 7 - -
c 4 » -
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=] Fi ’/ -
/ ” -
-
0.2 # ’,’ —
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s ” -
/ . -
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!I ,l -
’f -~ f”
- -
0.1 + 7 -
r/ P -
- -
” ’I
-
//”/’
-
,J,’/’
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Fonte: Autor

Na figura 13, as retas nas cores vermelha, verde e azul representam deposi¢cdes que
ocorrem com velocidade de adsor¢do constante, isto €, em iguais intervalos de tempo, quantidades
iguais de particulas sdo adicionadas a rede. A reta em vermelho alcanga a adsor¢do minima de
dimeros, a verde, em contrapartida, a adsor¢io maxima e a azul € o nimero médio de particulas

depositadas normalizado sem a necessidade de serem adsorvidas.

Em vermelho, a adsor¢do € lenta se comparada ao modelo, mas passa a ter uma velocidade
de adsorgo mais alta a partir de r = In/3 ~ 0.54931, onde 1/3 das particulas j4 sio adsorvidas,
algo curioso se pensarmos que a densidade minima possivel € atingida no momento em que a

velocidade de adsor¢do se iguala a velocidade de deposicao minima.

Ja a curva em verde, a velocidade do crescimento linear ultrapassa o crescimento real
em ¢t = In\/2 ~ 0.34657, onde 1/4 das particulas ja foram adsorvidas, um fato particularmente
interessante € que ha um instante de tempo em que esse modelo linear de deposi¢io maxima se
iguala a densidade de particula adsorvidas observadas no modelo aleatério, o qual ocorre em
t=1+ %W(—2e*2) ~ 0.79681 e a metade desse valor numérico corresponde a densidade média

de dimeros por sitios nesse instante.

O ultimo caso ocorre na reta azul, tangente a curva "model" em ¢ = 0, tal reta apresenta o
nimero de tentativas de deposi¢cdo normalizado pelo nimero de sitios. A principio a velocidade

de adsorcdo e de deposicao coincidem, mas quando ha a tentativa de ocupar sitios vizinhos a
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sitios ja ocupados comegam a surgir dimeros rejeitados e, portanto, observamos a supressao da

curva "model"em relacdo a reta azul.
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3.4 SOLUCAO 3 - OCUPACAO DE K-MEROS

Nesta secdo esteremos interessados na solu¢do para k—meros via modelagem, como
perspectiva de estudos futuros. Esta sec@o serd baseada no texto presente nas referéncias [9, 24].
Um primeiro estdgio serd avaliar a cinética de deposicdo de mondmeros, para tal observamos
que a densidade terminal para mondmetros € 1, uma vez que, em um tempo suficientemente
grande a ocupacio de todas as vagas'® da cadeia é possivel. Observamos que a adsor¢io de
novos mondmeros aumenta o valor da densidade dos mesmos na cadeia e, portanto, a taxa da

densidade deve ser proporcional a densidade de vagas desocupadas 1 — p; (), isto é,

dpy
Pr_ip, (3.41)

cuja solugdo pode ser obtida por separacdo de varidveis, sujeita a condi¢éo de contorno p;(0) = 1,

pr()=1—e". (3.42)

Para dimeros, a construgdo se dd em termos de uma quantidade secundaria, essa quan-
tidade estd associada a possibilidade de uma vaga estar desocupada E1(¢). Essa vaga pode ser
ocupada de duas formas, quando a parte direita ou esquerda do dimero tenta ocupar essa vaga,
para tal precisamos de duas vagas desocupadas. Assim a cinética de adsorcao gera uma taxa de
E involuindo com a probabilidade de duas vagas vizinhas estarem desocupadas 2FE, e, desta

dE;

forma, =t = —2E;.

Devido a dependéncia de %, suponha m vagas desocupadas, a taxa com a qual estas
podem ser ocupadas depende da quantidade de formas que um dimero pode ser adsorvido nessas
vagas. A figura 14 apresenta m — 1 formas de adsorver um dimero havendo m vagas vazias, duas
adsorcdes extras possiveis sdo observadas nos extremos dessa sub-cadeia, para tal precisamos de

m+ 1 vagas disponiveis.

Figura 14 — Ideia de construcdo da modelagem.

m — 1 dimeros

A

é
——

m vagas

Fonte: Autor

10" Nas secoes passadas um dimero era um sitio ocupado que impedia seus primeiros vizinhos de serem ocupados,
nesta secdo um dimero na cadeia é um par de vagas ocupadas e, portanto, um k—mero passa a ser um conjunto
com k vagas desocupadas.
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Portanto, a evolugdo temporal de E,,, para dimeros € dada por

dE
d—tm:—(m—l)Em—2Em+1,mZ 1. (3.43)

Apresentamos a solu¢do dessa equacgdo e enviamos a demonstracao para a situagdo com

k—meros em (3.48),

Ep(t) = e~ (m=1i=201=¢") (3.44)

Assim, E(t) = exp{—2(1 —e™")}. Para a densidade de dimeros na rede precisamos considerar
que um dimero ocupa duas vagas e, portanto, 2p,(¢) + E; = 1. Em suma a rede é composta por

vagas preenchidas e abertas, o que permite o cdlculo da densidade,

1— e—Z(l—eft)

pa(t) = — (3.45)

Com a mesma metodologia podemos calcular a densidade de ocupagdo para k—meros,
o cédlculo para E,,;, com m > k, neste caso, soma a contribui¢cao das m — k+ 1 possibilidade de
k—meros completamente inseridos em uma sub-cadeia com m vagas e os pares de configuracoes

que exigem mais vagas desocupadas para k—meros ocupando parcialmente a sub-cadeia. Em

suma. JE
— 2 =—(m—k+1)Ey—2 Y En; m>k (3.46)
dt .
sJ<
Para solucionar tal equacdo diferencial, observamos que sé o coeficiente de E,, no segundo
membro depende explicitamente de m. Considere que dE’f;m = [%n —(E,]e="" e, desta forma
dEe ! _ _
= L=kt DEpe™ =2 ) Epje m>k. (3.47)
1<j<k

Assim, E,,.¢ e Ee~ ! satisfazem a mesma equagio diferencial, o que indica que estas
sao multiplas, com a condi¢do de contorno obrigando a igualdade. Tomamos, entdo, a razao da

equacdo (3.46) por E,, nos da

d 1 dE,, Enyj
—InE,=——=—(m—k+1)-2
=g Ry 1§.<,<Em
=—(m-k+1)-2 Y 7,
1<j<k
integrando temos
1—e /!

InE,=—-(m—k+1)-2 ) :
1<j<k J

Logo

_ et
Em(t):exp{—(m—k+l)t—2 Z ! ? ' } (3.48)
1<j<kJ
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A solugdo para a equacdo em E,, ndo € suficiente para determinar Ep, visto que temos a
restricdo m > k em (3.46), mas observe que, com uma vaga disponivel, um k—mero pode ocupar
a mesma de k formas distintas, necessitando em todos os caso de k vagas disponiveis em torno

dessa que fixamos. Assim, E] decresce com uma taxa proporcional a kEy,

dE;

2 kE,.
dt k

(3.49)

Para determinar a densidade de ocupacio tomamos m = k em (3.48) e usamos o fato que

kpix + E; = 1. Nesse dltimo ponto k<4 TPk = %E 1, temos entao

1—ej
Xps —t —2 ¢
pelt) = /ep{r 1§<k ; }

Desta forma, para kK = 2 recuperamos a solu¢do para dimeros e podemos avaliar quao

(3.50)

cheia a rede estd de k—meros apds um longo periodo, bem como a por¢do de sitios ocupados,

como € possivel observar na tabela 2.

Tabela 2 — Tabela das densidades calculadas para diferentes k—meros.

k kpi (=) Pi()

2 0.8646647... | 0.4323325...

3 0.8236529... | 0.2745509...

4 0.8038934... | 0.2009733...

10 | 0.7695774... | 0.0769577...
100 | 0.7497633... | 0.0074976...
1000 | 0.7478141... | 0.0007478...

Observe que, a medida que k cresce, somos levados a acreditar que o nimero de sitios
ocupados estabiliza. Tomando o limite em que k — oo no somatério'! presente no integrando da

equacdo (3.50) sob a mudancga t' = x/k

1— —jx/k k 1 —jx/k
lim  —iim) —¢
Al Y el = R
k — jx/k
X 1—e*
= lim —
k—>o<>kj§’1 Jx/k
X1 —e Y
= <y,
0 y

tomando o limite de kpy, onde di’ = dx/k,

1" Adicionamos a essa soma a parcela correspondente a j = k, visto que a mesma tém limite nulo.
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t X ] —e Y
lim kpy (1/k) = / exp{—Z/ ¢ dy}dx, (3.51)
k—yoo 0 0 y
combinando o limite sobre sobre ¢
o Xl —e™Y
lim kpy(e0) = / exp{—2/ dy}dx =0.74759792.... (3.52)
k—oo 0 0 y

Esse resultado € observado no problema unidimensional do estacionamento de Renyi [25]. O
modelo de Renyi é uma abordagem que considera a distribuicdao de carros ao longo de uma
tnica linha, em que os carros sdo posicionados aleatoriamente. Esse modelo pode ser usado para
analisar vdrias propriedades do estacionamento, como a densidade média de carros ao longo
de uma linha, a probabilidade de encontrar um espago vazio de um determinado tamanho, ou a

distribui¢do do nimero de carros em uma determinada regido da linha de estacionamento.
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4 CONCLUSOES

Neste trabalho, estudamos o problema da adsorc@o sequencial e aleatdria de dimeros
através do formalismo da teoria da probabilidade. Observamos a soluciao do problema sob varios
aspectos, destacando especialmente a abordagem que utiliza varidveis aleatdrias uniformes. Esta
abordagem, presente na literatura mais recente, permite derivar a solucao sem a necessidade de

equacoes diferenciais.

No ambito numérico, mesmo considerando as aproximacdes decorrentes da substitui¢cao
de numeros reais por pontos flutuantes, obtivemos uma boa concordancia entre os resultados.
O uso de varidveis uniformes contribuiu para a constru¢do de um c6digo mais intuitivo, uma
vez que a geracdo de nimeros aleatérios em um intervalo fechado facilitou a implementagdo e

analise.

Por fim, este trabalho abre perspectivas para extensao ao estudo do adsor¢@o de polimeros
com cadeias em dimensdes maiores e geometrias mais complexas. Esperamos que nosso estudo
inspire jovens pesquisadores a descobrir o prazer profundo de resolver problemas nas ciéncias

naturais por meio da matematica.
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APENDICE A — ERGODICIDADE

Nesta se¢do, apresentaremos a justificativa para a denominacao de p (1) = E(wy(z)) como
densidade de particulas adsorvidas até o tempo ¢. A principio, uma quantidade mais adequada

para essa denominacao seria

—n S\ A.l
n—e  2n+1 (A1)

a razdo da quantidade de particulas adsorvidas pela quantidade de sitios.

Ficamos tentados a aplicar diretamente a Lei Forte dos Grandes Numeros para garantir
que o limite na linha (A.1) coincide com p(r), embora as varidveis de estados ndo sejam
independentes (de fato, uma vez que @y (7) = 1 necessariamente devemos ter @_1(¢) = @ (t) = 0).
Vamos fazer uso da Hipétese Ergddica de Boltzmann para garantir que aquelas médias coincidem,

mas antes precisamos de algumas defini¢des.

Definicio A.0.1 (Eventos Invariantes) Seja (Q,.%,P) um espago de probabilidade e seja dada
uma transformagdo o : Q — Q, um evento A € F é dito ser invariante para ela se é vdlido que

o~ (A) = A. Note que, nesse caso, para cada n € N, é vdlido que " (A) = A.

Dois exemplos de eventos invariantes construimos dentro da ideia de ocupacao de
dimeros e relogios aleatérios, isto €, um sobre as configuracoes do sistema @ € {0, I}Z € 0 outro

no conjunto relégios T € (0,1)Z.

Exemplo A.0.1 Considere o espago amostral Q) = {0, I}Z, e denote T1 : Q1 — Q1 o shift a
direita: dado @ = (@s)scz € Qy, temos que T (®) = (Wy_1)sez- Note que

A={w e Q:a,=1paraalgums e 7}

é um evento invariante para Ti.

Exemplo A.0.2 Considere o espaco amostral Q; = [0,1]%, que pode ser pensado como o
conjunto dos relogios para os sitios de 7, e considere Ty : Qy — Qp o shift a direita: dado
T = (Ty)5ez € Qp, temos que Tr(T) = (Ty—1)sez. Note que, para qualquer colegdo de relogios
T € Q) e qualquer tempo t € [0, 1], é vdlido que

11 (0(T,1)) = o(n(T),1),

onde ®(T,t) estd denotando a configuragdo de sitios ocupados ou vazios no tempo t
para a colegdo de relégios T. Ou seja, denotando por ®(t) : Qp — Q) a fungdo que toma uma
colegdo de relogios e leva na respectiva configuragdo de sitios ocupados ou vazios no tempo t, é
vdlido que

T1om(t) = o(t) o Tp. (A.2)
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71

Q4 Q4
o(t) o(t)
Q) - Q)

Portanto, se A ¢ invariante para T;, entio ®(¢) "' (A) é invariante para T,:
5 (o) 7'(4) =00 (77 '(4) = o) (A).

Note que o papel de 7] e 7 é deslocar o sistema sitio a sitio para a direita e, assim,

710 @(t) = () o Tp(t) realiza uma reetiquetagem do sitios como apresentamos na figura 15.

Figura 15 — Atuacdo ilustrativa de 7| e 1.

—_— _0—e—0—0—0—-0—0-
Tl(—1012345 -10 12 34 5

TR = QO

—0—0—0—0—0—0—0—
-1 0 1 2 3 4 5

Fonte: Autor

Na sequéncia, definimos uma nova transformacao, na verdade, uma classe de transforma-
¢cOes que possuem uma certa invariancia. De certa forma, relativa a medida de probabilidade, os

eventos sdo invariantes para transformacgdo linear mencionada.

Defini¢do A.0.2 (Transformacdes que preservam a probabilidade) Seja (Q,.%,P) um espago
de probabilidade. Uma transformacdo © é dita preservar a probabilidade P se, para qualquer
evento A € F, é vdlido que P(c71(A)) = P(A).

Caso ndo seja familiar ao leitor o que vem a ser a medida de Lebesgue ou a pushforward
de uma determinada probabilidade, exemplificaremos a parte da defini¢do especifica destas que

atende as nossas necessidades.

Exemplo A.0.3 Denote por £ a medida de Lebesgue sobre o intervalo |0, 1]. Ou seja, para
qualquer intervalo [a,b] C [0,1] é vdlido que £ (|a,b]) = b — a. Por sua vez, para cada s € 7,
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considere Pg := . Por fim, sobre o espaco amostral Q; = |0, I]Z, considere a probabilidade
produto:
]P) — HSGZ]P)S'

De maneira candnica, verifica-se que a transformacdo T, definida no Exemplo A.0.2 preserva

essa probabilidade.

Exemplo A.0.4 Dado t € [0, 1], considere P; a distribuicdo do processo de RSA no tempo t,

estudado nesse trabalho. Ou seja, dado um evento A C €4, é vdlido que
Pi(A)=P(T e :w(T,t)€A),

onde o(T,t) estd denotando a configuracdo de sitios ocupados ou vazios no tempo t para a
colegdo de relogios T. Ou ainda, P; é a pushforward da probabilidade P pela funcdo o(t)
definida no Exemplo A.0.2:

P(A)=P (a)(t)*1 (A)) .

Segue-se da Equacao (A.2) e do fato que 7, preserva a probabilidade P que, 7| preserva a
probabilidade [P;. De fato, para qualquer evento B C Q1, é valido que

P (7,'(B)) =P(0(t) ' (7, '(B))) =P ((rl ow(r))”! (B)>
=P ((0(t)ow) " (B))

=P (7, (0(t)"'(B)))
—P(0()(B)
—P,(B).

O tema deste apéndice € Ergodicidade, como o uso das defini¢des passadas apresentamos

0 que vem a ser uma transformacao ergddica.

Definicao A.0.3 Uma transformacdo é dita ser ergodica para uma probabilidade P quando ela

preserva P e, adicionalmente, vale que, se A é um evento c-invariante entdo P(A) € {0,1}.

Existe uma propriedade mais facil de ser verificada em transformagdes e que implica em

ergodicidade, a propriedade de mistura.

Definicao A.0.4 Uma transformacdo o : Q — Q ¢ dita ser misturadora com respeito a uma

probabilidade P se ela preserva P e, para qualquer dois eventos A e B, é vdlido que

lim P (6~"(A)NB) =P(A)P(B). (A3)

n—yoo
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Afirmamos a existéncia de um vinculo entre as duas dltimas defini¢des, segue, entdo, o

resultado.

Teorema A.0.1 Se o é uma transformagdo misturadora com respeito a uma probabilidade P,

entdo © é uma transformagcdo ergodica com respeito a mesma probabilidade.

Prova A.0.1 Seja C um conjunto o-invariante (imediatamente da definicdo, segue-se que

6 "(C) = C para qualquer n € Z). Tomando A = B = C, na Equagdo (A.3), obtemos que

Logo, P(C) € {0,1}.

Exemplo A.0.5 De maneira candnica pode-se verificar que T, é misturadora com respeito a
probabilidade P definida no Exemplo A.0.3. No que segue, vamos verificar que T\ é misturadora
com respeito a P;. Pela definicdo de P;, propriedades bdsicas de teoria dos conjuntos e pela

Equacgdo (A.2), segue-se que: dados A,B C Q, é vdlido que

Portanto, da equacdo acima e do fato que a transformagdo T, é misturadora com respeito a
probabilidade P, segue-se que
lim P (7,;"(A)NB) = lim P (7, " (w(r)"'(A)) Nw(t) " (B))

=P(0() ' (A)nwl) " (B))
— P, (ANB).

A Hipétese Ergddica de Boltzmann inicialmente foi uma conjectura fundamental na
fisica estatistica, formulada pelo fisico austriaco Ludwig Boltzmann no final do século XIX.
Ela tenta justificar a aplicacdo da mecanica estatistica a termodinamica, fornecendo uma base
tedrica para o comportamento macroscopico dos sistemas fisicos a partir de suas propriedades
microscopicas. Atualmente, a Hip6tese de Boltzmann esta relacionada a um teorema matematico

rigoroso que formaliza as condi¢des sob as quais certas propriedades ergddicas se mantém.
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Teorema A.0.2 (Hipétese Ergodica de Boltzmann) Seja (Q,.7,P) um espaco de probabili-
dade e o : Q — Q uma transformacdo ergddica com respeito a P. Para qualquer evento A € %,

é vdlido que o conjunto das amostras @ € Q para as quais

. {0<k<n—1:0%w)cAl _

n—yoo n

P(A),

constitui um evento de probabilidade igual a 1, onde 6* é a composicdo de 6 com ela mesma k

vezes.
Enfim, vamos enunciar o principal resultado dessa sec¢ao.

Teorema A.0.3 Para qualquert € [0, 1], o conjunto dos relégios T € [0,1]% que satisfaz

N 0(T,t)

S=—n

=p ().

i
ninoo 2n+1

tem probabilidade igual a 1.

Prova A.0.2 Seja A C Q1 o evento "a origem estd ocupada’. Isto é,

A={weQ ay=1},

Seja 7; como no Exemplo A.0.1. Note que, para qualquer inteiro k € [—n,n], é vélido

k

que 7 (@) € A se, e somente se, @ = 1. Logo, em qualquer tempo ¢ € [0, 1] e para qualquer

colecio de relégios T € [0, 1]%, é valido que
n
Z wy(T,1) = |{—n<k<n:tf(oy(T,1)) €A}
s=—n

O resultado segue da Hipotese Ergdédica de Boltzmann, ja que 7| € ergddica com respeito a
probabilidade P; e
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