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como uma forma de honrar sua memória e sua luta. Com amor e saudade.

Da sua, para sempre, prima Bárbara.



Agradecimentos
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meus tios, Vânia e Luiz, pela companhia, pela escuta e por nunca medirem esforços por
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Resumo

Neste trabalho, exploramos a relação entre a regularidade Gevrey((1.10) para definição

das Classes Gevrey) e a transformação FBI (veja (2.1) para definição da transformada

FBI), generalizando resultados conhecidos do caso real anaĺıtico (s “ 1). Considerando

operadores diferenciais parciais na forma de soma de quadrados de campos vetoriais,

estudamos o problema da hipoelipticidade Gevrey. Nosso resultado principal é para a

classe de operadores L “ B2
x ` x2pp´1qB2

t1
` x2pq´1qB2

t2
(com 1 ď p ď qq. Mostraremos que

se s ě q{p então L é Gs-hipoeliptico em alguma vizinhança de 0. Destacamos que essa

monografia segue de perto o trabalho [2].



Abstract

Is to explore the relation between Gevrey regularity (see (1.10) for the definition of

Gevrey classes) and the FBI transform (see (2.1) for the definition of the FBI trans-

form), generalizing known results from the real analytic case (s “ 1). Considering

partial differential operators in the form of sums of squares of vector fields, we study

the problem of Gevrey hypoellipticity. Our main result is for the class of operators

L “ B2
x ` x2pp´1qB2

t1
` x2pq´1qB2

t2
(with 1 ď p ď q). We show that if s ě q{p, then

L is Gs-hypoelliptic in some neighborhood of 0. We note that this dissertation closely

follows the work in [2].
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3.1 Uma classe de espaços de Sobolev com peso . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.2 Hipoelipticidade Gevrey do Operador L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75



Introdução

Seja L um operador diferencial parcial linear, com coeficientes C8. Denote por Gs a

classe Gevrey de ordem s, para 1 ď s ă 8 (veja Definição 11). Dizemos que o operador L

é Gs-hipoeĺıptico em um ponto x, quando satisfaz a propriedade: ”se u é uma distribuição

definida em uma vizinhança U de x e W Ă V Ă U Lu P Gs em alguma vizinhança

V Ă U de x, então u P Gs em alguma vizinhança (provavelmente menor) de x”. L é

Gs-hipoeĺıptico em um conjunto aberto U se valer essa propriedade para cada ponto de

U . O expoente ótimo para regularidade Gevrey para L em x é o ı́nfimo de todos s ě 1

tais que L é Gs-hipoeĺıptico em x. O expoente ótimo Gevrey para L em um conjunto

aberto U é o supremo, para cada x P U , do expoente ótimo para L em x.

Os trabalhos [7], [13], [14], [16] apresentam condições sobre os colchetes de Lie, exibindo

um número m tal que os operadores estudados são s - hipoeĺıpticos se e somente se s ě m.

O objetivo deste trabalho é revisar o trabalho publicado por Michael Christ em 1997,

[2], exibindo os detalhes da melhor forma posśıvel. Vale destacar que M. Christ de-

monstrou a hipoelipticidade Gevrey ótima para uma classe de operadores. Para isso

foram, serão necessários resultados gerais sobre a caracterização da regularidade Gevrey

via transformada FBI, generalizando resultados bem conhecidos para o caso anaĺıtico real

s “ 1.

Os operadores que estudamos foram anteriormente considerados por Grüsin [7], que

provou que alguns deles são hipoelipticos anaĺıticos, e por Oleinik [14], que provaram que

todos os outros não são hipoelipticos anaĺıticos.

A seguir apresentaremos a classe de operadores que queremos estudar. Sejam 1 ď p ď

q P N, px, tq coordenadas em R ˆ R2. Defina

L “ B
2
x ` x2pp´1q

B
2
t1

` x2pq´1q
B
2
t2
. (1)

10
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Estes operadores são hipoeĺıpticos anaĺıticos se (veja [7]) e somente se (veja [14]) p “ q.

O que nos leva a seguinte pergunta natural. E a hipoelipticidade Gevrey? Em r2s, é

demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 1. L é Gs hipoeĺıptico em alguma vizinhança de 0 se, e somente se, s ě q{p

No entanto, demonstraremos apenas que se s ě
p
q
então L é Gs hipoeĺıptico. A

principal ferramenta para a nossa demonstração é a caracterização dos espaços Gs a

partir de uma classe de transformadas FBI. Para caracterizações de espaços de funções

mais gerais do que Gs, classe de transformações mais gerais e outras aplicações destas

transformadas, nós recomendamos a leitura de [8] e [9]. Inclusive a subseção 2.2 foi

inspirada nesses artigos.

No caṕıtulo 1 desta monografia reunimos todos os pré-requisitos necessários para o

desenvolvimento do trabalho.

Já no caṕıtulo 2, definimos uma classe de transformada FBI (veja Definição 2.1) bem

como as principais estimativas e através delas caracterizamos as classes Gevrey.

Por fim, no caṕıtulo 3, fizemos uma análise da regularidade Gevrey para o operador

definido em (3.1).



Caṕıtulo

1

Pré-requisitos

Neste caṕıtulo, apresentamos resultados essenciais para o desenvolvimento dos resul-

tados discutidos nos caṕıtulos seguintes. As demonstrações detalhadas estão dispońıveis

nas referências bibliográficas, deste trabalho. E podem ser consultada por leitores que

desejarem mais detalhes.

1.1 Notações

Começamos apresentando algumas notações básicas.

Denote por Z` “ t0, 1, 2, ...u e Zn
` o conjunto de todas as n-uplas α “ pα1, ¨ ¨ ¨ αnq

com αj P Z`, para cada j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n. O comprimento de α P Zn
` é |α|

.
“ α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn.

Dados β “ pβ1, ¨ ¨ ¨ , βnq P Zn
` e α “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq P Zn

` β ď α, denota que βj ď αj para

todo j P t1, ¨ ¨ ¨ , nu. Além disso, α!
.
“ α1! ¨ ¨ ¨αn! e, se β ď α então denotamos

ˆ

α

β

˙

“

ˆ

α1

β1

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

αn

βn

˙

“
α!

β!pα ´ βq!
.

Para derivadas parciais usaremos a notação

B
α

“
B|α|

B
α1
x1 ¨ ¨ ¨ Bαn

xn

.

De maneira similar, para x P Rn, temos

xα “ xα1
1 ¨ ¨ ¨ xαn

n , @α P Zn
`.

12
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Usando a notação de multi-́ındice, escrevemos a Fórmula de Leibniz do seguinte modo

B
α
pfgq “

ÿ

βěα

ˆ

α

β

˙

B
α´β

B
βg, (1.1)

onde assumimos f, g P C |α|pΩq. Se f P C8pΩq e x0 P Ω, então podemos considerar

a expensão de Taylor de f ,
ř

αPZn
`

Bαfpx0q

α!
px ´ x0q

α. Funções que possuem essa série

uniformemente convergentes em compactos são ditas reais anaĺıticas.

Teorema 2. (Fórmula de Faà di Bruno) Seja fpyq “ fpy1, . . . , ymq uma função inteira e

gpiq P Cνptq para i “ 1, . . . ,m. Então, em uma vizinhança de t0, a composição hptq “

f
`

gp1qptq, . . . , gpmqptq
˘

possui a ν-ésima derivada dada por

hν “ ν!
ÿ

1ď|λ|

fλp0q

λ!

ÿ

spν,λq

m
ź

i“1

λi
ź

j“1

λi

µ
piq
j

g
piq

µ
piq

j

µ
piq
j !
, (1.2)

onde

spν, λq “

#

´

µ
p1q

1 , . . . , µ
p1q

λ1
; . . . ;µ

pmq

1 , . . . , µ
pmq

λm

¯

: µ
piq
j P Nd

0 e
m
ÿ

i“1

λi
ÿ

j“1

µ
piq
j “ ν

+

.

Demonstração. Veja [1] ou [3].

Iremos nos referir também ao espaço LppΩq, 1 ď p ă 8, o espaço de Lebesgue das

funções de p-ésima potência integrável em Ω, com norma

||f ||LppΩq “

ˆ
ż

Ω

|fpxq|
pdx

˙
1
p

. (1.3)

No espaço de Hilbert L2pΩq nos consideramos o produto escalar

xf, gyL2pΩq “

ż

Ω

fpxqgpxqdx, @f, g P L2
pΩq.

1.2 Funções teste

Definição 1. Seja f uma função cont́ınua em um aberto Ω, o suporte de f , denotado por

supp f , é o fecho em Ω de tx P Ω, fpxq ‰ 0u.
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Denotaremos por Ck
c pΩq o conjunto das funções em Ck em Ω com suporte compacto.

Para um subconjunto arbitrário S Ă Rn definimos também Ck
c pSq o conjunto de todos os

elementos em Ck
c pRnq com suporte contido em S.

Definição 2. As funções f : Ω Ă Rn Ñ C infinitamente diferenciáveis, com suporte

compacto em Ω serão chamadas de funções teste em Ω. O conjunto das funções teste em

Ω será denotado por C8
c pΩq.

Definição 3. Uma sequência pϕjq de funções C8
c pΩq converge a zero em C8

c se:

1. Existe um compacto K Ă Ω tal que supppϕjq Ă K, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

2. Para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das funções ϕj convergem

uniformemente a zero quando j Ñ 8,isto é, Bαϕj converge uniformemente, @α P Zn
`.

1.3 Distribuições

Definição 4. Seja Ω Ă Rn aberto. Um funcional linear cont́ınuo u : C8
c pΩq Ñ C é dito

uma distribuição em Ω. O espaço das distribuições em Ω se denota por D1pΩq. Dado

ϕ P C8
c pΩq, escreveremos xu, ϕy em vez de upϕq.

Observação 1. A continuidade pode ser definida sequencialmente, isto é, se tϕju
8
j“1 Ă

C8
c pΩq é tal que ϕj ÝÑ 0 em C8

c pΩq então ⟨u, ϕj⟩ ÝÑ 0.

Definição 5. Dados u1, u2 P D1pΩq dizemos que u1 e u2 são iguais em uma bola aberta

U Ă Ω quando xu1, ϕy “ xu2, ϕy, @ϕ P C8
c pUq.

Teorema 3. Sejam u1, u2 P D1pΩq tais que para todo x P Ω existe uma vizinhança aberta

V pxq onde u1 “ u2. Então, xu1, ϕy “ xu2, ϕy para ϕ P C8
c pΩq.

Demonstração. Veja [12].

Definição 6. Dado u P D1pΩq, definimos o suporte de u como sendo a interseção de todos

os fechados de Ω fora dos quais u é nulo.

Definição 7. Se Ω é aberto de Rn, denotamos o espaço das distribuições em Ω com suporte

compacto contido em Ω por E 1pΩq.
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Observação 2. As definições de suporte de distribuições e de funções coincidem, para as

distribuições que são funções. Lembre-se, se u P L1
locpΩq então definimos a distribuição

xTu, ϕy “
ş

uϕ, @ϕ P C8
c pΩq. Por abuso de notação é comum denotar Tu simplesmente por

u. E, o suporte delas coincide.

Definição 8. Uma distribuição u P D1pΩq é dita ser C8 em um aberto U Ă Ω, se existe

f P C8pUq tal que

xu, ϕy “

ż

fpxqϕpxqdx, @ϕ P C8
c pUq. (1.4)

Observação 3. Assim como na observação acima, se u P L1
locpΩq então as definições de C8

coincidem. A clássica e aquela da teoria das distribuições.

Teorema 4. Seja u P E 1pΩq. Existe um único funcional linear ũ : C8 Ñ C tal que,

1. xũ, ϕy “ xu, ϕy, @ϕ P C8
c pΩq.

2. xũ, ϕy “ 0 se ϕ P C8pΩq e supppϕq X supppuq ‰ H.

Definição 9. Uma sequência pϕjq de funções C8pΩq converge a zero em C8pΩq quando

para todo compacto K Ă Ω e qualquer α P Nn a sequência de funções pBαϕjq converge

uniformemente a zero em K.

Observação 4. Se pϕjq é uma sequência de funções convergindo a zero em C8
c pΩq, então

pϕjq converge a zero em C8pΩq.

Teorema 5. Sejam Ω um aberto de Rn e u um funcional linear em C8pΩq, a valores em

C, u é sequencialmente cont́ınuo se e somente se existem um compacto K Ă Ω, uma

constante real positiva C e m P Z` tais que

|xu, ϕy| ď C
ÿ

|α|ďm

sup |Dαϕ|, @ϕ P C8
pΩq. (1.5)

Demonstração. Veja [12].

Teorema 6. Sejam Ω um aberto de Rn e u um funcional linear em C8
c pΩq. u é cont́ınuo se

e somente se para todo compacto K Ă Ω existem uma constante real positiva C e m P Z`
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tais que

|xu, ϕy| ď C
ÿ

|α|ďm

sup |Dαψ|; @ψ P C8
c pΩq e supppϕq Ă K.

Demonstração. Veja [12].

Lema 1. Sejam U Ă Rn, V Ă Rn, ϕ P C8pU ˆ V q e u P E 1pUq. Defina F : V Ñ C tal que

x ÞÑ F pxq “ xupyq, ϕpy, xqy, então F P C8pV q. Mais ainda, BαF pxq “ xupyq, Bαϕpx, yq.

Demonstração. Veja [15].

1.4 Transformada de Fourier

Dada f P L1pRnq, definimos a transformada de Fourier de f por:

f̂pξq “ Ffpξq “

ż

e´ixξfpxqdx, ξ P Rn, (1.6)

onde x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq, ξ “ pξ1, ¨ ¨ ¨ , ξnq P Rn e x ξ “ x1ξ1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnξn.

Teorema 7. Se f P L1pRnq então

fpxq “ p2πq
´n lim

ϵÑ0`

ż

Rn

eixξe´ϵ||ξ||2 f̂pξqdξ, @x P Rn. (1.7)

Demonstração. Veja [6].

1.5 Espaços Gevrey

As classes Gevrey desempenham um papel importante na teoria das equações diferen-

ciais parciais pois são espaços intermediários entre o espaço C8 e o espaço das funções

anaĺıticas. Em geral, sempre que as propriedades de um certo operador diferem no C8

e no espaço das funções anaĺıticas, é natural testar o seu comportamento nas classes das

funções Gevrey.
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O exemplo básico, que motivou Maurice-Joseph Gevrey, em 1918, estudar tais classes

intermediárias é o operador de calor em Rn, para n ě 2:

L “
B

Bxn
´

n´1
ÿ

j“1

B2

Bx2j
,

cuja solução fundamental é

Epx1, ..., xnq “

$

&

%

p4πxnq
p1´nq

2 exp r´px21 ` ... ` x2n´1q{4xns, xn ą 0,

0, xn ď 0.

A função E não é anaĺıtica para xn “ 0, no entanto, E está em C8pRnzt0uq; isso se

reflete nas soluções da equação homogênea Lu “ 0 que não são anaĺıticas em geral, embora

sempre C8. Uma estimativa precisa da regularidade de E pode ser dada observando que,

para qualquer subconjunto compacto fixo K Ă Rn, 0 R K, temos C ą 0 tal que

|B
αEpxq| ď C |α|`1

pα!q2, quando x P K e α “ pα1, . . . , αnq P Nn. (1.8)

onde C depende somente de K. Note que p1.7q não vale para α! no lugar de α!2, por isso

E não é anaĺıtica.

A seguir apresentaremos outra motivação para existência de soluções para equações

do calor que não são real anaĺıticas. Considere o problema

$

&

%

Btu ´ B2
xu “ 0,

up0, tq “ fptq.
(1.9)

Vamos exibir uma solução para p1.8q dada por uma série de potências em x. Isto é,

upx, tq “

8
ÿ

j“0

ujptq
xj

j!
.

Derivando u, usando que ut “ uxx e supondo que podemos derivar sob o sinal da soma

temos

8
ÿ

j“0

u1
jptq

xj
j!

“

8
ÿ

j“2

ujptq
xj´2

pj ´ 2q!
“

8
ÿ

j“0

uj`2ptq
xj

j!
.
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E, derivando novamente em relação a x e substituindo a condição inicial temos fptq “

up0, tq “ u0ptq, f 1ptq “ u1
0ptq “ u2ptq; f

2ptq “ u1
2ptq “ u4ptq, ¨ ¨ ¨ , f jptq “ u2jptq, ¨ ¨ ¨ . Dáı

podemos considerar

upx, tq “

`8
ÿ

j“0

f pnq
ptq

x2n

p2nq!
.

Agora note que,
ř`8

j“0 f
pnqptq x2n

p2nq!
converge quando existe ϵ ă 1 tal que |f pjq||x|2j

p2j!q
ď ϵj. além

disso, quando |f jptq| ď Cjp2jq! nós temos

|f pjqptq||x|2j

p2jq!
ď Cjrj, para |x| ď r.

Para r ă C´1 nós temos a convergência da solução. Mais ainda, j!2 ď p2jq! ď 4jj!2.

Assim, para obter a convergência de u é suficiente considerar que, para cada compacto

K existe C ą 0 tal que suptPK |f jptq| ď Cjj!2. O ponto principal é que existem funções

satisfazendo a condição acima que não satisfazem suptPK |f jptq| ď Cjj! , ou seja, não são

reais anaĺıtica. Por exemplo, fptq “ e´t´2
, t ‰ 0 e fp0q “ 0. Neste caso, definimos uma

solução u para a equação do calor tal que upx, 0q “ 0 e u não é real anaĺıtica. Nesta seção

iremos generalizar (1.8), definindo o que denominamos Classes Gevrey.

Seja Ω um subconjunto aberto do Rn e fixe um número real s ě 1. Usaremos GspΩq

para denotar a classe de funções Gevrey de ordem s em Ω.

Definição 10. A função fpxq está em GspΩq se f P C8pΩq e para todo subconjunto com-

pacto K Ă Ω existe uma constante C positiva tal que

|B
αfpxq| ď C |α|`1

pα!qs, @α P Zn
` e x P K. (1.10)

Em particular, G1pΩq “ ApΩq é o espaço de todas as funções anaĺıticas em Ω. Além

disso, temos que GspΩq Ă GtpΩq, quando s ď t. No entanto, as inclusões

ApΩq Ă
č

są1

Gs
pΩq,

ď

sě1

Gs
pΩq Ă C8

são estritas.

Listaremos agora algumas expressões equivalentes (1.10).
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Teorema 8. A estimativa (1.10) para x P K é válida se, e somente se, uma (e, portanto,

todas) das seguintes estimativas é válida:

|B
αfpxq| ď C |α|`1

p|α|!qs

|B
αfpxq| ď C |α|`1

|α|
s|α|

|B
αfpxq| ď C |α|`1Γps|α| ` 1q,

para todo α multi-́ındice, onde C representa diferentes constantes adequadas independentes

de α e Γ denota a função Gamma.

Demonstração. Veja [15].

Definição 11. Seja U Ă Rn uma vizinhança aberta do ponto x0, e s P p1,`8q. Uma

distribuição u P D1pUq pertence a classe Gs em x0 se existe uma vizinhança V Ă U e uma

função ũ P GspV q tal que xu, ϕy “ xũ, ϕy, @ϕ P C8
c pV q.

Diremos que u P GspUq se u P Gs em cada ponto de U.

1.6 Operador Diferencial Parcial Linear

Definição 12. Um operador linear diferencial parcial P é definido por

P “
ÿ

|α|ďm

cαpxqDα,

onde os coeficientes cαpxq são C8pΩq. Se para algum α de comprimento m o coeficiente

cαpxq não é identicamente nulo, então m é chamado ordem de P.

O śımbolo de P é a função

ppx, ξq “
ÿ

|α|ďm

cαpxqξα, px, ξq P Ω ˆ Rn.

O śımbolo principal de P é

pmpx, ξq “
ÿ

|α|“m

cαpxqξα.
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Definição 13. Um operador P é dito eĺıptico em Ω se pmpx, ξq ‰ 0 para todo x P Ω e todo

ξ ‰ 0.

Definição 14. Seja A um espaço de funções e L um operador com coeficientes em A.

Dizemos que L é A hipoeĺıptico quando vale: “se Lu P A então u P A”.

Em particular P é s-hipoeĺıptico quando Pu P GspUq implica que u P GspUq.

Exemplo 1. Dado k P t1, 2, ¨ ¨ ¨ u. Defina o operador k- Mizohata em R2 por

Pk “ Bt ` itkBx.

Temos que Pk é C8 - hipoeĺıptico se e somente se k é par. O mesmo vale para s -

hipoelipticidade. Veja [[15], Teorema 2.3.5 e Teorema 2.3.6 ]

Teorema 9. Se P é eliptico em U e possui coeficiente em Gs então P é s-hipoeĺıptico em

U .

Demonstração. Veja [11] e [15].

Observação 5. O exemplo 1 mostra que a rećıproca do Teorema 9 é falsa.

1.7 Identidades e Inequações para Fatoriais e Coeficientes Bino-

miais

Nesta seção traremos algumas identidades e inequações frequentemente usados no

estudo das classes de Gevrey.

Começamos com a generalização da Fórmula de Newton

pt1 ` ¨ ¨ ¨ ` tnq
N

“
ÿ

|α|“N

N !

α1! ¨ ¨ ¨αn!
tα1
1 ¨ ¨ ¨ tαn

n , (1.11)

ondeN ě 1 é um número inteiro e t1, ¨ ¨ ¨ tn são n números reais. Fixando t1 “ ¨ ¨ ¨ “ tn “ 1

temos que

nN
“

ÿ

|α|“N

N !

α!
n|α|.
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Em particular, dado α P Zn
` temos |α|! ď n|α|α!.

No caso n “ 2 obtemos que

pk ` jq! ď 2k`jk!j!, (1.12)

para cada k, j P Z`. Além disso, temos que

ÿ

βďα

ˆ

α

β

˙

“ 2|α|. (1.13)

Em particular,
ˆ

α

β

˙

ď 2|α|,

para todo α, β P Zn
`, β ď α.

Usando a expansão de Taylor temos

tN ď N !et, @l ą 0 e N P Z`. (1.14)

Em particular NN ď N !eN . Ademais, como N ! ď NN temos que tN ď NNet.

Além disso,

m
ÿ

r“1

r!
ÿ

P pm,rq

m
ź

j“1

1

kj
“

ˆ

m ´ 1

r ´ 1

˙

ď

ˆ

m

r

˙

ď 2m (1.15)

onde P pm, rq “ tpk1, ..., kmq; kj P Z`,
řm

j“1 kj “ r,
řm

j“1 jkj “ mu veja [3]. Por fim,

observe que, o número de multi-́ındices α “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq satisfazendo |α| ď m é
`

m`n
m

˘

, e

o número de multi-́ındices satisfazendo |α| “ m é
`

m`n´1
n´1

˘

.

Por fim, relembre a definição da função Gamma (Γ) de Euler

Γptq “

ż `8

0

e´λλt´1dλ,

para t ą 0.
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1.8 Formas de Diferenciais

Definição 15. Sejam E e F espaços vetoriais, uma aplicação r-linear f P LrpE;F q diz-se

alternada quando fpv1, ¨ ¨ ¨ , vrq “ 0 sempre que há repetição na sequência v1, ¨ ¨ ¨ , vr.

O conjunto UrpE;F q denota as aplicações r-lineares alternadas de E em F. No caso

em que F “ R escreveremos apenas UrpEq.

Definição 16. Uma forma diferencial de grau r num aberto U Ă Rn é uma aplicação

w : U Ñ UrpRnq. Para cada x P U , ωpxq é uma aplicação r-linear alternada em Rn.

Sejam E um espaço vetorial de dimensão n e E˚ o seu dual.

Definição 17. O produto exterior de r funcionais lineares f1, ¨ ¨ ¨ , fr P E˚ é a forma r-

linear f1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ fr P UrpEq definida por

pf1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ frqpv1, ¨ ¨ ¨ , vrq “ detrfipvjqs.

Podemos enxergar o conjunto das formas diferenciais como um espaço vetorial, de

modo que a sua base consiste nas formas dxI
“ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxir onde I “ ti1 ă ¨ ¨ ¨ ă iru

percorre todos os subconjuntos com r elementos do conjunto In “ t1, 2, ¨ ¨ ¨ , nu. Então,

para cada x P U , temos wpxq “
ř

I aIpxqdxI , onde os aIpxq “ wpxq ¨ pei1 , ¨ ¨ ¨ , eirq são as

coordenadas de wpxq relativas à base composta pelos dxI
. Quando as funções ai : U Ñ R

são de classe Ck, diz-se que ω é uma forma de classe Ck.

Uma superf́ıcie com fronteira M éorientável quando admite um atlas coerente, isto é,

um conjunto U de parametrizações cujas imagens cobrem M . E, dadas ϕ : U0 Ñ U e ψ :

V0 Ñ V duas parametrizações tais que U XV ‰, temos que a mudança de parametrização

ξ “ ψ´1 ˝ ϕ : ϕ´1pU X V q Ñ ψ´1pU X V q tem determinante da jacobiana positivo em

todos os pontos. O par pM,Uq, chama-se uma superf́ıcie orientada e dizemos que as

parametrizações ϕ P U são positivas.

O caso em que ω é uma forma diferencial de grau m na superf́ıcie M de dimensão m.

Se ωpxq “ apuqdu1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dum “ bpvqdv1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dvm então apuq “ det Jξpuqbpvq onde

u P ϕ´1pU X V q.
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Teorema 10. (Stokes) Seja ω uma forma diferencial de grau m e classe C1, com suporte

compacto na superf́ıcie orientada M, de dimensão m ` 1, com fronteira BM . Então
ş

M
dω “

ş

BM
w.

Demonstração. Veja [4].

Observação 6. Considere f holomorfa, por definição, sua diferencial é:

drfpζqdζs “

n
ÿ

j“1

Bζjfpζqdζj ^ dζ `

n
ÿ

j“1

Bζ̄jfpζqdζ̄j ^ dζ, (1.16)

em que dζ “ dζ1 ^ ... ^ dζn. Como, dζj ^ dζ “ 0, temos

n
ÿ

j“1

Bζjfpζqdζj ^ dζ “ 0. (1.17)

Além disso, como f é holomorfa, temos que Bζ̄jfpζq “ 0, assim

n
ÿ

j“1

Bζ̄jfpζqdζ̄j ^ dζ “ 0. (1.18)

Por (1.16), (1.17), (1.18) temos drfpζqdζs “ 0. Dáı, pelo Teorema 10 temos que

ż

BM

fpζqdζ “ 0 (1.19)



Caṕıtulo

2

Caracterizações das Classes Gevrey

2.1 Construção de uma classe de Transformadas FBI

Em 1973, Brós e Iagnolnitzer introduziram uma transformada que se mostrou bem

apropriada para o estudo de regularidade anaĺıtica:

Fupx, ξq “ xupx1
q, eiξpx´x1q´|ξ||x´x1|2

y, u P E 1
pRn

q.

Nesta seção, apresentaremos uma classe da transformada Fourier-Bros-Iagolnitzer (FBI).

Para y “ py1, ..., ynq P Cn definimos xyy “ p1 `
řn

j“1 yj
2q

1
2 , que é bem definido e

holomorfo em uma vizinhança cônica Γ P Cn de Rn. Seja px, ξq P Cn ˆ Cn. Para cada

γ P r0, 1s, consideremos a forma diferencial ω,

ω “ dx1 ^ ... ^ dxn ^ dpξ1 ` ix1xξy
γ
q ^ ... ^ dpξn ` ixnxξy

γ
q,

e definimos uma função αγ de modo que

ω “ αγpx, ξqdx1 ^ ... ^ dxn ^ dξ1 ^ ... ^ dξn.

Para u P E 1pRnq, px, ξq P Cn ˆ Γ e 0 ď γ ď 1 definimos

Fγupx, ξq “ xupx1
q, eipx´x1q.ξ´xξy

γ
px´x1q2αγpx ´ x1, ξqy, (2.1)

onde a notação acima upx1qé usada para destacar que a distribuição está agindo em uma

função em relação a variável x1, ademais x e ξ são parâmetros. Vale destacar que

ipx ´ x1qξ ´ xξyγpx ´ x1q2 “ i
řn

j“1pxj ´ x1
jqξj ´ xξyγ

řn
j“1pxj ´ x1

jq
2.

24
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Note que quando γ “ 1 temos a FBI clássica. O fato de u ter suporte compacto é

fundamental para boa definição de Fγu.

Iremos fazer algumas observações com respeito aos objetos que definimos acima. A

primeira é a respeito da regularidade de αγ.

Observação 7. αγ é holomorfa com respeito a x.

De fato, defina ϕ : Cn ˆ Cn ÞÑ Cn ˆ Cn tal que

ϕpx1, ..., xn, ξ1, ..., ξnq “ px1, ..., xn, ξ1 ` ix1xξyγ, ..., xnxξyγq.

Observe que,

Bϕ

Bxk
px1, ..., xn, ξ1, ..., ξnq “ pek; xξy

γekq;

Bϕ

Bξk
px1, ..., xn, ξ1, ..., ξnq “ p0, ek ` iγxξy

γ´2ξkxq,

para cada k P t1, ..., nu. Dáı a jacobiana de ϕ é dada por

J “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 1 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
. . . 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 0 ¨ ¨ ¨ 1 0 ¨ ¨ ¨ 0

xξyγ 0 ¨ ¨ ¨ 0 1 ` iγxξyγ´2ξ1x1 ¨ ¨ ¨ iγxξyγ´2ξnx1

0 xξyγ ¨ ¨ ¨ 0 iγxξyγ´2ξ1x2
. . . iγxξyγ´2ξnx2

...
...

. . .
...

... . . .
...

0 0 ¨ ¨ ¨ xξyγ iγxξyγ´2ξ1xn ¨ ¨ ¨ 1 ` iγxξyγ´2ξnxn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Considerando

Aγpx, ξq “

»

—

—

—

—

—

—

–

1 ` iγxξyγ´2ξ1x1 ¨ ¨ ¨ iγxξyγ´2ξnx1

iγxξyγ´2ξ1x2 ¨ ¨ ¨ iγxξyγ´2ξnx2
... ¨ ¨ ¨

...

iγxξyγ´2ξnxn ¨ ¨ ¨ 1 ` iγxξyγ´2ξnx1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(2.2)
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temos que

αγpx1, ..., xn, ξ1, ..., ξnq “ det J “ detAγpx, ξq (2.3)

Donde

detAγ “
ÿ

σ

ϵσiγxξy
γ´2ξ1xσp1q ¨ ¨ ¨ p1 ` iγxξy

γ´2
qξjxθpjq ¨ ¨ ¨ iγxξy

γ´2ξnxσpnq,

com a soma nas permutações σ : t1, ..., nu Ñ t1, ..., nu.

Observação 8. A derivada de αγ é limitada.

De fato, Bp
yk

pαγpx ´ y, ηqq “ Bp
yk

pdetAγq onde Aγ é dado por 2.2. Temos que αγpx ´ y, ηq

é escrita como o produto da soma de parcelas de dois tipos: 1 ` ixηyγ´2ηjpxl ´ ylq e

ixηyγ´2ηjpxl ´ ylq. Assim,

B
p
yk

p1 ` ixηy
γ´2ηjpxl ´ ylqq “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

1 ` ixηyγ´2ηjpxl ´ ylq, se p “ 0

´ixηyγ´2njδjl, se p “ 1

0, se p ě 2

;

B
p
yk

pixηy
γ´2ηjpxl ´ ylqq “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

ixηyγ´2ηjpxl ´ ylq, se p “ 0

´ixηyγ´2njδjl, se p “ 1

0, se p ě 2

.

Como xηy “ p1 `
řn

j“1 |ηj|
2q

1
2 temos que

xηyγ´2|ηj| ď xηyγ´2xηy “ xηyγ´1 ď pp1 ` |η|2|q
1
2 qγ´1 ď 1,

já que γ ´ 1 ă 0. Além disso, se y P suppu Ă Bp0, Rq e x está em um conjunto limitado,

temos então que |xl ´ yl| é limitado, digamos por C. Dáı

|B
p
yk

p1 ` ixηy
γ´2ηjpxl ´ ylqq| ď 1 ` C, (2.4)

|B
p
yk

pixηy
γ´2ηjpxl ´ ylqq| ď C. (2.5)
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Além disso, observe que, se ϕ P Cn
c pRnq então

B
m
yk

pϕpx1
qαpx ´ x1, ξqq “

ÿ

p`q“m

ˆ

m

p

˙

B
p
yk

pϕpx1
qqB

q
yk

pαpx ´ x1, ξqq.

Note que existe C “ Cϕ tal que |B
p
x1
k
ϕpx1q| ď C, @ p P t0, 1, ..., n ` 1u, x1 P suppϕ e

k P t1, 2, .., nu. Por (2.4) e (1.13) temos que existe C ą 0 (redefinindo as constantes C

acima) tal que

B
m
x1
k
pϕpx1

qαpx ´ x1, ξqq ď C2m (2.6)

para x1 P suppϕ Y suppu, x em um compacto dado e m ď n.

2.2 Estimativas gerais para transformada FBI

Nesta seção apresentaremos estimativas importantes no estudo de transformadas FBI.

Para o que segue, será fundamental a seguinte estimativa:

Lema 2.

B
m
y peixξ´xξyγpx´yq2

q ď m!
1
28me

´1
2

xξyγpx´yq2
|xξy

γ
|
m
2 , @ξ P Rn (2.7)

Demonstração. Observe que, Bm
y teixξ´xξyγpx´yq2u “

śn
l“1 Bm

yl
teixlξl´xξyγpxl´ylq

2
u. Utilizando

(1.2),

B
m
y teixξ´xξy

γ
px´yq2

u “

m
ÿ

r“1

eix.ξ´xξy
γ

px´yq2
ÿ

P pm,rq

m!
m
ź

j“1

rBj
yl
Gskj

kjrj!skj

onde G “ xξ ´ xξyγpx ´ yq2, P pm, rq “ tpk1, ¨ ¨ ¨ , kmq P Nm
0 :

řm
j“1 kj “ r,

řm
j“1 jkj “ mu.

Como B1
yl

“ 2xξyγpxl ´ ylq, B2
yl

“ 2xξyγ e Bj
yG “ 0 para j ě 3, podemos considerar a soma

sobre um subconjunto de P pq, rq, considerando apenas as derivadas de ordem menor que

três. Assim, denotando P2pm, rq “ tpk1, k2q P N2
0 : k1 ` k2 “ r, k1 ` 2k2 “ mu, nós temos

ˇ

ˇ

ˇ
B
m
y teiξ´xξy

γ
px´yq2

u

ˇ

ˇ

ˇ
ď

m
ÿ

r“1

|e´xξy
γ

px´yq2
|

ÿ

P2pm,rq

m!
|2xξyγpx ´ yq|k1 |2xξyγ|k2

k1!k2!1!k12!k2
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Usando que r “ k1 ` k2 “ k1
2

` m
2
obtemos que

ˇ

ˇ

ˇ
B
m
y teix.ξ´xξy

γ
px´yq2

u

ˇ

ˇ

ˇ
ď

m
ÿ

r“1

ÿ

P2pm,rq

m!2k1

k1!k2!
re´2xξyγpx´yq2

|xξy
γ
px ´ yq

2
|
k1s

1
2 |xξy

γ
|
m
2

Usando (1.14), k1!
1
2k2! ď m!

1
2 ,m! ď 2mr!p2k2q! ď 2m`2k2k1!k2!

2 e lembrando que P2pm, rq Ă

P pm, rq temos que

ˇ

ˇ

ˇ
B
m
y teix.ξ´xξy

γ
px´yq2

u

ˇ

ˇ

ˇ
ď

m
ÿ

r“1

ÿ

P2pm,rq

m!2k1

k1!k2!
re´2xξyγpx´yq2exξyγpx´yq2k1!s

1
2 |xξy

γ
|
m
2

ď m!
1
24me

´1
2

xξyγpx´yq2
|xξy|

m
2

m
ÿ

r“1

ÿ

P pm,rq

m
ź

j“1

1

kj!

Usando (1.15) temos que

ˇ

ˇ

ˇ
B
m
y teix.ξ´xξy

γ
px´yq2

u

ˇ

ˇ

ˇ
ď m!

1
28me

´1
2

xξyγpx´yq2
|xξy|

m
2 .

Lema 3. Dado ϕ P C8
c pRnq temos que

|Fγϕpx, ξq| ď
C

1 ` |ξ|n`1
P L1

(veja (2.1) para definição de Fγ.)

Demonstração. Primeiro observe que, como ϕ P C8
c pRqn temos

Fγϕpx, ξq “

ż

Rn

ϕpxqeipx´x1q.ξ´xξy
γ

px´x1q2αγpx ´ x1, ξqdx1.

Considere

F px, x1, ξq “ ϕpxqeixξ´xξyγpx´x1q2αγpx ´ x1, ξq.

Dáı

Fγϕpx1, ξq “

ż

Rn

F px, x1, ξqe´ix1ξdx1

Fixando ξ P Rzt0u, existe k P t1, 2 ¨ ¨ ¨ , nu tal que |ξ| ď n|ξk|. Assim, 1{|ξk| ď n{|ξ|.
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Multiplicando por |ξ|m temos que,

|ξ|
m

|Fγϕpx1, ξq| ď |pnξkq
mFγϕpx1, ξq| (2.8)

já que Bm
x1
k
pe´ix1ξq “ p´iξkqme´ix1ξ temos

|ξk|
m

|Fγϕpx, ξq| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ηm

p´iqm

ż

Rn

F px1, ξqB
m
x1
k
pe´ix1ξ

qdx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Além disso, pelo o fato de ϕ ter suporte compacto, integrando por partes, temos que

|ξk|
m

|Fγϕpx, ξq| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ηm

p´iqm

ż

Rn

B
m
x1
k
pF px, x1, ξqqe´ix1ξdx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Utilizando (1.1), temos

B
m
x1 pF px, x1, ξqq “

m
ÿ

j“0

ˆ

m

j

˙

B
m´j
yk

pϕpx1
qαγpx ´ x1, ξqqB

j
yk

peixξ´xξyγpx´yq2
q.

Por (2.6) para cada m existe C “ Cm,ϕ tal que

B
m
x1
k
pϕpx1

qαpx ´ x1, ξqq ď C2m, @px, x1, ξq P Rn
ˆ Rn

ˆ Rn, (2.9)

e, por (2.7) temos que B
j
x1
k
peixξ´xξyγpx´yq2q ď m!

1
28me

´1
2

xξyγpx´yq2 |xξyγ|
m
2 , @px, x1, ξq P Rn ˆ

Rn ˆ Rn. Dáı,

|B
m
x1
k
pF px, x1, ξqq| ď C2m2mm!

1
28me

´1
2

xξyγpx´yq2
|xξy

γ
|
m
2 , @px, x1, ξq P Rn

ˆ Rn
ˆ Rn.

Observando que, e
´1
2

xξyγpx´yq2 ď 1, existe C1 ą 0 tal que |Bm
x1F px, x1, ξq| ď C1|xξyγ|

m
2 .

Como ϕ possui suporte compacto e xξy “ p1 ` |ξ2q
1
2 existe C2 ą 0 tal que

|Fγϕpx, ξq| ď
C2p1 ` |ξ|2q

m
4

|ξ|m
.

Assim, para |ξ| ě 1 temos |Fγϕpx, ξq| ď C22
m
4 |ξ|

m
2

´m “ C22
m
4 |ξ|´m

2 . Escolhendo m “

2pn ` 1q existe C3 ą 0 tal que |Fγϕpx, ξq| ď C3|ξ|´pn`1q, quando |ξ| ě 1. Como suppΦ é

compacto, existe C4 ą 0 tal que |Fγϕpx, ξq| ď C4, @ξ P Rn. Assim, existe C5 ą 0 tal que



30

|Fγϕpx, ξq| ď C5, @ξ P Rn. Por fim,

|Fγϕpx, ξq| ď
C5

1 ` |ξ|n`1
P L1.

Lema 4. Para todo θ ą 0 existe Cθ ą 0 tal que

|B
m
x1 te´xξyγpz´x1q2

u| ď Cm
θ m!e

´xξyγ

2
px´x1q2e

3
2

xξyγy2e
θ
2

xξyγ

para ξ P Rn, x, y, x1 P R, z “ x ` iy,m P N0.

Demonstração. Usando (1.2) temos que

!

B
m
x1 e´xξyγpx`iy´x1q2

)

“

m
ÿ

r“1

e´xξyγpx`iy´x1q2
ÿ

P pm,rq

m!
m
ź

j“1

rB
j
x1t´xξyγpx ` iy ´ x1q2uskj

kj!rj!skj

onde P pm, rq “ tpk1, ..., kmq P Nm
0 :

řm
j“1 “ r,

řm
j“1 jkj “ mu. Como B

j
x1t´xξyγpx ` iy ´

x1q2u “ 0 para j ě 3, considerando P2pm, rq “ tpk1, k2q P N2
0 : k1 ` k2 “ r, k1 ` 2k2 “ mu,

segue que

|B
m
x1

!

e´xξyγpx`iy´x1q2
)

| ď

m
ÿ

r“1

|e´xξyγpx`iy´x1q2
|

ÿ

P2pm,rq

m!
|2xξyγpx ` iy ´ x1q|k1 |2xξyγ|k2

k1!k2!1!k12!k2
.

Note que ℜppx ` iy ´ x1q2q “ px ´ x1q2 ´ y2. Além disso, |epx`iy´x1q2 | “ epx´x1q2´y2 e

|x ` iy ´ x1| ď |x ´ x1| ` |y|. Assim, segue que

|B
m
x1 e´xξyγpx`iy´x1q2

| ď

m
ÿ

r“1

ÿ

P2pm,rq

m!2k1

k1!k2!
e´xξyγppx´x1q2´y2q

p|x ´ x1
| ` |y|q

k1 |xξy
γ
|
r

Usando (1.11), temos

p|x ´ x1
| ` |y|q

k1 “

k1
ÿ

l“0

ˆ

k1
l

˙

|x ´ x1
|
l
|y|

k1´l.



31

Dáı, usando que r “ k1 ` k2 “ k1`2k2
2

` k1
2

“ m
2

` k1
2
, temos

|B
m
x1 e´xξyγpx`iy´x1q2

| ď

m
ÿ

r“1

ÿ

P2pm,rq

m!2k1

k1!k2!
e´xξyγppx´x1q2´y2q

k1
ÿ

l“0

ˆ

k1
l

˙

|xξy|
k1
2 |x ´ x1

|
l
|y|

k1´l
|xξy|

m
2 .

Assim,

|B
m
x1 e´xξyγpx`iy´x1q2

| ď

m
ÿ

r“1

ÿ

P2pm,rq

m!2k1

k1!k2!
e´xξyγppx´x1q2´y2q

k1
ÿ

l“0

ˆ

k1
l

˙

l!
1
2 pk1 ´ lq

1
2 ˆ

ˆ

„

|xξyγ|k1´l|y|2pk1´lq

pk1 ´ lq!q

|xξyγ|l|x ´ x1|2l

l!

ȷ

1
2

|xξy
γ
|
m
2

e, usando (1.14) e (1.13)

|B
m
x1 e´xξyγpx`iy´x1q2

| ď

m
ÿ

r“1

ÿ

P2pm,rq

m!4k1l!
1
2 pk1 ´ lq!

1
2

k1!k2!

”

e´xξyγppx´x1q2´y2qe
xξyγ

2
|y|2e

xξyγ

2
|x´x1|2

ı

|xξy
γ
|
m
2 .

Assim, por (1.12)

|B
m
x1 e´xξyγpx`iy´x1q2

| ď

m
ÿ

r“1

ÿ

P2pm,rq

m!4k1k1!
1
2

k1!k2!

”

e´xξyγppx´x1q2´y2qe
xξyγ

2
|y|2e

xξyγ

2
|x´x1|2

ı

|xξy
γ
|
m
2 .

Observe que m!k1! ď pm ` k1q! “ pk1 ` 2k2 ` k1q! ď 22rr!r! e dáı,

|B
m
x1 e´xξyγpx`iy´x1q2

| ď

m
ÿ

r“1

ÿ

P2pm,rq

8mr!m!
1
2

k1!k2!

”

e´xξyγppx´x1q2´y2qe
xξyγ

2
|y|2e

xξyγ

2
|x´x1|2

ı

|xξy
γ
|
m
2 .

Como P2pm, rq Ă P pm, rq, temos

|B
m
x1 e´xξyγpx`iy´x1q2

| ď m!
1
28m

”

e´xξyγppx´x1q2´y2qe
xξyγ

2
|y|2e

xξyγ

2
|x´x1|2

ı

|xξy
γ
|
m
2

m
ÿ

r“1

r!
ÿ

P pm,rq

m
ź

j“1

1

kj
.

Assim , usando (1.15)

|B
m
x1 e´xξyγpz´x1q2

| ď m!
1
216m

”

e´xξyγppx´x1q2´y2qe
xξyγ

2
|y|2e

xξyγ

2
|x´x1|2

ı

|xξy
γm
2 |.
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Agora, dado θ ą 0, observe que

xξy
γm

2 “

„

θmxξyγm

m!

ȷ
1
2 m!

1
2

θ
m
2

ď e
θ
2

xξyγm!
1
2

θ
m
2

.

Dáı

|B
m
x1 e´xξyγpz´x1q2

| ď
16m

θ
m
2

m!e
´1
2

xξyγpx´x1q2e
3
2

xξyγy2e
θ
2

xξyγ .

Portando, considerando Cθ “ 16

θ
1
2
, temos que

|B
m
x1 e´xξyγpz´x1q2

| ď Cm
θ m!e

´xξyγ

2
px´x1q2e

3
2

xξyγy2e
θ
2

xξyγ , pz, x1, ξq P C ˆ R ˆ Rn.

Lema 5. Se u P E 1 e u ” 0 em uma vizinhança de x0 então existe uma vizinhança aberta

V de x0 e existem δ, C ą 0 tais que

|Fγupx, ξq| ď Ce´δ|ξ|γ , @x P V, e @ ξ P Rn.

Demonstração. Considere r ą 0 tal que u ” 0 em Bpx0, rq e R ą 0 tal que suppu Ă

Bpx0, Rq. Defina ψ P C8
c pBpx0, 2Rq ´ Bpx0,

r
2
qq tal que ψ ” 1 em A “ tx P Rn; r ď

|x ´ x0| ď Ru. Assim

|Fγupx, ξq| “ |Fγψupx, ξq|.

De fato, por definição,

Fγupx, ξq “ xu, eipx´yq.ξ´xξy
γ

px´yq2αγpx ´ y, ξqy.

Somando e subtraindo ψu e usando a linearidade temos que

Fγupx, ξq “ xψu, eipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqy ` xp1 ´ ψqu, eipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqy
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Assim,

Fγupx, ξq “ xψu, eipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqy ` Fγrp1 ´ ψquspx, ξq

Usando o fato de ψ P C8
c pRnq,ψ ” 1 em Bp0, RqzBp0, rq e u ” 0 em Bp0, rq temos

Fγupx, ξq “ xupyqψpyq, eipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqy “ Fγpψuqpx, ξq

Mais ainda, usando temos C ą 0 tal que (1.4) temos

|Fγψupx, ξq| ď C
ÿ

|α|ďm

sup
r
2

ă|x´x0|ă2R

|B
α
pψpyqeipx´yq.ξ´xξy

γ
px´yq2αγpx ´ y, ξqq|

A seguir vamos estimar

B
α
y pψpxqeipx´y1q.ξ´xξy

γ
px´yq2αγpx ´ y, ξqq

Por (1.1) temos

B
α
y

!

ψpyqeipx´yq.ξ´xξy
γ

px´yq2αγpx ´ y, ξq

)

“
ÿ

βďα

ˆ

α

β

˙

B
α´β
y pψpyqαγpx ´ y, ξqqB

β
y peipx´y1q.ξ´xξy

γ
px´yq2

q

Por (2.6) temos que

|B
α´β
y pψpyqαγpx ´ y, ξqq| ď C2|α´β|

Usando Lema 4, temos que @θ ą 0 DCθ ą 0 tal que

|B
α
y peipx´y1q.ξ´xξy

γ
px´yq2

q| ď Cθe
´xξyγpx´yq2eθxξyγ

|α|!.

Por outro lado, r
2

ă |x´ x0| ă 2R. Dáı, |x´ y| ě |x´ x0| ´ |y ´ y0| ą r
2

´ r
4

“ r
4
quando

|y ´ x0| ă r
4
. Fazendo a “ r2

16
e usando (1.14) temos

sup
r
2

ă|x´x0|ă2R

ˇ

ˇ

ˇ
B
α
y teipx´yqξ´xξyγpx´yq2

u

ˇ

ˇ

ˇ
ď C2e

´axξyexξyγ
|α|!.
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Portanto, escolhendo θ “ a
2
temos C3 ą 0 tal que

|Fγpx, ξq| ď
ÿ

βďα

ˆ

α

β

˙

C3e
´axξyγ

2 “ C4e
´a
2

xξyγ

quando |y ´ x0| ă r
4
. Por fim, observe que |ξ|γ ď p1 ` |ξ|2q

γ
2 “ xξy

γ.

Lema 6. Considere Qpx` iy, x1, ξq “ ipx` iy´x1qξ´xξyγpx` iy´x1q2. Para todo θ, λ ą 0

existe Cθ,λ tais que

|B
α
x1teQpx`iy,x1,ξq

u| ď C
|α|

θ,λe
´yξe

´1
2

xξyγpx´x1q2e
3
2

xξyγy2epnθ
2

`λγ

γ
qxξyγ

para z “ x ` iy e pα, x, y, x1, ξq P Nn
0 ˆ Rn ˆ Rn ˆ Rn ˆ Rn.

Demonstração. Por (1.1) temos que

B
α
x1teipz´x1qξ´xξyγpz´x1q2

u “
ÿ

βďα

ˆ

α

β

˙

p´iξq
α´βeipx`iy´x1qξ

n
ź

k“1

B
βk

x1
k
te´xξyγpxk´iyk´x1

kq2
u

onde β “ pβ1, ..βnq P Zn
`, x “ px1, ..., xnq, y “ py1, ..., ynq e x1 “ px1

1, ..., x
1
nq. Usando o

Lema 4, para cada θ ą 0 existe Cθ ą 1 tal que

|B
βk

x1
k
te´xξyγpxk`iyk´x1

kq2
u| ď C

|βk|

θ βk!e
´xξyγ

2
pxk´x1

kq2e
3
2

xξyγy2ke
θ
2

xξyγ .

Como

n
ź

k“1

C
|βk|

θ βk!e
´xξyγ

2
pxk´x1

kq2e
3
2

xξyγy2ke
θ
2

xξyγ
ď C

|β|

θ β!e
´xξyγ

2
px´x1q2e

3
2

xξyγy2e
nθ
2

xξyγ

e |eipx`iy´x1qξ| “ e´yξ, temos

|B
α
x1teQpx`iy,x1,ξq

u| ď
ÿ

βďα

ˆ

α

β

˙

|ξα´β
|e´yξC

|β|

θ β!e
´xξyγ

2
px´x1q2e

3
2

xξyγy2e
nθ
2

xξyγ

ď e´yξe
´xξyγ

2
px´x1q2e

3
2

xξyγy2e
nθ
2

xξyγ
ÿ

βďα

ˆ

α

β

˙

|ξ||α´β|λ|α´β|

|α ´ β|!
1
γ

|α ´ β|!
1
γ

λ|α´β|
Cβ

θ β!
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Logo,

|B
α
x1teQpx`iy,x1,ξq

u| ď e´yξe
´xξyγ

2
px´x1q2e

3
2

xξyγy2e
nθ
2

xξyγ
ÿ

βďα

ˆ

α

β

˙

e
1
γ
λγ |ξ|γ C

|β|

θ

λ|α´β|
|α|!

1
γ

já que β! “ β1!...βn! ď pβ1 ` ...`βnq! “ |β|!, 0 ă γ ă 1 β! ď |β|! ď |β|
1
γ , |α´β| “ |α|´ |β|

e |α ´ β|!
1
γ β! ď ppα ´ βq!|β|!q

1
γ ď |α|!

1
γ . Por outro lado,

ÿ

βďα

ˆ

α

β

˙

pCθ, ..., Cθq
β

“

„

pCθ `
1

λ
qp1, ..., 1q

ȷα

.

Assim, existe C̃C,λ de modo que

|B
α
x1teQpx`iy,x1,ξq

u| ď e´yξe
´xξyγ

2
px´x1q2e

3
2

xξyγy2e
nθ
2

xξyγ
|α|!

1
γ rC̃θ,λs

|α|e
λγxξyγ

γ .

Consequentemente, usando que |ξ|γ ď xξyγ

|B
α
x1teQpx`iy,x1,ξq

u| ď e´yξe
´xξyγ

2
px´x1q2e

3
2

xξyγy2epnθ
2

`λγ

γ
qxξyγC

|α|

θ,λ.

Lema 7. Seja Ω Ă Rn um aberto. Dado u P E 1pΩq então, para cada θ ą 0, existem

C “ Cθ ą 0 e a, b ą 0 tais que

|Fγupz, ξq| ď Cθe
´yξeby

2xξyγeθxξyγ sup
x1PK

e´axξyγpx´x1q2

para cada pz, ξq P Cn ˆ Rn, z “ x ` iy e K “ suppu.

Demonstração. Pela definição da FBI, temos que

|Fγupz, ξq| “ |xupx1
q, eipz´x1qξ´xξyγpz´x1q2αγpz ´ x1, ξqy|

Por outro lado, como u P E 1 e x1 ÞÑ eipz´x1qξ´xξyγpz´x1q2αγpz ´ x1, ξq é C8, por (1.5) existe
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CK ą 0 e m P Z` tais que

|Fγupz, ξq| ď CK

ÿ

|α|ďm

sup
x1PK

|B
α
x1teipz´x1qξ´xξyγpz´x1q2αγpz ´ x1, ξqu|

Usando (1.1)

B
α
x1teipz´x1qξ´xξyγpz´x1q2αγpz ´ x1, ξqu “

ÿ

βďα

ˆ

α

β

˙

B
β
x1

!

eipz´x1qξ´xξyγpz´x1q2
)

B
α´β
x1 tαγpz ´ x1, ξqu .

Pelo (6), existe θ “ θ̃pλ, θq tal que

|B
α
x1teipz´x1qξ´xξyγpz´x1q2αγpz ´ x1, ξqu|

ď
ÿ

βďα

C
|α|

θ,λe
´yξe

´1
2

xξyγpx´x1q2e
3
2

xξyγy2epnθ
2

`λγ

γ
qxξyγ

|B
α´β
x1 αγpz ´ x, ξq|

Observe que, por (2.4) temos

|B
α´β
x1 αγpz ´ x, ξq| ď p1 ` xξy

γ´1
|x ´ x1

` iy|q
n

Além disso, usando a desigualdade triangular e (1.11), temos que

p1 ` xξy
γ´1

|x ´ x1
` iy|q

n
ď

n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙

xξy
pγ´1qj

j
ÿ

k“0

ˆ

j

k

˙

|x ´ x1
|
j´k

|y|
k.

Manipulando os termos, temos que dados θ1, θ2 ą 0 existe Cθ1,θ2 tal que

p1 ` xξy
γ´1

|x ´ x1
` iy|q

n

“

n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙ j
ÿ

k“0

ˆ

j

k

˙„

pxξy2pγ´1qθ1|x ´ x1|2qpj´kq

pj ´ kq!

ȷ

1
2
„

xξy2pγ´1qθ2|y|2

k!

ȷ

1
2

pCθ1,θ2q
jj!

1
2 .
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Usando (1.14) temos

p1 ` xξy
γ´1

|x ´ x1
` iy|q

n
ď

n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙ j
ÿ

k“0

ˆ

j

k

˙

e
1
2

xξypγ´1qθ1|x´x1|2e
1
2

xξypγ´1q|y|2
pCθ1,θ2q

jj!
1
2

ď

n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙ j
ÿ

k“0

ˆ

j

k

˙

e
1
2

xξypγ´1qθ1|x´x1|2e
1
2

xξypγ´1qθ2|y|2
pCθ1,θ2q

jj!
1
2 .

Logo

p1 ` xξy
γ´1

|x ´ x1
` iy|q

n
ď e

1
2

xξypγ´1qθ1|x´x1|2e
1
2

xξypγ´1qθ2|y|2
n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙ j
ÿ

k“0

ˆ

j

k

˙

pCθ1,θ2q
jj!

1
2 .

Agora, usando que
řj

k“0

`

j
k

˘

ď 2j, segue que

p1 ` xξy
γ´1

|x ´ x1
` iy|q

n
ď e

1
2

xξypγ´1qθ1|x´x1|2e
1
2

xξypγ´1qθ2|y|2
n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙

2jpCθ1,θ2q
jj!

1
2 .

Tomando θ1 “ 1
2
, θ2 “ 1

2
e redefinindo C̃θ “

řn
j“0

`

n
j

˘

2jpCθ1,θ2qjj!
1
2 temos que

|B
α
x1teipz´x1qξ´xξyγpz´x1q2αγpz ´ x1, ξqu| ď e

´1
4

xξyγ |x´x1|2e
7
4

xξyγy2e´yξeθ̃xξyγ C̃θ

onde θ̃ “ pnθ
2

` λγ

γ
q e C̃θ “

ř

βďα

řn
j“0

`

n
j

˘

2jpCθ1,θ2qjj!
1
2 . Definindo a “ 1

4
e b “ 7

4
temos

que

|B
α
x1teipz´x1qξ´xξyγpz´x1q2αγpz ´ x1, ξqu| ď e´axξyγpx´x1q2ebxξyγy2e´yξeθ̃xξyγ .

Tomando o supremo de ambos os lados temos que

sup
x1PK

|B
α
x1teipz´x1qξ´xξyγpz´x1q2αγpz ´ x1, ξqu| ď ebxξyγy2e´yξeθ̃xξyγ sup

x1PK
e´axξyγpx´x1q2

Lema 8. Seja Ω Ă Rn aberto e u P E 1pΩq então, para cada θ ą 0, existem Cθ ą 0 e b ą 0

tais que

|Fγupz, ξqq| ď Cθe
´yξe´by2xξyγeθxξyγ

para cada pz, ξq P Cn ˆ Rn, z “ x ` iy.
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Demonstração. Usando Lema 7, temos que

|Fγupz, ξqq| ď Cθe
´yξe´by2xξyγeθxξyγ sup

x1PK
e´bxξyγpx´x1q

Como supx1PK e
´axξyγpx´x1q ď 1 temos que

|Fγupz, ξqq| ď Cθe
´yξe´ay2xξyγeθxξyγ

A próxima observação é uma consequência do lema das três retas.

Teorema 11. Seja ψ uma função cont́ınua limitada na faixa r0, 1s ˆ R que é holomorfa

em p0, 1q ˆ R. Se existem M0,M1 tais que |ψpix2q| ď M0 e |ψp1 ` ix2q| ď M1, para cada

x2 P R, então |ψpx1 ` ix2q| ď M1´x1
0 Mx1

1 , @px1, x2q P r0, 1s ˆ R.

Lema 9. Assuma válidas as hipóteses do Lema 8. Se, além disso, supusermos que existe

x0 P Ω e constantes C, a, r ą 0 tais que

|Fγupx, ξq| ď Ce´axξyγ , @x P Bpx0, nrq e ξ P Rn, (2.10)

então existe bn “ bnpa, r, nq e Cn “ Cpa, rq tais que

|Fγupz, ξq| ď Cne
´a
2n

xξyγebn|y||ξ|

onde z “ x ` iy, |x ´ x0| ă r
2n

e |y| ď 1.

Demonstração. Denote x0 “ pxp0,1q, ..., xp0,nqq. Defina

F pz1q “ Fγupx1, x2, ...xn, ξqe
´2a

r2
pz1´xp0,1qq2xξyγ , z P C,

para alguma pn´1q-upla fixada px2, ..., xnq P Rn´1 tal que |xj ´xp0,jq| ă r, j P t2, 3, ..., nu.

Note que,
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1. Se |x1 ´ xp0,1q| ă r então

|F pxq| “ |Fγupx1, x2, ..., xn, ξqe
´2a

r2
px1´xp0,1qq2xξyγ

|. (2.11)

Como |e
´2a

r2
px1´xp0,nqq2xξyγ

| ď 1, por (2.11) e (2.10)

|F pxq| ď |Fγupx1, ..., xn, ξq| ď Ce´axξyγ

2. Se |x1 ´ xp0,1q| ě r então, pelo Lema 8 com y “ 0, para cada θ ą 0, existe Cθ ą 0

tal que

|Fγupx1, ..., nn, ξq| ď Cθe
θxξyγ .

Como |x1 ´ xp0,1q| ě r temos que e
´2a

r2
px1´xp0,1qq2xξyγ

ď e´2axξyγ . Dáı, lembrando a

definição de F ,

|F px1q| ď Cθe
pθ´2aqxξyγ

Tomando θ “ a, temos

|F px1q| ď Cθe
´axξyγ .

3. Juntando os dois itens acima DC, a ą 0 tais que |F px1q| ď Ce´axξyγ , @x1 P R.

4. Se z1 “ x1 ` i, x1 P R então

|F px1 ` iq| ď |Fupx1 ` i, x2, ..., xn, ξq|e
´2a

r2
px1`i´xp0,1qq2xξyγ .

Observe que

|e
´2a

r2
px1`i´xp0,1qq2xξy

1
s
| ď e

´2a

r2
px1´xp0,1qq2xξy

1
s
e

2a
r2

xξyγ .

Como e
´2a

r2
px1´xp0,1qq2xξy

1
s

ď 1. Pelo Lema 8 temos C 1
θ

|F px1 ` iq| ď C 1
θe

|ξ|eθxξyγe
2a
r2

xξyγebxξyγ

Como xξyγ ď p1 ` |ξ|2q
γ
2 ď 1 ` |ξ| temos b1 ą 0 tal que

|F px1 ` iq| ď C 1
θe

|ξ|b1
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Portanto DC1 ą 0 tal que |F pxq| ď C1e
´axξyγ e |F px ` iq| ď C1e

b|ξ| , @x P R. Dáı,

pelo Teorema 11,

|F px1 ` iy1q| ď pC1e
´axξyγ

q
1´|y1|

pC1e
b1|ξ|

q
|y1|, @x1 P R e y1 P r0, 2s

Por outro lado, como γ ď 1, temos pC1e
´axξyγ q1´|y1|pC1e

b1xξyq|y1| “ C1e
´axξyγeaxξy|y1|eb1xξy|y1|.

Dáı,

|F px1 ` iy1q| ď C1e
´axξyγepa`b1qxξy|y1|

onde x1 P R e 0 ď y1 ď 1. Analogamente, para ´1 ď y1 ď 0 temos

|F px1 ` iy1q| “ |Fγpx ` iy, x2, ..., xn, ξq||e
´2a

r2
px1`iy1´xp0,1qq2xξyγ

|

ď C1e
´axξy

1
s epa`b1qxξy|y1|, @x1 P Re |y1| ď 1.

Logo, dado R ą 0 temos

|Fγupx1 ` iy1, x2, ..., xn, ξq| ď C1e
´axξy

1
s epa`b1qxξy|y1|e

2a
r2

px1´xp0,1qq2xξyγe
´2a

r2
y21xξyγ

ď C1e
p´a` 2aR2

r2
qxξyγepa`b1qxξy|y1|, quando |x1 ´ xp0,1q| ă R

Tomando R “ r
2
temos então que

|Fγupx1 ` iy1, x2, ..., xn, ξq| ď C1e
´a
2

xξyγepa`b1qxξy|y1|, |x1 ´ xp0,1q| ă
r

2
|y| ď 1.

Analogamente existe b2 “ b2pb1, a, rq e C2 ą 0 tais que

|Fγupx1 ` iy1, x2 ` iy2, ¨ ¨ ¨ , xn; ξq| ď C2e
´a

4
xξyγepa`b2q|y1|xξyeb2|y2|xξy

para |x1 ´ xp0,1q| ă r
22
, |x2 ´ xp0,2q| ă r

22
, |xj ´ xp0,jq| ă r pj P t3, ¨ ¨ ¨ , nuq, |y1| ď 1 e

|y2| ď 1, Repetindo esse argumento temos que existe Cn ą 0 de modo que

|Fγupx1 ` iy1; ¨ ¨ ¨ ;xn ` yn; ξq| ď Cne
´ a

2n
xξyγebn|y||ξ|
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para |xj ´ x0,j| ď r
2

pj P t1, ¨ ¨ ¨ , nuq e |yj| ď 1pj P t1, ¨ ¨ ¨ , nuq.

É importante destacar que a observação acima ainda é válida quando trocamos γ por

1{s no lado direito e mantemos γ no lado esquerdo. Com 1
s

ă γ.

Observação 9. Considere válidas as hipóteses do Lema 9. Se além disso supusermos a

existência de x0 P Ω, constantes C, a, r ą 0

|Fγupx, ξq| ď Ce´axξyγ para todo x P Bpx0, nrq e ξ P Rn eξ P Rn,

então considerando R ă mint1, r
4
u segue que

|B
αn
xn
...Bx1

α1Fγupx, ξq| ď α!
1

R|α|
Cne

´ a
2n

xξy
1
s ebnnR|ξ|

quando |x ´ x0| ă r
2n`1 . De fato, seja x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq P Bpx0,

r
4n

q e R ą 0, segue da

fórmula integral de Cauchy que:

B
αn
xn

¨ ¨ ¨ B
α1
x1
Fγupx, ξq “

α1!

2πi

ż

|z1´x1|“R

Bαn
xn

¨ ¨ ¨ Bα2
x2
Fγupz1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn; ξq

pz1 ´ x1qα1`1
dz1

“
α!

p2πiqn

ż

|z1´x1|“R

¨ ¨ ¨

ż

|zn´xn|“R

Fγupz1, z2, ¨ ¨ ¨ , zn, ξq

pz1 ´ x1qα`p1,¨¨¨ ,1q
dzn ¨ ¨ ¨ dz1.

Assim, considerando R ă mint1, r
4
u e usando a Observação 9 temos que

|B
αn
xn

¨ ¨ ¨ B
α1
x1
Fγupx, ξq| ď

|α|

p2πqn
p2πRq

n 1

R|α|`n
Cne

´a
2n

xξyγebnnR|ξ| (2.12)

quando |x ´ x0| ă r
2n`1 .

Observe que a observação acima segue analogamente trocando γ por 1
s
apenas no lado

esquerdo das desigualdades, desde que 1
s

ă γ.

2.3 Fórmula de Inversão

A presente subseção é dedicada para apresentar fórmulas de inversão para a classe

de transformadas FBI introduzida na Seção 2.1. Primeiro iremos mostrar que qualquer
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função suave, com suporte compacto em Rn, pode ser recuperada com a média de sua

transformada FBI.

Lema 10. Seja 0 ď γ ď 1. Dado u P Cn`1pRnq com suporte compacto e qualquer x P Rn,

temos que

upxq “ p2πq
´n

ż

Rn

Fγupx, ξqdξ.

Demonstração. Utilizando a fórmula da inversão da transformada de Fourier veja (1.7)

upxq “ p2πq
´n lim

ϵÑ0

ż

Rn

eixξe´ϵξ2ûpξqdξ,

em que ξ2 “
ř

j ξ
2
j para ξ “ pξ1, ¨ ¨ ¨ , ξnq P Rn. Lembrando a definição da transformada

de Fourier veja (1.6),

upxq “ p2πq
´n lim

ϵÑ0

ż

Rn

eixξe´ϵξ2
ż

Rn

upx1
qe´ix1ξdx1dξ.

Observe que

|upx1qeipx´x1qξ´ϵξ2 | ď }u}8Xsuppupx1qe´ϵξ2 P L1pRn ˆ Rnq,

onde χ denota a função caracteŕıstica. Logo upx1qeipx´x1qξ´ϵξ2 P L1. Aplicando o teorema

de Fubini,

upxq “ p2πq
´n lim

ϵÑ0

ż

RnˆRn

upx1
qeipx´x1qξe´ϵξ2dx1dξ. (2.13)

Mais ainda, supondo R ą 0 tal que suppu Ă Bp0, Rq temos

upxq “ p2πq
´n lim

ϵÑ0
lim

MÑ8

ż

Bp0,RqˆBp0,Mq

upx1
qeipx´x1qξ´ϵξ2dx1dξ. (2.14)

Defina Γpy, ηq “ py, η`ixηyγpx´yqq, py, ηq P RnˆRn. A seguir vamos“desviar”a integração

para a imagem de Γ. Tomando ζpx, y, η, tq “ η ` itxηyγpx ´ yq temos ℜp´ϵζ2q “ ´ϵη2 `

ϵt2xηy2γpx ´ yq2. Observe que

ℜp´ϵζ2q ď ´ϵη2 ` ϵxηy
2γ

pR ` rq2, para 0 ď t ď 1, |x| ď R, |y| ď r e η P Rn.
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Lembre-se que 0 ď γ ď 1 e note que xηy2γpR` rq2 “ r1|η|2sγpR` rq2 ď 2γ|η|2γpR` rq2 ď

1
2
|η|2 quando 2γ´1pR ` rq2 ď |η|2p1´γq(isto é, 2

1
2 pR ` rq

1
1´γ ď |η|) e |η| ě 1.Assim, existe

Ã ą 0 tal que

ℜp´ϵζq ď ´
ϵ

2
η2, para 0 ď t ď 1, |x| ď R, |y| ď r e |η| ą Ã. (2.15)

Considere Γpy, η, tq “ p1´ tqpy, ηq ` tΓpy, ηq com 0 ď t ď 1, note que para t “ 1 temos

Γpy, η, tq “ Γpy, ηq e para t “ 0 temos Γpy, η, tq “ py, ηq. E, como ζ ÞÑ upx1qeipx´yqξ´ϵζ2

é holomorfa, aplicando o Teorema de Stokes (veja Teorema (10)) e utilizando (2.3) em

(2.14) temos que

upxq “ p2πq
´n lim

ϵÑ0
lim

MÑ8

ż

Bp0,Mq

ż

Bp0,Rq

upx1
qeipx´x1qζpx1,ξ,1q´ϵrζpx1,ξ,1qs2αpx ´ x1, ξqdx1dξ

“ p2πq
´n lim

ϵÑ0
lim

MÑ8

ż

Bp0,Mq

ż

Bp0,Rq

upx1
qeipx´x1qξ´xξyγpx´x1q2e´ϵpξ`ixξypx´x1qq2αpx ´ x1, ξqdx1dξ.

(2.16)

Dáı, por (2.15), podemos aplicar Fubini em (2.16), de modo que

upxq “ p2πq
´n lim

ϵÑ0

ż

Rn

ż

Rn

upx1
qeipx´x1qξ´xξyγpx´x1q2e´ϵpξ`ixηypx´x1qq2αpx ´ x1, ξqdx1dξ (2.17)

Agora mostraremos que podemos usar o teorema da convergência dominada em (2.17).

Para isso vamos limitar a integral em x1 uniformemente em ϵ por uma função L1 em ξ

lembrando que suppu é compacta. Fixando ξ suficientemente grande, vamos integrar por

partes pn ` 1q-vezes em relação a x1,.

Para isso, fixe ξ P Rn e considere

F px, u, ξ, γq “ upx1
qeixξ´xξyγpx´x1q2´ϵpξ`ixξyγpx´x1qq2αpx ´ x1, ξq. (2.18)

Podemos reescrever a integral do lado direito de (2.17)

ż

Rn

F px, x1, ξ, αqe´ix1ξdx1.
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Multiplicando por |ξ|n`1 e considerando k tal que |ξ| ď n|ξk| temos

|ξ|
n`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

F px, y, ξ, αqe´ix1ξdx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n

ż

Rn

F px, y, ξ, αqξnk ξke
´ix1ξdx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Como

´iξkpe´ix1ξ
q “ Bx1

k
pe´ix1ξ

q,

temos

|ξ|
n`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

F px, x1, ξ, αqe´ix1ξdx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

F px, x1, ξ, αqB
n`1
x1 pe´ix1ξ

qdx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. (2.19)

Seja

I “

ż

Rn

F px, x1, ξ, αqB
n`1
x1
k

pe´ix1ξ
qdx1. (2.20)

Queremos mostrar que que |I| ď C
|ξ|n`1 . De fato, como u tem suporte compacto, integrando

por partes, temos que

|I| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

B
n`1
x1
k

pF px, x1, ξ, αqqe´ix1ξdx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Por (2.18),

|I| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

B
m
x1
k

!

upx1
qeixξ´xξyγpx´x1q2´ϵpξ`ixξyγpx´x1qq2αγpx ´ x1, ξq

)

dx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Dáı, utilizando a regra de Leibniz (veja (1.1))

B
n`1
x1
k

!

upx1
qeixξ´xξyγpx´x1q2´ϵpξ`ixξyγpx´x1qq2αγpx ´ x1, ξq

)

“

n`1
ÿ

j“0

ˆ

n ` 1

j

˙

B
pn`1q´j

x1
k

tupx1
qαγpx ´ x1, ξquB

j
x1
k
teixξ´xξyγpx´x1q2´ϵpξ`ixξyγpx´x1qq2

u.

Observe que B
pn`1q´j
yk pupx1qαpx ´ x1, ηq é limitada por uma constante dimensional. Nos

resta mostrar que

B
j
x1
k
peixξ´xξyγpx´x1q2´ϵpξ`ixηyγpx´x1qq2

q
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é limitada. Para isso considere G “ ixη ´ xηyγpx ´ x1q2 ´ ϵpξ ` ixξyγpx ´ x1qq2, observe

que

pxξ ` ixξy
γ
px ´ x1

qq
2

“

n
ÿ

l“1

rξl ` ixξy
γ
pxl ´ x1

lqs
2,

dáı, utilizando Faa di Bruno (veja (1.2)) temos

B
j
yk

peixξ´xξyγpx´yq2´ϵpξ`ixξyγpx´yqq2
q “

ÿ

Ppjq

j!

l1!...lj!
peixξ´xξyγpx´yq2´ϵpξ`ixξyγpx´yqq2

q

j
ź

p“1

„

Bp
yk
G

p!

ȷmj

,

onde Ppjq “ tpl1, ..., ljq; 1l1 ` 2l2 ` ... ` jlj “ ju. Logo,

ˇ

ˇB
j
yk

peGq
ˇ

ˇ ď
ÿ

Ppjq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

j!

l1!...lj!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
peixξ´xξyγpx´yq2´ϵpξ`ixξyγpx´yqq2

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

j
ź

p“1

„

Bp
yk
G

p!

ȷmj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Note que existe C ą 0 tal que

1.
ˇ

ˇ

ˇ

j!
l1!...lj !

ˇ

ˇ

ˇ
ď C;

2.
ˇ

ˇ

ˇ
peixξ´xξyγpx´x1q2´ϵpξ`ixξyγpx´x1qq2q

ˇ

ˇ

ˇ
ď e´xξyγpx´x1q2 ;

3.
śj

p“1

„

B
p

x1
k
G

p!

ȷmj

“ B1
x1
k
G ˆ 1

2
B2
x1
k
G, pois para p ě 2 temos que B

p
x1
k
G “ 0.

Observe que,

B
1
yk
G ˆ

1

2
B
2
yk
G “ rxηy

γ2pxk ´ x1
kq ` 2ϵpηk ` ixηy

γ
pxk ´ x1

kqqixηy
γ
s ˆ r2xηy

γ
` ϵ2xηy

γ
xηy

γ
s.

Como ϵ está tendendo a zero, podemos supor, sem perda de generalidade, que ϵ ă 1, dáı

|B
n`1
x1
k

pF px, x1, η, αq| ď Ce´xηyγpx´x1q2
ÿ

P p2q

r2xηy
γ
|xk ´ x1

k| ` 2xηy
γ

` 2xηy
γ
|xk ´ x1

k|s4xηy
γ
xηy

2γ.

(2.21)

Avaliando cada parcela

8Ce´xηyγpx´yq2
xηy

4γ
|xk ´ yk| ď e´xηyγpx´yq2

„

xηyγ|xk ´ yk|2

2

ȷ4
1

4!
4!24.
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Usando (1.14)
„

xηyγ|xk ´ yk|2

2

ȷ4
1

4!
ď e

1
2

xηyγ|xk´yk|2

.

temos

C8e´xηyγ
px ´ yq

2
xηy

4γ
|xk ´ yk| ď 8C4!24e

´1
2

xηyγ|xk´yk|2

ď C2.

Como 2xηyγ ď 2xηyγ|xk ´ x1
k|, temos que

|B
n`1
x1
k

pF px, x1, η, αq| ď C3.

Assim

|p|η|q
n`1

ż

Rn

F px, x1, η, αqB
n`1
x1
k

pe´ix1η
qdx1

| ď C3 parax1
P Bp0, Rq, x P Bp0, Rq e |η| ě Ã.

(2.22)

Considerando (2.17) e por consequência de (2.22), usando o teorema da convergência

dominada temos que

upxq “ p2πq
´n

ż

Rn

ż

Bp0,Rq

upx1
qeipx´x1qξ´xξyγpx´x1q2αpx ´ x1, ξqdx1dξ (2.23)

Pela definição de FBI temos que

upxq “ p2πq
´n

ż

Rn

Fγupx, ξqdξ.

A seguir apresentaremos uma extensão do lema anterior, uma fórmula de inversão para

distribuições com suporte compacto.

Lema 11. Seja γ P r0, 1s e u P E 1pRnq. Defina

uϵpxq “ p2πq
´n

ż

|ξ|ďϵ´1

Fγupx, ξqdξ. (2.24)

Então xuϵ, ϕy Ñ xu, ϕy para todo ϕ P C8
c pRnq quando ϵ Ñ 0`.
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Demonstração. Dada u P E 1pRnq, por definição, temos

Fγupx, ξq “ xupxq, eipx´x1q.ξ´xξy
γ

px´x1q2αγpx ´ x1, ξqy.

Queremos mostrar, primeiramente, que uϵ está bem definida. De fato, pelo Teorema 6,

existem C ą 0,m P Z` e um compacto K tais que

|Fγupx, ξq| ď C
ÿ

|α|ďm

sup
x1PK

|B
α
x1teipx´x1q.ξ´xξy

γ
px´x1q2αγpx ´ x1, ξqu|.

Utilizando (1.1), (1.2) e procedendo de modo semelhante a prova do Lema 10, temos que

existem C ą 0 e p P N tais que

|B
α
x1teipx´x1q.ξ´xξy

γ
px´x1q2αγpx ´ x1, ξqu| ď Cxξy

pγ.

Assim, DC̃ ą 0 tal que

|Fγupx, ξq| ď C
ÿ

|α|ďm

sup
x1PK

xξy
pγ

“ C̃xξy
pγ.

Logo, DC̄ ą 0 de modo que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

|ξ|ďϵ´1

Fγupx, ξqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

|ξ|ďϵ´1

Cp1 ` |ξ|
2
q
pγ
2 dξ ď C̄p1 ` ϵ´2

q
pγ
2 ϵ´2

ă `8,

para cada ϵ ą 0. Dáı, uϵ está bem definida. Para cada ϵ ą 0, por (1.4) e (2.24),

xuϵ, ϕy “ p2πq
´n

ż

Rn

ż

|ξ|ďϵ´1

xupx1
q; eipx´x1q.ξ´xξy

γ
px´x1q2αγpx´x1, ξqϕpxqydξdx, @ϕ P C8

c pRn
q.

Dado ϕ P C8
c pRnq, denotando K “ suppϕ, temos

xuϵ, ϕy “ p2πq
´n

ż

K

ż

|ξ|ďϵ´1

xupx1
q, ϕpxqeipx´x1q.ξ´xξy

γ
px´x1q2αγpx ´ x1, ξqydξdx.

A seguir escreveremos ϕpxqeipx´x1q.ξ´xξy
γ

px´x1q2αγpx ´ x1, ξq como o termo da FBI de ϕ.

Observe que px´ x1qξ “ px1 ´ xqp´ξq, px´ x1q2 “ px1 ´ xq2 e xp´ξqy “ p1 `
ř

p´ξjq
2q

1
2 “

p1 `
ř

pξjq
2q

1
2 “ xξy. Dáı
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eipx´x1q.ξ´xξy
γ

px´x1q2
“ eipx

1´xqp´ξq´xp´ξqy
γ

px1´xq2 .

Além disso, por (2.3), podemos verificar que αγpx ´ x1, ξq “ αγpx1 ´ x,´ξq. Consequen-

temente,

ϕpxqeipx´x1q.ξ´xξy
γ

px´x1q2αγpx ´ x1, ξq “ ϕpxqeipx
1´xqp´ξq´xp´ξqy

γ
px1´xq2αγpx1

´ x,´ξq.

Logo

xuϵ, ϕy “ p2πq
´n

ż

K

ż

|ξ|ďϵ´1

xupx1
q, ϕpxqeipx

1´xqp´ξq´xp´ξqy
γ

px1´xq2αγpx1
´ x,´ξqydξdx.

Pela definição da integral de Riemann, considerando uma partição,

xuϵ, ϕy “ p2πq
´n lim

mÑ`8

ÿ

j

xupx1
q, ϕpxqeipx

1´xjqp´ξjq´xp´ξjqy
γ

px1´xjq2αγpx1
´ xj,´ξjqy∆ξ∆x.

Usando a linearidade das distribuições, temos que

xuϵ, ϕy “ p2πq
´n lim

mÑ`8
xupx1

q,
ÿ

j

ϕpxjqe
ipx1´xjqp´ξjq´xp´ξjqy

γ
px1´xjq2αγpx1

´ xj,´ξjq∆ξ∆xy.

Usando a continuidade da distribuição u temos

xuϵ, ϕy “ xupx1
q,

ż ż

|ξ|ďϵ´1

ϕpxjqe
ipx1´xqp´ξq´xp´ξqy

γ
px1´xq2αγpx1

´ x,´ξqdξdxy (2.25)

“ xupx1
q,

ż

|ξ|ďϵ´1

Fϕpx1,´ξqy. (2.26)

Observe que dado tϵju
8
j“1 P p0,`8q tal que ξj Ñ 0 temos, pelo Lema 10

p2πq
nϕpxq “

ż

Rn

Fϕpx,´ξqdξ “

ż

|ξ|ďϵ´1
j

Fϕpx,´ξqdξ `

ż

|ξ|ąϵ´1
j

Fϕpx,´ξqdξ. (2.27)

Denote

Fjpxq “

ż

K

ż

|ξ|ąϵ´1
j

Fϕpx,´ξqdξ. (2.28)
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Pelo Lema 3, temos que

sup
xPK1

|B
αFϕpx,´ξq| ď

Cα

1 ` |ξ|n`1
,

onde suppϕ Ă K 1, Cα{1 ` |ξ|n`1 P L1 @α ě n. Logo, pela regularidade de Fϕpx,´ξq e

pelo fato de domı́nio de integração ser compacto, podemos derivar sob o sinal de integra-

ção, obtendo

sup
xPK1

|B
α
xFjpxq| “ sup

xPK1

|

ż

|ξ|ąϵ´1
j

B
αFϕpx,´ξqdξ|

ď

ż

|ξ|ąϵ´1
j

Cα

1 ` |ξ|n`1
dξ.

Como Cα

1`|ξ|n`1 P L1 p@α P Rnq, temos que

A ÞÑ µpAq “

ż

A

Cα

1 ` |ξ|n`1
dξ,

define uma medida. Considere Aj “ rB̄p0, ϵ´1
j sc dáı A1 Ą A2 Ą A3 Ą ¨ ¨ ¨ . Logo,

limjÑ8 µpAjq “ µpX8
j“1Ajq “ µpHq “ 0. Deste modo,

ż

|ξ|ąϵ´1
j

Cα

1 ` |ξ|n`1
dξ Ñ 0.

Consequentemente Fjpxq Ñ 0 em C8. Assim, por (2.25), (2.27) temos que xuϵj , ϕy Ñ

xu, ϕy. Como tξju
8
j“1 é qualquer sequência tal que ξj Ñ 0 segue que xuϵ, ϕy Ñ xu, ϕy.

2.4 Caracterizações de classes Gevrey via transformadas FBI

Nesta seção, nosso objetivo principal é fornecer uma caracterização da classe Gevrey

utilizando a Transformada de FBI definida em (2.1). O Teorema abaixo relaciona as

classes Gevrey com as transformada FBI.

Teorema 12. Seja x0 P Rn, u P D1pRnq e s P r1,8q. Então os cinco itens a seguir são

mutuamente equivalentes:

1. u P Gs em x0.
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2. Para todo γ ě s´1 e toda distribuição v P E 1pRnq satisfazendo v ” u em alguma

vizinhança de x0, existem C, δ P R` e uma vizinhança V de x0 tais que

|Fγvpx, ξq| ď Ce´δxξy
1
s , para todo px, ξq P V ˆ Rn.

3. Existe v P E 1 tal que u ” v em uma vizinhança de x0, γ P rs´1, 1s, e uma vizinhança

V de x0 tais que

|Fγvpx, ξq| ď Ce´δxξy
1
s , para todo px, ξq P V ˆ Rn.

4. Existe uma vizinhança aberta U Ă Cn de x0 e C, δ P R` tais que, para cada γ ě 1,

existe uma decomposição

u “ gλ ` hλ em U X Rn,

de modo que gλ é holomorfa em U ,

|gλpzq| ď CeCλ|ℑpzq|, para todo z P U ,

e

|hλpxq| ď Ce´δλ
1
s , para todo x P U X Rn.

5. Existe uma vizinhança aberta U Ă Cn de x0 e C, δ P R` tais que, para cada γ ě 1,

existe uma decomposição

u “ gλ ` hλ em U X Rn,

de modo que gλ é holomorfa em tz P U : |ℑpzq| ď λ
´ps´1q

s u “ Uλ,

|gλpzq| ď C, para todo z P Uλ,

e

|hλpxq| ď Ce´δλ
1
s , para todo x P U X Rn.
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Demonstração. rp1q ùñ p2qs. Sejam u P Gs em x0, γ ě s´1 e v P E 1pRnq tal que v é

igual a u em uma vizinhança aberta U de x0. Considere um cubo Q centrado em x0, cujo

fecho está contido em U , fixe um conjunto aberto relativamente compacto V no interior

de Q ( ou seja, V̄ Ă Q). A seguir mostraremos

Fγvpx, ξq “

ż

Q

eipx´yqξ
pvpyqe´ixξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqqdy ` Ope´δxξyγ

q, @px, ξq P V ˆ Rn,

uniformemente. Isto é, mostraremos que DC ą 0 tal que

|Fγvpx, ξq ´

ż

Q

eipx´yqξ
pvpyqe´ixξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqqdy| ď Ce´δxξyγ , @px, ξq P V ˆ Rn.

Como, por hipótese, u P Gs em x0 existe U1 aberto tal que u P GspU1q e x0 P U1. Sem

perda de generalidade, podemos assumir U1 “ U(na verdade, trabalharemos com UXU1).

Seja ψ P C8
c pQq tal que ψ ” 1 em V̄ . Usando (2.1) temos

Fγvpx, ξq “ xv, eipx´y1q.ξ´xξy
γ

px´yq2αγpx ´ y, ξqy. (2.29)

Somando e subtraindo ψv, o lado direito de (2.29) pode ser visto como

Fγvpx, ξq “ xψv ` p1 ´ ψqv, eipx´y1q.ξ´xξy
γ

px´yq2αγpx ´ y, ξqy.

Usando a linearidade da distribuição,

Fγvpx, ξq “ xψv, eipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqy ` xp1 ´ ψqv, eipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqy.

Agora veja que

xp1 ´ ψqv, eipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqy “ Fγrp1 ´ ψqvspx, ξq.

Assim, podemos reescrever (2.29)

Fγvpx, ξq “ xv, ψeipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqy ` Fγrp1 ´ ψqvspx, ξq.
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Por outro lado, usado o fato de v “ u em U e a existência de ũ P GspUq tal que u “ ũ em

U temos

Fγvpx, ξq “

ż

Rn

ũpyqψpyqeipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy ` Fγrp1 ´ ψqvspx, ξq.

Além disso, como suppψ Ă Q

Fγvpx, ξq “

ż

Q

ũpyqψpyqeipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy ` Fγrp1 ´ ψqvspx, ξq.

Somando e subtraindo

ż

Q

ũpyqeipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy,

segue que

Fγvpx, ξq “

ż

Q

ũpyqeipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy

´

ż

Q

ũpyqeipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy

`

ż

Q

ũpyqψpyqeipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy ` Fγrp1 ´ ψqvspx, ξq.

“

ż

Q

ũpyqeipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy

`

ż

Q

rũpψ ´ 1qspyqeipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy ` Fγrp1 ´ ψqvspx, ξq.

Pela definição da função caracteŕıstica

Fγvpx, ξq “

ż

Q

ũpyqeipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy

`

ż

Rn

χQũpψ ´ 1qpyqeipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy

` xp1 ´ ψqv, eipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqy.
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Juntando os termos comuns

Fγvpx, ξq “

ż

Q

ũpyqeipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy

` xp1 ´ ψqpv ´ χQũq, eipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqy.

Observe que

xp1 ´ ψqpv ´ χQũq, eipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqy “ Fγrp1 ´ ψqpv ´ χQũqs.

Consequentemente

Fγvpx, ξq “

ż

Q

ũpyqeipx´yqξ´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy ` Fγrp1 ´ ψqpv ´ χQũqs.

Pelo Lema 5, existe uma vizinhança V tal que x0 P V , V̄ é compacto e δ, C ą 0 tais que

|Fγrp1 ´ ψqpv ´ χQũqs| ď Ce´δ|ξ|γ , @x P V e @ξ P Rn.

Dáı, temos que

Fγvpx, ξq “

ż

Q

eipx´yqξũpyqe´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy ` Ope´δxξyγ
q.

A seguir, nos concentraremos com

I “

ż

Q

eipx´yqξũpyqe´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy.

Assuma, sem perda de generalidade, que |ξ1| ě 1
n

|ξ| ě 1 e considere N um número

suficientemente grande o qual escolheremos abaixo. Multiplicando por ξN1 , temos que

ξN1 I “ ξN1

ż

Q

eipx´yqξũpyqe´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy.

Usando o fato que

By1reipx´yqξ
s “ p´iξ1qe

ipx´yqξ,
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integrando por partes uma vez com respeito a y1 e considerando Q “
śn

j“1raj, bjs temos

ξN1 I “

ż

Q

BN
y1

reipx´yqξs

p´iqN
ũpyqe´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy

“
1

p´iqN

«

ż

śn
j“2raj ,bjs

B
N´1
y1

reipx´yqξ
sũpyqe´xξyγαpx ´ y, ξqdy2dy3...dyn

ffy1“b1

y1“a1

´

ż

Q

B
N´1
y1

reipx´yqξ
sBy1rũpyqe´xξyγpx´yq2

sdy.

Integrando por partes N ´ 1 vezes, segue que

ξN1 I “
1

p´iqN

«

N
ÿ

k“1

ż

śn
j“2raj ,bjs

B
N´k
y1

reipx´yqξ
sB

k
y1

rũpyqe´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqsdy2dy3...dyn

ffy1“b1

y1“a1

´
1

p´iqN

ż

Q

eipx´yqξ
B
N
y1

rũpyqexξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqsdy. (2.30)

Logo,

I “
1

p´iξ1qN

«

N
ÿ

k“1

ż

śn
j“2raj ,bjs

B
N´k
y1

reipx´yqξ
sB

k
y1

rũpyqe´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqsdy2dy3...dyn

ffy1“b1

y1“a1

´
1

p´iξqN

ż

Q

eipx´yqξ
B
N
y1

rũpyqexξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqsdy. (2.31)

A seguir nos concentraremos em estimar o segundo termo da identidade acima, para isso

denote

LN “ p´iξ1q
´N

ż

Q

epx´yqξ
B
N
y1

pũpyqe´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqqdy.

Note que por 2.7 temos

|B
k
y1
e´xξyγpx´yq2

| ď Ck`1
xξy

γk
2 k

k
2 .

Utilizando (1.1)

B
N
y1

pũpyqe´xξypx´yq2αγpx ´ y, ξqq “
ÿ

a`b“N

ˆ

N

a

˙

B
a
y1

pũpyqαγpx ´ x1, ξqqB
b
y1

pe´xξyγpx´yq2
q.

Como ũ “ u P Gs (veja(1.10)) e por 2.4, crescendo C(se necessário) temos

|B
a
y1

pũpyqαpx ´ y, ξqq| ď Ca`1asaλnpγ´1q. (2.32)
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em que λ “ xξy. Assim,

|LN | ď λ´N
ÿ

a`b“N

ˆ

N

a

˙

Ca`1asaλnpγ´1q6bλ
γb
2 b

b
2

ď λ´N

«

ÿ

a`b“N

ˆ

N

a

˙

Ca`12a6b

ff

max
a`b“N

N saλ
γb
2 N

b
2 .

Note que, usando (1.11), existe C 1 ą 0 tal que

|LN | ď λ´NC 1.6N max
a`b“N

N saλ
γb
2 N

b
2 .

Tomando C 1 ą 6 temos então que

|LN | ď λ´NC 1N`1 max
a`b“N

N saλ
γb
2 N

b
2 .

Agora fixe 0 ă ϵ ă 1 e considere N “ Npϵ, λ, sq P Z` tal que N ď ϵλ
1
s ď N ` 1, dáı

|LN | ď λ´NCϵλ
1
s `1 max

a`b“N
pϵλ

1
s q

saλ
γb
2 pϵλ

1
s q

b
2

ď Cϵλ
1
s `1 max

a`b“N
ϵsa` b

2λ´b`
γb
2

` b
2s .

Observe que γ
2

` 1
2s

´ 1 ď 1
2

` 1
2

´ 1 “ 0 e sa` b
2

ě a` b
2

ě a`b
2

“ N
2
. Dáı, como 0 ă ϵ ă 1

e λ ě 1 temos

|LN | ď Cϵλ
1
s `1ϵ

N
2 .

Iremos melhorar ainda mais essa limitação, para isso dividiremos em dois casos.

1. Se N ‰ 0, então

Cϵλ
1
s `1ϵ

N
2 “ CCϵλ

1
s

«

ϵλ
1
s

N

ff
N
2
N

N
2

λ
N
2s

.

Como N ď ϵλ
1
s ď N ` 1,

Cϵλ
1
s `1ϵ

N
2 ď CCϵλ

1
s

«

ϵλ
1
s

N

ff
ϵλ

1
s

2
N

N
2

λ
N
2s

ď CCϵλ
1
s
pϵ

1
2 q

ϵλ
1
s

«

λ
1
s

N

ff
ϵλ

1
s

2
N

ϵλ
1
s

2

λ
ϵλ

1
s

2s λ
´1
2s

.
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pois N ě 1 e λ ě 1, implica λ
N
2s ě λ

ϵλ
1
s ´1
2s . Por outro lado,

Cϵλ
1
s `1ϵ

N
2 ď CpCϵ

1
2 q

ϵλ
1
2 λ

1
2s . (2.33)

Agora note que pCϵ
1
2 qϵ ă 1, pois definindo

fpϵq “ pCϵ
1
2 q

ϵ
“ eϵ logpCϵ

1
2 q,

temos que

f 1
pϵq “ eϵ logpCϵ

1
2 q

„

logpCϵ
1
2 `

ϵ

Cϵ
1
2

C
1

2
ϵ

´1
2

ȷ

“ eϵ logpCϵ
1
2 q

rlogpCϵ
1
2 q `

1

2
s.

Assim existe ϵ0 Ps0, 1r tal que f 1pϵq ă 0, @ϵ Ps0, ϵ0r. Ademais,

lim
ϵÑ0`

ϵ logpCϵ
1
2 q “ lim

ϵÑ0`

logpCϵ
1
2 q

ϵ´1
“ lim

ϵÑ0`

Cϵ
´1
2

Cϵ
1
2

1
2

´ϵ´2
“ lim

ϵÑ0`

´1

2
ϵ´1ϵ2 “ 0.

Assim, como f é decrescente em s0, ϵ0r temos fpϵq ă 1, @ ϵ Ps0, ϵ0r (diminuindo ϵ0,

se necessário). Logo

1 “ e0 “ lim
tÑ0`

fptq ą fpϵq “ eϵ logpCϵ
1
2 q

“ rCϵ
1
2 s

ϵ.

Dáı, existe δ ą 0 tal que

pCϵ
1
2 q

ϵ
“ fpϵq ă e´δ, @ ϵ P s0, ϵ0r.

Portanto,

CpCϵ
1
2 q

ϵλ
1
s λ

1
2s ă Ce´δλ

1
s λ

1
2s . (2.34)

E,

Ce´δλ
1
s λ

1
2s “ Ce´δλ

1
s

«

δλ
1
s

1!

ff
1
2

δ
´1
2 ď Cδ

´1
2 e´δλ

1
s
reδλ

1
s
s
1
2 “ pCδ

´1
2 qe

´δ
2
λ

1
s . (2.35)
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Assim, usando (2.33), (2.34), (2.35) temos Cϵλ
1
s `1ϵ

N
2 ď pCδ

´1
2 qe´ ´δ

2
λ

1
s

2. Se N=0, então

Cϵλ
1
s `1ϵ

N
2 “ CC2ϵλ

1
sC´ϵλ

1
s

ď C2e´ϵλ
1
s ,

pois neste caso ϵλ
1
s ď 1.

Juntando os dois casos acima temos C2, δ ą 0 tal que

|LN | ď C2e´ δ
2
λ

1
s (2.36)

Assim, estimamos um dos termos de (2.30). Agora vamos nos concentrar em estimar o

outro termo de (2.31). A saber

1

p´iξ1qN

«

N
ÿ

k“0

ż

śn
j“2raj ,bjs

B
N´k
y1

reipx´yqξ
sB

k
y1

rũpyqe´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqsdy2dy3...dyn

ffy1“b1

y1“a1

.

Dado y “ py1, ¨ ¨ ¨ , ynq P BQ existe ϵy ą 0 tal que se Vy “
śn

j“1syj ´ ϵy, yj ` ϵyr então

y P Vy e x0 R V̄y. Como BQ é compacto existem V1, V2, ..., Vm abertos tais que x0 R
Ťm

j“1 V̄j

e BQ Ă
Ťm

j“1 Vj. Vamos considerar y P Q tal que y1 Psx10 ´ xj, x
1
0 ` xjr. Dáı,

ˇ

ˇ

ˇ
B
q
y1

re´xξyγpx´yq2
s

ˇ

ˇ

ˇ

y1“a1 ou y1“b1
ď

ˇ

ˇ

ˇ
B
q
y1

re´xξyγpx1´y1q2
s

ˇ

ˇ

ˇ

y1“a1 ou y1“b1
.

e

|x1 ´ y1| ě |y1 ´ x10| ´ |x10 ´ x1| ě r ´ |x0 ´ x| ą
r

2
.

onde r é a distância mı́nima entre x0 e y1 em relação a x, garantindo que |x1 ´ y1| seja

suficientemente grande. Assim, usando a integração de Cauchy temos

ˇ

ˇ

ˇ
B
q
y1

re´xξyγpx´yq2
s

ˇ

ˇ

ˇ

y1“a1 ou y1“b1
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q!

2πi

ż

BBpy1,Rq

e´xξyγpx1´wq

pw ´ y1qq`1
dw

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
q!

2π

1

Rq`1
2πR sup

wPBBpy1,Rq

e´xξyγℜpx1´wq2 .

onde R é o raio da bola BBpy1, Rq usado na fórmula da integral de Cauchy, no qual



58

escolheremos abaixo. Tomando w “ w1 ` iw2, temos ℜpx1 ´ wq2 “ px1 ´ w1q
2 ´ w2

2 ě

p´|w1´y1|`|y1´x1|q2´w2
2. Como p´|w1´y1|`|y1´x1|q

2´w2
2 ě p´|w´y1|`||y1´x1|q2´w2

2

e p´|w ´ y1| ` ||y1 ´ x1|q
2 ´w2

2 ě p´R` r
2
q2 ´R2 “ ´2R r

2
` r2

4
. Tomando R ă r

4
temos

ℜpx1 ´ wq2 ě 0. Logo

ˇ

ˇ

ˇ
B
q
y1

re´xξyγpx´yq2
s

ˇ

ˇ

ˇ
ď Cq`1q!e´δxξyγ

ď Cq`1qqe´δxξyγ , para x P Bpx0,
r

2
q, ξ P Rn e y P Q com y1 Psx10 ´ xj;x

1
0 ` xjr.

(2.37)

Assim, para x P V , y P BQ e qualquer M ě N , por (2.32) e (2.37) temos que,

|ξ1|
´N

|B
N
y1

pvpyqe´xξyγpx´yq2qαγpx ´ y, ξq| ď |ξ1|
´NCN`1e´δxξyγ max

a`b“N
N saN b.

Como γ ě s´1 e λ “ xξy ď 2|ξ| ď 2n|ξ1|(quando |ξ| ě 1) temos que (crescendo C, caso

seja necessário)

|ξ1|
´N

|B
N
y1

pvpyqe´xξyγpx´yq2qαγpx ´ y, ξq| ď CN`1 max
a`b“N

N saN sbe´δλ
1
s λ´N .

Assim,

|ξ1|
´N

|B
N
y1

pvpyqe´xξyγpx´yq2qαγpx ´ y, ξq ď CN`1N sNλNe´δλ
1
s

ď CN`1

ˆ

N s

λ

˙N

e´δλ
1
s , quando |ξ| ě 1.

Como N ď ϵλ
1
s ď N ` 1 temos que N s ď ϵsλ. Dáı,

|ξ1|
´N

|B
N
y1

pvpyqe´xξyγpx´yq2qαγpx ´ y, ξq| ď CN`1
p
ϵsλ

λ
q
Ne´δλ

1
s

ď CpCϵsqNe´δλ
1
s

ď Ce´δλ
1
s , quando |ξ| ě 1

e ϵ de modo que Cϵs ď 1. Consequentemente

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

p´iξ1qN

«

N
ÿ

k“0

ż

śn
j“2raj ,bjs

B
N´k
y1

reipx´yqξ
sB

k
y1

rũpyqe´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqsdy2dy3...dyn

ffy1“b1

y1“a1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď V olp
n
ź

j“2

raj, bjsqC
N´k`1

pN ´ kq
N´ke´δλγ

Ce´δλ
1
s , |ξ| ě 1.
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Como γ ď s´1, redefinindo C e δ temos que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

p´iξ1qN

«

N
ÿ

k“0

ż

śn
j“2raj ,bjs

B
N´k
y1

reipx´yqξ
sB

k
y1

rũpyqe´xξyγpx´yq2αγpx ´ y, ξqsdy2dy3...dyn

ffy1“b1

y1“a1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Ce´δλ
1
s (2.38)

Usando a continuidade de px, ξq ÞÑ Fγvpx, ξq Por (2.30), (2.36)e (2.38),como λ “ xξy,

redefinindo C e δ, temos que

Fγvpx, ξq ď Ope´δ
xξy

1
s q, para x P Bp0,

r

2
q e ξ P Rn

Terminamos a demonstração da afirmação. Mas queremos mostrar algo melhor ainda, A

transformada Fγvpz, ξq se estende, para cada ξ P Rn, para uma função inteira em z P Cn.

Pela Obervação 9 temos que

|Fγvpz, ξq| ď Ce´δ|ξ|1{s

eCpξq| Impzq| (2.39)

para z em uma vizinhança suficientemente pequena V Ă Cn de x0.

rp1q ùñ p4qs

Suponha que u P Gs em x0. Fixe v P E 1 tal que v ” u numa vizinhança de x0 (para

isso basta multiplicar u por uma função corte) e considere γ “ s´1 pelo o que fizemos

acima segue a desigualdade (2.39). Dáı é suficiente mostrar que (2.39) ùñ p4q. Para

cada λ P R` definimos

gλpzq “ p2πq
´n

ż

|ξ|ďλ

Fγvpz, ξqdξ.

Como |Fγvpz, ξq| ď Ce´δxξyγ`Cxξy|ℑpzq| em uma vizinhança complexa U Ă Cn de x0 inde-

pendente de ξ, e z ÞÑ Fγvpz, ξq é holomorfa em U , temos que gλ é holomorfo em U . Além

disso, pela Observação 9 temos δ, C ą 0 tais que

|gλpzq| ď C

ż

|ξ|ďλ

e´δxξyγ`C|ξ||ℑpzq|dξ.

Fazendo uma mudança de variáveis polares e usando o fato de |ξ| ď xξy temos C1 ą 0 tal
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que

|gλpzq| “ C1

ż r“λ

r“0

e´δrγeCr|ℑpzq|rn´1dr.

Como
ş8

r“0
e´δrγrγ´1dr ă `8 existe C2 ą 0 tal que

|gλpzq| ď

ż r“λ

r“0

eCr|ℑpzq|
ď C2e

Cλ|ℑpzq|. (2.40)

Além disso, para x P U X Rn, lembrando que v P Gs
c, vpxq “ upxq P Gs

c, a definição de gλ

acima e usando o Lema 11 e o item p2q (lembrando p1q ùñ p2q, temos C, δ̃ ą 0 tal que

|pu ´ gλqpxq| “ |pv ´ gλqpxq| “ p2πq
´n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

|ξ|ěλ

Fγvpx, ξqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ż 8

r“λ

e´δ̃rγrn´1dr ď Ce´δλγ

,

é importante destacar que acima usamos mudanças de variáveis polares. Tomando hλpxq “

pu ´ gλqpxq temos que

|hλpxq| ď Ce´δλγ

, x P U X R.

p4q ùñ p5q Pelo item (4) temos que existe U Ă Cn aberto, tal que x0 P U e também

existem C, δ P R` tais que, para cada λ ě 1, existe gλ holomorfa em U satisfazendo

|gλpzq| ď CeCλ|ℑpzq|, @z P U. (2.41)

Além disso, se definirmos

hλpxq “ pu ´ gλqpxq, @x P U X Rn,

temos

|hλpxq| ď Ce´δλ
1
s . (2.42)

Queremos mostrar que gλ é holomorfa em Uλ “ tz P U ||ℑpzq| ď λ
´ps´1q

s u (esse fato é

imediato pois gλ é holomorfa em U) e, além disso, que |hλpzq| ď C para z P Uλ. Observe
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que, dado z P U , por (2.41), definindo D “ 2C

|gλpzq ´ gλ
2
pzq| ď |gλpzq| ` |gλ

2
pzq| ď CeCλ|ℑpzq|

` Ce
Cλ
2

|ℑpzq|
ď 2CeCλ|ℑpzq|

ď DeDλ|ℑpzq|.

(2.43)

Por outro lado, dado x P U X Rn

|gλpxq ´ gλ
2
pxq| “ |gλpxq ´ upxq ` upxq ´ gλ

2
pxq| “ |hλpxq| ` |hλ

2
pxq|.

Por (2.42), temos

|gλpxq ´ gλ
2
pxq| ď Ce´δλ

1
s

` Ce´δpλ
2

q
1
s

ď“ Ce´δ1λ
1
s , x P U X Rn.

Assim, crescendo C (se necessário) existe δ1 ą 0 tal que

|gλpxq ´ gλ
2
| ď Ce´δ1λ

1
s , x P U X Rn. (2.44)

Agora iremos mostrar que, definindo fλpzq “ pgλ ´ gλ
2
qpzq, temos

|fλpzq| ď e´ϵλ
1
s ,

para z P U . Considere x0 “ pxp0,1q, ..., xp0,jqq e R ą 0 tais que

n
ź

j“1

rxp0,jq ´ R, xp0,jq ` Rs ` i
n
ź

j“1

r´R,Rs Ă U.

Além disso, defina

Fλpzq “ fλpzqe
´δ

r2
pzj´xp0,jqq2λ

1
s
.

Fixe px2, ..., xnq P
śn

j“2rxp0,jq ´ R, xp0,jq ` Rs. Para n “ 1, usando (2.44) e (2.43)

1. |Fλpx ` 0iq| “ |fλpxq|e
´δ

R2 px1´xp0,1qq2λ
1
s

ď Ce´δλ
1
s .
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2.

|Fλpx ` iϵλ
´ps´1q

s e1q| ď |fλpx ` iϵλ
´ps´1q

s e1q||e
´δ

R2 px1`iϵλ
´ps´1q

s ´xp0,1qq2λ
1
s
|

ď CeCλϵλ
´ps´1q

s e
´δ

R2 ppx1´xp0,1qq2´pϵλ
´ps´1q

s q2qλ
1
s

ď CeCϵλ
1
s e

δ
R2 ϵ

2λ´2` 2
s λ

1
s

ď exp

"

Cϵλ
1
s `

δ

R2
ϵ2λ

1
s q

*

ď expt2Cϵλ
1
s u.

Em que ϵ é tal que δ
R2 ϵ ď C( ou seja, ϵ ď CR2

δ
) e ϵλ´1` 1

s ď R, para todo λ ě 1.

Para isso basta escolher ϵ ď R, pois λ ě 1 assim λ´1` 1
s ď 1.

3. Para não ser repetitivo usaremos a notação ˘R, pois a mesma demonstração vale

para `R e ´R.

|Fλpxp0,1q ˘ R ` iy1, x2, ..., xnq| ď |fλpxp0,1q ˘ R ` iy1, x2, ..., xnq|ep ´δ

R2 p˘Rq2´y21qλ
1
s
.

Usando a estimativa (2.44) nestes segmentos, temos que

|Fλpxp0,1q ˘ R ` iy1, x2, ..., xnq| ď CeCλy1e
δ

R2 y
2
1λ

1
s
e´δλ

1
s .

Ademais,

CeCλy1e
δ

R2 y
2
1λ

1
s
e´δλ

1
s

“ C exp pCϵλ
1
s `

δ

R2
ϵ2λ

1
s ´ δλ

1
s q,

A seguir escolha ϵ suficientemente pequeno tal que

Cϵ `
δ

R2
ϵ2 ă

δ

2
.

Assim

|Fλpxp0,1q ˘ R ` iy1, x2, ..., xnq| ď Ce
´δ
2
λ

1
s .

Agora defina

Gλpz1q “ Fλpz1, x2, ..., xnq

”

Ce
´δ
2
λ

1
s

ı´i
pz1´xp0,1qq

ϵλ
´ps´1q

s

´1 ”

Ce2Cϵλ
1
s

ıi
pz1´xp0,1qq

ϵλ
´

s´1
s .
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Dáı

1.

|Gλpx1q| ď Ce
´δ
2
λ

1
s

”

Ce
´δ
2
λ

1
s

ı´i
px1´xp0,1qq

ϵλ
´1` 1

s
´1 ”

Ce2Cϵλ
1
s

ıi
px1´xp0,1qq

ϵλ
´

ps´1q
s .

2.

|Gλpx ` iϵλ
´ps´1q

s e1q| ď Ce2Cϵλ
1
s

”

Ce´ δ
2
λ

1
s

ı´i
px`iϵλ

´1` 1
s ´xp0,1qq

ϵλ
´1` 1

s
´1

ˆ

”

Ce2Cϵλ
1
s

ıi
px1`iϵλ

´1` 1
s ´xp0,1qq

ϵλ
´1` 1

s

ď 1.

3.

|Gλpxp0,1q ˘ R ` iy1q| ď Ce´ δ
2
λ

1
s

”

Ce´ δ
2
λ

1
s

ıi
p˘R`iy1q

ϵλ
´1` 1

s
´1

ˆ

”

Ce2Cϵλ
1
s

ıi
p˘R`iy1q

ϵλ
´1` 1

s

ď

”

Ce´ δ
2
λ

1
s

ı

y1

ϵλ
´1` 1

s

”

Ce2Cϵλ
1
s

ı´
y1

ϵλ
´1` 1

s .

Logo,
”

Ce´ δ
2
λ

1
s

ı

y1

ϵλ
´1` 1

s

”

Ce2Cϵλ
1
s

ı´
y1

ϵλ
´1` 1

s “ e´2Cλy1e´ δ
2
ϵ´1λy1 ď 1,

quando 0 ď y1 ď ϵλ´
ps´1q

s .

Assim, pelo Prinćıpio do Máximo,

|Gλpx1 ` iy1q| ď 1,

quando |x1 ´ xp0,1q| ď R e 0 ď y1 ď ϵλ´
ps´1q

s . Dáı

|Fλpzq| ď

”

Ce´ δ
2
λ

1
s

ıi
px1`iy1´xp0,1qq

ϵλ
´ps´1q

s

`1 ”

Ce2Cϵλ
1
s

ı´i
px1`iy1´xp0,1qq

ϵλ
´

ps´1q
s

ď

”

Ce´ δ
2
λ

1
s

ı´
y1

ϵλ
´

ps´1q
s

`1 ”

Ce2Cϵλ
1
s

ı

y1

ϵλ
´

ps´1q
s .



64

Por outro lado, como y1 ď ϵλ
´ps´1q

s temos

exp

"

δ

2
ϵ´1λy1 ´

δ

2
λ

1
s ` 2Cλy1

*

ď exp

"

δ

2
ϵ´1λ

1

2
λ´1` 1

s ϵ ´
δ

2
λ

1
s ` 2Cλ

1

2
ϵλ´1` 1

s

*

ď C exp

"

δ

2
λ

1
s ´

δ

2
λ

1
sCϵλ

1
s

*

.

Assim

|Fλpzq| ď C exp p
´δ

8
λ

1
s q,

onde tomamos ϵ pequeno tal que p δ
4

´ Cϵq ď δ
2
. Mais ainda

|fλpz1, x2, ..., xnq| ď |Ce´ δ
8
λ

1
s e

δ
R2 px1`iy0´xp0,1qq2λ

1
s
|

ď Ce´ δ
16

λ
1
s

“ Ce´ϵ̃λ
1
s ,

para |x1 ´ xp0,1q| ď R
4
e |y| ă 1

2
ϵλ´

ps´1q

s . Logo,

|fλpz1, x2, ..., xnq| ď Ce´ϵ̃λ
1
s .

Seguindo os mesmos passos para as demais coordenadas, redefinindo ϵ e R, temos então

que

|fλpz1, z2, ..., znq| ď Ce´ϵ̃λ
1
s . (2.45)

para |xj ´ xp0,jq| ď R
4
e |y| ă 1

2
ϵλ´

ps´1q

s . Dado λ P R` suficientemente grande, escolha k

tal que

2k ď λ ď 2k`1,

e escreva

gλ “ g λ

2k
`

k
ÿ

j“1

pg λ

2j´1
´ g λ

2j
q.

Observe que, dado z “ x ` iy em V ,

|gλpzq| ď |g λ

2k
pzq| `

k
ÿ

j“1

|g λ

2j´1
´ g λ

2j
|.
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Usando as estimativas (2.41), (2.45)

|gλpzq| ď CeC
λ

2k
|y|

`

k
ÿ

j“1

e´ϵp λ

2j´1 q
1
s

ď CeC
λ

2k
λ´1` 1

s
`

k
ÿ

j“1

e´ϵp λ

2j´1 q
1
s
.

Agora observando que o segundo termo pode ser estimado pela soma de uma progressão

geométrica temos

|gλpzq| ď

«

C exp

#

C
λ

1
s

2k

+ff

`

k
ÿ

j“1

1

ϵp λ
2j´1 q

1
s

“

«

C exp

#

C
λ

1
s

2k

+ff

`
2´ 1

s

ϵλ
1
s

2
1
s

p2
k
s ´ 1q

2
1
s ´ 1

ď C exp pC2pkp 1
s

´1q` 1
s

q
`

p1 ´ 2´ k
s q

ϵp2
1
s ´ 1q

, pois 2k ď λ ď 2k`1.

Assim, fazendo k Ñ `8

|gλpzq| ď C exp pC2
1
s q `

1

ϵp2
1
s ´ 1q

.

Consequentemente, existe D ą 0 de modo que

|gλpzq| ď D. (2.46)

[p5q ùñ p2q] Considere v P E 1pRnq e U0 vizinhança aberta de x0 tal que v ” u em

U0. Considere também γ ě s´1 e |ξ| ě n. Sem perda de generalidade podemos assumir

|ξ1| ě
|ξ|

n
ě 1. Nesta parte da demonstração denotaremos λ “ |ξ|. Seja Ũ1 Ă Cn uma

vizinhança aberta de x0 tal que u “ gλ ` hλ em U1
.
“ Ũ1 XRn, em que gλ é holomorfa em

Uλ “ tz P Ũ1 : |ℑpzq| ď λ´1` 1
s u, |gλ| ď C para todo z P Uλ e |hλpxq| ď Ce´δλ

1
s para todo

x P U1. Seja η P C8
c pU1 X U0q tal que η ” 1 em uma vizinhança de x0. Assim, usando a

linearidade da FBI temos

Fγvpx, ξq “ Fγrηvspx, ξq ` Fγrp1 ´ ηqvspx, ξq.

Usando o fato que η ´ 1 ” 0 em uma vizinhança de x0 pelo Lema 5 temos que existem
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C, a ą 0 tais que

|Fλvpx, ξq| ď |Fλrηvspx, ξq| ` Ce´aλ
1
s .

Como u ” v em U0, u “ gλ ` hλ em U1 e η P C8
c pU1 X U0q temos

|Fλvpx, ξq| ď |Fλrηpgλ ` hλqspx, ξq| ` Ce´aλ
1
s

ď |Fγpηgλqpx, ξq| ` |

ż

ηpyqhλpyqeipx´yqξ´|ξ|γpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy| ` Ce´aλ
1
s .

Por outro lado, usando (2.42) e por 2.32 (crescendo C, se necessário), temos

|Fλvpx, ξq| ď |Fγpηgλqpx, ξq| ` Ce´δλ
1
s

ż

|ηpyq|dy ` Ce´aλ
1
s .

Como η possui suporte compacto temos que
ş

supp η
|ηpyq|dy ď D. Redefinindo C “ C.D`C

e δ “ minta, δu, temos então

|Fλvpx, ξq ď |Fγpηgλqpx, ξq| ` Ce´δλ
1
s .

Transladando o sistema para origem em x0 e considerando r suficientemente pequeno tal

que supp η Ă Bpx0, 3rq Ă U0 X U1 onde

Bpx0, rq “ tx : |xj ´ xj0| ă r @j P t1, ..., nuu.

Suponha que ηpxq ” 1 em Bpx0, 2rq. Seja ϕ P C1pRq tal que 0 ď ϕ ď 1
2
, ϕptq ą 0 para

|t| ď 2r e ϕptq “ 0 quando |t| ě 3r. Considere ϵ ą 0 pequeno e um desvio no contorno de

integração dado por

Φpyq “ py1 ` iϵλ´
ps´1q

s ϕpy1q, y2, ..., ynq,

onde y1 P rx10 ´ 3r, x10 ` 3rs,

Agora, como ηgλ é cont́ınua e de suporte compacto,

Fγηgλpx, ξq “

ż

Bpx0,3rq

ηpyqgλpyqeipx´yqξ´|ξ|γpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy.
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Usando Fubini-Tonelli e lembrando que supp Ă Bpx0, 3rq Ă
śn

j“1rx
j
0 ´ 3r, xj0 ` 3rs

Fγηgλpx, ξq “

ż

śn
j“2rxj

0´3r,xj
0`3rs

ż x1
0`3r

x1
0´3r

ηpyqgλpyqeipx´yqξ´|ξ|γpx´yq2αγpx ´ y, ξqdy1dy2 ¨ ¨ ¨ dyn.

A seguir denote

ω “ ηpzqgλpzqeipx´yqξ´|ξ|γpx´zq2αγpx ´ z, ξqdz,

e

F “ ηpzqgλpzqeipx´yqξ´|ξ|γpx´zq2αγpx ´ z, ξq.

Usando Teorema de Stokes e o fato de supp η suppBpx0, 3rq

ż

S

d1ω “

ż

BS

ω “

ż

S1

ω ´

ż x1
0`3r

x1
0´3r

ωdy, (2.47)

onde S “ ty1 ` iϵtλ´
ps´1q

s ϕpy1q : y1 P rx10 ´ 3r, x10 ` 3rs, t P r0, 1su e S1 “ ty1 `

iϵλ
´ps´1q

s ϕpy1q; y1 P rx10 ´ 3r, x10 ` 3rsu. Observe que, parametrizando S1 temos

ż

S1

ω “ ´

ż x1
0`3r

x1
0´3r

F py1 ` iϵλ´
ps´1q

a ϕpy1qqr1 ` iϵλ´ s´1
s ϕ1

py1qsdy,

e
ż x1

0`3r

x1
0´3r

ω “

ż x1
0`3r

x1
0´3r

F pyqdy.

Além disso

drηpzqgλpzqeipx´zqξ´|ξ|γpx´zq2αγpx ´ z, ξqs “
B

Bz1
rηpzqgλpzqeipx´zqξ´|ξ|γpx´zq2αγpx ´ z, ξqdz1sdz

`
B

Bz̄
rηpzqgλpzqeipx´zqξ´|ξ|γpx´zq2αγpx ´ z, ξqdz1sdz̄.

A primeira parcela se anula por dz^dz “ 0. Além disso, como η possui suporte compacto
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e gλpzqeipx´zqξ´|ξ|γpx´zq2αγpx ´ z, ξq é holomorfa, usando a regra do produto temos que

B

Bz̄
rηpzqgλpzqeipx´zqξ´|ξ|γpx´zq2αγpx ´ z, ξqs “

B

Bz̄
rηpzqsgλpzqeipx´zqξ´|ξ|γpx´zq2αγpx ´ z, ξq

` ηpzq
B

Bz̄

!

gλpzqeipx´zqξ´|ξ|γpx´zq2αγpx ´ z, ξq

)

“
B

Bz̄
rηpzqsgλpzqeipx´zqξ´|ξ|γpx´zq2αγpx ´ z, ξqdz.

Dáı

sup
zPS

|
BF

Bz̄1
pzq| “ sup

py,tqPrx1
0´3r,x1

0`3rsˆr0,1s

|
Bη

Bz̄1
py1 ` iϵtλ´

ps´1q

s ϕpy1q, y2, ..., ynq|ˆ

ˆ |Gpy1 ` iϵtλ´
ps´1q

s ϕpy1q, y2, ..., ynq|,

onde Gpzq “ gλpzqeipx´zqξ´|ξ|γpx´zq2αγpx ´ z, ξq. Agora, pela definição de η,

suppzPS |
BF

Bz̄1
pzq|

“ sup
2ră|y1´x1

0|ă3r,tPr0,1s

|
Bη

Bz̄
py1 ` iϵtλ´

ps´1q

s ϕpy1q, y2, ..., ynq||Gpy1 ` iϵtλ´
ps´1q

s ϕpy1q, y2, ..., ynq|.

A seguir vamos estimar

Fd “ |
Bη

Bz̄
py1 ` iϵtλ

´ps´1q

s ϕpy1q, y2, ..., ynq||gλpy1 ` iϵtλ
´ps´1q

s ϕpy1q, y2, ..., ynq|ˆ

ˆ eipx´zpy,tqξ´|ξ|npx´zpy,tqq2αγpx ´ zpy, tq; ξq,

quando t P r0, 1s e 2r ď |y1 ´ x10| ď 3r. Observe que, usando (2.46), o fato de α ser

limitada e a limitação de η. Segue que

Fd ď Ceℜpipx´zpy,tqξ´|ξ|npx´zpy,tqq2q. (2.48)

Em que,

ℜpipx ´ zpy, tqξ ´ |ξ|
n
px ´ zpy, tqq

2
q “ ϵtλ´

ps´1q

s ϕpyqξ1 ´ |ξ|
γ
ppx ´ yq

2
´ rϵtλ

´ps´1q

s ϕpyqs
2
q

ď ϵc1|ξ|
1
s ´ |ξ|

γ
ppx ´ yq

2
´ ϵ2c2λ

´2` 2
s q.
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Por outro lado, como λ´2` 2
s ď 1 (pois, λ “ |ξ| ě 1) e |x´y| ě |y´x0|´|x´x0| ą 2r´r “ r,

temos que

ℜpipx ´ zpy, tqξ ´ |ξ|
n
px ´ zpy, tqq

2
q ď ϵC|ξ|

1
s ´ |ξ|

γ
pr2 ´ ϵ2Cq.

Escolha ϵ ą 0 tal que r2 ´ ϵ2C ą 0, ou seja, ϵ ă p r2

C
q
1
2 . Lembrando que γ ą 1

s
, tomando

ϵ ă 1,

ℜpipx ´ zpy, tqξ ´ |ξ|
n
px ´ zpy, tqq

2
q ď ´|ξ|

1
s pr2 ´ 2ϵCq.

Agora escolheremos r2 ´ 2ϵC ą 0, ou seja, ϵ ă r2

2C
, existe a ą 0 tal que

|

ż

S

B

Bz̄
F pzqdz| ď ||S|| sup

zPS

B

Bz̄
F pzq|3rϵλ

´ps´1q

s
1

2
sup

2ră|y´x1
0|ă3r,tPr0,1s

BF

Bz̄
py ` iϵtλ´

ps´1q

s ϕpyqq

ď
3r

2
ϵe´a|ξ|

1
s .

Assim temos a estimativa de um dos termos de (2.47)

|

ż

S

dw| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

S

B

Bz̄
F pzqdz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
3r

2
ϵe´a|ξ|

1
s .

Nos resta estimar
ż

S1

w “

ż x1
0`3r

x1
0´3r

F pΦpyqqΦ1
pyqdy.

Observe que, usando (2.48),

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x1
0`3r

x1
0´3r

F pΦpyqqΦ1
pyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C sup
|y´x0|ă3r

|eipx´Φpyqqξ´|ξ|γpy´Φpyqq2
|.

Além disso, como Φpyq “ y ` iϵλ´
ps´1q

s ϕpyqe1, temos

ℜ
␣

ipx ´ Φpyqξ ´ |ξ|
γ
px ´ Φpyqq

2
(

“ ϵλ
´ps´1q

s ϕpyqξ1 ´ |ξ|
γ
ppx ´ yq

2
´ ϵλ´

ps´1q

s ϕpy1qq.

A seguir dividiremos em dois casos:
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1. Se |y1 ´ x0| ą 2r, então existe a ą 0 tal que (lembremos que λ “ |ξ|)

ℜ
!

ipx ´ Φpyqξ ´ |ξ|
γ
px ´ Φpyqq

2
q ď ´a|ξ|

1
s ,
)

quando |x ´ x0| ă r (e ϵ é suficientemente pequeno).

2. Se |y1 ´ x0| ď 2r temos que ϕpy1q “ 1
2
e assim,

ℜpipx ´ Φpyqξ ´ |ξ|
γ
px ´ Φpyqq

2
q ď ϵλ´

ps´1q

s ` |ξ|
γϵ2λ´

ps´1q

s .

Agora observe que, se estivermos no caso ξ1 ă 0 então |ξ| ď |ξ1|n “ ´nξ1. Logo

ℜpipx ´ Φpyqξ ´ |ξ|
γ
px ´ Φpyqq

2
q ď

´ϵλ´
ps´1q

s

n
|ξ| ` |ξ|

1
s ϵ2 “ pϵ2 ´

ϵ

n
q|ξ|

1
s “ ´a|ξ|

1
s ,

desde que ϵ2 ´ ϵ
n

ă 0, ou seja, ϵ ă 1
n
. Se ξ1 ą 0. Repetiremos o mesmo processo só que

tomando ϕpyq “ ´1
2
. Pela semelhança omitiremos a demonstração.

rp3q ùñ p1qs Suponha que u ” v em uma vizinhança x0, com v P E 1 e suponha

também γ P rs´1, 1s, C ą 0 e c ą 0 de modo que

Fγvpx, ξq ď C exp p´cxξy
1
s qq para todo ξ P Rn,

para x numa vizinhança fixa de x0. Pela Observação 9 existem C, δ, c ą 0 e r0 ą 0 tais

que, se r ă r0 então

|B
α
xFγpx, ξq| ď α!Ce´δxξy

1
s `crxξy 1

r|α|
, |x ´ x0| ă r.

Escolha r “ xξy
1
s

´1 δ
2c

(diminuindo δ, se necessário, para obter r ă r0). Dáı

|B
α
xFγvpx, ξq| ď α!Ce´ δ

2
xξy

1
s

«

xξy1´ 1
s 2c

δ

ff|α|

, para |x ´ x0| ă δ.

Em particular,

|Fγvpx, ξq| ď Ce´ δ
2

xξy
1
s

P L1.
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Utilizando a Fórmula da Inversão e o Teorema da Convergência Dominada,

upxq “ vpxq “ lim
ϵÑ0`

p2πq
´n

ż

|ξ|ďϵ´1

Fγvpx, ξqdξ “ p2πq
´n

ż

Rn

Fγvpx, ξqdξ, x P Bpx0, δq.

Logo, usando novamente o Teorema da Convergência Dominada e derivando sob o sinal

de integração existe C1 ą 0 tal que

|B
αupxq| “ |p2πq

´n

ż

B
α
xFvpx, ξqdξ| ď

ż

Rn

α!C |α|`1e´ δ
2

xξy
1
s
xξy

|α|p1´ 1
s

qdξ.

quando |x´x0| ă δ. Fazendo uma mudança de variáveis e lembrando que xξy “ p1` ξ2q
1
2

existe C1 ą 0 de modo que

|B
αupxq| ď

ż

Sn´1

ż `8

0

α!C |α|`1e´ δ
2

p1`t2q
1
2s

p1 ` t2q
|α|

2
p1´ 1

s
qtn´1dtdV pξq

ď

ż `8

0

α!C
|α|`1
1 e´ δ

2
p1`t2q

1
2s

p1 ` t2q
|α|

2
p1´ 1

s
qtn´1dt.

Observe que

1. Existe C2 ą 0 de modo que

ż 1

0

α!C
|α|

1 e´ δ
2

p1`t2q
|α|
2 p1´sq

dt ď C
|α|`1
2 α!s.

2. Fazendo a mudança t
1
s “ r, rs “ t (consequentemente srs´1dr “ dt e dt “ srs´1)

temos:

ż `8

1

α!e´ δ
2
t
1
s t|α|p1´ 1

s
q2

|α|

2 C
|α|

1 tn´1dt “ C
|α|`1
1 |α|!

ż 8

1

e´ δ
2
rr|α|ps´1qrpsn´sqsrs´1dr.

Assim, lembrando a definição da função gama e que Γpmq “ m!, temos C2 ą 0 tal

que

ż `8

1

α!e´ δ
2
t
1
s t|α|p1´ 1

s
q2

|α|

2 C
|α|

1 tn´1dt “ C!|α|`1
|α|!Γp|α|ps ´ 1q ` nsq ď C

|α|`1
2 |α|

s|α|.
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Assim, juntando as afirmações acima existe C3 ą 0 tal que

|B
αupxq| ď C

|α|`1
3 |α|

s|α|, |x ´ x0| ă δ.

Dáı, u é Gs em x0.

Uma vez que mostramos p1q ùñ p4q, (para isso antes fizemos p1q ùñ p2q )

p4q ùñ p5q, p5q ùñ p2q e p3q ùñ p1q. Note que p2q ùñ p3q é direto. Assim,

finalizamos a demonstração com a seguinte cadeia de afirmações

p1q ùñ p4q ùñ p5q ùñ p2q ùñ p3q ùñ p1q.



Caṕıtulo

3

Regularidade de Gevrey para o operador L

No presente caṕıtulo, abordaremos a hipoelipticidade Gevrey do operador

L “ B
2
x ` pxp´1

Bt1q
2

` pxq´1
Bt2q

2, (3.1)

quando 1 ď p ď q, p, q P N.

3.1 Uma classe de espaços de Sobolev com peso

Neste caṕıtulo nós precisaremos inverter um operador diferencial. Para isso usaremos

alguns resultados de análise funcional. Os espaços Sobolev clássicos não nos ajudam

nestes objetivos, nós usaremos espaços de Sobolev com peso (cuja definição depende do

operador). Por exemplo, com tais pesos provaremos facilmente que o operador é cont́ınuo,

já com espaço sobolev clássico não sabemos se é cont́ınuo ou não. Nesta seção nós iremos

definir tais espaços. Para x P R e 0 ‰ τ P R2 considere

wpx, τq “ pτ
2
p

1 ` τ 21x
2pp´1q

` τ
2
q

2 ` τ 22x
2pq´1q

q
1
2 . (3.2)

Fixe v P C8pRq com valor real e não-negativa, satisfazendo v ” 0 em uma vizinhança de 0,

e vpxq ” 1 para todo |x| ě 1. Seja ρ ą 0 um parâmetro pequeno, que irá, eventualmente,

depender de v, e defina as classes de espaços de Sobolev com peso Hk
τ,ρ,θ,wpRq cujas

73
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normas são

||f ||
2
H0

τ,ρ,v,wpRq “

ż

R
|fpxq|

2wpx, τq
´2eρ|τ |

p
q vpxqdx; (3.3)

||f ||
2
H1

τ,ρ,v,wpRq “

ż

R
rwpx, τq

´2
|Bxfpxq|

2
` |fpxq|

2
seρ|τ |

p
q vpxqdx; (3.4)

||f ||
2
H2

τ,ρ,v,wpRq “

ż

R
rwpx, τq

´2
|B

2
xfpxq|

2
` |Bxfpxq|

2
` wpx, τq

2
|fpxq|

2
seρ|τ |

p
q vpxqdx. (3.5)

Para não carregar a notação denotaremos Hk
τ.ρ,v,w por τ k para k P t0, 1, 2uObserve que

podemos redefinir as normas como

||f ||
2
H0

τ pRq “ ||w´1fe
ρ
2
τ
p
q v

||
2
L2 ; (3.6)

||f ||
2
H1

τ pRq “ ||w´1f 1e
ρ
2
τ
p
q v

||L2 ` ||fe
ρ
2
τ
p
q v

||
2
L2 ; (3.7)

||f ||
2
H2

τ pRq “ ||w´1f2e
ρ
2
τ
p
q v

||
2
L2 ` ||f 1e

ρ
2
τ
p
q v

||
2
L2 ` ||wfe

ρ
2
τ
p
q v

||
2
L2 . (3.8)

Ou ainda, podeŕıamos considerar uma medida com peso no lugar da medida de Lebesgue.

Vale mencionar a densidade das funções teste nestes espaços.

Lema 12. Dado f P H2
τ pRq existe ϕj P C8

c pRq tal que ϕj Ñ f em H2
τ pRq.

A demonstração deste lema foi omitida devido a semelhança com o caso clássico (veja

[5]).

Vamos definir também o espaços de Sobolev com peso para R ˆ D, onde D é um

disco aberto. Para qualquer disco aberto D Ă C2 centrado em 0, definimos os espaços

de Sobolev Hk
τ,ρ,v,wpR ˆ Dq de funções mensurávies de px, tq P R ˆ D cujo quadrado é

localmente integrável e que são holomorfas com respeito a t P D (para quase todo x),

para qual as normas são

||f ||
2
H0

τ,ρ,v,wpRˆDq “

ż

RˆD

|fpx, tq|
2wpx, τq

´2eρ|τ |
p
q vpxqdxdtdt̄. (3.9)

||f ||
2
H1

τ,ρ,v,wpRˆDq “

ż

RˆD

rwpx, τq
´2

|Bxfpx, tq|
2

` |fpx, tq|
2
seρ|τ |

p
q vpxqdxdtdt̄. (3.10)

||f ||
2
H2

τ,ρ,v,wpRˆDq “

ż

RˆD

rwpx, τq
´2

|B
2
xfpx, tq|

2
` |Bxfpx, tq|

2
` wpx, τq

2
|fpx, tq|

2
seρ|τ |

p
q vpxqdxdtdt̄.

(3.11)
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Para simplificar notação escreveremos ||f ||H0
τ,ρ,v,w

“ ||f ||H0
τ
, ||f ||2H1

τ,ρ,v,w
“ ||f ||2H1

τ
e ||f ||2H2

τ,ρ,v,w
“

||f ||2H2
τ
.

3.2 Hipoelipticidade Gevrey do Operador L

Esta seção é dedicada para demonstrar uma aplicação da seção 2. O resultado apresen-

tados aqui tem grande valor histórico e por isso, em certo sentido, é o principal resultado

desse texto. Como definido acima, considere

Lp,q “ L “ B
2
x ` pxp´1

Bt1q
2

` pxq´1
Bt2q

2,

com px, tq P R ˆ R2 e 1 ď p ď q. Acima estamos denotando B2
x “ Bx ˝ Bx e pxp´1Btq

2 “

pxp´1Btq ˝ pxp´1Btq Observe que, tomando fpxq uma função arbitrária, por definição temos

Lfpxq “ B
2
xfpxq ` x2pp´1q

B
2
t1
fpxq ` x2pq´1q

B
2
t2
fpxq.

Assim

B
2
x ` x2pp´1q

B
2
t1

` x2pq´1q
B
2
t2

“ B
2
x ` pxp´1

Bt1q
2

` pxq´1
Bt2q

2

Nosso objetivo é mostrar que Lp,q é Gs hipoeĺıptico para todo s ě
q
p
. A prova é baseada

nos itens 2 e 5 do Teorema 12 junto dos lemas abaixo. Para simplificar a notação considere

E “ Eτ,η,tpt
1
q “ eipt´t1qτ´xηy

p
q pt´t1q2 .

Lema 13. Seja L “ B2
x`pxp´1Bt1q2`pxq´1Bt2q2, para 1 ď p ď q. Então existem c, c1, δ P R`

e uma vizinhança aberta U Ă R ˆ C2 da origem tais que para cada η “ pξ, τq P R ˆ R2

satisfazendo |ξ| ď |τ | e cada px, tq P U existe g P C0pUq, holomorfa com respeito a t,

satisfazendo

LpEgqpx1, t1q “ α p
q
px ´ x1, t ´ t1, ηqepx´x1qξ´xηy

p
q px´x1q2Ept1q ` Ope´δxηy

p
q
q,
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em U X R3,

g “ Op1q em U,

e para px1, t1q P U X R3,

gpx1, t1q “ Ope´δ|τ |
p
q
q, se |x1

| ą c e |x| ă c1,

cujas as limitações são uniformes para px, t, ηq.

Lema 14. Seja L “ B2
x`pxp´1Bt1q2`pxq´1Bt2q2, para 1 ď p ď q. Então existem c, c1, δ P R`

e um conjunto aberto 0 P U Ă C3 tais que para cada px, tq P U X R3 e η “ pξ, τq P R3

satisfazendo |ξ| ě |τ |, então existe g holomorfa em U satisfazendo

LpEgqpx1, t1q “ αp{qpx ´ x1, t ´ t1, ηq ¨ Epx1, tq ` Ope´δxηy
q, em R3

X U,

e g “ Op1q em U , uniformemente em px, t, ηq.

Antes de apresentar os detalhes da prova do Lema 12, mostraremos porque o Lema os

Lemas 13 e 14 implicam a hipoelipticidade Gevrey de L.

Teorema 13. Seja L “ B2
x ` pxp´1Bt1q2 ` pxq´1Bt2q2, para 1 ď p ď q. Se s ď

q
p
temos que

L é Gs- hipoeĺıptico.

Demonstração. Seja γ “
p
q
. Suponha que W Ă R3 é aberto, u P D1pW q, s ě γ´1 “

q
p
e

Lu P GspW q. Observe que L é eĺıptico quando x ‰ 0. De fato, considere a equação

η2 ` x2pp´1qξ21 ` x2pq´1qξ22 “ 0.

Note que, se x ‰ 0 então a única solução da equação acima é pη, ξ1, ξ2q “ 0. Portanto, L

é eliptico em W zt0u. Dáı, L é Gs hipoeliptico em W zt0u (veja por exemplo [10], Teorema

1.1) . Nos resta mostrar que L é hipoeliptico em tpx, t1, t2q : x “ 0u. Para isso fixe um

conjunto aberto relativamente compacto V Ă U X W (em que U é aberto do Lema 12) e

h P C8
0 pU X W q satisfazendo h ” 1 em uma vizinhança de V̄ . Rescrevendo u como u.h.

Observe que Lphuq “ Lpuq em V . Logo Lphuq é Gs em uma vizinhança de 0 contida em

V . Se mostrarmos que hu é Gs em uma vizinhança de 0 contida em V então temos u P Gs
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nesta vizinhana pois u “ uh em V . Então u, Lu P C8pU X W q pois L é C8 hipoeliptico

(veja [11]). Considere qualquer px, tq P V e η “ pξ, τq P R ˆ R2 com |ξ| ď |τ | e seja

g “ gpx,t,ηq satisfazendo as conclusões do Lema 13. Assim,

LpEgqpx1, t1q “ α p
q
px ´ x1, t ´ t1, ηqeipx´x1qξ´xηy

p
q px´x1q2Epx1, t1q ` Ope´δxηy

p
q
q.

Pela definição de E e lembrando que η “ pξ, τq temos

LpEgqpx1, t1q “ α p
q
px ´ x1, t ´ t1, ηqeirpx,tq´px1,t1qsη´xηy

p
q rpx,tq´px1,t1qs2

` Ope´δxηy
p
q
q.

Observe que, como u P C8pW q temos

Fγupx, t, ηq “

ż

upx1, t1qerpx,tq´px1,t1qsη´xηyγppx,tq´px1,t1qq2αγppx, tq ´ px1, t1q, ηqdpx1, t1q.

Dáı, usando que suppu Ă V̄ Ă U (lembre-se que a u original foi reescrita) temos

Fγupx, t, ηq “

ż

suppu

upx1, t1qrLpEgqpx1, t1q ` Ope´δxηy
p
q
qsdpx1, t1q.

Como suppu é compacto temos

Fγupx, t, ηq “

ż

V̄

ru ¨ LpEgqspx1, t1qdpx1, t1q ` Ope´δxηy
p
q
q.

Por outro lado, fazendo integração por partes duas vezes temos que

ż

V̄

ru ¨ LpEgqspx1, t1qdpx1, t1q “

ż

V̄

rpLuq ¨ pEgqspx1, t1qdpx1, t1q.

Consequentemente

Fγupx, t, ηq “

ż

V̄

rpLuq ¨ pEgqspx1, t1qdpx1, t1q ` Ope´δxηy
p
q
q. (3.12)

Como Lu P Gs, pelo item 5 do Teorema 12 existem uma vizinhança aberta V1 Ă C3

contendo p0, t1, t2q e C, δ ą 0 tais que para cada η, Lu é decomposto em V1 X R3 como

Lu “ G ` Ope´δxηy
1
s
q,
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onde G é holomorfa e Op1q em

Uη “ tpx, tq P V1 : |ℑpx, tq| ă xηy
´ s´1

s u.

Ademais, |pLu ´ Gqpzq| ď Ce´δxηy
1
s , @z P Uη (em que C independe de η). Portanto,

voltando em (3.12) temos que existem C ą 0 e δ ą 0 tais que

|Fγupx, t, ηq| ď Ce´δxηy
1
s , para px, tq P V, η P R ˆ R2.

Para o caso |τ | ě |ξ| podemos provar de modo análogo a partir do Lema 14. Consequen-

temente L é hipoeliptico.

Para prova do Lema 13, substituiremos px, tq e px1, t1q na afirmação do lema por px̃, t̃q

e px, tq, respectivamente, de modo que L atue com respeito a px, tq, e os parâmetros são

px̃, t̃q e η “ pξ, τq. Defina γ “
p
q
e considere

Eptq “ eipt̃´tqτ´xηyγpt̃´tq2 .

Defina também o operador

Lη “ E´1
˝ L ˝ E. (3.13)

Ambos E e Lη dependem dos parâmetros t̃, η. A seguir iremos estudar Lη como a soma

de 3 operadores a serem definidos. Iniciamos com o operador Aτ ,

Aτ “ B
2
x ´ x2pp´1qτ 21 ´ x2pq´1qτ 22 . (3.14)

Para o entendimento do próximo lema veja 3.3. Recomendamos que o Leitor relembre a

definição dos espaços definidos em (3.3)-(3.9) antes de ler o próximo Lema.

Lema 15. Para todo |ρ| suficientemente pequeno, Aτ : C2
0pRq Ñ C0

0pRq estende-se a um

operador invert́ıvel de H2
τ pRq para H0

τ pRq de modo que existe C ą 0 tal que C independente

dos parâmetros ||f ||2H2
τ

ď C||Aτf ||2H0
τ

@f P H0
τ .

Note que o lema permanece verdadeiro se os expoentes p
q
na definição das normas é
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substitúıdo por qualquer expoente pertencente a p0, 1s, mas a nossa aplicação requer p
q
.

Demonstração. Primeiro é importante destacar que Aτ : H2
τ pRq Ñ H0

τ pRq é limitada,

cujas limitações independem de ρ e τ . Mais ainda, existe C ą 0 (independente de ρ e τ)

de modo que ||Aτf ||H0
τ

ď ||f ||2Hτ
, @f P H2

τ pRq. De fato, por (3.3) e (3.14) temos

||Aτf ||
2
H0

τ pRq “

ż

R
|Aτfpxq|

2wpx, τq
´2eρ|τ |

p
q vpxqdx

“

ż

R
|B

2
xpfpxqq ´ x2pp´1qτ 21 pfpxqq ´ x2pq´1qτ 22 pfpxqq|

2wpx, τq
´2eρ|τ |

p
q vpxqdx

(3.15)

Pela desigualdade de Minkowski temos

||Aτf ||H0
τ

ď

„
ż

r|B
2
xfpxq|w´1e

ρ
2

|τ |
p
q vpxq

s
2dx

ȷ
1
2

`

„
ż

rw´1
|fpxq|x2pp´1qτ 21 e

ρ
2

|τ |
p
q vpxq

s
2dx

ȷ
1
2

`

„
ż

rw´1
|fpxq|x2pq´1qτ 22 e

ρ
2

|τ |
p
q vpxq

s
2dx

ȷ
1
2

.

Além disso, por (3.2),

|x2pp´1qτ 21 |
1
2 ď wpx, τq

e

|x2pq´1qτ 22 |
1
2 ď wpx, τq.

Dáı

||Aτf ||H0
τ pRq ď

„
ż

w´2
|B

2
xfpxq|

2eρ|τ |
p
q vpxqdx

ȷ
1
2

` 2

„
ż

|fpxq|
2w2eρ|τ |

p
q vpxqdx

ȷ
1
2

.

Acima, os termos que “faltam” para obter a norma H2
τ pRq são positivas. Assim,

||Aτf ||H0
τ pRq ď ||f ||H2

τ pRq.

Para provar a invertibilidade considere primeiro ρ “ 0 nas normas de H0
τ e H2

τ , veja

(3.3) (lembre-se que elas dependem de ρ, v e w além de τ). A seguir vamos mostrar uma
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estimativa por baixo. Para qualquer função de valor real f P C2
0pRq, por (3.14), temos

´

ż

R
Aτf.fdx “ ´

ż

R
pB

2
xfqpxq ¨ fpxqdx `

ż

R
|fpxq|

2
px2pp´1qτ 21 ` x2pq´1qτ 22 qdx (3.16)

Agora observe que, utilizando integração por partes e lembrando que f possui suporte

compacto

´

ż

R
pB

2
xfqpxq ¨ fpxqdx “

ż

R
f 1

pxq.f 1
pxqdx “

ż

R
|f 1

pxq|
2dx

Assim, voltando para (3.16) temos

´

ż

R
Aτf.fdx “

ż

R
|f 1

pxq|
2dx `

ż

R
|fpxq|

2
px2pp´1qτ 21 ` x2pq´1qτ 22 qdx. (3.17)

A seguir mostraremos que para quaisquer f P C2
0pRq, λ P R` e m P N temos

λ
2
m ||f ||

2
L2 ď C||Bxf ||

2
L2 ` C

ż

R
|f |

2λ2x2pm´1qdx. (3.18)

Observe que

||f ||
2
L2pRq “ ||f ||

2
L2pp´1,1qq ` ||f ||

2
L2pp´1,1qcq. (3.19)

Vamos trabalhar com cada termo separadamente. pela desigualdade de Poincaré existe

C̃ ą 0 tal que ||f ||L2pp´1,1qq ď C̃||Bxf ||L2pp´1,1qq. E, como m ě 1,

||f ||
2
L2pp´1,1qcq “

ż

p´1,1qc

|fpxq|
2dx ď

ż

|x|ą1

|x|
2pm´1q

|fpxq|
2dx.

Voltando em (3.19) temos

||f ||
2
L2pRq “ pC̃q

2
||Bxf ||

2
L2pp´1,1qq `

ż

|x|ą1

|x|
2pm´1q

|fpxq|
2dx

ď C̃||Bxf ||
2
L2 ` 1

ż

R
|x|

2pm´1q
|fpxq|

2dx

Escolhendo C “ maxt1, C̃u temos

||f ||
2
L2pRq ď C||Bxf ||

2
L2 ` C

ż

|x|
2pm´1q

|fpxq|
2dx
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Deste modo terminamos de mostrar (3.18) para λ “ 1. Para o caso geral, considere λ P R`

e defina fλpxq “ fpλxq. Note que

1.

||fλ||
2
2 “

ż

R
|fpλxq|

2dx “
1

λ

ż

R
|fpuq|

2du “
1

λ
||f ||

2
2, onde u “ λx (3.20)

2.

||Bxfλ||
2

“

ż

R
|
d

dx
fpλxq|

2dx “ λ2
ż

R
|f 1

pλxq|
2dx “ λ2

1

λ

ż

R
|f 1

puq|
2du “ λ||Bxf ||

2
2

(3.21)

3.

ż

R
|fλ|

2x2pm´1qdx “

ż

R
|fpuq|

2
p
u

λ
q
2pm´1qdu

λ
“

1

λ2m´1

ż

R
|fpuq|

2u2pm´1qdu (3.22)

Sabemos que (usando (3.18))

||fλ||
2

ď C||Bxfλ||
2

` C

ż

R
|fλ|

2x2pm´1qdx (3.23)

Substituindo as igualdades feitas nos itens acima em (3.23), (3),

1

λ
||f ||

2
2 “ ||fλ||

2
2 ď Cλ}Bxf}

2
` Cλ´p2m ´ 1q

ż

R
|f |

2x2pm´1qdx.

Multiplicando ambos os lados por λ´1

λ´2
||f ||

2
ď C||Bxf ||

2
` Cλ´2m

ż

R
|f |

2x2pm´1qdx, @λ ą 0

Assim, para λ´ 1
m no lugar de λ temos

λ2{m
}f}

2
ď C}Bxf}

2
` C

ż

R
|fpxq|

2λ2x2pm´1qdx, para λ ą 0. (3.24)
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Lembre-se que voltando em (3.17)

´

ż

R
Aτf ¨ f dx “ ||Bxf ||

2
`

ż

R
|f |

2
pτ 21x

2pp´1q
` τ 22x

2pq´1q
qdx (3.25)

e, usando (3.24) temos

1.

τ
2
p

1 ||f ||
2

ď C||Bxf ||
2

` C

ż

R
|f |

2τ 21x
2pp´1qdx

Dáı,
1

4C

ż

R
τ

2
p

1 |f |
2

´
1

4

ż

|Bxf |
2

ď
1

4

ż

|f |
2τ 21x

2pp´1q

2.

τ
2
q

2 ||f ||
2

ď C||Bxf ||
2

` C

ż

R
|f |

2τ 22x
2pq´1qdx

Dáı,
1

4C

ż

R
τ

2
p

2 |f |
2

´
1

4

ż

|Bxf |
2

ď
1

4

ż

|f |
2τ 22x

2pq´1q

Assim, pelos itens acima, lembrando que ||Bxf ||2 “
ş

|Bxf |2, temos

´

ż

R
Aτf 9fdx “ ||Bxf ||

2
`

ż

|f |
2
pτ 21x

2pp´1q
` τ 22x

2pq´1q
q dx

ě ||Bxf ||
2

`
3

4

ż

|f |
2τ 21x

2pp´1qdx `
1

4C

ż

τ
2
p

1 |f |
2dx

´
||Bxf ||2

4
`

3

4

ż

|f |
2τ 22x

2pq´1qdx `
1

4C

ż

τ
2
q

2 |f |
2dx ´

||Bxf ||2

4
.

Rearrumando os termos temos que

´

ż

R
Aτf 9fdx ě

1

2
||Bxf ||

2
` D

ż

|f |
2
pτ 21x

2pp´1q
` τ

2
p

1 ` τ2x
2pq´1q

` τ
2
q

2 q (3.26)

onde D “ mint3
4
, 1
4C

u. Tomando E “ mint1
2
, Du, lembrando a definição de w ( veja (3.2)),

por (3.26), segue que existe E ą 0 de modo que

´

ż

R
Aτf ¨ f dx ě Ep||Bxf ||

2
`

ż

|f |
2w2

q (3.27)
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Por outro lado, usando a desigualdade de Holder temos que

´

ż

R
Aτf ¨ fdx ď

ż

R
|Aτf ¨ f |dx ď

„
ż

w´2
pAτfq

2

ȷ
1
2
ˆ
ż

f 2w2

˙
1
2

como p
ş

w´2pAτfq2q
1
2 “ ||Aτf ||H0

τ
, temos que

´

ż

R
Aτf ¨ fdx ď ||Aτf ||H0

τ
p

ż

f 2w2
q
1
2

ď ||Aτf ||H0
τ

„

||Bxf ||
2

`

ż

f 2w2

ȷ
1
2

.

Consequentemente, por (3.27), existe C ą 0 tal que

„

||Bxf ||
2

`

ż

R
|f |

2wpx, τq
2

ȷ
1
2

ď C||Aτf ||H0
τ
. (3.28)

Assim, controlamos dois, dos três, termos na definição da norma H2
τ (veja (3.9)) para

definição desta norma). Nos resta majorar o terceiro termo de ||f ||H2
τ
. Por outro lado,

pela definição de Aτ (veja (3.14)) temos B2
x “ Aτ ` τ 21x

2pp´1q ` τ 22x
2pq´1q. Dáı

ˆ
ż

R
wpx, τq

´2
|B

2
xf |

2dx

˙
1
2

“

ˆ
ż

R
wpx, τq

´2
rAτfpxq ` τ 21x

2pp´1qfpxq ` τ 22x
2pq´1qfpxqs

2dx

˙
1
2

Usando Minkowski, temos

„
ż

Rn

w´2
|B

2
xf |

2dx

ȷ

ď

ˆ
ż

R
wpx, τq

´2Aτfpxq dx

˙
1
2

`

ˆ
ż

R
wpx, τq

´2
rτ 21x

2pp´1q
` τ 22x

2pq´1q
spfpxqq

2dx

˙
1
2

Observe que rτ 21x
2pp´1q ` τ 22x

2pq´1qs ď rwpx, τqs2 assim temos, por (3.28), e a definição de
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H0
τ (lembrando que estamos no caso ρ “ 0)

ˆ
ż

R
wpx, τq

´2
|B

2
xf |

2dx

˙
1
2

ď ||Aτf ||
2
H0

τ
`

„
ż

R
wpx, τq

2
|fpxq|

ȷ
1
2

ď ||Aτf ||
2
H0

τ
`

„

||Bxf ||
2

`

ż

|f |
2w2

ȷ
1
2

ď p1 ` Cq||Aτf ||
2
H0

τ

Portanto

ˆ
ż

R
wpx, τq

´2
|B

2
xf |

2dx

˙
1
2

ď p1 ` Cq||Aτf ||
2
H0

τ
(3.29)

Assim, por (3.28) e (3.29), lembrando as definições de H2
τ e de H0

τ , aumentando C, temos

||f ||
2
H2

τ
ď C||Aτf ||

2
H0

τ
para todo f P C2

0 (3.30)

em que C independe de τ e ρ “ 0.

Falta obter a desigualdade para ρ “ 0. A correspondente desigualdade para |ρ| pequeno e

|τ | ě 1 segue por conjugação com exp pρ|τ |γq
vpxq

2
. Lembrando da definição de v considera-

remos v ” 1 no interior de Bp0, 1qc e consequentemente ∇v ” 0 em Bp0, 1qc. Além disso,

como v ” 0 em uma vizinhança de 0 então existe r P p0, 1q tal que v ” 0 em Bp0, rq. Seja

x P supp∇v Ă ¯Bp0, 1q ´ Bp0, rq. Dáı, como p ă q e rp ą rq, temos

wpx, tq ě
“

τ 21x
2pp´1q

` τ 22x
2pq´1q

‰

1
2 ě

“

τ 21 r
2pp´1q

` τ 22 r
2pq´1q

‰

1
2 ě rq´1

|τ |. (3.31)

dáı |τ | ď bwpx, τq, em que b “ 1{rq´1. Observe que, dadas duas funções f, g

B
2
xtf ¨ gu “ f2g ` 2f 1g1

` fg2. (3.32)
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Além disso, pela definição de Aτ (veja (3.14))

pAτfq ¨ g ` 2f 1g1
` fg2

“ f2g ` 2f 1g1
` fg2

´ px2pp´1qτ 21 ` x2pq´1qτ 22 qpf ¨ gq

“ B
2
xtpf ¨ gqu ´ px2pp´1qτ 21 ` x2pq´1qτ 22 qpf.gq

“ Aτ pf ¨ gq. (3.33)

No caso especial g “ e
ρ
2

|τ |γv temos que

g1
“
ρ

2
|τ |

γv1e
ρ
2

|τ |γv

e

g2
“ r

ρ

2
|τ |

γv1
s
2e

ρ
2

|τ |γv
`
ρ

2
|τ |

γv2e
ρ
2

|τ |γv

Logo, por (3.33) e a fórmula da derivada do produto

Aτtfe
ρ
2

|τ |γv
u “ rAτf ` f 1ρ|τ |

γv1
` fp

ρ

2
|τ |

γv1
q
2

` f
ρ

2
|τ |

γv2
se

ρ
2

|τ |γv (3.34)

Bxtfe
ρ
2

|τ |γv
u “ f 1e

ρ
2

|τ |γv
` f

ρ

2
|τ |

γv1e
ρ
2

|τ |γv (3.35)

B
2
xtfe

ρ
2

|τ |γv
u “ rf2

` f 1ρ|τ |
γv1

` fp
ρ

2
|τ |

γv1
q
2

` f
ρ

2
|τ |

γv2
se

ρ
2

|τ |γv. (3.36)

Por (3.3) temos que

||f ||H2
τ pRq “

„
ż

R
rwpx, τq

´2
|B

2
xfpxq|

2
` |Bxfpxq|

2
` wpx, τq

2
|fpxq|

2
seρ|τ |

p
q vpxqdx

ȷ
1
2

ď ||w´1
|f2

|e
ρ
2

|τ |
p
q vpxq

||L2 ` ||f 1e
ρ
2

|τ |
p
q vpxq

||L2 ` ||wfe
ρ
2

|τ |
p
q vpxq

||L2 .

A seguir vamos evidenciar ρ (lembrando que já fizemos o caso ρ “ 0). Para isso denote

||f ||H0
τ,ρ

“ ||fw´1e
ρ
2

|τ |
p
q v

||L2

||f ||H2
τ,ρ

“

„
ż

w´2
|f2

|
2

` |f 1
|
2

` w2
|f |

2
se

ρ
2

|τ |
p
q v

ȷ
1
2

Já mostramos que ||f ||H2
τ,0

ď C||Aτf ||H0
τ,0

para f P C2
0 . Para o caso geral note que existe

a ą 0 tal que |v1| ď a. Assim, usando (3.34) e lembrando as definições de Aτ e w (veja
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(3.14) e (3.2))

||Aτ pfe
ρ
2

|τ |
p
q v

q||H0
τ,ρ

ď ||Aτf ||H0
τ,ρ

` ρa||f 1e
ρ
2

|τ |γv
||L2 ` p

ρa

a
q
2a2||fwe

ρ
2

|τ |γv
||L2 `

ρ

2
a2||fe

ρ
2

|τ |γvw||L2

ď ||Aτf ||H0
τ,ρ

` 3ρa2||f ||H2
τ,ρ
. (3.37)

Por outro lado, como v possui suporte compacto, podemos supor, |v1| ď a, |τ |γ ď aw, |v2| ď

a, onde a é o mı́nimo entre o valor máximo de v e b em (3.31) . Além disso, |τ |γ ď |τ |2γ ď

a2w2, já que |τ | ą 1. Veja que pelo que já fizemos

||wfe
ρ
2

|τ |γv
||L2 ď ||fe

ρ
2

|τ |
p
q v

||H2
τ,0

ď C||Aτ pfe
ρ
2

|τ |γv
q||H2

τ,0
.

Usando (3.37) temos

||wfe
ρ
2

|τ |γv
||L2 ď C||Aτf ||H0

τ,ρ
` 3Cρa2||f ||H2

τ,ρ
(3.38)

Agora usando (3.34), temos que

||f 1e
ρ
2

|τ |γv
||L2 ď ||Bxtfe

ρ
2

|τ |γv
u||L2 ` ||f

ρ

2
|τ |

γv1e
ρ
2

|τ |γv
||L2

ď ||fe
ρ
2

|τ |γv
||H2

τ,0
` ρa||fwe

ρ
2

|τ |γv
||L2

Usando (3.30), (3.37) e (3.38)

||f 1e
ρ
2

|τ |γv
||L2 ď C||Aτ pfe

ρ
2

|τ |γv
q||H2

τ,0
` Cρa||Aτ ||H0

τ,ρ
` 3cρ2a2||f ||H2

τ,ρ
(3.39)

ď Cp1 ` 3aq||Aτf ||H0
τ,ρ

` 6Cρa2||f ||H2
τ,ρ
. (3.40)

Por fim, vamos estimar o primeiro termo, usando (3.34)

||w´1f2e
ρ
2

|τ |γv
q||L2 ď ||w´1

B
2
xtfe

ρ
2

|τ |γv
qu||L2 ` ||w´1f 1ρ|τ |

γv1
q
2e

ρ
2

|τ |γv
||L2

` ||w´1fp
ρ

2
|τ |

γv1
q
2e

ρ
2

|τ |γv
||L2 ` ||w´1f

ρ

2
|τ |

γv2e
ρ
2

|τ |γv
||L2

ď ||fe
ρ
2

|τ |γv
||H2

τ,0
` ρa||f 1e

ρ
2

|τ |γv
||L2 ` p

ρa

2
q
2
||wfe

ρ
2

|τ |γv
||L2 ` ρa||wfe

ρ
2

|τ |γv
||L2 .
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Por (3.30), (3.37), (3.39), (3.38), e como p
ρa
2

q2 ď ρa2

||w´1
pf2

qe
ρ
2

|τ |γv
||L2 ď C||Aτtfe

ρ
2

|τ |γv
u||H0

τ,ρ
` ρa||f 1e

ρ
2

|τ |γv
||L2 ` pρa2 ` ρaq||wfe

ρ
2

|τ |γv
||L2

ď Cr||Aτf ||H0
τ,ρ

` 3ρa2||f ||H2
τ,ρ

s ` ρarCp1 ` 3aq||Aτf ||H0
τ,ρ

` 6Cρa2||f ||H2
τ,ρ

s ` pρa2 ` ρaqrC||Aτf ||H0
τ,ρ

` 3Cρa2||f ||H2
τ,ρ

s.

Portanto

||w´1
pf2

qe
ρ
2

|τ |γv
||L2 ď ||Aτf ||τ,ρ0Cp1 ` 1 ` 3ρa2 ` 2ρa2q ` 15Cρa2||f ||H2

τ,ρ
. (3.41)

Tome D “ Cp1 ` 1 ` 3ρa2 ` 2ρa2q. Por (3.41), (3.39), (3.38) temos

||f ||H2
τ,ρ

ď D||Aτf ||H0
τ,ρ

` 24Cρa2||f ||H2
τ,ρ

Assim,

p1 ´ 24Cρa2q||f ||H2
τ,ρ

ď D||Aτf ||H0
τ,ρ
.

Escolhendo ρ tal que 1 ´ 24ρa2 ą 0, ou seja, ρ ď 1
24a2

temos E ą 0 tal que

E||f ||H2
τ,ρ

ď ||Aτf ||H0
τ,ρ
, @f P C8

c . (3.42)

Já conseguimos a estimativa que desejávamos. Agora mostraremos que Aτ é simétrico em

L2pR, dxq. De fato, considerando o produto interno de L2, queremos mostrar então que

xAτf, gy “ xf,Aτgy

Sejam f, g P C2
0 , usando integração por partes

xB
2
xf, gy “

ż

R
B
2
xfpxq ¨ gpxqdx “

ż

R
fpxq ¨ B2

xgpxqdx “ xf, B2
xgy
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Por outro lado,

xx2pp´1qτ 21 f, gy “

ż

R
x2pp´1qτ 21 fpxq ¨ gpxqdx “

ż

R
x2pp´1qτ 21 gpxq ¨ fpxqdx “ xf, x2pp´1qτ 21 gy

e de forma similar para o termo x2pq´1qτ22 . Portando, pela linearidade do produto interno

temos que Aτ é simétrico. Nos resta mostrar a invertibilidade de Aτ . Já mostramos que

Aτ : H2
τ pRq Ñ H0

τ pRq é linear, existe C ą 0 tal que ||Aτf ||H0
τ

ď C||f ||H0
τ pRq para todo

f P H0
τ e ||ϕ||H2

τ pRq ď C||Aτϕ||H0
τ
, para toda ϕ P C2

c pRq. A seguir mostraremos que isso

também vale para H2
τ . Pelo Lema (12), dados f P H2

τ existe tϕju
8
j“1 Ă C8

c pRq tal que

ϕj Ñ f em H2
τ . Sem perda de generalidade suponha ||ϕj ´ f ||H0

τ
ă 1

j
. Logo,

||f ||H2
τ

ď ||f ´ ϕj||H2
τ

` ||ϕj|||H2
τ

ď
1

j
` C||Aτϕj||H0

τ

ď
1

j
` C||Aτ pϕj ´ fq||H0

τ
` C||Aτf |||H0

τ

ď
1

j
` C2

||ϕj ´ f |||H2
τ

` C||Aτf |||H0
τ

ď
1

j
` C21

j
` C||Aτf |||H0

τ

Fazendo j Ñ `8 temos que ||f ||H2
τ

ď C||Aτf ||H0
τ
. Em particular, se Aτf “ 0 então

f “ 0. Ou seja, Aτ é injetora em H2
τ . Por fim mostraremos que Aτ é sobrejetora (de H2

τ

para H0
τ ). Note que H0

τ “ L2pw´2eρ|τ |γvdxq (é um L2 com a medida usual perturbada).

Deste modo, H0
τ “ Aτ pH2

τ pRqq ‘ rAτ pH2
τ pRqqsK. Para concluir que Aτ é sobrejetora, nós

mostraremos que rAτ pH2
τ pRqqsK “ t0u. Dado g P rAτ pH2

τ pRqqsK temos, pela definição do

produto em H0
τ pRq

0 “

ż

R
Aτ pfqḡw´2eρ|τ |γvdx, @f P H2

τ pRq.

Em particular, dado ϕ P C8
c pRq arbitrário temos

0 “

ż

R
Aτ pϕq ḡw´2eρ|τ |γvdx “

ż

ϕAτtḡw´2eρ|τ |γv
udx

Lembrando queAτ é simétrico,Aτtḡw´2eρ|τ |γvu “ 0 como distribuição. Assim,Aτ pḡw´2eρ|τ |
p
q vq “
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0 em Bp0, Nq para cada n P N, no sentido das distribuições. Logo

B
2
xpḡw´2eρ|τ |γv

q “ rx2pp´1qτ 21 ` x2pq´1qτ 22 sḡw´2eρ|τ |
p
q v

em Bp0, Nq no sentido das distribuições. Como ḡ P H2
τ pRq em particular g é fun-

ção e temos que B2
xpḡw´2eρ|τ |γvq P L2pBp0, Nqq. Como a derivada segunda é função

temos que Bxpḡw´2eρ|τ |γvq P L2pBp0, Nqq. Portanto, ḡw´2eρ|τ |γv P H2
τ pBp0, Nqq. Seja

ψ P C8
c pBp0, 1qq tal que ψ ” 1 em Bp0, 1

2
q e 0 ď ψ ď 1. Definindo ψNpxq “ ψp 1

N
xq temos

que ψN P C8
c pBp0, Nqq, ψN ” 1 em Bp0, N

2
q e 0 ď ψN ď 1. Assim, como ψN ḡw

´2eρ|τ |
p
q v

possui suporte compacto existem as derivadas até ordem 2 em Bp0, Nq. Assim

||ψN ḡw
´2eρ|τ |

p
q v

||H2
τ

ď C||Aτ pψN ḡw
´2eρ|τ |

p
q v

||H0
τ

“ C||Aτ pḡw´1eρ|τ |
p
q v

q ` Aτ pψN ´ 1qḡw´1eρ|τ |
p
q v

||H0
τ

“ ||Aτ pψN ´ 1qḡw´1eρ|τ |
p
q v

||H0
τ

ď C2
||pψN ´ 1qḡw´1eρ|τ |

p
q v

||H0
τ

Por fim

||ḡw´2eρ|τ |
p
q v

||H2
τ

“ lim
NÑ`8

«

ż

Bp0,N
2

qc

w´2
|B

2
xtḡw´2eρ|τ |

p
q v

u|
2

` |Bxtḡw´2eρ|τ |
p
q v

u|
2

` w2
|ḡw´2

|eρ|τ |
p
q vdx

ff
1
2

ď lim
NÑ`8

||ψN ḡw
´2eρ|τ |

p
q v

||H2
τ

ď lim
NÑ8

C2
pτ

2
p

1 ` τ
2
q

2 qeρ|τ |
p
q a

«

ż

Bp0,N
2

qc

pḡq
2w´2eρ|τ |

p
q vdx

ff
1
2

“ 0, pois ḡ P H0
τ

Portanto ḡw´2eρ|τ |
p
q v “ 0 em quase todo ponto, já que w´2 ‰ 0 (pois w ě pτ

2
q

1 `τ
2
q

2 q
1
2 ą 0)

e eρ|τ |
p
q v ‰ 0 temos ḡ ” 0 qtp, dáı g “ 0 qtp. Portanto, Aτ pH2

τ pRqqK “ t0u. Concluindo

que Aτ é sobrejetiva. Como Aτ : H2
τ Ñ H0

τ é bijetora e limitada, temos que Aτ possui

inversa e sua inversa é limitada. Ademais, vimos que existe C ą 0, independente de τ e ρ,

tal que ||Aτf ||H0
τ

ď C||f ||H2
τ
e que ||f ||H2

τ
ď C||Aτf ||H0

τ
. Portanto Aτ : C2

0pRq Ñ C2
0pRq
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foi estendida para uma função Aτ : H2
τ Ñ H0

τ invert́ıvel, limitada, com uma inversa e tais

que existe uma constante C independente de τ de modo que ||Aτ || ď C e ||A´1
τ || ď C.

Seja D Ă C2 centrado em 0. Observe que Aτ : H2
τ pR ˆ Dq Ñ H0

τ pR ˆ Dq é invert́ıvel,

por consequência do Lema 15. De fato, pelo Lema 15 temos que Aτ : H2
τ pRq Ñ H0

τ pRq

é invert́ıvel. Ou seja, ||f ||H2
τ

ď C||Aτf ||H0
τ
e C||f ||H2

τ
ě ||Aτf ||H0

τ
. Integrando essa

desigualdade em D, segue então que Aτ : H2
τ pRˆDq Ñ H0

τ pRˆDq é invert́ıvel e limitada.

Defina Eη por

Aτ ` Eη “ B
2
x ` x2pp´1q

r´iτ1 ` 2xηy
γ
qpt̃1 ´ t1qs

2
` x2pq´1q

r´iτ2 ` 2xηy
γ
pt̃1 ´ t1qs

2 (3.43)

Além disso, defina Rη por Lη “ Aτ ` Eη ` Rη. Note que a pertubação do termo Rη

envolve diferenciação com respeito t, enquanto Aτ , Eη não. Seja D1 um disco aberto em

C2 centrado na origem tal que D1 Ă D e dpD1, BDq ě ϵ. Seja r o raio de D.

Lema 16. Fixe h P C8
0 pRq satisfazendo h ” 1 em uma vizinhança de 0. Se |ρ| é suficien-

temente pequeno então os termos de pertubação Eη,Rη satisfazem as seguintes limitações

que são uniformes para todo |τ | ě 1.

h ¨ Eη : H2
τ pR ˆ Dq Ñ H0

τ pR ˆ Dq com norma Opr ` |t̃|q. (3.44)

h ¨ Rη : H2
τ pR ˆ Dq Ñ H0

τ pR ˆ D1
q com norma Opϵ´2

|τ |
´2γ

q. (3.45)

Ou seja, existem constantes b e b1 (independente de τ) tais que ||hEηf ||H0
τ

ď b||f ||H2
τ
p|t̃|`rq

e ||hRηf ||H0
τ

ď b1pϵ´2|τ |´2γq||f ||H2
τ

Demonstração. Antes de mostrar (3.44) mostraremos a desigualdade auxiliar:

|τ |
γ
p|x|

p´1
` |x|

q´1
q ď Cwpx, τq @x P supph, @|τ | ě 1. (3.46)

Com o objetivo de demonstrar (3.46) observe que, como 1 ď p ď q e supph é compacto,

existe C ą 0 tal que |x|q´1 ď C|x|p´1 para todo x P suppphq. Assim é suficiente mostrar

|τ |γ|x|p´1 ď Cwpx, ξq. Veja que, por (3.2),
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1. Se |τ1| ě |τ2| então (lembrando que |τ | ě 1, 1 ď p ď q e γ “
p
q
),

|τ |
γ
|x|

p´1
“ |τ |

p
q |x|

p´1
ď |τ ||x|

p´1
ď C|τ1||x|

p´1
“ Cp|τ1|

2
|x|

2pp´1q
q
1
2 ď Cwpx, τq.

2. Se |τ2| ě |τ1|. Sabemos que existe C ą 0 tal que |τ | ď C|τ2|. Logo, sendo γ “ p{q,

|τ |
γ
|x|

p´1
ď C|τ2|

p
q |x|

p´1
“ C|τ2|

1
q p|τ2|

1
q |x|q

p´1. (3.47)

A seguir mostraremos que fixado t ě 0 temos tp´1 ď 1 ` tq´1 quando 1 ď p ď q.

Observe que para t “ 0 é trivial. Note também que quando q “ 1 (consequentemente

p “ 1) é trivial pois

tp´1
“ t1´1

“ 1 ď 1 ` 1 “ 1 ` t1´1
“ 1 ` tq´1

@t ‰ 0.

A seguir fixe t ‰ 0 Para o caso q ą 1 vamos definir h : r1, qs Ñ R por

p ÞÑ hppq “ tp´1
“ epp´1q log t.

Note que hpqq “ tq´1 ď 1 ` tq´1 e h1ppq “
p´1
t
tp´1 ě 0. Assim

tp´1
“ hppq ď hpqq ď 1 ` tq´1, p P r1, qs.

Voltando em (3.47) e usando a desigualdade acima, temos

|τ |
γ
|x|

p´1
ď C|τ2|

1
q r1 ` p|τ2|

1
q |x|q

q´1
s ď 2Cmaxt|τ2|

1
q ; |τ2||x|

q´1
u.

Observe que

|τ2|
1
q “ p|τ2|

2
q q

1
2 ď p|τ1|

2
q ` τ 21x

2pp´1q
` τ

2
q

2 ` τ 22x
2pq´1q

q
1
2 “ wpx, τq

e,

|τ2||x|
q´1

“ p|τ2|
2
|x|

2pq´1q
q
1
2 ď p|τ1|

2
q ` τ 21x

2pp´1q
` τ

2
q

2 ` τ 22x
2pq´1q

q
1
2 “ wpx, τq
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Consequentemente, temos que |τ |γ|x|p´1 ď 2Cwpx, τq. Portanto (3.46) está demons-

trada.

Queremos usar (3.46) para concluir que h ¨ Eη : H2
τ pR ˆDq Ñ H0

τ pR ˆDq é limitado com

norma Opr ` |t̃|q. De fato, por (3.43),

Aτ ` Eη “ B
2
x ` x2pp´1q

r´iτ1 ` 2xηy
γ
pt̃1 ´ t1qs

2
` x2pq´1q

r´iτ2 ` 2xηy
γ
pt̃2 ´ t2qs

2.

Vamos analisar cada parcela do operador acima (lembrando da continuidade deAτ ). Dado

t1 P D, temos que |t̃1 ´ t1| ď |t̃| ` r. Note que,

|x2pp´1q
r´iτ1 ` 2xηy

γ
pt̃1 ´ t1qs

2
| ď |xpp´1q

|τ1| ` 2γ`1
|τ |

γxp´1
p|t̃| ` rq|

2.

Note que, por (3.46) e pela definição de w (veja (3.2)), temos D ą 0 tal que

|x2pp´1q
r´iτ1 ` 2xηy

γ
pt̃1 ´ t1qs

2
| ď Dwpx, τq

2
p|t̃| ` rq.

Analogamente,

|x2pq´1q
r´iτ2 ` 2xηy

γ
pt̃2 ´ t2qs

2
| ď Dwpx, τq

2
p|t̃| ` rq.

Consequentemente, pela definição de Aτ (veja (3.14)) temos

|pAτ ` Eηqpfq| ď |Aτ | ` rx2pp´1qτ 21 ` x2pq´1qτ 22 s|f | ` Dp|t̃| ` rqw2
|f | (3.48)

ď |Aτf | ` w2
|f | ` Dp|t̃| ` rqw2

|f |.
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Pelas definições das normas H0
τ , H2

τ (veja (3.3)) e usando Minkowski temos

||Eη||H0
τ

ď ||pAτ qpfq||H0
τ

` ||pAτ ` Eηqpfq||τ0

ď C||f ||H2
τ

`

«

ż
„

p
1

r
` Dqp|t̃| ` rqw2

|f |

ȷ2

w´2eρ|τ |
p
q vpxqdxdtdt̄

ff
1
2

ď 2C||f ||H2
τ

` p
1

r
` Dq

„
ż

|f |
2w2eρ|τ |

p
q vpxqdxdtdt̃

ȷ
1
2

ď
2c

r
p|t̃| ` rq||f ||H2

τ
` p

1

r
` Dqp|t̃| ` rq||f ||H2

τ

“ p
2C

r
`

1

r
` Dq||f ||H2

τ
p|t̃| ` rq.

Concluindo a demonstração de (3.44). Nos concentraremos agora em mostrar (3.45).

Dada g holomorfa,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bg

Bz
pzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

2π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

BBpz,rq

gpζq

pζ ´ zq2
dζ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2π

1

r2

ż

BBpz,rq

|gpζq|dζ

Como g é holomorfa segue que |gpζq| ď ||g||L8pBBpz,rqq. Dáı

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bg

Bz
pzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2π

1

r2
||g||L8pBBpz,rqq

ż

BBpz,rq

1dζ.

Lembrando que
ż

BBpz,rq

1dζ “ 2πr,

temos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bg

Bz
pzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

r
||g||L8pBBpz,rqq.

A seguir defina ||g||HpD1q “
ş

D1 |gpzq|dzdz̄.

||Bz1f ||HpD1q “

„
ż

D1

|Bz1fpz1, z2q|
2dpz1, z2q

ȷ
1
2

.
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Como, por hipótese, dpD1, BDq ě ϵ e f é holomorfa temos que

||Bz1fpz1, z2q||HpD1q ď

«

ż

D1

„

1

2π

1

ϵ2

ż

BBpz1,ϵq

|fpζ1, z2q|dζ1

ȷ2

dpz1, z2q

ff
1
2

.

Por mudanças de variáveis polares,

||Bz1f ||HpD1q “

«

ż

D1

„

1

2π

1

ϵ2

ż

BBp0,1q

|fpz1 ` ϵσ, z2q|ϵdσ

ȷ2

dpz1, z2q

ff
1
2

“
1

2πϵ

«

ż

D1

„
ż

BBp0,1q

|fpz1 ` ϵσ, z2q|ϵdσ

ȷ2

dpz1, z2q

ff
1
2

.

Pela desigualdade integral de Minkowski

||Bz1f ||HpD1q ď
1

2πϵ

ż

S1

„
ż

D1

|fpz1 ` ϵσ, z2q|
2dpz1, z2q

ȷ
1
2

dσ.

Agora, fazendo a mudança de variáveis w1 “ z1 ` ϵσ temos

||Bz1f ||HpD1q ď
1

2πϵ

ż

S1

«

ż

D1
σ,ϵ

|fpw1, z2q|
2dpw1, z2q

ff
1
2

dσ.

Em que D1
σ,ϵ “ tpz1 ` ϵσ, z2q : pz1, z2q P D1u. Note que D1

σ,ϵ Ă D. Logo

||Bz1f ||L2pD1q ď
1

2πϵ

ż

S1

„
ż

D

|fpw1, z2q|
2dpw1, z2q

ȷ
1
2

dσ ď
1

ϵ
||f ||L2pDq.

Consequentemente,

||Btjf ||Hk
τ pRˆD1q ď

1

ϵ
||f ||Hk

τ pRˆDq; j P t1, 2u. (3.49)

Por outro lado, observe que, dada f P H2
τ pRq, pela definição de H2

τ (veja (3.3))

||hpxqx2pq´1qfpxq||
2
H0

τ pRq “

ż

R
|hpxqx2pq´1qfpxq|

2wpx, τq
´2eρ|τ |

p
q vpxqdx.
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Note que, dado x P supph, por (3.46)

x2pq´1q
“ pxq´1

q
2

ď p|τ |
´γwpx, τqq

2
“ |τ |

´2γwpx, τq
2.

Assim, como supph é compacto, temos

||hpxqx2pq´1qfpxq||H0
τ pRq ď C 1

ż

R
p|τ |

´2γwpx, τq
2
q
2
|fpxq|

2wpx, τq
´2eρ|τ |

p
q vpxqdx

“ C 1
p|τ |

´2γ
q
2

ż

R
|fpxq|

2wpx, τq
2eρ|τ |

p
q vpxqdx

ď C 1
p|τ |

´2γ
q
2

ż

R
r|B

2
xfpxq|

2wpx, τq
´2

` |Bxfpxq|
2eρ|τ |

p
q vpxqdx

`

ż

R
|fpxq|

2wpx, τq
2eρ|τ |

p
q vpxqdx.

Dessa forma,

||hpxqx2pq´1qfpxq||H0
τ pRq ď C 1

p|τ |
´2γ

q||fpxq||H2
τ pRq. (3.50)

De maneira análoga

||hpxqx2pp´1qfpxq||H0
τ pRq ď C 1

p|τ |
´2γ

q||fpxq||H2
τ pRq. (3.51)

Tomando fpx, t̄, tq com pt̄, tq P D1 e integrando em D1 como D1 Ă D, por (3.50)

||hpxqx2pq´1qfpx, t̄, tq||H0
τ pRˆD1q ď p|τ |

´2γ
q||fpx, t̄, tq||H2

τ pRˆDq. (3.52)

E, da mesma forma, por (3.51)

||hpxqx2pp´1qfpx, t̄, tq||H0
τ pRˆD1q ď p|τ |

´2γ
q||fpx, t̄, tq||H2

τ pRˆDq. (3.53)

Por consequência (3.49) e (3.52) considerando o operador

hpxqx2pq´1q
B
2
t1
: H2

τ pR ˆ Dq Ñ H0
τ pR ˆ D1

q
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temos que

||hpxqx2pq´1q
B
2
t1
fpx, t̄, tq||H0

τ pRˆD1q ď p|τ |
´2γ

q||fpx, t̄, tq||H2
τ pRˆDq.

De maneira análoga,

||hpxqx2pp´1q
B
2
t2
fpx, t̄, tq||H0

τ pRˆD1q ď p|τ |
´2γ

q||fpx, t̄, tq||H2
τ pRˆDq.

Por outro lado, de (3.13) temos

||Lη||H0
τ pRˆD1q “ ||E´1

˝ L ˝ E||H0
τ pRˆD1q ď ||L||H0

τ pRˆD1q.

Dado f P H2
τ pR ˆ D1q, por (3.1) temos (3.49), (3.51) e(3.50)

||Lf ||H0
τ

ď pϵ´2
|τ |

´2γ
q||f ||H2

τ
(3.54)

Lembrando que Rη “ Lη ´ pAτ ´ Eηq, pela desigualdade triangular, (3.54) e a estimativas

para Aτ e Eη

||hRηf ||H0
τ

“ ||hLηf ´ hpAτ ´ Eηqf ||H0
τ

ď pϵ´2
|τ |

´2γ
q||f ||H2

τ
(3.55)

Agora terminamos os lemas auxiliares e faremos a prova do Lema 13. Considere

ψpx, tq “ ψx̃px, tq “ eipx̃´xqξ´xηyγpx̃´xq2αγpx̃ ´ x, t̃ ´ t, ηq. (3.56)

Observação 10. Note que ψpx, tq P H0
τ pD1 ˆ Rq. De fato, lembre-se

||ψ||
2
H0

τ
“

ż

D1ˆR
|ψpx, tq|

2wpx, τq
´2eρ|τ |

p
q vpxqdxdtdt̄ (3.57)

Ademais, como existe C1 ą 0 tal que|αγpx̃ ´ x, t̃ ´ t, ηq| ď C1, temos

|ψpx, tq| ď C1|e
ipx̃´xqξ´xηyγpx̃´xq2

| “ C1e
´xηyγpx̃´xq2
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Assim, existe C ą 0 tal que

||ψpx, tq||
2
H0

τ
ď

ż

D1ˆR
C1e

´2xηyγpx̃´xq2wpx, τq
´2eρ|τ |

p
q vpxqdxdtdt̄

“C

ż

R
e´2xηyγpx̃´xq2wpx, τq

´2eρ|τ |
p
q vpxqdx.

Seja r ą 0 tal que vpxq ” 0, quando |x| ă r. Note que Dc ą 0 tal que ||v||8 ď c. Logo,

||ψ||
2
H0

τ
ď C

ż

|x|ăr

e´xηyγpx̃´xq2wpx, τq
´2dx ` C

ż

|x|ąr

e´xηyγpx̃´xq2wpx, τq
´2eρ|τ |

p
q cdx. (3.58)

Por outro lado, wpx, τq´2 ď 1

τ
2
p
1 `τ

2
q
2

. Suponha sem perda de generalidade |τ1| ě |τ2|

temos wpx, τq´2 ď 1

τ
2
p
1

, lembre-se também que τ ‰ 0 e consequentemente τ1 ‰ 0. Como

||τ || ě |τ1| temos

wpx, τq
´2

ď
1

||τ ||
2
p

. (3.59)

Note que, por (3.59) e usando o fato de ||τ || ě 1existe uma constante Cr ą 0 tal que

ż

|x|ăr

e´xηyγpx̃´xq2wpx, τq
´2dx ď

1

||τ ||
2
p

ż

|x|ăr

1dx ď Cr. (3.60)

Por outro lado, se |x| ě r e |x̃| ď r
2
temos |x ´ x̃| ě r

2
. Dáı usando que xηy ě 1, ||τ || ě 1

e ||τ || ď xηy temos

ż

|x|ąr

e´xηyγpx̃´xq2wpx, τq
´2eρ|τ |

p
q cdx ď

ż

|x|ěr

e´
xηyγ

2
px´x̃q2e´

xηyγ

2
px´x̃q2 1

||τ ||
2
p

eρ|τ |
p
q cdx

ď
1

||τ ||
2
p

ż

|x|ěr

e´ 1
2

px̃´xq2e´ r2

8
xηyγeρ|τ |

p
q cdx

ď

ż

|x|ěr

e´ 1
2

px̃´xq2e
´

´

r2

8
´ρc

¯

xξyγ

dx.

Escolhendo ρ tal que r2

8
´ ρc ą 0 (isto é, ρ ă r2

8c
) temos

ż

|x|ąr

e´xηyγpx̃´xq2wpx, τq
´2eρ|τ |

p
q cdx ď

ż

|x|ěr

e´ 1
2

px̃´xq2dx.
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Fazendo uma mudança de variáveis temos

ż

|x|ąr

e´xηyγpx̃´xq2wpx, τq
´2eρ|τ |

p
q cdx ď

ż

e´y2dy. (3.61)

Portanto, aplicando em (3.58) as equações (3.60) e (3.61) temos C 1 ą 0 tal que ||ψ||H0
τ

ď

C 1, quando |x̃| ď r
2
. Finalizando a observação.

Para completar a demonstração do Teorema é suficiente resolver

pAτhEη ` hRηqgpx, tq “ ψpx, tq ` Ope´δxηyγ
q. (3.62)

globalmente em RˆD0 para algum polidiscoD0 Ă C2 centrado em 0, para então a equação

original ter solução em uma região onde h ” 1, já que Lηg “ pAτhEη `hRηqgpx, tq teremos

Lηgpx, tq “ ψpx, tq ` Ope´δxηyγ
q

Por outro lado, pela definição de Lη (veja (3.13)) temos que

E´1
˝ L ˝ Egpx, tq “ ψpx, tq ` Ope´δxηyγ

q

Como o operador E é multiplicativo, segue

L ˝ Egpx, tq “ Epx1, t1qψpx, tq ` Epx1, t1qOpe´δxηyγ
q

Agora, pela definição de E (veja (3.2)) temos

LpEgqpx, tq “ Epx1, t1qψpx, tq ` Ope´δxηyγ
q

que é o nosso objetivo no Lema 13. Vamos nos concentrar em resolver (3.62). Fixe

polidiscos D8 Ă D2 Ă D1 Ă C2 centrado em 0, tal que cada um é relativamente compacto

em relação ao próximo. Considere Λ P R` uma constante grande que será escolhida

adiante. Assuma que |τ | é grande, e escolha N inteiro tal que

|N ´ Λ´1
|τ |

γ
| ă 1.
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Construa polidiscos D2 Ą D3 Ą ¨ ¨ ¨ Ą DN “ D8, centrados em 0, satisfazendo

dpDj`1, BDjq ě cΛ|τ |
´γ

onde c é uma constante que independe de Λ, τ .

Defina g pela soma

g “

N
ÿ

j“0

p´1q
j
rA´1

τ phEη ` hRηqs
jA´1

τ ψ. (3.63)

Se D1 é escolhido suficientemente grande, mas independente de η, então, por (3.44) e pelo

Lema 16, considerando rj raio de Dj

||A´1
τ hEη||H0

τ pRˆDjq ď Cp|t̃| ` rjq||f |||H2
τ pRˆDjq ď 2Crj||f |||H0

τ pRˆDjq. (3.64)

para todo j e τ . Queremos que 2Crj ď 1{2, ou seja, rj ď 1{4C. Além disso, por (3.45) e

(3.55), temos que

||A´1
τ hRηf ||H2

τ pRˆDj`1q ď pcΛ|τ |
´γ

q
´2

p|τ |
´2γ

q||f ||
2
H2

τ pRˆDj`1q

Como pcΛ|τ |´γq´2p|τ |´2γq “ pcΛq´2., dáı elevando a 1{2

||A´1
τ hEηf ||H0

τ pRˆDjq ď pcΛq
´1

||f ||H2
τ pRˆDj`1q. (3.65)

Portanto, considerando

rA´1
τ phEη ` hRηqs : H2

τ pR ˆ Djq Ñ H2
τ pR ˆ Dj`1q

e utilizando a desigualdade triangular

||rA´1
τ phEη ` hRηqf s||H2

τ
ď ||A´1

τ hEηf ||H2
τ

` ||A´1
τ hRηf ||H2

τ
.
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Por (3.65) e (3.64), temos que

||rA´1
τ phEη ` hRηqf s||H2

τ
ď p

1

2
` pcΛq

´1
q||f ||H2

τ pRˆDj`1q.

Queremos que 1{2 ` pcΛq´1 ď 3{4, ou seja, pcΛq´1 ď 3{4 ´ 1{2 “ 1{4. Dáı, Λ ě 4{c.

Desta forma

||rA´1
τ phEη ` hRηqf s||H2

τ
ď

3

4
||f ||H2

τ pRˆDj`1q (3.66)

para todo j e τ suficientemente grande. Queremos calcular ||g||H2
τ
. Pela definição (3.63),

temos que

||g||H2
τ pRˆD8q “ ||

N
ÿ

j“0

p´1q
j
rA´1

τ phEη ` hRηqs
jA´1

τ ψ||H2
τ

ď

N
ÿ

j“0

||rA´1
τ phEη ` hRηqs

j
||||A´1

τ ψ||H2
τ pRˆD8q

Por (3.66) e pela Observação 9 existe C̃, tal que

N
ÿ

j“0

||rA´1
τ phEη ` hRηqs

j
||||A´1

τ ψ||H2
τ pRˆD8q ď C̃

N
ÿ

j“0

p
3

4
q
j

“ 4C̃

˜

1 ´

ˆ

3

4

˙N`1
¸

ď 4C̃

(3.67)

Tomando C “ 4C̃ temos que

||g||H2
τ pRˆD8q ď C ă `8.

Finalmente, note que,

Lηg “ pAτ ` hEη ` hRηqg “

N
ÿ

j“0

p´1q
j
rA´1

τ phEη ` hRηqs
jA´1

τ ψs. (3.68)
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Ademais

rpAτ ` hEη ` hRηqrA´1
τ phEη ` hRηqs

jA´1
τ ψs

“Aτ rA´1
τ phEη ` hRηqs

jA´1
τ ψs ` phEη ` hRηqrA´1

τ phEη ` hRηqs
jA´1

τ ψs

“phEη ` hRηqrpA´1
τ phEη ` hRηqs

j´1A´1
τ ψ ` phEη ` hRηqrpA´1

τ phEη ` hRηqs
jA´1

τ ψ.

(3.69)

Substituindo em (3.68) temos

Lηg “ψ `

N
ÿ

j“1

p´1q
j
phEη ` hRηqrpA´1

τ phEη ` hRηqs
j´1A´1

τ ψ`

`

N`1
ÿ

l“1

p´1q
l´1

phEη ` hRηqrpA´1
τ phEη ` hRηqs

l´1A´1
τ ψ,

onde fizemos a mudança j “ l ´ 1( ou seja, l “ j ` 1) no segundo somatório. Veja que

temos uma soma telescópica. Assim,

Lηg “ψ ˘ phEη ` hRηqrpA´1
τ phEη ` hRηqs

NA´1
τ ψ.

Além disso,

phEη ` hRηqrpA´1
τ phEη ` hRηqs

NA´1
τ ψ

“ phEη ` hRηqpA´1
τ phEη ` hRηqrpA´1

τ phEη ` hRηqs
N´1A´1

τ ψ

“ rphEη ` hRηqA´1
τ sphEη ` hRηqrA´1

τ phEη ` hRηqs
N´1A´1

τ ψ

Seguindo dessa mesma forma

phEη ` hRηqpA´1
τ phEη ` hRηqrpA´1

τ phEη ` hRηqs
N´1A´1

τ ψ “ rphEη ` hRηqA´1
τ s

N`1ψ

Consequentemente

Lηg “ ψ ˘ rphEη ` hRηqA´1
τ s

N`1ψ.
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Além disso, usando o mesmo argumento de 3.66,

rhEη ` hRηA´1
τ s

N`1ψ ď C

ˆ

3

4

˙N`1

Como |N ´ Λ´1|τ |γ| ă 1 e |τ |γ ď xηyγ e 3{4 ď e. Temos que existe δ ą 0 tal que

Op3{4qN`1 ď Ope´δxηyγ q

A prova do Lema 13 é semelhante, mas é muito mais simples pois o śımbolo principal

de L é não nulo para |ξ| ě |τ |, o que já garantirá a elipticidade. Para essa demonstração,

o operador conjugado Lη é substitúıdo por E´1LE onde

Epx, tq “ eipx̃´x,t̃´tqη´xηyγpx̃´x,t̃´tq2

O operador diferencial ordinário Aτ é agora substitúıdo pelo operador definido pela mul-

tiplicação com o śımbolo ´ξ2 ´ τ 21x
2pp´1q

2 ´ τ 22x
2pq´1q

2 , dessa forma,

Aτ “ ξ2 ´ x2pp´1qτ 21 ´ x2pq´1qτ 22

que para x em qualquer região limitada seja comparável a ξ2, portanto a xηy2, de forma

uniforme em todos os parâmetros. Além disso, por ser o operador multiplicação a sua

inversa é definida pelo inverso da função. Vamos redefinir Eη por

Aτ ` Eη “ ξ2 ` x2pp´1q
r´iτ1 ` 2xηy

γ
pt̃1 ´ t1qs

2
` x2pq´1q

r´iτ2 ` 2xηy
γ
pt̃2 ´ t2qs

2.

Todas as derivadas em relação a x ou t são agora incorporadas em Rn. Trabalha-se

nos espaços de Hilbert mais simples H2pDjq, para uma sequência de polidiscos Dj Ă C3

centrados em 0, onde 1 ď j ď N « Λ´1xηy e a distância pDj`1, BDjq ě cΛxηy. O resultado

é uma solução g de E´1LEg “ ψ ` Opexpr´δxηysq, na norma H2pD8q, para um certo

polidisco D8 Ă C3 contendo a origem e independente de η.

Deste modo terminado a demonstração dos lemas que nos garantem a hipoelipticade

Gs de L, quando s ě
q
p
.

Como já dito, também é posśıvel demonstrar que se s ă
q
p
então L não é Gs- hipoeĺıptico.

Todavia resolvemos omitir a demonstração.
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