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Resumo

Neste trabalho, exploramos a relagao entre a regularidade Gevrey((1.10) para definigao
das Classes Gevrey) e a transformacgao FBI (veja (2.1) para definicdo da transformada
FBI), generalizando resultados conhecidos do caso real analitico (s = 1). Considerando
operadores diferenciais parciais na forma de soma de quadrados de campos vetoriais,
estudamos o problema da hipoelipticidade Gevrey. Nosso resultado principal é para a
classe de operadores L = 0% + 22P= D2 4 22~ D2 (com 1 < p < ¢). Mostraremos que
se s = ¢q/p entdao L é G*-hipoeliptico em alguma vizinhanga de 0. Destacamos que essa

monografia segue de perto o trabalho [2].



Abstract

Is to explore the relation between Gevrey regularity (see (1.10) for the definition of
Gevrey classes) and the FBI transform (see (2.1) for the definition of the FBI trans-
form), generalizing known results from the real analytic case (s = 1). Considering
partial differential operators in the form of sums of squares of vector fields, we study
the problem of Gevrey hypoellipticity. Our main result is for the class of operators
L = 02+ 227102 + 220D (with 1 < p < g). We show that if s > ¢/p, then
L is G*-hypoelliptic in some neighborhood of 0. We note that this dissertation closely

follows the work in [2].
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Introducao

Seja L um operador diferencial parcial linear, com coeficientes C*. Denote por G* a
classe Gevrey de ordem s, para 1 < s < o (veja Defini¢ao 11). Dizemos que o operador L
é G*-hipoeliptico em um ponto z, quando satisfaz a propriedade: "se v é uma distribuicao
definida em uma vizinhanca U de x e W < V < U Lu € G° em alguma vizinhanca
V < U de z, entdao u € G* em alguma vizinhanga (provavelmente menor) de z”. L é
G”-hipoeliptico em um conjunto aberto U se valer essa propriedade para cada ponto de
U. O expoente 6timo para regularidade Gevrey para L em z é o infimo de todos s > 1
tais que L é G*-hipoeliptico em z. O expoente 6timo Gevrey para L em um conjunto
aberto U é o supremo, para cada x € U, do expoente 6timo para L em z.

Os trabalhos [7], [13], [11], [L0] apresentam condigdes sobre os colchetes de Lie, exibindo
um numero m tal que os operadores estudados sao s - hipoelipticos se e somente se s > m.

O objetivo deste trabalho é revisar o trabalho publicado por Michael Christ em 1997,
[2], exibindo os detalhes da melhor forma possivel. Vale destacar que M. Christ de-
monstrou a hipoelipticidade Gevrey étima para uma classe de operadores. Para isso
foram, serao necessarios resultados gerais sobre a caracterizacao da regularidade Gevrey

via transformada FBI, generalizando resultados bem conhecidos para o caso analitico real

s =1.
Os operadores que estudamos foram anteriormente considerados por Griisin [7], que
provou que alguns deles s@o hipoelipticos analiticos, e por Oleinik [11], que provaram que

todos os outros nao sao hipoelipticos analiticos.
A seguir apresentaremos a classe de operadores que queremos estudar. Sejam 1 < p <

q €N, (z,t) coordenadas em R x R?. Defina

L =02+ 2005} 4 2207157 (1)

10
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Estes operadores sao hipoelipticos analiticos se (veja [7]) e somente se (veja [11]) p = q.
O que nos leva a seguinte pergunta natural. E a hipoelipticidade Gevrey? Em [2], é

demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 1. L é G* hipoeliptico em alguma vizinhanga de 0 se, e somente se, s = q/p

No entanto, demonstraremos apenas que se s > § entao L é G* hipoeliptico. A

principal ferramenta para a nossa demonstracao é a caracterizacao dos espacos G*° a
partir de uma classe de transformadas FBI. Para caracterizacoes de espacos de fungoes
mais gerais do que G, classe de transformacoes mais gerais e outras aplicacoes destas
transformadas, nés recomendamos a leitura de [3] e [9]. Inclusive a subsecao 2.2 foi
inspirada nesses artigos.

No capitulo 1 desta monografia reunimos todos os pré-requisitos necessarios para o
desenvolvimento do trabalho.

Ja no capitulo 2, definimos uma classe de transformada FBI (veja Defini¢ao 2.1) bem
como as principais estimativas e através delas caracterizamos as classes Gevrey.

Por fim, no capitulo 3, fizemos uma analise da regularidade Gevrey para o operador

definido em (3.1).



Capitulo

1

Pré-requisitos

Neste capitulo, apresentamos resultados essenciais para o desenvolvimento dos resul-
tados discutidos nos capitulos seguintes. As demonstracoes detalhadas estao disponiveis
nas referéncias bibliograficas, deste trabalho. E podem ser consultada por leitores que

desejarem mais detalhes.

1.1 Notacoes

Comecamos apresentando algumas notagoes basicas.

Denote por Z, = {0,1,2,...} e Z o conjunto de todas as n-uplas a = (ay, - )
com «a; € Zy, para cada j = 1,--- ,n. O comprimento de o € Z7 é |a| = a1 + -+ - + .
Dados 8 = (1, - ,Bn) €LY e v = (v, -+ , ) € Z7 B < a, denota que B; < o para
todo j € {1,--- ,n}. Além disso, a! = a;!---a,! e, se § < a entdo denotamos

(3)-G) () - s

Para derivadas parciais usaremos a notacao

De maneira similar, para x € R", temos

a_ a]‘.-- o n
x* = 2] z,", YaeZ.

12



13

Usando a notagao de multi-indice, escrevemos a Formula de Leibniz do seguinte modo

(fg) = ), (a) " Poly, (1.1)

pza b

onde assumimos f,g € Cl*(Q). Se f € C¥(Q) e 7y € Q, entdo podemos considerar

a expensao de Taylor de f, >} » a];—(,“)(x — x0)* Fungdes que possuem essa série
n al

uniformemente convergentes em compactos sao ditas reais analiticas.

Teorema 2. (Fdérmula de Faa di Bruno) Seja f(y) = f(y1,...,Ym) uma funcao inteira e
g% e C,(t) parai = 1,...,m. Entdo, em uma vizinhanca de t°, a composicio h(t) =

f (g(l)(t), gt (t)) possui a v-ésima derivada dada por

mo A q
1(0) Ai T
hy =v! ) 1] _ (1.2)
| i i)y’
1< Al s(w\) i=1 j=1 ME)HE-)!
onde
m A
1 1 m m % %
s(v,A) = {(ug),...,,ugq);...;,ug ),...,,ug\m)> 3N§)€Ng e ZZ,uj) —V}.
i=1j=1
Demonstragao. Veja [1] ou [3]. O

Iremos nos referir também ao espaco LF(2),1 < p < o0, o espago de Lebesgue das

funcoes de p-ésima poténcia integravel em €2, com norma

1oy = ( | |f<x>rpczx)’l’ | (13)

No espago de Hilbert L?*(€2) nos consideramos o produto escalar

<f, g>L2(Q) = J;Z f(x)de, Vf, g € LQ(Q)

1.2 Funcoes teste

Definigao 1. Seja f uma funcao continua em um aberto (), o suporte de f, denotado por

supp f, € o fecho em Q) de {x € Q, f(x) # 0}.
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Denotaremos por C*(Q) o conjunto das funcdes em C* em € com suporte compacto.
Para um subconjunto arbitrario S < R definimos também C*(S) o conjunto de todos os

elementos em C*(R™) com suporte contido em S.

Definicao 2. As funcoes f : Q < R* — C infinitamente diferencidveis, com suporte
compacto em §) serao chamadas de funcgoes teste em Q. O conjunto das fungoes teste em

Q serd denotado por CF(2).
Defini¢ao 3. Uma sequéncia (¢;) de fungoes C(§2) converge a zero em CF se:
1. Eziste um compacto K < Q tal que supp(¢;) < K,j =1,2,---.

2. Para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das funcoes ¢; convergem

. . o . "
uniformemente a zero quando j — 0,isto €, 0%¢; converge uniformemente, Voo € 7T .

1.3 Distribuicoes

Defini¢ao 4. Seja 2 < R™ aberto. Um funcional linear continuo u : CX(Q) — C € dito

uma distribuicio em . O espago das distribui¢oes em 2 se denota por D'(Y). Dado

¢ € CL(R), escreveremos (u, ¢y em vez de u(¢p).

Observacao 1. A continuidade pode ser definida sequencialmente, isto é, se {¢;}72, <

CFr () é tal que ¢; — 0 em CX(Q2) entao (u, ¢;) — 0.

Definigao 5. Dados uy,us € D'() dizemos que uy e uy sao iguais em uma bola aberta

U < Q quando {uy, ¢y = (us, $),Vop € CP(U).

Teorema 3. Sejam uq,us € D'(Q) tais que para todo x € Q existe uma vizinhanga aberta

V(z) onde u; = uy. Entao, (uy, d) = (us, ¢y para ¢ € CP(Q).
Demonstragao. Veja [12]. O

Definigao 6. Dado u € D'(Q), definimos o suporte de u como sendo a intersecio de todos

os fechados de ) fora dos quais u € nulo.

Definigao 7. Se () € aberto de R™, denotamos o espaco das distribuicoes em £ com suporte

compacto contido em Q por E'(§2).
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Observagao 2. As defini¢oes de suporte de distribuicoes e de funcoes coincidem, para as

1

loe(£2) entao definimos a distribuigao

distribuicoes que sao fungoes. Lembre-se, se u € L
(Ty, ¢y = §up, Yo € CX(Q2). Por abuso de notagao ¢ comum denotar T,, simplesmente por

u. E, o suporte delas coincide.
Definigao 8. Uma distribui¢ao u € D'(2) é dita ser C* em um aberto U < €, se eziste

feC®U) tal que

(uy &) = f f@)d(x)dz, Vo e C2(U). (1.4)

Observagao 3. Assim como na observagao acima, se u € L}, .(Q) entao as definigoes de C'*®

coincidem. A classica e aquela da teoria das distribuicoes.

Teorema 4. Seja u € E'(Y). Existe um unico funcional linear a : C* — C tal que,
1. (a, ¢y = {u, ¢),Y¢ € CF ().
2. {u, ¢y =0 se p € CP(Q) e supp(p) N supp(u) # J.

Definicao 9. Uma sequéncia (¢;) de fungoes C*(Q) converge a zero em C*(S) quando
para todo compacto K < Q e qualquer a € N a sequéncia de fungoes (0%¢;) converge

uniformemente a zero em K.

Observacao 4. Se (¢;) ¢ uma sequéncia de funcoes convergindo a zero em C°(€2), entao

(¢j) converge a zero em C%(£2).

Teorema 5. Sejam Q um aberto de R™ e u um funcional linear em C*(2), a valores em
C, u € sequencialmente continuo se e somente se existem um compacto K < 2, uma

constante real positiva C' e m € Z* tais que

u, @)l < C ) sup|D¢|, Vo € C* (). (1.5)

|a|<m
Demonstracao. Veja [12]. O

Teorema 6. Sejam 2 um aberto de R™ e u um funcional linear em CF (). u é continuo se

e somente se para todo compacto K < Q existem uma constante real positiva C e m € Z™
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tais que

u, )| < C ) sup [D¢]; ¥ € CF(Q) e supp(¢) < K.

|al<m
Demonstragao. Veja [12]. O

Lema 1. Sejam U c R", V< R", ¢ € C*(U x V) eue E'(U). Defina F :V — C tal que
z— F(z) = uly), d(y, x)), entao e C*(V). Mais ainda, 0“F(z) = {u(y), 0%¢(z,y).

Demonstrac¢ao. Veja [15]. O

1.4 Transformada de Fourier

Dada f € L'(R"™), definimos a transformada de Fourier de f por:

A~

7(6) = Ffe) = f e f(x)dr, € € R, (16)

onde x = (1, - ,x,), £ = (&, , &) ER" e x & = 118 + -+ + 1,8,

Teorema 7. Se f € L'(R") entdio

flz) = ©2r)" lim | e’ f(e)de, Vo e R™ (1.7)

e—0" Jpn

Demonstracao. Veja [0]. O

1.5 Espacos Gevrey

As classes Gevrey desempenham um papel importante na teoria das equacoes diferen-
ciais parciais pois sao espacos intermediarios entre o espaco C'® e o espaco das funcoes
analiticas. Em geral, sempre que as propriedades de um certo operador diferem no C'®
e no espago das funcoes analiticas, é natural testar o seu comportamento nas classes das

fungoes Gevrey.
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O exemplo basico, que motivou Maurice-Joseph Gevrey, em 1918, estudar tais classes
intermediarias é o operador de calor em R", para n > 2:

=2 _
PR
oxy, = aacj

cuja solucao fundamental é

(4ﬂxn)@exp [—(z3 + ...+ 22_))/4x,], x, >0,
E(xy,...,x,) =
0, Ty < 0.

A fungao E nao é analitica para x, = 0, no entanto, E estd em C*(R™\{0}); isso se
reflete nas solucgoes da equagao homogénea Lu = 0 que nao sao analiticas em geral, embora
sempre C'°. Uma estimativa precisa da regularidade de E pode ser dada observando que,

para qualquer subconjunto compacto fixo K < R", 0 ¢ K, temos C' > 0 tal que
|0“E(x)| < C1**Y(al)?, quando z € K e o = (v, ..., ap) € N" (1.8)

onde C' depende somente de K. Note que (1.7) nao vale para a! no lugar de a!?, por isso
E nao é analitica.
A seguir apresentaremos outra motivacao para existéncia de solugoes para equacoes

do calor que nao sao real analiticas. Considere o problema

du— Pu =0,
u(0,t) = f(t).

(1.9)

Vamos exibir uma solu¢ao para (1.8) dada por uma série de poténcias em x. Isto é,

Derivando u, usando que u; = u,, e supondo que podemos derivar sob o sinal da soma

temos

25 = Bt gy = el
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E, derivando novamente em relagdo a = e substituindo a condigao inicial temos f(t) =

u(0,8) = up(t), /() = ug(t) = ua(t); f2(t) = up(t) = wa(t),---, /() = ug;(t),---. Daf

podemos considerar

+00 xQn
u(e,t) = > fM () o
jz(] (2n)!
Agora note que, ;Z’% () (t)% converge quando existe € < 1 tal que % < €. além

disso, quando | f7(t)| < C7(27)! nds temos

fO ) |[*

2))! < O, para |z| < 7.

Para r < C~! nds temos a convergéncia da solugao. Mais ainda, j!* < (2j)! < 4752
Assim, para obter a convergéncia de u é suficiente considerar que, para cada compacto
K existe C' > 0 tal que sup,cx | f7(t)] < C74!2. O ponto principal é que existem fungoes
satisfazendo a condicdo acima que nao satisfazem sup,. |f7(t)| < C?4! , ou seja, nao sio
reais analitica. Por exemplo, f(t) = e * ", t # 0 e f(0) = 0. Neste caso, definimos uma
solucdo u para a equagao do calor tal que u(x,0) = 0 e u nao é real analitica. Nesta segao
iremos generalizar (1.8), definindo o que denominamos Classes Gevrey.

Seja © um subconjunto aberto do R" e fixe um ntimero real s > 1. Usaremos G*({2)

para denotar a classe de fungoes Gevrey de ordem s em ().

Defini¢ao 10. A funcao f(z) estd em G*(Q2) se f e C*(Q) e para todo subconjunto com-

pacto K < ) existe uma constante C' positiva tal que
10°f(z)] < ClF N (al)®, Va e Z! exe K. (1.10)

Em particular, G*(2) = A(Q) é o espago de todas as fungoes analiticas em Q. Além

disso, temos que G*(9) = G*(Q2), quando s < t. No entanto, as inclusoes
AQ) (6 9), |Je @) e
s>1 s=>1

sao estritas.

Listaremos agora algumas expressoes equivalentes (1.10).
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Teorema 8. A estimativa (1.10) para x € K € vdlida se, e somente se, uma (e, portanto,

todas) das sequintes estimativas € vdlida:

0% f ()] < C1(Jaft)?
0% f(x)] < Ol ol
0% f(a)| < C*M T (slal + 1),

para todo o multi-indice, onde C' representa diferentes constantes adequadas independentes
de o e I' denota a funcao Gamma.
Demonstracao. Veja [15]. O

Defini¢ao 11. Seja U < R"™ wma vizinhanga aberta do ponto xg, e s € (1,+0). Uma

distribuicao u € D'(U) pertence a classe G° em xq se eziste uma vizinhan¢a V < U e uma

funcao u e G*(V) tal que {u,d) = {u, ), Vp € CX(V).

Diremos que u € G*(U) se u € G* em cada ponto de U.

1.6 Operador Diferencial Parcial Linear

Definicao 12. Um operador linear diferencial parcial P é definido por

P = 2 Co()D?,

lal<m

onde os coeficientes co(x) sao C* (). Se para algum o de comprimento m o coeficiente

co(x) nao € identicamente nulo, entao m é chamado ordem de P.

O simbolo de P é a funcao

p(z,§) = Z Ca(2)EY, (2,€) € Q x R™.

|al<m

O simbolo principal de P é
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Definigao 13. Um operador P € dito eliptico em € se p,,(x,&) # 0 para todo x € § e todo
§#0.

Definigao 14. Seja A um espaco de fungoes e L um operador com coeficientes em A.

Dizemos que L é A hipoeliptico quando vale: “se Lu € A entdo ue A’
Em particular P é s-hipoeliptico quando Pu € G*(U) implica que u € G*(U).

Exemplo 1. Dado k € {1,2,---}. Defina o operador k- Mizohata em R? por
Temos que P, é C*™ - hipoeliptico se e somente se k é par. O mesmo vale para s -

hipoelipticidade. Veja [[15], Teorema 2.3.5 e Teorema 2.3.6 |

Teorema 9. Se P € eliptico em U e possui coeficiente em G° entao P € s-hipoeliptico em

U.
Demonstragao. Veja [11] e [15]. O

Observacgao 5. O exemplo 1 mostra que a reciproca do Teorema 9 ¢ falsa.

1.7 Identidades e Inequacoes para Fatoriais e Coeficientes Bino-
miais
Nesta secao traremos algumas identidades e inequacgoes frequentemente usados no

estudo das classes de Gevrey.

Comecamos com a generalizacao da Férmula de Newton

N!
.. N fr —_— al D an
(b + -+t > Tt (1.11)
la|=N
onde N > 1 éum namero inteiro e t1, - - - t,, sao n nimeros reais. Fixandot; =---=1¢, =1

temos que
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Em particular, dado « € Z" temos |a|! < nlolal,

No caso n = 2 obtemos que
(k + ) < 28 kl40 (1.12)

para cada k,j € Z,. Além disso, temos que

3 (g) — olel, (1.13)

B<a

()

Usando a expansao de Taylor temos

Em particular,

para todo a, B € Z7}, f < «.

tN < NletVi>0eNeZ,. (1.14)

Em particular NV < Nle¥. Ademais, como N! < NV temos que t¥ < NVel.

Além disso,
— =1 m—1 m
| 2 < < om 1.15
ZT Hk’ (r—l) (7’) (1.15)

onde P(m,r) = {(ky,....kn)ik; € 27,370 kj = r, 270, jkj = m} veja [3]. Por fim,

observe que, o nimero de multi-indices a = (ay, - - - , o) satisfazendo |o| < m é (mm+"), e
, ., . . , 1
o numero de multi-indices satisfazendo |a| = m é (m:fl )

Por fim, relembre a defini¢ao da fungdo Gamma (I") de Euler

+o0
I'(t) = f e NN,

0

para t > 0.
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1.8 Formas de Diferenciais

Definigao 15. Sejam E e F' espacos vetoriais, uma aplicagcio r-linear f € L,.(E; F) diz-se

alternada quando f(vy,--- ,v,) = 0 sempre que hd repeticao na sequéncia vy, - - - , V.

O conjunto U, (E; F) denota as aplicagoes r-lineares alternadas de E em F. No caso

em que F' = R escreveremos apenas U, (E).

Definicao 16. Uma forma diferencial de grau r num aberto U < R™ é uma aplicagcao

w:U — U (R™). Para cada x € U, w(z) € uma aplicagio r-linear alternada em R".
Sejam E um espaco vetorial de dimensao n e E* o seu dual.

Definicao 17. O produto exterior de r funcionais lineares fi,---, f. € E* € a forma r-

linear fy A -+ A fr € U.(E) definida por

(fi oA fo)(on, o o) = det[fi(v))].

Podemos enxergar o conjunto das formas diferenciais como um espacgo vetorial, de
modo que a sua base consiste nas formas d,, = dz;, A -+ Adx;, onde I = {i; <--- <1i,}
percorre todos os subconjuntos com r elementos do conjunto I, = {1,2, - ,n}. Entao,
para cada x € U, temos w(x) = > ; as(x)dx;, onde os a;(z) = w(x) - (e;,, - , ;) sdo as
coordenadas de w(x) relativas a base composta pelos d,,. Quando as fungoes a; : U — R
sao de classe C*, diz-se que w é uma forma de classe C*.

Uma superficie com fronteira M éorientdvel quando admite um atlas coerente, isto ¢,
um conjunto U de parametrizacoes cujas imagens cobrem M. E, dadas ¢ : Uy — U e v :
Vo — V duas parametrizagoes tais que U NV #, temos que a mudanga de parametrizacao
E=9Ylog: ¢ (UNV)— 1 (UnV) tem determinante da jacobiana positivo em
todos os pontos. O par (M,U), chama-se uma superficie orientada e dizemos que as
parametrizacoes ¢ € U sao positivas.

O caso em que w ¢ uma forma diferencial de grau m na superficie M de dimensao m.
Se w(z) = a(u)duy A -+ A duy, = bv)dvy A -+ A dvy, entao a(u) = det JE(u)b(v) onde
we g (UNV).
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Teorema 10. (Stokes) Seja w uma forma diferencial de grau m e classe C*, com suporte

compacto na superficie orientada M, de dimensao m + 1, com fronteira 0M. Entao

SM dw = SaM w.

Demonstracao. Veja [1]. O

Observagao 6. Considere f holomorfa, por defini¢ao, sua diferencial é:

n

d[f(¢)d¢] = i%f@)déj A dC + ;%ﬂé)dé‘j A dg, (1.16)
em que d¢ = d¢y A ... A dG,. Como, d¢; A d¢ = 0, temos

i%f(odcj A d¢ = 0. (1.17)
Além disso, como f ¢ holomorfa, temos que ¢, f(¢) = 0, assim

Zn‘iagjf(g)dg‘j AdC =0. (1.18)

s

Por (1.16), (1.17), (1.18) temos d[f(¢)d(] = 0. Dai, pelo Teorema 10 temos que

f(§)d¢ =0 (1.19)

oM
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2

Caracterizacoes das Classes Gevrey

2.1 Construcao de uma classe de Transformadas FBI

Em 1973, Bros e lagnolnitzer introduziram uma transformada que se mostrou bem

apropriada para o estudo de regularidade analitica:
Fu(z, &) = u(a'), eE=)—llle=2y 0y e g/ (R™).

Nesta sec¢ao, apresentaremos uma classe da transformada Fourier-Bros-Tagolnitzer (FBI).
Para y = (y1,...,yn) € C" definimos {y) = (1 + Z?Zlyf)%, que é bem definido e
holomorfo em uma vizinhanga conica I' € C" de R™. Seja (z,£) € C" x C". Para cada

v € [0, 1], consideremos a forma diferencial w,
w=dry A ... Ndxy Ad(E +ix1{E)T) A o A d(&n +ixn(E)T),
e definimos uma funcao o, de modo que
W= a(x,&)dry Ao Adxy AdE A A dE.

Para v e &'(R"), (2,£) e C" x I" e 0 < v < 1 definimos
Fou(z,€) = (u(x), @@=z — o/ €)), (2.1)

onde a notagao acima u(z')é usada para destacar que a distribuigao estd agindo em uma

. S0 & varidy . . R '
funcao em relacao a variavel 2/, ademais x e £ sdo parametros. Vale destacar que

i(x — ') = (x — ) =i 37_ (z; — 2))& — &7 7 (wy — )%

24
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Note que quando v = 1 temos a FBI classica. O fato de u ter suporte compacto é
fundamental para boa defini¢ao de F,u.
Iremos fazer algumas observagoes com respeito aos objetos que definimos acima. A

primeira é a respeito da regularidade de c,.
Observacao 7. o, é holomorfa com respeito a .
De fato, defina ¢ : C" x C" — C" x C" tal que
O(T1y ey Ty &1y &) = (T1,y ooy Ty &1+ 121(E)7, o, 0 (E)Y).

Observe que,

%(-’Ela ...,33717617 ’gn) — (ek7<£>’y@k>,
a_¢($1, ey Ty &1, e &n) = (0, ex + @.’7<§>7_2€kx)’
08k

para cada k € {1,...,n}. Daf a jacobiana de ¢ é dada por

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0
7 0 0 1 0 0
& 0 0 1+ 2w - W) 2w
0 &Y 0 W(E s T i)
| 0 0 0 Y KO w0 1T+ P |
Considerando
1+ i 2ae - i€ %6 |
; -2 C , -2
A2, €) = W<§>7: SE W<§>7: §no 22)

VT2 o 1)
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temos que

(X1, ooy Ty 1,y 0, &) = det J = det A (2, €)

Donde

det A'y = Z €oiﬁy<£>’y_2£l$o(1) T (1 + i7<£>7_2)€j$9(]’) T i7<£>7_2€n$o(n)7

o

com a soma nas permutagoes o : {1,...,n} — {1,....,n}.

Observagao 8. A derivada de «., ¢ limitada.

(2.3)

De fato, o (a,(z —y,n)) = b (det A,) onde A, é dado por 2.2. Temos que o, (z —y,7)

é escrita como o produto da soma de parcelas de dois tipos: 1 4 «(n)"?n;(z, — y;) e

i<77>77277j($l — yl). Assim,

or (L+i(n)"*nj(x —w)) = <

-

L+ i)y ?ni(x;—y), sep=0

—i{n)y"2n;0;, sep =1

o (i) P ni(a — y1) = 3

0, sep=>2

-

i)Y 2@ —yi), sep=0

—i{n)Y?n;6;, sep=1

0, sep=>2
\

Como () = (1+ X7, n;]2)2 temos que

2yl < ) =

=t < (L4 P2yt <

ja que v — 1 < 0. Além disso, se y € suppu < B(0, R) e x estd em um conjunto limitado,

temos entao que |xr; — y;| é limitado, digamos por C. Dai

|0y, (1 +idn)?™2

[y, (i¢n)r~

ni(z —w)l <1+,

ni(x —w))| < C.
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Além disso, observe que, se ¢ € C?(R™) entao

o (ool — o) = 3 (Z‘) & ($(a))2% (afz —.6).

ptgq=m

Note que existe C' = Cy tal que \8§2¢(a:’)\ < C, VYpe{01,..,n+ 1}, 2/ € supp¢ e
ke {1,2,..,n}. Por (2.4) e (1.13) temos que existe C' > 0 (redefinindo as constantes C

acima) tal que
Oy (p(x)a(r —2',§)) < C27 (2.6)

para x’ € supp ¢ U supp u, x em um compacto dado e m < n.

2.2 Estimativas gerais para transformada FBI

Nesta secao apresentaremos estimativas importantes no estudo de transformadas FBI.

Para o que segue, sera fundamental a seguinte estimativa:

Lema 2.
O (O @) < lagme T O (6] F | e e R (2.7)

Demonstragdo. Observe que, om{e=©" @0} = TTr | om{ein&—©"@=w?} - Utilizando

(1.2),

am{emﬁ Y (z—y) } _ 2 ezz£ (Y (z—y)? 2 |ﬁ [a?JJlG]kJ

L1
r=1 (m,r) j=1

onde G = 2 — ()" (x —y)?, P(m,r) = {(k1, - k) e Ng* : 270 by = 1, 2000 jikj = m}.

Como 0,, = 2(§)"(xy — w), 0, = 2(§)" e 3G = 0 para j = 3, podemos considerar a soma

sobre um subconjunto de P(q,r), considerando apenas as derivadas de ordem menor que

trés. Assim, denotando Py(m, 1) = {(k1, ko) € N2 : ky + ko = 7, k1 + 2ky = m}, nés temos

my i Y (z—y)?
o Oy <

] Y KOl e

Fey Vo | 11K121R2

r=1 Pa(m,r)
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Usando que r = k1 + ky = ’“2—1 + % obtemos que

3m{€w£ (& (z—y)?

'2 Y (x—1)2 1 m
DI Z'k. [e7 27K (@ — )*1]21()|

r=1 Py(m,r)

Usando (1.14), k2 kol < ml2, m! < 2771(2k,)! < 2722, 1ky12 ¢ lembrando que Py(m, ) ©

P(m,r) temos que

am{ezxf (& (z— y)2

ml2h (=0 (@) (O (e—)? y
<% 3 il ke

r=1 Py(m,r)

< mldgmeT @V ) i ) ﬁ k;i
j=1

r=1 P(m,r)

Usando (1.15) temos que

ggi{eim~£—<€>”(z—y)2} < ml28mez &7 (@) 1O E.

Lema 3. Dado ¢ € CX(R") temos que

¢ 1
7,000, €)| < T ©
(veja (2.1) para defini¢ao de F.,.)

Demonstrag¢ao. Primeiro observe que, como ¢ € CP(R)™ temos

Fop(z,6) = | oa)e@ )@@ g (¢ — 2/ €)da’
Rn

Considere

F(x,2',€) = ¢(x)e @@= o (z — 2/ €).

Dai
Fyp(a!,§) = f F(x,x’,g)e_ix/gdx’

n

Fixando ¢ € R\{0}, existe k € {1,2--- ,n} tal que || < n|&|. Assim, 1/|&| < n/|€].
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Multiplicando por [£|™ temos que,

€™ |y, )] < [(ngr) " Fro(a', € (2.8)

j& que 8;2(6_"‘6/‘5) = (—i&)™e "¢ temos

m

&1 b, €)] < \ L

A J P (|

Além disso, pelo o fato de ¢ ter suporte compacto, integrando por partes, temos que

&l 0. 01 < | Flo,a,€))e " dr/|.

Utilizando (1.1), temos
"(F(x,2',€)) i < )am (2o (7 — a:’,5))8&(@“5*9”9“‘9)2).
Por (2.6) para cada m existe C' = C,, , tal que
6;2(¢(x/)a(x —2',8)) < 02" V(x,2',£) e R" x R" x R", (2.9)

e, por (2.7) temos que &/, (€67 @=0)%) < mlagmes OV’ ()5 V(x, 2, ) € R” x
k
R™ x R™. Dali,

|07 (F(x,2',€))] < C2m2mml8me ™ OV ()% ¥(n,2/,€) e R” x R x R™.

Observando que, 2 €7@ < 1 existe Oy > 0 tal que |0MF(z,2,€)| < CLI(EV|"

Como ¢ possui suporte compacto e (€) = (1 + [€2)2 existe Cy > 0 tal que

Coll + 6P)%

[ Fyo(z,§)| < g

Assim, para || = 1 temos |F,¢(x,&)| < Co2%|¢]2 ™™ = 2% [¢|~%. Escolhendo m =
2(n + 1) existe C3 > 0 tal que |F,¢(z,&)| < C3/¢|~™*Y | quando |¢] = 1. Como supp ® ¢
compacto, existe Cy > 0 tal que |F,p(x,&)| < Cy, V€ € R™. Assim, existe C5 > 0 tal que
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| Fyo(x,§)| < C5, V6 € R™. Por fim,

Cs 1

| Fro(z, )| < WEL

Lema 4. Para todo 60 > 0 existe Cy > 0 tal que

|0 {e= @Y < C«gnm({<r§>7 (w=a")? 3Ty ,5¢E

para £ € R", x,y, 2’ € R, 2z = x + iy, m € Ny.

Demonstragao. Usando (1.2) temos que

{a;rlLef(@“/(eriyfx’)z} _ i — & (z+iy—=a') Z H a] { <§>’y T+ 1y — I) }]k

']k]

r=1 P(m,r)

onde P(m,r) = {(ki, ... k) € Nt 0 3700 =7, 37| jkj = m}. Como 07— (x + iy —
2')?} = 0 para j > 3, considerando Py(m,r) = {(ki, ko) € NZ : ki + ko = 1, k1 + 2ky = m},

segue que

m _ k1 v | k2
m ) (& (z+iy—a')? —(&V (z+iy—a')? ’2<§>W(x +y— )’ ’2<£> ‘
r=1

P (m,r)

2 2

Note que R((z + iy — 2)?) = (z — 2/)® — 3. Além disso, |e@tW—#)| = ele=#)*~v" ¢

|z + iy — 2’| <|xr —a'| + |y|. Assim, segue que

12k1
|8m (Y (z+iy—a) |< Z Z m o ((z—2) (|x_x/| i ’y|)k1|<§>’v|

=LA klkyl

Usando (1.11), temos

k
1 ]{3 B
(e = /| + gD = ( ;) v — /[y,

=0
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Dai, usando que r = k1 + ko = % + % =3+ k—21, temos

k1

m (& (aiy—a') ml2h (& (w—a')2—y L el e ™
Oe Z]E]kﬂbm DN G

r=1 Py(m,r) =0

Assim,

l\:)\»—‘

m k1
m —(E (z+iy—a’)2 m'2 —(E&T((z—2x")
e @ e < 31 3 T Z( >z|2 (ky — 1)

r=1 P2(m7r)

K&y e — P 1E
e ’ ]|@>w

e, usando (1.14) e (1.13)

m 1 1
& riy—ay? MMM (= D3 T e(eang), G G ] gy 2
| z' € | < 2 Z kl'kQ' € ez ez |<f> |2 .

Assim, por (1.12)

m _— x 7 z m'4 1kl'2 _ z—x')2—92 O 12 @x—xIQ m
|0re (& (z+iy— |< Z Z T [ O (@=2")"=y%) o 5=yl o5 |]|<§>w|2‘

r=1 Py(m,r)

Observe que m!ky! < (m + ky)! = (ki + 2ky + k1) < 227rlr! e dai,

‘ ' / 2 2 / m
o (@ hiv—2?| Z Z Trimi [ ~©(e=a) =) Gy o G la—a \2] KEY| 3.

k!
r=1 Py(m,r) kl ]’{72

Como Py(m,r) < P(m,r), temos

r=1

— ' @2 &Y m ol
|ome=<© @ riv=a)?| < p1zgm [e—<s>v(<x—w)2—y2>6%|y\26%|w—x P] IGUEDNE Z H e

Assim , usando (1.15)

|ome=©" = | < p1E16m [e—«wx—x')?—y%e%\y%%w—x'ﬁ] Gkl
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Agora, dado € > 0, observe que

NI

15 15
m:z2 < €%<§>7 m:2

m

s - [ ot

m!

Dai

|ome©" =) < 196:m!e21<5>w("”x')Qeg@nyeg@W.
2

Portando, considerando Cy = ;—E, temos que
2
o=@ = | < Ol F =) HOW 5O (1 4 €)e C x R x R™.

]

Lema 5. Se ue & eu=0 em uma vizinhanca de xy entao existe uma vizinhancga aberta

V de xg e existem 6,C > 0 tais que
| Fou(z, )| < Ce € VaeV, eVeEeR™

Demonstragao. Considere r > 0 tal que u = 0 em B(zg,7) e R > 0 tal que suppu
B(zo, R). Defina ¢ € CF(B(xo,2R) — B(xo,5)) tal que ¢y = 1 em A = {z € R";r <
|z — xo| < R}. Assim

[Fru(z, €)] = [Frpulz, §)|.

De fato, por definigao,
Fou(x, &) = (u, @O @2 (1 —y £)).
Somando e subtraindo u e usando a linearidade temos que

Frulw,§) = (u, V@ 0 (1 —y, €)) 4 (1= )u, @O 0 (2 -y, 6))
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Assim,

Fyule,€) = (pu, e 0 (1 -y, ) + Fy[(1 = )ul ()

Usando o fato de ¢ € CX(R"),x) = 1 em B(0, R)\B(0,7) e u =0 em B(0,r) temos

Ju(z, €) = (u(y)d(y), e @@ g (z —y )y = F (du)(z, )

Mais ainda, usando temos C' > 0 tal que (1.4) temos

Fu(@, ) <C > sup [0%((y)elTIE@TE g (2 -y g))

la<m 5 <|lz—zo|<2R

A seguir vamos estimar
le} i(z—y').E— z—y)?
ay (w(:t)e( y") .= (z—y) av(m —,6))
Por (1.1) temos

8;‘ {77/)(y)ei(:c—y)-ﬁ—<§>”Y(ac—y)2Cy7 (x —, g)} = Z (g) a;‘—ﬁ(d)(y)av (ZL‘ —, g))ag(ei(x_y/)_§_<E>V($_y)2)
B<a

Por (2.6) temos que
|a;_ﬁ(¢(y)%($ —y,8))| < C2l~l

Usando Lema 4, temos que V0 > 03Cy > 0 tal que
a(pi(z—y) € (z-y)?\| < —E&)7(x—y)? L0 | 4 |1
|0y (e )| < Cye e’ all.

r

Por outro lado, § < |v — x¢| < 2R. Dai, [z —y| = |v — 2¢| — [y — vo| > § — § = ] quando

ly — xo| < §. Fazendo a = % e usando (1.14) temos

sup ag{ei(z—y)ﬁ—@W(w—y)z} < C2e—a<£>e<€>” lall.

5 <|z—zo|<2R
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Portanto, escolhendo 6 = § temos C3 > 0 tal que

|Fy(z,6)] < Z (oz) 03€—a<25>v = (e 2@
B<a B

quando |y — x| < 7. Por fim, observe que {7 < (1 + 1€]2)2 = (). ]

Lema 6. Considere Q(z +iy,2',&) = i(x+iy—a' )& — (&7 (v +iy—a')?. Para todo 6, ) > 0

existe Cy » tais que

|02 {eQU a0} < C(Laiefyée%lﬁy(x*w’)ze%<€>7y2e(%9+%)<£>7
z k)

para z =x + 1y e (a,z,y,2',§) € Nj x R" x R" x R" x R™,

Demonstragao. Por (1.1) temos que

(7:/{ei(zfx/)£*<£>'y(zfx/)2} _ Z (g) (_ié‘)a*[gei($+iy*1/)§ H af/:{e*<£>w($k*iyk*$;€)2}

B<a k=1

/

onde f = (B1,..0n) € 2%, x = (21,...,%), Y = (Y1,...,Yn) € & = (2, ...,2}). Usando o

Lema 4, para cada 6 > 0 existe Cy > 1 tal que

|0 {e~@ rim—ei )| < Ol g le ™S ) 3O 3O,
T

Como

n
[Tc/ Byle™ 5 @2 3@ 5O < OIFl g1 =5 =0 5O HO
k=1

o ~
e |e@+w=2¢| = =¥ temos

05RO < Y (g) e PlevEC) I ple ™ e B O H O
p<a

a=B\la=Bl |~ _ Bl
gey&e*éw(mx')263<5>”y26’§9<£>72<04> €N o — B
B) Ja—ptr A

B<a
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Logo,

gl
I _ =&Y _.n2 3 2 no « 1)\"/ WC
0@ 0} | < e ~F ) FOW EOT Y (5)6 o G japt

p<a

., 1
jdque Bl =Bl Byl < (Bi+..+8) =B, 0 <y <18 <[B! < [B]7, |a—B| = |a] - [B]
e la— B8 < (e — B)BI)7 < |af!7. Por outro lado,

D (g) (Cp o Cy)P — l(cg + %)(1, ...,1)r.

B<a
Assim, existe C¢ y de modo que

A <€>AY

—<7
2

|09 {eQUtiva’ Y| « o=~ 5 (=) 5O O | o 15 T[Cpa]lle

Consequentemente, usando que |€[7 < (€)Y

02 {eQEr BT Y| < ¥ =ET e O™ (T DO ol
xT ~

]

Lema 7. Seja Q@ < R™ um aberto. Dado u € E'(Q) entdo, para cada 0 > 0, existem

C=Cyp>0c¢ea,b>0 tais que

|f7u(za §>| < Cge_yfeby%@’ye@@w sup 6—a<§>7(x_m/)2
z'eK

para cada (2,£) e C" x R", z =z + iy e K = suppu.

Demonstracao. Pela definicao da FBI, temos que
i(z—x')é— z—x')?
[ Fyu(z, )] = [(ula), e E=EE 0 (2 — o €))

Por outro lado, como u € & e @’ > G2 (5 — g/ £) 6 C%, por (1.5) existe
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Cx >0emeZ" tais que

IFu(z,€)| < Cx Y. sup |02 {1 @7 g (5 — o/ )}
laj<m z'eK

Usando (1.1)

ago;/{ei(zfx’)ﬁfﬁﬁ(zfx/) a, Z _ f Z ( ) { i(z—x")E—(EYY (z—2) }ajl,g {Ozv(z B x/,f)}_
B<a

\

Pelo (6), existe 8 = (), 0) tal que

a f i(z—x')E— z—a')?
R g (o))
< Z C(La/\\e_yge—71<g>7(m—x’)26%<§>”y26("79+%)<5>W|6O‘,_’3047(z —x,8)

p<a

Observe que, por (2.4) temos

057y (2 = 2,€)] < (L4 Mo — o’ + iy)"

Além disso, usando a desigualdade triangular e (1.11), temos que

(146 e — '+ ig))” i()@ S (D)t

Manipulando os termos, temos que dados 60,60, > 0 existe Cp, , tal que

L+ o —a' +iy))"

Zi: < ) i (> l <§>2(vl>£1|_xk_)!x’|2)(jk)]% [<§>2<vk1!)92|y|2]é Con it

k=0
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Usando (1.14) temos

Loen(v=1) _2 2 Leen(r=1) 4|2 i1
€2<€>” O1|lz—a'|* 5TV ly] (091792)3‘7!2

n

(1+ <" e —a" +ay|)" Z

<3(]

-

=
-
o

()

<.
o

1 - / 1 il
§<€><AY Do1|z—x |26§<5>(’Y—1)92|y|2(091792)33!2.

VR

<3

N———
-

<.
o
=
Il
o

Logo

n i .
(L+ @ o — o' + i) < HOT Vol FOO Vel 3 ( ) 2 ( ) (Coren 1

j=0 k=0

Agora, usando que Zizo (i) <2, segue que
(L4 o — 2/ + i) < 3O Vol Pz @O el § (?) 2 (Coy Vi1
=0

n

Tomando 6y = %, 6, = 3 e redefinindo Cy = Y0 ( )27(Co, 0,)° j12 temos que

|09 { GO =2y (2 €)}] < T @i e 007 Gy

onde 0 = (2 + %) e Cy = > B<a D= 0( )27(Co, 6,)’° 'j12. Definindo a = T eb=1 temos

que
’ag/{ei(sz’)£f<£>7(zfx’)2%(Z — 2,6} < o~ WO (z=2')? WY —yE 0T

Tomando o supremo de ambos os lados temos que

sup |02 {60, (2 —of €))] < MO IO gup (=7
w'ek r’'eK

[]

Lema 8. Seja Q2 = R™ aberto e u € E'(Q) entdo, para cada 6 > 0, existem Cy >0 e b > 0

tais que

Fou(z, €))] < Cpebea e 56"

para cada (z,§) € C" x R", z = x + iy.
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Demonstracao. Usando Lema 7, temos que

| Fu(z, €))| < Coe e W @7 O qup ¢8O (0-")
z'eK

Como sup,cjc e~ %"= < 1 temos que

| Fyu(z,§))| < Cg(i_y’ge_‘”/2<5>769<£>7

A préxima observacao é uma consequéncia do lema das trés retas.

Teorema 11. Seja 1) uma fungdo continua limitada na faiza [0,1] x R que é holomorfa
em (0,1) x R. Se existem My, My tais que | (ixe)| < My e [(1 + ixse)| < M, para cada
Ty € R, entdo [¢(xy + ixs)| < My ™ M, ¥(xy,x5) € [0,1] x R.

Lema 9. Assuma vdlidas as hipoteses do Lema 8. Se, além disso, supusermos que existe

xg € e constantes C,a,r > 0 tais que
| Fu(z,€)| < Ce™™®" Vo e B(xg,nr) e £ R", (2.10)
entao existe b, = b,(a,r,n) e C,, = C(a,r) tais que
| Fou(z,€)] < C ez &7 bnlyllé]

onde z = x + 1y, |v — x| < 57 e |y] < 1.

Demonstragdo. Denote xo = (20,1, ---, Z(0,n)). Defina
F(z) = Fyu(zy, g, .2y, 5)6%22‘1(21—96(0,1))2(@”’ 2 eC,

para alguma (n—1)-upla fixada (x5, ..., z,) € R"! tal que |z; — x| <7, j € {2,3,...,n}.

Note que,
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1. Se |y — xo1)| < entdo
F(@)] = |Fyu(@, @2, ...y 0, E)e 77 @1 7200)XO7 (2.11)
Como |e 72 #1720 @7 < 1 por (2.11) e (2.10)

|F(2)| < |Fyu(zy, ..., 20, )| < Ce &

2. Se |z — x(0,1)| = r entdo, pelo Lema 8 com y = 0, para cada 6 > 0, existe Cp > 0
tal que
| Fo (1, oy M, €)] < Cpe? &7

Como |z — x(,1)| = r temos que e 72 =) O o =207 Daf, lembrando a
definicao de F,
|F(x1)] < 020"

Tomando 6 = a, temos

|F(z)] < Che ™",

3. Juntando os dois itens acima 3C,a > 0 tais que |F(x;)| < Ce™®" VY, e R.

4. Se z; = x1 + 1, 1 € R entao
F (@ + )] < | Fu(wy + i, 2,5, )| OH200O7

Observe que

|e%2za(ﬂfl+i*m(o,1))2<§>%‘ < 6%22“(931*1(0,1))%@%e%g@w'
o 1
Como e 72 @1770)*OT < 1 Pelo Lema 8 temos Cy
2a
|F(xy +14)| < Céeléle@@”efz<£>V€b<£>W

Como (6)Y < (14 [€*)2 <1+ |¢] temos by > 0 tal que

|F(zq +1)] < C’ée'ﬂb1
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Portanto 3C; > 0 tal que |F(x)| < C1e™ 9" e |F(z +14)| < C1ebl¥l | ¥a e R. Daf,

pelo Teorema 11,
|F(z1 +iy1)| < (C’le*“@w)l"yll(C’leb1|5|)|y1|, Vo e Reys €[0,2]

Por outro ladO’ como fy < 17 temos (Cle_a<§>’y>1_|y1‘(Cl€b1<§>)|y1‘ — Cle_a<§>’yea<f>|yl|eb1<§>|y1‘_

Dali,
|F(zy + i1y1)| < Cre” & (bl
onde ;1 € R e 0 < y; < 1. Analogamente, para —1 < y; < 0 temos

[F (@ + ign)| = | Fy (@ + iy, 22, ooy 1, €) |6 72 (1 F 7000507

< Cle,a<g>%e(a+b1)<£>ly1|7vxl € Re |y1| < 1.

Logo, dado R > 0 temos

Fo(@r + i1, Tas s ny €)] < Cre O 0Ol o B (01000, 0)7  T501E"

a 2
< CpeTat IO et O quando |z1 —z@01)| < R
Tomando R = 7 temos entao que

Foulr + iyr, Ta, oo, @, €)] < Cre T lar Ol |3 g ] < g Wyl < 1.

Analogamente existe by = by(by,a,7) e Cy > 0 tais que
[ Fyu(as + iyr, @+ iys, -+ @0; §)| < Coe 197 l0tb2nl©ebaluzl(e)

para |r1 — o] < 52, [T2 — Teg2) < 32, [T; — 2O <7 (JE{3, - .n}), ly| < 1e

lya| < 1, Repetindo esse argumento temos que existe C,, > 0 de modo que

[\ Fou(my +iyss - 5 + yn; )] < Cpem 277 Ik
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para |z; —zo;| < 5 (e {l,---,n}) ey <1(e{l,---,n}). O

E importante destacar que a observacao acima ainda é véalida quando trocamos vy por

1/s no lado direito e mantemos 7 no lado esquerdo. Com % <.

Observagao 9. Considere validas as hipdteses do Lema 9. Se além disso supusermos a

existéncia de xq € €2, constantes C,a,r > 0
| Fu(z, &) < Ce™™®” para todo x € B(wg,nr) e £ € R" ef € R",
entao considerando R < min{l, 7} segue que

1 a /1
|09 ... 0x Fyu(x, §)] < a!WCne_Tn@s b I

quando | — x| < 5i5r. De fato, seja 2 = (21, -+ ,2,) € B(2o, -) ¢ R > 0, segue da

formula integral de Cauchy que:

! 0%n ... 0% F g T
(3?:: c. agff7u<x’£) — a_l Tn 9 »yU(Zl Xo T f)d

271 |21 —a1|=R (Zl — x1>a1+1
_ al ]:'yu(ZhZQf" 7Zn7€>d d
= (2 .)n DI ( — )a+(17... 71) Zn P Zl~
™ |z1—z1|=R |zn—zn|=R Z1 T

Assim, considerando R < min{l, 7} e usando a Observacao 9 temos que

21

|
(27)"

|0+ O Fryu(e, §)] < (2 R)" Cez &7 il (2.12)

1
Rlel+n
quando |z — 0| < Fr-

Observe que a observacao acima segue analogamente trocando v por % apenas no lado

esquerdo das desigualdades, desde que % <.

2.3 Formula de Inversao

A presente subsecao é dedicada para apresentar férmulas de inversao para a classe

de transformadas FBI introduzida na Secao 2.1. Primeiro iremos mostrar que qualquer
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funcao suave, com suporte compacto em R", pode ser recuperada com a média de sua

transformada FBI.

Lema 10. Seja 0 < v < 1. Dado u e C""(R") com suporte compacto e qualquer x € R",

temos que

uw(z) = (2m)™" Fou(x, &)dE.

R”

Demonstragao. Utilizando a férmula da inversao da transformada de Fourier veja (1.7)

w(z) = (2m) " lim | e € a(€)de,

e—0 R

em que & = 3, &7 para § = (&, ,&,) € R". Lembrando a definigao da transformada

de Fourier veja (1.6),

u(z) = (27) 7" lim em’fe_GEQJ u(x)e e da’ de.

e—0 R™
Observe que
‘u(x/)ei(x_m/)g_eéy S HUHOO‘XsuPPU(x,)e_E€Q e L'(R" x R"),

onde x denota a funcao caracteristica. Logo u(z’ )ei(m_ﬂcl)g_ef2 e L'. Aplicando o teorema

de Fubini,

u(z) = (2m)™" liII(l) u(z)e! @€ o' dg . (2.13)
7V IR xR

Mais ainda, supondo R > 0 tal que suppu < B(0, R) temos

u(z) = (2r) " lim lim u(z) e @ ! e (2.14)
>0 M= Jp o R)xB(0,M)

DefinaI'(y,n) = (y,n+i(n)"(z—y)), (y,n) € R"xR". A seguir vamos “desviar’a integragao
para a imagem de I'. Tomando ((z,y,n,t) = n + it{n)?(x — y) temos R(—eC?) = —en? +
et*(n)*(z — y)?. Observe que

R(—eC®) < —en’ + el (R+1)*, para 0<t <1, |z[ < R Jy| <reneR™
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Lembre-se que 0 < v < 1 e note que (n)*"(R +r)? = [1|n|*]" (R + 7)* < 27> (R + r)?
Ln)? quando 27"1(R + )2 < |2 (isto 6, 27 (R + P < [n)) e |n| = 1.Assim, existe
A > 0 tal que

R(—eC) < ——n para 0 <t < 1,|z| < R, |y| <re|n > A (2.15)

Considere I'(y,n,t) = (1 —t)(y,n) +tI'(y,n) com 0 < t < 1, note que para t = 1 temos
L(y,m,t) = T(y,n) e para t = 0 temos I'(y,n,t) = (y,7). E, como ¢ > u(a’)ellvee
é holomorfa, aplicando o Teorema de Stokes (veja Teorema (10)) e utilizando (2.3) em

(2.14) temos que

w(z) = (27)7" lim lim J J ei@=2")C(@" &) —e[¢(x ’5’1)]20z(x — 2 €)drde
=0 M=o Jpo,m) JBO R)
= (2r) " lim lim f f ei(o =)~ (w=a)? e CHlO =) o (1 — 3! €)da!dE.
e—0 M —0 B(0,M) JB(0 R)
(2.16)

Dai, por (2.15), podemos aplicar Fubini em (2.16), de modo que

e—0

u(r) = ”hmf f Jeilrmm )@ e E e i) o (g — of €)da’d€ (2.17)

Agora mostraremos que podemos usar o teorema da convergéncia dominada em (2.17).
Para isso vamos limitar a integral em 2/ uniformemente em e por uma funcao L' em &
lembrando que supp u é compacta. Fixando & suficientemente grande, vamos integrar por
partes (n + 1)-vezes em relagao a /..

Para isso, fixe £ € R™ e considere
Flz,u,€,7) = u(a)ee @ e mdeni@nemla (o — o ). (2.18)
Podemos reescrever a integral do lado direito de (2.17)

J F(x, o' & a)e™ ™ ¢da.
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’n—&-l

Multiplicando por [£ e considerando k tal que || < n|&x| temos

Como
—i(e7E) = 0y (e779),
temos
n+1 / —ix’& g0 / n+1/, —iz'¢ /
€] F(z, 2§, a)e™5da’| = F(z, 2, & a)d) ™ (e7%)da'|. (2.19)
Seja
I :J F(x,x’,f,a)ﬁ;‘,;rl(e_”,g)dx’. (2.20)

Queremos mostrar que que |I| < m%ﬂ De fato, como u tem suporte compacto, integrando

por partes, temos que

1] =

f 82;1(F(x, o' € a))e T dy
]Rn

Por (2.18),

) - ‘ f am {u(a?)eimE (e a=a2oeleriley =) (g _ x',f)} gl

Dai, utilizando a regra de Leibniz (veja (1.1))
n iz€— x—z')2—e(é+i z—x'))?
ot {u(x’)e €O e=aPoeleH O @) (1 — x’,g)}

n+1
—Z(nH) 0 ey (o — ol )} et @ e En e,

a(n+1

Observe que J(u(z')o(z — 2/, n) é limitada por uma constante dimensional. Nos

resta mostrar que

B, (£6(©T 0=a)—elE4in (a—2)?)

k



45

é limitada. Para isso considere G' = izn — (n)7(x — 2')* — €(& + (&)Y (x — 2'))?, observe
que

(w6 + eV (2 — )2 = S[eu + i€y — )]

dai, utilizando Faa di Bruno (veja (1.2)) temos

. J oG
iz Y (z—y)2—e WO (x—y))? i Y(zx—y)“—e W& (x—
ailk( £ (x—y)? —e(§+i<E)7( y) E ll,,,,l ‘( §—(&)7 (x—y)? —e(§+i{E)V (z—y))? | | l ] :

p=1 P

onde P(j) = {(l1,...,1;); 1lh + 2o + ... + jl; = j}. Logo,

)( {26 —(€) (—y)2 —e(E4+i(E)Y (z—))

o G]’”j

st

. 4!
03, (e7)] < Z L0 L
PO) 1eeeibye

Note que existe C' > 0 tal que

7!

L Il !

<

9. ‘(emsf@w(wfz'>2fe(a+i<£>w(H'>>2) < e~(© @),

ap

m;j
- ] —61 G x 162 G, pois para p = 2 temos que 6”6’:0.

e

Observe que,

0,,G x 55; = [()"2(wx — ) + 2€(ne + i)Y (p — 27,))in)7] < [2(n)7 + e2{n) (n)"].

Como € esta tendendo a zero, podemos supor, sem perda de generalidade, que € < 1, dai

O (F (2,2, @)] < Cem =0 % [20n)7 |y — | + 2007 + 200) |, — @i [J44n) ().
P(2)

(2.21)

Avaliando cada parcela

RCle—<m7(x~y) <77> Vg, — yp| < e 7@ v)? [W] 1 — 4194,
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Usando (1.14)

4
<77>7’xk - yk|2 l < e%<n>v\xk—ykl2
2 4' ~ .

temos

8" (& — y) iy — | < 8CAI1T DT <

Como 2(n)Y < 2(n)Y |z — z}|, temos que
|8Z;1(F(a:,x',n,a)| < 0"
Assim
) [ Flaat )iz (e < O paras’ € BO, B, e BO.) e o] > A
(2.22)

Considerando (2.17) e por consequéncia de (2.22), usando o teorema da convergéncia

dominada temos que

u(z) = (27T)nj f u(a!) e @ NEE @ o (g — o €)da! dE (2.23)
» JB(0,R)

Pela definicao de FBI temos que

u(z) = (2m)™" Fru(z, §)dE.

R’I’L
[l

A seguir apresentaremos uma extensao do lema anterior, uma férmula de inversao para

distribuicoes com suporte compacto.

Lema 11. Seja v € [0,1] e u € E'(R™). Defina

ue(x) = (27)_”1 Fou(z,§)dE. (2.24)

l§l<e?

Entao {ue, ¢y — {u, ) para todo ¢ € CL(R™) quando ¢ — 0*.
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Demonstragao. Dada u € E'(R™), por defini¢ao, temos
i(z—a').6— z—z')2
fvu(aj,f) = <U($),€( )£ ( ) a7($_$,7§)>,

Queremos mostrar, primeiramente, que u. esta bem definida. De fato, pelo Teorema 6,

existem C' > 0, m € Z, e um compacto K tais que

[Fru(z, &) < C Y sup op{e @@, (2 — 2! €)}).

!
laj<m r’'eK

Utilizando (1.1), (1.2) e procedendo de modo semelhante a prova do Lema 10, temos que

existem C' > 0 e p € N tais que
o3 e @Te N (a — ! €)}] < M.
Assim, 3C > 0 tal que

Pyl <C Y sup© = GO
lo|<m ¥'€

Logo, 3C > 0 de modo que
[ Fuwod<| curignTascar i<,
[l<et ¢]<e1
para cada € > 0. Dai, u, estd bem definida. Para cada ¢ > 0, por (1.4) e (2.24),
wndy = @0 [ |l o o) deds, Yo € CF (B,
nJlgl<e!

Dado ¢ € C*(R™), denotando K = supp ¢, temos
(e, &) — (27)" J f (@), d(x) @O @R o, (0 1 €)\deda.
K J)g|<e L

A seguir escreveremos ¢(x)e/(*#)E=E@" @22 (1 — 2/ €) como o termo da FBI de 6.
Observe que (z —2')¢ = (2/ —2)(=€), (z =2/ = (' —2)* e (=€) = (1 + 2(=§;)?)7 =

(1+ X(&)%)2 = {£). Dai
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eile=a).£=(&"(z=a")? _ ,i(a’'—2)(=§)—((=§))" (&'~2)*

Além disso, por (2.3), podemos verificar que o, (z — 2',&) = o, (2" — x, —§). Consequen-

temente,

/

gzg(gl;)ei(:fcfm’)~£f<£>”(rfav’)Q%(ﬂ,j — 2, &) = ¢(z)ei fr)(fé)f<(f£)>”(x/fw)2aw(x/ —x,—6).

Logo

o) = Cm)" [ | ) o) O O a0 e

Pela definigao da integral de Riemann, considerando uma partigao,

o) = (2™ i 3l (o) (a5, -5 M

m——+00

Usando a linearidade das distribuicoes, temos que

e 89 = (2m) ™l (ule), 3 0as)e 6D (2f — 3, €, AEAT.

Usando a continuidade da distribui¢ao u temos

(e, ¢) = {u(a’ JJ IO g (o — 2, —€)dEdar)
lel<et

- ), | Fo .

Observe que dado {¢;}7, € (0, +c0) tal que {; — 0 temos, pelo Lema 10

(n) o) = | Folw,—¢)de = Folw,—€)de + f Folw, —£)de.

R" lgl<e;? gl>e; "

Denote

R - | Tl

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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Pelo Lema 3, temos que

C
o —O)l < —2
f;l}g\ Fo(z, =& T+ e[

onde supp ¢ = K', C,/1 + |£|"™ € L'V a = n. Logo, pela regularidade de Fo(x, —§) e
pelo fato de dominio de integracao ser compacto, podemos derivar sob o sinal de integra-

¢ao, obtendo

sup |05 F;(z)| = sup | O Fp(x, —&)dE|
zeK' zeK' |§\>€;1
Ca
< f T e
gt 1+ ¢
Como HE# e L' (Va € R"), temos que
Ca
A p(d) = [ —2 g
) = | e
define uma medida. Considere Aj = [B’(O,ej’l]c dai Ay o Ay > A3 o ---. Logo,

lim; o0 p1(Aj) = p(n52,A5) = u(F) = 0. Deste modo,

C
—ad£ — 0.
J§|>ej1 1+ |£|n+1

Consequentemente Fj(x) — 0 em C*. Assim, por (2.25), (2.27) temos que {u.,, ) —

{u, ¢). Como {&;}72, é qualquer sequéncia tal que &; — 0 segue que (uc, ¢) — (u,¢). [

2.4 Caracterizagoes de classes Gevrey via transformadas FBI

Nesta se¢ao, nosso objetivo principal é fornecer uma caracterizagao da classe Gevrey
utilizando a Transformada de FBI definida em (2.1). O Teorema abaixo relaciona as

classes Gevrey com as transformada FBI.

Teorema 12. Seja 9 € R, u € D'(R") e s € [1,0). Entao os cinco itens a sequir sao

mutuamente equivalentes:

1. ue G* em xy.
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2. Para todo v = s e toda distribui¢io v € E'(R™) satisfazendo v = u em alguma

vizinhanca de xq, existem C,0 € R e uma vizinhanca V' de xy tais que

1
| Fv(x, €)] < Ce 7 para todo (2,€) € V x R™.

3. Eziste v e & tal que u = v em uma vizinhanga de xq, v € [s71, 1], e uma vizinhanga

V de xg tais que

1
| Fv(x, €)] < Ce 7 para todo (x,€) € V x R™.

4. Existe uma vizinhanga aberta U < C™ de xq e C,6 € RT tais que, para cada v > 1,

existe uma decomposicao
u=gy+hyemUnR"
de modo que gy é holomorfa em U,

lgx(2)] < CeCNSG | para todo z € U,

1
|ha(z)| < Ce™®*, para todo x € U N R™.

5. Existe uma vizinhanga aberta U < C" de xg e C,6 € RT tais que, para cada v > 1,

existe uma decomposicao
u=gx+hy emUnR",
—(s=1)

de modo que gy € holomorfa em {ze U : |J(z)| <A™ 5} =U,,

lgx(2)| < C, para todo z € Uy,

1
|ha(z)| < Ce™®**, para todo x € U N R™.
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Demonstragdo. [(1) = (2)]. Sejam u € G* em zy, v = s ' e v € &'(R") tal que v é
igual a v em uma vizinhanga aberta U de zy. Considere um cubo () centrado em z, cujo
fecho esta contido em U, fixe um conjunto aberto relativamente compacto V' no interior

de Q (ou seja, V < Q). A seguir mostraremos

Fou(z, &) = f TV (y(y)e @ 0 (2 — y, €))dy + O™, V(x,€) € V x R”,
Q

uniformemente. Isto é, mostraremos que 3C' > 0 tal que

Fyoa,€) - f EE () 0 (5 — g, €))dy| < CeO7 W(w, ) e V x R™,
Q

Como, por hipétese, u € G* em =, existe Uy aberto tal que u € G*(Uy) e xp € U;. Sem
perda de generalidade, podemos assumir U; = U(na verdade, trabalharemos com U N Uy).

Seja 1 € CX(Q) tal que vy =1 em V. Usando (2.1) temos
Frolw, &) = (v, V@00, (o —y, ). (2.29)
Somando e subtraindo ¥, o lado direito de (2.29) pode ser visto como
Fov(w,€) = v+ (1 =)o, e @ 0 (2 -y, €)),

Usando a linearidade da distribuicao,

(i, €) = (o, IO 0 (5 — g, ) + (1 =)o, e (1 -y, ).
Agora veja que

(= o, IO 0 (o = y,€)) = Fo[(1 = 9)el(, ).

Assim, podemos reescrever (2.29)

Fu(@,€) = (v, @O0 (0 —y, )y + F[(1 - ¥)v](@,€).



02

Por outro lado, usado o fato de v = u em U e a existéncia de @ € G*(U) tal que u = @ em

U temos

Foo(z,€) = f Wy)e(y)e @ VEO @ 0 (2 — g, )dy + F[(1 - ¥)v](z, ).

n

Além disso, como supp ) < @

Foo(z,€) = JQ Wy)e(y)e' V@ 0 (2 — g, )dy + F,[(1 - ¥)v](z, ).

Somando e subtraindo

~ i(x—y)E— z—y)?
J () VEO @D (o _y €)dy,
Q

segue que

~ i(x—y)E— z—y)?
Foo(z,§) :J u(y)e( YEE (z~y) o (x — 1y, €)dy
Q
~
~ i(T—y)§— z—y)>
_ JQu(y)e( Y)§—&)7 (z—y) oy (z —y,&)dy
r

) a(y)(y)e' VO 0 (@ — y, O)dy + F[(1 - 9)o](2, ).

Q

= [t e @y ey
Q
\

+ JQ[aw — D](y)e' VO (2 — y, &) dy + F[(1 - )] (x, ).

Pela definicao da func¢ao caracteristica

Fro(x,€) = L (y)e VS (@~ y, €)dy

# | X = ) IO oy, €)dy

i(r—y)§— z—y)?
+{(1=1)v,e (z—y)€—E7 (@) oy (x — 1y, ).
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Juntando os termos comuns

Foo(z,€) = f (y)e’ VO (1 — g, E)dy
Q

+ (1= ¥)(v = xqit), €T (3 — g, €)).

Observe que

(1= ) (v = xqt), e’ V@ W 0z — y,£)) = F [(1 = ) (v - xqi)].

Consequentemente

Fro(x,€) = L afy)e' VO o (@ — y, )dy + Fo[(1 - ¥) (v — xoi)].

Pelo Lema 5, existe uma vizinhanca V tal que 2y € V, V é compacto e 6, C' > 0 tais que
|F[(1 =) (v — xow)]| < Ce 8 YreV e veeR™
Dali, temos que

fﬂ](x,f) _ JQ ei(:v*y)ﬁa(y)efﬁw(gcfy)2a'y(x _ y7£)dy X O(e,5<5>w).

A seguir, nos concentraremos com
= J ei(wiy)gmw€7<£>7(x7y)20"y(13 —y,&)dy.
Q

Assuma, sem perda de generalidade, que |&| > 1[¢| = 1 e considere N um ntdmero

suficientemente grande o qual escolheremos abaixo. Multiplicando por £, temos que

i(x—y)§ —(& (x—y)?
NI = S{VJ e T8 (y)e &7 (@=Y) oy (z — 1y, &)dy.
Q

Usando o fato que

0y, [V = (—igy )elle V8,

Y1
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integrando por partes uma vez com respeito a y; e considerando () = ]_[?Zl[aj, b;] temos

Y il
&1 = Tu(y)e o (1 —y,§)dy
Q
1 N-171_i(z—y)&1 5 —E
~ N [ b]ayl [ Ju(y)e™ alz =y, ) dyadys...dy,
j=2195,95

- JQ o e R0y, [i(y)e @ dy.

y1=b1

Yyi=al

Integrando por partes N — 1 vezes, segue que

y1=b1
Ny = [Z J 31\17k[6i(z7y)£](91;1 [ﬁ(y)€*<§>w($*y)2a7<x —, g)]dyzdyg...dyn]

]2%

Yyi1=ai
1 . i D
ST L i@ y)faévl[u(y)€<s> @R (2 — y, €)]dy. (2.30)
Logo,
y1=b1
__zg [ZEI‘[ AT e o —-y,é)]dy2dy3~-dyn]
1 k=1 ] 2 a] yi—ar
1 o ) _
- S L Jila y)f(;ﬁ[u(y)e@m o (z -y, €)]dy. (231)

A seguir nos concentraremos em estimar o segundo termo da identidade acima, para isso

denote

Ly = (ig) ™ || Q) (aly)e " o o = . ))y
Q@

Note que por 2.7 temos
ok =@ 0?| < RN E .

Utilizando (1.1)

o (a(y)e @ a (@ -y, ) = ] <N) o8 (i(y)ay (z — 2/, €))28, (e=©"=v?),

a+b=N a

Como @ = u e G* (veja(1.10)) e por 2.4, crescendo C/(se necessario) temos

109 (a(y) oz — y,€))| < C*Fla A", (2.32)
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em que A = (£). Assim,

INEPEDY <N>C“+1aS“A”(V—1)6”A”z”bZ
a

a+b=N
N y
<\ N Z ( )Ca+12“6b max N*\% N3,
At b=N a a+b=N

Note que, usando (1.11), existe C" > 0 tal que
|Ly| < A7VC7.6Y max NS\E N3,
a+b=N

Tomando C” > 6 temos entao que

- b b
|Ly| < ANCNT max N**A\2 Nz,
a+b=N

Agora fixe 0 < € < 1 e considere N = N(¢, A\, s) € Z, tal que N < eAs < N + 1, daf

_ 1 1 %, 1.b
|Ly| < AVCA T max (eXs)* A2 (e)r)2
a+b=N
1 b b b
< CG)\S+1 max €sa+§)\7b+%+g'
a+b=N

Observeque%+%—1<%+%—1:Oesa+g>@+

ISy

2“7%:%. Dai, como 0 <€ < 1
e A = 1 temos

|LN| < CE)\%+1€%.

Iremos melhorar ainda mais essa limitagao, para isso dividiremos em dois casos.

1. Se N # 0, entao
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N X% 1
pois N > 1e X > 1, implica Az > A"z . Por outro lado,
Af41 N 1ieas | L
CM ez < O(Cez) N3, (2.33)

Agora note que (C’e%)6 < 1, pois definindo

fle) = (C’e%)6 = eclog(0e2)
temos que

1 1 —1 1 1
f'(e) = eloelCe?) [log(C'eé + el 0—62] = eslog(cgz)[log(Ce%) + -]
Ce2 2 2

Assim existe € €]0, 1 tal que f'(e) < 0, Ve €]0, €g[. Ademais,

1
1 Ce2 1
_ 1 . log(Ce2 ) T2 .o —1
lim elog(Cez) = lim ( - ) = lim ““— = lim —e ' =0
e—0+t e—07F € e—0t —€ e—0t 2

Assim, como f é decrescente em |0, €| temos f(e) < 1,V e €]0, €| (diminuindo €,
se necessario). Logo

1=¢"= lim f(t) > f(e)

_ elog(C’e%) = [C % €
t—0+ € [ ¢ ]
Dai, existe 0 > 0 tal que
(Ce2) = f(e) < e, Vee]0, e
Portanto,
C(Ce2)™* Az < Ce % A2 (2.34)
172
Ce 2% — e [%] 57 < 007 N [N]E = (€57 )e TN
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Assim, usando (2.33), (2.34), (2.35) temos Oy < (05_71)6__76>‘§

2. Se N=0, entao
Ce)\%—&-l 5 Ccr2e)\s C—eAs C2e—e>\%

. 1
pois neste caso eAs < 1

Juntando os dois casos acima temos C”,§ > 0 tal que

@

A

[MIEY

ILy| < C"e (2.36)

Assim, estimamos um dos termos de (2.30). Agora vamos nos concentrar em estimar o

outro termo de (2.31). A saber

e D

Dado y = (y1,--- ,yn) € 0Q existe €, > 0 tal que se V, = H?:I]yj — €,,Y; + €] entdo

y1=b1

aN k[ i(z— )é]alycl [&(y)e’<5>"($*y)2a,y(gg _ ng)]ddeyg...dyn]

a
] 2 J’ y1=ai

yeV,exy¢ V, ComodQ écompacto existem Vi, Vs, ..., V;, abertos tais que g ¢ U;n:l V;
e 0Q < |JiL, V. Vamos considerar y € Q tal que y; €]xg — ;, 25 + x;[. Dai,

651 [€_<5>W(x—y)2] < o [€—<£>W(I1—y1)2]

y1=a1 ou y1=by y1=a1 ou y1=by

r
w1 =1l = ly1 —wg| = |wg — | =7 = Jzo — 2] > 5.

onde r é a distancia minima entre z e y; em relagdo a z, garantindo que |z — y1| seja

suficientemente grande. Assim, usando a integragao de Cauchy temos

| e (z1—w)
il J e
0

o1 [e*<£>”’(x*y)2] _
. By,r) (W —y1)It!

y1=a1 ou y1=>by

¢t 1 & R —w)?
— 2rR  sup e ! .
21 Rat! wedB(y1,R)

onde R é o raio da bola dB(y;, R) usado na férmula da integral de Cauchy, no qual
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escolheremos abaixo. Tomando w = w; + iwy, temos RN(z; — w)? = (1 —wy)?* — w3 >
(—lwi=yi|+|y1—21])* —w3. Como (—|wi =y |+ |y1 —21])*~w3 = (—w—yi[+|[y1—21])* —w3
e (—|lw—w|+ |y —x1])? —wi > (—~R+1L)>— R*= —2RL + .. Tomando R <’ temos
R(z1 —w)? = 0. Logo

o [e‘<§>v(z_y)2] < CTgle 59" < 017597 para x € B, g),f eR"eyeQ comy €lry —a
(2.37)

Assim, para z € V', y € 0Q e qualquer M > N, por (2.32) e (2.37) temos que,

_ — z—1)2 — — sa
& | N\&;X(v(y)e )7 (z~y) )Oé’y(x_y7£)| < |G TNON e aTbi}z(vN Nb

Como v = st e A = (&) < 2|¢| < 2n|& | (quando |€] = 1) temos que (crescendo C, caso

seja necessario)

— — z—y)? sa n7sb _— % -
€| N|aé\17(v(y)e &7 (z—y) )%@_y,g” < CNHCL%Z{VN Nsbe—0As \=N

Assim,

- e ()2 s —5A%
&V 10Y (w(y)e™ @ e (3 — y,€) < CVHNN AN

var (Y 5
<O ~) ¢ *, quando |¢| > 1.
Como N < eAs < N + 1 temos que N*® < e’ . Dali,
S 1 1 1
G705 e @ an (0 . €)] < CV RN < C(Ce)Ye ™ < Ce ™, quando [

e € de modo que Ce® < 1. Consequentemente

y1=b1

1 - - i(x— ~ —(EV (z—y)?
ie )™ [Z JH” - oy F e R0k [aly)e @ T an (z — y, )] dyadys...dy,
k=0 a;j,0j

J=2 y1=a1

< Vol([ [la, b)CV 1 (N — k)N Fe0¥ e

j=2

£ =1
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Como v < s7!, redefinindo C' e § temos que

y1=b1

L N =k i(z— ~ —ENY (p—
(—i&)N [Z JH : ]65\17 k[@( y)f]&’; [i(y)e N y)2a7($ . ) ]dysdys...dy,
N k=0 _olaj,b;

j=2 ’ Yyi1=ai

< Ce™ (2.38)

Usando a continuidade de (z,§) — F,v(z,§) Por (2.30), (2.36)e (2.38),como A = (&),

redefinindo C' e d, temos que
Fyo(w,€) < OO, paraz € B0, 5) e & € R”

Terminamos a demonstracao da afirmacao. Mas queremos mostrar algo melhor ainda, A
transformada F.,v(z, ) se estende, para cada £ € R", para uma funcao inteira em z € C".

Pela Obervagao 9 temos que
|Fru(z, &) < Ce Ol COIm()] (2.39)

para z em uma vizinhanca suficientemente pequena V < C" de x.

(1) = (4)]

Suponha que u € G* em xy. Fixe v € £ tal que v = w numa vizinhanca de z, (para
isso basta multiplicar u por uma fungio corte) e considere v = s~! pelo o que fizemos
acima segue a desigualdade (2.39). Dai é suficiente mostrar que (2.39) = (4). Para

cada A € RT definimos

ga(z) = (2m)™" Fro(z, €)dE.
el

Como |F,v(z,€)| < Ce & +COREN em uma vizinhanca complexa U = C* de x inde-
pendente de £, e z — F,v(z,§) é holomorfa em U, temos que g, é holomorfo em U. Além

disso, pela Observacao 9 temos §,C' > 0 tais que

() < C f ¢~ KO HCEIING g

l§l<A

Fazendo uma mudanca de varidveis polares e usando o fato de [£| < (£) temos C; > 0 tal
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que
r=\

lgn(2)| = CIJ e CTRE =1 gy

r=0

_&rY

Como §  e™"r7~1dr < +o0 existe Cy > 0 tal que

r=X\
lgx(2)| < J eCrBEl < CyeCASE (2.40)
r=0

Além disso, para x € U n R", lembrando que v € G2, v(z) = u(x) € GZ, a defini¢ao de g,

acima e usando o Lema 11 e o item (2) (lembrando (1) —> (2), temos C, 4 > 0 tal que

|(u=gx)(@)| = |(v—gr)(@)| = (2m)~"

Fo(z, §)d§‘ < C’J el dr < Cem

€= r=A

é importante destacar que acima usamos mudangas de varidveis polares. Tomando h)(x) =

(u— gx)(z) temos que
|ha(z)] < Ce™  zeUnR.

(4) = (5) Pelo item (4) temos que existe U < C™ aberto, tal que zq € U e também

existem C, 6 € R tais que, para cada A > 1, existe g, holomorfa em U satisfazendo
lgx(2)| < Ce“BGI vz e U (2.41)
Além disso, se definirmos
ha(z) = (u—g\)(x), Ve e U nR",
temos
Iha(z)] < e (2.42)

Queremos mostrar que g ¢ holomorfa em Uy, = {z € U||S(2)| < l)} (esse fato é

imediato pois gy é holomorfa em U) e, além disso, que |hy(z)| < C para z € U,. Observe
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que, dado z € U, por (2.41), definindo D = 2C

lgr(2) — g%(z)] < |ga(2)] + ]g%(z)] < CeCNSG 4 CeT NG < 20BN < DePASE)

(2.43)
Por outro lado, dado x € U n R”
92(2) — 93 @) = oale) — u(2) + u(a) — g5 ()] = [haa)| + oy (2)].
Por (2.42), temos
lgx(x) — ga(2)] < O + Ce ) <= C’e“sl’\%,x eUnR"
Assim, crescendo C' (se necessario) existe 6; > 0 tal que
lgx(x) — g%| < C’e‘élk%,x eUnR". (2.44)

Agora iremos mostrar que, definindo fy(z) = (g) — g%)(z), temos

1
[fa(z)] < e,

para z € U. Considere xg = (20,1, .-, T(0,5)) € R > 0 tais que

J

[204) — R.wo + Rl +i| [[FR. Rl < U.
=1 j=1

Além disso, defina
Fy(2) = filz)e Gooan)As

Fixe (2, ..., 75) € [ [[[7(05) — B, 70,5 + R]. Paran = 1, usando (2.44) e (2.43)

— 1 1
1. |Ex(x + 04)] = |fA(x)|ng($1—x<o,1>)2/\S < Ce=0r5
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—(s— —(s— _ N Gt 5] 1
’F)\(x + Ze)\ (5 1) el)‘ < ’f)\(x + 26)\ (S 1) 61)HeR—g($1+’L€)\ s —x<0’1))2As

_ —(s=1)
eﬁg((ﬂfl—x(o,1))2—(€)\ s )%

—(s=1) 1

< OeC)\E)\
< C«eceA%GR%eZ,\—“%A%

1 5 2411
<expi Cels + ﬁe A+)
< exp{2CeAs}.

Em que € é tal que %e < C( ou seja, € < CTRQ) e eA1TY < R, para todo A\ > 1.
Para isso basta escolher € < R, pois A > 1 assim A <1

3. Para nao ser repetitivo usaremos a notagao R, pois a mesma demonstracao vale

para +R e —R.

_ 1
’F)\(il?((]’l) + R + iyl, T2, ..y Z’n)‘ < ‘f)\(l'(()’l) + R + iyl, T2y uny LBn)’e(Rig(iRyiy%))\s .

Usando a estimativa (2.44) nestes segmentos, temos que
5 25 3
|Fa(x1) * R+ 1y1, 22, ..., 2,)| < CeCM1 e rzUiAe g=0A5

Ademais,

1o 5
CeCMLeRIVINT (=N _ Cexp (Ce)\% + ﬁez)\% — 5/\§),

A seguir escolha e suficientemente pequeno tal que

) )
Ce+ ﬁg < 3"

Assim
5

|F)\($(071) + R+ @'yth, . l’n)| < C’e%’\ .

o=

Agora defina

;1m0 F1imron)

=5, —G=1) H .
Ga(z1) = Fx(21, %2, ..., Ty) [062’\ ] AT s [06206/\ ] AT
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Dai

1.
[Ga(21)| < Ce

2.
|G>\(ZL“ + Z'E)\i(

3.

|G)\(l‘(071) + R+ zy1)| < Ce_g’\

Logo,

S

W=

5.1 5 .1 17 s—1
ik oot | AT [goad ||

141
(z+iex 1+ s 71(071)) _

1
s

=) 20N+ _sas ] —1+1
s e1)] < Ce Ce™z AT

141
| Lerie Hsl_z(O’lV
s —1+1
% |:C€2C'e/\ :| ex " 1ts

< L

gD
oo 55
. (+R+iyq)
X CeQC’e)@ 6)\—1"'%

0=

Y1 Y1

Y1 Y1

541 1.1 o 5 1

(s=1)

quando 0 < y; < e\™ =

)

Assim, pelo Principio do Méximo,

quando |21 — 2| < Re0 <

IFA(2)] < [ce*

|Gx(21 +iy1)| < 1,

_(s—l) ,
y1 < e\ s . Dal

(@1tivi—=(o,1)) (@1t —2(0,1))

t———o) T 19— s—1
] 5)\¥ I:CQQCE)\ 8 :| ex” %

Y1 Y1
[ S v
%)‘%] o5 [06206)‘%]5)\—@ .

NS
>

LT (172 0.)

1

1
Lt [Oezcg)\g] e .
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—(s=1)
Por outro lado, como y; < eA™ 5 temos

1 1
exp {ge_lz\yl - g)\i + 2C’Ay1} < exp {ge_l/\g)\_”lg — g/\i + 20)\§€>\_1+i}
< Cexp {g/\i — g/\iC’e/\i}.

Assim

—0 1
F(2)] < Coxp (M),

onde tomamos € pequeno tal que (% —Ce) < g. Mais ainda

) 1
|f/\(217 To, .., xn)| < |C€—g>\ e%(mﬂyu—w(o,l))b\s

_ 541 i
< Cemieh = Ce 7,

para |71 — 21| < £ e Jy| < %6)\_%. Logo,

1

|f>\(Z1, Lo, ..., xn)| < Ce—

Seguindo os mesmos passos para as demais coordenadas, redefinindo € e R, temos entao

que

1

|f)\(217 Ry veey Zn)| < Ce_gkg : (245)
para |z; — x| < % e |y| < %E)\_(S;sl). Dado A € R* suficientemente grande, escolha k
tal que
oF < X < 28
e escreva

Observe que, dado z = x + iy em V|

k
92 (=) < lg ()] + 21 9.2, —9xl
]:
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Usando as estimativas (2.41), (2.45)

k k
cX (A CANIHS (A
lga(2)| < Ce“ar 4 Z e T)" < Cen + Z e~<Gm1)*
j:l j:l
Agora observando que o segundo termo pode ser estimado pela soma de uma progressao

geométrica temos

_ ) i
s 1
lgx(2)] < C’exp{C’Qk} +Z—)\ T
L 4 =1

[ A 2t ieio
= |Cexpl C + 25
I { 2 } exs 25 —1
_k
< Cexp (Cz(k(§—1)+l) + (1-2 5)’ pois ok < )\ < ok+!

Assim, fazendo k — +o0
93(2)] < Cexp (C2°) + ———
Consequentemente, existe D > 0 de modo que
l9r(2)] < D. (2.46)

[(5) = (2)] Considere v € &'(R™) e Uy vizinhanca aberta de xy tal que v = u em
Up. Considere também v > s7! e |£] = n. Sem perda de generalidade podemos assumir
61| = % > 1. Nesta parte da demonstracio denotaremos A = |£]. Seja U; < C" uma
vizinhanga aberta de xq tal que u = g\ + h) em U; = Ui N R™ em que g, é holomorfa em
Uy ={ze U :|3(z)| < A}, |ga] < C para todo z € Uy e |hy(z)] < Ce0A® para todo
x € Uy. Sejane CP(Up nUp) tal que n = 1 em uma vizinhanga de zy. Assim, usando a

linearidade da FBI temos

Fyo(z,§) = Fylnol(x, §) + F[(1 = n)v](z, §).

Usando o fato que n — 1 = 0 em uma vizinhanga de xg pelo Lema 5 temos que existem
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C,a > 0 tais que
AS
| Fav(z, )] < | Falnv](z, &) + Ce™*" .
Como u=wv em Uy, u = gy + hy em U; e n e CL(U; n Uy) temos

Fao(z, )] < |Falnlon + ha)](, €)] + e

<|]%(UQXKI7§H_%|J»Ky)hAQDewpwﬁ_5P@_w2av@7—znﬁ)dy|+(jeﬂ”3.

Por outro lado, usando (2.42) e por 2.32 (crescendo C, se necessario), temos

1

[Fav(z, §)| < [Fy(nga) (@, &) + Ce f\n(y)|dy 4 O

Como 7 possui suporte compacto temos que Ssuppn In(y)|dy < D. Redefinindo C' = C.D+C

e = min{a, d}, temos entao
|JT-'>\,U('I’§) < |Fw(n9A)($7§)| + Ce_(”\g'

Transladando o sistema para origem em x( e considerando r suficientemente pequeno tal

que suppn < B(xg, 3r) < Uy n Uy onde
B(xo,r) = {x: |v; —xd| <rV¥je{l, .. n}}

Suponha que 7(z) = 1 em B(xo,2r). Seja ¢ € C'(R) tal que 0 < ¢ < 3, ¢(t) > 0 para
[t| < 2r e ¢(t) = 0 quando |t| = 3r. Considere € > 0 pequeno e um desvio no contorno de
integracao dado por
N Ct5)
(I)(y) = (yl + i€ s ¢(y1)7y2>"'ayn)a
onde y; € [x§ — 3r, xf + 3r],

Agora, como 7ng, é continua e de suporte compacto,

i(z—y)E— €| (z—y)?
~RWA%O—J( )mwm@w<wﬁﬂ<th@—%®@.
B(xg,3r



67

Usando Fubini-Tonelli e lembrando que supp < B(zg,3r) < H?Zl[xé — 3r,x) + 3r]

1(1)+37' ' ,

1
xH—3r

Fynga(z,§) = f

IT;—2 [$‘(7) —37",@% +3r]

A seguir denote

w = n(2)ga(2)e TN g (2 - 2, €)dz,

i(z—y)E—|E|7 (z—2)2
an(z)gA(z)e( y)E—1€l™ ( )a,y(a:—z,ﬁ).

Usando Teorema de Stokes e o fato de supp nsupp B(zg, 3r)

z}+3r
f diw = J w= J w— wdy, (2.47)
S 0S S1 x(l)—Sr

onde S = {y; + iet)\‘%qb(yl) sy € [oh = 3rxd + 3]t € [0,1]} e S1 = {y +

i d(y1); 11 € [xh — 3r, x§ + 3r]}. Observe que, parametrizando S; temos

x[1)+3r (s—1) .
J W J Flyr + iAo ()1 + ieA—5 ' (g1 )]dy,
St

1
z5—3r

xé+3r xé+3r
f W= f F(y)dy.

1 1
zy—3r zp—3r

Além disso

Al(2)gr ()T, (o~ 2 )] = L [(2)ga ()PP 0 (5 2 €]
Z1

a 1 Y(p—2)2 _
+ g[n(z)g,\(z)e’(gﬁ_z)g_m (2—2) a,(r — z,€)dz]dz.

A primeira parcela se anula por dz A dz = 0. Além disso, como 7 possui suporte compacto
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e g(2)el@=2 kM @=2)" (2 — 2, €) é holomorfa, usando a regra do produto temos que

0 i(x—2)E— &V (z—2 J i(z—2)E— &V (z—2
22129 ()e’ T 0 (1 — 2, ] = —[(2)]ga(2)e I 0 (@ - 2,)
J i(r—2)6—[&]7 (x—2
_’_77(2)£ {g)\(Z)GZ(m )E—1€17( )20@(:13—2,5)}
J (T—2)6— z—z)?
= - [(2)]gr(2)e T 0 (@ — 2, €)d
Dai
oF on
sup = sup Y1 + tetA” gb Y1) Y2y -oes Yn) | X
up [ (2)| b i aZl( 1 (1), 42 )|
X |Gy + ietA*%qb(yl), Y2, ooy Un) |,
onde G(z) = gx(2)e’@=28— @22 (z — 2,€). Agora, pela definigio de 7,

oF
Supp.cs |52

= sup
2r<|y1 —x}|<3r,te0,1]

aZ(yl F et AT T G(W1), Yas oY) |G g1 + N5 S(01), s s ).

A seguir vamos estimar

Fy= \6—2( Y1+ et By, v, - 5 Un)lga (1 FietA T p(y), v,

% ei(x—Z(y,t)S—Iﬁln(x—Z(yﬂf))zaV(x — 2(y, 1); €),

oy Yn)| X

quando t € [0,1] e 2r < |y; — 23| < 3r. Observe que, usando (2.46), o fato de « ser

limitada e a limitacao de 7. Segue que

Fy < OeRila==ue-lel e==w)?) (2.48)

Em que,

Ri(x — 2(y, )€ = 1€]"(x — 2(y,1))?) = et Lo(y)Er — €] (@ — y)? — [etA =
< el :

C N (- y)? — Een ),

W1*)
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Por outro lado, como A"2*% < 1 (pois, A = || = 1) e [z—y| = [y—wo|—|z—0| > 2r—r =1,

temos que

R(i(e — 2(y, )¢ = [€" (@ — 2(y,1))*) < eClé]*

C— [ (r* = €0).

Escolha € > 0 tal que 72 — €2C' > 0, ou seja, € < (%)% Lembrando que v > %, tomando

e<l1,

R(i(x — 2(y, )€ — [€]" (@ — 2(y,1))?) < —[€]5 (12 - 2€0).

Agora escolheremos r? — 2¢C' > 0, ou seja, € < existe a > 0 tal que

2C’
0 —(s=1) 1 oF s—
| f (2)dz| <||S|[sup —F(2)[3reA "5 = sup o (y+iedA T o(y))
25 0% 2r<|y—a}|<3r,te[0,1] 0z
3 —ale®
< —ce .

2

Assim temos a estimativa de um dos termos de (2.47)

[ aul< || £FeI <
Ll w = row )@’ (y)dy.

3 —alel?
bR

Nos resta estimar

Observe que, usando (2.48),

ly—zo|<3r

[7 rewww <

Além disso, como ®(y) =y + ie)\_%ﬂy)el, temos

—(s=1)

R{i(x — d(y)e — €] (x — (y)*} =A™+ d()&r — [ ((x — y)°

(yl))-

A seguir dividiremos em dois casos:
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1. Se |y; — xo| > 2r, entao existe a > 0 tal que (lembremos que \ = |{])

1
s
Y

R {i(x — @(y)¢ - |¢'(z — 2(y))?) < —alg

quando |x — zg| < r (e € é suficientemente pequeno).
2. Se |y1 — wo| < 2r temos que ¢(y;) = 1 e assim,

R(i(z — By)¢ — ¢ (@ — D(y)?) <A™+ + €12

(s=1)
s .

Agora observe que, se estivermos no caso & < 0 entao || < |£1|n = —n&;. Logo

_(s—1)
—€eA

R(i(x — D)€ — €] (2 — D())?) < ——|¢] + |¢

n

1 1
s s
Y

~ —al¢

Lo 2 €
e - @ - e

desde que €% — = <0, ou seja, € < % Se &1 > 0. Repetiremos o mesmo processo s6 que
tomando ¢(y) = —%. Pela semelhanca omitiremos a demonstracao.
[(3) = (1)] Suponha que u = v em uma vizinhanga xy, com v € £ e suponha

também € [s71, 1], C' > 0 e ¢ > 0 de modo que
Foo(x,€) < Cexp (—c(€)+)) para todo & € R”,

para x numa vizinhanca fixa de xy. Pela Observacao 9 existem C,d,¢c > 0 e rg > 0 tais

que, se r < rg entao
1 1
|09 F, (2, €)| < a!ce*5<f>s+“<€>ﬁ, |z — 20| < 1.
r «
Escolha r = <§>§’1% (diminuindo 0, se necessario, para obter r < rg). Dal
[ortae]”
5 1 s
|08 Fyo(z, €)| < alCem 2@ !T] , para |z — xg| < 0.

Em particular,

| Fyu(x,&)| < Ce 5©% e L1,
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Utilizando a Férmula da Inversao e o Teorema da Convergéncia Dominada,

u(x) =v(x) = lim (27)™" J|£< B Foo(z,£)dE = (2m)™" Fyo(z,&)dE, x € B(xo,9).

e—0t R™

Logo, usando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada e derivando sob o sinal

de integragao existe C; > 0 tal que

ul@)] = |2m) " [T e €)de] < | alcieirie s @R

n

quando |z — o] < 8. Fazendo uma mudanca de varidveis e lembrando que (€) = (1 4 £2)2

existe 'y > 0 de modo que

1

+00
|0%u( f J 1o+ =5 ()2 (1 4 g2y 510Dy grqy (¢
Sn— 1

<f QO =50+ (1 g2y lga-Dym-1 gy
0

Observe que

1. Existe Cy > 0 de modo que

1 Lo
_3 2y 5 (1—s) 1
J Al =302 0 gy ol s,
0

2. Fazendo a mudanca ts = r, r* =t (consequentemente sré~ldr = dt e dt = sr*71)

temos:
+OO St 1-15lal ~laln—1 |or|+1 ” 1 1
J ale= 17 ¢lal1-1)9'5 Cit" Tt = O |04|!J e~ arplol(s= 1)y (sn=s) gps—1 gy,
1 1

Assim, lembrando a defini¢ao da fungao gama e que I'(m) = m!, temos Cy > 0 tal

que

+00
f ale~ 87 flal0=Do's clelgn=1gp — C1lel 1| ID(|af(s — 1) + ns) < O [aflel
1
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Assim, juntando as afirmacoes acima existe C3 > 0 tal que
0%u(z)| < ClH el |z — 2| < 6.

Dai, u é G* em xy.
Uma vez que mostramos (1) == (4), (para isso antes fizemos (1) = (2) )
4) = (5), (5) = (2)e(3) = (1). Note que (2) = (3) é direto. Assim,

finalizamos a demonstracao com a seguinte cadeia de afirmacgoes

1) = @) = ) = 2) = 3) = )



Capitulo

3

Regularidade de Gevrey para o operador L

No presente capitulo, abordaremos a hipoelipticidade Gevrey do operador
L= 55 + (Ip_latl)Q + <$q_18t2)2, (31)

quando 1 < p <gq, p,qe N.

3.1 Uma classe de espacos de Sobolev com peso

Neste capitulo nds precisaremos inverter um operador diferencial. Para isso usaremos
alguns resultados de andlise funcional. Os espagos Sobolev classicos nao nos ajudam
nestes objetivos, nds usaremos espagos de Sobolev com peso (cuja definicdo depende do
operador). Por exemplo, com tais pesos provaremos facilmente que o operador é continuo,
ja com espago sobolev classico nao sabemos se é continuo ou nao. Nesta secao nos iremos

definir tais espacos. Para z € R e 0 # 7 € R? considere
2 2 1
w(z, ) = (1 + foz(p_l) + 75 + 7‘22372(‘1_1))5. (3.2)

Fixe v € C*(R) com valor real e ndo-negativa, satisfazendo v = 0 em uma vizinhanga de 0,
e v(z) = 1 para todo || = 1. Seja p > 0 um parametro pequeno, que ird, eventualmente,

depender de v, e defina as classes de espagos de Sobolev com peso Hf,p’e,w(R) cujas

73
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normas sao

|yf\|%m ®) = JR\f(x)|2w(x,r)—2€p|f|5v(x>dx; (3.3)
110 = | ECo 720 @) + £ @) e (3.4)
£, o) fR[wm )2 @)P + 10, @)P + w7 f@) P de, (3.5)

Para nao carregar a notacao denotaremos Hkpvw por 7% para k € {0,1,2}Observe que

podemos redefinir as normas como

1B = llw” sz (3.6)
1 sy = [ AT 2+ || 52 (3.7)
112 = Ilw™" e B2, (18R o+ (oS (3.8)

Ou ainda, poderiamos considerar uma medida com peso no lugar da medida de Lebesgue.

Vale mencionar a densidade das fungoes teste nestes espacos.
Lema 12. Dado f € HZ(R) existe ¢; € CP(R) tal que ¢; — f em HE(R).

A demonstracao deste lema foi omitida devido a semelhanga com o caso classico (veja

[5])-

Vamos definir também o espacos de Sobolev com peso para R x D, onde D é um
disco aberto. Para qualquer disco aberto D < C? centrado em 0, definimos os espacos
de Sobolev H¥ (R x D) de fungbes mensurdvies de (z,t) € R x D cujo quadrado é

localmente integravel e que sdo holomorfas com respeito a ¢t € D (para quase todo ),

para qual as normas sao

r

1£1Ben, sy = | 1@ t)Pule, 7)1 drdtd (3.9)
RxD
113, @xD) = ] [w(z,7)"?|0.f (2, 1) + | f(, )]’ "D dadtdt. (3.10)
RxD
1By = | [0l r) 2 )+ 1ou () + w21 ) e
i RxD

(3.11)
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Para simplificar notacao escreveremos || fll30 = |[f|ls0; [If134

1PV, W H H H H TPV, W
T

3.2  Hipoelipticidade Gevrey do Operador L

Esta secao é dedicada para demonstrar uma aplicacao da secao 2. O resultado apresen-
tados aqui tem grande valor historico e por isso, em certo sentido, é o principal resultado

desse texto. Como definido acima, considere
Lyg=L =0+ (a"70,)" + (2770,,)?,

com (z,t) e Rx R? e 1 < p < ¢. Acima estamos denotando 0% = 0, 00, e (zP~10;)% =

(xP~10;) o (zP~10;) Observe que, tomando f(z) uma funcao arbitraria, por defini¢ao temos
Lf(x) = 0%f(z) + xQ(”_l)ﬁthf(x) + a:Q(q_l)&t22f(x).
Assim

02 + P02 4 X NE2 = 92 4 (aP710,) + (29710,)?

T

Nosso objetivo ¢ mostrar que L, , ¢ G° hipoeliptico para todo s > %. A prova é baseada

nos itens 2 e 5 do Teorema 12 junto dos lemas abaixo. Para simplificar a notagao considere
P
E = B, (t') = e-0m—i vy

Lema 13. Seja L = 0%+ (2P710y,)* + (27710,)?, para 1 < p < q. Entao existem ¢,c, 6 € RY
e uma vizinhanca aberta U < R x C? da origem tais que para cada n = (£,7) € R x R?
satisfazendo || < |7| e cada (x,t) € U existe g € C°(U), holomorfa com respeito a t,

satisfazendo

D
q

L(Eg)(«',t') = Ozg(a: — 2t =t p)e W@ Bty 4 O

Qs

)7
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em U N R3,
g=0() em U,

e para (2/,t') € U N R3,

D
gz’ 1) =0, se|z’| >celx| <,

cujas as limitagoes sao uniformes para (x,t,n).

Lema 14. Seja L = 0%+ (2?710y,)* + (27710,,)?, para 1 < p < q. Entao existem ¢, ¢, 6 € RY
e um congunto aberto 0 € U < C3 tais que para cada (v,t) e U NnR3 en = (,7) € R3

satisfazendo |£| = |7|, entdo existe g holomorfa em U satisfazendo
L(Eg)(a/, ') = apjg(z — ', t —t',n) - B2, t) + O(e*™), em R* A U,

e g =0(1) em U, uniformemente em (z,t,n).

Antes de apresentar os detalhes da prova do Lema 12, mostraremos porque o Lema os

Lemas 13 e 14 implicam a hipoelipticidade Gevrey de L.

Teorema 13. Seja L = 0% + (xP710,,)? + (277'0,,)%, para 1 < p < q. Se s < L temos que

g
p

L é G*- hipoeliptico.

-1

Demonstra¢ao. Seja v = g. Suponha que W < R3 é aberto, ue D'(W), s>y ! =12e

g
p

Lu € G*(W). Observe que L é eliptico quando = # 0. De fato, considere a equagao
2 2(p—1) ¢2 2(g—1)¢2 _
N +x & +x & =0.

Note que, se x # 0 entao a tnica solugao da equagao acima é (n, &1, &) = 0. Portanto, L
é eliptico em W\{0}. Dali, L é G* hipoeliptico em W\{0} (veja por exemplo [10], Teorema
1.1) . Nos resta mostrar que L é hipoeliptico em {(z,¢1,t2) : * = 0}. Para isso fixe um
conjunto aberto relativamente compacto V< U n W (em que U é aberto do Lema 12) e
h e C(U n W) satisfazendo h = 1 em uma vizinhanca de V. Rescrevendo u como u.h.
Observe que L(hu) = L(u) em V. Logo L(hu) é G®* em uma vizinhanga de 0 contida em

V. Se mostrarmos que hu é G* em uma vizinhanca de 0 contida em V' entao temos u € G*
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nesta vizinhana pois u = uh em V. Entao u, Lu € C*(U n W) pois L é C'* hipoeliptico
(veja [11]). Considere qualquer (z,t) € Ven = (£,7) € R x R? com |¢| < |7] e seja

g = J(a,t,y) satisfazendo as conclusoes do Lema 13. Assim,

b
q

Qs

L(Eg)(x/,t') = ap(z — a/,t — ', m)elte= ==V By /) 4 O

).

Q3

Pela definigdo de F e lembrando que n = (£, 7) temos

L(EQ)(@, 1) = ax(z — 2t — ¢/, )@= M= T (@GP 4 ooy

Q3

Observe que, como u € C*(W) temos
]'—WU(ZL‘, t, ,'7) _ JU(I/, t/)6[(x,t)—(z',t/)]n_@yv((:g,t)—(gc/,t/))2Oév((x7 t) . (ZE,, t/), n)d(l‘l, tl).

Dai, usando que suppu = V < U (lembre-se que a u original foi reescrita) temos

Foule,t,n) - J W@,V [L(Eg) (', ') + O(e- 5P d(e!, 1),

supp u
Como supp u é compacto temos

D
q

Fou(z,t,n) = J [u- L(Eg)|(a',t)d(z',t") + O(e %P7,

\%

Por outro lado, fazendo integracao por partes duas vezes temos que

L[u L(Eg)|(', (', t') = f (L) - (Eg)](£)d(a, 1)

1%
Consequentemente

D
q

Fou(z,t,n) = J [(Lu) - (Eg)| (2", t")d(x',t") + O(e_5<’7> ). (3.12)

\%

Como Lu € G*, pelo item 5 do Teorema 12 existem uma vizinhanca aberta V; < C3

contendo (0,t1,%5) e C,d > 0 tais que para cada 7, Lu é decomposto em V; 1IR3 como

Lu=G+ O(e_6<’7>%),
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onde G ¢ holomorfa e O(1) em

s—

Uy = {(z,1) € Vi [S(a, 1) < (=5 1

Ademais, |(Lu — G)(2)| < 06_5<’7>%, Vz € U, (em que C independe de 7). Portanto,

voltando em (3.12) temos que existem C' > 0 e § > 0 tais que
1
|Eu(x,t,n)| < Ce™®P° | para (z,t) € V;ne R x R%.
Para o caso |7| = |£| podemos provar de modo andlogo a partir do Lema 14. Consequen-

temente L é hipoeliptico. O

Para prova do Lema 13, substituiremos (x,t) e (2/,#) na afirmacio do lema por (,)

e (z,t), respectivamente, de modo que L atue com respeito a (z,t), e os parametros sao

(@,t) en = (&,7). Defina v = £ e considere

E(t) = 07— (=07
Defina também o operador
L,=E'oLoE. (3.13)

Ambos E e L, dependem dos parametros t,m. A seguir iremos estudar L, como a soma

de 3 operadores a serem definidos. Iniciamos com o operador A,

A, = 02 — 2?07 Dp2 _ p2am 72, (3.14)

T

Para o entendimento do proximo lema veja 3.3. Recomendamos que o Leitor relembre a

definigao dos espagos definidos em (3.3)-(3.9) antes de ler o préximo Lema.

Lema 15. Para todo |p| suficientemente pequeno, A, : C3(R) — CJ(R) estende-se a um
operador invertivel de H2(R) para HO(R) de modo que existe C' > 0 tal que C independente
dos parametros ||f|3. < C||A:fl|5,0 V.f € HY.

Note que o lema permanece verdadeiro se os expoentes § na definicao das normas é
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substituido por qualquer expoente pertencente a (0, 1], mas a nossa aplicagao requer §.
Demonstragdo. Primeiro é importante destacar que A, : H2(R) — H2(R) ¢ limitada,
cujas limitagdes independem de p e 7. Mais ainda, existe C' > 0 (independente de p e 7)
de modo que || A-f|lgo < [|f|7..Vf € HZ(R). De fato, por (3.3) e (3.14) temos
b
1. A1Bgey = | 1A (@) Pute, 7y 2o
b
- | 16207t P D (@) = V@) Pt ) e s

(3.15)

Pela desigualdade de Minkowski temos

e L B | L e e 2

U[ () a e da:]é

N[

Além disso, por (3.2),

2P D72)5 < w(z,7)

|x2(q_1)7'22|% < w(z, 7).

Dai
1 1
D 2 D 2
1A fllo ) < Uw2\9§f(x)|26p'7'q”(“)dx] +2 U !f(w)IQwer'””“”)dx]
Acima, os termos que “faltam” para obter a norma H2(R) sdo positivas. Assim,
[ A fllrew) < || fllem)-

Para provar a invertibilidade considere primeiro p = 0 nas normas de H? e H2, veja

(3.3) (lembre-se que elas dependem de p,v e w além de 7). A seguir vamos mostrar uma
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estimativa por baixo. Para qualquer fungao de valor real f € C3(R), por (3.14), temos

—J A f.fdr = —f (2f)(x) - f(z)dw + J |f(2)P(2®P V72 4 22 D) de (3.16)
R

Agora observe que, utilizando integracao por partes e lembrando que f possui suporte

- [ @nie)- sayie = | s @i = [ 1@

Assim, voltando para (3.16) temos

compacto

JAffda:—f|f |dm—i—f|f 2?72 4 20D 2y gy (3.17)
A seguir mostraremos que para quaisquer f € C2(R), A€ RT e m € N temos
VI < ClIufI +C [ IR Do (3.15)
Observe que
Hf”%?(]R) = Hf||2L2((—1,1)) + ||f’|%2((—1,1)c)~ (3.19)

Vamos trabalhar com cada termo separadamente. pela desigualdade de Poincaré existe

C > 0 tal que || f]|z2(1.1)) < Cl|0xfllz2((—1.1))- E, como m > 1,

||f||2m<<1,1)c>=f (@) 2de < f 22| f () Pda.
(—1,1) |z|>1

Voltando em (3.19) temos

1B = (2101 a iy + f Pl
x|>

<ClIaLAIRs +1 | 1o fla) o
R
Escolhendo C' = max{1,C} temos

1112wy < Cllowfll72 + CJ|I\2(m_1)\f(x)l2dm
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Deste modo terminamos de mostrar (3.18) para A = 1. Para o caso geral, considere A € R*

e defina f\(x) = f(A\x). Note que

1.
1 1
11 = [ 170@Pds = 5 [ 1Pdu = FI1AB ondew=ra (320
2.
2 i 2 12 / 2 _ 21 / 2 _ 2
0l = || [ fO)Pdr =32 | 17 Oa)Pde = X5 | 17@Pdu = Alo.fI
(3.21)
3.

i U (1) AU 1 o
| Pa=0d = [ GRS = i [ e 322
R R R

Sabemos que (usando (3.18))
151 <l +C [ 12V (323)
Substituindo as igualdades feitas nos itens acima em (3.23), (3),
SIUE = B < CNEfIP + CA=(2m = 1) | [P D,
Multiplicando ambos os lados por A~*
A2 F112 < ClloofI)? + Cﬂmf | 222V, YA > 0
R
Assim, para A"m 1o lugar de A\ temos

A2 £ < ClloafI? + CJ | f(2)]2PA\222m Ddz, para A > 0. (3.24)
R
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Lembre-se que voltando em (3.17)

fAfQﬂm—HGMQ‘fU!22p1+9ﬁ()ﬂw

e, usando (3.24) temos

1.
NP < ﬂWfW+CJLW22p1m
Dai,
1 2 1 1 _
i 1P =1 [louse < 5 [ispriare
2.
AR < CWfW+CfLW22q1M
Dali,

L %2_1 2 2.2 2(g—1)
6 ) e =3 [0 < 1P

Assim, pelos itens acima, lembrando que |0, f]|* = §|0.f|?, temos

[ Acfin =i+ 177700 + e 0)
1

40 T1;|f|2dﬂf

> 1o fIP? + qu22pHm+

1L )1 2 2 2(¢-1) 2 ez, NS
IE L [ rpra e + o [ ol - L

Rearrumando os termos temos que

fAfmx 4wﬂP+DJu|22pl+ﬁ+@ﬁWﬂ+g)

(3.25)

(3.26)

onde D = min{2, ;=}. Tomando E = min{3, D}, lembrando a defini¢ao de w ( veja (3.2)),

por (3.26), segue que existe £ > 0 de modo que

—jAJ.ﬁm>Em@ﬂP+fm%ﬂ
R

(3.27)
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Por outro lado, usando a desigualdade de Holder temos que

- [ s g [ 1A flie < UW(ATWF <ff2w2>é

como (Jw2(A.f)?)z = || A~ f|l20, temos que

~ [ At sde <Al [ )
R
< A, fllnes [Hafo? + f2w2]2 |

Consequentemente, por (3.27), existe C' > 0 tal que

2

[|axf||2+ | |f|2w<m>2] < CIIA, fllne.
R

(3.28)

Assim, controlamos dois, dos trés, termos na definicio da norma H? (veja (3.9)) para

definicao desta norma). Nos resta majorar o terceiro termo de || f||52. Por outro lado,

pela definicdo de A, (veja (3.14)) temos 02 = A, + 7222P~Y 4 72521 Daf

(wawwraidexf = ([ w2 (@) 20D ) 4 )

Usando Minkowski, temos

[ wrtezspas| < ([ wen2as)ao)

([l 2o 4 o) )P

N

VI

1
2

Observe que [r222P~Y) 4 72220~V < [w(x, 7)]? assim temos, por (3.28), e a defini¢io de
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HY (lembrando que estamos no caso p = 0)

(wa(a:,T)‘ﬂaify?dx)z < A £l + URw@w)z!f(:c)\}

< M, fl2 + [||a$f||2 v |f|2w2]

< (1 + O)HAT.}CH%{Q

Portanto

%
(] wte.niezspas)” < @ iy (329
R
Assim, por (3.28) e (3.29), lembrando as definigoes de H? e de H?, aumentando C, temos
71 < CllA.FI pava todo f € CF (330

em que C' independe de 7 e p = 0.

Falta obter a desigualdade para p = 0. A correspondente desigualdade para |p| pequeno e
|7| = 1 segue por conjugagao com exp (p|7'|7)@. Lembrando da definigao de v considera-
remos v = 1 no interior de B(0,1)¢ e consequentemente Vv = 0 em B(0,1)¢. Além disso,
como v = 0 em uma vizinhanga de 0 entao existe r € (0, 1) tal que v = 0 em B(0,7). Seja

z € supp Vo < B(0,1) — B(0, 7). Dai, como p < q e 7 > 79, temos

-

1 1
w(x, t) = [712:1:2(1’71) + 7'22x2(q*1)]2 > [7’127”2(1’71) + 7'227’2("71)] 2 > i) (3.31)
daf |7| < bw(x,7), em que b = 1/r9~1. Observe que, dadas duas fungoes f, g

GAf-gt=1"9+2f9 + fg". (3.32)
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Além disso, pela defini¢do de A, (veja (3.14))

(A f)-g+2fg + fg" = f'g+2fg + fg" — (@*P V77 + 2@ D) (f - g)
= ()~ @I 4 20 (g

=A(f9). (3.33)
No caso especial g = esI™" temos que

1 P, oLl
g 2IT! ve

g = Pt St

Logo, por (3.33) e a férmula da derivada do produto

A (FeSTy = (A + Flr ™ + FGIr ) + el e (334)
O {fesllvy = freslrlv 4 fg|7'|“’v'e§|7|7” (3.35)
ATy = [+ flple v + FEI ) + Lo ef (3.36)

Por (3.3) temos que

=

1/ = [ fR [w(, ™) | F @ + 0] @) + wlaw, )| @) Pl @ |

< o 7] o ]I eI
A seguir vamos evidenciar p (lembrando que ja fizemos o caso p = 0). Para isso denote

p
1 f 1o, = [1fw™ " e270| o

1
2

b
[1£ll, = Uwzlf”\Q + 2+ w?| f[2lesl

J& mostramos que || |52 < Cl|Ar |30, para f € CF. Para o caso geral note que existe

a > 0 tal que |v'| < a. Assim, usando (3.34) e lembrando as defini¢oes de A, e w (veja
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(3.14) e (3.2))

a
A ) b, < 1Al + pall P87+ (22202 e 12+ 2 eS|
<A flle, + 3pa%| | f1lz,,- (3.37)
Por outro lado, como v possui suporte compacto, podemos supor, [v'| < a, |77 < aw, [v"] <

a, onde a é o minimo entre o valor mdximo de v e b em (3.31) . Além disso, |7|7 < |7|*7 <

a’*w?, j4 que |7| > 1. Veja que pelo que ja fizemos

[ fes™]] 2 < ||f62'7"“’||y2 < Ol A(fe2™™) e,
Usando (3.37) temos
[wfez™|| 2 < Cl[ A fllag, + 3Cpa®||fllaz, (3.38)
Agora usando (3.34), temos que

/7€ 12 < llos{ fes ™} Iz + Hf [Tt 2

< [|fe2I ™ gz, + pal| fwes || 2
Usando (3.30), (3.37) e (3.38)

122 < ClLAAfeE) |z ) + Cpal[Arlluo, + 3cp’a®|| £z, (3.39)
< C(1+3a)l|Arfllng, + 6Cpa”||fllrez,. (3.40)

Por fim, vamos estimar o primeiro termo, usando (3.34)

™ 751 |2 < w02 e8IV | + [ fplr[0)2e || o
[ f (Gl e8|+ [fwt fE o e

pa
<IFeET N, + pall 787 llie + (Gl f B |2 + pallw 3 ga.
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Por (3.30), (3.37), (3.39), (3.38), e como (&) < pa®

o™ (A s < CIAA LA™Y s, + pall 7577 12 + (pa® + ) feBIT
CUIA g, + 391 f ez ] + palC(1 + 3a)] A f,
+ 60 flbe, 1 + (pa® + pa)[CILA g, +3Cpa?] ez, .

Portanto
[l (s 2 < Al 0 C(1+ 1+ 3pa® + 2pa®) + 15Cpa( fllz,.  (3.41)
Tome D = C(1 + 1 + 3pa® + 2pa?). Por (3.41), (3.39), (3.38) temos
I fll2z, < DIA-fllng, + 24Cpa®||fll2z2,
Assim,
(1—24Cpa’)||fllnz,, < DIIA:fllne,,-

Escolhendo p tal que 1 — 24pa? > 0, ou seja, p < temos E > 0 tal que

242

Ellflbe, < [[Arfllo,, Vf e Cr. (3.42)

J& conseguimos a estimativa que desejavamos. Agora mostraremos que A, é simétrico em

L*(R, dz). De fato, considerando o produto interno de L?, queremos mostrar entao que

<-A7f> g> = <f7 A7—9>

Sejam f, g € C2, usando integragao por partes

@t = [ Ere) dade = | fa) Fylalds = <f, 820
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Por outro lado,
@@ f,g) = f PN f (o) - gla)da = JW f(x)de = (f,2*"Drig)

e de forma similar para o termo 22D Portando, pela linearidade do produto interno
temos que A, é simétrico. Nos resta mostrar a invertibilidade de A,. J4 mostramos que
A; - H2(R) — H2(R) ¢ linear, existe C' > 0 tal que || A f|lgo < C||fl[s0®) para todo
feHelldlhezmr < CllA-d|lu, para toda ¢ € CZ(R). A seguir mostraremos que isso
também vale para H2. Pelo Lema (12), dados f € H7 existe {¢;}72, = CX(R) tal que

¢; — f em H2. Sem perda de generalidade suponha ||¢; — f|[30 < % Logo,

f oz < |1 = &5llaz + [1951l15e2
1
<5+t ClA- ¢l |20

1

< 7 + Cll A (6 — llne + ClIA-f|[|ne
1

< ; + C?||p; — ez + Cl| Az f]] 10
1 ,1

< : +C 3+ Cl| A f| 30

Fazendo j — +oo temos que ||f||%2 < C||A;f||o. Em particular, se A,f = 0 entao
f =0. Ou seja, A, é injetora em H2. Por fim mostraremos que A, é sobrejetora (de H?2
para H?). Note que H? = L*(w2e/I"""dz) (6 um L? com a medida usual perturbada).
Deste modo, H? = A, (H2(R)) ® [A.(H2(R))]*. Para concluir que A, é sobrejetora, nés
mostraremos que [A,(H2(R))]* = {0}. Dado g € [A,(H2(R))]* temos, pela defini¢ao do
produto em HY(R)

0= JR A (fgw2e!™"dx, Y f e HA(R).

Em particular, dado ¢ € C°(R) arbitrario temos
0= J AL (¢) gw2e!IT" dy = ngAT{gw_er'm”}dx
R

b
Lembrando que A, é simétrico, A, {gw=2e?I""*} = 0 como distribui¢ao. Assim, A, (guw2e/I7"?) =
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0 em B(0, N) para cada n € N, no sentido das distribuigoes. Logo
ai(gw_QePh'hv) _ [.CEQ(p_l)Tf + 332(q_1)722]gw_26p\7'|%u

em B(0,N) no sentido das distribuigoes. Como g € H2(R) em particular g é fun-
cdo e temos que d2(gw2efl""?) e L2(B(0,N)). Como a derivada segunda ¢ funcio
temos que 0,(gw2e?I™"") e L*(B(0,N)). Portanto, gw 2e’"" e H2(B(0,N)). Seja
Y e CP(B(0,1)) tal que ¢y = 1 em B(0,3) e 0 < ¢ < 1. Definindo ¢y (z) = ¢(+2) temos
que ¥ € CX(B(0,N)), y = 1 em B(0,5) e 0 < ¢y < 1. Assim, como ngw_2ep‘T|%“

possui suporte compacto existem as derivadas até ordem 2 em B(0, N). Assim

D p
[ongw=2e |12 < O A (Yngw e || 540
P P
= C[| A (quw™e™"Y) + A, (¥ — Dgw e[ 40
p
= || A (YN — 1)§w716p|7‘qv’|9{9

< C?||(¥n — Dgw eV |50
Por fim

D
[[gw2e™" |32

N

D P p
= dim || gge e T R o ggu e T 4 utlge e
N—+00 B(O,%)C

N

P
. _ 9 q
i [[dagu et e

N—o0

2 P P
< lim C*(7y + 1 )eflTl?e “ (7)%w™2ePI v dy
B(0

=0, pois g e H®

2 2
q

D 2 2
170 = 0 em quase todo ponto, j& que w=2 # 0 (pois w > (77 +7. )% > 0)

Portanto gw2e”!
e e/ 2 0 temos g =0 qtp, daf g = 0 qtp. Portanto, A, (H2(R))* = {0}. Concluindo
que A, é sobrejetiva. Como A, : H? — HO é bijetora e limitada, temos que A, possui
inversa e sua inversa ¢ limitada. Ademais, vimos que existe C' > 0, independente de 7 e p,

tal que |4, fllug < Ollflhe e aue [|flhe < CllA.fllg. Portanto A, : C3(R) — G(R)
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foi estendida para uma funcao A, : H2 — H? invertivel, limitada, com uma inversa e tais

que existe uma constante C independente de 7 de modo que ||A,|| < Ce||A7Y| < C. O

Seja D = C? centrado em 0. Observe que A, : H2(R x D) — H2(R x D) ¢ invertivel,
por consequéncia do Lema 15. De fato, pelo Lema 15 temos que A, : H2(R) — HY(R)
¢ invertivel. Ou seja, |[f|lxz < Cl|Arflluo e C|[fllnz = || Arfllno. Integrando essa
desigualdade em D, segue entao que A, : H2(R x D) — HY(R x D) é invertivel e limitada.
Defina &, por

A+ &) = 2+ 2P D[ i + 20 (F — t1)]* + 22 [ iy + 20) (], — 11)]* (3.43)

Além disso, defina R, por L, = A, + &, + R,. Note que a pertubagao do termo R,
envolve diferenciacao com respeito ¢, enquanto A,, &, ndo. Seja D' um disco aberto em

C? centrado na origem tal que D’ = D e d(D’,0D) = €. Seja r o raio de D.

Lema 16. Fize h € C{°(R) satisfazendo h =1 em uma vizinhanca de 0. Se |p| € suficien-
temente pequeno entao os termos de pertubacao &,, R, satisfazem as sequintes limitagoes

que sao uniformes para todo || = 1.

h-& :H:R x D) — HY(R x D) com norma O(r + |t]). (3.44)

h-R,: HZ(R x D) - H2(R x D') com norma O(e ?|7|~*). (3.45)

Ou seja, existem constantes b e b’ (independente de 7) tais que ||hE, f||xo < b]| f]|22 (|E]+7)

e IRy fllwg < V(2|77

Demonstragao. Antes de mostrar (3.44) mostraremos a desigualdade auxiliar:
I (|xP~t + |2|97h) < Cw(x,7) Ya esupph, V|T| = 1. (3.46)

Com o objetivo de demonstrar (3.46) observe que, como 1 < p < ¢q e supp h é compacto,
existe C' > 0 tal que |z|7' < C|z|P~! para todo x € supp(h). Assim ¢ suficiente mostrar

|77 |z~ < Cw(x, €). Veja que, por (3.2),
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1. Se |11| = |72 entao (lembrando que |7| > 1, 1 <p<qge~y=212),

Pl = frlo et < Jrllef ™t < Clmllal™ = C(mPle)? < Cu(e, 7).

2. Se |Te| = |m1|. Sabemos que existe C' > 0 tal que |7| < C|7z|. Logo, sendo v = p/q,
72t < ClnaffaP™ = Clmofa (7] o |2 (3.47)

A seguir mostraremos que fixado ¢t > 0 temos 1 < 1 +t7! quando 1 < p < q.
Observe que para t = 0 é trivial. Note também que quando ¢ = 1 (consequentemente

p = 1) é trivial pois
=t =<1+ 1=1+t" =141 V£ 0.
A seguir fixe t # 0 Para o caso ¢ > 1 vamos definir & : [1,¢q] — R por
D h(p) = 7~} = r—Dlogt,

Note que h(q) =t9"' <1+t e I/(p) = E2P~! > 0. Assim

"t =h(p) <h(q) <1+t pe[l,q]
Voltando em (3.47) e usando a desigualdade acima, temos

"l < Clmafa[1 + (o) ™] < 20 max{[re]v; ||},

Observe que

2
|7'2|é = (|T2|%)% < (|T1|% + foz(pfl) + 75 + 7'221:2((1*1))% = w(z,T)

2
) |2)77" = (2@ D) < (m i + 722207 4 4 r2a?0D)s = w(, 7)
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Consequentemente, temos que |7|7|z[P~! < 2Cw(x, 7). Portanto (3.46) estd demons-

trada.

Queremos usar (3.46) para concluir que - &, : H2(R x D) — H2(R x D) ¢ limitado com
norma O(r + |t]). De fato, por (3.43),

A+ &) = 2+ 2P [—ir + 2007 (6 — 1)) + 22D iy + 200) 7 (fy — )]

Vamos analisar cada parcela do operador acima (lembrando da continuidade de A.). Dado

t; € D, temos que |t; — t;| < || + r. Note que,
@@V iy + 2007 (61 — )] < 2@V | + 27 7P (8] + )
Note que, por (3.46) e pela defini¢ao de w (veja (3.2)), temos D > 0 tal que
|22~V [ =i + 2)7 (£ — 11)]?| < Dw(z, 7)*(|E] + 7).
Analogamente,
|22 D[ iy + 20) (ty — t5)]?] < Dw(x, 7)2(|E] + 7).
Consequentemente, pela definigao de A, (veja (3.14)) temos

(A + E)(H] < JAN + [22P7V78 + 22 D7) | + D8] + r)?|f| (3.48)

< A f| + w?lf] + D[] + r)w?|f].
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Pelas definigoes das normas H?, H?2 (veja (3.3)) e usando Minkowski temos

[1Ellre < (AR (Dl + (Ar + &) (F)llo

1 ~ 2 L _
< O\ fllz + U [(; + D)([t] + r)w2|f|] wQe’)'T'q”(“)d:cdtdt]

1 p BB
< 20||fllz + (= + D) U \f\Qwer”q”(””)dxdtdt]

2c , ~ 1 -
< =21+ )l + (- + DY + 1)1l

20 1 .
~ (= 4~ + D)l (] + ).

Concluindo a demonstragdo de (3.44). Nos concentraremos agora em mostrar (3.45).

Dada g holomorfa,

%9, ' _ 1 9@ ‘
62( ) 2m LB(Z,T) (g_Z)Q g
11

19(¢)1d¢

~
2
2 0B(z,r)

Como g é holomorfa segue que |g(¢)| < |9z @B(2,r))- Dal

0g 11

Y < —gllirionien 1dC.
é’z(z>’ 27r7’2||g||L (aB(’))LB(z,r) ‘

Lembrando que

J 1d¢ = 2nr,
0B(z,r)

temos

0g 1
N < - 0 2,r))"
2(3) < Holoeionco

A seguir defina ||g||mpy = §, [9(2)|dzdz.

||az1f||H(D’) = [J |5z1f(21722)|2d(2’1,22)] .
DI
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Como, por hipétese, d(D’,0D) = € e f é holomorfa temos que

N|=

11 2
102, f (21, 22) || (D) < UD’ [ge—gLB( )|f(C1,22)\dC1] d(ZbZz)]

Por mudancas de variaveis polares,

11 2 3
Oy [l = f [——J f(z1 + €0, 29 eda] d(z1, 22
10 o = || |55 )0, 0 Vedor | d(z1, )
1 2 3
= e [JD/ lﬁB(o " | f(z1 + €0, 2’2)’€d‘7} d(zhzz)]
Pela desigualdade integral de Minkowski
1 3
102 fl| Dy < ome ) U / | f(21 + €0, Z2)|2d(21722)] do.
Agora, fazendo a mudanca de varidveis w; = z; + €0 temos
1 2
HazlfHH(D’) S 27e st [JD, ’f(w1,22)‘2d(w1722)] do.
Em que D) = {(21 + €0, 2) : (21, 22) € D'}. Note que D, . = D. Logo
1 : 1
oo < 5 || Wt Pt ]| do < il
e S1 D €
Consequentemente,
ja] 1 -
||0tjf||H1.ﬁ(R><D’) < E||f||HE_(R><D); jefl, 2} (3.49)

Por outro lado, observe que, dada f € H2(R), pela definigao de H? (veja (3.3))

()25 1 () sy = | 100D 5z P, 1) 2,
R
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Note que, dado z € supp h, por (3.46)
220D = (@) < (7] T, 7))? = || P w(e, 7).
Assim, como supp h é compacto, temos

Hh(x)xz(q—l)f(x)"HQ(R) < C/L(‘T’—va($’ 7’)2)2‘]((:1))’21(}(1’,T)_zep‘Tlav(I)d-fE
(Y j (@) Ple, )26 ) g
R
< (Y f [102F @) Peo(a, )2 + 0, f (2) P TP de
R

- JR |f(z)]Pw(z, T)er‘ﬂ%”(”‘")d:c.
Dessa forma,
1A(2)2* TV f (@) lnomy < C' (|71 £ (@)l - (3.50)
De maneira analoga
[1A(2)2*® = f(2) oy < C'(IT]72)I1f ()] lez - (3.51)
Tomando f(z,t,t) com (f,t) € D' e integrando em D’ como D' < D, por (3.50)
[A(2)2* 4V f (2, 8, )o@y < (ITI72)I1f (@, O)llnz ). (3.52)
E, da mesma forma, por (3.51)
1A(2)2*®~Y f(a, & )luo@x oy < (17721 f (2, T, )| lne ). (3.53)
Por consequéncia (3.49) e (3.52) considerando o operador

W)z D02 HAR x D) — HO(R x D)
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temos que

17 ()27 VE2 f(, 8 )l @wony < (717D (2,8 )]z )
De maneira analoga,

1A(2) 2P~ V% f (2,8, 8)|lnoxnry < (171721 f (@, T,1) a2 ).
Por outro lado, de (3.13) temos

| Lyllso@xpny = |[E7 o Lo Ellg@xpy < || Lllno@xp)-
Dado f € H2(R x D), por (3.1) temos (3.49), (3.51) e(3.50)
1Ll < (€272 I3z (3.54)

Lembrando que R,, = L, — (A, —&,), pela desigualdade triangular, (3.54) e a estimativas
para A. e &,

1R fllsg = [1hLof — h(A- = &) Fllro < (€ *[7[*7)[[ flrez (3.55)

]

Agora terminamos os lemas auxiliares e faremos a prova do Lema 13. Considere
(x,t) = a(a,t) = DD (7 g F -t p). (3.56)
Observagao 10. Note que ¥(z,t) € H2(D; x R). De fato, lembre-se
)12, = f b, )P, 7) 2P 0@ dare (3.57)
Di xR
Ademais, como existe C > 0 tal que|a,( — 2, —t,1)| < C, temos

W(z, t)] < Cl|€i(5r—w)§—<n>”(5r—w)2| _ Cv16—<77>”('ir—:v)2
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Assim, existe C' > 0 tal que

[l < | Cre0" e g, ry e duarat
D1 xR

_C J U S LI
R

Seja r > 0 tal que v(z) = 0, quando |x| < r. Note que 3¢ > 0 tal que ||v||, < ¢. Logo,

- . ya
1l < C e~ (1 ) 2 da + C e~ @2z, 1) 21T e dr. (3.58)

|z|<r |z|>r

Por outro lado, w(z,7)"? < —*—. Suponha sem perda de generalidade |r;| > |r|
Tlp +T2q
temos w(z,7)? < %, lembre-se também que 7 # 0 e consequentemente 7; # 0. Como
P

T

||7|| = |m1| temos

1

5.
[I7]7

w(z,7)7% < (3.59)

Note que, por (3.59) e usando o fato de ||7]| = lexiste uma constante C, > 0 tal que

. 1
f e~ Y@= (1, 7) 2 da < . J ldz < Cr. (3.60)
|z|<r P

Por outro lado, se |z| =1 e |Z| <

e ||7]] < (n) temos

p p

Y (F—1)2 _ q RO S SN C) LA PR q
J =@y ()2 e gy <J o G B o LR LE
|z|>r |z|=r ||T||p

| i 2 >
< o3 @=)? =) ol g
|z|>

Escolhendo p tal que % —pc >0 (isto é, p < g—z) temos

() (3—2)? —2 plrlde —1(3—2)2
e~ M@0y (g, 1) 2ePIT e < e 2 dx.
|z|>r

ja|>r
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Fazendo uma mudanca de variaveis temos
f e—<77>”(:?:—x)2w(x77_)—2€p|‘r\5cdx < Je—y2dy‘ (3.61)
|z|>r

Portanto, aplicando em (3.58) as equagdes (3.60) e (3.61) temos C" > 0 tal que |[[¢)[|o <

C’, quando |Z| < §. Finalizando a observacao.

Para completar a demonstragao do Teorema ¢é suficiente resolver
(AhE, + hR))g(z,t) = ¥(z,t) + O(e *™7), (3.62)

globalmente em R x Dy para algum polidisco Dy = C? centrado em 0, para entiao a equacao

original ter solu¢do em uma regido onde h = 1, ja que L,g = (A-h&,+hR,)g(z,t) teremos
Log(x,t) = (z,t) + O(e ™)

Por outro lado, pela definicao de L, (veja (3.13)) temos que

E~'oLoEg(x,t) = ¢(z,t) + O(e™ ™)
Como o operador F é multiplicativo, segue

Lo Eg(z,t) = B2, t)(z,t) + E(z',t)O(e ™)

Agora, pela definigdo de F (veja (3.2)) temos

L(Eg)(z,t) = E(z/, ") (x,t) + O(e ")

que é o nosso objetivo no Lema 13. Vamos nos concentrar em resolver (3.62). Fixe
polidiscos D, = Dy = Dy < C? centrado em 0, tal que cada um é relativamente compacto
em relacdo ao préximo. Considere A € RT uma constante grande que sera escolhida

adiante. Assuma que || é grande, e escolha N inteiro tal que

IN — AYr] < 1.
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Construa polidiscos Dy © D3 D --- D Dy = D, centrados em 0, satisfazendo
d(Dj+1, 6’DJ) = CA‘T‘_W

onde ¢ é uma constante que independe de A, 7.

Defina g pela soma
N . .
9= D (“1)[AN(RE, + hR,) VAT, (3.63)
=0

Se D; é escolhido suficientemente grande, mas independente de 7, entao, por (3.44) e pelo

Lema 16, considerando r; raio de D;

A7 RE | laoxny) < CIE + 1))l flllz@xy) < 20751 flllo@xpy)- (3.64)

para todo j e 7. Queremos que 2Cr; < 1/2, ou seja, r; < 1/4C. Além disso, por (3.45) e

(3.55), temos que
A Ry fllaz@xpyi0) < (A1) (D112 @xn,,)
Como (cA|7|™)72(|7|7) = (cA)72., daf elevando a 1/2
IAZ hEn flluoxny) < (eA) I fllnzexyan)- (3.65)
Portanto, considerando
(- (hE, + hR,)] : HA(R x Dj) — H2(R x Dysn)
e utilizando a desigualdade triangular

LA (hEy + hRy) flllsz < IS RE fllaz + 1A ARy fllez.
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Por (3.65) e (3.64), temos que

1
1A (B, + hRo) fllsz < (5 + (@A) D11 iz ey

Queremos que 1/2 + (cA)™! < 3/4, ou seja, (cA)™F < 3/4—1/2 = 1/4. Dai, A > 4/c.

Desta forma

I[AZ (hEy + hRy) fllz < _HfHH 2(RxD; 1) (3.66)

para todo j e 7 suficientemente grande. Queremos calcular ||g||yz2. Pela definicao (3.63),

temos que

(=LA (hEy + hRy) P A ) e

||g||’HZ(Rwa) = ||

M=

0

ILAZ (hEy + hRy) P AL a2 Do)

N
™M= <

0

J

Por (3.66) e pela Observacio 9 existe C, tal que

N . al By 3\ -
Z H(hEy + hR)P AT ] ) < Z s (1 - <g> ) s4c

(3.67)
Tomando C' = 4C' temos que
gll22 @x D) < C < +o0.
Finalmente, note que,
N .
Lyg = (A- + h&, + hR,))g = > (-1 Y(h&, + hR,)J A7 ). (3.68)

7=0
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Ademais

(A, + hE, + hR A (hE, + hR,)V A 0]
AL (RE, + hR)PASNG] + (hE, + hR)AZN(hE, + hR,)P A )
—(hE, + hR)[(AZ (hE, + hR) P AT + (hE, + hR,)[(AZ (hE, + hR, )P A,
(3.69)

Substituindo em (3.68) temos

N
Lyg =0+ Y (~1P (hE, + hR)[(A (hE, + hR,)J~ A ot
j=1

N+1
£ 3T (1) RE, + hR)(A (hE, + hR,) A,

=1

onde fizemos a mudanga j = [ — 1( ou seja, | = j + 1) no segundo somatério. Veja que

temos uma soma telescopica. Assim,
Lyg =t & (&, + hR) (AT (hE, + hER,) N AT,
Além disso,

(hEy + hRy)[(A7H(hEy + hRy) |V AT Y
= (h&, + hR) (A (hE, + hR,)[(A (B, + hER,) |V~ AN
— [(h€, + hRy)AY(hE, + hR)[AZY(AE, + hR)|N ATy

Seguindo dessa mesma forma
(hE, + hR,)) (AN (RE, + hR)[(AZN(RE, + hR)VTAT Y = [(hE, + hR,) ANy

Consequentemente

L,g =¥ £ [(hE, + hR,)) AN .
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Além disso, usando o mesmo argumento de 3.66,

N+1
[RE, + hR, A Ny < C <§L>

Como [N — A7Y 7P| < 1e|r] < ) e 3/4 < e. Temos que existe § > 0 tal que
O(3/4)N*1 < O(e=%m7)

A prova do Lema 13 é semelhante, mas é muito mais simples pois o simbolo principal
de L é nao nulo para [£| = |7|, 0 que ja garantird a elipticidade. Para essa demonstragao,

o operador conjugado L, é substituido por E~'LE onde

E(z,t) = '@t tn— (@-zi-t)?

O operador diferencial ordindrio A, é agora substituido pelo operador definido pela mul-

963(10*1) _2..2(¢—

T ) 1
tiplicagao com o simbolo —&? — 77 Ty Ty ), dessa forma,

AT _ 52 o $2(p71)7_12 o $2(q71)T22

que para r em qualquer regiao limitada seja compardvel a £2, portanto a (n)?, de forma
uniforme em todos os parametros. Além disso, por ser o operador multiplicacdo a sua

inversa ¢ definida pelo inverso da fungao. Vamos redefinir &, por
A+ & =+ 2P V[ —ir + 20 (6 — t1)]? + 229V [—iny + 2(0) (f2 — )]

Todas as derivadas em relagao a x ou t sao agora incorporadas em R,. Trabalha-se
nos espacos de Hilbert mais simples H?(D;), para uma sequéncia de polidiscos D; < C?
centrados em 0, onde 1 < j < N ~ A~ n) e adistancia (Dj1,0D;) = cAln). O resultado
é uma solucido g de E~'LEg = 1 + O(exp[—d{n)]), na norma H?(D.,), para um certo
polidisco D, = C? contendo a origem e independente de 7.

Deste modo terminado a demonstragao dos lemas que nos garantem a hipoelipticade
G*® de L, quando s > %.
Como ja dito, também ¢é possivel demonstrar que se s < % entao L nao é G*- hipoeliptico.

Todavia resolvemos omitir a demonstracao.
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