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RESUMO

Este trabalho aborda o Teorema de Seifert-Van Kampen, estruturado em trés partes principais.
Inicialmente, sdo apresentados os pré-requisitos necessdrios para a compreensao do teorema,
abrangendo conteddos de dlgebra bésica, topologia, homotopia, grupo fundamental e grupos
livres. A segunda parte foca diretamente no Teorema de Seifert-Van Kampen, detalhando suas
hipéteses, enunciado e demonstrac¢ao. Por fim, a dltima parte explora as aplicagdes do teorema,

destacando sua relevancia e utilidade em alguns casos especiais.

Palavras-chave: Teorema de Seifert-Van Kampen, Grupo Livre, Grupo Fundamental, Ho-

motopia.



ABSTRACT

This work addresses the Seifert-Van Kampen Theorem, structured into three main parts. Initially,
the prerequisites necessary for understanding the theorem are presented, covering topics in basic
algebra, topology, homotopy, fundamental group, and free groups. The second part focuses
directly on the Seifert-Van Kampen Theorem, detailing its hypotheses, statement, and proof.
Finally, the last part explores the applications of the theorem, highlighting its relevance and
usefulness in some special cases.

Keywords: Seifert-Van Kampen Theorem. Free Groups.
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1 INTRODUCAO

A topologia algébrica € uma drea da matemaética que estuda propriedades de espacos
topoldgicos utilizando ferramentas algébricas. Um dos conceitos importantes desta area € o
que se refere a grupo fundamental, que consiste no conjunto das classes de homotopias de
caminhos fechados baseados em um ponto fixo xo em um espaco topolégico X, com a operagao
de justaposicdo. Esse grupo captura informagdes essenciais sobre a estrutura dos caminhos
fechados em espacos topoldgicos.

O Teorema de Seifert-Van Kampen foi desenvolvido pelos matematicos Herbert
Seifert e Egbert van Kampen, e € um resultado fundamental na teoria dos grupos fundamentais.
Ele permite decompor o grupo fundamental de um espago topolégico X em termos dos grupos
fundamentais de subespacos mais simples U e V, onde U e V sdo dois subconjuntos abertos,
conexos por caminhos e cuja intersecdo U NV é conexa por caminhos.

O grupo fundamental fornece propriedades topoldgicas do espaco X, e o Teorema de
Seifert-Van Kampen relaciona essa estrutura topoldgica com a estrutura algébrica dos grupos
através do produto livre de grupos e grupos livres, oferecendo uma forma eficaz de calcular o

grupo fundamental de X.



2 PRELIMINARES
2.1 Conceitos basicos de algebra

Nesta sec¢do, vamos introduzir algumas nog¢des importantes de dlgebra que serdo

utilizados nos capitulos seguintes.

Introduziremos a teoria basica dos grupos, ou seja, o que ¢ um grupo, subgrupo, pro-
duto direto, subgrupos gerados por um subconjunto, grupos ciclicos, classes laterais, subgrupos

normais e grupos quocientes. O livro texto utilizado estd na referéncia [4].

Definicao 1. Um conjunto G com uma operagdo

GxG—G

(a,b)—a-b

é um grupo se as condi¢coes seguintes sdo satisfeitas:

i) A operagdo associativa, isto é,
a-(b-c)=(a-b)-c, Va,b,c €G.
ii) Existe um elemento neutro, isto é,
JdeeGtalquee-a=a-e=a, VacG.
iii) Todo elemento possui um inverso, isto é,
YaeG,dbeGtalquea-b=>b-a=ce.

Dizemos também que um grupo é abeliano ou comutativo se satisfaz:

iv) A operagdo de comutatividade, isto é,
a-b=>b-a,Va,becG.

Observacdo. 1. O elemento neutro é iinico. De fato, se e,e’ € G sdo elementos neutros de G,

entdo

/ . ,
e=e-e poils e’ ¢ elemento neutro

/ . s
= e pois e é elemento neutro.
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. s o, . . / . .
2. O elemento inverso é unico. De fato, seja a € G, e sejam b,b" € G dois elementos inversos

de a; temos:

b=b-e=b-(a-b)
=(b-a)-b'=e-b =b.

Denotaremos o tinico inverso de a por a L

Nota: Muitas vezes deixaremos de indicar a operacao do grupo escrevendo G para
denotar um grupo (G, -).
Exemplos de grupos:
1. (Z,+) é um grupo abeliano infinito.
As propriedades sdo herdadas da prépria estrutura de Z.
2. (Zy,®) é um grupo abeliano finito com n elementos.
Sejam a, b, ¢ € 7, quaisquer temos:

1) Associatividade em Z,,

a®(bdc)=a+ (b+c)=(a+b)+c, associatividade em Z

=(apb)dec.

ii) Existe um elemento neutro que é 0 0

iii) Seja @ € Z,, entdo existe b = n —a, com n —a € Z, tal que

adb=a+(n—a)=n=0.

iv) Comutatividade em 7Z,,

a®b=a+b=b+ta=adb.

Portanto, (Z,,®) é um grupo abeliano finito com n elementos.

3. Sejam (G1,®),(G2,®) dois grupos. No conjunto G| x G, defina a operagdo

(81.82) - (81,85) = (819 82,81 © &5).

O grupo formado (G X G3,-) é chamado de produto direto finito de G; com G,. Provare-

mos o caso geral no capitulo de Produto Fraco de Grupos Abelianos.
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Definicao 2. Seja (G,-) um grupo. Um subconjunto ndo-vazio H de G é dito ser um subgrupo
(denotaremos por H < G) quando, com a operacdo de G, o conjunto H é um grupo, isto é,
quando as seguintes condigdes sdo satisfeitas:
i) hy-hy € H Yhy,hy € H.
ii) hy-(hy-h3) = (hy-hy) - h3, Vhy,hy,hs € H.
iii) Existe ey € H tal que egy-h="h-eyg =h, Vh € H.

iv) Para cada h € H, existe k € H tal que h-k = k-h = ey.

Observacoes.  I. As condigdes i) e ii) sdo herdadas de G.
2. O elemento neutro ey de H é necessariamente o elemento neutro de G. De fato, tomando
a € H C G, temos ey - a = a, multiplicando os dois lados por ala direita, temos ey - a -
a'=a-a', e obtemos ey =e.
3. Dado h € H, o inverso de h em H é necessariamente igual ao elemento inverso de h em
G. De fato, se k é o inverso de h em H, entdo h-k =k-h = ep, logo h-k=k-h = e, pois

ey = e, e portanto k é o inverso de h em G.

Proposicao 1. Seja H um subconjunto ndo-vazio do grupo G. Entdo H é um subgrupo de G se e
somente se as duas condigoes seguintes sdo satisfeitas:

1. hy-hy € H,Yhi,h, € H.

2. Y eH,VheH.

Demonstracio. —> ) Suponhamos H < G. Logo, a condicdo 1) é satisfeita por defini¢do.
Agora, seja h € H; sendo H um grupo, h possui um inverso em H; mas pela Observacdo
precedente, tal inverso é necessariamente igual ao inverso de h em G, isto é, é igual a h™'; logo
hleH ea segunda condigdo é satisfeita.

<=) Suponha vdlidas as condigdes 1) e 2). Entdo, as condigdes i) e ii) sdo sempre satisfeitas.
Para mostrarmos que iii) é satisfeita, basta ver que e € H. Isto ocorre, pois tomando h € H,
temos h™' € H pela condicdo 2)elogoe=h- h~' € H pela condicdo 1). Finalmente, a condigdo

iii) é satisfeita decorre da condi¢do 2) ser satisfeita [l
Exemplo 1. Veremos alguns exemplos de subgrupos:

1. Se G é um grupo entdo {e} e G sdo subgrupos de G.

2. Sen € Z, entdo (nZ,+) é um subgrupo de (Z,+).
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3. Seja G um grupo qualquer. Considere o subconjunto Z(G) = {x € G|xg = gx; Vg € G}.

Mostraremos que H < G. De fato, seja g € G, entdo dados x,y € Z(G), temos que

(xy)g = x(yg) = x(gy) = (xg)y
= (gx)y = g(xy).

Logo a condigdo i) é satisfeita. Para a condig@o ii), seja h € G um elemento qualquer e
x € Z(G), logo, xh = hx. Dai, como xh,hx € G, temos que 0s inversos sdo iguais, isto
é, hix 1 = x_lh_l, chame h~ ! = g, entdo temos x_lg = gx_l. E pela observacgao que
fizemos o inverso de x em Z(G) € o inverso de x em G. Portanto, garantimos que a condi¢ao
ii) e logo Z(G) é um subgrupo de G.

Fixemos inicialmente algumas notacdes. Se H e K sdo subconjuntos ndo-vazios de
um grupo G (em particular, se H e K sdo subgrupos de G), o conjunto {hk|h € H e k € K} serd
denotado por HK, e o conjunto {h~'|h € H} ser4 denotado por H~'. Em geral, HK ndo é um
subgrupo de G, mesmo quando H e K sdo subgrupos de G.

Se § é um subconjunto ndo-vazio de G, o conjunto {ajay---ayln € N, a; € S ou a; € S_l}
serd denotado por < § >. Quando o conjunto é finito, digamos S = {o, ..., &}, utilizaremos
a notagdo < i, ..., o, > para designar < {a,...,0} >. Observe que se g € G entdo < g >=
{..., ((g_l)z,g_l,e,g?gz7 ...}; com frequéncia, quando r € N, escreveremos g~ para denotar o

elemento (g~ !)"; assim, com estas notacdes, temos < g >= {g'|t € Z}.

Proposicao 2. Sejam G um grupo e S um subconjunto ndo-vazio de G. Entdo o conjunto < S >

€ um subgrupo de G.

Demonstracao. Devemos provar que:
1. Vx,y €< S >, temos xy €< S >.
2. Vxe< S >, temosx™ ' €< S >.

Sejam x,y €< § >. Temos

X=aiay---a,, coma; €Soua; € Sil, Vi

y=>biby---by, comb;jcSoub; GS_I, Vj

1 -1 1

Logo, xy =aiay---ayb1by---byex  =a, ---a; , estdo também em < § > ]

Definicao 3. Sejam G um grupo e S um subconjunto ndo-vazio de G. Entdo < S > é subgrupo

gerado por S.
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Definicao 4. Um grupo G é ciclico quando ele pod ser gerado por um elemento, isto é, quando

G =<8 >, para algum g € G.
Exemplo 2. Z =< 1 >, Z, =< 1 >. Note que se G é ciclico entdo G é abeliano.

Exemplo 3. O subgrupo < «[)C)vfl)f1 |x,y € G} > é o subgrupo dos comutadores do grupo G;

) / ! - . /
ele serd denotado por G'. Note que G' é abeliano, se e somente se, G = e.

Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G. Sobre G, defina a relagdo de equiva-

léncia > da seguinte maneira:
yrEx<:>E|h€Htalquey:xh.

Isso de fato, é uma relagdo de equivaléncia, pois
1) (Reflexividade) y pRk pois existe e € H, tal que y = ye.
ii) (Simetria) Se y > x, entdo existe & € H tal que y = xh. Como H < G, entdo existe hl'eH ,
tal que x = yh~!. Portanto, x Y
1) (Transitividade) Se y yrex~z, entdo existem h,k € H tais que y = xh e x = zk. Dai,
y = z(kh), como hk € H, entdo y Yz
Por defini¢do, a classe de equivaléncia que contém x é o conjunto {y € G|y > x} =
{xh|h € H}; denotaremos esse conjunto por xH e o chamaremos de classe lateral a esquerda de
H em G que contém x. Quando ndo houver confusdo possivel, chamaremos simplesmente esta
classe de classe lateral de x a esquerda. Em particular, H ¢ classe lateral do elemento neutro e a
esquerda. Observe que y € xH <= yH = xH.

Analogamente, poderiamos definir a relacdo de equivaléncia seguinte:
yr[\)»x<:>3h€H;y:hx.

Obteriamos entdo as classes laterais a direita de H em G; a classe lateral de x a direita seria

Hx = {hx|h € H}.
Observacao. Se G ¢ um grupo abeliano e se H é um subgrupo de G, entdo Hx = xH, Vx € G.

Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G. Queremos ver se a operacao de G
induz de maneira natural uma operacgdo sobre o conjunto das classes laterais a esquerda de H em
G, isto €, se a operagcao

(xH,yH) — xyH
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¢ bem definida, no sentindo de ndo depender da escolha dos representantes x e y. Dados
x,y € G e h,k € H arbitrrios, entdo x e xh sdo representantes da mesma classe xH e y e yk
sdo representantes da mesma classe yH. Assim, a operacdo induzida sobre as classes laterais a

esquerda € bem definida se e sé se
xyH = xhyk € H, Vx,y € G, Vh,k € H;
logo, se e sO se

y_]x_lxyH :y_lx_]xhka7

H=y 'nyH,VyeG,VheH,

e portanto se e sO se

ghg ' €H, Vge G, VheH.

Proposicao 3. Seja H um subgrupo de um grupo G. As afirmagoes seguintes sdo equivalentes:
i) a operacdo induzida sobre as classes laterais a esquerda de H em G é bem definida.
i) gHg™ ' CH, Vg €G.
iii) gHg ' =H, Vg € G.
iv) gH=Hg, Vg €G.
Demonstracdo. (i) < (ii) jd foi feito.
(iii) <= (iv) € claro de ver.
(iii) = (ii) é por defini¢do de conjunto.
(i) = (iii) Suponhamos que gHg ' C H, Vg € G; queremos mostrar que H C gHg~ ', Vg € G.

Sejam entdo h € H e g € G; temos

h=g(g 'hg)g ' e H=g(g 'Hg)g ' CgHg '

O]

Definicao 5. Um subgrupo H é um subgrupo normal de G (e escrevemos H < G) se ele satisfaz
as afirmagoes equivalentes da proposicdo anterior. Neste caso, as classes laterais a esquerda de

H sdo iguais as classes laterais a direita de H; vamos chamd-las de classes laterais de H.
Exemplo 4. ¢ e G sdo subgrupos normais de G.

Exemplo 5. Z(G) é um subgrupo normal de G. Mais geralmente, se H < Z(G), entdo H <G.
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Exemplo 6. G' =< {)cyx_ly_1 |x,y € G} > é um subgrupo normal de G.

Estes exemplos sdo muito importantes para conhecermos as aplicagdes do Teorema

de Seifert-Van Kampen.

Definicao 6. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. O grupo de suas classes laterais,
com a operagdo induzida de G, é chamado de grupo quociente de G por H; ele serd denotado

por G\ H.

2.2 Conceitos basicos de topologia

Nesta secdo utilizaremos como referéncia [7]. Abordaremos os conceitos de Topolo-
gia, conjuntos abertos, conjuntos fechados, conjuntos compactos, conjuntos conexos, conjuntos

conexos por caminho, cobertura, cobertura aberta, aplicacao aberta, grupo topolédgico.

Definicao 7. Uma topologia num conjunto X qualquer ndo vazio é uma colecdo T de subconjun-
tos de X, chamados os subconjuntos abertos (segundo a topologia T) satisfazendo as seguintes
condigoes:

1. X e o subconjunto vazio 0 sdo abertos;

2. a reunido de uma familia qualquer de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto;

3. aintersegcdo de uma familia finita de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto.

Um espago topoldgico é um par (X, 7) onde X é um conjunto néo vazio e T é uma
topologia em X. Frequentemente se diz apenas "o espago topoldgico X", mencionando T somente

quando for necessdrio para evitar ambiguidade.

Exemplo 7. Dado X um conjunto qualquer ndo vazio. As colecdes 11 = {0,X} e 7o = P (X),

sdo topologias para X.

Uma aplicacdo f : X — Y, de um espago topolégico X em um espago topoldgico Y,

diz-se continua quando a imagem inversa f -1 (B) de todo aberto B C Y de Y, é um aberto em X.

Definicio 8. Dado S C X, um conjunto qualquer ndo vazio de um espago topologico X, podemos
induzir uma topologia em S, chamada de topologia induzida. Dado A subconjunto conjunto

qualquer de S e B um aberto em X, entdo AN B é um aberto de S.

Observacio. A relacdo (go f) "' (B) = f~ (g ' (B)) mostra que a composta go f : X — Z de

duas aplicacoes continuas [ : X —Y e g:Y — Z é uma aplicacdo continua.
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Definicao 9. Um homeomorfismo h: X — Y, de um espaco topolégico X sobre um espago
topologico Y é uma aplicacdo continua e biunivoca de X sobre Y, cuja inversa liy - x

também é continua.

Um homeomorfismo entre espacos topoldgicos significa de maneira intuitiva que
ambos possuem a mesma estrutura topoldgica, ou seja, os abertos se correspondem de maneira
Unica.

Uma aplicag@o f : X — Y, diz-se aberta quando, para cada aberto A C X, f(A) é

abertoem Y.

Definicao 10. Um subconjunto F de um espaco topologico X diz-se fechado quando o seu

complementar X — F € aberto.

Proposicao 4. Os subconjuntos fechados de um espago topologico X satisfazem das seguintes
propriedades:
1. o conjunto vazio e o conjunto X sdo fechados;
2. aintersecdo de uma familia qualquer de subconjuntos fechados é um subconjunto fechado
de X;

3. a reunido finita de subconjutos fechados, é um subconjunto fechado de X.

Demonstracao. 1. X e O sdo complementares dos conjuntos 0 e X, respectivamente, logo
sdo fechados.
2. Seja Ay =X —F,. Cada A, é aberto em X, logo A = U, A, é também aberto. Como
F=MF,=M(X-F))=X—-UjA, =X —A, segue-se que F ¢ fechado.
3. Novamente, os conjuntos Ay =X — Fy,...,A, = X — F, sdo abertos. Logo, AiN---NA,
é aberto em X, logo FiU---UF, = (X —A))U---UX —-A,) =X—(A1N---NA,) é
fechado. O

Proposicao 5. Sejam X e Y espacos topologicos. Para que uma aplicacdo f: X — Y seja
continua, é necessdrio e suficiente que a imagem inversa f -1 (F') de todo subconjunto fechado

F' C Y seja um subconjunto fechado em X.

Coroléario 1. Seja f: X — Y biunivoca de X sobre Y. A fim de que f seja um homeomorfismo, é
necessdrio e suficiente que a seguinte condi¢do seja satisfeita: dado P C X, f(P) é fechado em

Y se, e somente se, P é fechado em X.
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Estas duas proposi¢des ndo sao dificeis e serdo deixadas para o leito. Vocé poderd

encontrar na referéncia [7].

Definicao 11. Um espago topologico X é dito conexo, quando ndo pode ser expresso como

reunido de dois subconjuntos abertos, disjuntos e ndo vazios.

Um caminho num espaco topoldgico X € uma aplicacdo continua f : I — X, onde
[ =[0,1]. Os pontos a = f(0) e b= f(1) sdo chamados as extremidades do caminho f; a = f(0)
¢ o ponto inicial e b = f(1) é o ponto final. Diz-se também que os pontos a e b estdo ligados

pelo caminho f.

Definicao 12. Um espaco topologico X diz-se conexo por caminhos quando, dados dois pontos

quaiquer a,b € X, existe sempre um caminho f : I — X com f(0) =ae f(1)=b.

Sejam X um espaco topoldgico e S um subconjunto de X. Uma cobertura de S € uma
familia ¢ = {Cj, } <1 de subconjuntos de X com S C Uy c;Cy, isto é, para cada s € S existe um
indice A € Ltal que s € Cy.

Diz-se que uma cobertura % € aberta, quando os conjuntos C; que a compdem sio
abertos. Do mesmo modo, diz-se que a cobertura % € finita, enumeravel ou ndo enumeravel,
quando o conjunto L de indices € finito, enumerdvel ou ndo enumeravel.

Seja € = {Cj } <z, uma cobertura de S. Uma subcobertura de ¢’ é uma subfamilia

€' ={Cy}ser» onde L' C L, que ainda é cobertura de S.

Definicao 13. Um espaco topologico X chama-se compacto quando toda cobertura aberta de X

possui uma subcobertura finita.
Proposicao 6. Todo subconjunto fechado F de um espagco compacto X é compacto.

Proposicao 7. A imagem de um conjunto compacto por uma aplicacdo continua é um conjunto

compacto.

Definicao 14. Uma métrica num conjunto X é uma fungdo d : X x X — R que associa a cada
par de pontos x,y € X um niimero real d(x,y), chamado a distancia do ponto x ao ponto y, de
tal modo que:

1. d(x,x) =0, d(x,y) >0sex#y;

2. d(x,y) =d(y,x);

3. d(x,z) <d(x,y) +d(y,z); quaisquer que sejam x,y,z € X.
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Um espaco métrico é um par (X,d) formado por um conjunto X ndo vazio qualquer
e uma métricad em X.

Um subconjunto M de um espaco métrico diz-se limitado quando existe um nimero
real r > 0 tal que d(x,y) < r quaisquer que sejam x,y € M. O menor desses nimeros r chama-se
o didmetro do conjunto M e representa-se pelo simbolo & (M). Assim, Didmetro de M = 6 (M) =
sup {d(x,y)|x,y € M}.

Seja ¢ = {C),} <1 uma cobertura de um espago métrico. Diz-se que um niimero
€ > 0 é um nimero de Lebesgue da cobertura 4 quando a seguinte condicao € satisfeita: para
todo subconjunto S C M com 0(S) < €, existeum A € L tal que S C Cj,.

Evidentemente, se € > 0 é um nimero de Lebesgue da cobertura %', todo nimero

real positivo menor do que € ainda serd um nimero de Lebesgue de %'.

Proposicao 8. Toda cobertura aberta ¢ de um espaco métrico compacto X possui um niimero

de Lebesgue.

2.3 Homotopia

Nesta secdo estamos interessados em entender os conceitos de homotopia. Esse
conceito é fundamental para o desenvolver de toda a teoria a cerca de grupo fundamental e,
consequentemente para o Teorema de Seifert-Van Kampen. Toda essa se¢do, como também a

posterior (grupo fundamental) foi usado como referéncia [1].

Definicao 15. Sejam X e Y espacos topologicos, e sejam f,g : X — Y duas aplicacdes continuas.
Dizemos que f é homotopica a g (e denotamos por [ ~ g) se existe uma aplica¢do continua
H:X xI—Y,ondel=|0,1), tal que para todo x € X, temos H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x).

A aplicacdo H é chamada de homotopia entre f e g.

De maneira intuitiva, podemos pensar na homotopia H como sendo a deformacao,
de maneira suave (que ndo € brusca), da aplicacdo f na aplicacdo g.

Seja f : 1 — X. Dizemos que f é um caminho ligando xp a x; se f(0) =xp e
f(1) = x1, onde x € dito ser o ponto inicial e x| o ponto final. Por conveniéncia, I sempre serd o

intervalo [0, 1].

Definicao 16. Dois caminhos f,g : I — X, sdo ditos caminhos homotdpicos se eles possuem o

mesmo ponto inicial xo e 0 mesmo ponto final x1, e se existe uma aplicacdo continua H : I x [ — X
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tal que para todo s € I, temos H(s,0) = f(s) e H(s,1) = g(s) e para todot € I, temos H(0,t) = x
e H(1,t) = x;. Dizemos que a aplicagdo H é uma homotopia de caminho entre f e g, ou diremos

que | e g sdo caminhos homotdpicos e denotaremos por f ~ g.

A primeira condi¢ao acima diz que H é uma homotopia entre f e g, e a segunda
diz que para cada ¢, o caminho £, é definido pela equacdo A (s) = H(s,t) que é um caminho

iniciando em xp € com fim em x;.

t

™

o
v

1

Figura 1 - Homotopia F do caminho f no caminho g.

Lema 2.3.1. As relagbes ~ e ~,, sdo relagoes de equivaléncia.

Demonstracdo. Se f é um caminho, denotaremos sua classe de homotopia de caminhos por |f].
Verificaremos as propriedades de relacdo de equivaléncia para ~.
1. Dada f uma aplicagdo continua, entdo a aplicagdo F (x,t) = f(x) é uma homotopia, pois
para cadat € I, F(x,t) é continua e além disso, F (x,0) = f(x) e F(x,1) = f(x), para todo
x € X. Isso mostra que [ ~ f, e se f é um caminho, é fdcil ver que F é uma homotopia de
caminhos e dai, teriamos f ~ f.
2. Dadas aplicacoes f e g continuas tais que f ~ g, entdo existe uma aplicacdo F : X xI —Y,
com F(x,0) = f(x) e F(x,1) = g(x), para cada x € X. Defina entdo a aplicagdo G :
X x I —Y dado por G(x,t) = F(x,1 —t), claramente é uma aplica¢do continua pela sua
definicdo. E além disso, G(x,0) = F(x,1) = g(x) e G(x,1) = F(x,0) = f(x). Dai, g ~ f.
Se f e g sdo caminhos com inicio em x e final em x1, entdo tomando a mesma aplicagdo
G acima, verificam-se as igualdades acima e também G(0,t) = F(0,1 —t) = h;_;(0) = xo
eG(1,t) =F(0,1 —t) = hy_(1) = x1, onde hy_,; é o instante 1 —t da deformagdo, logo

sdo caminhos que comegcam em xy e em x1. Portanto, g ~, f.
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3. Dadas as aplicacoes continuas f,g,h: X —Y, e suponha que f ~ g e g ~ h. Entdo, existem
F:XxI—Y eF :X xI—Y homotopias entre os pares f e g e g e h, respectivamente.
Defina a aplicacdo G : X x I — Y, dada por

Gler) = F(x,2t) NS [0,1/2].

F'(x,2t—1) ,te[1/2,1]
E continuo pelo lema da colagem. Dai, G(x,0) = F(x,0) = f(x) e G(x,1) = F'(x,1) =
h(x). Logo, f ~h. Se f,g e h sdo caminhos comecando em xq e com fim em x|, entdo
0 mesmo se verifica acima e, também G(0,t) = F(0,2t) =xp se 0 <t <1/2 e G(0,t) =
F'(0,2t—1) =xp se 1/2 <t <1, logo G(0,t) = xq. E também, G(1,t) = F(1,2t) = x| se
0<t<1/2eG(1,t) =F'(1,2t —1) = xy se 1/2 <t < 1. Dai, G(1,t) = x| e, portanto,
feph O

Exemplo 8 (Homotopia de Segmento de Reta). Sejam f,g: X — R? aplicacoes continuas. Entdo

F(x,1) = (1=1)f(x) +18(x)
é uma homotopia de f em g.

Demonstracao. De fato, como f e g sdo aplicagédes continuas entdo F (x,t) = (1 —1)f(x)+1g(x)
¢ uma aplicagdo continua. Além disso, F(x,0) = (1 —0)f(x) +0g(x) = f(x), e F(x,1) =
(1—1)f(x)+ 1g(x) = g(x). Note que se X = I, entdo essa homotopia é também uma homotopia
de caminhos, pois F(0,t) = (1 —1)f(0) +1g(0) = (1 —t)xo +txo = x0, F(1,1) = (1 —1)f(1) +
tg(1) = (1 —1)x; +tx; = x1. O

Exemplo 9. Seja X = R? — {0}. Os seguintes caminhos em X, f(s) = (cos s, sin7s) e g(s) =
(cos s, 2sinmws) sdo caminhos homotdpicos com a homotopia do segmento de reta, mas f e o

caminho h(s) = (cos 7ws, — sins) ndo sdo homotdpicos com a homotopia do segmento de reta.

Demonstracdo. De fato, veja que a aplicacdo continua F(s,t) = (1 —1t)f(s) +1g(s) define
uma homotopia entre f e g, pois F(s,0) = f(s) € R> — {0} e F(s,1) = g(s) € R* — {0}, uma
vez que coss # 0, sinms # 0 e 2sinws # 0, para todo s € I. E também, F(s,0) = (1 —
1)(1,0) +¢(1,0) = (1,0) e F(s,1) = (1 —1)(—1,0) +¢(—1,0) = (—1,0). Mas, veja que f e
h ndo sdao caminhos homotdpicos, pois, no instante t = 1/2 e no ponto s = 1/2 temos que

F(s,t) = (1—1/2)f(1/2)4+1/2h(1/2) =0 ¢ R*> — {0}. O
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Figura 2 - Homotopia Linear

Se f e g sao caminhos sobre X de xp a x| e x| a xp, respectivamente, entdo definiremos
o produto f g de f e g como sendo o caminho dado pela equagdo

hs) = f(2s) ,56[0,1/2].

g(2s—1) |sel1/2,1]
a aplicagdo h € bem definida e continua, conhecido como a justaposi¢do de f e g, e € o caminho
sobre X que liga xqo a x3.
A operacdo de produtos sobre caminhos induz uma operagao bem definida sobre as classes de

homotopia de caminhos, definido pela equagao

[f]* (8]l = [f *gl-

De fato, precisamos mostrar que essa equacao niao depende da escolha dos repre-
sentantes de cada classe. Dados os caminhos f,g : I — X, as classes de homotopia de f e g

sao

1= f=f}.le)={sg~¢}
Seja F o caminho homotépico de f e f' e G o caminho homotdpico de g e g'.

Afirmamos que fxg~ f'xg e também f ! ~ (f )*1. Com efeito, definamos a aplicacao

o) — F(25,1) sep1/2

G(2s—1,1) ,se[l/2,1]
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e por defini¢do, H é bem definida, uma vez que H(1/2,¢) = F(1,t) = G(0,7) = x;. A aplicag¢do

H é uma homotopia entre os caminhos f x g e f’ x g’. Para simplificar notagiio escreva

f(2s ,5€1(0,1/2
W) = (g = 7 e
g(zs_l) 786[1/271]

'(2s ,s€10,1/2
MEERTITRE EA
gl(zs_ 1) 5 € [1/27 1]

Separando por casos, temos:
1. Paras < 1/2:
H(s,0) = F(25,0) = f(2s) = h(s).

H(s,1)=F(2s,1) = f'(2s) = h'(s).

2. Paras > 1/2:
H(s,0) =G(25s—1,0) =g(2s—1) = h(s).

H(s,1)=G(2s—1,1) =g (2s— 1) = K (s).

3. Para s = 1/2: Faremos os casos por limites laterais.

Sﬁhl/msz(s,O) = s%hl/mziF(s,()) :sill%*f(2S) :f(sﬁhl/mzi 2s) = f(1) =x.

lim H(s,0)= lim G(s,0)= lim g(2s—1)=g( lim 2s—1)=g(0)=x).

s—1/2+ s—1/2+ s—1/2+ s—1/2+
Logo, H(1/2,0) = h(1/2) = x;. Além disso,
lim H(s,1)= lim F(2s,1)= 1li '(2s) = f/( lim 2s) = f'(1) =x;.
, Jim,_ (s, 1) i (2s,1) Hl]r;lsz (25)=f (Hlll}lz, s)=f(1)=x
lim H(s,1)= lim G2s—1,1)= lim g (2s—1)=g¢( lim 2s—1)=g'(1)=x.

s—1/2+ s—1/2+ s—1/2+ s—1/2+

garantindo H(1/2,1) = h'(1/2) = xy.
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1/2 s

Figura 3 - Figura para demonstrag@o acima.

Portanto, H é uma homotopia de caminhos entre f* g e f'*g'. E, para mostrar que f~ ' ~ (f/)~!
¢ simples, uma vez que jé foi construida H. Basta considerarmos a aplicagdo G(s,t) = H(1 —s,1)
e da maneira que foi definida € uma homotopia 0

A operacdo * sobre as classes de homotopia de caminhos nao define um grupo, pois

[f] * [¢] ndo é definido para todos os pares de classes, é somente vélido para aqueles nos quais

f(1) = g(0).

Proposicao 9. Seja H : I x I — X uma aplicacdo continua, e seja f,g,h e k caminhos em X

definidos por

Entdo, f+xg ~ hxk.

Nao demonstraremos este fato aqui, podera ser encontrado na referéncia [6], capitulo

Lema 2.3.2. Se k: X — Y é uma aplicacdo continua, e se F é uma homotopia de caminhos sobre
X entre os caminhos f e f', entdo koF é uma homotopia de caminho em Y entre o caminhos ko f

ekof'.



Demonstracio. Como F é uma homotopia de caminhos entre f e f', entdo valem

* F(s,0) = f(s);
* F(s,1) = f'(s);
* F(0,1) = xo;
o F(1,t)=x.

Seja a aplicacdo ko F : I x I — Y, definida por

koF(s,t)= ko £12¢)
kof'(2s—1)
claramente ¢é continua e satisfaz
* koF(s,0) = k(F(s,0)) = k(f(5)) = ko f(s);
* koF(s,1) = k(F(s,1)) =k(f'(s)) = ko f'(s);
* koF(0,t) =k(F(0,t)) =k(xp) €Y,
o koF(l,t) =k(F(1,t)) =k(x;) €Y,

Portanto, koF : (ko f) ~, (ko f')

€[0,1/2]
e1/2,1] '
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]

Lema 2.3.3. Se k: X — Y é uma aplicacdo continua e se f e g sdo caminhos sobre X com

f(1) = g(0), entdo ko (f +g) = (ko f)x (kog).

Demonstracao. Basta notar que

kof(2s)  ,s€[0,1/2]

ko(fxg)=

kog(2s—1) ,s€[1/2,1]

= (ko f)x(kog)

]

Teorema 1. Seja f um caminho sobre X de xy a x1, arbitrdrio. A operagdo * tem as seguintes

propriedades:

1. Se [f]*([g] *[h]) estd bem definido, entdo [f]* ([g] * [h]) = ([f] * [g]) * [A].

2. Dado x € X, seja e, o caminho constante e, : I — X; ex(t)

[exo] * [f] = [f].

3. Seja f o caminho definido por f(s) = f(1 —s). E dito o caminho reverso de f. Entdo,

[£1 ] = lexo] € [F] % [f] = [ex,)-

= x. Entdo, [f]*[ex,] = [f] e
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Demonstracdo. Provaremos, inicialmente, (2). Denote ey : I — I definido como ey(s) =0 o

caminho constante nulo e sejai: 1 — I; i(s) = s a identidade em I. Entdo,

‘ eo(2s) ,s €10,1/2]
(eoxi)(s) = .
i(2s—1) ,se[l1/2,1]
€ um caminho em I de 0 a 1. Como I é convexo, existe uma homotopia de caminhos (segmento

dereta) G : 1 X I — I entre i e ey xi. Entdo, pelo Lema 2.3.2, foG : I x I — X é uma homotopia

de caminhos entre os caminhos foi= f e fo(eyxi). Além disso, observe que

Foleoxi) 2 (foeg)x (foi) = (foeo) f=eq*T.

Desse modo, [ex,| * [f] = [f]. De maneira andloga, denote e\ o caminho constante ey : I — 1,
e1(s) = 1. Entdo,
i(2s) ,s €10,1/2]
(ixep)(s) = .
e1(2s—1) ,se[l1/2,1]
Pela convexidade de I existe uma homotopia de caminhos H : 1 x I — I entre i x ey e i. Entdo,

pelo Lema 2.3.2, foH é uma homotopia de caminhos entre fo(ixey) e foi= f. E,

fo(i*e])2%3 (foi)x(foer)=fxey.

Portanto, [f] = [f] * [ex,], concluindo (2).

Para demonstrar (3), note que o caminho inverso de i é i(s) = 1 — s. Entdo,

) i(2s) ,s €10,1/2] 2s ,s€10,1/2]
(ixi)(s) = = .
i(2s—1) ,se[1/2,1] 2(1—s) ,s€[1/2,1]
Donde, ixi(0) = i*i(1) =0. Como I é convexo, existe uma homotopia de caminhos H : 1 x I — I
entre e e i xi. Entdo, pelo Lema 2.3.2, foH é uma homotopia de caminhos entre f oey = ey,
e fo(ixi)= (foi)x(foi)= fxf. Logo, [ex,] = [f] *[f]- De maneira andloga, obtemos uma
homotopia de caminhos J : 1 x I — I entre e} e i*i, e consequentemente f oJ é uma homotopia
entre foe; = ey, e fo(ixi) = (foi)*(foi)=fx*f. Portanto, [ey,] = [f]*[f]. Concluindo
desta forma (3).
Para provarmos (1), devemos fixar uma nova notagdo que serd itil para descrever o produto

f * g de uma maneira diferente. Se [a,D] e [c,d] sdo dois intervalos em R, entdo existe uma vinica
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aplicagdo p : [a,b] — [c,d] da forma p : [a,D] — [c,d] da forma p(x) = mx+k tal que p(a) = ¢
e p(b) = d. Chamamos p de aplicacdo linear positiva de [a,b] em [c,d| por se tratar de um
grdfico de reta com inclinacdo positiva. E fdcil ver que a inversa e a composicdo de aplicagoes
lineares positivas ainda é uma aplicagdo linear positiva. Com essa nota¢do, o produto f x g
pode ser definido da seguinte forma: Em [0,1/2] é igual a aplicagdo linear positiva de (0,1 /2]
em [0,1], py :[0,1/2] — [0,1], aplicada por f; e em [1/2] é igual a aplicacdo linear positiva, de
[1/2,1] em [0,1], pa: [1/2,1] — [0, 1], aplicada por g. Em expressdo matemdtica,

opi(s) ,s€10,1/2
P LA O Ve

gopa(s) ,s€[1/2,1]
Dados os caminhos f,g,h: 1 — X, o produto f*(g*h) e (f*g)*h sdo definidos quando
f(1) =g(0) e g(1) = h(0). Assumindo essas condicdes, definiremos um produto triplo dos
caminhos f,g e h como segue: Escolha pontos a,b € I tais que 0 < a < b < 1. Defina o caminho

ka, em X como sendo:

;

fopl(s) ,SE[O,a]

ka,b(s): gopz(s) ,SE[a,b]'

hops(s) ,selb,1].

onde py:[0,al = I,py : [a,b] — 1 e p3: [b,1] — I sdo as aplicagdes positivas lineares. O
caminho k, ;, depende dos pontos a e b escolhidos, mas sua classe de homotopia ndo depende
desses pontos. De fato, considere dois pontos c e d de I, tais que 0 < ¢ < d < 1, e mostraremos
que kqp =~ ke g.

Seja p : 1 — I a aplicagdo cujo grdfico estd acima. Quando restrito a [0,al, [a, D], [b, 1],
é igual as aplicagédes lineares positivas q1,q> e g3 dos intervalos sobre [0,c|,[c,d],[d, 1], respec-
tivamente. Segue que, k. 40 p = kg p.
Como p é um caminho de I para I, assim como a identidade i : I — I, temos que existe uma
homotopia de caminhos, P : I x I — I, entre p e i. Entdo, pelo Lema 2.3.2 garantimos que a
homotopia k. 4 o P, definida pelos caminhos k. g0 p =k, € ke q 01 = k. 4 € uma homotopia de
caminhos entre kyp, e k. 4.

Note que o produto f (g *h) é exatamente o produto triplo k,p, no caso em que a=1/2 e
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q1

Figura 4 - Parametrizagdo por retas.

(

fopi(s) ,s€[0,1/2]

kap(s) =< gopa(s) ,se[1/2,3/4] =

\hopg(s) ,s €[3/4,1].

(

\

f(2s) ,s €10,1/2]

g(4s—2) ,se[1/2,3/4]-=f*(g*h).

h(4s—3) s€[3/4,1].

Enguanto que o produto (f xg)*h é igual a k. 4 no caso em que c =1/4ed=1/2

p

fopi(s) ,s€][0,1/4]

kea(s) =4 gopa(s) ,se[l1/4,1/2] =

\hop3(s) s €[1/2,1].

p

f(4s) ,s €1[0,1/4]

glas—1) ,se[1/4,1/2]-=f*(g*h).

h(2s—1) ,sell/21].

Portanto, esses dois produtos sdo caminhos homotépicos

2.4 Grupo fundamental

Nesta sec¢do definiremos grupo fundamental, entenderemos um pouco de sua estrutura

e por fim mostraremos que o grupo fundamental é um invariante topoldgico.
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Definicao 17. Seja X um espaco topologico e xy € X. Um caminho que comega e termina em

Xo € chamado de loop com base em xy. O conjunto das classes de homotopias de loops com

base em xo, com operagdo *, é chamado de grupo fundamental de X relativo ao ponto base x.

Denotamos este grupo por 7 (X, xp).
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Note que 7;(X,xp) se torna grupo quando utilizamos o Teorema 1. De fato, a
justaposicao estd bem definida para quaisquer dois loops f e g, uma vez que f(1) = g(0) = xo,
e também garantimos por (1),(2) e (3) que valem associatividade, existéncia e unicidade do

elemento neutro e, existéncia e unicidade do elemento inverso para quaisquer loop de 71 (X, xg).

Exemplo 10. 7 (R" xo) € o grupo trivial. Com efeito, seja f um loop em R" com base em
X0 e, usando a homotopia do segmento de reta, ver Exemplo 8, F : I x I — R" dada por
F(s,t) = (1 —1)f(s)+1g(s) é uma homotopia entre f e o caminho constante xy. Portanto,

f ~ ey, para qualquer loop f em m(R",xp).

Um fato mais geral, é que se X é qualquer subconjunto convexo de R", entdo
m (X,xp) é o grupo trivial. Por exemplo, a bola fechada B" = {x : |x| < 1} e a bola aberta
B= {x:|x| < 1} também possuem seus grupos fundamentais triviais.

Sabendo que o grupo fundamental depende de um espacgo topolégico X e de um
ponto base xg € X, entdo uma pergunta natural a se fazer é: existem condi¢des em que o grupo
fundamental nao dependa do ponto base? A resposta € sim, e veremos que a condi¢cdo para que

i1sso aconteca € pedir que X seja conexo por caminhos.
Definicao 18. Seja oo um caminho em X de xy a x. Definimos a aplica¢do
a: M (X,)C()) — (X,xl)

dada pela equacdo

a([f]) = [oe] + [f] * [ex].

Note que a aplicacdo acima estd bem definida uma vez que que ela toma loops com

base em xp e obtém & ([f]) que € um loop com base em x;.
Teorema 2. A aplicagcdo & é um isomorfismo de grupos.

Demonstracao. Mostraremos inicialmente que & é um homomorfismo. Considere os loops com

base em xo, [f],[g] € m1(X,x0). Entdo,

a([f1) * a(le]) =([o] * [f]  [ex]) * ([of] + [g] * [ex])
=[a][f]+[g] *[a]
=[a] «[f*g]*[a]
=a([f+gl).
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Figura 5 - Loop em x;.

Basta mostrarmos que essa aplicacdo é inversivel. De fato, denote por B o caminho inverso de
o, e mostraremos que 3 é a aplicagdo inversa de O. Seja [h] um elemento qualquer de m (X ,x1),

entdo note que

A J—

B([h]) = [B]* [h] * [B] = [a]  [h]  [cX].
E um loop com base em xy. Dai, aplicando & temos que
c(B([R)) =[@) = [B([h)] * o]

=[]+ ([o] * [] x [a]) + [o]
—[n].

Do mesmo modo temos, que se [f] € m(X,xo), temos

A J—

B(a(lf])) =BT+ [a(lf)] +[B]

Portanto, & é um isomorfismo entre (X ,xo) e (X, x1) [J

Corolario 2. Se X é conexo por caminhos e xo e x| sdo dois pontos de X, entdo m(X,xy) é

isomorfo a (X ,x1).

Demonstracao. Como X é conexo por caminhos entdo existe um caminho o que comeg¢a em X

e termina em x1. Defina a aplicacdo & e pelo teorema acima o resultado segue []

Seja X um espago topoldgico. Seja C a componente conexa de X contendo xy. E

facil ver que m;(X,x0) = m(C,xp), pois todos os loops e homotopias em X com base em xg,
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estdo no espago C. Isso mostra que 71 (X, xo) depende apenas da componente conexa de X. Por
essa razao, optamos por usar espagos conexos por caminhos.

Se X é conexo por caminhos, todos os grupos 7y (X, x) sdo isomorfos para todo x € X.
Entdo, nesses casos podemos dizer apenas o grupo fundamental do espaco X, pois ndo dependera
do ponto xy. Mas, observe que com essa abordagem nao tem uma maneira muito natural de
identificar 7y (X, x0) com 7y (X,x;); veja que diferentes caminhos @ e 3 de x( a x; pode nos dar
diferentes isomorfismos entre esses grupos. Por essa razdo, omitir o ponto base pode nos levar
ao erro.

Um jeito de vocé garantir que o isomorfismo de 7 (X,xp) com 7} (X,x;) seja inde-
pendente de caminhos, € necessario e suficiente que o grupo fundamental seja abeliano. Esta
prova ndo serd dada aqui.

Vamos finalmente entender porque o grupo fundamental é um invariante topoldgico.
Suponha que 4 : X — Y € uma aplicagdo continua que leva xo € X em yg € Y. Denotaremos esse
fato escrevendo

h:(X,x0) = (Y,y0).

Se f € um loop com base em xg, entdo a composi¢ao ho f : I — Y é um loop em Y com base em
yo- A correspondéncia f — ho f nos d4 uma aplicagdo de 71 (X,xo) em 7 (Y,yo). E definiremos

essa aplicacdo como segue abaixo.
Definicao 19. Seja h: (X,xo) — (Y,yo) uma aplicacdo continua. Defina
hy : (X, x0) — w1 (Y, y0)
dada pela equacdo
ha([f1) = [ho f].
A aplicagdo h. é dita ser o homomorfismo induzido por h, relativo ao ponto base xy.

Veja que A, € bem definido, pois se F € uma homotopia de caminhos entre f e f’,

entdo ho F é uma homotopia de caminhos entre o f e ho f’, via Lema 2.3.2.
Proposicao 10. A, é um homomorfismo.

Demonstragio. Dados os loops f, f' € mt1(X,xo), temos que

23

ho([f)+he([£]) = Tho flx[ho f1°2 [ho (F+8)] = hu([f *&]) = hu([f] ([F)).
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Observe que o homomorfismo £, ndo sé depende da aplicagdao i : X — Y como
também depende do ponto base xy (ndo depende de yq, porque uma vez escolhido xy temos que
yo = h(xp)). Note também que se x( e x; sdo dois pontos bases distintos em X, ndo poderemos
usar o mesmo simbolo 4, para ambos 0s casos, pois trata-se de dois homomorfismos diferentes,
uma vez que o dominio do primeiro € o grupo 7; (X, xp) enquanto que o dominio do segundo é
dado por 71 (X, x1). Até mesmo quando X é conexo por caminhos, e esses grupos sdo isomorfos,

eles ainda ndo s@o o mesmo grupo. Neste caso, uma notacdo mais correta seria
(hxo)« 2 T (X, x0) = 1 (Y, y0)

para o primeiro homomorfismo e (h,, ). para o segundo. Quando tivermos apenas um ponto base

em questdo, omitiremos essa notacdo apenas para h,.

Teorema 3. Se h: (X,xo) — (Y,y0) e k: (Y,y0) — (Z,z0) sdo aplicacbes continuas, entdo
(koh), =ksoh,. Sei: (X,xo) — (X,x0) € a aplicagdo identidade, entdo i, é o homomorfismo

identidade.

Demonstracao. Por definicdo, temos que

(koh)«([f]) = [(koh)o f]

(ks 0 1) ([f]) = ki (R ([f1)) = ki([ho f1) = [ko (ho f)] = [(koh) o f].

Logo, (koh), =k, o hy. De maneira andloga, temos que i.([f]) = [io f] = [f] O

Corolario 3 (Invariante Topoldgico). Se h : (X,x0) — (Y,y0) € um homeomorfismo de X comY,

entdo hy € um isomorfismo entre my (X ,xo) e m (Y, yo).

Demonstracio. Seja k: (Y,yo) — (X,x) a inversa de h. Entdo, k,oh, = (koh), =iy, que é a
aplicagdo identidade de (X ,xp). E hy ok, = (hok), = j. que é a aplicacdo identidade em (Y,yy).
Desde que i, e j,. sdo homomorfismos entre os grupos 7 (X,xp) e w1 (Y,yg), respectivamente,

temos que k, é o inverso de h, []

2.5 Grupo fundamental do circulo

Esta secdo estd completamente baseada na referéncia [5].
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Mostraremos que o grupo fundamental do circulo S! é infinito e ciclico. Isto serd
feito associando a cada caminho fechado a no circulo um nimero n(a), chamado o grau de a, de
tal modo que dois caminhos sdo homotdpicos, se e somente se, t€m o mesmo grau. Além disso,
todo ndmero inteiro n é grau de algum caminho fechado em S'. Como n(ab) = n(a)+ n(b),
concluiremos que a correspondéncia a — n(a) induz um isomorfismo entre os grupos 7 (S') e
Z.

Observe que a multiplicagdo de numeros complexos define uma estrutura de grupo
topolégico em st Logo, o grupo fundamental de S! é abeliano e daf dois caminhos fechados em
S! com o mesmo ponto bésico sdo homotdpicos (com o ponto basico mantido fixo) se, e somente
se, sao livremente homotdpicos.

Seja & a aplicacéo exponencial definida por

E:R— S, E(t)=¢é" = (cost,sent).

A igualdade ¢+

= ¢ . ¢" nos diz que a sobrejecdo continua & é um homomorfismo do grupo
aditivo R sobre o grupo multiplicativo S! (ndmeros complexos médulo 1). O nicleo de & é dado
pelo conjunto Ker & = {t € R|E(t) = ¢} = {27n|n € Z}, formado pelos miiltiplos inteiros de
27. Assim, dado u € S, temos é_l(u) = {r+2nn|n € Z}, onde ¢ é qualquer nimero real tal
que & (¢) = u. Note que & (¢) = u é uma determinagio, em radianos, do angulo que u faz com o

semieixo positivo das abcissas.

Representation of a(t) = e't on the Unit Circle
1.00f

0.75} &
0.50 34

0.25F /s

Unit Circle

E 0.00r o u=en{it}

—-0.25¢}
—0.50¢F

-0.75}

-1.00}

-1.00-0.75-0.50-0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Re

Figura 6 - Representacéo da curva & ().
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Observacio. As vezes se define &(t) = &> Isto tem a vantagem de simplificar o niicleo de &,
que se torna igual a 7.. Mas, t deixa de ser a medida do dngulo que & (t) faz com o semieixo

positivo das abcissas. As duas maneiras de definir & sdo equivalentes.
Lema251. £ :R—S ' ¢ uma aplicagado aberta.

Demonstracdo. Dado um subconjunto aberto U C R, devemos provar que sua imagem & (U)
é um subconjunto aberto de st Seja F = st — E(U). Basta provar que F ¢ fechado em s',
Ora, EYEU)) = Unez (U +27n) é aberto em R, logo seu complementar &~ (F) é fechado
em R. Observemos que para cada x € R, existe X' € [0,27] tal que &(x') = &(x). Portanto,
F=E(EYF)=E(EHF)N[0,27]). Mas, o conjunto E~1(F)N[0,27] é compacto logo sua
imagem por & também é compacta, ou seja F é compacto, donde é um subconjunto fechado de

st O

Proposicao 11. A restricdo de & a todo intervalo aberto (t,t +21) é um homeomorfismo sobre

st —{&()}.

Demonstragdo. A aplicacdo &|(;; 27y € uma bijecdo continua sobre S —{&(1)}. Pelo lema
2.5.1, & transforma abertos do intervalo (t,t +2) em abertos de st logo a inversa de & |(t7t+2,r)

também é continua. O

Seja dado um caminho a : [ — S'. Para cada s € I, como & é sobre S', existe algum
§ € R tal que a(s) = £(5) = €, §, é uma determinacdo, em radianos, do dngulo de a(s) com o
semieixo positivo das abcissas. O problema € que § ndo é determinado de modo tnico a partir de
s. Mostraremos a seguir que, para cada s € I, é possivel escolher um § de tal modo que a(s) = e

e a funcgdo real s — § seja continua.

Proposicio 12. Dados um intervalo J = [s,s1], uma fungéo continua a - J — S* e um niimero
real ty com a(sy) = €™, existe uma tinica fung¢do continua a: J — R tal que a(s) = ¢) para

todo s € J (isto é, a= & oa) e a(so) = to.

Demonstracdo. A proposicdo é vdlida no caso em que a(J) C S' —{y} para algum y € S':
como a(xq) # y, existe um tinico x € E 1 (y) tal que ty € (x,x+27). Entdo, &, = El(xrom) € um
homeomorfismo sobre S I {y} e, pondo a = 6;1 oa, obtemos a funcdo desejada. Suponhamos
agora que J = J1 UJ, seja reunido de dois intervalos compactos com extremos s, em comum, e

que a proposigdo seja vdlida para as restri¢oes ay = a|j, e ay = a|;,. Escolhemos d, : J; — R
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de modo que ay(so) =ty e & ody = ay. Em seguida escolhemos d; : J, — R tal que & odp = ap
e di(sx) = ax(s«). Finalmente, definimos a :J — R pondo d|;, = a, e d|;, = d». A existéncia
de d no caso geral se reduz aos dois casos particulares acima abordados, pois, em virtude
da compacidade de J, para toda aplicacdo continua a : J — S', existe uma decomposi¢cdo
J =J1U---UJg como reunido de intervalos justapostos, de modo que a(J;) # S ! para todo
i=1,2,....k. Quanto a unicidade, basta observar que se d,a : J — R sdo funcoes continuas tais
que ¢ = %) para todo s € J, entdo f(s) = [a(s) — a(s)] /27 é para todo s € J, um inteiro
que depende continuamente de s. Segue-se que f(s) é constante. Em particular, se d(so) = a(so),

entdo d = a. O]

A existéncia da fungio a tal que a = £ oa é frequentemente ilustrada com o seguinte

diagrama comutativo:

ISH

[S():Sl] Sl

A funcido a : J — R chama-se uma func¢ao-angulo para a. Como vimos acima, fixado
to com a(sg) = & (1), e obtida uma fungdo-angulo d com da(sg) = to, as demais fung¢des-angulo
para a que devem ter inicio nos pontos ty + 2k7,k € Z tem forma a(s) = a(s) + 2kr.

Sea:I— S' é um caminho fechado, toda fungdo-angulo a : I — R para a deve ser

tal que o nimero

¢ inteiro (positivo, negativo ou nulo). O nimero n(a) ndo depende da fungado-angulo
escolhida, j4 que duas quaisquer delas diferem por uma constante e essa constante desaparece ao

se efetuar a diferenga a@(1) —a(0).

Proposicao 13. Sejama,b: 1 — S ' caminhos fechados. Entdo:
1. Se a e b tém o mesmo ponto bdsico, vale n(ab) = n(a) +n(b);

2. Se a e b sdo livremente homotdpicos, tem-se n(a) = n(b);
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3. Se n(a) = n(b) entdo a e b sao livremente homotdpicos. Além disso, a ~ b quando a e b
tém o mesmo ponto bdsico.

4. Dados p € S Ve k € 7, existe um caminho fechadoa:1— S ' com base no ponto p tal que
n(a) =k.

A demonstracdo deste teorema nao serd feita neste trabalho, mas podera ser en-
contrada na referéncia [5]. Embora, vamos utilizar estes resultados para calcularmos o grupo

fundamental do circulo.

Proposicao 14. O grupo fundamental do circulo S le¢ isomorfo ao grupo aditivo 7. dos inteiros.

Demonstracfo. A cada classe de homotopia o = [a] de caminhos fechados em S L associemos o
inteiro n(a). Pelo item (2) da proposi¢do 13, o grau n(a) depende apenas da classe o. mas ndo
do caminho fechado a que escolhemos para representd-la. Assim podemos falar no grau n(Q)
da classe o e obtemos uma aplicagdo n : wy (S 1) — Z. Oitem (1) da proposi¢cdo acima nos diz
que n é um homomorfismo, o item (3) afirma que n é injetivo e o item (4) da a sobrejetividade.

Portanto n é um isomorfismo de my(S') sobre Z. O

2.6 Produto fraco de grupos

Nas sec¢Oes anteriores, foram vistos alguns exemplos de grupos fundamentais de
certos espacos. Em casos mais complicados precisamos de mais ferramentas de teoria de grupos
para determinar o grupo fundamental e conhecer suas propriedades. O objeto principal a ser
estudado sobre grupos € caracterizar grupo livre e usi-lo para determinar o grupo fundamental
de espacos mais complicados. Usaremos como referéncia [2].

Considere o produto finito de grupos,
G:Gl XG2><---><Gn.

Os elementos de G sdo n-uplas ordenadas g = (g1,82,-- ,8n), onde g; € G; parai=1,2,--- n,

com multiplicacdo definida coordenada a coordenada:

(81,82, 8n)(81,82, . &) = (8181, 8282, , &n&)-

Vamos extender essa defini¢do para o caso de uma cole¢@o infinita de grupos {G; : i € I}, onde I

€ um conjunto de indice, o qual pode ser enumerdvel ou ndo-enumeravel. O produto direto dessa
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colecdo serd denotado por

[1aG:

iel

Seus elementos sdo funcdes g que atribui para cada i € I um elemento g; € G;. Esses elementos

também sdo multiplicados coordenada a coordenada: se g,k € H G;, entao
il

(gh)i = (8:) ().

qualquer que seja i € I.
Com essa operagdo o produto direto de uma colecdo de grupos {G; : i € I} é, de fato,

um grupo. Faremos o caso em que / = N.

Proposiciao 15. O produto direto da colecdo {G; : i € N} é um grupo, com a operagdo de

produto coordenada a coordenada.

Demonstracao. De fato, provaremos de maneira direta as propriedades de grupo. Sejam
ghkeG, g=1(81,82,8n, ) h=(h1,ha,....;hp,...), k = (k1,ko, ..., ks, ...). Entdo, observe
que

1.

(gh)k =(g1h1,82h2,...,gnMn, -..).(k1, ko, ..., Ky, ...
=((g1h)k1, (g2m2)ks, ... (8nhn)kn, -..)
=(g1(hik1),82(h2k2), ..., gn(Mukn),...)
=g(hk).

Na terceira igualdade foi usado que para todo i € 1, g;, hi, ki € Gj, e G; é um grupo, logo

vale associatividade.

2

2. Defina e € G, como e = (1g,,16,,-..,1G,;-..). Dessa forma, o elemento "e" é a identidade

de G.

€8 =(1G,,1Gys s 1G,»--)-(81,825 -, &ns )
=(16,81,16,82:--,1G6,8&n, ---)
=(g116,,82165 -+, 8nlG,» )
—ge
=g

Uma vez que 1¢, € a identidade de cada G, para todo i € I.
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1 _ (gl_l,gz_l,...,ggl,...),

1

3. Dado um elemento g = (g1,82,-.-,&n, -..) € G, entdo defina g~

onde g;l é o inverso de g; em cada Gj, para todo i € I. Desse modo, g~ ¢ de fato o

inverso de g em G.

gg_l :(817827---,gna---)(81_1782_17---78;1,---)

=(g18,",8285 s+ 8n&n '+ )

(1g,,1G,, - 1G,, )
=e.
Definicdo 20. O produto fraco da cole¢cdo {G;:i € 1} é o subgrupo de HG,-, consistindo de
icl
todos os elementos g € HGi tal que g; é a identidade de G;, para todo indice i € I, exceto para
icl

uma quantidade finita.

E facil ver que se {G; : i € I} é uma colecdo finita de grupos, entio o produto direto
e o produto fraco coincidem.

Se G denota o produto direto ou o produto fraco da colecdo {G; : i € I'} entdo para

i € I, existe um monomorfismo natural @; : G; — G, definido pela seguinte regra: Para cada

x € G; e qualquer indice j € 1,

X, se,j=1

(@ix); = :
1, se,j#i

Se cada G; for abeliano, o teorema a seguir da uma importante caracterizagao do seu

produto fraco G e também dos monomorfismos ¢;.

Teorema 4. Se {G;:i €1} éuma colegcdo de grupos abelianos e G é o produto fraco desta cole¢do,
entdo para qualquer grupo abeliano A e qualquer colecdo de homomorfismos Y; : G; — A, i € 1,
existe um vinico homomorfismo f : G — A tal que para cada i € I o seguinte diagrama comuta.

i

Gi——

N

A

Demonstragio. Dada a colecdo de homomorfismos Vs, defina f pela seguinte regra: Para

qualquer x € G, f(x) = H V;(x;). Como G é o produto fraco, entdo x; = 1 para todo indice i,
icl

exceto para uma quantidade finita, logo o produto que define f é finito, e como todos os grupos

G; sdo abelianos, a ordem em que multiplicamos ndo importa, desse modo f estd bem definida.
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Mostraremos que [ é homomorfismo. De fato, dados x,y € G, entdo x; =1 ey; =1 para todo
indice, exceto para uma quantidade finita. Isso implica que xy tem uma quantidade finita de
termos diferentes de 1. Logo,
Fy) =T Twi((xy))
iel

=T Twi((x) ()

iel

=[Twitx)wiv)

iel

=[TwiC) [Twit)

il il
=) f()-
Usamos na terceira igualdade que y; é homomorfismo e na quarta igualdade foi usado que A é

abeliano. Para mostrarmos que f é o tinico homomorfismo com essa propriedade, ¢ fdcil, basta

olharmos o diagrama
i

Se tanto f quanto f' sd@o homomorfismos que fazem o diagrama comutar, entdo teremos f o Q; =

flo@;, e como f e f sdo determinadas por v, logo sé podemos ter f = f. [

Proposicao 16. Sejam {G;:i € I}, G e ¢; : G; — G como no Teorema 4. Sejam G' qualquer
grupo abeliano e @] : G; — G’ uma colecdo qualquer de homomorfismo satisfazendo o Teorema
4 com G' e ¢!. Entdo, existe um tinico isomorfismo h: G — G’ tal que o seguinte diagrama

comuta para todo i € I.
Pi

Demonstragio. Pelo Teorema 4 com A = G, usando G e @; existe um tinico homomorfismo
h: G — G'. Também, podemos aplicar o Teorema 4 para G' e ¢!, trocando A = G, entdo existe

um tinico homomorfismo k : G' — G tal que o seguinte diagrama comuta, para todo i € I.

/

@
Gi  — G/

BN

G
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Afirmamos que k é o inverso de h. De fato, como ambos os diagramas comutam, dat,

i
Gi——~G

NG

G

Também comutam

G; O;
N

G
r
G

/

P;
G —— G

0! lhk
l G/

Pelo Teorema 4, temos que kh = idg e hk = idé;, respectivamente. Portanto, k = h! e, conse-

quentemente h é isomorfismo. [

Note que o produto fraco da colegdo {G;} de grupos abelianos é completamente
caracterizado pelas propriedades dos monomorfismos ¢; : G; — G no Teorema 4 de caracterizacao.
Nosso foco estd em G e em ¢;, pois como cada ¢; € monomorfismo, podemos identificar G; como

sendo a imagem de G por ¢; e entdo considerar ¢; como a aplicagdo inclusio, se for conveniente.

2.7 Grupos abelianos livres

Definicao 21. Se S é um subconjunto do grupo G, entdo S gera G se cada elemento de G pode ser
escrito como produto de poténcias positivas e negativas de elementos de S. Ou equivalentemente,

S ndo estd contido propriamente em qualquer subgrupo de G.

Exemplo 11. Se S gera G, alguns produtos de elementos de S pode resultar na identidade de G.
Por exemplo,
(a) Sex €S, ol =1.

(b) Se G é grupo ciclico de ordem n gerado por {x}, entdo x"* = 1.

Definicao 22. Qualquer produto de elementos de S que resulta na identidade, chamamos de
relacdo entre os elementos do conjunto gerador S. Isto é, dados x,y € S, se xy =1 entdo xy é

uma relagdo de S.
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De modo informal, consideraremos dois tipos de relagdes: as relagdes triviais sao
aquelas que provém diretamente dos axiomas de grupo, isto €, independe da escolha de S e G, por
exemplo, (a) do Exemplo 11, ja as relacdes ndo triviais, sdo aquelas que ndo sdo consequéncias

dos axiomas de grupo, ou seja, depende da escolha de S e G, ver Exemplo 11 (b).

Definicao 23. Seja S um conjunto de geradores de um grupo G. Dizemos que G é gerado
livremente por S ou que G é um grupo livre de S no caso que existem relacoes ndo triviais entre

os elementos de S.

Podemos descrever um grupo simplesmente pela listagem dos elementos de S e as

relagdes ndo triviais entre eles.

Observacao. Vejamos algumas observacoes a cerca do conjunto S de geradores de um grupo G,

e as relacoes ndo triviais.

1. Seja S um conjunto de geradores de G, e seja f : G — G’ um epimorfismo, isto é, G’ é
a imagem homomorfica de G. Entdo o conjunto f(S) é um conjunto de geradores de G'.
Ainda mais, qualquer relacio entre elementos de S também serd uma relacdo entre as suas

imagens por S, em f(S). Logo, G’ satisfaz as mesmas relagdes que G, ou até mais.

Demonstracio. Mostraremos inicialmente que f(S) é um conjunto de geradores de G'.
Com efeito, seja’y € G', entdo como f é sobrejetiva, temos que existe x € G tal que y =
f(x). Desse modo, x = sy ---sy,, onde sy, ...,s, €S, dai f(x) = f(s1---5n) = f(s1) - f(sn),
uma vez que f é homomorfismo. Isso mostra que todo elementoy € G' é escrito como
y = f(s1)...f(sn). Logo, f(S) é um conjunto de geradores de G'. Seja xi---x, = 1
uma relacdo entre os elementos xi, ...,x, € S, entdo f(x;---x,) = f(1), isso implica que
f(x1) -+ f(xn) = 1, com certo abuso de notagdo onde 1 é a identidade em G e em G, isso

mostra que f(x1)--- f(x,) = 1 é uma relagdo entre os elementos f(x1),..., f(xn) € f(S).

2. Seja S um conjunto de geradores de G e seja f : G — G’ um homomorfismo arbitrario.

Entdo, f € totalmente determinada por sua restricdo ao conjunto S.

Demonstracao. De fato, decorre imediatamente da demonstracdo acima. Dado qualquer
y € G, existem f(s1),...,f(su) € f(S), tais que y = f(s1)--- f(sn). Portanto, f estd

totalmente determina por sua restri¢do ao conjunto S.
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Observe em (2) que nem toda aplicacdo g : S — G’ pode ser extendida no homomorfismo
f: G — G e arazio intuitiva para isso é que pode existir uma relaciio nio trivial entre os

elementos de S que ndo é satisfeita em g(S), ver Exemplo 11 (b).

Definicao 24. Seja S um conjunto arbitrdrio. Um grupo abeliano livre no conjunto S é um grupo
abeliano F com uma fungdo ¢ : S — F tal que a seguinte condigdo seja satisfeita: para qualquer
grupo abeliano A e qualquer fun¢do Y : S — A, existe um vinico homomorfismo f : F — A tal

que o seguinte diagrama comuta.

Proposicio 17. Sejam F e F' grupos abelianos livres no conjunto S com respeito as funcées
¢o:S—Fe (p/ 'S~ F/, respectivamente. Entdo, existe um uinico isomorfismo h : F — F " tal
que o seguinte diagrama comuta

S 2 F

N

F/

Demonstracdo. Como F e F' sdo grupos abelianos livres no conjunto S com respeito as funcées
©:S—Feq :S— F' respectivamente, entdo existem tinicos homomorfismos h: F — F' e

W' : F' — F tais que os seguintes diagramas comutam

4
STF

N

F/

/

%
S —F

N

F

Desse modo, Wh = idr e hh' = id} e portanto W=h! ]

Com o que j4 foi feito, ndo estd claro se dado um conjunto S, vai existir um grupo
abeliano livre F no conjunto S. Além disso, mesmo que F exista, perceba que ¢ ndo precisa ser

uma fung¢@o injetiva e também que F ndo seja gerado por @(S).
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Proposicao 18. Seja S um conjunto e F o grupo abeliano livre gerado por S, com a fungcdo

¢©:S— F. Entdo ¢(S) gera F.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que ©(S) ndo gera F, entdo existe um elemento de F que
ndo pode ser escrito por poténcias positivas e negativas de elementos de S. Entdo, considere o
subgrupo F' de F tal que @(S) gera F'. Isso contradiz a equivaléncia da definigdo 21, pois S

estaria contido propriamente em um subgrupo de F. 0

Vamos considerar a seguinte situagdo. Assuma que {S;: i € I} é uma familia de
subconjuntos nao vazios de S, os quais sdo 2-2 disjuntos e tais que S = US,; Para cada indice
i € 1, seja F; um grupo abeliano livre sobre S; com respeito a fungdo ¢; : S;e; F;. Denote por F' o
produto fraco dos grupos F;, Vi € I, e seja n); : F; — F o monomorfismo natural. Como os S; sdo

2-2 disjuntos, podemos definir uma fungéo ¢ : S — F pela regra @|s, = 1;¢;.

Proposicao 19. Com as hipoteses acima, F é um grupo abeliano livre no conjunto S com respeito
a fungcdo @ : S — F. Isto é, o produto fraco de qualquer colecdo de grupos abelianos livres é um

grupo abeliano livre.

Demonstracao. Seja A um grupo abeliano e y : S — A uma fungdo. Queremos mostrar a
existéncia de um tvnico homomorfismo f : F — A tal que v = f¢@. Para cada i € I, seja
V; : Si = A a restricdo Y|s,. Como F; é um grupo abeliano livre sobre S;, existe um tinico

homomorfismo f;: F; — A tal que o seguinte diagrama é comutativo.

F

iy
T

A

Si

Pelo teorema 4 existe um vinico homomorfismo f : F — A tal que para cada i € I, o diagrama
comuta
2t
f
f\“

' A

F;

Desse modo, também comuta o seguinte diagrama
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Vi f

e como Q|s, = N;Q;, podemos simplificar o diagrama acima em

0ilS;
S — F
w\ /f
A

s, paratodoi€leS = USi’ entdo usando o fato de que
icl
s.» logo W = f@. O que prova a existéncia. Para provar a unicidade, considere f : F — A

Dai, temos que W; = f@

Vi=y
um homomorfismo tal que Y = f@. Defina f; : F; — A por f;: fn;. Segue de y; = fi@; que

fioi = fnigi = fols, = Wils, = v
uma vez que F; é um grupo abeliano livre em S; com respeito a @;. Portanto, f é iinica 0

Uma aplicagdo interessante do teorema anterior é supor S = {x; : i € I} e para cada
i € I, tomar S; = {x;} unitdrio e F; um grupo ciclico infinito consistindo de todas as poténcias
positivas e negativas do elemento x;, isto é, F; = {x! : n € Z}. Seja ¢; : S; — F; a aplicagdo
de inclusdo, isto é, @;(x;) = xl-'. Entdo, concluimos que F; € um grupo abeliano livre sobre S;.
Logo, todas as condi¢des do teorema anterior sdo satisfeitas. Portanto, concluimos que um grupo
abeliano livre no conjunto S € o produto fraco da colecdo dos grupos ciclicos infinitos, com
cardinalidade igual a de S.

Como F € o produto fraco de F;, qualquer elemento g € F € da seguinte forma: para
qualquer indice i € I, a i-ésima componente g; = x?i, onde n; € Z e n; = 0 exceto para uma

quantidade finita de indices i. Além disso, a funcdo ¢ € definida, para cada indice j, por

(pxi); = .
xja l#]

desse modo ¢ € injetiva. Se quisermos, podemos identificar cada x; € § como sua imagem

¢(x;) € F. Entdo, S se torna um subconjunto de F, e podemos expressar cada elemento g # 1,
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unicamente como g = xZ‘ --~xZ(" , onde os indices iy, ...,i; sdo todos distintos, € ny,...,n; sao
inteiros nao negativos. Essa expressao para g € tinica exceto pela ordem dos fatores. Além disso,
cada produto dos xis representam um tnico elemento g # 1 de F. O que deixa claro que F é
gerado pelo subconjunto S = ¢(S). Essa identificacdo é comum para grupos abelianos livres e
¢ se tornard a inclusdao. Um outro caminho para a construg¢do de grupos abelianos livres seria
definir um grupo abeliano F ser livre no subconjunto {x; : i € I} C F, se cada elemento g # 1
admite a expressio g = x;lll . -xZ(" a qual € unica considerando a ordem dos fatores. Esta segunda

constru¢do embora mais facil ndo permite a generalizacdo para grupos nao-abelianos.

Proposicao 20. Qualquer grupo abeliano é a imagem homomorfica do grupo abeliano livre, isto

é, dado um grupo abeliano A, existe um grupo abeliano livre F' e um epimorfismo f : F — A.

Demonstracao. Seja S C A o conjunto gerador de A, e seja F o grupo livre sobre o conjunto S
com respeito a fungdo ¢ : S — F. Seja y : S — A a inclusdo. Por defini¢cdo de grupo abeliano
livre, temos que existe um homomorfismo f : F — A tal que f@ = y. Como Y é a inclusdo e S é

gerador garantimos que f(@Q(S)) = y(S) = S. Portanto, f é epimorfismo O

Esta proposi¢ao nos permite dar sentido a no¢cdo de relacdo nao trivial entre os
geradores de S. Sejam A,S,F e f como na proposi¢do acima, definimos r # 1 elemento do
niicleo de f, como uma relagdo nao trivial entre os elementos de S. Se {r; : i € I} é uma colecdo
destas relagdes, e r € um elemento do subgrupo de F gerado pelos s, entdo a relagio r € dita ser
uma consequéncia das relagdes ris. Isso significa que r pode ser escrito como produto dos s e
Seus Inversos.

Se a cole¢do R = {r; : i € I} gera o niicleo de f, entdo o grupo A é completamente determinado
pelo isomorfismo do conjunto gerador S e as relagdes {r; : i € I'}. Isto é, A é isomorfo ao grupo

quociente F\ < R >.

2.8 Produto Livre de Grupos

Definicdo 25. Seja {G; :i € I} uma cole¢do de grupos, e assuma que para cada indice i € 1
existe um homomorfismo @; : Gi — G. Dizemos que G é o produto livre ou coproduto dos G;
com respeito aos homomorfismos @; se, e somente se, satisfaz as seguintes condicoes: Para
algum grupo H e quaisquer homomorfismos ; : G;i — H, i € I, existe um tinico homomorfismo

f: G — H tal que para qualquer indice i € I, o diagrama comuta
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Proposicio 21 (Unicidade). Assuma que G e G' sd@o produtos livres de uma colecdo {G; :i € I}
de grupos, com respeito aos homomorfismos @; : G; — G e q)i/ : G; — G, respectivamente. Entdo,

existe um tinico isomorfismo h : G — G’ tal que o seguinte diagrama comuta, para todo i € I

G

o
h

Demonstracao. Andlogo a Proposicdo 16.

E sabido que o produto livre estd bem definido e que € tnico. Mas, uma pergunta
que ndo respondemos ainda € sobre a existéncia, isto é, sempre existird o produto livre de uma
colecdo de grupos? E a resposta é sim! Mas, ndo demonstraremos neste trabalho. Vocé podera

encontrar na referéncia [2].

Teorema 5 (Existéncia). Dada qualquer colegdo {G; : i € 1} de grupos, o produto livre desta

colegdo existe.

Definicao 26. Dada uma aplicacdo G X E — E, (g,x) — gx, tal que Vg € G e Vx € E satisfaz
1. Vxe€E, Ix=x;

2. Vx € E, g1,82 € G, tenha-se (8182)x = g1(82x)

Considerando a defini¢do acima, seja g € G; e (xy, ..., X, ) € W; definiremos g(x1, ..., X,)
como

Caso 1. x| ¢ G;. Entdo, se g # 1 temos

(X1, ey Xn) = (&,X1, ey Xn)

Na palavra vazia, g() = (g)-
Se g =1, entdo

(X1, ey Xn) = (X1, 00y Xpn)-
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Caso 2. x| € G;. Entao,
(gX1,X2,.--sXn), s€ gx] # 1

g(X1y ey xy) =
(X2, .0y Xn), S€ gx] =1

Note que se gx; = 1 e n = 1, fica entendido que g(x;) = ().
Propriedades da left-operation de G; em W. Seja w € W, entdo sdo satisfeitas:
1. Iw=w;
2. (g8)w=2g(g'w):
Portanto, cada elemento g € G; pode ser considerado como uma permutacdo do
conjunto W, e G; pode ser considerado como subgrupo do grupo de todas as permutagdes de W.
Seja G o subgrupo do grupo de todas as permutagdes de W o qual é gerado pela unido dos G's.
Entdo, G contém cada G; como um subgrupo; e seja ¢; : G; — G a aplicagdo inclusao.
Veja que qualquer elemento de G pode ser escrito como produto finito dos elementos de G's.
Observe também que se dois fatores consecutivos no produto vem do mesmo Gj, entdo podem
ser colocados como um fator sé. Portanto, qualquer elemento g # 1 de G pode ser expresso
como um produto finito de elementos de Gﬁs de forma reduzida, isto €, fatores consecutivos nao
pertencem ao mesmo grupo, logo nenhum fator € a identidade. Seja g # 1 um elemento de G na

sua forma reduzida, essa forma € dnica se

g:g]gZ"'gm:hth"'hn

dois produtos em sua forma reduzida, entio m =n e g; = h;, para 1 <i < m. Isso vem do fato de
que se considerarmos as permutagdes de g1 --- g, € hy - - - h,, sobre a palavra vazia, os resultados
serdo as palavras (gi,...,gm) € (h1,...,h,), respectivamente. Pois, estas duas palavras sdo iguais.
Portanto, a sua forma reduzida € tnica.

Desse modo fica claro como formar o inverso de um elemento em G na sua forma

= g;ll ---g]_]. Agora, fica

reduzida. Seja g = g1 - - - gm, €ntdo seu inverso serd escrito como g
facil de verificar que G € de fato o produto livre dos G's com respeito a ¢/s. Entdo, sendo H
um grupo e seja ; : G; — H, i € I, uma colecao de homomorfismo. Defina a funcdo f: G — H
como segue: escrevendo g # 1, em sua forma reduzida, temos g = g1...8m, 8k € Gi, 1 <k <m,

entao

f(g) = (vi,g1)(Vi,82) - (Wi, &m)
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e como f(1) =1, uma vez que y;, ¢ homomorfismo. Portanto, f ¢ um homomorfismo tal que
faz o diagrama comutar ]
Como os homomorfismos @; : G; — G sao monomorfismos, é comum identificar
cada grupo G, por sua imagem sobre @;, e considerd-lo como subgrupo do produto livre G.
Entdo, @, torna-se a inclusao.
Relembre dois fatos importantes da demonstragao do teorema anterior:
a) Qualquer elemento g # 1 do produto livre pode ser expresso de maneira tinica como sendo
o produto das formas reduzidas dos elementos dos grupos G;.
b) As regras de multiplicagcdo de dois produtos reduzidos sao obviamentes as naturais.

Estes fatos nos fornece nogdes sobre a estrutura do espaco do produto livre de grupos.

Exemplo 12. Sejam G| e G, grupos ciclicos de ordem 2, Gy = {1,x1} e G, = {1,x;}. En-
tdo, qualquer elemento g # 1 do produto livre de G| com G, , pode ser escrito unicamente
como produto de x| e xp, com fatores x| e xp alternando-os. Por exemplo, x1,x1x3,X1X2X] ou
X2,X2X1,X2X1X2, etc. sdo elementos do produto livre. Note que os elementos x1x; e xpx1 sdo de
ordem infinita, e sdo elementos distintos. O que é uma grande diferenca do produto direto ou
do produto fraco de G| com Gy, com relacdo ao produto livre. O produto direto é um grupo

abeliano de ordem 4, jd o produto livre é um grupo ndo abeliano com ordem infinita.

Daremos uma notagdo para o produto livre dos grupos G1, G, ...,G, por G x Gy *
-G, ou H *G;. J4 0 o produto livre de uma familia de grupos {G; : i € I} é denotado por

1<i<n
*ie1Gi.

2.9 Grupos livres

A construgdo do grupo livre € exatamente a mesma do grupo abeliano livre.

Definicao 27. Seja S um conjunto arbitrdrio. Um grupo livre no conjunto S (ou um grupo livre
gerado por S), é um grupo F com respeito a funcdo @ : S — F tal que satisfaz as seguintes
condigoes: Para qualquer grupo H e qualquer fungdo y : S — H, existe um tinico homomorfismo

f: F — H tal que o seguinte diagrama comuta

0 F
S/ f

[

H
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Proposicio 22 (Caracterizacio). Sejam F e F' grupos livres no conjunto S, com respeito as
funcoes ¢ : S — F e @' : S — F', respectivamente. Entdo, existe um tinico isomorfismo h: F — F’

tal que o seguinte diagrama é comutativo:

o o F
S/ h

-

F/

Dado um conjunto S arbitrario, serd que o grupo livre sobre § existe? E quais sdo
suas propriedades? Mostraremos a seguir. A construcdo serd andloga ao que foi feito a grupos
abelianos livres.

Assuma que S = US,-, com §; subconjuntos disjuntos e nao-vazios. Para cada indice i € I, seja
F; um grupo livrel:eslobre F;, com respeito a funcdo ¢; : S; — F;. Denote por F' o produto livre

dos grupos F; com respeito aos homomorfismos 1; : F; — F (monomorfismos). Como cada §; é

disjunto, podemos definir a fun¢do ¢ : S — F pela regra ¢|s, = 10;¢;.

Proposicao 23. Sobre as hipoteses acima, F é o grupo livre sobre o conjunto S com respeito a

fungcdo ¢ : S — F. Em outras palavras, o produto livre de grupos livres, é um grupo livre.

Aplicaremos essa proposi¢ao para mostrar a existéncia do grupo livre.
Seja § = {x; : i € I} um conjunto arbitrdrio ndo-vazio, e para cada i € I, defina S; = {x;}. Seja F;
o grupo ciclico infinito gerado por x;, isto é, F; = {x}' : n € Z}, e considere ¢ : S; — F; a aplica¢do
inclusdo. Entdo, F; é claramente um grupo livre sobre S; com respeito a aplicacdo ¢;. Como as
hipéteses da proposi¢do anterior sdo satisfeitas, concluimos que F € um grupo livre sobre S com
respeito a funcdo ¢ : § — F. Note que F € o produto livre de grupos ciclicos infinitos. Cada

elemento g # 1 do grupo livre F pode ser expresso unicamente na forma

— 4,2 N
=X X" X
onde xy,...,x; € Seny,...,n;y € Z—{0}. Tal expressdo de g, € dita ser a sua forma reduzida de

elementos de S. E a identidade 1 serd representada pela palavra vazia. O produto e os inversos

sdo andlogos o caso anterior. E ¢ : S — F é injetiva, logo F = ¢(S).



49
3 O TEOREMA DE SEIFERT-VAN KAMPEN

Utilizaremos como referéncia [6], faremos também uma apropiag¢do da sua notacao
para simplificar passos técnicos. Uma das mudancas € que reservaremos o simbolo * para
produtos livres, o - representard o produto de caminhos usual.

Nosso objetivo é encontrar o grupo fundamental de um espago topolégico X. E nossa
ferramenta, se baseia em encontrarmos dois abertos U e V contidos em X, cuja a unido seja X e
tais que U,V e U NV sejam conexos por caminho, com U NV ndo vazia. Além disso, devemos
também sermos capazes de calcular (U ), 71 (V) e m (U NV) e s6 entdo estaremos apto para
encontrarmos o 7j (X).

Primeiro, vamos encontrar as relacdes entre estes espagos utilizando as inclusdes

naturais
U
/ \
unv X
\ /
Vv
e que induzem inclusdes em seus respectivos grupos fundamentais, como vemos
abaixo
m(U,q)
/ \
m(UNV,q) m (X,q)

m(V,q)
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Vamos entdo inserir o produto livre de grupos 7 (U, q) * 71 (V,q) dentro do nosso
diagrama. Sejam 1y : (U, q) — m(U,q) x 71 (V,q) e ty : 1 (V,q) — m (U, q) * 71 (V,q) sdo as
injecOes candnicas. Pela caracterizagdo de produto livre, k, e /. induzem um homomorfismo

D:m(U,q)*m(V,q) = m(X,q) tal que o seguinte diagrama comute:

1 (U7Q)

| (Va q)

Definimos a aplicacio F : (U NV, q) — 711 (U, q) xm (V,q) por F(y) = (ix(7)) "' (j« (7))

Note que F ndo é homomorfismo. Seja N = F(m; (U NV, q) o fecho normal da imagem de F em

m (U,q) * T (V,q).

Figura 7 - Fatoracdo do loop a.
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Teorema 6 (Seifert-Van Kampen). Seja X um espaco topologico. Suponha U,V C X abertos
cuja unido é X, e satisfazendo que U,V,U NV sdo conexos por caminho. Entdo, para qualquer
q € UNV, o homomorfismo ® : w1 (U,q) «m (V,q) — m1(X,q) é sobrejetivo, e seu niicleo é

N=F(m(UNV,q)). Portanto,

71 (X,q) = 1 (U, q) * 11 (V,q) / FmUAV,a).

Demonstracao. Faremos a prova em 3 etapas: 1) ® é sobrejetiva, 2) N C Ker® e 3) Kerd® C N.
1) @ é sobrejetiva: De fato, seja a € (X ,q). Considere o loop a : [0,1] — X um representante

da classe o. Tome n € N tal que 1 /n < niimero de Lebesgue da cobertura a™ ' (U),a (V) de

[0,1]. Logo,
L
a([l ,iDcUouV,\ﬁzl,...,n.
n n

Denote por a; o caminho

0, l]fungd_oc>4ﬁm {i— 1 , i} al[(ii/g,i ] UouV.
n o n

Dai, segue que a = ay -a,—1---a,. Desse modo, temos que a classe de a em X tem fatores
lalx =ay - anlx. Mas, o problema dessa fatoracdo é que os caminhos a; ndo sdo loops em
geral. Para remediarmos isto, para cada i = 1,...,n — 1, tome um caminho h; de q até a(i/n)
como na Figura 7 - Fatoragdo do caminho a. Se a(i/n) € UNV, tome h; inteiramente em U NV ;
caso contrdrio, escolha tome h; onde estiver a(i/n), isto é, em U ou em 'V, isso podemos pois
U,V e UNYV sdo conexos por caminho. Entdo, pondo d; = h;_1 -a; - hi_l, e onde hy e h,, sdo
constantes igual a q. Neste caso, cada d; é um loop com base em q e estdo inteiramente contidos
em U ou em V. Segue facilmente que a pode ser decomposto por |alx = [d} -+ (nlx-

Considere um elemento

y=ldilu x[a@lv * - x[dn]v € m(U,q) xm(V,q),

entdo temos
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E portanto, ® é sobrejetiva.

2) Provaremos que N = F(m;(UNV,q)) C Ker ®: Como Ker ® é normal, basta mostrarmos

que F(m(UNV,q)) C Ker ®. De fato, seja [alyny € m1(UNV,q) um elemento arbitrdrio.

Entdo,

®oF([aluny) = P((ix([alurv) " * (i ([aluw))
(

(
ko ((a

o *[aly)
o)« @([a]v)
o) - L((alv)

[a']x - [a]x

I
Oy

a
a

=lalax=1.

Como queriamos demonstrar.
3) Provaremos que Ker ® C N: Seja y = [a1|y * [az]y * - * [ax|y € m(U,q) xm(V,q), um

elemento arbitrdrio no produto livre, e suponha que ®(y) = 1. Dai, temos

1 =®(y) = ®([ar]y * [az]v * - - - * [a]v)

=®([ar]y) *P([az]v) * - -+ P([ax]v)

Isso € equivalente a dizer que ay - ay - - - ay ~ ¢4 (loop constante em q). Precisamos mostrar que
X

YEN.

Seja H : I x I — X uma homotopia de caminhos de ay -ay---ay para c¢; em X.
Pela proposicdo do niimero de Lebesgue (encontra-se em preliminares), podemos subdividir

I X I em quadrados de lados 1/n < niimero de Lebesgue. Entdo, H leva cada quadrado

S 1
Sij:{l ,i}x[] ,i},emUouemV.
n 'n n 'n

Y

L , . _ i—1 i
Vamos denotar por vij = H(i/n, j/n), a;; é a restri¢do de H no conjunto { —] X
non

n n 'n
trizados em I como mostra na figura abaixo.

. . 1
{l} e bjj é a restrigdo de H no conjunto {i} X {] , l] , ambos adequadamente parame-
n
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a1p ... Qin s Opn
T T T T
I 1 | [

I 1 | [
Bt it ettty ety it
| 1 | [

I 1 | [

I [
| Sij |
Yo —====
| I | I
| 1 | [
L Lt o | ey
I [ | [

I 1 I [
| 1 | |

a1 ... Qi S A1)

Figura 8 - Parti¢cdo do quadrado Ix/ e a acdo da homotopia H.

A restri¢do de H na borda inferior do quadrado (quando t = 0), temos H(s,0) =
ap-ay---ay. Tomando n um poténcia de 2 suficientemente grande, podemos garantir que os
pontos finais dos caminhos a; neste prouto sdo da forma i/n, entdo o caminho obtido restrigindo

H para a borda inferior do quadrado também pode ser obtida por

Ho~ay---ax~ (a10--apo) - (a0 -ano).

No produto livre, isso significa que

'}/: [alo.apo]U. [aro...ano]v_

Veja que ndo podemos abrir esses fatores em [ayo|y * [axo|u * ... e assim por diante,
pois estes caminhos ndo sdo loops com ponto base em q, logo ndo podemos fazer esse passo.
Mas, isso pode ser facilmente consertado, para cada i e j, escolha um caminho h;j de q para v;;
e faremos as seguintes escolhas: o caminho h;j estard em U NV se v;; € UNV, caso contrdrio,

estara em U ou em V, e ainda se vij = q, escolha h;j = c,. Entdo, podemos definir os loops,

dij:hi—l,j‘aij‘h;jl; B,‘j:/’lhj_]'bij'h;jl, (91)

onde cada um deles estd inteiramente em U ou em V. Entdo, 'y pode ser fatorada como

Y = [dlo]u * [a20]u * - - * [anolv. (9-2)

Queremos mostrar que a expressdo (9.2) modulo N para y pode ser trocada pela seguinte

expressdo que é obtida através da restricdo de H para a linha do topo dos quadrados da
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primeira linha:

Y= lat1]u *-- *[du]y (mod N)

Repetindo esse argumento, podemos sempre subirmos para a proxima linha e por indugdo,

provaremos que

Y= [dip)u * - *[@pn]y (mod N).

Mas, a borda superior do quadrado IxI (quando t = 1), é levada por H no ponto q, entdo cada
din € igual ao loop constante cy, e logo este iiltimo produto é igual a identidade. E portanto
Y € N, terminando a prova.

Prova da indugdo: O caso base é a expressao (9.2). Suponha que existe j— 1 tal que

vY=laj-lu - [anj-1lv (9.3).

provaremos que Y é equivalente moédulo N, para a mesma expressdo trocando j— 1 por j.

Primeiro observe o seguinte fato: Suponha que a : 1 — U NV é um loop. Entdo, [a]y

e [aly estdo na mesma classe no produto livre médulo N, pois
[aly xN = [a]y * ([a]&l x [aly)* N = [a]ly * F([alyny) * N = [a]y *N.
Desde que N é normal, isso também implica que
xx[alyxy*xN=xx[aly *Nxy=xx|a]ly * Nxy=xx[a]ly *y*N,

para quaisquer x,y no produto livre. Portanto, contato que estivermos calculando médulo N
ea:l—UNV, sejaum loop em U NV, podemos trocar livremente [a]y e [aly, onde quer que

estes termos aparegcam.

Considere um quadrado S;; qualquer, e suponha pela defini¢do de H que H leva S;;

emV. O bordo de S;j, percorrido no sentido hordrio comeg¢ando no vértice inferior esquerdo, é

-1

descrito pelo caminho (bi_1 - ajj)- (bi_j] -a; j—l)' Pela proposicdo 9, isso significa que

ajj—1 f‘\; bi—1,j-a;j- bi_jl. (9.4)
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Usando a defini¢do de (9.3) dos loops a;; e b;j, em (9.4), temos

~ -1
dijj—1=hi—1j-1-aij-1-h; ;|

-1

. . . . ‘.. . _] .
’;hzfl,rl bi1,j-aij-bi; b,

-1

—1 —1 —1
’;hifl,jfl'bifl-,j'hi—l.,j'hiflvj'aij'hij ‘hij'bij -1

A ~ 71
f‘\; biflyj “a4ij 'bij (9.5)

Agora, comegando com a expressdo (9.3) para . Para cada fator [d; j—1]u, cheque
quando o quadrado S;;j abaixo estd sendo levado em U ou em V. Se ele for levado em V, entdo
d; j—1 deverd ser levado em U NV, para ser substituido pelo fator ai. j—l]v (mod N). De maneira

andloga, faca esse ajuste quando d; jy estiver em U.

Por (9.5), podemos substituir cada fator [G; j—1]v por [bi—1 jlv * [d@ij]v * [B;jl]v, e da

mesma maneira para fatores em U. Portanto,

Y= [bojlu * [a@ijlu by} Tu -+ (a1 jlv * [@njlv % B, ]v (mod N)

= [dlj]U*"'[dnj]V (mod N)

Pois, os fatores b;j interiores, eles vdo se cancelando apds a substituicdo, jd by; e

by, j sd@o ambos iguais ao loop constante c,. Isso conclui a demonstragdo de indugdo e a prova

do teorema O]
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4 APLICACAO

Usaremos o teorema de Seifert-Van Kampen, para calcular o grupo fundamental de

casos particulares, o espaco S v $! conhecido como 8, 0 espago T? (toro) e o T*#T? (bitoro).
4.1 Espaco stvs!

Seja X um espago topoldgico tal que X =U UV, UNV = {0}, e U e V sdo home-
omorfos ao circulo S'. X pode ser visualizado como a curva como forma de um 8, como no

gréfico abaixo.

Provaremos inicialmente que a figura 8 (em vermelho), € homeomorfa a figura 8

poligonal (em azul).

Podemos criar um homeomorfismo conforme o grafico acima, escolhendo um ponto
qualquer do poligono (x,y), e associando a um unico ponto do circulo que sera dado pela

diferenca de (x,y) com (1,0), normalizado. Desta forma, podemos explicitar o homeomorfismo
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dadoporh: Q1 V Q> —~Sstvst,

1
o Ly) +(1,0), Vx,y € 0
h(x,y) = ||(X—11,y)||
 (x+1,y)4(=1,0), Vx,
s L L0, e

Com isso, podemos trabalhar apenas com o poligono Q1 V Q.

Podemos tomar dois abertos By, B, C R? tais que os subconjuntos abertos U e V de
01V Q> sao exatamente como no grafico abaixo:

y y

E ficil ver que Q1 VQr, =U UV, que UNV # 0, U e V sdo abertos e conexos por
caminhos. Sdo conexos por caminhos, pois dados dois pontos quaisquer em U ou em V, podemos
liga-los por pedacgos de segmentos de retas. Observe também que U NV € conexo por caminhos.
Note que do ponto base 0 até qualquer outro ponto de U NV podemos ligd-los por segmentos,
onde todos os pontos pertencem ao conjunto U NV, isto €, U NV € um conjunto estrelado em

(0,0) que é sempre contratil e portanto 71 (U NV,0) é trivial.
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unv

Mostraremos agora que U € homotopico a Or ~ § leve homotdpico a Q1 ~ S L
Faremos o caso U e o caso V € andlogo, basta fazer algumas alteracdes na homotopia. Considere

tu,se —1<x<0 ,
H:I1xU — Q,,dado por H(t,u) = ,onde u = (x,y) € U. E continua pois

u,se0<x<2
trata-se de sentencas de fungdes continuas bem coladas em (0,0). Entdao, H é uma homotopia

entre U e Q,. Portanto, 1y (U,0) ~ m;(0,,0) ~ m;(S%,0) e m(V,0) ~ 7 (Q1,0) ~ 7 (S,0),
temos pelo Teorema de Seifert-Van Kampen que 7;(X,0) ~ 71 (U,0) 711 (V,0) ~ m(S',0) *
7 (S1,0) = Z+Z. O

Proposicao 24. Seja X a unido de n circulos com um ponto em comum, n > 2, isto é, X =
A1UAU---UA,, onde cada A; é homeomorfoa S, e, se i+ j, A; NA;j={xo}. Entdo, m(X,x0) =
WA =S % xS =L T+

Demonstracao. Andlogo ao caso anterior.

4.2 Espaco T’

Como aplicacdo do Teorema de Seifert-Van Kampen, queremos calcular o m; (TZ),
a superficie conhecida como Toro. Podemos representar o Toro como o espago obtido pela
identificacdo faces opostas de um quadrado via relagdo de equivaléncia. Pois, demonstra-se em
Topologia Combinatoria, vide [Seifert e Threlfall 1980], que toda superficie compacta é o espago
quociente de um poligono plano por uma relacdo de equivaléncia segundo a qual os lados que

constituem o bordo do poligono sao identificados dois a dois.
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O Toro, tem sua representacdo poligonal como abaixo

a

que € o espago quociente dado pelo quadrado e pelas relagcdes entre os lados opostos.
Considere U = B(gq,r) uma bola aberta de centro g = (1/2,1/2) eraior,r<1le
considere V = T2 — {q}. Claramente, U e V sdo abertos, e conexo por caminhos. Além disso, ja
sabemos que 71 (U) € trivial, pois U é uma bola aberta.
Para calcularmos o 7; (V'), mostraremos que V é homotdpico ao bordo do quadrado.
Como R? é um espaco vetorial de dimensao finita, todas as normas sdo equivalentes e continuas.
Dai, tomando |.|;4x @ norma do maximo e dado z = (x,y) qualquer, a homotopia sera definida

pela projecao radial com norma do maximo.

Desse modo, temos

H(t,2)=(1-1)(z—q) +t——1—
‘Z —q |max

Entdo, como V € homotdpico ao bordo do quadrado, e que via relacdo de equivaléncia
esse bordo do quadrado é homotdpico a dois circulos com um ponto em comum. Pelo exemplo
anterior sabemos entdo que 7y (V) = Z x Z.

Para a interse¢do, basta notar que U NV = B(q,r) \ {¢}. Entdo, é um resultado

conhecido que o anel circular (disco menos um ponto) € homotdpico ao circulo, basta usar



60

novamente a homotopia pela projecao radial, com a norma euclidiana. Desse modo, 7 (U NV) =
Z. Diferente do caso anterior, o grupo fundamental da interse¢do nao € trivial, teremos que
entender como funcionam as classes de caminhos que saem de U e V para X, isto €, estamos
interessados em entender o comportamento de i, (o) ! j. (o), onde o é um caminho em X.
Seja ¢ uma curva fechada em U NV, entdo temos que i ([c]unyv) = [c]u = [¢q]u, pois

om (U) é trivial. J4, j.([c]unv) = [c]y vamos procurar entender melhor.

Como mostramos que 71 (V) é homotdpico ao bordo, temos que qualquer curva
fechada é escrita pelo produto dos seus geradores, logo ¢ ~ aba™'b~!, logo [c]y = [aba'b~1]y.
Dai, temos que 1 = ® (i, ([c]lyry) ™ ju ([clunv)) = @([c]v) = [aba™'b~'x, e portanto, [aba~ b~y =

1 = ab ~ ba. Portanto, pelo Teorema de Seifert-Van Kampen temos que
(T =m(U) s 7 (V) /ab ~ ba = Zx 7./ ab ~ ba.
Como estamos quocientando o Z x Z pelo subgrupo normal dos comutadores, entio
m(T?) =Z*ZJab~ba~Z7ZxZ.

O
Toda curva fechada em T2 pode ser vista como as curvas geradas pelas poténcias
n m ¢ oA SR n pmy J
de a" e b™, dai fazemos uma associagio bijetiva (a",b™) ¥ (n,m). Desse modo, se temos as

palavras a" x b™ s a* x b' = " b isto &, (n,m) + (k,1) = (n+k,m+1).
4.3 Espaco T?#T?

Esta demonstragcdo segue de maneira andloga a anterior, como T*#T? é uma superfi-
cie compacta, logo € o espago quociente de um poligono plano por uma relagao de equivaléncia

segundo a qual os lados que constituem o bordo do poligono sdo identificados dois a dois.
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A representacdo poligonal do bitoro serd dada por

Considere X = T*#T%, U = B(q,r) e V = T*#T? — {¢}. Desse modo, teremos 7, (U)
é trivial. Com homotopia radial, teremos que 7 (V) ~ Bd(X) = S' VS VS VS ~ Z« Zx 7+ Z.
E por fim, 7; (U NV) = Z, novamente usando homotopia radial.

Precisamos entender como funciona as inclusdo das palavras da interse¢cdo em U
e em V. Dado um caminho fechado ¢ na intersec¢ao, vejamos como se comportam as palavras

ix([clurv) " e ([cluny) € Kerd. Como 7y (U) é trivial e 71 (V) ~ Bd(X ), temos entio

1 =®(i.([c]urv) ™" j([Jurv))
=®([aba b cde™ a7 y)

=laba"'b cdcd k.
Logo, aba 'b"'cde™'d™! = 1. Dessa forma, pelo Teorema de Seifert-Van Kampen, temos que

(X)) =~ (U) s m (V) \ [aba b ede™a™! = 1]

7 (T*#T?) ~Zx L+ L+ 7\ [aba~ ‘b~ 'edc™'d ™ = 1]

De maneira geral, temos o seguinte resultado.

Proposicao 25. O grupo fundamentalde de uma superficie compacta orientdvel de género g > 1

possui 2g geradores o, 1,002, B, ..., 0, Bg e uma tinica relagdo

-1g-1 ~1g-1
aiprog By ..ogfeo, By =1
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