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Resumo

A evolução temporal de uma cadeia topológica Su-Schrieffer-Heeger é analisada por meio das
estatísticas de padrões de speckle. O surgimento de estados de borda topológicos afeta dramati-
camente as flutuações dinâmicas da função de onda. As estatísticas de intensidade são descritas
por uma família de distribuições qui-quadrado não centrais, com o parâmetro de não centralidade
refletindo no grau de localização do estado de borda. A resposta do contraste de speckle com
relação à dimerização da cadeia é explorada em detalhes, bem como o papel da desordem de
quebra de simetria quiral, número de estados de borda, sua lacuna de energia e os locais entre
os quais o transporte ocorre. Além de fornecer um local para personalização de speckle, nossos
resultados apelam ao uso de padrões de speckle para caracterização de propriedades topológicas
não triviais.

Palavras-chave: Cadeia quântica topológica, Simetria quiral, Speckles, Desordem.
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Abstract

The time evolution of a topological Su-Schrieffer-Heeger chain is analyzed through the statistics
of speckle patterns. The emergence of topological edge states dramatically affects the dynamical
fluctuations of the wavefunction. The intensity statistics is found to be described by a family of
noncentral chi-squared distributions, with the noncentrality parameter reflecting on the degree of
edge-state localization. The response of the speckle contrast with respect to the dimerization of
the chain is explored in detail as well as the role of chiral symmetry-breaking disorder, number of
edge states, their energy gap, and the locations between which the transport occurs. In addition
to providing a venue for speckle customization, our results appeal to the use of speckle patterns
for characterization of nontrivial topological properties.

Keywords: Topological quantum chain, Chiral symmetry, Speckles, Disorder.
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Capítulo 1

Introdução

Os speckles resultam da interferência entre múltiplas componentes de onda [1] e
se manifestam como texturas granulares aleatórias em imagens, por exemplo. Embora
esses padrões possam inicialmente parecer ruído aleatório, eles frequentemente revelam
um padrão de flutuação universal bem definido. Na realidade, os speckles têm uma ampla
gama de aplicações, incluindo imagens médicas [2], biossensores [3], caracterização de
superfícies [4], metrologia óptica [5] e manipulação de átomos frios [6, 7]. Portanto, há
um esforço considerável direcionado ao desenvolvimento de técnicas para a personalização
dos speckles [8, 9, 10].

O estudo dos padrões de speckle também possui um apelo mais fundamental, pois
pode revelar informações valiosas sobre o sistema subjacente que, de outra forma, seriam
difíceis de investigar. Recentemente, foi demonstrado que o emaranhamento resultante da
simetrização de bósons e férmions idênticos em uma rede se manifesta no comportamento
dos speckles de sua função de onda ao longo do tempo, exibindo estatísticas não-Rayleigh
[11]. Assim, a teoria do speckle pode ser utilizada para explorar fenômenos quânticos
como emaranhamento [11, 12, 13, 14], dinâmica quântica de muitos corpos [15] e eventos
extremos de cauda longa [16, 17]. Esses estudos recentes lançaram nova luz sobre o
papel da desordem na produção de eventos, como rogue waves, em cadeias quânticas de
baixa dimensão. Nesta dissertação, iremos focar na possibilidade de obter impressões dos
estados de borda topológicos por meio da análise de padrões de speckle. Redes topológicas
têm sido objeto de intensa pesquisa ao longo dos anos [18].

Sua robustez contra a desordem e as ricas propriedades de transporte associadas
às fases topológicas não triviais da matéria são vantajosas para implementações fotô-
nicas [19]. Para isso, consideramos uma cadeia topológica do tipo Su-Schrieffer-Heeger
(SSH), que segue um padrão dimerizado de acoplamentos fracos e fortes. Devido ao
bulk-boundary, um único ou um par de estados de borda emergem.

Ao mapear a evolução hamiltoniana unitária em modelos fasoriais aleatórios, deri-
vamos uma família de distribuições qui-quadrado não centrais que descrevem as flutuações
de intensidade local no modelo SSH. O grau de localização dos estados de borda controla,
em última análise, o contraste dos speckles. Também analisamos a influência da desor-
dem que quebra a simetria e dos locais de entrada e saída. Então, de maneira geral, essa
dissertação tem o objetivo de entender como o padrão de speckle pode ser usada para

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2

analisar a evolução temporal de uma cadeia topológica do tipo SSH. Para um melhor
entendimento do trabalho desenvolvido nessa dissertação, o trabalho está organizado da
seguinte maneira:

No Capítulo 2 iniciaremos abordando brevemente o conceito de topologia e como
ele se conecta as cadeias quânticas. Também é discutido o método tight-binding que
será usado para descrever as cadeias quânticas, e abordaremos o modelo de Anderson
brevemente para explicar a desordem em sistemas quânticos.

No capítulo 3 nos dedicamos a uma descrição detalhada do modelo SSH, onde
apresentamos o formalismo a ser empregado nesse tipo de cadeia topológica. Também
analisamos quando temos uma cadeia com infinitos sítios e quando ela é truncada, ou
seja, o número de sítios é finito, e com isso analisamos os casos onde a cadeia tem uma
fase topológica trivial e não trivial. Abordamos profundamente o caso não trivial, que é
quando surge os estado de borda, que é o objetivo central do nosso trabalho.

No capítulo 4 exploramos a origem e algumas características do fenômeno de spec-
kles, abordando conceitos essenciais para sua descrição. Primeiramente, discutimos a na-
tureza de uma caminhada aleatória e estabelecemos as premissas necessárias para analisar
as propriedades estatísticas da soma fasorial. A partir disso, derivamos duas distribuições
fundamentais para a compreensão dos resultados apresentados e, por fim, examinamos a
estatística de primeira ordem dos padrões de speckles.

No capítulo 5 Introduzimos a estatística de speckle para descrever uma cadeia
topológica do tipo SSH,focado apenas no caso não trivial, onde discutimos os resultados
obtidos a partir da evolução temporal do sistema.

E para finalizar, no capítulo 6 apresentamos a conclusão do trabalho realizado.

Insituto de Física — UFAL



Capítulo 2

Cadeias Quânticas Topológicas

2.1 Topologia

Uma primeira pergunta a se fazer antes de estudar cadeias quânticas topológicas
é: o que estuda a topologia? Topologia estuda se objetos podem ser transformados
continuamente uns nos outros, ou seja, se preocupa com as propriedades de um objeto
geométrico que são preservadas sob deformações contínuas como alongamento e torção,
isto é, sem fechar buracos ou rasgar[20, 21, 22]. Um exemplo de deformação contínua esta
na Figura 2.1.

Figura 2.1: Representação esquemática de uma deformação contínua que conecta dois
corpos geométricos (o donut e a xícara).

Fonte: Retirada da referência[22].

O que garante que a deformação que ocorre na Figura 2.1 é contínua é o teorema de
Gauss-Bonnet, que diz que, se S for uma superfície compacta orientável e K a curvatura
Gaussiana, então temos a seguinte expressão:∫

S

KdA = 2πχ(S) = 4π(1− g) (2.1)

onde χ(S) é a característica de Euler, que nesse caso é dado por χ(S) = 2− 2g e g

3



CAPÍTULO 2. CADEIAS QUÂNTICAS TOPOLÓGICAS 4

é o gênero da superfície [23, 24]. O g, que é um invariante topológico, nos dá a informação
de quantos buracos um corpo geométrico possui. No caso da Figura 2.1, tanto o toro
quanto a xícara possui um gênero g = 1, e quando colocamos na Equação 2.1, significa
que os corpos geométricos são praticamente equivalentes do ponto de vista topológico, e
que existe uma deformação contínua que permite converter um corpo em outro.

Dado essa pequena introdução sobre o conceito de topologia, vamos agora abordar
sobre como a topologia pode ser inserida no contexto da mecânica quântica.

2.1.1 Topologia na mecânica quântica

Como estudamos na sessão anterior, vimos que a topologia estuda como os objetos
podem ser transformados continuamente uns nos outros. Então podemos nos perguntar:
E como seria a topologia no contexto da mecânica quântica? Para responder essa pergunta
precisamos saber o que define um sistema na mecânica quântica. Um sistema quântico é
geralmente descrito por seu Hamiltoniano, que é um operador que dita a evolução tem-
poral do sistema [25]. O espectro de energias (os autovalores do Hamiltoniano) e os
autovetores (os estados quânticos) fornecem uma descrição completa do comportamento
do sistema. Então, quando introduzimos a topologia na mecânica quântica estamos inte-
ressados em propriedades do Hamiltoniano que não mudam sob deformações contínuas e,
essas propriedades topológicas podem ser caracterizadas por invariantes topológicos, que
são quantidades que permanecem constantes sob deformações contínuas do sistema [26,
27, 28]. Neste trabalho, vamos focar no invariante topológico conhecido como winding
number, que será melhor detalhado no capítulo 3. Esse invariante aparece frequentemente
em sistemas unidimensionais, como cadeias que usa o método tight-binding para descrever
o sistema. Além disso, o método tight-binding, detalhado na Seção 2.2, será fundamental
ao longo deste trabalho e será empregado na descrição do modelo SSH.

2.2 Método Tight-Binding

O método tight-binding é uma técnica amplamente usada na física da matéria
condensada para descrever, de forma aproximada, a estrutura eletrônica dos sólidos. No
caso de uma cadeia quântica unidimensional, como a representada pela Figura 2.2, quando
os átomos da rede estão muito distantes, podemos tratá-los separadamente, pois as funções
de ondas são ortogonais, o que indica que não há uma sobreposição entre os autoestados
dos átomos.

Porém, quando os átomos estão muitos próximo, e a rede é ordenada, há uma
sobreposição entre os seus autoestados e a função de onda não é mais ortogonal, ou seja,
as funções de onda se misturam e com isso formam estados de anti-ligação e ligação.
As sobreposições da função de onda ajudam o elétron a saltar de um átomo para outro,
ou seja, o elétron se desloca pela rede [29, 30]. Para entender melhor o método, vamos
considerar a aproximação de um único orbital por sítio e denotar |n⟩ como orbital ocupável
pelo elétron quando ele se encontra no sítio n. Com isso temos que o estado geral para
um elétron é dado por:

Insituto de Física — UFAL



CAPÍTULO 2. CADEIAS QUÂNTICAS TOPOLÓGICAS 5

Figura 2.2: Representação artística de uma rede cristalina unidimensional. O átomo
destacado com o padrão quadriculado representa a célula unitária da rede, e J denota o
parâmetro de hopping.

Fonte: Autor, 2024.

|ψ⟩ =
∑
n

ϕn|n⟩ (2.2)

Vamos aplicar o Hamiltoniano a esse estado geral,

H|ψ⟩ = E|ψ⟩ (2.3)

O Hamiltoniano é dado por:

H = K +
∑
i

Vi (2.4)

onde K é a energia cinética e Vi é a energia potencial que é dado por

Vi = V
(
r⃗ − R⃗i

)
(2.5)

onde r⃗ é a posição do elétron e R⃗i é a posição do i-ésimo átomo. Com isso, temos
que o potencial

∑
i Vi representa a interação de Coulomb do elétron na posição r⃗ com o

núcleo do i-ésimo sítio. Logo, sabendo que |ψ⟩ é dada pela Equação 2.2, temos que,

H

[∑
n

ϕn|n⟩
]
=
∑
n

Eϕn|n⟩ = E
∑
n

ϕn|n⟩ (2.6)

Portanto,

∑
n

ϕn⟨m|H|n⟩ = E
∑
n

ϕn⟨m|n⟩ (2.7)

Resolvendo o lado esquerdo da Equação 2.7 obtemos

⟨m|H|n⟩ = ⟨m|K +
∑
i

Vi|n⟩

= ⟨m|K + Vn|n⟩+
∑
i ̸=n

⟨m|Vi|n⟩
(2.8)
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O termo K + Vn representa o Hamiltoniano se houvesse apenas um único núcleo,
nesse caso, o n-ésimo núcleo. Vamos denominar esse termo de energia orbital, Eorbital,
que é a energia de um elétron no núcleo n na ausência de outros núcleos. Assim podemos
reescrever a Equação 2.8 como,

⟨m|H|n⟩ = ⟨m|Eorbital|n⟩+
∑
i ̸=n

⟨m|Vi|n⟩ (2.9)

O termo com
∑

i ̸=n⟨m|Vi|n⟩ é a integral,

⟨m|Vi|n⟩ =
∫
dxϕ∗

m(x)V (x)ϕn(x) =


V0, se m = n

−J, se m = n± 1
0, outros casos

(2.10)

onde V0 é o potencial que desloca a energia no sítio e J é o hopping do sistema.
Portanto, a Equação 2.7 fica da seguinte forma:

∑
n,m

ϕn

[
⟨m|Eorbital|n⟩+

∑
i ̸=n

⟨m|Vi|n⟩
]
= E

∑
n,m

ϕn⟨m|n⟩ (2.11)

Da condição de ortogonalidade do conjunto {|n⟩} podemo escrever, ⟨m|n⟩ = δm,n.
Com isso, usando os resultados obtidos na equação 2.10, e substituindo na equação 2.11,
temos que,∑

n,m

[Eorbital⟨m|n⟩+ V0⟨m|n⟩ − J⟨m|n⟩ − J⟨m|n⟩]ϕn = E
∑
n,m

ϕn⟨m|n⟩

(Eorbital + V0)ϕmδm,n − Jϕmδn+1,n − Jϕmδn−1,n = Eϕmδm,n

(2.12)

Vamos chamar Eorbital + V0 de ε0 que é a energia do sítio, ou seja, que é a energia
potencial que o elétron possui para permanecer no sítio. Com isso, temos que,

ε0ϕm − J (ϕm+1 + ϕm−1) = Eϕm (2.13)

Quando os elétrons saltam entre os orbitais, eles geram autoestados que se com-
portam como ondas planas, o que nos sugere que uma possível solução para a Equação
2.13 pode ser encontrada usando o ansatz,

ϕm = Ceikma (2.14)

Onde C é uma constante de normalização dada por,
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∑
m

|ϕm|2 = 1

C
∑
m

∣∣eikma
∣∣2 = 1

C2 ·
∑
m

∣∣eikma
∣∣2 = 1

C2 ·N = 1

C =
1√
N

Com isso temos que,

ϕm =
e−ikma

√
N

(2.15)

Substituindo a Equação 2.15 na Equação 2.13 ficamos com,

Hϕm = ε0
e−ikma

√
N

− J

(
e−ik(m+1)a

√
N

+
e−ik(m−1)a

√
N

)
= ε0

e−ikma

√
N

− J

(
e−ikmae−ika

√
N

+
e−ikmaeika√

N

)
= ε0

e−ikma

√
N

− J

(
e−ikma

√
N

e−ika +
e−ikma

√
N

eika
)

= ε0
e−ikma

√
N

− J

(
e−ikma

√
N

(e−ika + eika)

)
Logo temos que,

ε0
e−ikma

√
N

− J

(
e−ikma

√
N

(e−ika + eika)

)
= E

e−ikma

√
N

(2.16)

O que nos dá,

E = ε0 − J
(
e−ika + eika

)
(2.17)

Como e−ikma + eikma = 2cos(ka) temos que,

E = ε0 − 2Jcos(ka) (2.18)

A Equação 2.18 é a relação de dispersão eletrônica. Note que a dispersão tem uma energia
mínima e uma máxima, o que implica que os elétrons só possuem autoestados dentro de
uma determinada faixa de energia, ε0−2J ≤ E ≤ ε0+2J que são as energias permitidas,
como mostra a Figura 2.3.
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Figura 2.3: Relação de dispersão eletrônica.

k = a k = a

2J

J

J

2J
E 0

k

Fonte: Autor, 2024.

Note que a banda1 é deslocada por ε0 e a largura da banda é 4J , que depende
das distâncias entre os núcleos atômicos. Toda a discussão feita nessa seção foi baseada
considerando uma rede unidimensional ordenada na qual todos os átomos são idênticos,
caracterizando-a como uma rede cristalina perfeita. No entanto, surge uma questão impor-
tante: o que acontece quando há uma imperfeição na rede? No caso de tal eventualidade,
recorremos ao modelo de Anderson, que será discutido na seção 2.3.

2.3 Modelo de Anderson

Na sessão anterior, estudamos o modelo tight-binding aplicado a um sistema cris-
talino perfeito, onde a energia on-site do sistema era constante, e que poderíamos atribuir
qualquer valor a ele, e sendo assim, um sistema que não possui desordem.

Quando um sistema passa a possuir uma desordem, ou seja, quando possui po-
tenciais aleatórios, recorremos ao modelo de Anderson, que é comumente utilizado para
estudar a natureza dos estados eletrônicos em sistemas desordenados[33, 34, 35, 36], e que
é dado pelo seguinte Hamiltoniano:

H =
∑
n

ϵn|n⟩⟨n|+
∑
n̸=m

Jn,m|n⟩⟨m| (2.19)

Onde |n⟩ é o orbital atômico centrado em n, ϵn é a energia potencial e Jn,m é o
hopping do sistema, e decresce rapidamente com a distância entre os sítios. A principal
característica do Hamiltoniano de Anderson, que é dado pela Equação 2.19 é que as

1Estrutura de banda ou banda descreve a faixa de níveis de energia que os elétrons podem ter dentro
dessa faixa, bem como também descreve as faixas de energia que eles podem não ter(band gaps) [29, 31,
32].
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energias potenciais ϵn é escolhida aleatoriamente dentro de um intervalo [−W,W ], onde
W representa largura da desordem. Note que no caso cristalino, W = 0, e as energias ϵn
são constantes, e o sistema não possui desordem. No trabalho realizado por Anderson[33],
ele considerou o hopping constante Jn,m = J e assumiu o potencial aleatório, com isso
ficamos com o seguinte Hamiltoniano:

H =
∑
n

ϵn|n⟩⟨n|+ J
∑
n̸=m

|n⟩⟨m| (2.20)

Um dos principais consequências do modelo de Anderson é a identificação da loca-
lização espacial das funções de onda. Isso significa que, dependendo do nível de desordem
no sistema, a função de onda pode não se espalhar por toda a rede. Em condições de
desordem fraca, a função de onda se estende pela rede, mas perde a coerência de fase,
resultando em um comportamento geralmente metálico para o sistema. No entanto, para
um valor de desordem forte, ocorre a localização da função de onda, fenômeno conhe-
cido como localização de Anderson. Uma característica interessante dessa localização é
o comportamento exponencialmente localizado das funções de onda, o que implica que a
probabilidade de encontrar a partícula diminui rapidamente à medida que nos afastamos
da região onde ela está inicialmente localizada[34, 35, 36].

Graças aos estudos de Anderson, diversas áreas exploraram o estudo que abrangem
desordem como a área de transporte eletrônico[33, 34, 35], óptica[37, 38, 39] e até muito
importante para entender melhor o fenômeno de Bose-Einstein[40, 41, 42].
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Capítulo 3

Modelo Su-Schrieffer-Heeger

O modelo Su-Schrieffer-Heeger, mais conhecido como modelo SSH, é um modelo
tight-binding unidimensional, inicialmente descrito nas referências [43, 44]. Ele é o modelo
mais simples e bem mais estabelecido sobre isolante topológico [45, 28]. Um isolante
topológico é um material cuja parte interna atua como um isolante elétrico, enquanto sua
superfície funciona como um condutor elétrico, o que significa que os elétrons só podem
se mover ao longo da superfície do material, ou seja, os isolantes topológicos possuem um
band gap como um isolante comum, mas possuem estados condutores protegidos1 em sua
borda ou superfície [45, 46, 49, 26]. Dito isto, o modelo SSH considera uma configuração
com dois sítios em uma célula unitária, com dois tipos de acoplamento: um entre os sítios
intracelulares e o outro entre os sítios intercelulares. Esses acoplamentos alternam, o que
será mais elaborado ao longo do capítulo. Graças a essa alternância entre os acoplamentos,
a cadeia SSH exibe duas fases topológicas diferentes: uma sendo a fase trivial e a outra,
a não trivial [45]. Com isso, vamos inicialmente escrever o Hamiltoniano tight-binding do
modelo SSH.

3.1 O Hamiltoniano SSH

O modelo SSH é um modelo tight-binding que descreve um único elétron sem spin
em uma rede unidimensional de célula unitária de dois sítios, com amplitudes de hopping
escalonada. Os dois sítios em uma célula unitária são representados por A e B, como
podemos ver na Figura 3.1.

Como o elétron não tem spin, o único grau de liberdade é que eles podem tunelar
de um sítio para o outro. Dito isto, vamos denominar de ν o hopping intracelular(que
ocorre dentro da célula unitária) e w o hopping extracelular (que ocorre entre as células
unitárias vizinhas). Com isso, o Hamiltoniano tight-binding do modelo SSH com N células

1Estados condutores protegidos refere-se aos estados eletrônicos presentes na borda ou na superfície
do material que permitem a condução de eletricidade. Isso ocorre porque os estados condutores são
resultado de propriedades topológicas do material, não podendo ser facilmente eliminados ou perturbados
sem alterar fundamentalmente a estrutura topológica do sistema. Esses estados garantem que os elétrons
possam se mover livremente ao longo da superfície ou borda do material, mesmo que o interior permaneça
isolante[46, 47, 48].

10
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Figura 3.1: Representação artística do modelo SSH com 5 células unitárias, onde o círculo
azul é o sítio A e o círculo vermelho é o sítio B.

Fonte: Autor, 2024.

unitárias é escrito da seguinte forma:

H = ν
N∑

n=1

(|n,B⟩⟨n,A|+ |n,A⟩⟨n,B|)+w
N−1∑
n=1

(|n+ 1, A⟩⟨n,B|+ |n,B⟩⟨n+ 1, A|) (3.1)

A base utilizada para definir o hamiltoniano é escrita da seguinte maneira:

|n⟩ ⊗ |A⟩ = |n,A⟩
|n⟩ ⊗ |B⟩ = |n,B⟩ (3.2)

onde |n,A⟩ e |n,B⟩ denota o estado da cadeia onde o elétron está na célula unitária
n, no local da sub-rede A, B respectivamente e n ϵ {1, 2, ..., N}. Esta representação
da base indica que o espaço de Hilbert completo é dividido em duas partes que são o
Hamiltoniano externo e o Hamiltoniano interno, denotados como Hexterno ⊗ Hinterno[28].
O espaço de Hilbert externo resulta da repetição das células unitárias N vezes, enquanto
o espaço de Hilbert interno é determinado pelos dois sítios da sub-rede, designados como
A ou B, dentro da célula unitária.

Para o modelo SSH , a energia potencial é nula( energia on-site), o que implica
que temos N estados ocupados. Essa situação é conhecida como semi-preenchimento, e
é característica dos isolantes simples, como por exemplo o poliacetileno, em que cada
átomo de carbono possui um elétron de condução e com isso encontramos uma partícula
por célula unitária[28].

A representação matricial do Hamiltoniano do modelo SSH, numa base de espaço
real, para uma cadeia de N = 3 células unitárias, pode ser escrita como,

H =


0 ν 0 0 0 0
ν 0 w 0 0 0
0 w 0 ν 0 0
0 0 ν 0 w 0
0 0 0 w 0 ν
0 0 0 0 ν 0

 (3.3)
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Note que a matriz para N = 3 tem uma dimensão de 6X6 devido a célula unitária
conter dois sítios, ou seja, para cada N células unitárias teremos uma matriz com 2N
dimensões.

Como todo sistema da física do estado sólido, a cadeia do modelo SSH tem um
volume(bulk) e um limite(boundary). O bulk é a parte central da cadeia e os limites são as
bordas na extremidade como podemos ver na Figura 3.1. Com isso, vamos inicialmente
tratar a nossa cadeia SSH como se fosse uma cadeia infinita e tirar alguns resultados
importantes.

3.2 O Hamiltoniano do bulk

A cadeia é dita infinita quando temos um número N muito grande, ou seja, quando
consideramos que N tende ao infinito. Isso também nos permite usar as condições de
contorno periódicas (Born-von-Karman). Devido termos condições de contorno perió-
dica,nossa cadeia é invariante translacional o que nos permite fazer uma transformação
de Fourier. Portanto. vamos resolver a relação de dispersão focando apenas na parte prin-
cipal da cadeia, o bulk, ou seja, assumindo que a cadeia forma um loop (limite periódico),
vamos realizar uma transformada de Fourier no espaço de Hilbert externo que é dado por:

|n,A⟩ = 1√
N

∑
k

eikn|k,A⟩ → ⟨n,A| = 1√
N

∑
k′

e−ik′n⟨k′, A|

|n,B⟩ = 1√
N

∑
k

eikn|k,B⟩ → ⟨n,B| = 1√
N

∑
k′

e−ik′n⟨k′, B|
(3.4)

Pelo fato do Hamiltoniano total ser separável, podemos reescrever a Equação 3.4
na forma tensorial:

|n⟩ ⊗ |A⟩ = 1√
N

∑
k

eikn|k⟩ ⊗ |A⟩ → ⟨n| ⊗ ⟨A| = ⟨k| ⊗ ⟨A| 1√
N

∑
k

e−ikn

|n⟩ ⊗ |B⟩ = 1√
N

∑
k

eikn|k⟩ ⊗ |B⟩ → ⟨n| ⊗ ⟨B| = ⟨k| ⊗ ⟨B| 1√
N

∑
k

e−ikn
(3.5)

Agora, usando a transformada de Fourier, vamos reescrever o Hamiltoniano na
nova base, ou seja, na base dos momentos:
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H =
N∑

n=1

[
ν

(
1√
N

∑
k

eikn|k,B⟩⟨k′, A| 1√
N

∑
k′

e−ik′n

+
1√
N

∑
k

eikn|k,A⟩⟨k′, B| 1√
N

∑
k′

e−ik′n

)

+ w

(
1√
N

∑
k

eik(n+1)|k,A⟩⟨k′, B| 1√
N

∑
k′

e−ik′n

+
1√
N

∑
k

eikn|k,B⟩⟨k′, A| 1√
N

∑
k′

e−ik′(n+1)

)]

=
∑
k

∑
k′

(
1

N

N∑
n=1

ei(k−k′)n

)[
ν

(
|k,B⟩⟨k′, A|+ |k,A⟩⟨k′, B|

)

+ w

(
eik|k,A⟩⟨k′, B|+ e−ik′|k,B⟩⟨k′, A|

)]
Sabendo que 1

N

∑N
n=1 e

i(k−k′)n = δk,k′ , temos que:

H =
∑
k

[
ν (|k,B⟩⟨k,A|+ |k,A⟩⟨k,B|)

+ w
(
eik|k,A⟩⟨k,B|+ e−ik|k,B⟩⟨k,A|

) ]

=
∑
k

[ (
ν + e−ikw

)
|k,B⟩⟨k,A|

+
(
ν + eikw

)
|k,A⟩⟨k,B|

]
Portanto, temos que o Hamiltoniano escrito na nova base, {|k,A⟩, |k,B⟩} é:

H =
∑
k

[(
ν + e−ikw

)
|k,B⟩⟨k,A|+

(
ν + eikw

)
|k,A⟩⟨k,B|

]
(3.6)

onde k é o vetor de onda. Como o Hamiltoniano externo e interno podem ser
separados, iremos reescrever a Equação 3.6 da seguinte forma:

H = |k⟩⟨k| ⊗
[(
ν + eikw

)
|A⟩⟨B|+

(
ν + e−ikw

)
|B⟩⟨A|

]
(3.7)

que na forma compacta fica da seguinte forma:

H =
∑
k

|k⟩H(k)⟨k| (3.8)
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onde H(k) é dado por,

H(k) =

(
0 ν + e−ikw

ν + eikw 0

)
(3.9)

H(k) é o Hamiltoniano da banda que atua no espaço de Hilbert interno. Através
da equação característica, vamos obter a relação de dispersão desse sistema. para isso
vamos calcular o determinante da matriz:

det
∣∣∣∣ −E ν + we−ik

ν + weik −E

∣∣∣∣ = 0

Simplificando, obtemos:

E2 −
(
ν + weik

) (
ν + we−ik

)
= 0

Agora, expandindo o produto:

E2 = ν2 + w2 + νw(eik + e−ik)

Como eik + e−ik = 2 cos(k), temos que a relação de dispersão é:

E = ±
√
ν2 + w2 + 2νw cos(k) (3.10)

A partir da relação de dispersão temos que os autoestados é dado por:

| ± k⟩ =
(±e−iϕ(k)

1

)
(3.11)

onde,

ϕ(k) = tan−1

(
wsink

ν + wcosk

)
(3.12)

O gráfico da relação de dispersão para diferentes valores de ν e w é mostrado na
Figura 3.2.

É importante observar que definimos a energia de Fermi com o nível de energia
zero, sendo esta a origem da nossa escala de energia. Pela Figura 3.2, os casos onde ν > w
e ν < w existe um gap ∆E entre o valor mínimo de E+ e o valor máximo de E−, que
representa a região proibida entre as bandas de valência e de condução. O cálculo do gap
de energia do sistema é feita através da Equação 3.10. Lembrando que o gap é a metade
do valor mínimo da diferença entre as duas bandas, temos:

∆E =
1

2
min

(
2
√
ν2 + w2 + 2νwcosk

)
(3.13)

O valor mínimo ocorre quando cosk = −1. Logo temos que,
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Figura 3.2: Relação de dispersão do modelo SSH
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Fonte: Autor, 2024.

∆E =
1

2

(
2
√
ν2 + w2 − 2νw

)
(3.14)

sabendo que
(√

ν2 + w2 − 2νw
)
=
√

(ν + w)2 = |ν − w|
Logo, o gap do sistema é dado por,

∆E = |ν − w| (3.15)

Assim, para excitar os elétrons para a banda de condução, é necessário uma energia
E ≥ ∆E. Por isso, nos casos onde ν = 0, ν < w, ν > w e w = 0, a relação de dispersão
descreve um material isolante. Quando ν = w, ∆E = 0, ou seja, o gap é nulo, o que
significa que temos um material condutor. Com essas analises surge a seguinte indagação:
As fases isolantes nos casos ν < w e ν > w são iguais? De acordo com a teoria de
Landau para transições de fases, ambas as fases isolantes possuem as mesmas simetrias,
o que implica que ao conservar o número de partículas, essas fases devem ser fisicamente
equivalentes, ou seja, não deve haver diferenças significativas entre as propriedades físicas
dessas fases [50, 51, 52, 53]. Porém, não é o que acontece quando observamos a Figura 3.2,
pois, justamente quando ν = w temos uma transição de fase topológica, pois ela separa
duas fases isolantes com a mesma simetria mas com propriedades físicas e topológicas
diferentes. Para, entender melhor essas propriedades vamos estudar o caso onde teremos
estados de bordas, ou seja, uma relação entre o bulk e a fronteira do sistema, ao qual
chamamos de correspondência bulk-boundary.

3.3 Correspondência bulk-boundary

Antes de estudar o sistema com estados de borda propriamente dito, vamos antes
falar sobre uma simetria muito importante que é presente no modelo SSH, que é a simetria
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quiral.

3.3.1 Simetria quiral

A simetria quiral se refere ao fato de que o sistema exibir propriedades ou com-
portamento que não é idêntico a sua imagem espelhada, o que indica que não é possível
transformar o sistema por meio de uma simples rotação ou translação. Com isso, dizemos
que um sistema tem simetria quiral quando o Hamiltoniano obedece a seguinte relação:

Γ̂ĤΓ̂† = −Ĥ (3.16)

O operador Γ é Hermitiano e unitário, Γ̂†Γ̂ = Γ̂2 = 1 Podemos reescrever o Ha-
miltoniano dado pela Equação 3.8, expandindo o termo exponencial usando a relação de
Euler, eik = cosk + isink. Logo

H(k) =

(
0 ν + wcosk − iwsink

ν + wcosk + iwsink 0

)
(3.17)

Vamos denominar h1 = ν +wcosk e h2 = wsink. Com isso, o nosso Hamiltoniano
fica da seguinte forma:

hk =

(
0 h1 − ih2

h1 + ih2 0

)
(3.18)

Pode ser decomposto em:

hk =

(
0 h1
h1 0

)
+

(
0 −ih2
ih2 0

)
(3.19)

Reescrevendo cada parte como uma combinação linear das matrizes de Pauli σx e
σy:

hk = h1

(
0 1
1 0

)
+ h2

(
0 −i
i 0

)
(3.20)

onde:

σx =

(
0 1
1 0

)
e σy =

(
0 −i
i 0

)
(3.21)

Com isso, temos que nosso Hamiltoniano escrito em termos das matrizes de Pauli
é:

hk = h1σx + h2σy (3.22)

Vamos multiplicar a Equação 3.22 pela matriz de Pauli σz:
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σzhkσz =

(
1 0
0 −1

)[
h1

(
0 1
1 0

)
+ h2

(
0 −i
i 0

)](
1 0
0 −1

)
=

(
1 0
0 −1

)[
h1

(
0 1
1 0

)
+ h2

(
0 −i
i 0

)](
1 0
0 −1

)
=

[
h1

(
0 −1
1 0

)
+ h2

(
0 i
i 0

)](
1 0
0 −1

)
= h1

(
0 −1
−1 0

)
+ h2

(
0 i
−i 0

)
= −

[
h1

(
0 1
1 0

)
+ h2

(
0 −i
i 0

)]
= −hk

(3.23)

Portanto, temos que nosso operador quiral é Γ = σz.

Como o operador simetria quiral é σz, temos que uma das propriedades de anti-
comutação das matrizes de Pauli[25] é dado por,

{σi, σj} = 2δij (3.24)

onde δij é a delta de Kronecker. Com esse fato, podemos definir a simetria quiral pela
seguinte Equação:

{hk, σz} = 0 (3.25)

Temos também que a Equação de Schrodinger em qualquer base para o Hamilto-
niano do modelo SSH é escrito da seguinte forma:

H|φk⟩ = E|φk⟩ (3.26)

Vamos agora aplicar a simetria quiral na Equação 3.26

hkσz|φk⟩ = −σzhk|φk⟩

hkσz|φk⟩ = −E (σz|φk⟩)

hk|φk
′⟩ = −E|φk

′⟩

Portanto, obtemos a Equação 3.27

|φk
′⟩ = σz|φk⟩ (3.27)

que nos diz que, para cada estado |φk
′⟩ com energia E, existe um estado σz|φk⟩ com

energia −E.
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Após essa discussão sobre a simetria quiral, vamos analisar a correspondência bulk-
boundary, o que vai nos permitir identificar o caso onde ν > w é a fase trivial(isolante
típico) e ν < w como a fase topológica(isolante topológico) do sistema. Para isso, vamos
introduzir um invariante topológico, conhecido como winding number.

3.3.2 Winding number no modelo SSH

Apesar da relação de dispersão nos revelar algumas propriedades físicas do bulk do
sistema, há informações importantes que ela não nos revela, como por exemplo, porque
o sistema possui dois tipos de isolantes, e no que eles diferem. Para sanar esses questio-
namentos, vamos definir uma representação compacta para a obtenção desta informação
para o modelo SSH.

Para isso, sabemos que o Hamiltoniano dado pela Equação 3.8 pode ser escrito
como a Equação 3.22. Além disso, seja h⃗k = (h1, h2, 0) e σ⃗ = (σx, σy, σz), podemos
escrever hk da seguinte forma:

hk = h⃗k · σ⃗ (3.28)

Uma vez que o sistema possui simetria quiral, podemos dize que h⃗k se restringe ao
plano XY . À medida que k varre a zona de Brillouin, h⃗k descreve um caminho fechado
no plano XY sem passar pelo ponto h⃗k = 0 com o qual teríamos um condutor. Contando
o número vezes que o vetor h⃗k circula em torno da origem, obtemos o winding number,
que no modelo SSH é dado pela seguinte equação:

W =
1

4πi

∫ 2π

0

Tr

(
σzH

−1
k

∂Hk

∂k

)
dk (3.29)

onde temos as seguintes expressões:

1. A inversa de Hk:

H−1
k =

(
0 1

h1+ih2
1

h1−ih2
0

)
2. A matriz σz:

σz =

(
1 0
0 −1

)
3. A derivada parcial de Hk em relação a k:

∂Hk

∂k
=

(
0 −iwe−ik

iweik 0

)
e sabendo que h1 = ν + wcosk e h2 = wsink temos que, ao resolver o traço do

integrando da Equação 3.29 obtemos:

W =

∫ 2π

0

(
eik

ν + weik
+

e−ik

ν + we−ik

)
dk (3.30)
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Vamos chamar z = eik → dk = dz/ik. Com isso, temos que a Equação 3.30 fica
da seguinte forma:

w

4πi

{
1

w

∫ 2π

0

dz

z + ν
w

+
1

ν

∫ 2π

0

dz

z
(
z + w

ν

)} (3.31)

Como temos uma integral complexa, vamos recorrer ao teorema de resíduos:

Res(f(z), z0) =
1

2πi

∫
C

f(z)dz (3.32)

onde Res(f(z), z0) é o resíduo da função f(z), z0 é um ponto singular da função f(z) e
f(z) é uma função analítica [54]. Substituindo a Equação 3.32 na Equação 3.31 temos:

W =
w

4πi

{
2πi

w
Res(f(z),− ν

w
) +

2πi

ν

[
Res(f(z), 0) +Res(f(z),−w

ν
)
]}

(3.33)

O resíduo(Res) é dada pela seguinte expressão:

Res(f(z), z0) =
1

(k − 1)!
lim
z→z0

dk−1

dkk−1

[
(z − z0)

kf(z)
]

(3.34)

onde k é a ordem no polo, que no nosso caso é k = 1.

Definimos z = eik cujo módulo é |z| = 1. Para calcular o windingnumber usando
a Equação 3.33, vamos considerar que os polos estejam dentro de um círculo cujo raio é
|z| = 1. Para isso vamos analisar o seguinte caso: quando |ν|

|w| < 1 → |w|
|ν| > 1 o que implica

que o Res(f(z),− |w|
|ν| não esta dentro do círculo de raio |z| = 1. Logo,

W =
w

4πi

{
2πi

w
Res(f(z),− ν

w
) +

2πi

ν
Res(f(z), 0)

}
=

w

4πi

{
2πi

w
· (1) + 2πi

ν
· ν
w

}
=

w

4πi

{
2πi

w
+

2πi

w

}
=

w

4πi
· 4πi
w

= 1

(3.35)

O outro caso é quando temos |ν|
|w| > 1 → |w|

|ν| < 1, o que implica que Res(f(z),− |ν|
|w|

não está dentro do círculo de raio |z| = 1. Logo,

W =
w

4πi

{
2πi

w

( ν
w

− ν

w

)}
= 0 (3.36)

Portanto, o winding number no modelo SSH é:
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W =


1, se ν < w

0, se ν > w
(3.37)

Na Figura 3.3 são apresentadas as curvas que o vetor h⃗k descreve no plano XY
para diferentes parâmetros do modelo SSH.

Figura 3.3: Representação esquemática do winding number para diferentes parâmetros de
hoppings ν e w.

Fonte: Autor, 2024

O winding number é um invariante topológico e serve para caracterizar uma fase
topológica, de modo que, quando temos ν > w, isto é, o acoplamento dentro da célula
unitária é mais forte do que entre as células unitárias vizinhas temos W = 0. Por outro
lado, quando ν < w ou seja, quando o acoplamento entre as células unitárias vizinhas é
mais forte temos W = 1. Para entender melhor a diferença física entre esses resultados,
vamos analisar o que ocorre nas extremidades do sistema, ou seja, o que acontece nas
bordas. Para isso vamos analisar os limites totalmente dimerizados.

3.3.3 Limite totalmente dimerizado

O modelo SSH com bordas não é trivial, pois, uma vez que não há invariância
translacional, não podemos usar a transformada de Fourier para diagonalizar o nosso
Hamiltoniano. Sabendo disso, analisaremos dois casos extremos: ν ̸= 0 e w = 0, e ν = 0
e w ̸= 0, considerando uma cadeia com N = 10 sítios. Também, no limite totalmente
dimerizado, podemos escolher um conjunto de autoenergias restritos a cada dímero, o que
consistem nas superposições pares (E = 1) e ímpares (E = −1) dos dois sítios formando
um dímero.

Primeiro caso: ν ̸= 0 e w = 0. Para esse caso temos a seguinte cadeia que é
representada pela Figura 3.4.

As soluções devem ser a superposição do sitio A e do sitio B para cada dímero, o que
corresponde a um estado isolante, uma vez que a cadeia está quebrada e nenhuma partícula
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Figura 3.4: Representação esquemática de uma cadeia aberta no limite onde ν ̸= 0 e
w = 0 do modelo SSH.

Fonte: Autor, 2024

pode "saltar"de uma extremidade à outra da cadeia. Para esse caso os autoestados de
energia da cadeia SSH é dada pela Equação3.38:

H (|n,A⟩ ± |n,B⟩) = ± (|n,A⟩ ± |n,B⟩) (3.38)

Para esse caso temos que os autoestados de energia é representada pela Figura3.5.

Figura 3.5: Autoestados de Energia para o caso onde ν ̸= 0 e w = 0.

Fonte: Autor, 2024

Note que, para uma cadeia de 10 sítios, há 10 estados degenerados, onde temos 5
estados com energia E = 1 e 5 estados com energia E = −1. Essa degenerescência ocorre
porque o sistema possui simetria quiral. Esse primeiro caso é o que denominamos caso
trivial.

Segundo caso: ν = 0 e w ̸= 0. Neste caso, temos a seguinte cadeia representada
pela Figura 3.6.

Nesse segundo caso temos alguns dímeros mas, como a cadeia é aberta, temos dois
sítios únicos na extremidade da cadeia. Se esses dois sítios, um em cada extremidade
da cadeia, carrega um elétron, a energia deverá ser zero, pois no modelo SSH, não há
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Figura 3.6: Representação esquemática de uma cadeia aberta no limite onde ν = 0 e
w ̸= 0 do modelo SSH.

Fonte: Autor, 2024

contribuição energética para que qualquer elétron seja mantido fixo em um sítio. Portanto,
há dois estados de energia zero no sistema localizado nas bordas da cadeia [28]. Com isso,
temos que os autoestados de energia é dado por:

H (|n,B⟩ ± |n,A⟩) = ± (|n,B⟩ ± |n+ 1, A⟩) (3.39)

para n = 1, ..., N − 1. Note que, nesse segundo caso, a cadeia possui mais autoes-
tados de energia do que no caso anterior. Isso ocorre porque cada extremidade da cadeia
hospeda um único elétron com energia zero, ou seja,

H|1, A⟩ = H|N,B⟩ = 0 (3.40)

Esses autoestados têm suporte em apenas um sítio. A sua energia é zero por-
que no modelo SSH não são permitidos potenciais on-site. Para esse caso temos que os
autoestados de energia é representada pela Figura 3.7.

Figura 3.7: Autoestados de Energia para o caso onde ν = 0 e w ̸= 0.

Fonte: Autor, 2024

Para esse segundo caso, a cadeia ainda possuí 10 sítios e há 10 estados degenerados,
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só que dessa vez temos 4 estados com energia E = 1, 4 estados com energia E = −1 e
2 estados com energia zero. Esses 2 estados a mais é devido ao sistema possui duas
bordas com energia zero. Esse segundo caso é o que denominamos de caso não trivial.
Vamos agora analisar o que ocorre quando nos afastamos do limite totalmente dimerizado
e analisar o espectro de energia no espaço real quando a cadeia é aberta.

3.3.4 Espectro de energia com open-boundary

Agora investigaremos o comportamento dos estados de borda ao nos afastarmos
do limite completamente dimerizado. Especificamente, analisamos como o espectro de
uma cadeia topológica aberta, com ν = 0 e w = 1, composta por N = 30 sítios se
altera à medida que aumentamos gradualmente a amplitude de hopping intracelular ν.
Para obtermos o espectro de energia, vamos diagonalizar numericamente o Hamiltoniano
semelhante ao da Equação 3.3 mas com 30 sítios. para essa diagonalização, usamos a
linguagem de programação FORTRAN90 e a biblioteca LAPACK. Com isso, obtemos a
Figura 3.8.

Figura 3.8: Espectro de energia da cadeia SSH versus ν/w(w ≡ 1) para N = 30 sítios.
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Fonte: Autor, 2024

Quando a cadeia é aberta, a correspondência bulk-boundary implica na existência
de estados de borda. E como podemos observar, para um número N par, uma das fases
topológicas distintas, a não trivial ν < w, está associada a um par de autoestados quase
degenerados no meio do band gap, que é fortemente localizados nas duas extremidades da
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cadeia. Pela Figura 3.8(a), nota-se que existe 14 energias positivas e 14 energias negativas,
e quando ν < 1 temos duas energias zero, o que corresponde ao caso topológico. Quando
ν > 1, temos o caso trivial.

Após a diagonalização do nosso Hamiltoniano e obtermos o espectro de energia,
vamos agora analisar as funções de onda correspondentes desses autoestados de energia.

3.3.5 Função de onda do estado de borda

A função de onda do estado de borda esta representado na Figura 3.9, onde ψk,n

é a função de onda, k é o sítio onde colocamos nossa função de onda e n é a posição do
sítio onde estamos medindo.

Figura 3.9: Perfil espacial da função de onda para (a) estados de borda para ν/w = 1/2,
(b) descreve o mesmo par de modos quando ν/w = 2, para o qual as propriedades de
localização não são mais válidas.

Fonte: Autor, 2024

Na Figura3.9(a) podemos observar que os estados de energia zero são exponenci-
almente localizados nas bordas da cadeia, conforme esperado no limite dimerizado. Esses
estados são chamados de estados de borda porque estão localizados nas extremidades da
cadeia. Além disso, nota-se que esses estados de borda permanecem como estados de
energia zero somente enquanto ν < w [55]. Quando ν > w não há estados de energia zero
e todos os estados são deslocalizados por toda a rede como podemos ver na Figura3.9(b).
Então, a existência desses estados de borda no caso ν < w difere do caso quando ν > w
pois, caso eles tivessem as mesmas propriedades, os dois casos seriam isolantes. O caso
em que o winding number é um, é conhecido como topologicamente não trivial. Enquanto
quando o winding number é zero é o caso trivial. Esses dois casos estão relacionados por
meio de uma transição de fase topológica que corresponde ao fechamento do gap de banda
que dá origem aos estados de borda condutores. De fato, o invariante topológico W nos
informa o número de estados de borda na ponta da cadeia [56]. A proteção dos estados
de borda decorre da topologia não trivial dos estados eletrônicos do bulk, uma vez que o
cálculo do invariante topológico W depende exclusivamente dos estados do bulk.
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Capítulo 4

Speckles

4.1 Introdução

Na década de 60, quando lasers de ondas contínuas tornaram-se comercialmente
disponíveis para a sociedade, os pesquisadores da época que trabalhavam com o laser
observaram que, quando a luz do laser era refletida em uma superfície, como na parede do
laboratório ou em um papel, surgia um padrão granular com alto contraste e em pequena
escala no ponto de dispersão [57, 1, 58]. A origem dessa granularidade foi rapidamente
reconhecida pelos cientistas que trabalhavam na época com pesquisa direcionada ao laser
[1, 59, 60]. A esse padrão granular é dado o nome de padrão de speckle, que consiste
em uma distribuição aleatória de intensidade da luz, com áreas claras e escuras que se
alteram ao longo da distribuição conforme mostra a Figura 4.1.

Figura 4.1: Padrão de speckle.
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Fonte: Autor, 2024.
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Essa distribuição é formada quando uma luz razoavelmente coerente é refletida em
uma superfície rugosa ou, quando se propaga através de um meio com efeitos aleatórios.
O speckle tem um papel importante em outros estudos onde a radiação é refletida ou
transmitida por corpos que são rugosos na escala de comprimento de onda. Exemplos da
importância do padrão de speckle incluem estudos sobre micro-ondas, raio-x e imagens
médicas de ultrassom de órgãos do corpo humano [1, 61, 62, 63]. Portanto, considerando
que a distribuição de speckles é resultado da interferência de uma infinidade de compo-
nentes complexos da luz, onde cada componente possui amplitude e fase aleatórias, é
importante abordar as propriedades estatísticas dessa distribuição. É essencial salientar
que, quando somamos essas componentes, obtemos uma caminhada aleatória, como po-
demos ver na Figura 4.2. A Figura 4.2 mostra a caminhada aleatória que resulta em (a)
um fasor grande e (b) um pequeno, ambos indicados pela seta azul. Em ambos os casos,
nenhuma contribuição específica predomina na soma, pois os comprimentos e as fases são
aleatórias. Neste contexto, a intensidade da onda observada, que é a quantidade medida,
corresponde ao quadrado da magnitude do fasor resultante.

Figura 4.2: Caminhada aleatória (a) construtiva e (b) destrutiva.

Fonte: Autor, 2024.

4.2 O formalismo de Speckle

Como já dito anteriormente, o padrão de speckle pode ser abordado como uma
caminhada aleatória. Podemos observar na Figura 4.2 que temos vetores aleatórios sendo
somados e um vetor resultante. A esses vetores damos o nome de fasor1. Com isso,
podemos explorar muito mais sobre a natureza e os eventos estocásticos2 do fenômeno de

1Um fasor ou vetor de fase, é um número complexo que representa uma função senoidal cuja amplitude
e fase são invariantes no tempo[64, 65]. Com isso, podemos usar o fasor para representar uma onda.

2Eventos estocásticos são aqueles cujo estado é indeterminado, originando-se de eventos aleatórios. Em
outras palavras, esse termo refere-se à propriedade de uma distribuição aleatória ser bem descrita[66].
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speckle.

Para simplificar nossa compreensão da modelagem estatística da distribuição de
speckle, consideraremos uma onda monocromática e polarizada. A essa onda, atribuire-
mos um sinal analítico[1, 67], que é dado por:

A(x, y; t) = |A(x, y)| eiϕe2πiωt (4.1)

onde ω é a frequência óptica e t é o tempo. O produto = |A(x, y)| eiϕ é a amplitude
complexa do fasor que podemos chamar de A(x, y). Logo o sinal analítico pode ser escrito
da seguinte forma:

A(x, y; t) = A(x, y)e2πiωt (4.2)

Com isso, o fenômeno speckle ocorre quando uma representação complexa resul-
tante é formada pela sobreposição de inúmeros componentes complexos "elementares",
onde cada componente esta em uma fase aleatória. Assim, em um único ponto no espaço-
tempo, podemos escrever,

A(x, y; t) = Aeiϕ =
N∑

n=1

an =
N∑

n=1

ane
iθn (4.3)

onde an é a enésima componente fasorial complexa da soma, com comprimento an
e fase θn.

Para facilitar nosso entendimento, vamos considerar o instante t = 0, onde a
amplitude do fasor resultante A é a soma ponderada de diversas contribuições de an(x,y)√

N
.

Com isso, temos:

A =
1√
N

N∑
n=1

an =
1√
N

N∑
n=1

ane
iθn (4.4)

onde N representa o número de componentes fasoriais na caminhada aleatória. O
fator 1√

N
serve para preservar os segundos momentos finitos da soma, mesmo quando o

número de componentes de fasores se aproximam do infinito [1].

Vamos agora abordar a estatística da soma fasorial.

4.2.1 Estatística da soma fasorial aleatória

Usando a fórmula de Euler, podemos reescrever a Equação 4.4 da seguinte forma:

A(x, y; t) =
1√
N

N∑
n=1

an [cos(θn) + isen(θn)] (4.5)

Com isso, podemos separar essa soma numa parte real e numa parte imaginária
da seguinte maneira:
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{
R = Re {A} = 1√

N

∑N
n=1 ancos(θn)

I = Im {A} = 1√
N

∑N
n=1 ansen(θn)

(4.6)

Com isso, podemos fazer algumas suposições:

1. As fases θm estão estão distribuídas uniformemente no intervalo (−π, π), o que
implica que todos os valores de fase são igualmente prováveis.

2. Para qualquer n, an e θn são estatisticamente independentes um do outro. Em
outras palavras, o conhecimento da fase de uma componente de um fasor não nos
fornece nenhuma informação sobre a amplitude do fasor, da mesma forma que o
conhecimento da amplitude do fasor não nos transmite nenhuma informação sobre
a fase.

3. A fase θn e a amplitude an são estatisticamente independentes de θm e am, desde
que n ̸= m

No contexto de problemas envolvendo caminhadas aleatórias, essas condições são satisfei-
tas. Com isso em mente, passamos agora à análise dos primeiros e segundos momentos
das componentes real e imaginária do fasor resultante.

4.2.2 Primeiro e segundo momentos de um fasor resultante

As três suposições que fizermos anteriormente tem algumas implicações sobre o
primeiro momento e o segundo momento da parte real e imaginária do fasor resultante.
O primeiro momento esta associado a média ou valores esperados e o segundo momento
está relacionado à variância [68, 69]. Com isso, partindo das suposições que fizemos, é
fácil ver que o primeiro momento é,

⟨R⟩ =
〈

1√
N

N∑
n=1

ancosθn

〉
=

1√
N

〈
N∑

n=1

ancosθn

〉
(4.7)

Como an e θn são estatisticamente independentes, temos:

⟨R⟩ = 1√
N

N∑
n=1

⟨an⟩ ⟨cosθn⟩ = 0 (4.8)

Uma vez que cosθn esta distribuída uniformemente no intervalo (−π, π).
Analogamente, para a parte imaginária, temos,

⟨I⟩ = 1√
N

N∑
n=1

⟨an⟩ ⟨sinθn⟩ = 0 (4.9)

Agora, para o segundo momento, vamos analisar o caso em que m ̸= n,
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σ2
R =

〈
R2
〉
=

1

N

N∑
n=1

N∑
m=1

⟨anam⟩ ⟨cos θn cos θm⟩

=
1

N

N∑
n=1

N∑
m=1

⟨an⟩ ⟨am⟩ ⟨cos θn⟩ ⟨cos θm⟩

= 0

(4.10)

Uma vez que que θn e θm está distribuída uniformemente no intervalo (−π, π).
Analogamente, para a parte imaginária, temos,

σ2
I =

〈
I2
〉
=

1

N

N∑
n=1

N∑
m=1

⟨anam⟩ ⟨sin θn sin θm⟩

=
1

N

N∑
n=1

N∑
m=1

⟨an⟩ ⟨am⟩ ⟨sin θn⟩ ⟨sin θm⟩

= 0

(4.11)

Logo, para n ̸= m temos que,

σ2
R = σ2

I = 0 (4.12)

Agora, para o caso em que n = m, temos,

σ2
R =

〈
R2
〉
=

1

N

N∑
n=1

N∑
m=1

⟨anam⟩ ⟨cos θn cos θm⟩

=
1

N

N∑
n=1

〈
a2n
〉 〈

cos2 θn
〉

=
1

N

N∑
n=1

〈
a2n
〉〈1

2
+

1

2
cos 2θn

〉

=
1

N

N∑
n=1

⟨a2n⟩
2

(4.13)

De forma análoga, para a parte imaginária temos,
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σ2
I =

〈
I2
〉
=

1

N

N∑
n=1

N∑
m=1

⟨anam⟩ ⟨sin θn sin θm⟩

=
1

N

N∑
n=1

〈
a2n
〉 〈

sin2 θn
〉

=
1

N

N∑
n=1

〈
a2n
〉〈1

2
− 1

2
cos 2θn

〉

=
1

N

N∑
n=1

⟨a2n⟩
2

(4.14)

Logo, para o caso em que m = n, temos,

σ2
R = σ2

I =
1

N

N∑
n=1

⟨a2n⟩
2

(4.15)

Assim, podemos observar que, o primeiro momento e o segundo momento das partes real
e imaginária de um fasor resultante são idênticas. Já obtemos as informações sobre o
primeiro e o segundo momentos. Vamos agora calcular a função de correlação entre as
partes real e imaginária.

ΓR,I = ⟨RI⟩

=

〈
1√
N

N∑
n=1

an cos θn
1√
N

N∑
n=1

an sin θn

〉

=
1

N

N∑
n=1

⟨anan⟩ ⟨cos θn sin θn⟩

=
1

N

N∑
n=1

〈
a2n
〉〈sin 2θn

2

〉
= 0

(4.16)

pois ⟨sin2θn⟩ = 0. Com isso, concluímos que não há correlação entre as partes real
e imaginária de um fasor resultante, de acordo com a suposições que impomos.

Agora, o que ocorre quando N → ∞ ? Nesse caso, as partes real e imaginária do
fasor resultante serão constituídas por uma soma significativa das variáveis independentes
θn e an, e com isso, podemos recorrer ao Teorema do Limite Central3. Portanto, ao
recorrer ao Teorema do Limite Central, quando N → ∞, as partes real e imaginária se
aproximarão assintoticamente da distribuição normal [1].

Para entender melhor, vamos expressar as partes real e imaginária como funções
de densidade de probabilidade normais.

3Na teoria das probabilidades, o teorema do limite central (TLC) estabelece que, sob certas condições,
a distribuição de uma média amostral normalizada tende a uma distribuição normal padrão. Isso ocorre
mesmo que as variáveis originais não sigam uma distribuição normal[70, 71, 72].
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A função de densidade de probabilidade normal para a parte real é:

f(R) =
1

σR
√
2π
exp

[
−1

2

(
R
σR

)2
]

(4.17)

Analogamente, para a parte imaginária, temos:

f(I) =
1

σI
√
2π
exp

[
−1

2

(
I
σI

)2
]

(4.18)

Como já mostrado anteriormente, a média e variância das partes real e imaginária
são idênticas. Com isso, vamos considerar a variância ou segundo momento como σ2 ≡
σ2
R = σ2

I . Logo a densidade de probabilidade conjunta das partes real e imaginária do
fasor resultante é:

pR,I(R, I) =
1

2πσ2
exp

(
−R2 + I2

2σ2

)
(4.19)

A densidade de probabilidade conjunta no plano complexo revela que os contornos
da densidade de probabilidade são constantes, o que reflete a independência estatística
entre as partes real e imaginária, como podemos observar na Figura 4.3. Através do
gráfico, percebemos que a distribuição revela que a natureza dos contornos é circular,
indicando que o fasor complexo resultante, A, é caracterizado como uma variável gaussiana
circular.

Outro interesse são as estatísticas da fase ϕ e da amplitude A do fasor resultante.
Para isso, vamos usar as regras da teoria da probabilidade para transformar as variáveis
[1]. Com isso, vamos expressar A e ϕ em termos de R e I. Logo, temos que:

A =
√
R2 + I2

ϕ = arctan

(
I
R

) (4.20)

e

R = A cosϕ

I = A sinϕ
(4.21)

Com isso, podemos escrever a densidade de probabilidade conjunta de A e ϕ, que
é:

pA,ϕ(A, ϕ) = pR,I (Acosϕ,Asinϕ) ∥J∥ (4.22)

onde ∥J∥ é o jacobiano das transformações entre as duas variáveis que é dada por:

∥J∥ =

∣∣∣∣ ∂R∂A ∂R
∂ϕ

∂I
∂A

∂I
∂ϕ

∣∣∣∣ = ∂R
∂A

∂I
∂ϕ

− ∂R
∂ϕ

∂I
∂A

= A (4.23)
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Figura 4.3: Gráfico de contorno representando a densidade de probabilidade constante
para uma variável aleatória gaussiana complexa circular.
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Fonte: Autor, 2024.

Com isso, temos que a densidade de probabilidade conjunta, após a transformação
de variáveis, pode ser escrita da seguinte maneira:

pA,ϕ(A, ϕ) =
A

2πσ2
exp

(
− A2

2σ2

)
(4.24)

Com A ≥ 0 e (−π ≤ ϕ < π) e zero em outros casos. Vamos agora encontrar as
probabilidades individuais de A e ϕ individualmente. Primeiramente, vamos encontrar a
amplitude A.

pA(A) =

∫ π

−π

pA,ϕ(A, ϕ)dϕ =
A

2πσ2
exp

(
− A2

2σ2

)∫ π

−π

dϕ =
A

σ2
exp

(
− A2

2σ2

)
(4.25)

Com isso, temos que,

pA(A) =
A

σ2
exp

(
− A2

2σ2

)
(4.26)

onde A ≥ 0. A Equação 4.26 representa a distribuição Rayleigh, que modela o fasor
resultante cujas componentes são independentes. Sua distribuição é ilustrada na Figura
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4.4. É importante notar que essa distribuição é assimétrica e não negativa, concentrando-
se principalmente em valores baixos de amplitude e diminuindo à medida que a amplitude
aumenta. Já para a distribuição e probabilidade da fase, podemos encontrar integrando
a Equação 4.23 em relação a amplitude:

pϕ(ϕ) =

∫ ∞

0

pA,ϕ(A, ϕ)dA

=

∫ ∞

0

A

2πσ2
exp

(
− A2

2σ2

)
dA

=
1

2πσ2

∫ ∞

0

exp

(
− A2

2σ2

)
AdA

=
1

2π

(4.27)

Logo, percebe-se que a função densidade conjunta pA,ϕ(A, ϕ) pode ser fatorada em
um produto de pA,(A) e pϕ(ϕ) o que mostra que A e ϕ são variáveis aleatórias estatisti-
camente independentes. Com isso, conclui-se que o conhecimento da fase não nos fornece
nenhuma informação sobre a amplitude do fasor da mesma forma que o conhecimento da
amplitude não nos diz nada sobre a fase.

Figura 4.4: Função densidade de probabilidade Rayleigh

0 1 2 3 4 5 6
A/

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

p A
(A

)

Fonte: Autor, 2024.

4.2.3 Soma fasorial aleatória com um fasor constante

Em certas situações, o fasor resultante é a soma de um fasor constante e uma soma
fasorial aleatória, como podemos ver na Figura 4.5.
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Figura 4.5: Caminhada aleatória com um fasor constante(azul), e várias contribuições de
fasores aleatórios.

Fonte: Autor, 2024.

O uso dessa configuração se mostra especialmente proveitosa ao examinar fenôme-
nos nos quais a contribuição do fasor constante é de grande importância. Dentro deste
contexto, visando simplificar sem comprometer a generalidade, pressupomos que o fasor
constante está totalmente alinhado ao longo do eixo real. Assim, as componentes real e
imaginária do fasor resultante podem ser representadas como:

R = A0 +
1√
N

N∑
n=1

an cos θn

I =
1√
N

N∑
n=1

an sin θn

(4.28)

onde A0 representa o fasor constante. A presença do fasor constante adiciona uma
média conhecida na parte real do fasor resultante. Para um grande número de etapas na
soma fasorial, N → ∞, as estatísticas das partes real e imaginária do fasor resultante se
aproxima assintoticamente da distribuição normal, de forma que a função de densidade
de probabilidade conjunta é dada por:

pR,I(R, I) =
1

2πσ2
exp

(
−(R− A0)

2 + I2

2σ2

)
(4.29)

Usando as transformações de variáveis obtidas anteriormente, temos que:
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pA,ϕ(A, ϕ) = pR,I (A cosϕ,A sinϕ) ∥J∥

=
A

2πσ2
exp

[
−(A cosϕ− A0)

2 + (A sinϕ)2

2σ2

]
=

A

2πσ2
exp

[
(A cosϕ)2 − 2AA0 cosϕ+ (A sinϕ)2

2σ2

]
=

A

2πσ2
exp

[
A2 − 2AA0 cosϕ+ A2

0

2σ2

]
(4.30)

Logo, a função de densidade de probabilidade conjunta é:

pA,ϕ(A, ϕ) =
A

2πσ2
exp

[
A2 − 2AA0cosϕ+ A2

0

2σ2

]
(4.31)

que é válido para A ≥ 0 e (−π ≤ ϕ < π). Com isso, podemos encontrar a estatística
marginal de A e ϕ. Primeiramente, vamos calcular pA(A).

pA(A) =

∫ π

−π

pA,ϕ(A, ϕ)dϕ

=
A

2πσ2

∫ π

−π

exp

(
−A

2 + 2A0A cosϕ+ A2
0

2σ2

)
dϕ

=
A

2πσ2
exp

(
−A

2 + A2
0

2σ2

)∫ π

−π

exp

(
2AA2

0 cosϕ

2σ2

)
dϕ

(4.32)

Vamos usar a seguinte identidade:∫ π

−π

ebcostdt = 2πI0(b) (4.33)

onde I0(b) é a função de Bessel modificada do primeiro tipo. Para o nosso caso,
b =

AA2
0

σ2 . Logo, temos que a função densidade de A é:

pA(A) =
A

σ2
exp

(
−A

2 + A2
0

2σ2

)
I0

(
AA0

σ2

)
(4.34)

válido para A ≥ 0. A Equação 4.34 é conhecida como densidade Rician, e o
gráfico para vários valores esta mostrada na Figura 4.6. Observe que, quando A0/σ = 0,
a densidade Rician é igual a densidade Rayleigh. Isso implica que, sem a presença do
componente constante A0, nossa distribuição se assemelha à bem conhecida distribuição
de Rayleigh. Esta última é frequentemente empregada para descrever situações em que
não há contribuição constante no sinal. Note que, á medida que A0/σ cresce, a densidade
Rician vai se tornando mais simétrica, que vai se aproximando de uma distribuição normal,
o que indica que o fasor constante A0 influência na distribuição.

Observe que, à medida que A0/σ aumenta, a densidade de Rician se torna mais
simétrica, aproximando-se de uma distribuição normal. Isso sugere que a componente
constante A0 tem uma influência significativa na distribuição.
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Figura 4.6: Função de densidade Rician para vários valores de A0/σ.
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Fonte: Autor, 2024.

Vamos agora resolver a densidade de probabilidade da fase pϕ(ϕ).

pϕ(ϕ) =

∫ ∞

0

pA,ϕ(A, ϕ)dA =
1

2πσ2
exp

(
− A2

0

2σ2

)∫ ∞

0

exp

(
−A

2 − 2A0Acosϕ

2σ2

)
AdA

(4.35)

Vamos agora focar apenas na integral. Para resolver essa integral, vamos usar
A2

0cos
2ϕ− A2

0cos
2ϕ na integral, que é a soma zero. Com isso, temos que:∫ ∞

0

exp

(
−A

2 − 2AA0 cosϕ

2σ2

)
dA

=

∫ ∞

0

exp

(
−A

2 − 2AA0 cosϕ+ A2
0 cos

2 ϕ− A2
0 cos

2 ϕ

2σ2

)
dA

= exp

(
A2

0 cos
2 ϕ

2σ2

)∫ ∞

0

exp

[
−
(
A− A0 cosϕ√

2σ

)2
]
dA

chamando u = A− A0cosϕ→ du = dA. Com isso, temos que:
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∫ ∞

0

exp

[
−
(
A− A0 cosϕ√

2σ

)2
]
dA

=

∫ ∞

0

(u+ A0 cosϕ) exp

[
−
(

u√
2σ

)2
]
du

=

∫ ∞

0

exp

[
−
(

u√
2σ

)2
]
u du+ A0 cosϕ

∫ ∞

0

exp

[
−
(

u√
2σ

)2
]
du

(4.36)

Vamos usar as seguintes relações de integrais:∫ ∞

0

x2n exp

[
−
(x
a

)2]
dx =

√
π
(2n)!

n!

(a
2

)2n+1

∫ ∞

0

x2n+1 exp

[
−
(x
a

)2]
dx =

n!

2

(a
2

)2(n+1)
(4.37)

Considerando n = 0 temos que:

∫ ∞

0

exp

[
−
(
A− A0cosϕ√

2σ

)2
]
AdA = σ2 + A0

√
π

2
σcosϕ (4.38)

Com isso, temos que a nossa função de densidade de probabilidade da fase é:

pϕ(ϕ) =
exp

(
− A2

0

2σ2

)
2π

exp

(
A2

0cos
2ϕ

2σ2

)(
1 +

√
π

2

A0

σ
cosϕ

)
(4.39)

que é válido para (−π ≤ ϕ < π). conforme aumenta A0/σ , a distribuição da fase
torna-se mais concentrada em torno do fasor constante, o que implica que ϕ≪ 1. Quando
a razão A0/σ é substancialmente alta, a distribuição da fase tende a se assemelhar a uma
distribuição gaussiana. Esse processo de transição para uma distribuição gaussiana sugere
que em situações onde a contribuição do componente constante é muito maior do que a
variabilidade do sinal, a fase do fasor resultante segue uma distribuição gaussiana. Logo,
para A0/σ ≫ 1 Vamos usar as seguintes aproximações:

1 +

√
π

2

A0

σ
cosϕ = 1 +

√
π

2

A0

σ
≈
√
π

2

A0

σ

exp

(
A2

0 cos
2 ϕ

2σ2

)
≈ exp

(
A2

0

2σ2
(1− ϕ2)

)
= exp

(
A2

0

2σ2

)
exp

(
−A

2
0ϕ

2

2σ2

) (4.40)

Com essas aproximações temos que a densidade de probabilidade da fase é:

pϕ(ϕ) ≈
A0√
2πσ

exp

(
−A

2
0ϕ

2

2σ2

)
(4.41)
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Com isso, temos que a média dessa distribuição é zero, o que indica que a fase do
sinal não possui nenhum desvio em relação a componente constante do fasor. E o desvio
padrão é A0/σ.

Com isso tudo, como associar com uma onda luminosa? para isso vamos definir o
conceito de intensidade luminosa.

Após essa discussão sobre o formalismo de speckle, vamos agora abordar um pouco
sobre a intensidade de uma luz coerente.

4.2.4 Sinal analítico como intensidade

Podemos definir a intensidade de uma luz coerente da seguinte forma:

I(x, y; t) = |A(x, y; t)|2 (4.42)

ou seja, podemos representar a intensidade de uma luz coerente como o quadrado da
magnitude do sinal analítico, que é proveniente da estatística de speckle. Como a luz
apresenta um comportamento aleatório, a intensidade em um ponto específico também
se torna uma variável aleatória. Para entender melhor essa aleatoriedade, introduzimos
o conceito de média de ensemble. Isso envolve calcular a média ao longo de muitas
repetições da função aleatória. Ao observar o padrão de speckle em um ponto ao longo
do tempo, cada medição corresponde a um instante específico. A média de ensemble é a
média dessas diferentes realizações. Esse processo permite obter uma representação mais
estável do comportamento médio da luz coerente em um ponto específico, levando em
conta sua aleatoriedade. Podemos representar esse processo da seguinte forma:

I(x, y; t) =
〈
|A(x, y; t)|2

〉
(4.43)

onde ⟨·⟩ representa a média de ensemble. Resolvendo a Equação 4.43 temos que,

I(x, y; t) =
〈
|A(x, y; t)|2

〉
=
〈∣∣A(x, y)e2πiωt∣∣2〉

=
〈
|A(x, y)|2

∣∣e2πiωt∣∣2〉
=
〈
|A(x, y)|2

〉
(4.44)

Com isso temos que a intensidade é representada por:

I(x, y; t) =
〈
|A(x, y)|2

〉
(4.45)

Com isso, vemos que a intensidade do padrão de speckle é determinada pela mag-
nitude ao quadrado da amplitude do fasor resultante.

Para facilitar nosso entendimento, vamos considerar a luz estacionária, ou seja, a
sua intensidade média não varia ao decorrer do tempo, o que nos fornece um processo
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estatisticamente estacionário. Se o processo for não estacionário a intensidade média varia
ao longo tempo.

Essa discussão sobre o formalismo, e de como associar o speckle com a intensidade,
é necessária e suficiente para podermos discutir sobre a estatística de primeira ordem.

4.3 Estatística de Primeira Ordem

Vamos agora considerar as propriedades estatística de primeira ordem do padrão
de speckle. O nome estatística de primeira ordem é porque estamos considerando apenas
as propriedades num único ponto no espaço [1]. Como já discutido, o speckle é oriundo da
adição de uma série de várias contribuições complexas de fases aleatórias e de amplitudes
complexas. Assim, os resultados obtidos a partir dos estudos do formalismo de speckle
e as estatísticas obtidas até aqui, serão de grande importância no desenvolvimento dessa
seção.

Como I, a intensidade, é uma variável aleatória e ,que tem uma relação com a
amplitude do fasor resultante |A|, Vamos fazer uma transformação monótona da variável
aleatória, que é dada por:

I = f(A) = A2 (4.46)
Tendo conhecimento da função de probabilidade pA(A), podemos encontrar a função de
probabilidade correspondente pI(I). Como I é uma variável aleatória e que tem uma
relação com a amplitude do fasor resultante A, que também é uma variável aleatória,
vamos fazer uma transformação monótona da variável aleatória, que é dada por:

pI(I) = pA(
√
I)

∣∣∣∣dAdI
∣∣∣∣ = 1

2
√
I
pA(

√
I) (4.47)

A Equação 4.47 nos permite descrever a função densidade de probabilidade da intensidade
para cada caso em que a função de densidade de probabilidade da amplitude A é conhe-
cida. Para um grande número de contribuições dos fasores aleatórios, onde cada fase está
distribuída no intervalo (−π, π), a função de densidade de probabilidade da amplitude tem
uma distribuição do tipo Rayleigh, como já abordamos. Logo usando a transformação
dada pela Equação 4.47, obtemos:

pI(I) =

√
I

σ2
exp

(
− I

2σ2

)
1

2
√
I
=

1

2σ2
exp

(
− I

2σ2

)
(4.48)

para I ≥ 0, vemos que a intensidade é distribuída de acordo com uma densidade de
probabilidade exponencial. Podemos representar essa distribuição em termos do primeiro
momento, que é dada pela seguinte integral:

⟨I⟩ =
∫ ∞

0

IpI(I)dI =

∫ ∞

0

I

2σ2
exp

(
− I

2σ2

)
dI (4.49)

Para resolver essa integral, faremos as seguintes mudanças de variáveis; seja u =
− I

2σ2 → du = − dI
2σ2 , Com isso, temos que:
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∫ ∞

0

I

2σ2
exp

(
− I

2σ2

)
dI = 2σ2

∫ ∞

0

exp(u)udu

Resolvendo a integral por partes, obtemos:

⟨I⟩ =
∫ ∞

0

IpI(I)dI = 2σ2 (4.50)

Logo, temos que a função de densidade de probabilidade da intensidade, escrita
em termos do primeiro momento é:

pI(I) =
1

⟨I⟩exp
(
− I

⟨I⟩

)
(4.51)

A Figura 4.7 mostra como se comporta essa distribuição.

Figura 4.7: Função de densidade exponencial negativa.

Fonte: Autor, 2024.

Quando o speckle tem essa distribuição de probabilidade, nos referimos a ela como
speckle totalmente desenvolvido, o que nos diz que há uma uniformidade na distribui-
ção de intensidade e que a complexidade do padrão é plenamente manifestada. Uma
outra quantidade que vai ser importante é o contraste, que é uma medida que fornece
informações sobre a variabilidade da intensidade dentro do padrão de speckle, e é dado
por:

C =
σI
⟨I⟩ (4.52)

onde σI é o segundo momento e ⟨I⟩ é a intensidade média. Essa grandeza nos
permite avaliar a intensidade das variações em um padrão de speckle em relação à sua
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intensidade média, o que nos dá a indicação do quão significativas são as variações da
intensidade o que nos fornece informações sobre o meio ao qual estamos estudando.

Para speckle totalmente desenvolvido, temos que:

σ2
I =

〈
I2
〉
− ⟨I⟩2

= 2 ⟨I⟩2 − ⟨I⟩2

= ⟨I⟩2

⇒ σI = ⟨I⟩

(4.53)

Logo, para a distribuição exponencial, o contraste é:

C =
σI
⟨I⟩ =

⟨I⟩
⟨I⟩ = 1 (4.54)

Quando C = 1, ocorre uma variação significativa na intensidade do padrão de
speckle, indicando que as flutuações de intensidade são tão intensas quanto a própria
intensidade média.

Assim, apresentamos o tratamento estatístico do formalismo de speckle, destacando
que a intensidade de um padrão de speckle totalmente desenvolvido segue uma distribui-
ção de probabilidade exponencial negativa. Como a distribuição exponencial descreve o
comportamento da amplitude de speckle totalmente desenvolvida, ela é frequentemente
referida como speckle de Rayleigh. No entanto, padrões de speckle que não seguem essa
distribuição são chamados de não-Rayleigh, como no caso em que um fasor constante é
adicionado à soma fasorial.

Entretanto, ao considerar o tratamento estatístico do speckle de luz, surge a se-
guinte pergunta: como descrever essa estatística para um sistema quântico topológico? É
o que vamos elaborar no Capítulo 5.
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Capítulo 5

Speckles Topológicos

Como já abordado no Capítulo 4, os speckles resultam da interferência entre muitas
componentes de ondas, mas o que pode parecer um ruído sem sentido, pode muitas vezes
estar associal a um padrão universal bem definido. Um exemplo onde a partir do padrão
de speckle torna a investigação do sistema relativamente mais simples é o trabalho da
referencia [11], onde os autores demonstraram que o emaranhamento devido a simetrização
de bósons e férmions idênticos em uma rede, está impresso no comportamento speckle de
sua função de onda evolutiva no tempo na forma de estatística não-rayleigh. Baseado no
trabalho [11], nesse capítulo vamos direcionar nosso estudo e atenção para a perspectiva
de identificar estados de bordas topológicos analisando o padrão de speckle. Para isso,
vamos considerar uma cadeia topológica do tipo SSH unidimensional com N sítios, e com
condições de contorno aberta, que segue um padrão dimerizado de acoplamentos fortes e
fracos, cujo Hamiltoniano é dado por:

H =
N∑

n=1

ϵn|n⟩⟨n|+
N−1∑
n=1

Jn,n+1 (|n+ 1⟩⟨n|+ |n⟩⟨n+ 1|) (5.1)

onde ϵn é a energia on-site, |n⟩ denota uma única partícula ocupando o enésimo
sítio e Jn,n+1 é o hopping entre os sítios vizinhos. Vamos definir um padrão dimerizado
de hopping tal que: {

Jn,n+1 = ν, para n impar
Jn,n+1 = w, para n par

(5.2)

Como já visto no Capítulo 3, quando temos condições de contorno periódicas, o
sistema tem duas fases isolantes(gapped), uma quando ν < w e a outra quando ν > w que
são topologicamente equivalentes mas que possuem winding number distintos. Quando
ν = w temos a fase metálica, que é quando ocorre transição de fase topológica. Quando
a cadeia é aberta, a correspondênciabulk-boundary implica na existência de estados de
borda. E de fato, para um número N par, uma das fases topológicas distintas, a não
trivial ν < w, está associada a um par de autoestados quase degenerados no meio do band
gap, que é fortemente localizados nas duas extremidades da cadeia, como podemos ver
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no espectro de energia mostrada na Figura 3.8. também é possível notar que o gap de
energia δEe = Ee+ − Ee− fecha rapidamente a medida que ∼

(
ν
w

)N
2
+1. Agora, quando N

é ímpar não ocorre a transição de fase topológica como podemos ver na Figura 5.1.

Figura 5.1: Espectro de energia da cadeia SSH versus ν/w(w ≡ 1) para N = 31 sítios.
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Fonte: Autor, 2024.

Entretanto, podemos observar que mesmo sem uma transição topológica ainda
emerge emerge um único estado de borda no sistema a depender da escolha de ν < w ou
ν > w, como podemos ver na Figura 5.2.

Com isso, vamos analisar quando temos a fase não trivial em dois casos, o primeiro
quando temos um numero ímpar e o segundo quando tivemos um numero par de sítios.
Inicialmente, vamos considerar ϵn = ϵ = 0, ou seja, a cadeia é homogênea.

5.1 Estado unicamente localizado

Um fato a se observar é que quando N é ímpar não há uma transição de fase
topológica, entretanto, emerge um único estado de borda de energia zero, que é fortemente
localizado em uma das extremidades da cadeia de acordo com ν < w ou ν > w. Para
o caso ímpar, o estado de borda ψe,x correspondente ao estado de energia zero , cuja
demonstração esta no Apêndice A, que foi baseado no artigo [73], é dado analiticamente
pela seguinte expressão:

Insituto de Física — UFAL



CAPÍTULO 5. SPECKLES TOPOLÓGICOS 44

Figura 5.2: Perfil espacial da função de onda para o estado de borda único no meio da
banda fortemente localizado em ambas as extremidades da cadeia para (a) ν/w = 1/2 e
(b) estado de borda para ν/w = 2.

Fonte: Autor, 2024.

ψe,2m−1 = (−1)mνm−1

√
1− ν2

1− νN+1
(5.3)

com m = 1, . . . , N+1
2

e ν ∈ (0, 1). Note que só temos componentes nos sítios
ímpares. Com isso , temos que a geração de speckle é causada pela evolução unitária do
sistema baseada no Hamiltoniano. Para isso, dada uma entrada do tipo delta, ou seja,
ψ(t = 0) = |x0⟩ e sabendo que o operador evolução temporal é U = eiHt, temos que:

Ψx(t) = ⟨x0|U |x⟩

= ⟨x0|e−iHt|k⟩⟨k|x⟩

= ⟨x0|
∑
k

e−iEkt|k⟩⟨k|x⟩

=
∑
k

e−iEkt⟨x0|k⟩⟨k|x⟩

=
∑
k

e−iEkt⟨k|x0⟩⟨k|x⟩

sabendo que ⟨k|x0⟩ = ψk,x0 obtemos,

Ψx(t) =
∑
k

e−iEktψk,x0ψk,x (5.4)
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Como nas bordas do sistema a energia é nula E = 0, então nossa função de onda
num sítio x após um certo tempo t é:

Ψx(t) = ψe,x0ψe,x +
∑
k ̸=e

ψk,x0ψk,xe
−iEkt (5.5)

onde Ek são autovalores M = N − 1 pertencentes às duas bandas contínuas, o
segundo termo da Equação5.5 pode ser considerado como uma soma fasorial aleatória para
intervalos de tempo ∆t >> 1/w, ou seja, para passo no tempo relativamente alto, é como
se as fases dependentes do tempo ϕk = Ekt(mod2π) fossem fases aleatórias uniformemente
distribuídas no intervalo (0, 2π) [11]. As amplitudes Ck = Ck(x0, x) ≡ ψk,x0ψk,x são
obtidas a partir de M modos deslocalizados ψk,x ∼ 1/

√
M e, portanto, Ck ∼ 1/

√
M .

Todas as amplitudes são assumidas reais sem perda de generalidade.

Na ausência de desordem on-site, o Hamiltoniano SSH preserva a simetria quiral,
o que implica Ek = −E−k e Ck = ±C−k. Então, considerando valores ímpares de x0 e x
para que Ce não desapareça trivialmente, a Equação5.5 se apresenta da seguinte forma:

Ψx(t) = Ce +
∑
k′

2Ck′cos(ϕk′) (5.6)

com a soma sobre k′ percorrendo metade dos M modos. Recorrendo ao teorema do
limite central, argumentamos que muitas realizações de Ψx (através da evolução temporal
truncada) resultam em um fasor constante Ce perturbado por um ruído gaussiano com
média zero e variância dada por:

σ2 = 2
∑
k′

C2
k′ (5.7)

Assim, Ψx é também normalmente distribuído com uma média deslocada Ce. Por
sua vez, a amplitude A = |Ψx| obedece a uma distribuição normal dobrada. Nesse cenário
a intensidade I = A2/σ2 é distribuída de acordo com a distribuição qui-quadrado não
central:

pI(I;µ, λ) =
1

2
e−(

I+λ
2 )
(
I

λ

)µ
4
− 1

2

Iµ
2
−1

(√
λI
)

(5.8)

onde µ é o grau de liberdade, λ = (Ce/σ)
2 é o parâmetro de não centralidade e

Iα(z) é a função de Bessel modificada de primeira ordem. No caso sem desordem µ = 1.
A distribuição qui-quadrado não central e os dados numéricos são mostrados na Figura
5.3.

Quando há desordem on-site no sistema, a simetria quiral é quebrada. Para ana-
lisar o sistema com desordem, vamos considerar que ϵx/w é uma variável aleatória uni-
formemente distribuída no intervalo [−0.01, 0.01]. Como a desordem é muito fraca, não
ocorrem mudanças substanciais no espectro de energia. A energia associada ao estado de
borda Ee irá desviar ligeiramente do centro da banda, com ψe,x(Ce) mantendo sua forma
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Figura 5.3: Os gráficos (a) e (b) mostram distribuições de intensidade de speckle para os
casos sem desordem e com desordem (realização única), respectivamente, considerando
x0 = 1, x = 3 e N = 31 sítios. Os resultados numéricos exatos são obtidos para ν/w = 1
(círculos azuis), ν/w = 0.8 (quadrados vermelhos) e ν/w = 0.6 (losangos verdes) rea-
lizando a evolução até o tempo 5 × 106w−1 em etapas de 100w−1 . As linhas sólidas
representam as distribuições qui-quadrado não centrais correspondentes a Equação 5.8.
Note que no ponto crítico metálico ν/w = 1 a distribuição se aproxima do qui-quadrado
padrão (exponencial) tanto na ausência como na presença da desordem.

Fonte: Retirada da referência[74].

como na Equação5.3. Com isso, temos que a evolução temporal no caso desordenado é
dado por:

Ψx = Cee
−iϕe +

∑
k

Cke
−iϕk (5.9)

Um fator de fase global eiϕe pode ser configurado para deixar Ce como um fa-
sor constante situado no eixo real por conveniência. Temos que agora o segundo termo
descreve um ruído gaussiano circular, com a variância das partes real e imaginária dada
por:

σ′2 =
1

2

∑
k

C2
k (5.10)

como resultado da quebra da simetria quiral.

A intensidade I = A2/σ′2 é novamente descrita pela distribuição qui-quadrada não
central, com parâmetro de não centralidade λ → λ′ = (Ce/σ

′)2. Como o sistema agora
esta com desordem, temos que µ = 2.
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Para entender melhor o parâmetro de não centralidade, vamos encontrar uma so-
lução analítica para ele. Para isso, vamos assumir que a amplitude fasorial Ce é a mesma
em ambas as situações sem e com desordem. A variância σ2 para o caso sem desordem
pode ser aproximado fazendo ψk,x ≈

[(
1− |ψe,x|2

)
/M
]1/2

e assim obtendo σ2 = MC2
k .

Com isso, temos a seguinte Equação:

λ =
C2

e

MC2
k

=
ν2(m0+m) (ν2 − 1)

2
M

ν̃m0 ν̃m
(5.11)

onde ν̃m = ν2 − νN+4 − ν2m + ν2+2m e m = (x+ 1)/2. Para o caso desordenado, o
parâmetro de não centralidade é similar, sendo que σ′2 = σ2/2 o que resulta λ′ = 2λ. O
comportamento de λ em relação ao parâmetro de dimerização ν/w é mostrado na Figura
5.4.

Figura 5.4: Relação entre o parâmetro de não centralidade λ e a distorção da cadeia dada
por ν/w(w = 1 Para uma cadeia com N=31 sítios, onde iniciamos a função de onda no
sítio (a) x0 = 1 e (b) x0 = 3.

Fonte: Retirada da referência[74].

Pela Figura 5.4 podemos observar que, λ → 0 a medida que a cadeia se torna
homogênea, ou seja, quando a dimerização ν/w → 1, o que significa que PI(I) assume a
forma qui-quadrado padrão, que é a distribuição exponencial tanto na ausência quanto
na presença da desordem.

Também temos que em uma cadeia homogênea para um número ímpar de sítios,
a função de onda do modo zero é:

ψe,x0 ∝ [(N + 1) /2]−1/2 (5.12)

Para todo x ímpar.
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Então, quando ν/w < 1, o estado de borda surge com queda exponencial em todo
o bulk. Dado x ̸= 1 e não muito longe da borda principal, a amplitude da função de onda
atingirá o pico em algum valor limite de ν/w antes de desaparecer de modo a estar em
conformidade com |ψe,1| → 1 quando ν/w → 0, ou seja, no limite dimerizado o estado de
borda torna-se totalmente localizado no primeiro sítio, o que explica a divergência de λ
quando (x0, x) = (1, 1) que vemos na Figura5.4(a). Outro comportamento particular é em
(x0, x) = (1, 3) que podemos ver melhor na Figura5.4(b). A saturação de λ com ν/w → 0
nesse caso aponta uma dependência funcional semelhante das taxas de decaimento de
C2

e e C2
k . De fato, ambos decaem ∼ (ν/w)2 nesse limite. Então λ mede o quanto o

fasor constante Ce(x0, x) está borrado no ruído Gaussiano e, quanto mais longe da borda
principal se escolher x0e x, mais o ruído Gaussiano domina a medida que ν/w → 0.

Vamos agora analisar o constaste em relação à dimerização da cadeia. Sabemos
que o contraste de Speckle mede o desvio padrão da intensidade em relação a sua média
C = σI/ ⟨I⟩. Com relação a distribuição qui-quadrado não central na Equação 5.8 temos
que o contraste assume a seguinte expressão:

C =

√
2(µ+ 2λ)

µ+ λ
(5.13)

Note que o contraste é uma função de λ. Observe que no caso sem desordem(
µ = 1) e no caso com desordem µ = 2) o contraste difere por um fator de

√
2. O contraste

em relação a dimerização é mostrada na Figura 5.5.

Figura 5.5: Contrastes de Speckle versus ν/w para o caso sem desordem (a) e desordenado
(b), para uma cadeia com N = 31 sítios. Onde colocamos a função de onda inicialmente e
onde medimos (x0, x) são: (1,1) [círculos]; (1,5) [quadrados]; (3,5) [diamantes]. Em todos
os casos a evolução unitária é realizada até o tempo 106w−1 em passos de 100w−1. Apenas
uma amostra desordenada é considerada, onde as energias no local estão uniformemente
distribuídas dentro de [−0.01w, 0.01w].As linhas sólidas cinza representam os contrastes
analíticos C =

√
2+4λ
1+λ

para o caso sem desordem e C =
√
1+2λ
1+λ

para o caso com desordem.

Fonte: Retirada da referência[74].

À medida que a cadeia torna-se homogênea, o contraste converge para
√
2, na
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ausência da desordem, e para o caso com desordem converge para 1, que se relaciona
com a estatística speckle exponencial padrão(qui-quadrado). O mesmo regime pode ser
alcançado em uma razão de dimerização finita assim que x0 e x forem escolhidos a alguns
sítios longe da borda [74].

5.2 Estados bi-localizados

Agora vamos explorar as propriedades de speckle quando a cadeia SSH hospeda
dois estados de borda. Para os estados bi-localizados, temos agora uma cadeia com um
número par de sítios e, induzimos a formação de um par de estados de borda ψe± com
energias Ee± que decaem exponencialmente a partir de ambas as bordas. Para um espectro
de simetria quiral, a evolução temporal do fasor é dada por:

Ψx = 2Ce±cos(ϕδ) +
∑
k′

2Ck′cos(ϕk′) (5.14)

onde k′ cobre (N − 2)/2 modos deslocalizados, Ce± = Ce+ = Ce− e ϕδ = δEet/2.
O fasor dominante não é constante, ele evolui periodicamente a uma taxa que depende
do intervalo δEet/2. Em princípio, a distribuição para I pode ser obtida compondo a
distribuição qui-quadrado não central µ = 1 sobre vários λ.

Observa-se, entretanto, que o gap no meio da banda obedece δEe ∼ (ν/w)N/2+1

[75]. Portanto, dependendo da janela de tempo considerada, a função cosseno pode parar,
gerando um fasor de estado de borda constante. Na Figura 5.6(a), plotamos o contraste
de speckle vesus ν/w e confirmamos tal comportamento no momento em que δEe atinge
cerca de 10−6w , que é da ordem do inverso do tempo máximo de evolução, Como podemos
ver na Figura 5.6(c). Observe que o contraste mantém um limite superior de

√
2 , apesar

do valor de ν/w.

No caso desordenado a função de onda é dada por:

Ψx = Ce+ + Ce−e
iϕδ +

∑
k

Cke
i(ϕe−ϕk) (5.15)

Com o último termo compreendendo os N −2 modos deslocalizados representando
o ruído circular gaussiano. Desta vez há um par de fasores dominantes, um dos quais
gira a uma taxa definida pelo gap δEe. Diferentemente do regime anterior, o gap não
desaparecerá devido a desordem. Por outro lado, um dos fasores de estado de borda
desaparecerá a medida que a desordem on-site destrói sua simetria quiral, como podemos
ver na Figura 5.6(d). A transição entre regimes dinâmicos é mais suave em comparação
com a exibida na Figura 5.6 (b) para o caso ordenado, pois são conduzidos por fontes
distintas.
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Figura 5.6: Contrastes de Speckle versus ν/w para o caso sem desordem (a) e desordenado
(b), para uma cadeia com N = 30 sítios. Onde colocamos a função de onda inicialmente
e onde medimos (x0, x) são: (1,1) [círculos]; (1,5) [quadrados]; (3,5) [diamantes]. Em
todos os casos a evolução unitária é realizada até o tempo 106w−1 em passos de 100w−1.
Apenas uma amostra desordenada é considerada, onde as energias no local estão unifor-
memente distribuídas dentro de [−0.01w, 0.01w].As linhas sólidas cinza representam os
contrastes analíticos C =

√
2+4λ
1+λ

para o caso sem desordem e C =
√
1+2λ
1+λ

para o caso com
desordem. Eventualmente, para ν/w suficientemente baixo, o comportamento de spec-
kle correspondente a N par, quando o sistema está com desordem, se aproxima do caso
quando N é ímpar, que apresenta um único estado de borda. No caso sem desordem , tal
perda de informação sobre a existência de um par de estados de borda quando N é par,
ocorre porque o gap de energia de δEe fecha no meio da banda a medida que ν/w → 0 ,
conforme mostrado no gráfico (c). Uma transição dinâmica do comportamento par-para-
ímpar-N também ocorre no caso desordenado, mas não é conduzida pelo fechamento do
gap. Em vez disso, o par de estados das bordas se separa devido à desordem, forçando
um dos fasores dominantes a desaparecer, como mostra o gráfico (d) com Ce± avaliado
para (x0 = 1, x = 5).

Fonte: Modificado da referência [74].
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Capítulo 6

Conclusão

Neste trabalho apresentamos os speckles topológicos. A partir de medições locais
da função de onda em diferentes momentos revelaram propriedades topológicas intrínsecas
da rede. Em uma determinada faixa de valores ν/w , a intensidade dos speckles podem
ser utilizadas para identificar a presença de desordem que quebra a simetria, o gap no
meio da banda e o grau de localização dos estados de borda. O mapeamento da dinâmica
Hamiltoniana do sistema para modelos fasoriais aleatórios oferece um método para carac-
terizar os regimes dinâmicos envolvidos, e pode até ser empregado para avaliar o grau de
correlações quânticas [11, 14]. O estudo de estatísticas de speckle em redes topológicas
também pode lançar uma nova perspectiva sobre a natureza de estados quânticos não
convencionais da matéria.

Escolhemos o modelo SSH para analisar a estatística de speckle porque ele é viável
para uma implementação experimental baseada na propagação de luz clássica através
de redes de guia de onda acopladas lineares [19]. A constante de hopping escalonada
é realizada pelo espaçamento entre guias de onda e a evolução temporal Hamiltoniana é
análoga à propagação do feixe ao longo do eixo longitudinal. Algumas configurações físicas
potenciais para a realização de redes topológicas incluem matrizes de íons aprisionados [76]
e circuitos supercondutores [77]. Em termos de personalização de speckle, uma extensão
natural do nosso trabalho deve incluir o papel da desordem de acoplamento, que preserva
a simetria quiral. Uma variação interessante do modelo é baseada em um conjunto de
módulos SSH interagindo [78, 79]. Esse tipo de arranjo pode ser usado para controlar o
tamanho da lacuna no meio da banda [79]. Com isso, a busca por alcançar estatísticas
de intensidade personalizadas de alta precisão vai muito além de atender a aplicações
práticas. A capacidade de extrair informações do ruído é fundamental para alcançar uma
compreensão mais profunda da natureza. Com isso, esperamos que esse trabalho sirva
de inspiração para pesquisas futuras e que abra novas perspectivas para analisar cadeias
topológicas.
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Apêndice A

Demonstração do estado de borda para
o caso ímpar

Para o caso de um número N ímpar de sítios, temos que o Hamiltoniano da Equa-
ção(tan) fica da seguinte forma

H =
N−1∑
x=1

ν (|x+ 1⟩⟨x|+ |x⟩⟨x+ 1|) (A.1)

onde ν é o hopping para o caso ímpar. Queremos encontrar a solução para Hψ =
Eψ Como nas bordas temos energia zero, então ficamos com a seguinte expressão:

νψx+1 + νψx−1 = 0 (A.2)

Dividindo por ν obtemos:
ψx+1 = −ψx−1 (A.3)

Para x = 2, 3, 4, ..., N − 1. Com isso, vamos denominar ψ1 = A, onde A é uma constante
a ser determinado. Usando a EquaçãoA.3, temos:

ψ3 = −ψ1 = −A
ψ5 = −ψ3 = A
ψ7 = −ψ5 = −A
ψ9 = −ψ7 = A

.

.

.

(A.4)

Para um número N ímpar, a função de onda do estado de borda é alternado entre A e
−A e podemos escrever x = 2m− 1. Substituindo na EquaçãoA.3, temos

ψ2m = −ψ2m−2 (A.5)

Como a função de onda só não é nula nos sítios ímpares, então, a função de onda pode
ser escrito da seguinte forma:
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ψ2m−1 = (−1)m−1A (A.6)

Como ν é o hopping dos sítios ímpares, vamos adicionar ela a nossa função de
onda. Assim, temos que:

ψ2m−1 = (−1)m−1νm−1A (A.7)

Vamos agora normalizar nosso estado para obter a constante A.

N+1
2∑

m=1

|ψ2m−1|2 =
N+1

2∑
m=1

[
(−1)m−1νm−1A

]2
= A2

N+1
2∑

m=1

[
(−1)m−1νm−1

]2
= A2

N+1
2∑

m=1

ν2(m−1) = 1

(A.8)

Note que o termo (−1)m−1 "desaparece"da equação porque ele se torna par, ou seja,
não haverá alternância de sinais. Também é possível notar que o somatório é uma soma
geométrica dada pela seguinte expressão:

k−1∑
m=0

rm =
1− rk

1− r
(A.9)

Logo, nossa série fica da seguinte maneira:

A2

(N−1)/2∑
m=0

ν2m = A21− (ν2)
(N+1)/2

1− ν2
= A21− νN+1

1− ν2
(A.10)

Portanto, a constante de normalização A é dado por

A21− νN+1

1− ν2
= 1 → A2 =

1− ν2

1− νN+1
→ A =

√
1− ν2

1− νN+1
(A.11)

Portanto nossa função de onda do estado de borda para uma cadeia SSH com N
ímpar é:

ψe,2m−1 = (−1)mνm−1

√
1− ν2

1− νN+1
(A.12)
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