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Resumo

A evolugao temporal de uma cadeia topoldgica Su-Schrieffer-Heeger é analisada por meio das
estatisticas de padroes de speckle. O surgimento de estados de borda topologicos afeta dramati-
camente as flutuagoes dindmicas da fungao de onda. As estatisticas de intensidade sao descritas
por uma familia de distribui¢oes qui-quadrado nao centrais, com o parametro de nao centralidade
refletindo no grau de localizagao do estado de borda. A resposta do contraste de speckle com
relacdo a dimerizagao da cadeia é explorada em detalhes, bem como o papel da desordem de
quebra de simetria quiral, nimero de estados de borda, sua lacuna de energia e os locais entre
0s quais o transporte ocorre. Além de fornecer um local para personalizacdo de speckle, nossos
resultados apelam ao uso de padroes de speckle para caracterizacao de propriedades topolégicas
nao triviais.

Palavras-chave: Cadeia quantica topoldgica, Simetria quiral, Speckles, Desordem.
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Abstract

The time evolution of a topological Su-Schrieffer-Heeger chain is analyzed through the statistics
of speckle patterns. The emergence of topological edge states dramatically affects the dynamical
fluctuations of the wavefunction. The intensity statistics is found to be described by a family of
noncentral chi-squared distributions, with the noncentrality parameter reflecting on the degree of
edge-state localization. The response of the speckle contrast with respect to the dimerization of
the chain is explored in detail as well as the role of chiral symmetry-breaking disorder, number of
edge states, their energy gap, and the locations between which the transport occurs. In addition
to providing a venue for speckle customization, our results appeal to the use of speckle patterns
for characterization of nontrivial topological properties.

Keywords: Topological quantum chain, Chiral symmetry, Speckles, Disorder.
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Os graficos (a) e (b) mostram distribui¢oes de intensidade de speckle para os

casos sem desordem e com desordem (realizacao unica), respectivamente,

considerando ro = 1, z = 3 e N = 31 sitios. Os resultados numéricos

exatos sao obtidos para v/w = 1 (circulos azuis), v/w = 0.8 (quadra-

dos vermelhos) e v/w = 0.6 (losangos verdes) realizando a evolucao até o

tempo 5 x 10%0~! em etapas de 100w~" . As linhas solidas representam

as distribuicoes qui-quadrado nao centrais correspondentes a Equacao [5.8]

Note que no ponto critico metalico v/w = 1 a distribuigao se aproxima do

qui-quadrado padrao (exponencial) tanto na auséncia como na presenca da

desordem. . . . . .

5.4

Relacao entre o parametro de nao centralidade A e a distorcao da cadeia

dada por v/w(w = 1 Para uma cadeia com N=31 sitios, onde iniciamos a

fungao de onda no sitio (a) zp=1e(b) xg=3.|. . . . . . ... ... ...
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Contrastes de Speckle versus v/w para o caso sem desordem (a) e desorde-

nado (b), para uma cadeia com N = 31 sitios. Onde colocamos a fungao

de onda inicialmente e onde medimos (z¢,z) sao: (1,1) [circulos|; (1,5)

|quadrados|; (3,5) |diamantes|. Em todos os casos a evolugao unitaria é

realizada até o tempo 10°w " em passos de 100w~". Apenas uma amostra

desordenada é considerada, onde as energias no local estao uniformemente

distribuidas dentro de [—0.01w, 0.01w].As linhas so6lidas cinza representam

os contrastes analiticos C = % para o caso sem desordem e C = %

para o caso com desordem. | . . . . . .. .. ...




[5.6 Contrastes de Speckle versus v/w para o caso sem desordem (a) e de-

sordenado (b), para uma cadeia com N = 30 sitios. Onde colocamos a

funcao de onda inicialmente e onde medimos (zg,x) sao: (1,1) [circulos];

(1,5) |[quadrados|; (3,5) |[diamantes|. Em todos os casos a evoluc¢ao unita-

ria é realizada até o tempo 10°w " em passos de 100w~'. Apenas uma

amostra desordenada é considerada, onde as energias no local estao uni-

formemente distribuidas dentro de [—0.01w, 0.01w]|.As linhas solidas cinza

— V2+H4)

representam os contrastes analiticos C para o caso sem desordem

[ES)
V142X 1 fi
e C = 75 para o0 caso com desordem. Eventualmente, para v/w sufi-

clentemente baixo, o comportamento de speckle correspondente a /N par,

quando o sistema esta com desordem, se aproxima do caso quando N é

impar, que apresenta um unico estado de borda. No caso sem desordem ,

tal perda de informacao sobre a existéncia de um par de estados de borda

quando /N é par, ocorre porque o gap de energia de 0f, fecha no meio da

banda a medida que v/w — 0, conforme mostrado no grafico (¢). Uma

transicao dinamica do comportamento par-para-impar-N também ocorre

no caso desordenado, mas nao é conduzida pelo techamento do gap. Em

vez disso, o par de estados das bordas se separa devido a desordem, for-

¢ando um dos fasores dominantes a desaparecer, como mostra o grafico (d)

com C.y avaliado para (ro =1,z =5) . . . ... .. ... .. ... ....
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Capitulo 1

Introducao

Os speckles resultam da interferéncia entre multiplas componentes de onda [1] e
se manifestam como texturas granulares aleatorias em imagens, por exemplo. Embora
esses padroes possam inicialmente parecer ruido aleatorio, eles frequentemente revelam
um padrao de flutuagao universal bem definido. Na realidade, os speckles tém uma ampla
gama de aplicagoes, incluindo imagens médicas |2|, biossensores |3|, caracterizacao de
superficies [4], metrologia optica [5| e manipulagao de atomos frios 6, 7|. Portanto, ha
um esforgo consideravel direcionado ao desenvolvimento de técnicas para a personalizagao

dos speckles [8] 9} /10].

O estudo dos padroes de speckle também possui um apelo mais fundamental, pois
pode revelar informagoes valiosas sobre o sistema subjacente que, de outra forma, seriam
dificeis de investigar. Recentemente, foi demonstrado que o emaranhamento resultante da
simetrizacao de bosons e férmions idénticos em uma rede se manifesta no comportamento
dos speckles de sua fungao de onda ao longo do tempo, exibindo estatisticas nao-Rayleigh
[11]. Assim, a teoria do speckle pode ser utilizada para explorar fendmenos quéanticos
como emaranhamento |11}, 12, 13} [14], dinAmica quantica de muitos corpos [15] e eventos
extremos de cauda longa |16, 17]. Esses estudos recentes langaram nova luz sobre o
papel da desordem na producao de eventos, como rogue waves, em cadeias quanticas de
baixa dimensao. Nesta dissertacao, iremos focar na possibilidade de obter impressoes dos
estados de borda topologicos por meio da analise de padroes de speckle. Redes topolégicas
tém sido objeto de intensa pesquisa ao longo dos anos [1§].

Sua robustez contra a desordem e as ricas propriedades de transporte associadas
as fases topoldgicas nao triviais da matéria sao vantajosas para implementacoes foto-
nicas [19]. Para isso, consideramos uma cadeia topologica do tipo Su-Schrieffer-Heeger
(SSH), que segue um padrao dimerizado de acoplamentos fracos e fortes. Devido ao
bulk-boundary, um tnico ou um par de estados de borda emergem.

Ao mapear a evoluc¢ao hamiltoniana unitaria em modelos fasoriais aleatorios, deri-
vamos uma familia de distribui¢oes qui-quadrado nao centrais que descrevem as flutuagoes
de intensidade local no modelo SSH. O grau de localizacao dos estados de borda controla,
em ultima anélise, o contraste dos speckles. Também analisamos a influéncia da desor-
dem que quebra a simetria e dos locais de entrada e saida. Entao, de maneira geral, essa
dissertacao tem o objetivo de entender como o padrao de speckle pode ser usada para
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analisar a evolucao temporal de uma cadeia topologica do tipo SSH. Para um melhor
entendimento do trabalho desenvolvido nessa dissertagao, o trabalho esta organizado da
seguinte maneira:

No Capitulo [2| iniciaremos abordando brevemente o conceito de topologia e como
ele se conecta as cadeias quanticas. Também é discutido o método tight-binding que
serd usado para descrever as cadeias quanticas, e abordaremos o modelo de Anderson
brevemente para explicar a desordem em sistemas quanticos.

No capitulo [3| nos dedicamos a uma descricao detalhada do modelo SSH, onde
apresentamos o formalismo a ser empregado nesse tipo de cadeia topologica. Também
analisamos quando temos uma cadeia com infinitos sitios e quando ela é truncada, ou
seja, o numero de sitios é finito, e com isso analisamos os casos onde a cadeia tem uma
fase topologica trivial e nao trivial. Abordamos profundamente o caso nao trivial, que é
quando surge os estado de borda, que é o objetivo central do nosso trabalho.

No capitulo [4] exploramos a origem e algumas caracteristicas do fendémeno de spec-
kles, abordando conceitos essenciais para sua descricao. Primeiramente, discutimos a na-
tureza de uma caminhada aleatoria e estabelecemos as premissas necessérias para analisar
as propriedades estatisticas da soma fasorial. A partir disso, derivamos duas distribui¢oes
fundamentais para a compreensao dos resultados apresentados e, por fim, examinamos a
estatistica de primeira ordem dos padroes de speckles.

No capitulo [ Introduzimos a estatistica de speckle para descrever uma cadeia
topologica do tipo SSH,focado apenas no caso nao trivial, onde discutimos os resultados
obtidos a partir da evolucao temporal do sistema.

E para finalizar, no capitulo [f] apresentamos a conclusao do trabalho realizado.

Insituto de Fisica — UFAL



Capitulo 2

Cadelas Quanticas Topolbgicas

2.1 Topologia

Uma primeira pergunta a se fazer antes de estudar cadeias quéanticas topoldgicas
é: o que estuda a topologia? Topologia estuda se objetos podem ser transformados
continuamente uns nos outros, ou seja, se preocupa com as propriedades de um objeto
geométrico que sao preservadas sob deformagoes continuas como alongamento e torgao,
isto é, sem fechar buracos ou rasgar|20} [21} [22]. Um exemplo de deformacao continua esta
na Figura [2.1]

Figura 2.1: Representacao esquemaética de uma deformagao continua que conecta dois
corpos geométricos (o donut e a xicara).

Fonte: Retirada da referéncia|22].

O que garante que a deformacao que ocorre na Figura[2.1]é continua é o teorema de
Gauss-Bonnet, que diz que, se S for uma superficie compacta orientéavel e K a curvatura
Gaussiana, entao temos a seguinte expressao:

/KdA =27x(S) =4n(1 —g) (2.1)
s
onde x(S) é a caracteristica de Euler, que nesse caso ¢ dado por x(S) =2—2geyg

3
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¢ o género da superficie [23, 24]. O g, que é um invariante topologico, nos déa a informagao
de quantos buracos um corpo geométrico possui. No caso da Figura tanto o toro
quanto a xicara possui um género g = 1, e quando colocamos na Equagao [2.1], significa
que os corpos geométricos sao praticamente equivalentes do ponto de vista topologico, e
que existe uma deformagao continua que permite converter um corpo em outro.

Dado essa pequena introdugao sobre o conceito de topologia, vamos agora abordar
sobre como a topologia pode ser inserida no contexto da mecanica quantica.

2.1.1 Topologia na mecanica quantica

Como estudamos na sessao anterior, vimos que a topologia estuda como os objetos
podem ser transformados continuamente uns nos outros. Entao podemos nos perguntar:
E como seria a topologia no contexto da mecanica quantica? Para responder essa pergunta
precisamos saber o que define um sistema na mecanica quantica. Um sistema quéantico é
geralmente descrito por seu Hamiltoniano, que ¢ um operador que dita a evolucao tem-
poral do sistema [25]. O espectro de energias (os autovalores do Hamiltoniano) e os
autovetores (os estados quanticos) fornecem uma descrigao completa do comportamento
do sistema. Entao, quando introduzimos a topologia na mecanica quantica estamos inte-
ressados em propriedades do Hamiltoniano que nao mudam sob deformacoes continuas e,
essas propriedades topologicas podem ser caracterizadas por invariantes topologicos, que
sao quantidades que permanecem constantes sob deformagoes continuas do sistema |26,
27, 28]. Neste trabalho, vamos focar no invariante topologico conhecido como winding
number, que sera melhor detalhado no capitulo[3] Esse invariante aparece frequentemente
em sistemas unidimensionais, como cadeias que usa o método tight-binding para descrever
o sistema. Além disso, o método tight-binding, detalhado na Se¢ao [2.2], sera fundamental
ao longo deste trabalho e sera empregado na descricao do modelo SSH.

2.2 Meétodo Tight-Binding

O método tight-binding é uma técnica amplamente usada na fisica da matéria
condensada para descrever, de forma aproximada, a estrutura eletrénica dos sélidos. No
caso de uma cadeia quantica unidimensional, como a representada pela Figura2.2] quando
os atomos da rede estao muito distantes, podemos trata-los separadamente, pois as funcoes
de ondas sao ortogonais, o que indica que nao ha uma sobreposicao entre os autoestados
dos atomos.

Porém, quando os atomos estao muitos proximo, e a rede é ordenada, ha uma
sobreposicao entre os seus autoestados e a fungao de onda nao é mais ortogonal, ou seja,
as fungdes de onda se misturam e com isso formam estados de anti-ligacao e ligagao.
As sobreposi¢oes da fungao de onda ajudam o elétron a saltar de um dtomo para outro,
ou seja, o elétron se desloca pela rede |29, [30]. Para entender melhor o método, vamos
considerar a aproximacao de um tnico orbital por sitio e denotar |n) como orbital ocupéavel
pelo elétron quando ele se encontra no sitio n. Com isso temos que o estado geral para
um elétron é dado por:

Insituto de Fisica — UFAL



CAPITULO 2. CADEIAS QUANTICAS TOPOLOGICAS 5

Figura 2.2: Representacao artistica de uma rede cristalina unidimensional. O &tomo
destacado com o padrao quadriculado representa a célula unitaria da rede, e J denota o
parametro de hopping.

Fonte: Autor, 2024.

) = énln) (2.2)
Vamos aplicar o Hamiltoniano a esse estado geral,

H[p) = Elp) (2.3)

O Hamiltoniano é dado por:
H=K+> V, (24)

onde K ¢ a energia cinética e V; é a energia potencial que ¢ dado por

Vi=v(r-R) (2.5)

onde 7 é a posicao do elétron e R éa posigao do i-ésimo dtomo. Com isso, temos
que o potencial ), V; representa a interagao de Coulomb do elétron na posigao 7* com o
nucleo do i-ésimo sitio. Logo, sabendo que [¢)) é dada pela Equacao , temos que,

H [Z ¢nln>] =Y Eguln) = E_ ¢uln) (2.6)

Portanto,
Y ou(m|H[n) = EY ¢n(mln) (2.7)
Resolvendo o lado esquerdo da Equacao obtemos

(m|H|n) = (m| K + 3" Viln)

2.8
= (m|K + V,|n) + > (m|Vin) 28)

Insituto de Fisica — UFAL



CAPITULO 2. CADEIAS QUANTICAS TOPOLOGICAS 6

O termo K + V,, representa o Hamiltoniano se houvesse apenas um tnico ntcleo,
nesse caso, o n-ésimo nicleo. Vamos denominar esse termo de energia orbital, Fopital,
que é a energia de um elétron no ntcleo n na auséncia de outros nicleos. Assim podemos
reescrever a Equacao como,

(m|H|n) = (m|Eowicaln) + ) _(m|Vin) (2.9)
i#n
O termo com »_,,, (m|V[n) & a integral,
Vo, sem=n

(m|Vj|n) = /dx¢;"n(x)V(x)¢n(x) =¢—J, sem=n=+tl (2.10)
0, outros casos

onde Vj é o potencial que desloca a energia no sitio e J é o hopping do sistema.
Portanto, a Equacao [2.7] fica da seguinte forma:

> on

Da condicd@o de ortogonalidade do conjunto {|n)} podemo escrever, (m|n) = d,,p.
Com isso, usando os resultados obtidos na equagao [2.10] e substituindo na equagao [2.11],
temos que,

> Borbital(m[n) + Volmln) — J{mln) = J{mln)] ¢ = E Y du(m|n)

n,m

(m| Eomital|n) + Y _(m|Viln)| = E) _ én(m|n) (2.11)
i#n n,m

(2.12)
(Eorbital + ‘/0) ¢m5m,n - qum(sn—&—l,n - qumén—l,n = E¢m5m,n

Vamos chamar E, a1 + Vo de g que é a energia do sitio, ou seja, que é a energia
potencial que o elétron possui para permanecer no sitio. Com isso, temos que,

€0¢m - J <¢m+1 + gbm—l) = E¢m (213)

Quando os elétrons saltam entre os orbitais, eles geram autoestados que se com-
portam como ondas planas, o que nos sugere que uma possivel solucao para a Equacao
[2.13 pode ser encontrada usando o ansatz,

qu — Cveikma (214)

Onde C' é uma constante de normaliza¢ao dada por,
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CAPITULO 2. CADEIAS QUANTICAS TOPOLOGICAS 7
> oml* =1
CZ |€ikma‘2 -1
02 . Z |6ikma‘2 -1
C?-N=1
1
C=—
VN
Com isso temos que,
e—ikma
m = 2.15
Substituindo a Equagao [2.15| na Equacgao ficamos com,
e—ik:ma e—ik(m—i—l)a e—ik(m—l)a
Ho,, =ecg———J +
e = ()
e—ikma e—ikmae—ika e—ikma eika
= &0 —J ( + )
VN VN VN
e—ikma (e—zkma ) e—zkma
= —J e—zka + ezka)
" VN VN VN
efikma 7 (eikma< ika N z’ka))
=c — e e
" VN VN
Logo temos que,
e—ikma e—ikma ) ] e—ikma
€ —J e ka4 gika ) E 2.16
(! ) =EUR 210
O que nos d4,
E=gy—J (e + ) (2.17)
Como e~#ma 4 eikma — 9co5(ka) temos que,
E =¢y—2Jcos(ka) (2.18)

A Equagao[2.18)é a relagao de dispersao eletronica. Note que a dispersao tem uma energia
minima e uma méxima, o que implica que os elétrons s6 possuem autoestados dentro de
uma determinada faixa de energia, g —2J < E < g9+ 2J que sao as energias permitidas,

como mostra a Figura [2.3]
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CAPITULO 2. CADEIAS QUANTICAS TOPOLOGICAS 8

Figura 2.3: Relacao de dispersao eletronica.

E—¢g
24

Fonte: Autor, 2024.

Note que a bandaﬂ ¢é deslocada por ¢y e a largura da banda ¢ 4J, que depende
das distancias entre os nucleos atomicos. Toda a discussao feita nessa secao foi baseada
considerando uma rede unidimensional ordenada na qual todos os atomos sao idénticos,
caracterizando-a como uma rede cristalina perfeita. No entanto, surge uma questao impor-
tante: o que acontece quando ha uma imperfeicao na rede? No caso de tal eventualidade,
recorremos ao modelo de Anderson, que sera discutido na segao [2.3

2.3 Modelo de Anderson

Na sessao anterior, estudamos o modelo tight-binding aplicado a um sistema cris-
talino perfeito, onde a energia on-site do sistema era constante, e que poderiamos atribuir
qualquer valor a ele, e sendo assim, um sistema que nao possui desordem.

Quando um sistema passa a possuir uma desordem, ou seja, quando possui po-
tenciais aleatorios, recorremos ao modelo de Anderson, que é comumente utilizado para
estudar a natureza dos estados eletronicos em sistemas desordenados|33, 34, 35, 36|, e que
¢ dado pelo seguinte Hamiltoniano:

H=> en)(n|+ > Jomln)(m| (2.19)

n#m

Onde |n) ¢ o orbital atoémico centrado em n, €, ¢ a energia potencial e J,,, ¢ o
hopping do sistema, e decresce rapidamente com a distancia entre os sitios. A principal
caracteristica do Hamiltoniano de Anderson, que é dado pela Equagao [2.19] é que as

IEstrutura de banda ou banda descreve a faixa de niveis de energia que os elétrons podem ter dentro
dessa faixa, bem como também descreve as faixas de energia que eles podem nao ter(band gaps) |29, 31,
32].
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CAPITULO 2. CADEIAS QUANTICAS TOPOLOGICAS 9

energias potenciais €, ¢ escolhida aleatoriamente dentro de um intervalo [—W, W], onde
W representa largura da desordem. Note que no caso cristalino, W = 0, e as energias ¢,
sao constantes, e o sistema nao possui desordem. No trabalho realizado por Anderson|33],
ele considerou o hopping constante J,,, = J e assumiu o potencial aleatério, com isso
ficamos com o seguinte Hamiltoniano:

H=> en)(n|+J > |n)(m| (2.20)

n#Em

Um dos principais consequéncias do modelo de Anderson é a identificacao da loca-
lizagao espacial das fungoes de onda. Isso significa que, dependendo do nivel de desordem
no sistema, a funcao de onda pode nao se espalhar por toda a rede. Em condig¢oes de
desordem fraca, a funcdo de onda se estende pela rede, mas perde a coeréncia de fase,
resultando em um comportamento geralmente metélico para o sistema. No entanto, para
um valor de desordem forte, ocorre a localizacao da funcao de onda, fendémeno conhe-
cido como localizagdo de Anderson. Uma caracteristica interessante dessa localizagao é
o comportamento exponencialmente localizado das funcoes de onda, o que implica que a
probabilidade de encontrar a particula diminui rapidamente & medida que nos afastamos
da regiao onde ela esté inicialmente localizadal34l [35, |36].

Gragas aos estudos de Anderson, diversas areas exploraram o estudo que abrangem
desordem como a area de transporte eletronico[33, [34} 35|, optical37, 38, 139 e até muito
importante para entender melhor o fenomeno de Bose-Einstein|40, 41, 42].
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Capitulo 3

Modelo Su-Schrieffer-Heeger

O modelo Su-Schrieffer-Heeger, mais conhecido como modelo SSH, é um modelo
tight-binding unidimensional, inicialmente descrito nas referéncias |43, 44]. Ele é o modelo
mais simples e bem mais estabelecido sobre isolante topolégico [45, 28]. Um isolante
topologico é um material cuja parte interna atua como um isolante elétrico, enquanto sua
superficie funciona como um condutor elétrico, o que significa que os elétrons s6 podem
se mover ao longo da superficie do material, ou seja, os isolantes topologicos possuem um
band gap como um isolante comum, mas possuem estados condutores protegido{] em sua
borda ou superficie [45] |46] 49, 26]. Dito isto, o modelo SSH considera uma configuragao
com dois sitios em uma célula unitéaria, com dois tipos de acoplamento: um entre os sitios
intracelulares e o outro entre os sitios intercelulares. Esses acoplamentos alternam, o que
serd mais elaborado ao longo do capitulo. Gragas a essa alternancia entre os acoplamentos,
a cadeia SSH exibe duas fases topologicas diferentes: uma sendo a fase trivial e a outra,
a nao trivial |[45]. Com isso, vamos inicialmente escrever o Hamiltoniano tight-binding do

modelo SSH.

3.1 O Hamiltoniano SSH

O modelo SSH é um modelo tight-binding que descreve um tnico elétron sem spin
em uma rede unidimensional de célula unitaria de dois sitios, com amplitudes de hopping
escalonada. Os dois sitios em uma célula unitaria sao representados por A e B, como
podemos ver na Figura [3.1]

Como o elétron nao tem spin, o inico grau de liberdade é que eles podem tunelar
de um sitio para o outro. Dito isto, vamos denominar de v o hopping intracelular(que
ocorre dentro da célula unitaria) e w o hopping extracelular (que ocorre entre as células
unitarias vizinhas). Com isso, o Hamiltoniano tight-binding do modelo SSH com N células

IEstados condutores protegidos refere-se aos estados eletrénicos presentes na borda ou na superficie
do material que permitem a condugao de eletricidade. Isso ocorre porque os estados condutores sao
resultado de propriedades topologicas do material, nao podendo ser facilmente eliminados ou perturbados
sem alterar fundamentalmente a estrutura topologica do sistema. Esses estados garantem que os elétrons
possam se mover livremente ao longo da superficie ou borda do material, mesmo que o interior permaneca
isolante[46, 47} |48|.

10



CAPITULO 3. MODELO SU-SCHRIEFFER-HEEGER 11

Figura 3.1: Representacao artistica do modelo SSH com 5 células unitarias, onde o circulo
azul é o sitio A e o circulo vermelho é o sitio B.

Fonte: Autor, 2024.

unitarias é escrito da seguinte forma:

H=vY"(|n,B)(n, Al + n, A)(n, B|) +w 2 (In+1, AYn, B| + |n, BY(n + 1, A]) (3.1)

A base utilizada para definir o hamiltoniano é escrita da seguinte maneira:

n) @ [A) = |n, A)

in)® |B) = |n. B) (3:2)

onde |n, A) e |n, B) denota o estado da cadeia onde o elétron esta na célula unitaria
n, no local da sub-rede A, B respectivamente e n ¢ {1,2,...,N}. Esta representagao
da base indica que o espaco de Hilbert completo ¢ dividido em duas partes que sao o
Hamiltoniano externo e o Hamiltoniano interno, denotados como Hexterno @ Hinternol28)-
O espago de Hilbert externo resulta da repeticao das células unitarias N vezes, enquanto
o espago de Hilbert interno é determinado pelos dois sitios da sub-rede, designados como
A ou B, dentro da célula unitaria.

Para o modelo SSH , a energia potencial é nula( energia on-site), o que implica
que temos N estados ocupados. Essa situacao é conhecida como semi-preenchimento, e
é caracteristica dos isolantes simples, como por exemplo o poliacetileno, em que cada
atomo de carbono possui um elétron de conducao e com isso encontramos uma particula
por célula unitéria|28].

A representacao matricial do Hamiltoniano do modelo SSH, numa base de espago
real, para uma cadeia de N = 3 células unitarias, pode ser escrita como,

oo oRvR O
OO O & OX
oo v o8 o
of o oo
R O oo o
o oo oo
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CAPITULO 3. MODELO SU-SCHRIEFFER-HEEGER 12

Note que a matriz para N = 3 tem uma dimensao de 6. X6 devido a célula unitéria
conter dois sitios, ou seja, para cada N células unitarias teremos uma matriz com 2N
dimensoes.

Como todo sistema da fisica do estado soélido, a cadeia do modelo SSH tem um
volume(bulk) e um limite(boundary). O bulk é a parte central da cadeia e os limites sdo as
bordas na extremidade como podemos ver na Figura [3.1] Com isso, vamos inicialmente
tratar a nossa cadeia SSH como se fosse uma cadeia infinita e tirar alguns resultados
importantes.

3.2 O Hamiltoniano do bulk

A cadeia é dita infinita quando temos um niimero N muito grande, ou seja, quando
consideramos que N tende ao infinito. Isso também nos permite usar as condi¢oes de
contorno periddicas (Born-von-Karman). Devido termos condi¢oes de contorno perio-
dica,nossa cadeia é invariante translacional o que nos permite fazer uma transformacao
de Fourier. Portanto. vamos resolver a relacao de dispersao focando apenas na parte prin-
cipal da cadeia, o bulk, ou seja, assumindo que a cadeia forma um loop (limite periddico),
vamos realizar uma transformada de Fourier no espaco de Hilbert externo que é dado por:

1 -
n, A) ek A = (nAl=—= e KA

o) = 2 3 (n. 4 fz A
n, B) e*k,B) — (n,B —kn K B
) = e = TR B

(3.4)

Pelo fato do Hamiltoniano total ser separavel, podemos reescrever a Equagao
na forma tensorial:

1 A
[n) ®14) = fZ”“"lk®|A> <n|®<A|=<k|®<A|ﬁ;@—zkn

(3.5)
n) @ |B) = \/—Z (k) © | B) — <n|®<B|:<k|®<B|\/LN;6_ikn

Agora, usando a transformada de Fourier, vamos reescrever o Hamiltoniano na
nova base, ou seja, na base dos momentos:
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H :Z [V <\/Lﬁzezkn’k78><k/’A|\/_1N Zefik’n
ethn ! e
zk: Ik, A)(k B|\/_Z )
\/L—Z DAY (K B|\/_Z e n
k
; ™|k, B) (k A|\/_Z e )]
(% Y el ) [y<|k,B><k’,A| + |k, A) (K, BI)

ek, AV(K', B| + e ™|k, B) (K, A|)

5-

/\

i(k—k")n

Sabendo que N anl e = 01, temos que:

H= Z[ (|k, B)(k, A| + |k, A)(k, B|)

w (™ |k, A)(k, B| + ¢ *|k, B) (k, Al)

=2 | (

k

v+ e " w) |k, B)(k, A

+ (v + e™w) |k, A)(k, B|

Portanto, temos que o Hamiltoniano escrito na nova base, {|k, A), |k, B)} é
H= Z v+ e *w) |k, B)(k, Al + (v + e*w) |k, A)(k, B|] (3.6)

onde k é o vetor de onda. Como o Hamiltoniano externo e interno podem ser
separados, iremos reescrever a Equagao [3.6) da seguinte forma:

= |k) (k| ® [(V + e““w) |A)(B| + (V + e_ikw) |B><AH (3.7)

que na forma compacta fica da seguinte formas:

H =Y [k)H(k)K (3.8)
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onde H(k) é dado por,
—ik
H(k):( 0 v w) (3.9)

v+ etfw

H(k) é o Hamiltoniano da banda que atua no espago de Hilbert interno. Através
da equacao caracteristica, vamos obter a relacao de dispersao desse sistema. para isso
vamos calcular o determinante da matriz:

-F v+ we 'k

det v+ we'* —-F

=0

Simplificando, obtemos:
E* — (v +we™) (v+we ™) =0
Agora, expandindo o produto:
E? =2 +w® 4 vw(e™® + ™)

Como e + e~ = 2cos(k), temos que a relagao de dispersao é:

E = 4+/v2 +w? + 2vw cos(k) (3.10)

A partir da relacao de dispersao temos que os autoestados é dado por:

| £ k) = <i€_;¢(k)> (3.11)

onde,

o(k) = tan™! (M> (3.12)

v + wcosk

O gréfico da relagao de dispersao para diferentes valores de v e w é mostrado na
Figura (3.2

E importante observar que definimos a energia de Fermi com o nivel de energia
zero, sendo esta a origem da nossa escala de energia. Pela Figura[3.2] os casos onde v > w
e v < w existe um gap AFE entre o valor minimo de E, e o valor maximo de F_, que
representa a regiao proibida entre as bandas de valéncia e de condugao. O calculo do gap
de energia do sistema ¢ feita através da Equagao [3.10] Lembrando que o gap é a metade
do valor minimo da diferenga entre as duas bandas, temos:

1
AFE = §mm <2\/V2 +w? 4+ 2Vwcosk:> (3.13)
O valor minimo ocorre quando cosk = —1. Logo temos que,
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Figura 3.2: Relacao de dispersao do modelo SSH

v=0 v<w v=w v>w w=0

E(k)
°
o
o
o
o

~ o
x~ o
~

~ o
x oA

Fonte: Autor, 2024.

AE = (2\/1/2 + w? — 27/10) (3.14)

N —

sabendo que (V22 +w? — 2vw) = /(v +w)* = |v — v

Logo, o gap do sistema é dado por,

AE = |v —w| (3.15)

Assim, para excitar os elétrons para a banda de conducao, é necessario uma energia
E > AFE. Por isso, nos casos onde v =0, v < w, v > w e w = 0, a relagao de dispersao
descreve um material isolante. Quando v = w, AE = 0, ou seja, o gap é nulo, o que
significa que temos um material condutor. Com essas analises surge a seguinte indagagao:
As fases isolantes nos casos ¥ < w e v > w sao iguais? De acordo com a teoria de
Landau para transicoes de fases, ambas as fases isolantes possuem as mesmas simetrias,
o que implica que ao conservar o nimero de particulas, essas fases devem ser fisicamente
equivalentes, ou seja, nao deve haver diferencas significativas entre as propriedades fisicas
dessas fases |50, 51} 52, 53]. Porém, néo é o que acontece quando observamos a Figura ,
pois, justamente quando v = w temos uma transicao de fase topologica, pois ela separa
duas fases isolantes com a mesma simetria mas com propriedades fisicas e topologicas
diferentes. Para, entender melhor essas propriedades vamos estudar o caso onde teremos
estados de bordas, ou seja, uma relacao entre o bulk e a fronteira do sistema, ao qual
chamamos de correspondéncia bulk-boundary.

3.3 Correspondéncia bulk-boundary

Antes de estudar o sistema com estados de borda propriamente dito, vamos antes
falar sobre uma simetria muito importante que é presente no modelo SSH, que é a simetria
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quiral.

3.3.1 Simetria quiral

A simetria quiral se refere ao fato de que o sistema exibir propriedades ou com-
portamento que nao ¢é idéntico a sua imagem espelhada, o que indica que nao é possivel
transformar o sistema por meio de uma simples rotacao ou translacao. Com isso, dizemos
que um sistema tem simetria quiral quando o Hamiltoniano obedece a seguinte relagao:

A AA A

NaTY = —H (3.16)
O operador I' é Hermitiano e unitéario, [T = 2 = 1 Podemos reescrever o Ha-

miltoniano dado pela Equacao |3.8], expandindo o termo exponencial usando a relacao de
Euler, e* = cosk + isink. Logo

B 0 v + weosk — iwsink
H(k) = (y + weosk + twsink 0 ) (3.17)

Vamos denominar h; = v + wcosk e ho = wsink. Com isso, o nosso Hamiltoniano
fica da seguinte forma:

(0 hy—ihy
e (0, o) a8

Pode ser decomposto em:

(0 Iy 0 —ihy
e (00 (8 19

Reescrevendo cada parte como uma combinacao linear das matrizes de Pauli o, e

01 0 —i
he = hy <1 O>+h2 (Z OZ) (3.20)

Oy = ((1) é) e ay:(g _OZ) (3.21)

Com isso, temos que nosso Hamiltoniano escrito em termos das matrizes de Pauli

onde:

hk = hlax + th'y (322)

Vamos multiplicar a Equagao [3.22] pela matriz de Pauli o,:
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=5 ) o (2 )+ (]G 2
0 o) (D6 )

GG ) G2 a2
SIS
{ (o))

Portanto, temos que nosso operador quiral é [' = o,.

Como o operador simetria quiral é 0., temos que uma das propriedades de anti-
comutagao das matrizes de Pauli|25] ¢ dado por,

{O’i,O'j} = 25” (324)

onde 0;; ¢ a delta de Kronecker. Com esse fato, podemos definir a simetria quiral pela
seguinte Equacao:

{hy, 0.} =0 (3.25)

Temos também que a Equagao de Schrodinger em qualquer base para o Hamilto-
niano do modelo SSH ¢ escrito da seguinte forma:

H|pr) = Elpk) (3.26)

Vamos agora aplicar a simetria quiral na Equagao [3.20]

hyo-|pr) = —o.hilpr)
hio.|or) = —E (0:|¢r))

hi|or') = —Eler)

Portanto, obtemos a Equagao [3.27]

o) = o2|ok) (3.27)

que nos diz que, para cada estado |¢x’) com energia E, existe um estado o,|pg) com
energia —F/.
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Apos essa discussao sobre a simetria quiral, vamos analisar a correspondéncia bulk-
boundary, o que vai nos permitir identificar o caso onde v > w ¢é a fase trivial(isolante
tipico) e v < w como a fase topologica(isolante topologico) do sistema. Para isso, vamos
introduzir um invariante topolégico, conhecido como winding number.

3.3.2 Winding number no modelo SSH

Apesar da relagao de dispersao nos revelar algumas propriedades fisicas do bulk do
sistema, hé informagoes importantes que ela nao nos revela, como por exemplo, porque
o sistema possui dois tipos de isolantes, e no que eles diferem. Para sanar esses questio-
namentos, vamos definir uma representacao compacta para a obtencao desta informagao
para o modelo SSH.

Para isso, sabemos que o Hamiltoniano dado pela Equacao pode ser escrito
como a Equacao . Além disso, seja hy = (h1,h2,0) e & = (04,04,0.), podemos
escrever hy da seguinte forma:

hie = hy - & (3.28)

Uma vez que o sistema possui simetria quiral, podemos dize que Ay se restringe ao
plano XY. A medida que k varre a zona de Brillouin, hi, descreve um caminho fechado
no plano XY sem passar pelo ponto hy = 0 com o qual teriamos um condutor. Contando
o numero vezes que o vetor Ek circula em torno da origem, obtemos o winding number,
que no modelo SSH é dado pela seguinte equacao:

I OH,
—— | 7r(o.H" dk 2
4% i ), T <a T ) (3.29)

onde temos as seguintes expressoes:

1. A inversa de Hj:
1
Hk—l — ( (1) hl—‘rihg)
h1—ihy 0

(1 0
7= \op -1

3. A derivada parcial de Hy em relacao a k:

OHy 0 —jwe
ok \iwe™ 0

e sabendo que h; = v 4+ wcosk e hy = wsink temos que, ao resolver o trago do
integrando da Equagao obtemos:

27 otk etk
W = / ( - T k) dk (3.30)
0 v+ wet v+ we™
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Vamos chamar z = e¢* — dk = dz/ik. Com isso, temos que a Equagio m fica

da seguinte forma:
1 2m d 1 2m d
= —/ Z,,+—/ R (3.31)
dmi lw Jo 2+ % v/)e z(z+Y)

Como temos uma integral complexa, vamos recorrer ao teorema de residuos:

Res(f(2), z0) = %/Cf(z)dz (3.32)

onde Res(f(z),z0) ¢ o residuo da funcado f(z), zp ¢ um ponto singular da funcao f(z) e
f(2) é uma funcao analitica [54]. Substituindo a Equagao na Equagao temos:

271 271
W = 4% {%Res(f(z), —£> + %Z [Res(f(z), 0) + Res(f(2), —%)} } (3.33)
O residuo(Res) é dada pela seguinte expressao:
1 dk—l
Res(f(2), z0) = lim [(z = 20)" f(2)] (3.34)

(k — 1)! 220 dkF—1
onde k é a ordem no polo, que no nosso caso ¢ k = 1.

Definimos z = e cujo modulo é |z| = 1. Para calcular o windingnumber usando
a FEquacao [3.33] vamos considerar que os polos estejam dentro de um circulo cujo raio é

|z| = 1. Para isso vamos analisar o seguinte caso: quando % <1l— % > 1 o que implica

que o Res(f(z), —% nao esta dentro do circulo de raio |z| = 1. Logo,

w 271 v 271
- {2 st -2+ Rest121.0)
w 271 2w v
= Imi {7 D+ a}
w {27ri 27ri} (3.35)
= —q— + —
Ay | w W
_w  Am
Cdm w

O outro caso é quando temos % >1— % < 1, o que implica que Res(f(z), —%

nao esta dentro do circulo de raio |z| = 1. Logo,

won (D)

Portanto, o winding number no modelo SSH é:
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1, sev<w
W = (3.37)

0, sev>w

Na Figura sao apresentadas as curvas que o vetor fzk descreve no plano XY
para diferentes parametros do modelo SSH.

Figura 3.3: Representagao esquemética do winding number para diferentes parametros de
hoppings v e w.

h, hy h,

/
v he @ h. \\6 h.

vV >w V=w V< w

Fonte: Autor, 2024

O winding number é um invariante topologico e serve para caracterizar uma fase
topologica, de modo que, quando temos v > w, isto é, o acoplamento dentro da célula
unitaria é mais forte do que entre as células unitéarias vizinhas temos YW = 0. Por outro
lado, quando v < w ou seja, quando o acoplamento entre as células unitarias vizinhas é
mais forte temos VW = 1. Para entender melhor a diferenca fisica entre esses resultados,
vamos analisar o que ocorre nas extremidades do sistema, ou seja, o que acontece nas
bordas. Para isso vamos analisar os limites totalmente dimerizados.

3.3.3 Limite totalmente dimerizado

O modelo SSH com bordas nao ¢é trivial, pois, uma vez que nao ha invariancia
translacional, nao podemos usar a transformada de Fourier para diagonalizar o nosso
Hamiltoniano. Sabendo disso, analisaremos dois casos extremos: v #0ew =0,e v =0
e w # 0, considerando uma cadeia com N = 10 sitios. Também, no limite totalmente
dimerizado, podemos escolher um conjunto de autoenergias restritos a cada dimero, o que
consistem nas superposic¢oes pares (E = 1) e impares (E = —1) dos dois sitios formando
um dimero.

Primeiro caso: v # 0 e w = 0. Para esse caso temos a seguinte cadeia que é
representada pela Figura [3.4]

As solugoes devem ser a superposicao do sitio A e do sitio B para cada dimero, o que
corresponde a um estado isolante, uma vez que a cadeia esta quebrada e nenhuma particula
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Figura 3.4: Representagao esquemética de uma cadeia aberta no limite onde v # 0 e

w = 0 do modelo SSH.

Fonte: Autor, 2024

pode "saltar"de uma extremidade & outra da cadeia. Para esse caso os autoestados de
energia da cadeia SSH ¢ dada pela Equa¢ad3.38}

H (|n, A) £ |n, B)) = + (|n, A) £ |n, B)) (3.38)

Para esse caso temos que os autoestados de energia é representada pela Figurg3.5]

Figura 3.5: Autoestados de Energia para o caso onde v # 0 e w = 0.

Energia 4
1 —+ —————————— 5X deg
-1 ¥+ 5Xx deg

Fonte: Autor, 2024

Note que, para uma cadeia de 10 sitios, ha 10 estados degenerados, onde temos 5
estados com energia F =1 e 5 estados com energia F = —1. Essa degenerescéncia ocorre
porque o sistema possui simetria quiral. Esse primeiro caso é o que denominamos caso
trivial.

Segundo caso: ¥ = 0 e w # 0. Neste caso, temos a seguinte cadeia representada
pela Figura [3.6]

Nesse segundo caso temos alguns dimeros mas, como a cadeia é aberta, temos dois
sitios tnicos na extremidade da cadeia. Se esses dois sitios, um em cada extremidade
da cadeia, carrega um elétron, a energia devera ser zero, pois no modelo SSH, nao ha
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Figura 3.6: Representacao esquematica de uma cadeia aberta no limite onde v = 0 e

w # 0 do modelo SSH.

Fonte: Autor, 2024

contribuicao energética para que qualquer elétron seja mantido fixo em um sitio. Portanto,
hé dois estados de energia zero no sistema localizado nas bordas da cadeia [28]. Com isso,
temos que os autoestados de energia ¢ dado por:

H(|n,B) £|n,A)) =+(|n,B) £ |n+1,A)) (3.39)

paran =1,..., N — 1. Note que, nesse segundo caso, a cadeia possui mais autoes-
tados de energia do que no caso anterior. Isso ocorre porque cada extremidade da cadeia
hospeda um tnico elétron com energia zero, ou seja,

H|1,A) = H|N,B) =0 (3.40)

Esses autoestados tém suporte em apenas um sitio. A sua energia é zero por-
que no modelo SSH nao sao permitidos potenciais on-site. Para esse caso temos que os
autoestados de energia é representada pela Figura |3.7]

Figura 3.7: Autoestados de Energia para o caso onde v =0 e w # 0.

Energia 4
1 —+ ———————— 4x deg
0 2 x deg
-1 —+ 4x deg

Fonte: Autor, 2024

Para esse segundo caso, a cadeia ainda possui 10 sitios e ha 10 estados degenerados,
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sO que dessa vez temos 4 estados com energia F = 1, 4 estados com energia £ = —1 e
2 estados com energia zero. Esses 2 estados a mais é devido ao sistema possui duas
bordas com energia zero. Esse segundo caso ¢ o que denominamos de caso nao trivial.
Vamos agora analisar o que ocorre quando nos afastamos do limite totalmente dimerizado
e analisar o espectro de energia no espaco real quando a cadeia ¢ aberta.

3.3.4 Espectro de energia com open-boundary

Agora investigaremos o comportamento dos estados de borda ao nos afastarmos
do limite completamente dimerizado. Especificamente, analisamos como o espectro de
uma cadeia topologica aberta, com v = 0 e w = 1, composta por N = 30 sitios se
altera & medida que aumentamos gradualmente a amplitude de hopping intracelular v.
Para obtermos o espectro de energia, vamos diagonalizar numericamente o Hamiltoniano
semelhante ao da Equagao mas com 30 sitios. para essa diagonalizagao, usamos a
linguagem de programagao FORTRAN90 e a biblioteca LAPACK. Com isso, obtemos a

Figura 3.8

Figura 3.8: Espectro de energia da cadeia SSH versus v/w(w = 1) para N = 30 sitios.

Energia
()

_9 B——
- 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
v/w

Fonte: Autor, 2024

Quando a cadeia é aberta, a correspondéncia bulk-boundary implica na existéncia
de estados de borda. E como podemos observar, para um numero N par, uma das fases
topologicas distintas, a nao trivial v < w, esté associada a um par de autoestados quase
degenerados no meio do band gap, que é fortemente localizados nas duas extremidades da
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cadeia. Pela Figura (a), nota-se que existe 14 energias positivas e 14 energias negativas,
e quando v < 1 temos duas energias zero, o que corresponde ao caso topoldgico. Quando
v > 1, temos o caso trivial.

Apoés a diagonalizagao do nosso Hamiltoniano e obtermos o espectro de energia,
vamos agora analisar as func¢oes de onda correspondentes desses autoestados de energia.

3.3.5 Funcao de onda do estado de borda

A fungao de onda do estado de borda esta representado na Figura onde ¥y, p,
é a funcao de onda, k é o sitio onde colocamos nossa funcao de onda e n é a posicao do
sitio onde estamos medindo.

Figura 3.9: Perfil espacial da fungao de onda para (a) estados de borda para v/w = 1/2,
(b) descreve o mesmo par de modos quando v/w = 2, para o qual as propriedades de
localizagao nao sao mais validas.

@ 1 Ppn ® 1),

Fonte: Autor, 2024

Na Figur(a) podemos observar que os estados de energia zero sao exponenci-
almente localizados nas bordas da cadeia, conforme esperado no limite dimerizado. Esses
estados sao chamados de estados de borda porque estao localizados nas extremidades da
cadeia. Além disso, nota-se que esses estados de borda permanecem como estados de
energia zero somente enquanto v < w [55|. Quando v > w nao ha estados de energia zero
e todos os estados sao deslocalizados por toda a rede como podemos ver na Figur(b).
Entao, a existéncia desses estados de borda no caso v < w difere do caso quando v > w
pois, caso eles tivessem as mesmas propriedades, os dois casos seriam isolantes. O caso
em que o winding number é um, é conhecido como topologicamente nao trivial. Enquanto
quando o winding number & zero é o caso trivial. Esses dois casos estao relacionados por
meio de uma transicao de fase topologica que corresponde ao fechamento do gap de banda
que d& origem aos estados de borda condutores. De fato, o invariante topolégico W nos
informa o namero de estados de borda na ponta da cadeia [56]. A protegao dos estados
de borda decorre da topologia nao trivial dos estados eletronicos do bulk, uma vez que o
calculo do invariante topologico W depende exclusivamente dos estados do bulk.
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Capitulo 4

Speckles

4.1 Introducao

Na década de 60, quando lasers de ondas continuas tornaram-se comercialmente
disponiveis para a sociedade, os pesquisadores da época que trabalhavam com o laser
observaram que, quando a luz do laser era refletida em uma superficie, como na parede do
laboratério ou em um papel, surgia um padrao granular com alto contraste e em pequena
escala no ponto de dispersao , . A origem dessa granularidade foi rapidamente
reconhecida pelos cientistas que trabalhavam na época com pesquisa direcionada ao laser
60]. A esse padrao granular é dado o nome de padrao de speckle, que consiste
em uma distribuicao aleatoria de intensidade da luz, com &reas claras e escuras que se
alteram ao longo da distribuicao conforme mostra a Figura

Figura 4.1: Padrao de speckle.

- 0.8

- 0.6

0.4

0.0

Fonte: Autor, 2024.

25



CAPITULO 4. SPECKLES 26

Essa distribuicao é formada quando uma luz razoavelmente coerente é refletida em
uma superficie rugosa ou, quando se propaga através de um meio com efeitos aleatorios.
O speckle tem um papel importante em outros estudos onde a radiagao é refletida ou
transmitida por corpos que sao rugosos na escala de comprimento de onda. Exemplos da
importancia do padrao de speckle incluem estudos sobre micro-ondas, raio-x e imagens
médicas de ultrassom de érgaos do corpo humano |1, 61, (62, |63]. Portanto, considerando
que a distribuicao de speckles é resultado da interferéncia de uma infinidade de compo-
nentes complexos da luz, onde cada componente possui amplitude e fase aleatérias, é
importante abordar as propriedades estatisticas dessa distribuicio. E essencial salientar
que, quando somamos essas componentes, obtemos uma caminhada aleatoria, como po-
demos ver na Figura A Figura mostra a caminhada aleatoria que resulta em (a)
um fasor grande e (b) um pequeno, ambos indicados pela seta azul. Em ambos os casos,
nenhuma contribuicao especifica predomina na soma, pois os comprimentos e as fases sao
aleatorias. Neste contexto, a intensidade da onda observada, que é a quantidade medida,
corresponde ao quadrado da magnitude do fasor resultante.

Figura 4.2: Caminhada aleatoria (a) construtiva e (b) destrutiva.

( a) Im (b) Im

Fonte: Autor, 2024.

4.2 O formalismo de Speckle

Como ja dito anteriormente, o padrao de speckle pode ser abordado como uma
caminhada aleatoria. Podemos observar na Figura [£.2] que temos vetores aleatorios sendo
somados e um vetor resultante. A esses vetores damos o nome de fasof} Com isso,
podemos explorar muito mais sobre a natureza e os eventos estocésticosﬂ do fenémeno de

1'Um fasor ou vetor de fase, ¢ um ntimero complexo que representa uma funcio senoidal cuja amplitude
e fase sdo invariantes no tempo|64, [65]. Com isso, podemos usar o fasor para representar uma onda.

2Eventos estocasticos sdo aqueles cujo estado é indeterminado, originando-se de eventos aleatoérios. Em
outras palavras, esse termo refere-se & propriedade de uma distribuigio aleatéria ser bem descrita|66|.
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speckle.

Para simplificar nossa compreensao da modelagem estatistica da distribuicao de
speckle, consideraremos uma onda monocromética e polarizada. A essa onda, atribuire-
mos um sinal analitico|l, [67], que é dado por:

Az, yit) = |Alw, y)| Ve (4.1)

onde w é a frequéncia optica e t é o tempo. O produto = |A(z,y)|e'® é a amplitude
complexa do fasor que podemos chamar de A(x,y). Logo o sinal analitico pode ser escrito
da seguinte forma:

Az, y;t) = Az, y)e*™™! (4.2)

Com isso, o fendmeno speckle ocorre quando uma representagao complexa resul-
tante é formada pela sobreposicao de iniimeros componentes complexos "elementares",
onde cada componente esta em uma fase aleatoria. Assim, em um tnico ponto no espago-
tempo, podemos escrever,

N N
Az, y;t) = Ae™ = Zan = Zanew” (4.3)
n=1 n=1

onde a,, é a enésima componente fasorial complexa da soma, com comprimento a,,
e fase 0,,.

Para facilitar nosso entendimento, vamos considerar o instante ¢ = 0, onde a

amplitude do fasor resultante A é a soma ponderada de diversas contribuicoes de \/N’y)

Com isso, temos:

= \/—1_ Z Z e’ (4.4)

n=1

onde N representa o nimero de componentes fasoriais na caminhada aleatéria. O

fator \/LN serve para preservar os segundos momentos finitos da soma, mesmo quando o

namero de componentes de fasores se aproximam do infinito [1].

Vamos agora abordar a estatistica da soma fasorial.

4.2.1 Estatistica da soma fasorial aleatoria

Usando a formula de Euler, podemos reescrever a Equacao [4.4] da seguinte forma:

A(z,y;t) = \/L_i [cos(0y,) + isen(6,)] (4.5)

Com isso, podemos separar essa soma numa parte real e numa parte imaginaria
da seguinte maneira:
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{]R = Re{A} = J= 3, aycos(d,) (4.6)

I=Im{A} = \/LN 25:1 apsen(6,)

Com isso, podemos fazer algumas suposicoes:

1. As fases 0,, estdo estdo distribuidas uniformemente no intervalo (—m,m), o que
implica que todos os valores de fase sao igualmente provaveis.

2. Para qualquer n, a, e 0, sao estatisticamente independentes um do outro. Em
outras palavras, o conhecimento da fase de uma componente de um fasor nao nos
fornece nenhuma informacao sobre a amplitude do fasor, da mesma forma que o
conhecimento da amplitude do fasor nao nos transmite nenhuma informagao sobre
a fase.

3. A fase 6,, e a amplitude a,, sao estatisticamente independentes de 6,, e a,,, desde
que n #m

No contexto de problemas envolvendo caminhadas aleatérias, essas condig¢oes sao satisfei-
tas. Com isso em mente, passamos agora & analise dos primeiros e segundos momentos
das componentes real e imaginaria do fasor resultante.

4.2.2 Primeiro e segundo momentos de um fasor resultante

As trés suposicoes que fizermos anteriormente tem algumas implicagdes sobre o
primeiro momento e o segundo momento da parte real e imaginaria do fasor resultante.
O primeiro momento esta associado a média ou valores esperados e o segundo momento
esta relacionado a variancia |68, 69]. Com isso, partindo das suposi¢oes que fizemos, é
facil ver que o primeiro momento &,

1 & 1 /&
(R) = <\/—N ; an0039n> = \/_N <Z ancosﬁn> (4.7)

n=1

Como a, e 0,, sao estatisticamente independentes, temos:
| X

—— > {an) (costy) =0 (4.8)

\/N n=1

Uma vez que cosb, esta distribuida uniformemente no intervalo (—m, 7).

(R) =

Analogamente, para a parte imaginaria, temos,
T

—— > {an) (sinf,) =0 (4.9)

\/N n=1

Agora, para o segundo momento, vamos analisar o caso em que m # n,

() =
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A= ®) =

WE
WE

(apap) (cos B, cosbp,)

3
I
A
3
I
_

(4.10)
(an) (A, (cosb,) (cos Oy,)

3
ﬂ.
3
l

= 2|||H
NE
WE

Uma vez que que 0, e 6, esta distribuida uniformemente no intervalo (—m,).
Analogamente, para a parte imaginéria, temos,

N N
1
of = <]I2> =5 Z Z (anap,) (sin b, sinb,,)
n=1 m=1
N N
1 _ _ (4.11)
=~ Z Z (an) {(ap) (sinB,) (sinb,,)
n=1 m=1
=0
Logo, para n # m temos que,
op =0t =0 (4.12)

Agora, para o caso em que n = m, temos,
1 N N
on = (R*) = v Z mXZ:I {(apa,,) (cos b, cosb,,)

i <ai> <C082 9n>

=l (4.13)

1 1
><§ + 500829n>

De forma analoga, para a parte imaginéria temos,
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— <]12> = %Z Z (anapm) (sin 0, sin 6,,)

_ %Z (a2) (sin%0,)

=t (4.14)

1 1
> <— — —00529n>
2 2

Logo, para o caso em que m = n, temos,

_2_
=07 =

(4.15)

=N

(0}

Assim, podemos observar que, o primeiro momento e o segundo momento das partes real
e imaginaria de um fasor resultante sao idénticas. Ja obtemos as informacoes sobre o
primeiro e o segundo momentos. Vamos agora calcular a fungao de correlagao entre as
partes real e imaginaria.

Tr; = (RI)

)

Z (apap) (cos Oy, sinb,) (4.16)

pois (sin20,) = 0. Com isso, concluimos que nao ha correlagao entre as partes real
e imaginéria de um fasor resultante, de acordo com a suposi¢oes que impomos.

Agora, o que ocorre quando N — oo 7 Nesse caso, as partes real e imaginaria do
fasor resultante serao constituidas por uma soma significativa das variaveis independentes
0, e a,, e com isso, podemos recorrer ao Teorema do Limite Centra]ﬂ. Portanto, ao
recorrer ao Teorema do Limite Central, quando N — oo, as partes real e imaginaria se
aproximarao assintoticamente da distribui¢ao normal [1].

Para entender melhor, vamos expressar as partes real e imaginaria como fungoes
de densidade de probabilidade normais.

3Na teoria das probabilidades, o teorema do limite central (TLC) estabelece que, sob certas condigoes,
a distribuicao de uma média amostral normalizada tende a uma distribuicao normal padrao. Isso ocorre
mesmo que as variaveis originais nao sigam uma distribuigdo normal|70, |71} [72].
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A fungao de densidade de probabilidade normal para a parte real é:

=5 ()

Analogamente, para a parte imaginaria, temos:

f(I) = - 12Wexp [_% (%)2] (4.18)

Como ja mostrado anteriormente, a média e variancia das partes real e imaginaria

sao idénticas. Com isso, vamos considerar a variancia ou segundo momento como o2 =

oz = of. Logo a densidade de probabilidade conjunta das partes real e imaginaria do

fasor resultante é:

(4.17)

pri(R,I) =

2mo? 202

cap (-RQ i HQ) (4.19)

A densidade de probabilidade conjunta no plano complexo revela que os contornos
da densidade de probabilidade sao constantes, o que reflete a independéncia estatistica
entre as partes real e imaginaria, como podemos observar na Figura [£.3] Através do
grafico, percebemos que a distribuicao revela que a natureza dos contornos é circular,
indicando que o fasor complexo resultante, A, é caracterizado como uma variavel gaussiana
circular.

Outro interesse sao as estatisticas da fase ¢ e da amplitude A do fasor resultante.
Para isso, vamos usar as regras da teoria da probabilidade para transformar as variaveis
[1]. Com isso, vamos expressar A e ¢ em termos de R e I. Logo, temos que:

A=vVR2412

i (4.20)
¢ = arctan ﬁ)
e
R=A
cos ¢ (4.21)
I[= Asing

Com isso, podemos escrever a densidade de probabilidade conjunta de A e ¢, que

Pag(A; ) = pri (Acosp, Asing) || J|| (4.22)
onde ||J|| € o jacobiano das transformagoes entre as duas variaveis que é dada por:
OR IR

DA a%;
oL ol
oA  0¢

ORI ORI

1] = 9400 0004

(4.23)
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Figura 4.3: Gréfico de contorno representando a densidade de probabilidade constante
para uma variavel aleatoria gaussiana complexa circular.

3y

—3 9 1 0 1 9 3
R

Fonte: Autor, 2024.

Com isso, temos que a densidade de probabilidade conjunta, apés a transformacao
de variaveis, pode ser escrita da seguinte maneira:

Pae(4,; 0) - <—A—2> (4.24)

2o

Com A >0e (—m < ¢ < m) e zero em outros casos. Vamos agora encontrar as
probabilidades individuais de A e ¢ individualmente. Primeiramente, vamos encontrar a
amplitude A.

4 A A? 4 A A?
pa(A) = / pas(A, ¢)dp = exp (_ﬁ) / d¢ = —3 6P (_ﬁ) (4.25)

2
2ro o

Com isso, temos que,

pa(A) = %%p (—%‘2) (4.26)

onde A > 0. A Equagao[4.26|representa a distribuicao Rayleigh, que modela o fasor
resultante cujas componentes sao independentes. Sua distribuicao é ilustrada na Figura
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M. E importante notar que essa distribuicio ¢ assimétrica e nao negativa, concentrando-
se principalmente em valores baixos de amplitude e diminuindo & medida que a amplitude
aumenta. Ja para a distribuicao e probabilidade da fase, podemos encontrar integrando
a Equagao em relagdo a amplitude:

po(@) = [ paod.0)da
0
© A AQ
- /0 oma? P (_rﬂ> aA
B e (4.27)
" 2702 /0 P <_ﬁ> AdA

1

"o

Logo, percebe-se que a fungao densidade conjunta pa 4(A, ¢) pode ser fatorada em
um produto de pa (A) e ps(¢) o0 que mostra que A e ¢ sdo variaveis aleatorias estatisti-
camente independentes. Com isso, conclui-se que o conhecimento da fase nao nos fornece
nenhuma informacao sobre a amplitude do fasor da mesma forma que o conhecimento da
amplitude nao nos diz nada sobre a fase.

Figura 4.4: Fungao densidade de probabilidade Rayleigh

0.6 1

0 1 2 3 4 5 6
Alo

Fonte: Autor, 2024.

4.2.3 Soma fasorial aleatoria com um fasor constante

Em certas situagoes, o fasor resultante é a soma de um fasor constante e uma soma
fasorial aleatéria, como podemos ver na Figura [4.5]
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Figura 4.5: Caminhada aleatéria com um fasor constante(azul), e varias contribuigdes de
fasores aleatorios.

Im 1

Re

Fonte: Autor, 2024.

O uso dessa configuragao se mostra especialmente proveitosa ao examinar fenéme-
nos nos quais a contribuicao do fasor constante é de grande importancia. Dentro deste
contexto, visando simplificar sem comprometer a generalidade, pressupomos que o fasor
constante estd totalmente alinhado ao longo do eixo real. Assim, as componentes real e
imaginaria do fasor resultante podem ser representadas como:

N
1
R=A)+ — a,, cosd,
R
(4.28)

T
I=— a,sind,
UF

onde Ay representa o fasor constante. A presenca do fasor constante adiciona uma
média conhecida na parte real do fasor resultante. Para um grande ntmero de etapas na
soma fasorial, N — oo, as estatisticas das partes real e imaginaria do fasor resultante se
aproxima assintoticamente da distribuigao normal, de forma que a funcao de densidade
de probabilidade conjunta é dada por:

pri(R,I) = ! exp (— (R = Ao)* + 1[2) (4.29)

2mo? 202

Usando as transformacoes de variaveis obtidas anteriormente, temos que:
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Pa(A, @) = pri(Acosg, Asing) ||.J|

_ A exp [ (Acos¢ — Ap)? + (Asin gzﬁ)?]
2mo? I 202
A [(Acos ¢)? —2AA cos ¢ + (Asin ¢)? (4.30)
= 202 P 202 ]
_ A exp -A2—2AAOCOS¢+A%:|
2mo? 202

Logo, a fun¢ao de densidade de probabilidade conjunta é:

A

2w o2

pas(A,d) (4.31)

exrp { 552

que é valido para A > 0 e (—7m < ¢ < 7). Com isso, podemos encontrar a estatistica
marginal de A e ¢. Primeiramente, vamos calcular p4(A).

A% — 2AAgcosg + A%}

pata) = [ " pas(A6)do

—T

T 2 2
A / exp (_A +2A0ACOS¢+AO> 16 (4.32)

2wo? J_. 202

A AZ+ A2\ [T 2AA3 cos ¢
T 9r02 TP\ T 002 P 202 a9

—T

Vamos usar a seguinte identidade:

/ ePeostdt = 211y (D) (4.33)
onde Iy(b) é a fungdo de Bessel modificada do primeiro tipo. Para o nosso caso,
b= “‘0—“3(2). Logo, temos que a funcao densidade de A é:
A A? + A2 AA
pa(A) = —exp (— 5 0) Iy ( 20) (4.34)
o 20 o

valido para A > 0. A Equagao ¢ conhecida como densidade Rician, e o
grafico para varios valores esta mostrada na Figura Observe que, quando Ay/o = 0,
a densidade Rician ¢é igual a densidade Rayleigh. Isso implica que, sem a presenga do
componente constante Ay, nossa distribuicao se assemelha & bem conhecida distribuigao
de Rayleigh. Esta tultima é frequentemente empregada para descrever situacoes em que
nao héa contribuigao constante no sinal. Note que, & medida que Agy/o cresce, a densidade
Rician vai se tornando mais simétrica, que vai se aproximando de uma distribui¢cao normal,
o que indica que o fasor constante Ay influéncia na distribuigao.

Observe que, & medida que Ay/c aumenta, a densidade de Rician se torna mais
simétrica, aproximando-se de uma distribuicao normal. Isso sugere que a componente
constante Ay tem uma influéncia significativa na distribuigao.
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Figura 4.6: Fungao de densidade Rician para vérios valores de Ay/o.

A — Ap/lo=0
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— Ap/lo=6
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Y
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© 0.2
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0 - N\
O.U 13 15 ' g

Fonte: Autor, 2024.

Vamos agora resolver a densidade de probabilidade da fase py(¢).

00 1 A% > A% — 2AOACOS¢
Ps(9) —/0 pas(A, 9)dA = o——eap (_ﬁ) /0 “rp (_ 207 ) AdA
(4.35)

Vamos agora focar apenas na integral. Para resolver essa integral, vamos usar
Alcos?p — Alcos’¢ na integral, que é a soma zero. Com isso, temos que:

0 2
/ exp (_A 2A A cos gb) JA
0

202

i~ 2 _ 2 2 A2 2
_/ exp (_A 2AAq cos ¢ + Aj cos® ¢ — AZ cos qb) JA
0

a 202

. (Agcosz(b> /Ooe (A—AOCOS¢)2
=exp | ——— xp |— | ————
P 202 0 P V20

chamando u = A — Agcos¢ — du = dA. Com isso, temos que:

dA
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e A — Ay cos gb) 2
- — dA
/0 o < V20

- /0 " (u+ A cos 8) exp [— (ﬁﬂ du (4.36)
:/Oooexp - (ﬁﬂ udu—i—Aocosgb/Oooexp [— (ﬁﬂ du

Vamos usar as seguintes relacoes de integrais:

[ [ (2= 2

o T\ 2 I /aN 2(n+1) (4.37)
2n+1 _(Z _(Z
/0 ‘ eXp[ <a> ]dm 2 <2>
Considerando n = 0 temos que:
o A — Agcosp 2
- — AdA = A 4.
/o exp ( NG~ ) d o? + o\/gacos¢ (4.38)

Com isso, temos que a nossa fun¢ao de densidade de probabilidade da fase é:
( Af
EIP \ 202 ) Alcos?¢ TA
po(0) = o exrp < 0202 > <1 + \/;Focosgﬁ) (4.39)

que ¢ valido para (—7 < ¢ < 7). conforme aumenta Ay/o , a distribuigao da fase
torna-se mais concentrada em torno do fasor constante, o que implica que ¢ < 1. Quando
a razdo Ap/o é substancialmente alta, a distribui¢do da fase tende a se assemelhar a uma
distribuicao gaussiana. Esse processo de transi¢ao para uma distribuicao gaussiana sugere
que em situacoes onde a contribuicao do componente constante é muito maior do que a
variabilidade do sinal, a fase do fasor resultante segue uma distribuicao gaussiana. Logo,
para Ag/o > 1 Vamos usar as seguintes aproximagoes:

1+\/7—cos¢—1+\/7140~ o
AZcos® ¢ A? Alp? (4.40)
exp (—202 ) R~ exp (2 2( — ¢ )) = exp (272) exp ( 5,2 )

Com essas aproximagoes temos que a densidade de probabilidade da fase é:

A A2 2
Po(P) ~ ﬂigexp (— 2?;2 ) (4.41)
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Com isso, temos que a média dessa distribuigao é zero, o que indica que a fase do
sinal nao possui nenhum desvio em relacao a componente constante do fasor. E o desvio
padrao é Agy/o.

Com isso tudo, como associar com uma onda luminosa? para isso vamos definir o
conceito de intensidade luminosa.

Apos essa discussao sobre o formalismo de speckle, vamos agora abordar um pouco
sobre a intensidade de uma luz coerente.

4.2.4 Sinal analitico como intensidade

Podemos definir a intensidade de uma luz coerente da seguinte forma:

I(z,y;t) = |Az,y; 1) (4.42)

ou seja, podemos representar a intensidade de uma luz coerente como o quadrado da
magnitude do sinal analitico, que é proveniente da estatistica de speckle. Como a luz
apresenta um comportamento aleatorio, a intensidade em um ponto especifico também
se torna uma variavel aleatoria. Para entender melhor essa aleatoriedade, introduzimos
o conceito de média de ensemble. Isso envolve calcular a média ao longo de muitas
repeticoes da funcao aleatoria. Ao observar o padrao de speckle em um ponto ao longo
do tempo, cada medicao corresponde a um instante especifico. A média de ensemble é a
média dessas diferentes realizagoes. Esse processo permite obter uma representagao mais
estavel do comportamento médio da luz coerente em um ponto especifico, levando em
conta sua aleatoriedade. Podemos representar esse processo da seguinte forma:

I(z,y;t) = (|Alz, y; 1)) (4.43)

onde (-) representa a média de ensemble. Resolvendo a Equagao temos que,

I(x,y;t) <|A x,y;t) >
B <} ZW‘ > (4.44)

Com isso temos que a intensidade é representada por:

I(z,y;t) = (|Alz,9)|*) (4.45)
Com isso, vemos que a intensidade do padrao de speckle é determinada pela mag-
nitude ao quadrado da amplitude do fasor resultante.

Para facilitar nosso entendimento, vamos considerar a luz estacionaria, ou seja, a
sua intensidade média nao varia ao decorrer do tempo, o que nos fornece um processo
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estatisticamente estacionéario. Se o processo for nao estacionario a intensidade média varia
ao longo tempo.

Essa discussao sobre o formalismo, e de como associar o speckle com a intensidade,
é necesséaria e suficiente para podermos discutir sobre a estatistica de primeira ordem.

4.3 Estatistica de Primeira Ordem

Vamos agora considerar as propriedades estatistica de primeira ordem do padrao
de speckle. O nome estatistica de primeira ordem é porque estamos considerando apenas
as propriedades num tnico ponto no espaco [1]. Como ja discutido, o speckle é oriundo da
adi¢ao de uma série de varias contribuigoes complexas de fases aleatorias e de amplitudes
complexas. Assim, os resultados obtidos a partir dos estudos do formalismo de speckle
e as estatisticas obtidas até aqui, serao de grande importancia no desenvolvimento dessa
secao.

Como I, a intensidade, é uma variavel aleatoria e ,que tem uma relacao com a
amplitude do fasor resultante |A|, Vamos fazer uma transformacao monotona da variavel
aleatoria, que é dada por:

I=f(A)= A (4.46)
Tendo conhecimento da fun¢ao de probabilidade pa(A), podemos encontrar a fungao de
probabilidade correspondente p;(I). Como I é uma variavel aleatoria e que tem uma

relacdo com a amplitude do fasor resultante A, que também é uma variavel aleatoéria,
vamos fazer uma transformagao mondtona da variavel aleatoria, que é dada por:

2= Q—;TpAM) (4.47)

A Equacao nos permite descrever a funcao densidade de probabilidade da intensidade
para cada caso em que a funcao de densidade de probabilidade da amplitude A é conhe-
cida. Para um grande ntimero de contribui¢oes dos fasores aleatorios, onde cada fase esta
distribuida no intervalo (—m, ), a func¢@o de densidade de probabilidade da amplitude tem
uma distribuicao do tipo Rayleigh, como ja abordamos. Logo usando a transformagao
dada pela Equagao [£.47] obtemos:

VI I\ 1 1 I
=Y ) = S 4.4
pi(l) = —; 63329( 202) Wi 2026%’19( 202) (4.48)

para I > 0, vemos que a intensidade é distribuida de acordo com uma densidade de
probabilidade exponencial. Podemos representar essa distribuigao em termos do primeiro
momento, que é dada pela seguinte integral:

(I) = /0 " Ip/(I)dI = /0 N Tigexp (—%) I (4.49)

Para resolver essa integral, faremos as seguintes mudancas de variaveis; seja u =

I __dI . )
— 57 — du = —5-5, Com isso, temos que:

pr(I) = pa(VI)
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Loexp (= ) dI = 20 d
/0 552 CXP ( 202) o /0 exp(u)udu

Resolvendo a integral por partes, obtemos:

(I) = /0 h Ip;(1)dI = 20° (4.50)

Logo, temos que a fun¢ao de densidade de probabilidade da intensidade, escrita
em termos do primeiro momento é:

pi(I) = <—}>exp (—%) (4.51)

A Figura mostra como se comporta essa distribuigao.

Figura 4.7: Funcao de densidade exponencial negativa.
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Fonte: Autor, 2024.

Quando o speckle tem essa distribui¢ao de probabilidade, nos referimos a ela como
speckle totalmente desenvolvido, o que nos diz que ha uma uniformidade na distribui-
¢ao de intensidade e que a complexidade do padrao é plenamente manifestada. Uma
outra quantidade que vai ser importante é o contraste, que é uma medida que fornece
informagoes sobre a variabilidade da intensidade dentro do padrao de speckle, e é dado
por:

g1
C=— (4.52)

{I)
onde o7 é o segundo momento e (/) é a intensidade média. Essa grandeza nos
permite avaliar a intensidade das variacoes em um padrao de speckle em relacao a sua
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intensidade média, o que nos dé a indicacao do quao significativas sao as variacoes da
intensidade o que nos fornece informagoes sobre o meio ao qual estamos estudando.

Para speckle totalmente desenvolvido, temos que:

of = (I*) —(I)?
2(1)° = (1)*

B (4.53)
= (I)*
= 07 = <I>
Logo, para a distribui¢ao exponencial, o contraste é:
I
oo D (4.54)

—

~
-
—~
-

Quando C' = 1, ocorre uma variagao significativa na intensidade do padrao de
speckle, indicando que as flutuacoes de intensidade sao tao intensas quanto a propria
intensidade média.

Assim, apresentamos o tratamento estatistico do formalismo de speckle, destacando
que a intensidade de um padrao de speckle totalmente desenvolvido segue uma distribui-
¢ao de probabilidade exponencial negativa. Como a distribuicao exponencial descreve o
comportamento da amplitude de speckle totalmente desenvolvida, ela é frequentemente
referida como speckle de Rayleigh. No entanto, padroes de speckle que nao seguem essa
distribuicao sao chamados de nao-Rayleigh, como no caso em que um fasor constante é
adicionado a soma fasorial.

Entretanto, ao considerar o tratamento estatistico do speckle de luz, surge a se-
guinte pergunta: como descrever essa estatistica para um sistema quantico topolégico? E
o que vamos elaborar no Capitulo [5]
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Capitulo 5

Speckles Topologicos

Como ja abordado no Capitulo[d] os speckles resultam da interferéncia entre muitas
componentes de ondas, mas o que pode parecer um ruido sem sentido, pode muitas vezes
estar associal a um padrao universal bem definido. Um exemplo onde a partir do padrao
de speckle torna a investigacao do sistema relativamente mais simples é o trabalho da
referencia |11], onde os autores demonstraram que o emaranhamento devido a simetrizacao
de bosons e férmions idénticos em uma rede, esta impresso no comportamento speckle de
sua fungao de onda evolutiva no tempo na forma de estatistica nao-rayleigh. Baseado no
trabalho |11], nesse capitulo vamos direcionar nosso estudo e atencao para a perspectiva
de identificar estados de bordas topolégicos analisando o padrao de speckle. Para isso,
vamos considerar uma cadeia topolégica do tipo SSH unidimensional com N sitios, e com
condic¢oes de contorno aberta, que segue um padrao dimerizado de acoplamentos fortes e
fracos, cujo Hamiltoniano é dado por:

H=3 clm)(nl + 3 T (1n + 1)l + i+ 1) (5.1

onde €, é a energia on-site, |n) denota uma tnica particula ocupando o enésimo
sitio e Jy, n+1 € 0 hopping entre os sitios vizinhos. Vamos definir um padrao dimerizado
de hopping tal que:

{Jn’n+1 =v, paranimpar (5.2)

Jpnt1 = W, para n par

Como ja visto no Capitulo [3| quando temos condigoes de contorno periodicas, o
sistema tem duas fases isolantes(gapped), uma quando v < w e a outra quando v > w que
sao topologicamente equivalentes mas que possuem winding number distintos. Quando
v = w temos a fase metalica, que é quando ocorre transicao de fase topolégica. Quando
a cadeia é aberta, a correspondénciabulk-boundary implica na existéncia de estados de
borda. E de fato, para um ntimero N par, uma das fases topologicas distintas, a nao
trivial v < w, esta associada a um par de autoestados quase degenerados no meio do band
gap, que é fortemente localizados nas duas extremidades da cadeia, como podemos ver
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no espectro de energia mostrada na Figura também é possivel notar que o gap de

N
energia 0F, = E., — F._ fecha rapidamente a medida que ~ (5) 2t Agora, quando N
é fmpar nao ocorre a transicao de fase topoldgica como podemos ver na Figura

Figura 5.1: Espectro de energia da cadeia SSH versus v/w(w = 1) para N = 31 sitios.

3

FEnergia

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
v/w

Fonte: Autor, 2024.

Entretanto, podemos observar que mesmo sem uma transi¢ao topologica ainda
emerge emerge um tnico estado de borda no sistema a depender da escolha de v < w ou
v > w, como podemos ver na Figura [5.2

Com isso, vamos analisar quando temos a fase nao trivial em dois casos, o primeiro
quando temos um numero impar e o segundo quando tivemos um numero par de sitios.
Inicialmente, vamos considerar ¢, = ¢ = 0, ou seja, a cadeia é homogénea.

5.1 Estado unicamente localizado

Um fato a se observar é que quando N é impar nao ha uma transicao de fase
topologica, entretanto, emerge um tnico estado de borda de energia zero, que é fortemente
localizado em uma das extremidades da cadeia de acordo com v < w ou v > w. Para
o caso impar, o estado de borda 7)., correspondente ao estado de energia zero , cuja
demonstragao esta no Apéndice [A] que foi baseado no artigo [73], é dado analiticamente
pela seguinte expressao:
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Figura 5.2: Perfil espacial da funcao de onda para o estado de borda tinico no meio da
banda fortemente localizado em ambas as extremidades da cadeia para (a) v/w =1/2 e

(b) estado de borda para v/w = 2.
L’ k.x (a)

l,’ k.x (b )

Fonte: Autor, 2024.

mome1 | 1—1?
Yepm—1 = (—1)"v ' 1 _ N+ (5.3)

comm = 1,..., % e v € (0,1). Note que s6 temos componentes nos sitios

impares. Com isso , temos que a geracao de speckle é causada pela evolugao unitaria do
sistema baseada no Hamiltoniano. Para isso, dada uma entrada do tipo delta, ou seja,
Y(t = 0) = |zo) e sabendo que o operador evolugao temporal ¢ U = ¢! temos que:

Uy (t) = (wo|Ul2)
= (wole™"'|k) (k)
= (ol Zk: e~ k) (k)
= zk: e~ ol k) (k)

=3 e ko) (k)

sabendo que (k|z¢) = 1 4, obtemos,

U, (t) = Z e g oy Uk (5.4)
k
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Como nas bordas do sistema a energia é nula F = 0, entao nossa fun¢ao de onda
num sitio x ap6s um certo tempo t é:

\IJZE (t) = we,xowe,x + Z wk,xowk,xe_iEkt (55)
k#e

onde Ej sao autovalores M = N — 1 pertencentes as duas bandas continuas, o
segundo termo da Equagadb.5| pode ser considerado como uma soma fasorial aleatoria para
intervalos de tempo At >> 1/w, ou seja, para passo no tempo relativamente alto, é como
se as fases dependentes do tempo ¢ = Ert(mod2m) fossem fases aleatorias uniformemente
distribuidas no intervalo (0,2m) [11]. As amplitudes Cy = Ci(20,2) = VkzVke 580
obtidas a partir de M modos deslocalizados 1y, ~ 1/\/M e, portanto, C} ~ 1/\/M .
Todas as amplitudes sao assumidas reais sem perda de generalidade.

Na auséncia de desordem on-site, o Hamiltoniano SSH preserva a simetria quiral,
o que implica F, = —FE_; e (', = £C_;. Entao, considerando valores impares de xg e x
para que C, ndo desaparega trivialmente, a Equacadpb.b| se apresenta da seguinte forma:

Vo (t) = Ce + » _ 2Cwcos(gy) (5.6)
-

com a soma sobre k' percorrendo metade dos M modos. Recorrendo ao teorema do
limite central, argumentamos que muitas realizagoes de ¥, (através da evolugao temporal
truncada) resultam em um fasor constante Ce perturbado por um ruido gaussiano com
média zero e variancia dada por:

o? =2 C} (5.7)
k,/

Assim, ¥, é também normalmente distribuido com uma média deslocada C,. Por
sua vez, a amplitude A = |¥,| obedece a uma distribuigdo normal dobrada. Nesse cenario
a intensidade I = A?/0? ¢ distribuida de acordo com a distribuicao qui-quadrado nao
central:

IS

_1
2

o) T (\/ﬁ) (5.8)

1 I
pr(L;p, \) = 56’(%) (—)
onde i é o grau de liberdade, A = (C./0)* é o parametro de néo centralidade e
Z.(z) € a fungao de Bessel modificada de primeira ordem. No caso sem desordem p = 1.
A distribuigao qui-quadrado nao central e os dados numéricos sao mostrados na Figura

5.3l

Quando ha desordem on-site no sistema, a simetria quiral é quebrada. Para ana-
lisar o sistema com desordem, vamos considerar que €,/w é uma variavel aleatoria uni-
formemente distribuida no intervalo [—0.01,0.01]. Como a desordem é muito fraca, nao
ocorrem mudancas substanciais no espectro de energia. A energia associada ao estado de
borda E, ira desviar ligeiramente do centro da banda, com ). ,(C.) mantendo sua forma
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Figura 5.3: Os gréficos (a) e (b) mostram distribui¢oes de intensidade de speckle para os
casos sem desordem e com desordem (realizacdo tunica), respectivamente, considerando
ro =1,z =3 e N = 31 sitios. Os resultados numéricos exatos sao obtidos para v/w = 1
(circulos azuis), v/w = 0.8 (quadrados vermelhos) e v/w = 0.6 (losangos verdes) rea-
lizando a evolucdao até o tempo 5 x 10%w~! em etapas de 100w™! . As linhas sélidas
representam as distribuigoes qui-quadrado nao centrais correspondentes a Equacao 5.8|
Note que no ponto critico metalico v/w = 1 a distribuigao se aproxima do qui-quadrado
padrao (exponencial) tanto na auséncia como na presenga da desordem.

Iy p(l) (Hpl)
(a) (b)

10° 10°
107! 107!
1072 107
1073 1073
104 b 1074t . . . .

0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10
I/<1) 1/<1)

Fonte: Retirada da referéncia|74].

como na Equa¢adb.3] Com isso, temos que a evolugdo temporal no caso desordenado é
dado por:

U, = Coe™ + ) Cre ™ (5.9)
k

Um fator de fase global e pode ser configurado para deixar C, como um fa-
sor constante situado no eixo real por conveniéncia. Temos que agora o segundo termo
descreve um ruido gaussiano circular, com a variancia das partes real e imaginéaria dada
por:

1
2 _ 2 : 2

como resultado da quebra da simetria quiral.

A intensidade I = A%/0’? ¢ novamente descrita pela distribuigao qui-quadrada nao
central, com parametro de nao centralidade A — X = (C. /o’ )2. Como o sistema agora
esta com desordem, temos que pu = 2.
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Para entender melhor o parametro de nao centralidade, vamos encontrar uma so-
lucao analitica para ele. Para isso, vamos assumir que a amplitude fasorial C, é a mesma
em ambas as situacoes sem e com desordem. A variancia o2 para o caso sem desordem
pode ser aproximado fazendo 1y, ~ [(1 - |@Z)m|2) /M} 1/
Com isso, temos a seguinte Equacao:

e assim obtendo o = MC}.

C2 pAmetm) (2 1) M

A\ = —
MC? i D

(5.11)

onde 7, = v? — yNTH — 2 4 2+2m oy = (1 + 1) /2. Para o caso desordenado, o
pardmetro de ndo centralidade é similar, sendo que 0’ = ¢%/2 o que resulta X' = 2)\. O
comportamento de \ em rela¢ao ao parametro de dimerizagao v/w é mostrado na Figura

5.4l

Figura 5.4: Relacao entre o parametro de nao centralidade A e a distor¢ao da cadeia dada
por v/w(w = 1 Para uma cadeia com N=31 sitios, onde iniciamos a fungdo de onda no
sitio (a) zo =1 e (b) o = 3.

1000 10007 (b) | | |

100 100; 7
~< 10 |10
| I

00 02 04 06 08 10 oo 02 04 06 08 1.0

v/w V/w
Fonte: Retirada da referéncia.

Pela Figura podemos observar que, A — 0 a medida que a cadeia se torna
homogénea, ou seja, quando a dimerizagao v/w — 1, o que significa que P;(I) assume a
forma qui-quadrado padrao, que é a distribuicao exponencial tanto na auséncia quanto
na presenca da desordem.

Também temos que em uma cadeia homogénea para um nimero impar de sitios,
a funcao de onda do modo zero é:

Yoy < [(N 4 1) /2] (5.12)

Para todo x impar.
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Entao, quando v/w < 1, o estado de borda surge com queda exponencial em todo
o bulk. Dado x # 1 e nao muito longe da borda principal, a amplitude da fungao de onda
atingira o pico em algum valor limite de v/w antes de desaparecer de modo a estar em
conformidade com [, 1| — 1 quando v/w — 0, ou seja, no limite dimerizado o estado de
borda torna-se totalmente localizado no primeiro sitio, o que explica a divergéncia de A
quando (g, z) = (1,1) que vemos na Figurap.4|(a). Outro comportamento particular é em
(z0,x) = (1,3) que podemos ver melhor na Figurap.4(b). A saturacdo de A com v/w — 0
nesse caso aponta uma dependéncia funcional semelhante das taxas de decaimento de
C? e C2. De fato, ambos decaem ~ (v/w)® nesse limite. Entdo A mede o quanto o
fasor constante C,(xg, z) esta borrado no ruido Gaussiano e, quanto mais longe da borda
principal se escolher zpe z, mais o ruido Gaussiano domina a medida que v/w — 0.

Vamos agora analisar o constaste em relagao a dimerizacao da cadeia. Sabemos
que o contraste de Speckle mede o desvio padrao da intensidade em relacao a sua média
C = o7/ (I). Com relagao a distribui¢do qui-quadrado nao central na Equagao temos
que o contraste assume a seguinte expressao:

_ 2(p + 2X)

5.13
P (5.13)

Note que o contraste ¢ uma fun¢ao de X\. Observe que no caso sem desordem(
1t = 1) e no caso com desordem x = 2) o contraste difere por um fator de v/2. O contraste
em relagao a dimerizagao ¢ mostrada na Figura [5.5]

Figura 5.5: Contrastes de Speckle versus v/w para o caso sem desordem (a) e desordenado
(b), para uma cadeia com N = 31 sitios. Onde colocamos a fungdo de onda inicialmente e
onde medimos (z, x) sdo: (1,1) |circulos|; (1,5) [quadrados]; (3,5) [diamantes|. Em todos
os casos a evolucao unitaria é realizada até o tempo 105w ~! em passos de 100w~!. Apenas
uma amostra desordenada é considerada, onde as energias no local estao uniformemente
distribuidas dentro de [—0.01w, 0.01w].As linhas sélidas cinza representam os contrastes

analiticos C = Vf:f’\ para o caso sem desordem e C = Vllj:f’\ para o caso com desordem.
I - ; — - |

1.4 rooooomooom%% f [ 00O °°°<><>°o° oﬁﬁ
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S 0.6 K) Q04 o

Q o® © o®
04 o 02 o°
0.2 .“/'.'.‘. (a) 53 .‘/’.’ | (b)
0'00 ) 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

v/w v/w
Fonte: Retirada da referéncia|74].

A medida que a cadeia torna-se homogénea, o contraste converge para v/2, na
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auséncia da desordem, e para o caso com desordem converge para 1, que se relaciona
com a estatistica speckle exponencial padrao(qui-quadrado). O mesmo regime pode ser
alcancado em uma razao de dimerizacao finita assim que z e = forem escolhidos a alguns
sitios longe da borda [74].

5.2 Estados bi-localizados

Agora vamos explorar as propriedades de speckle quando a cadeia SSH hospeda
dois estados de borda. Para os estados bi-localizados, temos agora uma cadeia com um
numero par de sitios e, induzimos a formagao de um par de estados de borda .+ com
energias F.4 que decaem exponencialmente a partir de ambas as bordas. Para um espectro
de simetria quiral, a evolugao temporal do fasor é dada por:

U, = 2C.qcos(¢s) + Z 2C)cos(dw) (5.14)
"

onde k' cobre (N — 2)/2 modos deslocalizados, Cer = Cor = Co— € ¢5 = JE /2.
O fasor dominante nao é constante, ele evolui periodicamente a uma taxa que depende
do intervalo 0FE.t/2. Em principio, a distribuigdo para I pode ser obtida compondo a
distribuicao qui-quadrado nao central ;1 = 1 sobre varios .

Observa-se, entretanto, que o gap no meio da banda obedece §F, ~ (v/w)N/?*!

|75]. Portanto, dependendo da janela de tempo considerada, a fun¢éo cosseno pode parar,
gerando um fasor de estado de borda constante. Na Figura (a), plotamos o contraste
de speckle vesus v/w e confirmamos tal comportamento no momento em que 6, atinge
cerca de 1075w | que ¢ da ordem do inverso do tempo maximo de evolucao, Como podemos
ver na Figura (c) Observe que o contraste mantém um limite superior de /2 , apesar
do valor de v/w.

No caso desordenado a funcao de onda é dada por:

U, = Cor + Ceme® + Y~ el (5.15)
k

Com o taltimo termo compreendendo os N — 2 modos deslocalizados representando
o ruido circular gaussiano. Desta vez ha um par de fasores dominantes, um dos quais
gira a uma taxa definida pelo gap dFE,. Diferentemente do regime anterior, o gap nao
desaparecera devido a desordem. Por outro lado, um dos fasores de estado de borda
desaparecera a medida que a desordem on-site destréi sua simetria quiral, como podemos
ver na Figura (d) A transicao entre regimes dindmicos é mais suave em comparagao
com a exibida na Figura (b) para o caso ordenado, pois s@o conduzidos por fontes
distintas.
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Figura 5.6: Contrastes de Speckle versus v/w para o caso sem desordem (a) e desordenado
(b), para uma cadeia com N = 30 sitios. Onde colocamos a fung¢ao de onda inicialmente
e onde medimos (zg,x) sdo: (1,1) [circulos|; (1,5) [quadrados|; (3,5) [diamantes].

todos os casos a evolucao unitaria ¢ realizada até o tempo 10w~ em passos de 100w ™*
Apenas uma amostra desordenada é considerada, onde as energias no local estao unifor-
memente distribuidas dentro de [—0.01w,0.01w].As linhas solidas cinza representam os

contrastes analiticos C = ij_rj\u para o caso sem desordem e C = Vllif para o caso com

desordem. Eventualmente, para v/w suficientemente baixo, o comportamento de spec-
kle correspondente a N par, quando o sistema estd com desordem, se aproxima do caso
quando N é fmpar, que apresenta um tnico estado de borda. No caso sem desordem , tal
perda de informacao sobre a existéncia de um par de estados de borda quando N é par,
ocorre porque o gap de energia de §F, fecha no meio da banda a medida que v/w — 0,
conforme mostrado no gréfico (¢). Uma transi¢do dindmica do comportamento par-para-
impar-N também ocorre no caso desordenado, mas nao é conduzida pelo fechamento do
gap. Em vez disso, o par de estados das bordas se separa devido a desordem, forgando
um dos fasores dominantes a desaparecer, como mostra o grafico (d) com C.. avaliado
para (zg = 1,2 = 5).

1 4 WOOOO 10—1
1 2 disordered

- 10 3
S o8 ° “w..o' 3 10
806 ol S
© o 10-5
0.4
: . !
0.2 (
a) (c)
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 02 04 06 08 1.0
v/w v/w
000000 5! o 025
0.8 m® o
- me 2 020
S 0.6 > =
= . £ 0.15
O 04 <
O o . 0.10
| o° o
2 72}
0.2 S 005
b =
0.0 . — — 0.00
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 02 04 06 08 1.0

v/w v/w

Fonte: Modificado da referéncia .
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho apresentamos os speckles topolégicos. A partir de medicoes locais
da funcao de onda em diferentes momentos revelaram propriedades topologicas intrinsecas
da rede. Em uma determinada faixa de valores v/w , a intensidade dos speckles podem
ser utilizadas para identificar a presenca de desordem que quebra a simetria, o gap no
meio da banda e o grau de localizacao dos estados de borda. O mapeamento da dindmica
Hamiltoniana do sistema para modelos fasoriais aleatérios oferece um método para carac-
terizar os regimes dinamicos envolvidos, e pode até ser empregado para avaliar o grau de
correlagoes quanticas |11, [14]. O estudo de estatisticas de speckle em redes topologicas
também pode langar uma nova perspectiva sobre a natureza de estados quanticos nao
convencionais da matéria.

Escolhemos o modelo SSH para analisar a estatistica de speckle porque ele é viavel
para uma implementacao experimental baseada na propagacao de luz classica através
de redes de guia de onda acopladas lineares [19]. A constante de hopping escalonada
é realizada pelo espacamento entre guias de onda e a evolugao temporal Hamiltoniana é
analoga a propagacao do feixe ao longo do eixo longitudinal. Algumas configuragoes fisicas
potenciais para a realizagao de redes topologicas incluem matrizes de fons aprisionados |76|
e circuitos supercondutores [77]. Em termos de personalizagao de speckle, uma extensao
natural do nosso trabalho deve incluir o papel da desordem de acoplamento, que preserva
a simetria quiral. Uma variacao interessante do modelo é baseada em um conjunto de
modulos SSH interagindo |78, [79]. Esse tipo de arranjo pode ser usado para controlar o
tamanho da lacuna no meio da banda [79]. Com isso, a busca por alcancar estatisticas
de intensidade personalizadas de alta precisao vai muito além de atender a aplicacoes
praticas. A capacidade de extrair informagcoes do ruido é fundamental para alcancar uma
compreensao mais profunda da natureza. Com isso, esperamos que esse trabalho sirva
de inspiracao para pesquisas futuras e que abra novas perspectivas para analisar cadeias
topologicas.
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Apéndice A

Demonstracao do estado de borda para
O caso impar

Para o caso de um ntimero N impar de sitios, temos que o Hamiltoniano da Equa-
gao(tan) fica da seguinte forma

=

H = g v(|le+ 1) (x| + |x){xz+ 1)) (A1)

8
Il

onde v é o hopping para o caso impar. Queremos encontrar a solucao para Hiy =
E Como nas bordas temos energia zero, entao ficamos com a seguinte expressao:

wa—i-l + V%—l =0 (A2)
Dividindo por v obtemos:
¢x+1 = _wx—l (A3>

Para x =2,3,4,..., N — 1. Com isso, vamos denominar ¥; = A, onde A é uma constante
a ser determinado. Usando a EquagadA.3] temos:

Y3 =—1=-A
s = -3 =A
Y= —1s =—-A
g =~ = A (A.4)

Para um nimero N impar, a func¢do de onda do estado de borda é alternado entre A e
—A e podemos escrever x = 2m — 1. Substituindo na Equa¢adA.3] temos

Yom = —VPam—2 (A.5)

Como a funcao de onda s6 nao é nula nos sitios impares, entao, a funcao de onda pode
ser escrito da seguinte forma:

o7
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Yom—1 = (—1)"A (A.6)

Como v é o hopping dos sitios impares, vamos adicionar ela a nossa funcao de
onda. Assim, temos que:

Yomo1 = (1) A (A7)

Vamos agora normalizar nosso estado para obter a constante .A.

N+1 N+1

> Wl = 37 (1) A)’
= A Z (=1 (A.8)

N+1
2
_ A2§ :1/2(m71) -1
m=1

Note que o termo (—1)™"1 "desaparece"da equacao porque ele se torna par, ou seja,
nao havera alternancia de sinais. Também é possivel notar que o somatoério é uma soma
geométrica dada pela seguinte expressao:

k—1
N rk
=T (A.9)

m=0

Logo, nossa série fica da seguinte maneira:

(N-1)/2
A S =A

=0

,1— (V2)(N+1)/2 yN+1

=A2—1 _

1— 12 1— 12

(A.10)

Portanto, a constante de normalizacao A é dado por

1 — Nt 1—1? 1—v2
2 _ 2 _ _
A—l—y2 _1_>A——1—UN+1_>A—“1—VN+1 (A.11)

Portanto nossa fungao de onda do estado de borda para uma cadeia SSH com N

impar é:
) 1=02
we,Qm—l = (—1)me 1 m <A12)
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