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Resumo

Nesta disserta¢do, vamos seguir o trabalho de Munéz e Ponce [48] sobre comporta-
mento assintotico de solugoes para a equacao do tipo KdV. Na primeira parte do trabalho
vamos identificar uma classe de nao linearidades para a equagao do tipo KdV para o qual
estas nao possuem solucoes do tipo Breathers. Em particular provaremos que a classica
equagao de KdV nao admitem Breathers. Na segunda parte do trabalho, baseado em
identidades do tipo Virial, mostraremos que em regioes linearmente dominadas do tipo
xr ~ t%, para certos modelos do tipo KdV as solucoes com normas pequenas admitem
decaimento no infinito.

Palavras-chave: Breathers, Korteweg-de Vries, Dispersivo.



Abstract

In this dissertation, we will follow the work of Mundz and Ponce [48] on the asymptotic
behavior of solutions for the KdV-type equation. In the first part of the work, we will
identify a class of nonlinearities for the KdV-type equation for which these do not have
breather solutions. In particular, we will prove that the classical KdV equation does not
admit breathers. In the second part of the work, based on Virial-type identities, we will
show that in linearly dominated regions of the type x ~ t%, for certain KdV-type models,
solutions with small norms exhibit decay at infinity.

Keywords: Breathers, Korteweg-de Vries, dispersive.
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Introducao

A observacao de estruturas dindmicas na natureza que mantém sua forma enquanto
evoluem ao longo do tempo (também chamadas de estruturas coerentes) é um fato perma-
nente na histoéria da humanidade. Por exemplo, lembre-se do formato de algumas nuvens,
dos padroes nas folhas das plantas ou na vegetacao, nos desenhos nas conchas de mo-
luscos bivalves, nos minerais, e assim por diante. A curiosidade humana impulsionou o
questionamento da origem de tais estruturas, procurando explicar e entender como elas
surgem e como podem ser geradas. Para obter as respostas corretas para tais questoes, a
Matematica é a ferramenta chave, desenvolvendo os modelos mateméaticos que descrevem
as caracteristicas principais dessas estruturas coerentes.

Focando particularmente em estruturas observadas na dgua, temos a pororoca (ou onda
de maré, veja [57]) no Brasil, que é um fenémeno recorrente da interagado dos rios pouco
profundos com as marés atlanticas do norte e nordeste do pais. O mais notavel desse
espectaculo da natureza é a presenca de uma onda que, mantendo seu perfil ao longo
de grandes distancias (documentadas em até 50 km rio adentro), é arrastada pela maré
nos dias de lua cheia, e se dirige em contrafluxo rio adentro, elevando o caudal do rio e
arrasando as margens e tudo o que encontra em seu caminho.

Embora esse fenomeno ja fosse conhecido hé séculos no Brasil e na América do Sul (no
inicio do século XVI, na regiao norte do Brasil, a pororoca quase afundou a caravela do
pioneiro navegante espanhol Vicente Yanez Pinzon), a primeira observagdo documentada
de uma estrutura coerente na agua, evoluindo no tempo, foi do engenheiro escocés John
Scott Russell ! em 1834 (ver [52]). O que ele observou exatamente enquanto passeava
a cavalo, paralelamente a um canal de agua rasa, que era utilizado para transporte de
mercadorias em pequenos barcos puxados por cavalos de ambos os lados, foi o seguinte,
nas suas proprias palavras:

I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow channel
by a pair of horses, when the boat suddenly stopped -not so the mass of water in the channel
which it had put in motion; it accumulated round the prow of the vessel in a state of violent
agitation, then suddenly leaving it behind, rolled forward with great velocity, assuming the
form of a large solitary elevation, a rounded, smooth and well-defined heap of water, which
continued its course along the channel apparently without change of form or diminution
of speed. I followed it on horseback, and overtook it still rolling on at a rate of some eight
or nine miles an hour, preserving its original figure some thirty feet long and a foot to a



foot and a half in height. Its height gradually diminished, and after a chase of one or two
miles I lost it in the windings of the channel. Such, in the month of August 1834, was my
first chance interview with that singular and beautiful phenomenon which I have called the
Wave of Translation...

Resumindo, o que Russell observou em 1834 foi uma onda (que ele chamou de onda de
translagao) em um canal de dgua rasa, ou pouco funda, produzida pela inércia do barco, a
qual se propagou, sem perder sua forma e sua altura, ao longo do canal por uma distancia
consideravel. Esse fendmeno de propagacao chamou tanto a atencao de Russell que ele
tentou explica-la usando alguns modelos matematicos, e tentou também recrid-la em seu
laboratorio, propondo uma férmula para a velocidade de propagacao da onda no final da
sua pesquisa, dada por

¢ =g(h+A) (1)

onde g é a aceleracao da gravidade, h a altura da camada de 4gua em estado de repouso
e A a amplitude da onda. Observe que em (1), quanto maior a amplitude A da onda, maior
velocidade c ela atinge. Ele também foi capaz de produzir em seu laboratério duas ondas
simultaneas com diferentes alturas e afastando-se uma da outra.

Entretanto, embora intuitivamente se possa entender o termo dispersar, o qué significa
exatamente ser dispersivo?

Um sistema dispersivo é aquele no qual a velocidade de grupo depende do ntimero de
ondas, isto ¢, sao aqueles sistemas nos quais a velocidade de grupo nao é constante. Mais
precisamente, considerando solucoes de tipo onda plana

u(t,x) ~ ei(kx—i-wt) (2)

o termo w ¢é a velocidade de fase e o termo (k) chama-se de velocidade de grupo.
Portanto, um sistema sera dispersivo sempre que w” (k) # 0.
Por exemplo, as solucoes da equagao

U +u, =0 (3)
nao sao dispersivas (note que w(k) = —k ), mas as solugbes da equagao de Airy
Ut + Upgy = 0 (4)

sao dispersivas (note que w(k) = k3 ). De fato, uma superposigdao continua de ondas
planas sera a solucao de (4)

u(t, ) :/Rei(kﬁkmdk: (5)

De fato, para t # 0, a integral anterior pode ser calculada explicitamente em termos
da funcao de Airy Ai(z) = u(1,x), isto é



1/ x
U(t,l') = mAZ (m) , xeRt>0 (6)

Pode se demostrar que a fungdo de Airy Ai é regular e decai a 0 no infinito. Além
disso, Ai(x) é solucao da equagao diferencial
d*y

a2 W=

Portanto, as solugoes de (4) vao diminuindo sua amplitude u e se dispersam 4 medida
que o tempo t aumenta.

Obviamente, a equagao de Airy (4) ndo pode descrever o comportamento de ondas soli-
tarias descrito por Russell, pois suas solucdes dispersam. E preciso entdo um outro modelo.
Depois dessas primeiras tentativas, outros engenheiros e cientistas tentaram melhorar a
explicacao para obter solugoes mais parecidas e semelhantes ao fenomeno observado, sendo
que o modelo seguinte (simples e unidimensional), proposto em 1895, e chamado de KdV
(por seus criadores, Diederik Korteweg e Gustav de Vries [31])

Vp + VUggw + 00, =0 (7)
foi o primeiro modelo a gerar de maneira matematica ondas solitarias dentre as suas solu-

¢oes. Em (7), v é a altura da perturbagao na camada de 4gua do canal de dgua rasa.

A equagao de KdV (7) possuem algumas propriedades invariantes, que permitem am-
pliar o namero de solugoes encontradas. Por exemplo, se v(t,z) é solucao de (7), entao

iv (\/t;, \/iﬁ) ,  u € Rf(transformagao de escala) e p+v(t,z — put), p € R (transfor-
magao de Galileu) sdo também solugoes de (7). Esse tltimo tipo de transformagcdo permite
"decolar" a solugao, conseguindo descrever entao a altura g > 0 da camada de d4gua sobre
a qual se levanta a perturbacao na forma de onda de translacao, que Russell observou.

Voltando & (7), observe que se descartamos o termo nao linear vv, em (7), a equagao
torna-se a equacao de Airy (4), onde ja vimos que as solugdes dispersam. Portanto, o
modelo KdV (7) diz-nos que é preciso a concorréncia de termos dispersivos (v; + Vyzz)
contra termos nao lineares ou concentradores (vv, ) para que, em um equilibrio adequado,
gerem solucdes que nao dispersam, mantendo sua forma no tempo. E o que se chamam
solucoes de tipo onda solitaria.

Uma onda solitaria, do ponto de vista matematico, pode ser considerada como uma
solugdo da equagao diferencial correspondente, da forma f(z £ ct), onde f é uma fungio
que satisfaz a equacao diferencial, e ¢ é considerada a velocidade de propagacao. Isto é, o
perfil da fungao f move-se para a esquerda ou direita (dependendo se tivermos +c ou —¢
na velocidade) ao longo do tempo.

No caso concreto da equagao (7), as suas ondas solitarias sdo faceis de obter. Propondo

solugbes do tipo u(t,x) = f(x — ct) e substituido em (7), obtemos a equagao diferencial
(aqui ’ quer dizer derivada com respeito a £ =z — ¢t )

6



—cf' + "+ ff=0 (8)
e integrando em £ e levando em conta que procuramos solucées com a propriedade f éH

—+o0
0, obtemos a equacao

Freef+ 517 =0 9

que pode ser resolvida em termos de fun¢oes conhecidas. De fato as solugoes de (9) (e
portanto também solugdes de (7)) sao dadas pela forma funcional

Q.(t,x) := 3csech? (\/76 (x —ct + x0)> (10)

Soliton, c=1.15 Multi Soliton

Figura 1: Esquerda: Soéliton (10) de KdV com ¢ = 1.15 e xy = 0. Direita: Multi-Soliton
(11) obtido como superposicao de 6 solitons com diferentes scalings ¢;,i = 1,...6.

com xy € R fixado de modo arbitrario. Voltando as solugoes (10), essas ondas de
translacao sao chamadas de ondas solitarias, ou viajantes, ou também solitons. Observe
também que na solucdo (10) anterior, quanto maior a sua amplitude ¢, maior é a sua
velocidade de propagacao ¢, sendo essa uma propriedade tipica das ondas, como bem
sabem as pessoas que vivem do mar, e também os surfistas.

Obviamente, da mesma maneira que observamos na realidade uma tnica onda como
(10), também podem ser observadas, em condigdes de dguas rasas (por exemplo na beira
de uma praia com inclinagdo pequena, num dia com pouco vento) duas, trés ou mais ondas
seguidas, propagando-se. Portanto, se o modelo matematico proposto for suficientemente
bom, ele teria também que reproduzir ou replicar esses fenomenos de varias ondas con-
secutivas. Afortunadamente, o modelo KdV (7) reproduz essas multiondas ou n ondas
solitarias, da seguinte forma:

2 n

R(tv ZL‘) = 12% 10g(F(t’ ZL“)) ~ Z (Qc; (t,I - xz) + Pe; (tv fL‘)) , ME N (11)

7



com F(t,z) uma certa fungdo conhecida, dependendo das velocidades ¢; (ver [1], [37],
[23] ou [39] para uma expressao explicita da mesma). De fato, como pode se ver no lado
direito, essa expressao pode se aproximar como uma soma de ondas solitarias Q. (10)
com diferentes velocidades ¢; e separadas por quantidades determinadas pelos z;. Além
disso, aqui p,(t,z) é um termo que se dissipa no tempo, indo para 0 . Observe que se
em (8) supomos condigbes nao nulas para f nos extremos, isto é, se depois da integragio
obtivermos

fecf 4 =0, a0 (12)

entao podemos obter solucoes periddicas (no espago) para a equacao (7).

Voltando as multiondas (11), observe que como as ondas tém diferentes alturas c¢;, e
portanto velocidades ¢; diferentes, elas se afastam umas das outras, sendo dificil ter "con-
trole" sobre elas. Bom, uma maneira de ter "controle"sobre as ondas seria escolher uma
outra solucao com todas as velocidades ¢; iguais a uma velocidade comum ¢, e separando
cada uma das ondas, na mesma distancia xr; = 7, e assim ter todas as ondas indo na
mesma velocidade e sem se afastar entre elas. Apesar desse estado poder ser construido
analiticamente, é muito dificil observar tal distribuicao na realidade, como consequéncia
do grande nimero de fatores aleatérios que afetam a precisa colocacao de uma tal dis-
tribuicao ordenada inicialmente. Em certa medida, é um estado de ondas "artificial"e a
natureza tende a nao se comportar exatamente desse modo.

Como fazer entao para "controlar" ou "empacotar" as ondas 7 Como a natureza faz
7 A resposta para essas perguntas sao os chamados breathers ou pacotes de ondas (um
exemplo aparece na Figura 2) como veremos a seguir.

10 5 5 10

M
VATEIRY,

Figura 2: Um exemplo de breathers ou pacote de ondas no instante inicial ¢ = 0.

Breathers

Antes de tentar "controlar" ondas, como faldvamos anteriormente, é preciso entendé-las
melhor. Assim, para abranger a descricdo de mais fendmenos ondulatoérios observados, ao



longo do tempo foram propostas melhorias e generaliza¢does do modelo (7). Por exemplo,
Miura percebeu em [45], que através da transformacao

o(t,z) = (v +u,) (t,z) (13)

a equacao KdV (7) torna-se outra equacdo, chamada de equac¢ao modificada de KdV (ou
mKdV) desfocalizante (pelo sinal - na frente da nao linearidade)

Up + Uggy — U2z = 0 (14)

ou no caso de trabalhar com a transformacao complexa
o(t,z) = (v +iu,) (L, x) (15)

a KdV (7) converte-se na correspondente equacdo modificada de KdV (ou mKdV) focali-
zante (pelo sinal + na frente da nao linearidade)

Up + Uggy + Uty = 0 (16)

Resumindo, o que Miura encontrou foram as chamadas transformagoes de Miura (13) e
(15), que levam solugdes da KdV (7) em solugdes da mKdV (14) e (16), dependendo da
transformacao usada.

Além do mais, pode-se estabelecer uma outra equagao relacionada com a KdV (7)
a partir da seguinte observacao: procurando na mKdV focalizante (16) (por exemplo),
solugdes do tipo u(t,z) = p+w(t,x) com p € R, e depois de fazer uma translagdo simples
no espaco, pode-se encontrar simplesmente a equagao de Gardner

Wy + Wege + pww, + w?w, =0, peR (17)

que como pode ser visto, ¢ uma mistura entre os modelos KdV e o mKdV (16). Ambos
os modelos (16) e (17) também descrevem propagagao de ondas solitarias, tendo solugoes
explicitas que podem ser encontradas. Por exemplo, da mesma maneira que a (7), a
solucdo soliton de (16) é dada por

u(t,) = Q. (x —ct+10), Qu(s) :=vVcQ(Ves), ¢>0,z0 €R (18)

onde zy é uma translacio fixa de modo arbitrario e com Q(z) := v/6sech(z). De fato,
Q. > 0 é solucao da equagao diferencial

Q! — Qe+ 302 =0 (19)

ou reescrita em termos de um operador diferencial de segunda ordem da seguinte forma

1
T.Q.=0, To:=0—c+ 5@? (20)

e que chamaremos de operador do sdliton. A mKdV (16) também tem soluc¢oes na forma
de maltiplas ondas solitarias de maneira parecida ao exemplo de (11), sendo que uma

9



das consequéncias diretas de ter essas multiondas, ou N ondas solitarias, é que sob certas
condigoes elas podem se acoplar e grudar como um todo. O exemplo mais simples aparece
no caso de duas ondas solitarias. Para a mKdV (16) por exemplo, isto é quando N = 2
em (11). Nesse caso particular, quando os parametros c¢; e ¢y estao relacionados pela
conjugacgao complexa, assim /c; = \/,/c2 = B+ia, entao se obtém uma solugao chamada
de breather, ou de pacote de ondas

A )]

7:3042—ﬁ2, 5:a2—352

(21)

Estes breathers foram descobertos por Wadati em 1973 [55] para o modelo mKdV
(16). De fato, pode se comprovar que o modelo mKdV desfocalizante (14) também tem
solugbes breather, mas eles sao singulares em vez dos breathers (21) que sdo regulares
em R. Esses breathers ou pacotes de ondas propagam-se com velocidade 7 (observe em
(21), que ela pode ser > 0 ou < 0 dependendo da relagdo entre os parametros a e (3 ),
oscilando no tempo, sem dispersar ou desaparecer, e até inclusive colidir elasticamente
com outras estruturas ou objetos. Isso quer dizer que os breathers tém boas propriedades
de estabilidade, pois pequenas perturbacoes nao os afetam, e permanecem essencialmente
como estavam antes da perturbagdo interagir e atuar sobre a solugao (ver na Figura 2
um exemplo de (21) e ler [4] para mais detalhes das propriedades de estabilidade desses
breathers).

Apesar da expressao (21) ser, funcionalmente falando, mais complicada que a expressao
da onda solitaria (10), ela pode ser interpretada de maneira simples, quando o parametro
a (que leva a informagao da oscilagdo da onda) é bem maior que o parametro 8 (que leva
a informacao da amplitude da onda). Isto é, quando a > (3. Sendo assim, podemos fazer
um desenvolvimento em (21) para 3/a < 1 e obter

Bas(t, ) = 2v60 cos(a(z + 0t)) sech(B(x + ~t)) + O (é) (22)
Q
que é uma oscila¢ao (a funcdo cosseno) "morando" dentro da fun¢io sech, que decai expo-

nencialmente rapido no espaco, o que essencialmente é um breathers. Matematicamente
falando, ¢ uma solucao periédica no tempo que esta localizada no espago.

10



Figura 3: Breather de mKdV (16) com scalings o = 7, = 1, evoluindo no tempo.

Da mesma maneira que o soliton (18) é caracterizado por ser solucao da equagao
diferencial (19), fol provado recentemente em |4] que os breathers também satisfazem
uma equagao diferencial, sendo sua propriedade principal o fato de ser de quarta ordem.
Explicitamente, os breathers de mKdV (16) satisfazem a seguinte equagao diferencial (aqui
Baﬁ = B)

1 5 5 1
Brsae — 2 (52 = ) (Bm + 533) +(a®+5%)° B+ SBBL+ 2B By + 2B =0 (23)

O fato surpreendente é que outras solucoes breathers em outros modelos da Fisica Ma-
tematica (Por exemplo sine-Gordon, NLS, Sasa-Satsuma. Ver [9],[7], [10] e [11] para mais
detalhes) satisfazem o mesmo tipo de equagao diferencial, isto é, uma equagao diferencial
de quarta ordem com diferentes termos nao lineares do mesmo tipo para os diferentes
modelos.

Uma maneira de interpretar esse carater universal da equacao diferencial (23) é observar
que usando o operador do séliton (20), substituindo Q.,,7 = 1,2 pelo breather B e levando
em conta que no caso breather \/c; = \/c; = 8 + ic, podemos reescrever (23) como

1 1 1
- T.B+-B?’B,, — —-BB*>*+ —B° =0 24

Portanto, no fundo, essa universalidade da equacao diferencial satisfeita por perfis tipo
breather nao deixa de ser um reflexo do carater "dois-soliton"do breather, pois pode-se
interpretar como se cada soliton, compondo o estado acoplado breather, fornecesse um
operador 92 ao operador de quarta ordem da equagao diferencial (23). Para mais detalhes
sobre essa questao veja [4].

Um aspecto positivo da mKdV (16), e outros modelos da Fisica Matematica, é que se
pode construir solucoes que sejam multipacotes de ondas, ou N breathers, ou até breathers
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periodicamente distribuidos. E por isso que esses modelos sdo chamados de integraveis,
pois de alguma maneira permitem integrar as equacoes diferenciais para obter as suas
solugbes. Por exemplo, no caso particular da equacao de Gardner [3], podem se obter
solucoes tipo breather peridédico como na Figura 4.

”\IW’”'

Figura 4: Breather espacialmente peridédico de Gardner (17).

O leitor poderia se perguntar por que foi preciso ir até a equacao mKdV focalizante
(16) ou até a equagao de Gardner (17) para encontrar estes breathers ou pacotes de ondas,
sendo que o primeiro modelo, e mais simples de todos, é a equagao de KdV (7). Essa é uma
boa e profunda pergunta que s6 pode ser respondida recentemente (2018), num trabalho de
Munoz e Ponce [48], onde eles caracterizaram os modelos que possuem breathers e alguns
que nao admitem esse tipo de solugdo, sendo que a KdV (7) estd entre esses tultimos.
Tal trabalho sera o foco dessa dissertacao, onde os resultados citados anteriormente serao
provados no Capitulo 2. O Capitulo 1 segue com algumas preliminares que ajudarao na
compreensao do texto.

Dedico os créditos dessa introducao & Miguel A. Alejo, seu trabalho me serviu de
inspiracao para um primeiro contato com breathers e pode ser consultado em [2].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 A Transformada de Fourier

Nesta secao, estudaremos algumas propriedades basicas da transformada de Fourier. A
sub-sec¢ao 1.1.1 trata da sua defini¢ao e propriedades em L'(R™), o caso L*(R") ¢ abordado
na sub-secao seguinte e o espaco das distribuicoes temperadas é brevemente abordado na
sub-secao 1.1.3.

1.1.1 A Transformada de Fourier em L'(R")

Definigao 1.1 A transformada de Fourier de uma funcao f € L'(R"), denotada por ]?, é
definida como:

~

f(§ = f(x)e @Oy, para £ € R" (1.1)
R

onde (z-&) =x1& + - + 2,85,

Listamos algumas propriedades bésicas da transformada de Fourier em L'(R").

Teorema 1.2 Seja f € L*(R™). Entdo:
1. f v [ define uma transformacao linear de L'(R") para L>°(R™) com

1 7lloe < 1111 (12)
2. f: continua.
3. f(&) = 0 quando || — oo (Riemann-Lebesgue).
4. Se mpf(x) = f(x — h) denota a transla¢do por h € R", entdo
(7 )(€) = 20 f(g) (1.3)
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(1) € = (r-F) © (1.4)

5. Seja 6,f(x) = f(ax) denotando uma dilatacdo por a > 0, entdo

(0.)(€) =a "] (a7'¢). (1.5)
6. Seja g € L' (R™) e f* g a convolugio de f e g. Entao,

(F *9)(6) = J©)7() (1.6)
7. Seja g € L' (R™). Entao,
. FW)g(y)dy = Rnf(y)ﬁ(y)dy (1.7)

Note que a igualdade em (1.2) vale para f >0, ou seja, f(0) = |fllo = IIf]1.

Para detalhes sobre esses fatos consulte [38].
A seguir, alguns exemplos para ilustrar as propriedades apresentadas no Teorema 1.2.

Exemplo 1.1.1 Sejan =1e f(z) = x(p(x) (a funcio caracteristica do intervalo (a,b)).
Entao,

b

fier = [ ermitan
‘ —2mibg __ 6727ria§

2mi€
_ _e—m'(a-i—b)E Sin(ﬂ-<a’ _ b)£>

¢
Note que ngé L'(R) e que f(f) tem uma extensao analitica f(§+z’77) para todo o plano

¢ +in € C. Em particular, se (a,b) = (=k, k), k € Z", entao

e

_ sin(27k€)

X (k) (&) -

Exemplo 1.1.2 Sejan =1 e para k € Z* defina

k+1+z, sexe(—k—1,—k+1]

2, sex e (—k+1,k—1)
gi(z) =

k+1—z, sexelk—1k+1)

0, caso contrario.

ou seja, gr(r) = X(—1,1) * X(—kk) (x). A identidade (1.6) e o exemplo anterior mostram
que
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o sin(27) sin(27kE)
gk<€> - (7_‘_5)2

Note que g, € L*(R) e tem uma extensao analitica para todo o plano C.

Exemplo 1.1.3 Sejan > 1 e f(z) = e % com t > 0. Entdo, mudando de variaveis
x — x/4/t e usando (1.5), podemos nos restringir ao caso t = 1. Pelo Teorema de Fubini,
escrevemos:

[e.9]

n
/ 6_47r2lx‘26_27ri(x,£)dm _ H/ 6(747r2;p?727ri£jz]')d$j
n j=1v -

o) 2 9 . 2 2
/ 6(—47r xj—27F15j$j+€j/4)e_£j/4dl'j

o

I
=

1

<.
Il

I
.
I E:
L

o
o & /4 / e*(QﬂijriEj/?)dej
—00

— g n/2e R/,

onde na ultima igualdade, usamos as identidades da integracao complexa e célculo:

—(27r:c+z£/2)2d _ —(271'33)2d _ / —z? d_x =
/—oo ‘ ! /;oo ‘ ! - ‘ 2 2\/E

Portanto,
o —lgf? /4t
—4m2t|z|? _ €
e = —. 1.8
Observe que tomando ¢ = 1/47 e mudando as variaveis t — 1/1672¢ obtemos:
- emt 24112
€7ﬂ-‘w|2 _ e—rr|§\2 e ~ _ 6—4TI’ t|¢|

respectivamente.

Uma das caracteristicas mais importantes da transformada de Fourier é sua relacao
com a diferenciacao. Isso é descrito no seguinte resultado de linares e Ponce (ver [38]).

Proposigao 1.3 Suponha que x;,f € L' (R"), onde x), denota a k-ésima coordenada de x.
Entao, f € diferencidvel em relagdo a &, e

of

5.0 = (~2rims (@) ©). (19)

15



Em outras palavras, a transformada de Fourier do produto xy f(z) é igual a um multiplo

da derivada parcial de f(&) em relacdo a variavel k.
Para considerar tal resultado, precisamos introduzir uma definicao.

Definigao 1.4 Seja 1 < p < co. Uma fungao f € LP (R") é diferenciavel em LP (R") em
relagdo a k-ésima variavel, se existe g € L? (R") tal que

/ f(x+ hex) — f(x) ’

h —g(z)| dzr — 0 quando h — 0

onde e; tem a k-ésima coordenada igual a 1 e 0 nas outras. Se tal funcao g existe
(neste caso é tnica), é chamada de derivada parcial de f em relagdo a k-ésima variavel na
norma LP.

Teorema 1.5 Seja f € L' (R") e g seja sua derivada parcial em relacio & k-ésima va-
rigvel na norma L. Entao, g(&) = 2mi& f(€).

Demonstragao:
As propriedades (1.2) e (1.4) do Teorema 1.2 nos permitem escrever

(] — e2mih(Eer)
a0 - o)

e entao tomamos h — 0 para obter o resultado.

Dos teoremas anteriores, é facil obter as formulas:

~

P(D)J(€) = (P(~2miz) f(x))"(€) (1.10)

(P(D)f)(&) = P(2mi§) f(£)

onde P é um polindémio em n variaveis e P(D) denota o operador diferencial associado
a P.
__ Agora voltamos nossa atengao para a seguinte questao: Dada a transformada de Fourier
f de uma fungao em L' (R"), como podemos recuperar f?

O exemplo 1.1.3 sugerem o uso da formula

fla)= [ Fleyerag
Rn
Infelizmente, ]?(5) pode ser ndo integravel (veja o Exemplo (1.1.1)). Para evitar esse
problema, é necessario usar o chamado método de somabilidade (Abel e Gauss), semelhante
aos usados no estudo das séries de Fourier. Combinando as ideias por tras do método de
somacao de Gauss e as identidades (1.4), (1.7), (1.8), obtemos as seguintes igualdades:
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o2/ oyl /4t

flz) = EE%W * () = lim . Wf(y)dy
ol /4t
=lim | 7 ———p f(y)dy

t=0 Jpn (471'15)”/2

— lim (62”@'5)6‘4”%'5‘2) () f (y)dy
R"l

t—0

— lg% A eQﬂi(z-{)6—47r2t|§\2f(€)d57

onde o limite ¢ tomado na norma L'.

Assim, se f e f sao ambos integraveis, o teorema da convergéncia dominada de Le-
besgue garante a igualdade pontual. Além disso, se f € L' (R™) ¢ continua no ponto x,
obtemos:

e_l"2/4t

1 1 2mi(zo-€) ,—4m2t|¢|? |
S (o) = iy gy * £ (w0) = limg | e ()de

Agrupando esta informagao, obtemos o seguinte resultado.

Proposigdo 1.6 Seja f € L' (R"). Entao,

fla) =lim | etmeOetm el fg)dg

t—0 R™

onde o limite é tomado na norma L*. Além disso, se f é continua no ponto xo, entdo a
sequinte igualdade pontual € vdlida:

Fzo) = lim [ 20O =1mtel F(g) e

=0 Jpn
Seja f,f € L' (R™). Entio,
fz) = / e27ri(x'§)]/”\(§)d§, quase em todo pontoxr € R"
A partir deste resultado e do Teorema 1.2, podemos concluir que
A LY (R™) — Cs (R™)

¢ uma aplicacao linear, injetora, limitada. No entanto, nao é sobrejetora.

1.1.2 A Transformada de Fourier em L?(R")

Para definir a transformada de Fourier em L?(R"), vamos primeiro considerar que
LY(R™) N L?*(R™) é um subconjunto denso de L'(R™) e L*(R™).
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Teorema 1.7 (Plancherel) Seja f € L'(R") N LA(R™). Entio, f € L*(R") e

112 = [1£]le. (1.11)

Demonstragao:
Seja g(x) = —x. Usando a desigualdade de Young e o resultado (1.6), segue que

[rge MR NCLRY) e (Fx9)(©) = [(©F(E).

— —_—
— ~

Como § = (f), temos que (f % g) = |f|> > 0. Logo, (m) € L'(R™). Pela Proposi¢ao
1.6, temos que

—

U*gxm=i/ (F*9)(€)de

1A= [ o =7+ 900)
— [ f@g0-a)ds= [ f@)ftwrds =115

]
Portanto, a transformada de Fourier define um operador linear limitado de L'(R") N
L*(R") em L*(R™). De fato, este operador ¢ uma isometria. Assim, existe uma extensao
tnica limitada F definida em todo L*(R™). F é chamada de transformada de Fourier em
L2(R"). Usaremos a notacdo f = F(f) para f € L*(R"). Em geral, a definicio de f é
realizada como um limite em L? da sequéncia {/f;j}, onde {h;} denota qualquer sequéncia
em L'(R") N L?(R™) que converge para f na norma L?. E conveniente tomar h; igual a f
para |z| < j e fazer h; se anular para |z| > j. Entao,

/f;j (f) = (m)e*QWi(it'é) dr = / hj<x>€72m'(x.§) du
|z|<j n
e assim,

/f;j(é) — f(€) em L?, conforme j — oo.

Teorema 1.8 A transformada de Fourier define um operador unitdrio em L*(R™).

Demonstragao:

Da identidade (1.11) segue que F é uma isometria. Em particular, sua imagem é um
subespago fechado de L?(R™). Suponha que este seja um subespago proprio de L. Entao,
existe g # 0 tal que

-~

f(W)g(y)dy =0, para qualquer f € L*(R").
Rn
Usando a formula (1.7), que obviamente se estende para f,g € L*(R"), temos que
FW)aw)dy = | f(y)gly)dy =0, para qualquer f € L*.
RTL

]Rn
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Portanto, g(¢) = 0 quase em todo ponto, o que contradiz

lgll2 = [[gll2 # 0.

n
Teorema 1.9 A inversa da transformada de Fourier F~' pode ser definida pela formula
F 1 f(z) = Ff(—x), para qualquer f € L*(R™). (1.12)

Demonstragao:
F~1f = f é o limite na norma L? da sequéncia

fi@)= |~ FQ)em ) de.
l€l<i
Primeiro, consideramos o caso onde f € L*(R")NL?*(R"). Basta verificar que isso concorda

com F*f, onde F* & o operador adjunto de F (lembramos que para um operador unitario
o adjunto e a inversa sao iguais). Isso pode ser verificado da seguinte forma:

~ -~

fl@)= [ f(&e™E™ d¢ = lim f;(z) em L*(R™)
R™ J—00

0.5 = [ o) [ Fepeena) a
= / . < / L9l dx) fle) d = (Fg.9)

para qualquer g € L'(R") N L*(R"). Logo f = f.
O caso geral segue combinando o resultado acima com a passagem do limite. [

1.3 Distribuicoes Temperadas

Das defini¢oes da transformada de Fourier em L' (R™) e em L?(R"), ha uma exten-
sao natural para L' (R") + L? (R"). Nao é dificil ver que L' (R") + L? (R™) contém os
espacos LP (R") para 1 < p < 2. Para ver isso de maneira mais concreta, podemos usar
a desigualdade de Holder, que afirma que se 1 < p < g < oo, entdao LI{(R") C LP(R™).
No caso especifico de 1 < p < 2, a desigualdade de Holder implica que LP(R") C L'(R")
e LP(R") C L*(R™). Portanto, qualquer fungao f € LP(R™) pode ser decomposta como
f=g+h,onde g € LY(R") e h € L*(R"). Tsso mostra que L(R™) C L'(R") + L*(R").

Por outro lado, como provaremos, qualquer fun¢do em LP (R"™) para p > 2 tem uma
transformada de Fourier no sentido das distribuicoes. No entanto, elas podem nao ser
funcoes, sao distribuicoes temperadas. Antes de estudé-las, é conveniente ver até onde a
Defini¢ao 1.1 pode ser levada.
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Exemplo 1.1.4 Sejan > 1e f(x) = do, a fungio delta, ou seja, a medida de massa um
concentrada na origem. Usando (1.1), encontramos que

50(&) = | So(a)e @Oy =1

R’ﬂ
De fato, a Defini¢ao 1.1 nos diz que se p ¢ uma medida finita, entao fi(£) representa
uma funcdo em L>™ (R™).

~

Suponha que dado f(x) = 1 queremos encontrar f(£). Neste caso, a Defini¢ao 1.1 nao
pode ser usada diretamente. E necessario introduzir a nogao de distribuicao temperada.
Para este proposito, primeiro precisamos da seguinte familia de seminormas.

Para cada (v, 3) € (Z)*" denotamos a seminorma || - (8 definida como:

1Flles) = l|2"02 f|

Agora podemos definir o espago de Schwartz S (R™), o espago das fun¢oes C™ que
decaem no infinito, ou seja,

S (R") = {go € C”(R") : ||¢l| (o, < oo para qualquer v, 3 € (Z+)n}
Assim, Cg° (R™) € S (R™) (considere f(x) como em Exemplo 1.1.3).

A topologia em S (R") ¢ dada pela familia de seminormas || - ||(,.5), (v, 8) € (Z*)*".

Definigao 1.10 Seja {¢;} C S(R"™). Entdao, ¢; — 0 quando j — oo, se para qualquer
(v,B) € (ZT)™™ temos que

15l 5 — 0 quando j — oc.

A relagdo entre a transformada de Fourier e o espaco de fungoes S (R™) é descrita nas
formulas (1.10). Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.11 A aplicacio ¢ — @ é um isomorfismo de S (R™) em si mesmo.

Assim, S (R") aparece naturalmente associado a transformada de Fourier. Por duali-
dade, podemos definir as distribui¢oes temperadas S’ (R™).

Defini¢ao 1.12 Dizemos que ¥ : § (R™) — C define uma distribuicdo temperada, isto &,
U e S (R") se:

1. U é linear.

2. W é continua, isto é, se para qualquer {¢,;} C S (R") tal que ¢; — 0 quando j — oo,
entdo a sequéncia numérica ¥ (¢;) — 0 quando j — oo.
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E facil verificar que qualquer funcdo limitada f define uma distribuicdo temperada ¥ I
onde

Ui(p) = . f(z)p(x)dz, para qualquer p € S (R") (1.13)

De fato, esta identidade nos permite ver que qualquer funcao localmente integravel
com crescimento polinomial no infinito define uma distribuigao temperada. Em particular,
temos os espagos LP (R™) com 1 < p < oo. O exemplo a seguir nos da uma distribuigao
temperada fora desses espacos de funcao.

Exemplo 1.1.5 Em S’(R), definimos a fungao valor principal de 1/z, denotada por p.v.
%, pela expressao

@dm

1
p.v. —(p) = lim
oy e<|z|<1/e x

el0
para qualquer ¢ € S(R). Como 1/z é uma fungao impar,

V. l = de Md:zc. 1.14
pv. S () /| +/M (114)

i T

Portanto,

1
[ v —(@)] < 2[[¢llo + 2le ] (1.15)
e consequentemente, p.v. = € S'(R).

Agora, dada uma ¥ € S (R"), sua transformada de Fourier pode ser definida na
seguinte forma natural.

Defini¢do 1.13 Dada ¥ € &' (R"), sua transformada de Fourier ¥ € & (R") ¢ definida
como:
U(p) = U(P), para qualquer ¢ € S (R”) (1.16)
Observe que para f € L' (R") e ¢ € S (R"), (1.7), (1.13) e (1.16) nos dizem que

(o) = 0s(7) = | J@)2)de = | [(@)e(@)de = V()

Portanto, para f € L' (R") + L? (R™) temos que {I}f = U4 Assim, a Definigdo 1.13 ¢
consistente com a teoria da transformada de Fourier desenvolvida nas Secoes 1.1.1 e 1.1.2.

Exemplo 1.1.6 Seja f(z) =1 € L>* (R") C &' (R™). Usando a notagdo anterior, para
qualquer p € S (R™) segue que

Ti(p) = 04(3) = [ 1p(ahdo = p(0) = | Galo)ea)de = bafip)
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Logo 1 = 6,. Lembramos que no Exemplo 1.1.4 ja vimos que ;5\0 = 1.

A seguir computamos a transformada de Fourier da distribuicao temperada do Exemplo
1.1.5

Exemplo 1.1.7 Combinando a Definicao 1.13, o Teorema de Fubini e o Teorema da
convergéncia dominada de Lebesgue, temos que para qualquer ¢ € S(R),

] PP B(x)
p.v. —(¢) = p.v. —=(») =lim —=dx
T T €l0 e<|z|<1l/e L

. 1(/% —2mi
= lim = o(y)e 7”“’aly) dx
el0 e<|z|<1/e L —0o0
i 00 ( ) (/ 6727ri:6yd ) p
=lim [ oy x| dy
0 J o e<|z|<1/e T

/m ()(T‘/ eﬂmwd)d
= Ay 1 T |ay
—00 10 Je<la|<1/e z

:_m/m%mwﬂw@

—00

onde uma mudanca de varidveis e integracao complexa foram utilizadas para concluir
que

—2mizy X ¢in(2 [SSRp
lim ‘ dr = —22’/ de = —2i Sgn(y)/ Sm(m)dw
l0 e<|z|<1/e T 0 x 0 T
= —imsgn(y).
Isso nos da a identidade:
/\1 '
p.v. E(f) = —imsgn(§).

A topologia em S’ (R™) pode ser descrita da seguinte forma.

Definigao 1.14 Se {¥;} C &' (R"), entdo, ¥; — 0 quando j — oo em S’ (R"), se para
qualquer ¢ € S (R") segue que ¥,(¢) — 0 quando j — oo.

Como consequéncia das Definicoes 1.12, 1.14, obtemos a préxima extensao do Teorema
1.11, cuja prova sera omitida.

Teorema 1.15 A aplicacao F : VU — U ¢ um isomorfismo de 8’ (R™) em si mesmo.

— 2 —
Exemplo 1.1.8 e_M%tlx) = lim_,o+ e~ (Dl em S (R™).
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Segue que,
—1€|2/4(e+i
(e (o = £
47 (e + it)]™/2
Tomando o limite ¢ — 0", obtemos:
2 ilg| /4t
—4m2it|z|? e
<e o ) &) = Gy (1.17)

Como aplicacao dessas ideias, introduzimos a transformada de Hilbert.

Defini¢ao 1.16 Para ¢ € S(R), definimos sua transformada de Hilbert H(y) por

1 1 1 1

H(p)(y) = — PV, ;(s@(y —) = — DV ©(y).

De (1.14) e (1.15) é claro que H(p)(y) é definido para qualquer y € R e é limitado por
9(y) = aly| + b, com a,b > 0 dependendo de . Em particular, temos que H(p) € S'(R).
Vamos calcular sua transformada de Fourier.

Exemplo 1.1.9 Do Exemplo 1.1.7 e da identidade

H(p)(y) = lim (11X{6<|z.<1/€} . @) (y) em S'(R)

e—0 \T2X
segue que
I 11 . ~
El_rfol %EX{E<|$\<1/6} *Q (é) = 1 Sgn(£)¢(€>
Isso implica que
H(p)(§) = —isgn(§)@(§), para qualquer ¢ € S(R). (1.18)

A identidade (1.18) nos permite estender a transformada de Hilbert como uma isome-
tria em L?(R). Nao ¢ dificil ver que

[H(@)[l2 = [l ¢ HH(p)) = —¢.

Na Definicao 1.16, implicitamente utilizamos o seguinte resultado,

Proposigao 1.17 Seja p € S(R™) e ¥ € S’ (R"). Defina

V() = W(p(r —-)) (1.19)

Entao,

UxpeC®RYNS (R
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Urp=05 (1.20)
onde U3 € 8 (R") ¢ definido como V3(¢) = U(P¢) para qualquer ¢ € S (R).

1.2 Espacos de Funcoes

Nesta secao, apresentamos uma breve introdugao aos espagos de Sobolev classicos
H*(R™). Os espacos de Sobolev medem a diferenciabilidade (ou regularidade) das fung¢oes
em L*(R™) e sao uma ferramenta fundamental no estudo de equagoes diferenciais parciais.
Comecamos definindo os espacos de Sobolev.

Definicao 1.18 Para s € R, definimos o espaco de Sobolev de ordem s, denotado por
H*(R™), como:

H*(R") = {f e SR A f(r) = ((L+1EP) " F(O) () LQ(R”)} (1.21)
com a norma || - |52 definida como:

[f1ls2 = [IA°Fll, (1.22)

~

Exemplo 1.2.1 Paran = 1 e f(z) = x[1,1(x). Do Exemplo 1.1.1, temos que f(§) =
%. Assim, f € H*(R) se s < 3.

Exemplo 1.2.2 Paran =1 e g(z) = x[-1,1] * X[-1,1)(¢). No Exemplo 1.1.2, vimos que

. sin®(2m¢)
g(é) - (7T£)2

Assim, g € H*(R) sempre que s < %

Da definicao dos espagos de Sobolev, deduzimos as seguintes propriedades, cuja prova
serd omitida.

Proposigio 1.19 1. Se s < s/, entdo H* (R") C H*(R").

2. H*(R™) é um espago de Hilbert com respeito ao produto interno (-,-)s definido como
seque:

Se f.g € H(R"), entio (f, ), = / A F(€)Ng(E) de

n
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Podemos ver, via transformada de Fourier, que H*(R™) € igual a:
L*(R™; (1 + [€]*)" d€)
3. Para qualquer s € R, o espaco de Schwartz S(R™) é denso em H*(R™).

4. Se s1 < s<s9, coms=~0s;+(1—0)sy, 0<60<1, entao

1 lls2 < I 20 f 112

Para entender a relacdo entre os espagos H*(R") e a diferenciabilidade das fun¢oes em
L*(R™), lembramos a Definigao 1.4 no caso p = 2.

Defini¢do 1.20 Uma fungdo f ¢ diferenciavel em L?(R™) com respeito a k-ésima varidvel,
se existe g € L?(R") tal que

/ flz + hey) — f(x)

—g(z
- g(x)
onde e; tem coordenada k-ésima igual a 1 e 0 nas outras.

2
dx — 0 quando h — 0

o~

Equivalentemente, & f(£) € L*(R™), ou

[ @onole) e == [ g@rote)do

para todo ¢ € C§°(R™) (sendo C§°(R™) o espago de fun¢oes infinitamente diferenciaveis
com suporte compacto).

Com essa definicio, para k € Z* podemos dar uma descriciao do espaco H*(R") sem
usar a transformada de Fourier.

Teorema 1.21 Se k é um inteiro positivo, entio H*(R™) coincide com o espago de fungoes
f € LA R"™) cujas derivadas (no sentido das distribuicoes) 0% f pertencem a L*(R™) para
todo o € (ZF)" com |a| = a1+ -+ + o, < k.

Nesse caso, as normas | fllkz2 € 31, 1<p 107 flly sdo equivalentes.

Demonstragao: - R
A prova segue combinando a formula 02 f(§) = (2mi&)* f(§) (veja (1.10)) e as desigual-
dades:
€7 < (1+ e < ST el Be@h), 1Bl <k
o] <k
"
O Teorema 1.21 nos permite definir de maneira natural H*(Q), o espago de Sobolev
de ordem k € Z* em qualquer subconjunto  (aberto) de R™. Dado f € L?*(f), dizemos
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que 0%f, a € (ZT)™ é a a-ésima derivada parcial (no sentido das distribuigoes) de f, se
para todo ¢ € C§°(2)

[ gozods = (-1 [ oz fods
Q Q
Entao,
H*(Q) = {f € L*() : 82 f( no sentido das distribuigdes ) € L*(Q0), |o| < k}

com a norma
1/2

1f e = Z/ngf(x)mx

lo| <k

A seguir vamos provar uma série de resultados importantes conhecidos como imersoes
de Sobolev.

Teorema 1.22 (Imersao) Se s > n/2 + k, entao H*(R") estd continuamente incluido
em C% (R™), o espago de fungoes com k derivadas continuas que se anulam no infinito.
Em outras palavras, se f € H*(R"),s > n/2+k, entao (apds uma possivel modificacio de
[ em um conjunto de medida zero) f € C% (R") e

[fllex < csll fls.2 (1.23)

Demonstragao:
Caso k£ = 0.

Primeiro mostramos que se f € H*(R"), entao fAE LY(R™) com

17| < clriee vses>2 (1.24)
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, deduzimos:
dg

[ W@ = [ 17010+ 1"

d 1/2
<Inrl ([ o) < el

se s > %. Combinando (1.24), a Proposigao 1.6 e o Teorema 1.2, concluimos que

1fle = D] = 10 < el e

Caso k£ >1

Usando o mesmo argumento, temos que se f € H*(R") com s > % + k, entdo para
a € (Z1)" lal <k, segue que 02f € L'(R") e

1021l < |3, = [[@mier F, < cllflle
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Corolario 1.23 Se s =n/2+k+ 60, com 0 € (0,1), entao H*(R™) estd continuamente
incluido em C*P(R™), o espaco de funcoes C* com derivadas parciais de ordem k Holder
continuas com indice 6.

Demonstragao:

Provaremos o caso k = 0.
Da formula de inversao da transformada de Fourier e da desigualdade de Cauchy-Schwarz,
temos:

[f(x+y) = fla)] =

[ GICEEE®

< (/ (1+ |£’2>n/2+0|/\<€>|2d£) 1/2 / Mdf 1/2
~ \Ure re (14 [€[2)"/*

Mas
2o _ 12
/ n/2+0 f
(1+1€%)
dg dg
SC/ \y!2\€!2—n+4/ P E———T
1<yl (1+ &)+ iyt (1 + [€[2)"*
) yl=t el o0 -1 ”
<c ——————dr + 4/ ———dr<c
<l | ettt | et <l
Se |y| < 1, concluimos que |f(z +y) — f(z)] < c|y|’. Tsso encerra a prova. "

Para o 1dltimo resultado, vamos enunciar alguns fatos, incluindo o Teorema de Hardy-
Littlewood-Sobolev

Definicao 1.24 Seja 0 < a < n. O Potencial de Riesz de ordem «, denotado por I, é
definido por

I.f(z) = Ca,n/ %dy. (1.25)
onde copn = ¢"227°T(n/2 — a/2) /T (a/2).
Com essa definicao podemos enunciar:

Teorema 1.25 (Hardy-Littlewood-Sobolev) Seja 0 < o < n,1 < p < g < 00, onde
1_1_1

g p n’

1. Se f € L,(R™) entao a integral em (1.25) € absolutamente convergente para quase
todo ponto x € R™.

2.5e p > 1 entao
o f(2)llg < cnpallfll2 (1.26)
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Demonstragao:
Consulte [38] "

Teorema 1.26 Se s € (0,n/2), entao H*(R™) € continuamente imerso em LP(R™) com
p=2n/(n—2s), isto é, s =n(1/2—1/p). Além disso, para f € H*(R"), s € (0,n/2),

1fllp < ensll D7 fll2 < el flls2 (1.27)

onde
D'f = (=a)"2f = ((2nlé])'f)

Demonstragao:
A ultima desigualdade em (1.27) é imediata, entdo precisamos apenas mostrar a pri-
meira. Definimos

L\ e
Dif=g ou [f=D g=cpys (@ﬁ) = C’i * g (1.28)

’m‘n s

Assim, pela estimativa de Hardy-Littlewood-Sobolev (1.26), segue que

< cnsllglla = e[ D*fll2 (1.29)

p

£l = 1D gllp = || = * 9
|z \

Observamos a partir dos Teoremas 1.22 e 1.26, e do Corolario 1.23 que a regularidade
local em H®, s > 0, aumenta com o parametro s.

Para completar os resultados de imersoes nos espagos H*(R™), s > 0, resta considerar o
caso s = n/2 (pois para s = k+n/2, k € Z", o resultado segue deste). Assim, definimos o
espaco de fungoes da oscilagao média limitada ou BMO, introduzido por John e Nirenberg.

Defini¢ao 1.27 Para f : R" — C com f € L{.(R"), dizemos que f € BMO(R") (f tem
oscilagdo média limitada (BMO)) se

| fllBMO = sup —— B, 1f(Y) = [B.(@)|dy < o0 (3.9)
ackr [ Br(2)] Jp,(2)
r>0
onde ]
T B(@)] Jp,
Percebemos que || - ||pmo € uma semi-norma, ja que se anula para fungbes constantes.

O espaco BMO(R"™) é um espaco vetorial com L>*(R™) C BMO(R"™), ja que || f|lsmo <
2[|flle € log || € BMO(R™).
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Teorema 1.28 H™/?(R") estd continuamente imerso em BMO(R"). Mais precisamente,
existe ¢ = ¢(n) > 0 tal que
I fllenio < el D™ [l

Demonstracgao:

Sem perda de generalidade, assumimos que f é uma funcao real. Para z € R" e r > 0,
definimos a funcéo de suporte compacto suave ¢, € C5°(R™) tal que supp ¢, C {z;|z| < 2}
com 0 < ¢.(z) <1e ¢ (x) =1se|z| <1/r, e definimos entao

Py =i+ fu=(Fa) + (Fa-o0)

onde f; representa a parte de baixa frequéncia de f e f;, representa a parte de alta frequén-
cia de f.
Observamos que
[flBmo < [l fillsyo + [ fallBymo

e f; € H*(R") para qualquer s > 0; portanto,
1
JiBo () = T fity)dy = fi(zo)
1B (@) S

para algum xy € B,(x), e assim para qualquer y € B,(x)

1fi(y) = frpo@)| < 2r[|V fill o
Usando esta estimativa, obtemos

1
e 1i(y) = fip,@)|dy
|B(2)] /5, ) L)

1 1/2
< _ 2
< B (f, 10~ o)
< 20|V fillo < 20|V fillx (1.30)

<or / €12 7/2) 7€) | de
|€]<1/2r

1/2
<o ([ lpende) DY < D
lgl<1/2r

Além disso,
1

|B-(2)] /B,

9 R 1/2
- 2q
< ( /g G 5)

R 1/2
— n|¢|n 2d Dn/2
7””/2 (/;|21/2rr ‘5’ ‘f(€)| 5) < H fH27

2
| |fo(y) = foB@|dy < WHthQ
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o que nos da o resultado desejado.
]

Mostramos assim que H*(R") com s > n/2 ¢ um espago de Hilbert cujos elementos
sao funcoes continuas. Do ponto de vista da andlise nao linear, a proxima propriedade é
essencial.

Teorema 1.29 Ses > 3, entao H*(R") é uma dlgebra com respeito ao produto de fungoes.

Ou seja, se f,g € H*(R"), entdao fg € H*(R™) com

1£9lls2 < sl flls2llglls.2 (1.31)

Demonstracgao:
A partir da desigualdade triangular, temos que para todo &,n € R™,

(L+16R)" <2 [(L+1g =) + (14 )]
Usando isso, deduzimos que
A (o)l =1 (1+ %) (Fg) (&)

— e | [ Fe- n)ﬁ(n)dn‘

]Rn

<2 [ [(r+ 1= )17 - gt

+ (14 nl?) 1 Fe - n)?(n)\} dn

<2 (|n7

—
S

[l +[f |+ |A%g

Assim, tomando a norma L? e usando que, se f € LP(R"), 1 < p < oo,e g € L*(R").
Entao ,f * g € LP(R™) com
1 gllp < [ llpllgll:-

Segue que
1£glls2 = 1A*(F9) < e (IA*FIly 1 + 1711 A" gll,) (1.3

Finalmente, (1.24) assegura que se r > n/2, entao

19l < e (112l + 1 Fllllgll2 )
< ¢ (Ifls2lgllvz + 1 £ll2llglsz)

Escolhendo r = s, obtemos (1.31).

Como tltimo resultado da se¢do enunciaremos uma das desigualdades mais cléssicas
quando se fala de imersoes:
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Teorema 1.30 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) Se f € C§(R") entdo

fel 0 _
g fll, < e > g fl, 1A (3.14)
|B]l=m
com |a| = j,¢ = c(j,m,p,q,7),1/p—j/n=01/q—m/n) + (1= 0)1/r, 0 € [j/m,1].
Demonstragao:
Consulte [12]. n

Espacos de Sobolev com Pesos

Definicao 1.31 Sejam k£ e m inteiros nao negativos e seja 1 < p < oco. O Espaco de
Sobolev ponderado WEP = WkP(R™) consiste de todas as fun¢oes localmente integraveis
u : R™ — R tal que para cada multiindice o com |a| < K, D%u existe no sentido fraco e
esta pertence a LP(R") e além disso para cada multiindice 8 tal que |3| < m a funcdo z°u
pertence a LP(R™).

O espago WEP & um espago vetorial real de Banach com a seguinte norma
lullyse =D N0%ullp + > llzull,, (1.33)
a<k a<m

onde a norma || - ||, denota a norma em LP(R") = LP.

Vamos denotar LP, e HE por W% e Wk? respectivamente. Observemos que H” é um
espaco de Hilbert.

No decorrer do texto usaremos a seguinte propriedade.

Lema 1.32 Se m € um inteiro nao negativo e 1 < p < 0o, entao vale

> 22978l < clldllwe- (1.34)
|lal+|Bl<m
Em particular temos
I — 20t9)°6ll, < (1 + )™ [ llwye (1.35)

sempre que |a| <m,t € Re ¢ € WP, Para detalhes consulte [12].
Por ultimo iremos relembrar a definicao de uma equacao diferencial dispersiva

Defini¢ao 1.33 (Dispersividade) Um sistema dispersivo é aquele no qual a velocidade
de grupo depende do nimero de ondas, isto ¢, sao aqueles sistemas nos quais a velocidade
de grupo nao é constante. Mais precisamente, considerando solucoes de tipo onda plana

u(t,x) ~ ei(karwt)

o termo w ¢ a velocidade de fase e o termo w'(k) chama-se de velocidade de grupo.
Portanto, um sistema sera dispersivo sempre que w” (k) # 0.
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Capitulo 2

A equacao de Korteweg-de Vries

Nesta secao enunciaremos alguns resultados de existéncia de solugoes para a equacao
do tipo KdV existentes na literatura, e que serao suporte para o estudo do comportamento
asintotico destas. Aqui ndo estaremos interessados na prova destes resultados e em fazer
uma revisao completa de literatura, temos apenas o propoésito de enunciar os resultados
em espacos de energia, visto que nesta dissertagao temos o foco de fazer o estudo do com-
portamento assintotico de tais solugoes. Para o leito interessado em conhecer ferramentas
que envolvem boa colocagio recondamos os textos [38] e [53].

Consideremos a equagao generalizada de Korteweg-de Vries ( gKdV ) na reta real

g + (Ugy +uP), =0, (2.1)

(p & um inteiro positivo) onde u = u(t,z) ¢ uma fungao real avaluada, e(t,z) € R% O
caso p = 2 & a famosa equagao de Korteweg-de Vries (KdV), um modelo para ondas de
superficie rasas e um exemplo canonico de equagao dispersiva nao linear.

O estudo de solugoes para a equagao (2.1) se mostra bem técnico mesmo sendo um
modelos unidimensional.

Em geral o modelo acima aparece da forma do seguinte problema de Cauchy

(2.2)

w + (Uge +0P), =0, zeR,tel0,T];
u(z,0) = uo, z e R.

2.1 O Principio de Duhamel

Nesta segdo, vamos obter uma representagdo integral de (2.2), para p = 2,3 e 4.
Aplicando a transformada de Fourier com respeito a variavel = para u(z,t) € S’(R) no

sistema (2.2), obtemos
(€)*A(E. 1) + pur~Dyu(€. 1) = 0, (2.3

{it(u(>)= (O,

Multiplicando a primeira equacao de (2.3) pelo fator integrante e’ obtemos
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ate(ig)fszf + (ZlS)Sae(zﬁ) +e (i€)3 ( ) (24)
onde f(z,t) = pu(x,t)P10,u(z,t). Observando que

% (ae@f)?’t) = el 4 (€306 (2.5)
de (2.4) e (2.5), obtemos a relagao

d . PR
= (@eli9™) = —Flapet’

Integrando de 0 até ¢, temos a seguinte igualdade

UG (F) = Ty — / F () el g
ou ainda,

t
U(t) = tpe O — 6—(i£)3t/ F () el
0

Portanto, aplicando a transformacao inversa, obtemos a equacao

t Vv
u(t) = (ﬁoe—(i€)3t>v _ <e—(z‘£)3t / F(t) e(iﬁ)‘"’t'dt’>
0
, v e A v
:<a06—(7,§)3t> _/ (ez§3(t—t)f(t/)> dr’.
0

_ v
Agora, definimos S(t)uy = (e_(lg)?’tﬂo) , entao

(SC0FE)) =5 1) F () =5 1) () ().

obtemos a seguinte equagcao integral,

u(t) = S(t)ug — /0 S (t—1t") (0.uP) (¢ dt'. (2.6)

Isto é, se u satisfaz o problema de Cauchy (2.2), entdo u satisfaz a equagao integral
(2.6), a qual recebe o nome de formula de Duhamel.

A seguir, vamos comentar alguns resultados de boa colocacao global para o problemas
de Cauchy (2.2), no sentido de resolver a equacao integral (2.6). Primeiramente Kato [27],
e depois Kenig, Ponce e Vega [13] provaram existéncia e boa coloca¢ao global se o dado
inicial ug € H*(R), para p = 2,3 and 4 . Estes resultados foram melhorados por outros
autores, ver por exemplo, os trabalhos de Bourgain (25| e do I team [26]. Para a proposta
desta dissertacao somente precisaremos da teoria de boa colocagao global acima do nivel
de regularidade H' , dada pelo seguinte resultado.
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Teorema 2.1 (1993, Kenig, Ponce e Vega) Seja s > 1. Assuma que ug € H*(R),
comp=2,3 oud em (2.2). Entao existe uma unica u € C (R; H*(R) ) solugdo de (2.2)
no sentido de Duhamnel:

u(t) = S(t)ug — /0 S(t—s)[(u), (s)]ds, S(t):= et

Além disso, tem-se

sup u(®) 2 < € (I[woll ey ) -
teR

Observacao 2.2 Os resultados do Teorema 2.1 podem ser enunciados para a equacdo de
Gardner,

{Ut‘i‘(urx"i_uz—i_:uug)x:o’ xER,tE [07T]’ (2 7)

u(z,0) = u, r € R.

visto que na prova de existéncia € utilizado o método do ponto fixo de Banach e o cardter
subcritico da nao linearidade.

Além disso, destacamos o seguinte resultado de boa colocagao em espagos de Sobolev
com pesos obtido por Kato [27].

Teorema 2.3 (Kato) Seja up € H*(R) N L? (|z|*"dz),r € Z*. Existe T > 0, depen-
dendo somente da norma de ug em H*" (R)N L2 (|x|*dx), e uma tnica solu¢io u = u(z,t)
para o IVP (2.2) tal que

ue C([0,T]: H"(R) N L* (|z[*dz)) .

Além disso o mapa ug — u € continuo.

2.2 Solitons

Como visto na introducao, além do resultado de boa colocacao global enunciado ante-
riormente, o modelo (2.1) também é interessante por conter solugdes especiais, chamadas
de soliton. Um soliton para (2.1) é uma solucao da forma

u(t,r) = Qe (x —ct —xo), ¢>0,29€R. (2.8)

Note que Q. é um perfil fixo dependendo somente de ¢ > 0 (usualmente referido como
scaling ou velocidade do soliton), e zo € um parametro que denota a posicao do soliton.
Substituido (2.8) em (2.1), e assumindo que Q. se anula no infinito, obtemos, apos alguns
calculos, que ). must satisfy the equation

(Qlc, — Q.+ Qg)/ =0

ou
Q' —cQ.+Q"=0 inR. (2.9)
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As solugoes desta equagdo eliptica sdo bem conhecidas, denotadas por Q. = Q.(s) e
dada pela seguinte formula explicita

Quls) = Q).

onde
1/(p—1)
p+1

2 cosh? <—(p;1)s>

Em outras palavras, um soliton é uma onda viajante com velocidade positiva ¢ > 0.
Note que quanto maior for ¢ > 0 ,0 soliton viaja mais rapido.

Enfatizamos que solitons sao objetos puramente nao linear. De fato, a equacao linea-
rizada de KdV, chamada de equacao de Airy,

Q(s) (= Qe=1) =

Up + Ugpy = 0

nao tem solitons.
Existe uma relacao entre solitons e a teoria de boa colocagao global usando a norma
L? de cada soliton. Mais precisamente, tem-se

11
||Qc||L2(]R) ~crmtod

Com efeito, uma mudanca de variavel fornece

1Qcll 2y = (/ ’CPLQ(\/ES)]QcLS)
:CPlé(/|Q cs|d8>

:mhﬁ%/@wwwjz
</|Q |ds)

7

1
— Cp—l 4

onde M ::/\Q(s’)\2dsl.
R

Consequentemente, —— — 1

1 =0 se
1
1

> 0se p = 2,3,4 (L*regime subcritico), == — 1
g p—1 4

p—1
p =5 (L?-regime Critico) e — 2 < 0sep>5 (L*regime super critico).

35



Em outra sa palavras, em um problema supercritico, pequenos solitons (no sentido da
norma L>), sao grandes na norma L?. Entretanto quando p = 5, os solitons tem sempre
o mesmo tamanho. Resumimos esta propriedade com a seguinte notacao

ac/Rczi

>0, p=23,4,

~ [aqa{=0. p=5
=t IR <0, p>5.

onde
1/(p-1)

p+1
2 cosh? <Ms)

2

Q(S) (Z Qc:l) =

onde denotamos AQ,. a chamada direcao de scaling, dado por

AQUS) = 019 = 1 (15 Qule) + 35009 )

C

e AQ := AQ.|,_,. Note que AQ, é uma funcdo par que satisfaz a equacdo (basta derivar
com respeito a ¢ em (2.9))

‘CAQC - _Qc~

Para o leitor interessado em um texto bésico que envolva a teoria de solitons e sua
estabilidade, consultar a monografia [51].
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Capitulo 3

Leis de Conservacao para a Equacao do
tipo Korteweg-de Vries

Este trabalho tem como foco a equagao generalizada de Korteweg-de Vries (gKdV)
estabelecida na reta real R dada por

du+ 0, (B2u+ f(u)) =0, (t,z) eRxR, (3.1)
onde u = u(t,x) € R & uma fungdo com valor real e f = f(s) ¢ uma fun¢do definida por
_ K - fuls) _
f(s) =5"+ fu(s), lim Sf =0(k=2,3,..), (3.2)

onde f; : R — R & de classe C*.
Destacamos os seguintes casos particulares que geram equacoes conhecidas:

1. k=2e fo(s) =0 (a equagao original de Korteweg-de Vries (KdV)),
2. k=2e fo(s) = us® (u # 0)(a equagio de Gardner),

3. k=3¢ f3(s) =0 (A equacao KdV modificada, ou mKdV ).

Formalmente, as solugoes reais de (3.1) satisfazem pelo menos trés leis de conservagao:

Proposicdo 3.1 Se u = u(z,t) € S(R?) € solugao de (3.1) entdo u satisfaz as sequintes
relagoes:

(i) Ii(u) = [ u(t,z)dz = I (ug);

(ii) Ir(u) = ffooo u?(t, x)dr = I (ug);

(15i) I3(u) := foo (% (&Cu)2 — G(u)) (t,z)dx = I3 (ug) ,

—00

onde

G(z) = /Oz f(s)ds. (3.3)
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Demonstragao:

1. Integrando em R a equacao (3.1), obtemos:

/Rutdx + /R@m (D2u+ f(u))dz =0,

/ udr + lim O (P2u+ f(u)) d
R n—oo |

n

0,
/Rutdx + nh_{{)lo (D2u(n,t) + f(u(n,t)) — (O2u(—n,t) + f(u(—n,t))) dz = 0.
Como lim,, o (0?u(n,t) + f(u(n,t))) =0 = lim, o (0?u(—n,t) + f(u(—n,t))) temos que

Gt/udx:()ﬁ/udx:c,
R R

para uma certa constante c. Portanto,
/u(x, t)dr = / uo(z, t)dz
R R

2. Multiplicando (3.1) por u e integrando em R obtemos

/uutdx + / udy (P2u+ f(u)) dz = 0.
R R

Distribuindo e usando integracao por partes no segundo termo temos

2
8t/u—dx—/uzumd:ﬁ—/uxf(u)dx:
R 2 R R
2 2
&t/u—da:—/(?m ((ux) )dm—/uxf(u)dmzo.
R 2 JR 2 Jr |

' ~\~
=0

=0

2
8t/u—dx:0:>/u2d:z::/ugdx,
R 2 R R

provando assim a segunda identidade.

Dessa forma,

3. Finalmente vamos provar a terceira identidade. Multiplicando (3.1) por (0?u + f(u))
e integrando em R,

I+11:= /Rut (P2u+ f(u)) dx+/Ram (D2u+ f(u) (O2u+ f(u)) dx = 0.
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Desenvolvendo a primeira integral obtemos,
I :/ut (D2u+ f(u)) dx
R

/ wudz + / e f (w)dz

/&g (Opu)Oypudx + 8t/G (G(u) = /Ou f(s)ds = 0,G(u) = f(u)uy)

(- [ O s [ otaar)

Por outro lado,
7= / 0, (0%u+ f(u) (B%u + f(w))
R
1
:§/Ra$ (0%u+ f(u)?da

:g @u+ fw)? | =0,

r=—00

O resultado segue dos dois célculos acima. [

Usando um argumento de aproximagao por fungoes mais regulares com a continuidade
do fluxo dado inicial - solucao, pode-se estender os resultado anterior para funcoes no
espaco de energia.

Proposicao 3.2 Seja ug em H'(R). As solugoes de (2.1) em C(R; H'(R)) satisfazem as
sequintes leis de conservagao

I(u(?)) = Iz(uo) e I3(u(t)) = I(uo), (3.4)
para todo t € R.

Observacio 3.3 E padrio em equacées dispersivas nio lineares, do tipo totalmente inte-
grdvel, obter resultado de boa colocagao local usando métodos de ponto fixo, mostrando que
o tempo de existéncia depende do tamanho do dado inicial. Em sequida fazendo uso das
quantidades conservadas, mostra-se que com repeticoes do método do ponto fizo a solugao
¢ global. Para detalhes sobre boa colocagao local e global recomendamos [38, 53]. Para dar
fluidez ao trabalho vamos aqui assumir o resultado de boa colocagao global enunciado no
Teorema 2.1 e vamos provar as identidades no espaco de energia.

Demonstragao:
Inicialmente, sabemos que C°(R) é denso em H'(R), entdo existe ug, € C°(R) tal
que
up, — up em H'(R).
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Mas C>*(R) C H*(R), logo pelo Teorema 2.1, temos que para cada dado inicial ug, €
H*(R), existe uma tnica solu¢ao u, do problema (2.2). Agora, pela imersao de Sobolev,
temos que

para cada t fixo, pois H*(R) — Ck (R) para s > k + %, entao tomando k = 3,n = 1 segue
o resultado acima. Portanto, pela proposi¢ao anterior, temos que

1 1
—/ui(m,t)dx: —/ui(m,())dx em H*(R) (3.5)
2 Jr 2 Jr
+1 1 +1
8u (x,t)d x—— up (x,t)d 8u (z,0)de — —— [ ul™(x,0)dz.
p+1Jg
(3.6)
Por outro H*(R)) Cc H'(R), o que implica uy, € H'(R), além disso, sabemos que o

fluxo uy — u € C(R; H'(R)) é continuo, ou seja, a aplicagao I' : H'(R) — C(R; H'(R))
dada por
C(ug) = u,

é continua. Entao usando o fato de que ug, — up em H'(R), temos que

/uidm —>/u2dx
R R

Portanto, fazendo n — +o00 em (3.5), obtemos

1 1
—/uQ(x,t)cM: —/ug(:p,())dx,
2 Jr 2 Jr

portanto, provamos a primeira identidade para u € H'(R).
J& para a segunda identidade, aplicamos a seguinte desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

que diz:
(p+3)/4 (p—1)/4
Yv € H'(R), /|v|p“d:c < C(p) </ UQdI) (/ vfcd:c) :

Finalmente, fazendo n — 400 em (3.6), obtemos

2 p+1 2 p+1
/ (ux(x,t)dx_ u (x,t)) dx:/ (ux(x,())dx_ u (:1:,0)) .
R 2 p+1 R 2 p+1
"

E conhecido na literatura que os modelos m-KdV e Gardner possuem solucdes do tipo
Breathers [1]-[5], [7], isto &, solugoes localizadas no espago que também sao periddicas no
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tempo. Um exemplo deste tipo de solucoes sao os os Breathers da m-KdV, obtidos pela

primeira vez por Wadati [55]: para qualquer «, 5 > 0,

Bsin(a(x + dt))

acosh(f(z + 1))
Trata-se de uma solucao para mKdV periodica no tempo, ao fixarmos a variavel espa-

cial. Assim, vemos que a equacao mKdV pode conter solucoes que nao decaem uniforme-

mente em ¢ ao tender ¢ para o infinito. Diferentemente das equacoes dispersivas lineares
que em geral decaem. Por outro lado, a equagao de Gardner (f>(u) := pu® onde )

du+ 0, (ou+u>+ ) =0, >0 (3.8)

B(t,x) := 2v/20, arctan ( ) . 0=a%—-33%y=23a*-p% (3.7)

possui solugoes do tipo Breathers (estéaveis), (Pelinovsky-Grimshaw [49], ver [3| para mais
detalhes). Na verdade, se a, 8 > 0 sdo tais que A := a? + 3% — i > 0, entao

B(t,x) == 2\/%@ arctan @(é?)) , (3.9)

onde
_ B2+ B V2B [cosh (Bys) + sinh (By))
G .= T sin (ay) N , (3.10)
F :=cosh (By2) — V2B lacos (ay) — Hsin (apy) (3.11)

3 /fian/a? + B2VA
ey, =+ 0ty = x +t,0 := a® — 38%,v := 3a® — 32,6 uma solucdo suave com nao
decaimento para (1.8).

Enfatizamos que as solugoes do tipo Breathers do PVI (3.1) sao conhecidas apenas nos
casos descritos anteriormente, ou seja, para a equacao mKdV e para a equacao de Gardner
com p > 0. Diante disso vemos que este tipo de solugoes sao bem especiais e determinar se
um dado modelo tem ou nao tem Breathers é um grande desafio. Nosso primeiro objetivo,
seguindo o trabalho de Munoz e Ponce [48], é provar que para uma grande classe de nao
linearidades f(-) em (3.1) o gKdV nao possui solugdes do tipo Breathers (localizadas em
solugbes espaciais periodicas no tempo).

Desenvolvendo a equagao (3.7) podemos chegar em uma formula mais explicita, que
enunciaremos a seguir

Defini¢ao 3.4 (Solugdo Breathers, Wadatti) Sejam «, 5 > 0. Uma solugad do tipo
breathers para o PVI (3.1) é dada pela seguinte formula

. Bsin(a(z + ot))
B(t, ) :=2v/20, arctan (a cosh(B(z T ’yt)))
_ cos(ay1) — (B/a) sin(ay:) tanh(By»)
2Bt | e |
Onde, y; =2+t e yo = x + vyt com § = a? — 332, v = 3a? — 3°.
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Observacao 3.5 Neste trabalho estaremos trabalhando com o caso de Breathers periodicos
no tempo. Isto €, na definicao acima consideramos v = 0.

Lembremos a definicao de espacos de Sobolev com pesos,

H¥'(R) := H*(R) N L* (|z[*"dz), s,r>0. (3.12)
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Capitulo 4

Modelos que nao admitem Breathers

Nesta segao mostraremos que alguns modelos do tipo KdV nao admitem Breathers,
seguiremos o trabalho de Mufloz e Ponce [48].

Aqui e em varios momentos desse capitulo estaremos fazendo os calculos, assumido u €
O, isto é, uma solugao suave e com suporte compacto do PVI (3.1). Tais calculos podem
ser generalizados através de teoremas de aproximacao em espacgos de Sobolev, seguindo as
mesmas ideias da prova da Proposicao 3.2. Além disso, algumas vezes simplificaremos a
notagao denotando u(z,t) por apenas u.

Proposicao 4.1 Se

ueC(R: H*(R)) (4.1)
¢ uma solug¢ao do PVI (3.1), entdo
d o o
pr xu(t, z)dx :/ f(u(t,z))dx (4.2)

Observagiao 4.2 A hipdtese (4.1) serve para garantir que zu(t,z) € L'(R). Além disso,
pelo Teorema 2.3 o fluzo de (2.2) é preservado em H*2.

Demonstracgao:

Devido a argumentos de densidade é suficiente mostrarmos o resultado assumindo que
u € CHR; C3(R)). Multiplicando a equagao em (3.1) por z e integrando o resultado em
R obtém-se:

/xutdqu/x@x(aiu—F f(u))dz = 0.
R R

Fazendo integracao por partes,

d o
p . rudr — /R(agu + f(u))dx + [202u + x f (u)] = 0.

— 00
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Como [z0*u+ zf(u)]| =0, obtemos

—00

%/qudx:/R(f)gu—i—f(u))dx.

Usando [, d2udz = 0 (pois u = u(x,t) tem decaimento no infinito), obtemos

d
pr qudx—/Rf(u)dx,

provando assim o resultado.

Teorema 4.3 (Inexisténcia de Breathers.) Seja

ueC(R: H*(R)) (4.3)
uma solugao forte nao trivial do PVI (3.1). Se uw = u(t,z) é uma funcao periddica no

tempo com periodo w, entao

/0 i / Z Fult, z))dudt = 0. (4.4)

Em particular, se

ou (4.5)
flu) =u?+ pu® + ut, 0< <2
entao u nao pode ser uma solucao periodica no tempo.

Demonstragao:
Como u € C' (R : H*?(R)) pela Proposi¢ao 4.1 temos que

%/qudx—/Rf(u)dx

como u = u(x,t) é periddica com periodo w temos

w w
/ /f(u)dxdt:/ —/xudxdt:O.
o JR o dt Jr
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De fato, pelo Teorema de Fubini:

/ i / zudzrdt =
o dt Jr

No caso, f(u) =u? e f(u) = u* temos (supondo u nio identicamente nula)

/Rf(u)dx>0:>/0w/Rf(u)dxdt>O.

Contradizendo (4.4). Portanto, u nao pode ser peridédica com relagao ao tempo.
Agora seja f(u) = u? + pu? + eut, 0 < pu < 2e. Dai,

/ /uzzlzuu3+€u4dxdt:I+II+III+IV,
0 R

onde: .
I:/ /u2j:,uu3+62u4dxdt, A={zeR:0<u(z,t) <1}
0o Ja

II:/ /UZ:tuu3+52u4dxdt, B={reR:u(xt)>1}

o JB

[II:/ /uziuu3+62u4daﬁdt, C={reR:uz,t) < -1}
0o Jo

IV://uZ:I:,uu:s—l—sQu‘dedt? D={zxeR:—-1<u(zt) <0}
o Jbp

Vamos seguir com a demonstracao, separando esta em alguns casos.

Caso 1: 0 <u<1.
Temos u? < u = u* < u? logo,

[2/ /uu3+€2u4dm’dt2/ /uu4+62u4dxdt>0.
0o Ja 0o Ja
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Caso 2: u > 1
Entao u® > u? logo,

IIZ/ /uQ:I:,uu?’d:EdtZ/ /qu:uUdedt>0.
o JB o JB

Caso 3: u < —1
Seguindo a mesma linha dos casos anteriores, u? < —u? = —u? < u*:

[IIE/ /uu3+€2u4dﬂcdt2/ /—€2u4+52u4dajdt2/ /(—9+€2)u4da:dt>0.
0o Jo o Jo o Jo

onde aqui usamos que se €2 > 0 =2 — 0 > 0 e —pu® < 2u* = pu® > —eut > —Ou’.

Caso 4: —1 <u<0.
Entao —u? < u®. Dessa forma,

IVZ/ /uzj:uu3dxdt2/ /uz—,mfd:z:dtZ/ /(1—,u)u2dxdt>0.
o Jp o Jp o Jp

Portanto,
/ / u? £ pud + eutdrdt > 0,
0 JR

contradizendo (4.4). Concluimos que u = u(z,t) ndo pode ser periodica com relagdo ao
tempo. ]

Teorema 4.4 (Nao linearidades mais gerais) Seja

ueC(R: H¥?R)) N L™ (R: H'(R)) (4.6)

uma solugao nao trivial do PVI (3.1), com
f(u) = u** + for(u), keZ". (4.7)
Eziste um € = € (k; for) > 0 suficientemente pequeno, tal que se
sup Ju(®)sm < ¢ (4.8)

entao u = u(t,x) nao € uma solugdo periddica no tempo.

Demonstragao:
Inicialmente, lembremos que,
- Sfa(s)
1813(1) —|3\2k =0. (ver (3.2))
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Isto é, dado & > 0, existe € > 0 tal que se 0 < § < e implica que | for(s)| < &|s|?*. Pela
hipotese (4.8) dado &€ > 0, existe € > 0 tal que 0 < |u(z,t)| < €, para todos z,t € R, ou
seja, temos que

= |f2k(u(x7t))‘ < €N|U(J:,t)‘2k.

Logo,
[f(w)] = [u* + for(w)] =[] — | for(u)]
> |u’2k . é‘|u|2k
> (1—8)ul* > 0.
Dali,

/Rf(u)dx>0:>/0w/Rf(u)dxdt>O.

Contradizendo (4.4). Portanto u ndo pode ser periodica com relagdo ao tempo.
]
A seguir, trataremos o modelo de Gardner, para tanto precisaremos do seguinte lema.

Lema 4.5 Seja u = u(x,t) € C°(R;R) e defina o mapa
A(t) = / ru?(z,t)dx

Se uw = u(x,t) for uma solu¢ao periddica no tempo, entdo o mapa A(t) ndo pode ser
estritamente monotono.

Demonstracgao:
Suponha, sem perda de generalidade, o caso em que t — [, zudz é estritamente
crescente. Como u é periddica no tempo e nao nula, exite L > 0 tal que

u(z,t) = u(z,t + Lk), k € Z.
Agora note que,
0 # / u?(x,t)dr = / u?(x,t + Lk)dz.
R i

Tomando ¢, =t + Lk, obtemos

/xu2(x,t)d:t:/xu2(x,tk)dx V o tp=t+ Lk.
R R

Dai, t — fR rudr nao pode ser estritamente crescente pois existe uma sequéncia de tempo
t, — oo tal que

tkH/qu(x,tk)dx (4.9)
R

é constante. [

47



Proposicao 4.6 Se

weC(R: HA(R)) (4.10)
é uma solugao forte do PVI (3.1), entao
%/w (¢, ¢)dz = —6 <13 (o) + /Oo (G(U) - Féu)> (t,a:)da:> : (4.11)

onde G é como em (2.5) e

0. F(u) :=ud, f(u), F(0)=0.

Demonstracgao:
Temos que

d

— [ zuldr = Q/xuﬁtuda:.

Usando a equagao (3.1):

d

— [ zu’dr = —2/ rud, (02u + f(u))dx

Agora, integrandio por partes obtemos
i/mqux :2/u(8§u+f(u))da:+2/ z(0,u)(?u + f(u))dx
dt Jg R R
:2/u8§ud$+2/uf(u)d:c—l—2/x(@xu)(&%u)dx+2/x(8zu)f(u)dx.
R R R R

Usando novamente integracao por partes no 12 termo, reescrevendo o 32 termo e usando
que 0,G(u) = f(u)0;u no ultimo termo, obtemos:

d xu2dx——2/(3u)2dx+2/uf( da:—|—2/ =0, ( um)dx—l—Q/xaG()
dt R R R

_ /R () 2d + 2 /]R wf (u)de — /R (up)?dz — 2 /R G(u)dx
:—3/}R(8xu)2dx+2/Ruf(u)d:c—Q/RG(u)d:c. (%)

Afirmamos que uf(u) = F(u) + G(u). De fato,

Op(uf(u)) =0puf(u) + ud, f(u)dpu
=0,G(u) + (0, F(u))0,u
=0, G (u) + 0 F (u).
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Dai,
() =—3 /R((?zufdx +2 /R G(u) + F(u)dz — 2 /R G (u)dz.
= — 3/R(8xu)2dx+2/RF(u)dx. ()

—6 (13 () + /_ Z (G(u) - @) (t,a:)da:) — .
(Op)* —

...:—6(/: G G(u))da;+/: (G@)—@) dx)

=-3 (@mf¢n+2/jNqu.(**ﬂ

R R

Por outro lado,

Igualando (k%) e (% * %) obtemos o resultado desejado.

A seguir mostramos que a equacao de Gardner para p < 0 nao admite breathers. )
Teorema 4.7 (A equagao de Gardner com p < 0.) Seja
ueC(R:H?R)) (4.12)
uma solugao forte nao trivial do PVI (3.1) com
flu) =u? + folu) = v + pu®, p<0. (4.13)

Entao u = u(t,x) ndo é uma solug¢io periddica no tempo.

Demonstragao:
No caso da equagao de Gardner, ou seja, f(u) = u® + pu®, pu # 0 em (3.1), segue de
(2.15) que

d [e.e] [e.e]
pr zu(z, t)dr = / (v + pu®) (z,t)dx (%)
e de (2.22) temos:

o0

oo 2 .
% vu?(z,t)dr = —613 (ug) — g/ u?(z,t)dx. (xx)

De fato,
3 4

G(u) = / ft)dt = / 24 ptidt = 2 4
0 0 3 4
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logo,

F(u) /u3 6/ 5
—G/Gu— dr = —6 | —dex = —= | uw’dx.
R (u) 3 R 9 9 Jr

Assim, multiplicando (%) por % e (%) por u e somando as duas, vemos que as solugoes
da equacao de Gardner satisfazem

d [ (2 2
— Zau 4 pau? ) (x,t)de = S 1o (ug) — 6l (ug) . (4.14)
dt J_ \3 3

Provaremos que para pu < 0

2

Com esse fato e o Lema 4.5, temos que para p < Oa equacao de Gardner nao pode ter
breather periodico. Reescrevendo (2.26),

2 2 Haa:UOHz *(ug g
¢:§||Uo||2—6M<TQ—/_OO §0+T0 (z)dz

2 3
= 2 ol = 3ol + 21 [ o+ [ wida
R R

I
2 2 53 9 4 : w2
> 3 lluolly + 2 fluolly + 547 lluolly  (pois — 3u|0uoll; > 0)

2 2 2 3 4
> 2 luolly + 2plluolly lluolly + 54 [luolls

2
2 3
= (J; Juoll, + \/;MHUo“i) >0

Donde a ultima desigualdade é justificada pela seguinte desigualdade de interporlacao:
0 1-6
[uolls < [luolly + [luoll4

Queremos encontrar 6 tal que:

1 60 1-6

37271

L l_1+0
3 4

=30+3=4=0=1/3

20



1/3 2/3

logo, [[uoll; < lluolly”™ + luolly"™ = |[uoll; < uoll, + [luoll, justificando a passagem. Agora
combinando o fato de ® > 0 com (2.25) vemos que o mapa

A(t) = /OO v (x, 1) da

o0

¢ monotono. Portanto u = wu(x,t) ndo pode ser uma solu¢do periddica no tempo, pelo
Lema 4.5. [

Teorema 4.8 (L? casos criticos e supercriticos.) Seja
ueC(R: HY'2(R)) N L™ (R: H'(R)) (4.16)
uma solucao forte nao trivial do PVI (3.1) com

fw) =w + fi(u), j=5,6,. (4.17)

Entao eziste € = € (j; f;) > 0 suficientemente pequeno, tal que se
sup ||u(t)||g: < € (4.18)
teR

entao u = u(t,x) nao € uma solugdao periddica no tempo.

Demonstragao:
Primeiro, recordamos um caso particular da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg:
para qualquer p € [2, o0

lu()llp < e 19eu®)ll3* 7 lu() ]l (4.19)

Assim temos que,

I (ug) + /Oo (G(u) - Fé“)) (t,2)dx = %/(amuf . Fé“) dx

—00

= %/(@uﬁdm— /jj?ujﬂdx—/(;j(u)dm,

onde usamos,

Op (1) = udy f (u)
—U(Juj“uer@ fi(uw)uz)

= (L /sfm 7).

+1

Logo,

F(u) = J 4 /OIB u0y fi(u)de =

j+1
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Assim,

I3 (up) + /_Z (G’(u) — Féu)) (t,x)dx = /(&cu)de +A+ B

onde A= [-Huwtldr e B=— [ Gj(u)dz.

Estimemos A :

[~.

1 i+1 | j+1
+ ]++.7+

. , i .
Al < C/ ul e = clulljfy + < clldzull,® T flull,® T (ver (419))  (4.20)

agora lembre o seguinte fato,
ull, < cllullg; < ce.

onde usamos (4.18). Dai, se 0 < ¢ < 1 vale HuH?ﬁ < c|ullg. (isto é, para o menor j em
questdo, neste caso j = 5). Portanto,
E _
Al < clldpully” T flully™ T < elldpully ully T = ellonully [fulls - (4.21)
Agora estimemos B. Por (3.2) temos que limg .o flﬂs(lf) = 0, donde existe ¢ > 0 tal que

|£;(s)| < c|s] e usando a hipotese (4.18) temos que
50 < clul
que implica
/|Gj(u)|dx < / || fou)|dz < c/ |u|[ul! dz = c/ lul’tdx = ¢ HuH;i} )
Dai, repetindo os passos da estimativa de A temos que
3—1 1. |3+1 2. 14
|B| < /!Gj(U)\de < cl|Opully " ully™ = elldzulls flulls - (4.22)

Logo, por (4.21) e (4.22) temos que:

I3 (uo) + /_Z (G(u) — Fg”) (t,x)dx > /(@u)zdx —2¢/3||0pu|3 ||ulls -

Novamente pela hipotese (4.18) temos que podemos tomar ¢ suficientemente pequeno tal

que
2c

4
= lllly <

—e
3
Concluimos que,

Iy (uo) + /_OO (G(u) _ Fé“)) (t,2)de > /(6xu)2dx - i 19wull? > 0.

o0

Portanto, o mapa

A(t) = / 2t w)de

o0

¢ estritamente crescente, logo pelo Lema 4.5 nao pode ser periodico. [
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Teorema 4.9 (Caso Cubico) Seja

we C (R: H'2(R)) N L™ (R: H'(R)) (4.23)

ser uma solugao forte nao trivial do PVI (3.1) com

flu) =’ + Bu™™ + fo;a(u), B <0, jeZ*, j=>2, (4.24)

e dados iniciais vy tais que ( ver (3.2) )

Ezxiste € = € (faj11; 05 I3 (ug)) > 0 suficientemente pequeno, tal que se
sup ||u(t) || < € (4.26)
teR

entao u = u(t,x) nao € uma solugdo periddica no tempo.
A mesma conclusao se aplica se f(-) satisfaz (4.24) com B > 0 e os dados iniciais ug
sustenta que I3 (ug) < 0.

Demonstracgao:
Como .
f(u) = u3 + /Bu2j+1 + f2j+1(u)7 6 < 07 j € Z+7j Z 2a (427)

nos temos que

{ F(u) = %u4 + %—jﬁuww + Fpys
G(u) = u* + Qf%ugj“ + Gryjs
com
{8$Ff2j+1(u) = u0y foj1(u),  Fpy,,(0) =0,
Goa (W) = J§ fajrr(s)ds.
Portanto,

1 Ié; 4 u? 27 +1 B , 1
G(u) - gF(U) = u4 + mu23+2 + Gf2j+1(u) - Z - ( 3 ) 2j n 2u2j+2 - gFf2j+1 (u),
1 3 5 2j + 1 1
G(U) - gF(U) - _U’4 + mu2]+2 (1 - 3 > + Gf2j+1 (u) - g faj+1 (u)7

com

1Gryyii(8)| 4 |Frayur ()| = 0 (Is[¥*?)  quando |s| — 0. (4.28)

Como 3u* > 0 temos que
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1 8 . 2j + 1 1
G(“) - §F(u) > = u2]+2 (1 - ) + Gf2j+1 (u) - gFf2j+1 (u),

Donde, por (4.28)

Dessa forma,

d [ o F
— ru?(t,z)de = —6 | I3 (ug) +/ G(u) — () (t,x)dx
dt J_ — J_w 3
>0 N ~
>0
Concluimos que,

i) zu?(t,z)dzr < 0.

Novamente pelo Lema 4.5 temos o resultado desejado.
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Capitulo 5

Decaimento de solucoes em regioes
linearmente dominadas

Definigao 5.1 Seja C' > 0 seja uma constante arbitraria e seja I () o intervalo dependente
do tempo.

O|t|1/2 Cr|t|1/2
I(t) = (- og Tl Tog 1) It > 2. (5.1)

Teorema 5.2 Assuma k =2 e fo(s) =0 em (3.2). Suponha que u = u(x,t) € a solugdo
para (3.1) de tal modo que

ueC(R:H(R))NL®(R: L' (R)). (5.2)
Entao, tem-se
Mm@y =0, (5.3)

Além disso, a sequinte estimativa de suavizacao de Kato € vdlida para qualquer co > 0,
/ / e—colz] <u2 + (9yu)® + (3§u)2> (t,x)dxdt < 4o0. (5.4)
2 —00

Observacao 5.3 Por conta de (5.3), temos o decaimento de solugoes quando t — +o0
C‘t|1/2 C‘t|1/2
- loglt] 7 loglt]

na regiao 1(t) =:= ( ) . |t| = 2. Isto prova que nao existem solitons ou
Breather localizados nesta regigo (podendo haver somente a "calda" destas ondas). Note
que este fato nao contradiz em nada com o fato da regiao dos cldssicos solitons Q.(x—ct—L)
descritos na introducao deste trabalho, visto que estes solitons estao localizados em regiao

distante de I(t).

Uma vantagem importante dos métodos de prova é que podemos estender o Teorema 5.2
ao caso de perturbacoes da KdV, incluindo a equagao integravel de Gardner, desde que os
dados iniciais sejam suficientemente pequenos na norma H'. Dessa forma temos o seguinte
resultado:
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Teorema 5.4 Considere k = 2 e fo(s) # 0 em (3.2). Assuma que u = u(t,x) é uma
solu¢do para (3.1) tal que

ueC(R: H(R))NL>® (R:L'(R)) (5.5)
e existe € > 0 tal que
sup ||u(t)|| g < e. (5.6)
teR

Entao, dado o mesmo intervalo dependente do tempo I1(t) como em (5.1), tem-se (5.3)

e (5.4).

Observacao 5.5 Por conta deste resultado, temos o decarmento de solucoes quando t —
_C\t|1/2 C\t|1/2
log|t| * loglt|

+oo na regiago 1(t) == ( ), |t| > 2. na hipdtese adicional do controle

das normas (5.6). Isto prova as equagoes do tipo Gardner em (3.1) ndao podem possuir
"solugoes pequenas” semelhantes a breathers na regido 1(t).

Vamos dividir a prova em trés passos.

Passo 1: Integrabilidade local da norma L2.
Sem perda de generalidade, assumimos agora que t > 2 e C'= 1 em (5.1). Seja
£1/2

— logl’

A(t) - (5.7)

Observe que

, 1 1 1 1 1
M) = 1/2 T 200021 {12 57
2t12logt  t1/2log”t  tY2logt \2 logt

Ny 1/1 1 . 1 /1 1)
At) ot (2 logt> ’ ®) tlog®t (2 logt> (5:8)

Seja ¢ uma funcao suave e limitada. Vamos considerar o funcional a seguir, onde u

resolve (3.1) .
I(t) = / K (%) ult, z)da. (5.9)

Observe que a partir da hipotese dos Teoremas 5.2 e 5.4, tem-se sup,cp Z(t) < +00.
Afirmamos o seguinte resultado, cuja prova é direta.
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Lema 5.6 Temos que

770~ 305 | 507 (56 vt ohie + 5 [+ (5 ) e
+ ﬁ /w' <%) (w* + fo(w)) (t, 2)dw.

Demonstragao:
Derivando o funcional Z obtemos,

770 = 00 ()= [ G+ [ s
- [ (-5 ) ute+ [ s
_ AX / % uda / $0(Pu + f(u))da
=% / % uda + / Op(O2u + f(w)da
_ %//;@z/udﬂl,

onde I é definido por
I= /3x¢(3§u+f(u))dx. (5.10)

A seguir, reescrevemos I da seguinte forma,

I / D,b(0%u + F(u))dz — / Dutb(92u)dz + / O, f (w)dar

1 1
:X/@//uwdx—l— X/zb'f(u)dx
1 1
:X/@Z)’umdxjt X/?//(UQ + fo(u))dx
1
=II+ X /w’(u2 + fo(u))dz,
onde,
1 1 1
Il = X/@Z)’umd:ﬁ = —E/@b@)uzdx = E/@D(g)ud:ﬁ,
como queriamos mostrar. [ |

A seguir, provamos um fato elementar sobre integrais de Lebesgue que foi utilizado na
prova anteriormente.
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Lema 5.7 Sejam g:R xR — R e f: R — R tal que

/OO f(t)/g(t,x)dxdt< o0 (5.11)

e f nao € integrdavel com relagao a t. Entao para alguma sequéncia (t,) € R com t,, — +00
temos que

lim [ g(t,,x)dx = 0.
n—oo R
Demonstragao:
Suponha por contradi¢cdo que existe uma sequéncia (¢,) em R tal que ¢, — +oo e
limy, o0 f5 9(tn, ) dz = b > 0.
Dado que f nao é integrével com relacao a t, para todo M > 0, existe um conjunto
mensuravel Ey C R tal que [ gy, |[f(D)]dt > M (pela defini¢do de nao integrabilidade de

f)-
Logo

lim f(tn) / g(t,,x)dx > M lim [ g(t,,x)dz = Mb.
R

n—oo a n—o0 R

Para todo M > 0. Contradizendo (5.11). Portanto,
lim [ g(t,,x)dx = 0.
n—oo R

Corolario 5.8 Considere 1)(x) := tanhw, tal que v'(z) = sech®x. Assuma que k = 2 e
também fo(s) =0, ou fa(s) # 0 e que a condi¢io (5.6) € vdlida. Entdo nds temos

/200 ﬁ /_OO sech? (%) u?(t, z)drdt < +oo. (5.12)

[e.9]

Além disso, para alguma sequéncia crescente de tempo t, — +oo vale

nh_}rgo } sech? ()\ (ZJ) u? (t,,r)dx = 0. (5.13)

o0

Demonstragao:

A prova deste resultado serd feita utilizando o Lema 5.6, o qual cada termo serd
estimado. Com a escolha de A(t) dado em (5.7).
Afirmacgao 1:

i/ x5 e




30 /5 () %] <

5 [
T3 { [ Goietot+ i) as

A
1Dy
<35 [leivlae+ 55 [Pl

Note que, X' < (X)? visto que para t >> 2 vale

1 1 1 _ 1 1 1\?
t1/2logt \ 2 logt tlog?(t) \2 logt/)

Além disso, temos que % < ﬁ ocorre, se, somente se, \' < % De fato,

A/<;(E_L>
T V2log2 \ 2 log2)"

s 3 () e

<3 / o/ APl + 3 / 1\

<3 OF [anpionte + 355 [ uiiae

Provando assim a afirmacao 1.
Afirmacao 2:

(X)’.

Antes de provar a afirmacao vamos provar alguns fato elementares a respeito do espaco
de Schwarz. Temos que

6 SR) == /R 16(2)]dz < +o0. (5.14)

De fato,

_ REN O N Lo
= J ) e < f e < e
Alem disso, [0()p()| < k= |0/()] < &

Assim, ver (5.14)
3T e]ae =5 [oway < cx,
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Basta fazer a mudanca da varidvel, y = % = Ay = dx. Donde,

2 A —/\’<C “,/‘AH da:<0()\’)

Provando a Afirmacao 2. Portanto,

5o/ 3 () e

Por outro lado, usando (5.1) temos

< C(N(t) /w (Aft ) ,x)dz.  (5.15)

10g5/2

1 3 x 1
o) ¢<>(m)u<t,x>dI5A3(t) Ol <5 (51

De fato,
/ 0O yude < 07, ul)

visto que,

oot = ([ () k) =xb ( fuouer) =i o7,

Para a segunda parte da desigualdade temos:

3 1/4
_ lagt(t) tY/ _ t’(5/4)log5/2(t)
t2 log'/2(t) '

N

(2) - %A

Donde, por (3.1)

;AQ lull, < Ct=C/10g®2(t).

Portanto, no caso em que fs(s) = 0, concluimos de (5.15) e (5.16) que
x Clog®? ¢ 2
v /¢’ (_) Wt x)de < =24 O (N (1))

/¢ (;”t) t:z:)d:x+jI()

1 ' C'log®*t 1 1 1\* d
i ¢ (i) e <5 (S g (3 o) WI“))

log®?t 1 d
< —Z(t).
~ b/ +tlog2t+dt ®)
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Agora devemos integrar os dois lados com relagao ao tempo. Para resolver a integral do

lado direito, podemos dividi-la em duas partes e tratar cada uma separadamente. Vamos
o0 10g5/2 t o0 1 : z o0 logs/2 t
calcular [,” 25 ~dt e [, T1og7; At €, em seguida, somé-las. Comegamos com Jy =5 dt.

Note que, log®/*t < Ct'/%. De fato,

. log5/2t_
TV

(5.17)
Usando regra de L’Hospital, temos:

lim —%(log t>5/2
t—00 itl/S
dt

Agora, derivamos cada termo: Para o numerador:

enquanto para o denominador:
itl/g — lt—7/8'
dt 8
Agora, substituimos essas derivadas de volta na nossa expressao original:

log”?t . 2(logt)¥/?-1 ’ 5 (logt)3/?
- = = lim

i — 2Vt SLOANTSY QL 47/8
tlggo t1/8 1300 %t—7/8 t—o0 2 t 8-%
.40 (logt)®? (logt)3/?
o tlggo 9 . +1/8 o tlggo 20- t1/8

Agora, quando t tende ao infinito, (logt)3/? cresce muito mais lentamente do que ¢'/%.
Portanto, o limite se aproxima de zero:

lim 20-0 = 0.
t—o0
Dai,
/ 2t < / ot = 0/ £~ dt < oo,
2 13 9 1 2
Agora, vamos calcular f;o t101g2 - dt.

Podemos fazer uma substituicao u = logt, entao du = %dt, transformando a integral
em

Logo, usando que 9’ = sech? temos:

/200 ﬁ /S.ech2 (%) u?(t, z)dr < 4o0.
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Uma estimativa que mostra o resultado para este caso.
Para o caso fa(s) # 0, usamos (3.2) e (5.6) de forma que

s*+ fo(s) < s* + 05> = (1 +6)s7,

valido para todo |s| pequeno. Consequentemente, de (1.35),

X%L/W<i%)@ﬁ+ﬁw»( +f/w( ) (t, z)dz.

O resto da prova é similar ao caso fa(s) = 0. Finalmente, (5.13) é apenas consequéncia

de (5.12) e do fato de que )\(t) nao é integravel em [2,00) (ver Lema 5.7). "

Passo 2: Decaimento local médio das derivadas em LZ2.

Seja ¢ uma funcao suave e limitada, a ser definida posteriormente. Vamos definir o
funcional

j@%Z%/m¢(§%)ﬁﬂﬂﬂx (5.18)

o0

Observe que a partir da hipotese dos Teoremas 5.2 e 5.4, tem-se sup,cg J (t) < +00.
Afirmamos o seguinte resultado.

Lema 5.9 Seja I : R — R tal que F5(0) = 0 and Fy(s) = fa(s). Entao, temos

0= 2X(<)>/ >¢(AZ>) R0 /¢< ) Wt
2Ai /M( ) (t,z)ds
+1 [0 (55 )<U+Uf2() R (60

Demonstragao:
A demonstragao segue os mesmos passos do Lema 5.6, isto é, seguem de céalculos que
envolvem integragoes por partes. Consulte [42] para mais detalhes. [

Reunindo os resultados do Corolarios 5.8 e do Lema 5.9, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 5.10 Considere a fun¢do peso ¢(x) = tanh(2z), de tal modo que ¢'(x) =
2sech®(2x). Entdo temos do Lema 5.9

[e.9]

Em particular, existe uma sequéncia crescente de tempos s, — +0o tal que
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o0
lim sech?
n—-+00 o

- ("’; n)) (9w)? (8, 7) dz = 0. (5.20)
Demonstragao:
Semelhante & prova do Corolario 5.8, a qual precisamos estimar os termos no Lema
0.9, temos que,

1 - §8/°U¢(égﬁwwmf;§%/kwwwﬁm
i\/g)) a:s}tleII)R )\ Ru2dx§ C(N)? I (up)
111] = /¢>3>( ) 2(t, x)dx| < % /\¢3yu2dx5 e /ﬁ@gﬁ@(uo).

Agora provemos que — ¢ integravel com relagao ao tempo.

W’!
De fato, lim;_, log®(t)t~(/3) = 0. (basta usar a regra de L’Hopital, ver (5.17)) Logo,

0o 3 1/3 00
/ log(t) C/ L C/ ~19dt < co. (5.21)
2 2

t3/2 -

Resta estimar agora o termo nao linear.
Afirmacao:

‘ /¢ ( )( &+ ufy(u) — FQ(U)) (t, ) dz

Pela imersao de Sobolev, temos que
il [ ot

4] = ‘ / P

s—ww1/2mm< W24l de
oy 1l A

| B| :'l/ﬁufg(u)dx < i/(ﬁ’u|u]2dm

|| /gb’qu:L' < — /gb’qum
ik R

Finalmente,

Kﬂ]1/@<ww

< — | PululPdr £ — /¢’u2dx
R ~ A
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onde usamos que
|F5(s)] = | fa(s)| < 6]s|” = 85

= [ IFyo)lds = Fafu)] S fuf
Entao, temos que as estimativas |I|e|l ]| sdo integraveis no tempo pela demonstragao do

corolario (5.8) e (5.21), e a afirmagao acima sai diretamente da primera parte do Corolario
5.8 (ver (5.12)). Portanto,

/2 h %t) / Z sech (%t)) (9u)? (t, )dzdt < +oo.

Dai a equacao (5.20) se prova novamente (diretamente) pelo Lema 5.7. "

Agora provaremos o decaimento L? em (5.3). Lembre-se do intervalo I(t) definido em
(5.1).

Corolario 5.11 Suponha as hipéteses do Teorema 5.2 ou Teorema 5.4. Entdo

Demonstracgao:
Basta provar o resultado no caso t > 2. Considere agora a fungio ¢(x) := sech®x

em (5.18). Vamos novamente estimar os termos em (5.9) (veja os detalhes da prova do
Corolario 5.10 para algumas estimativas).
Inicialmente temos que

N (t) x ,( 20 2\de
w0 3w (i) .
SLIQ(UO). (ver (5.10))

2 o /0 (30) 0] < g

J& o termo com derivadas ao quadrado ¢ majorado por:

o [ <W) (0.u)? (t,2)dx

< O(N)2Iy(ug). (ver (5.10))

< C’%/(b’(@xu)zdaz

e por ultimo,

‘ﬁ / & (%) (§u3+uf2(u) —FQ(U)) (t,)dr| < O / ¢’u2dz+2ﬁ / & (%) L.

Como os termos do lado direito sao todos integraveis no tempo, temos que

%j(t)’ < ﬁ / sech (%) (1 + (D,0)%) (1, 2)dz (5.24)
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Donde, por (5.12) e (5.19) segue que o lado direito da desigualdade acima é integravel com
relagao ao tempo, que implica para t < t,

—C<J(tn) —T(t) <C.
Dali,

|T(t) — T (t,)] < C quando t1 oo

e usando (5.13) temos que,

1/2 1/2
1 2 . 4/ 2 2 _
i ) = Jim ([ o) < i (st @+ atyar) =0

resultado andlogo para t — —oo. [

Considere novamente ¢ suave e limitada. Vamos definir agora o funcional

K(t) = % /_ T (%) ((@cu)? _ §u3 _ 2F2(u)) (t,2)da. (5.25)

o0

Observe que a partir da hip6tese dos Teoremas 5.2 e 5.4, tem-se sup,cp K(t) < +00.
A derivada do funcional é obtido no seguinte Lema.

Lema 5.12 Vale a sequinte identidade,

0 == 55 5 () <<a o 2r)
2)\3(75/ (Aft) Cr 2A3 /(bm <_) u)’
3)\3 /¢"’(%>u3+)\3t /<b’”( ) 5(u)
+ 5./ ¢ (50 o+ ) 0
e o (B s

A 1K (%) (u? + folw)*.
Demonstragao:

A prova segue os mesmo passos do Lema 5.6. Iremos exibir alguns passos para guiar o
leitor. Primeiro, calculamos
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70 =3 | 357 (i) (07 = 52 260

+ / é <Aft)) (Outirate — Oy — fo(u)Opu) .

Integrando por partes,

D 20 [ e () (72020

- /¢ (%) (0Pu+u® + fo(u)) Beu — ﬁ / & (%) d,udyu,

e usando a equacao (3.1),




que prova o resultado apds mais uma integragao por partes.
]
Observe que todas as quantidades no lado direto do lema acima sao conhecidas por
serem integraveis no tempo usando resultados anteriores, exceto o termo com duas deri-

vadas —%(t) ¢ (%) (02u)” dz. Um importante coroldrio deste resultado anterior é o
seguinte efeito suavizante do tipo Kato:

Corolario 5.13 Considere a funcio ¢(z) := tanh(3z), de modo que ¢/'(x) = 3sech® (3x).
Entao nos temos

/:O ﬁ /_Oo sech® (%) (agu)Q (t,z)dxdlt < +o0 (5.26)

o0

Em particular, existe uma sequéncia crescente de tempos t,, — +oo tal que

. > 6 z 2,12 _
n1—1>1-il-loo 3 sech <)\<tn)) (2u)” (ty, ) dz = 0. (5.27)

o0

Demonstracao:

Vamos estimar os termos no Lema 5.12. Observe que todos os termos ja foram estima-
dos ou seguem técnicas iguais as dos Corolarios 5.8 e 5.10. Todos os termos envolvendo
a fungao ¢ e suas derivadas acompanhados por u?,u?, fo(u) ou Fy(u) serao majoradas
para termos do tipo Ku? onde K é constante. Dessa forma passando o termo que pos-
sui segunda derivada ao quadrado pro lado esquerdo no Lema (5.12) temos que ele sera
majorado por termos finitos e integraveis no tempo. Logo,

/200 ﬁ /_Z sect” (ﬁ) (0%u)” (t, )dwdt < +o0.

A segunda parte do Coroléario é novamente resultado imediato do Lema 5.7.
l
Como aplicacao direta desse resultado mais os corolarios (5.8) e (5.10) vamos provar
(5.4), conhecida como estimativa de suavizac¢ao de Kato:

Teorema 5.14 Considere as hipdteses dos Teoremas (5.2) ou (5.4). Entdo, para todo
co > 0 vale

/ / o—cola <u2 +(8,u) + (aguf) (t, z)dzdt < +oo.
2 —0o0

Demonstragao:
Note que, tomando % = ¢y temos
2 2

< = Q¢ 0l
ecoT 4 e—coT — €c0|:t:\

sech <§> = sech(cox) =

Dessa forma, pelos corolarios (5.8), (5.10) e (5.13) temos que
CO/ / e~<ole! <u2 + (Dpu)” + (0§u)2> (t,x)dzdt < 400
2 —00
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provando a estimativa de suavizagao de Kato em (5.4). "

Passo 3: Conclusoes e Controle da norma H'!

Resta provar (5.3). Note que a estrategia de controle da norma H' j4 foi apresentada
nesse texto durante a demonstracao do Corolario 5.11, de fato uma vez que provamos
(5.26) seguindo os mesmos passos do Corolario 5.11 chegaremos na seguinte estimativa

%K(t)‘ < ﬁ/sech6 (%) <u2 + (0pu)* + (82u)2> (t, z)da.

Donde, por (5.12), (5.19) e (5.26) segue que o lado direito da desigualdade acima é
integravel com relacao ao tempo, que implica

—C < K(t,) — K(t) <C.
Dai,

IK(t) —K(t,)| < C quando ¢ 7 oc.
Agora note que, por (5.13), (5.20) e (5.27) temos o seguinte resultado

n1—1>r—i1-100 _OO sech® (/\ (J;n)> ((0u)* + (Ou)* + ) (ty, ) dz = 0. (5.28)

[e.9]

Usando as informagoes acima, obtemos:
1/2
t—00 t—o00 I(t)
Esses fatos podem ser formalizados e reescritos da seguinte forma

Teorema 5.15 Assumindo as hipoteses do Teorema 5.2 ou Teorema 5.4. Vale que

t—+o0
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