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Resumo

Este trabalho propoe mostrar as vantagens em utilizar o SageMath como ferramenta di-
dética por professores e alunos da Educacao Bésica, dando suporte as aulas sobre funcoes
polinomiais para o 1° ano do Ensino Médio. Especificamente, na manipulacao de ex-
pressoes algébricas e interacao com os parametros das fun¢des no software. Ao mesmo
tempo, introduzir conceitos iniciais da linguagem de programacao Python para construir
algoritmos, de modo a modelar e resolver problemas matematicos, e assim, visualizar os

respectivos graficos e representagoes.

Palavras-Chave: SageMath; sequéncia didatica, fungoes, Python, Ensino Médio.
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Abstract

This work proposes to show the advantages of using SageMath as a digital tool prac-
tice by basic education teachers and students, providing support in classes on functions
polynomials for the 1st year of high school. Specifically, in the manipulation of algebraic
expressions and interaction with function parameters in the software. At the same time, to
use introductory concepts from the Python programming language to build algorithms,
in order to model and solve mathematical problems, and thus, visualize the respective

graphics and representations.

Keywords: SageMath; didactic sequence; Functions; Python; High School.
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INTRODUCAO

Durante os anos finais do Ensino Fundamental, a escola propicia o ensino de algebra
em seu curriculo, abordando conceitos béasicos e desenvolvendo a compreensao em notacao,
operacoes e estruturas algébricas para os alunos. Isso possibilita a transicao entre a

matematica bésica (operagoes aritméticas) e a abstrata (operagoes algébricas).

A BNCC orienta que os estudantes desenvolvam habilidades como: identificar
padroes e sequéncias numéricas, expressar relagoes entre grandezas com linguagem
simboélica e utilizar estruturas algébricas para representar situagoes diversas. Dessa forma,

é possivel modelar e resolver problemas do cotidiano matematicamente.

Nessa perspectiva, os livros didaticos de matematica seguem as indicagoes do
documento normativo mencionado no paragrafo anterior, no sentido de incorporar e
incentivar o uso de ferramentas tecnologicas nas aulas de matematica. Assim, recursos
como o Scratch, as planilhas eletronicas e 0o GEOGEBRA tornam a aula mais dinamica
e interessante para os alunos, que ficam cada vez mais inseridos e familiarizados com a

tecnologia.

[...] no Ensino Médio o foco é a construgao de uma visdo integrada da
Matematica, aplicada a realidade, em diferentes contextos. Consequentemente,
quando a realidade é a referéncia, é preciso levar em conta as vivéncias
cotidianas dos estudantes do Ensino Médio — impactados de diferentes maneiras
pelos avangos tecnoldgicos, pelas exigéncias do mercado de trabalho, pelos
projetos de bem viver dos seus povos, pela potencialidade das midias sociais,
entre outros. Nesse contexto, destaca-se ainda a importancia do recurso a
tecnologias digitais e aplicativos tanto para a investigacao matemética como
para dar continuidade ao desenvolvimento do pensamento computacional,

iniciado na etapa anterior. (BRASIL, 2018, p. 528).



INTRODUCAO 2

Portanto, neste trabalho, iremos abordar a utilizagao do software SageMath como
ferramenta didatica nas aulas de matematica, de modo a promover a continuidade e
integracao do ensino de matematica com recursos tecnolégicos educacionais, em especial,
na introdugao de conceitos basicos e iniciais da linguagem de programagao Python na
construcao, visualizacao e anélise dos gréaficos e comportamento das fungoes estudadas no

12 ano do ensino médio.

Inicialmente, no Capitulo 1, traremos o refteérico que embasa o desenvolvimento
desta dissertagao. Nele, abordaremos caracteristicas de softwares matematicos conhecidos
e similares ao SageMath no contexto educacional e do Python como linguagem de

programacao para iniciantes.

No Capitulo 2, apresentamos as formas de uso do SageMath, a saber: o modo
online, com o SageMathCell para o uso rapido e pratico de uma tnica célula de comando;
e o CoCalc, para projetos maiores com a possibilidade de integracao com textos e outras
células de comando. E também, o modo offline com a instalagao completa e gratuita do

software.

No decorrer do Capitulo 3, veremos a interface grafica do programa, como executar
codigos e realizar operagoes aritméticas nas células de comando. Ainda, como utilizar o
SageMath algebricamente, definido e declarando varidveis para trabalhar com férmulas e

fungoes matematicas.

No Capitulo 4, descrevemos a metodologia seguida neste trabalho, a natureza e
perspectiva da pesquisa, as motivagoes, justificativas e objetivos a serem alcancados e

investigados em sua aplicagao no ensino publico.

Para averiguacao dos fatos citados no paragrafo anterior, o capitulo 5 é composto
por uma sequéncia de aulas e resolugoes de exercicios a serem desenvolvidos no SageMath.
Seguido pelo Capitulo 6, com os resultados apresentados apés aplicagao com alunos do 1°

ano do ensino médio.



1 Softwares Matematicos na Educacao

1.1 Documentos Norteadores e Inclusao Digital

A utilizagao de recursos tecnolégicos nas aulas de matemética é indicacao dos
Parametros Curriculares Nacionais (PCN). O documento recomenda a incorporagao
de computadores e softwares no ensino e o redirecionamento curricular em favor do
desenvolvimento de novas habilidades e procedimentos. Na area da algebra, também
destaca a importancia da compreensao e analise do comportamento dos gréaficos de

funcoes; bem como das alteragoes ocasionadas pela mudanca de parametros em suas

respectivas fungdes. (BRASIL, 1998, p. 41-45).

Conforme as Orientacoes Curriculares para o Ensino Médio, é fundamental que
a escola organize os conteidos disciplinares como ferramentas para compreensao da
sociedade, promova a reciprocidade entre matemética e a tecnologia e capacite os
individuos para um mundo tecnolégico e informatizado. (BRASIL, 2006, p. 87-89).

Consequentemente, conectar saberes, inovagoes e suas aplicagoes no cotidiano.

Em harmonia com os parametros e orienta¢oes acima, o Referencial Curricular de
Alagoas propoe, em suas competéncias, que os estudantes elaborarem, modelem, resolvam
e apresentem solugoes de problemas do cotidiano, utilizando softwares de geometria
dindmicos. (BRASIL, 2021, p. 222). Contudo, é fato que o ensino de matematica nas

escolas publicas estaduais ainda nao condiz com uma realidade tecnolégica que o favoreca.

Para CARMARGO e DAROS (2018, p. 46), a inovagao tecnoldgica na educagao
nao se realiza apenas com a modernizacao dos equipamentos e ferramentas, mas em

completude da associacao de metodologias ativas centradas na autonomia do estudante,
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no desenvolvimento da aprendizagem colaborativa e na interdisciplinaridade. Assim, o
professor deve assumir o papel de mediador entre os contetidos curriculares e a utilizagao
dos recursos digitais na sala de aula, distanciando-se dos métodos expositivos tradicionais

e proporcionando a inclusao digital com funcionalidade pedagogica.

A escola é um local de promocao da igualdade no acesso e no desenvolvimento
de habilidades tecnologicas, inserindo os alunos na era digital e criando um ambiente
inclusivo. Segundo SOUZA (2011, p.78-79), a acessibilidade e a inclusao digital permitem
nao somente a pessoa com deficiéncia potencializar seu aprendizado, mas também ampliar

suas oportunidades culturais e profissionais, melhorando sua condi¢ao de vida.

1.2 Contextualizacao

A matematica é percebida como uma area complexa, caracterizada por conceitos
abstratos que podem apresentar dificuldades para os alunos em sua visualizacao e
compreensao. Assim, a falta de embasamento teérico sélido nao permite sua conexao,
em sala de aula, com a aplicacao pratica no cotidiano dos alunos, e pode contribuir com
a falsa percepgao de que matematica é irrelevante em suas vidas. O desinteresse e a
falta de engajamento foram ampliados pelas consequéncias da pandemia de COVID-19,
principalmente para aqueles que nao possufam acesso adequado a dispositivos eletronicos
e & internet, resultando em um déficit significativo no aprendizado da matematica, que

requer atengao e intervencao.

Simultaneamente, o periodo de quarentena impulsionou a transformacao digital
nas escolas, compelindo as institui¢oes a adotarem novas ferramentas e metodologias, e se
inserirem enquanto ambiente tecnolégico educacional. Uma dessas inovagoes é a ampliacao
no uso de aplicativos matemaéticos durante as aulas, que oferecem uma experiéncia de
aprendizagem imersiva e alinhada com a realidade “conectada” dos alunos. Portanto, este
trabalho visa propagar a utilizagao de softwares matematicos como recursos didaticos, na

educacao basica.
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1.3 Softwares Matematicos

Existem diversos softwares matematicos empregados no contexto educacional, os
quais fornecem recursos e ferramentas especificas que facilitam o ensino e a aprendizagem
tecnologica da disciplina através da programacao. Esses programas possuem uma
variedade de funcionalidades e aplicagbes que podem auxilixar os alunos na compreesao
dos conceitos matematicos de forma mais visual e interativa, apresentando interfaces
intuitivamente amigaveis e com linguagens proprias para o desenvolvimento de algoritmos
e projetos matematicos. Nesta perspectiva, se enquadram o Scratch, o Geogebra, o

MATLAB, o Maple e o SageMath.

O Scratch ¢é uma linguagem de programagao em blocos extremamente popular,
indicada para criancas aprenderem os conceitos iniciais de programacao, como ilustra
a Figura 1.1. Amplamente utilizado na educagdo, o software promove o pensamento

computacional na resolucao de problemas na criagao de programas, animacgoes e jogos.

Figura 1.1: Scratch

N $ mm

(1)
b N
c N

L¥ ]
u

Delta (N

Pale
Actor | Pencil - x 2 1ty o

Maoztrar & | @ Tamanha 45 Direccan 190

‘ Cendrios
“ * * '

y levania a tua caneta

Fonte: O autor.

Apesar de ser um programa de facil aprendizado devido a sua sintaxe baseada em
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blocos de coédigo, com a evolucao dos estudos e aplicagoes, o Scratch vai se tornando

limitado em termos de recursos e lento em relagao a projetos maiores e mais complexos.

O GeoGebra é um software educacional de matematica dinamica gratuito, num
ambiente que permite a plotagem de fungoes e construgoes geométricas de maneira
dindmica, como ilustrado na Figura 1.2. A compreensao e o aprendizado sao maximizados

de forma visual e interativa, estimulando o aluno a explorar os contetdos abordados.

Figura 1.2: Geogebra
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Fonte: O autor.

No programa ¢é possivel elaborar construgoes matematicas interativas através da
implementagao de scripts. Embora tenha funcionalidades algébricas, nao é tao robusto

quanto um software de célculo simbolico.

O MATLAB ¢ um software matematico muito utilizado em ambientes
académicos, ciéncias aplicadas e engenharia, que fornece uma plataforma que favorece o
aprendizado em pesquisas matematicas, também sendo utilizado no a&mbito educacional.

Veja a sintaxe e a representacao grafica da fungao seno exibidas na Figura 1.3:
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Figura 1.3: MATLAB

X = @:pi/f168:2%pi;
y = sin(x);
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Fonte: O autor.

O programa oferece recursos avangados de plotagem de gréficos, o que é valioso
para visualizagao de dados e representacoes de funcoes matematicas. Contudo, é uma
ferramenta comercial e sua licenca pode ser custosa para individuos e instituicoes de

ensino com recursos financeiros limitados.

O Maple possui uma interface intuitiva que torna muito facil analisar, visualizar e
explorar problemas matematicos. O software, conhecido por suas capacidades de célculo
simbolico avangado, possibilita manipulacoes algébricas complexas e resolucao simboélica
de equagoes; também permite visualizacoes detalhadas e personalizadas de dados e funcoes
matematicas. Mas, seu uso exige uma licenga comercial paga. Observe a sintaxe do

comando e a plotagem do gréfico da funcao y = 2 — 16 na Figura 1.4:
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Figura 1.4: Maple
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Fonte: O autor.

Apesar de todas as qualidades do Maple, a aquisicao de licencas e a curva de
aprendizado associada as particularidades da linguagem de programacao, podem dificultar
0 acesso e sua utilizagao eficaz nas institui¢oes educacionais piblicas. Além disso, existem
alternativas de codigo aberto e gratuitas, como o software SageMath e a linguagem de
programagao Python, com bibliotecas como SymPy, SciPy e Matplotlib, que oferecem

recursos similares.

O SageMath é um software matemético com linguagem de programacao baseada
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em Python; veja a sintaxe da linguagem na Figura 1.5. Antes conhecido como Sage,
abreviagdo de (Sistema lgébrico e geométrico de experimentagoes), foi criado como
alternativa aos principais softwares matematicos como Magma, Maple, Mathematica e

Matlab. (Silva, 2019, p. 1-3).

Figura 1.5: SageMath

In [19]: var('kl k t me'); t = 6; k1 = 6; m0 = 500; k =1/7
f(x) = mo*(1-en(-k1*x))*en(-(1/7)*(x-1)); g(x) = (f(t) + m@)*(1-e"(-k1*x))*e~(-(1/7)*(x-1))
h(x) = (g(t) + mo)*(1-e"(-k1*x))*e"(-(1/7)*(x-1)); p(x) = (h(t) + mo)*(1-e(-k1*x))*e"(-(1/7)*(x-1))
plot([f,g,h, pl,0,12, ymax=1000, ticks=[[1..12],[100,200..1400]], axes_labels=['Tempo (horas)', 'Miligr
axes=False, frame=True, gridlines='normal', legend_label=['1° comp.', '22 comp.', '32 comp.', '42 ¢
title='Concentracao de Dipirona Monoidratada no sangue ap6s \n a injestdo de comprimidos(50@mg) em
axes_labels_size=1, figsize=[5,3])

Out[19]: Concentracao de Dipirona Monoidratada no sangue apdés

a injestao de comprimidos(500mg) em intervalo de 6 horas.
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Fonte: O autor.

Os programas mencionados anteriormente podem ser usados no contexto
educacional, cada um com funcionalidades e caracteristicas proprias. No entanto, o
SageMath é um software de matematica gratuito e de codigo aberto, baseado na linguagem
de programacao Python que possibilita a implementacao de algoritmos complexos, anélises
de dados e a resolucao de equagoes eficientemente. Com base nesses parametros, nos
parece a melhor opcao, dentre as opg¢oes acima citadas, como ferramenta didatica na

escola publica.

Embora o publico alvo do Sage seja composto por estudantes universitarios,
professores académicos e pesquisadores em matematica, sua interface é convidativa ao
aprendizado, mostrando-se um recurso valioso para o usuario que queira trabalhar com
matemaética computacional. Logo, alunos e professores podem utilizd-lo na compreensao
de conceitos matematicos e resolucao de problemas durante todo o ensino médio,

especialmente em algebra, geometria, matrizes, sistemas lineares e analise combinatoéria.
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1.4 Python e SageMath na Educagao Basica

A Base Nacional Comum Curricular promove, em suas habilidades e competéncias,
a construcao do conhecimento com técnicas e tecnologias digitais. Por exemplo, na
habilidade EM13MAT405, o documento orienta utilizar conceitos iniciais de uma
linguagem de programacao na implementacao de algoritmos escritos em linguagem
corrente e/ou matematica. (BRASIL, 2018, p. 539). Também, de acordo com Bellapu
(2022), a linguagem mais utilizada em 2022 foi o Python, considerada uma das mais
acessiveis, faceis de aprender e recomendada para iniciantes. Portanto, a combinagao dos
recursos matemaéticos do SageMath com a linguagem de programacgao, ¢ uma escolha
adequada para o desenvolvimento de habilidades em programacao, na resolucao de
problemas e na identificacao de padroes e algoritmos, praticas que capacitam os alunos

para os desafios encontrados no mundo do trabalho cada vez mais digital e tecnologico.

Como aponta Matthes (2026, p. 30), Python é uma linguagem extremamente
eficiente, que necessita de menos linhas de codigo para seus programas em comparacao a
outras linguagens de programacgao. No mesmo sentido, a comunidade do software indica-
o como a primeira a ser aprendida por iniciantes, pois mesmo com uma sintaxe mais
simples, é bastante utilizada em pesquisas académicas, no desenvolvimento de aplicativos,

na criagao de jogos, automacao de tarefas e aplicacoes na internet.

Durante o primeiro ano do ensino médio, os estudantes aprofundam-se nos estudos
das funcoes reais, em particular, das funcoes lineares, quadraticas, exponenciais e
logaritmicas. Ao mesmo tempo, a abordagem interativa e tecnoldgica deste contetdo,
proporciona um aprendizado significativo na analise de suas representacoes graficas no
plano cartesiano, assim como das caracteristicas e propriedades das fungoes matemaéticas
referidas. Oportunamente, o comando plot( ) do SageMath possibilita a representagao
de funcgoes através da plotagem de graficos. De modo técnico, este comando renderiza
o grafico utilizando a biblioteca MatPlotLib do Python, conjunto de codigos prontos
que fornece funcionalidades adicionais da linguagem de programacao. Assim, é possivel
construir, visualizar e interagir com os graficos em seus parametros, obtendo uma melhor

compreensao das fungoes reais.



2 Sagemath: Uso e Instalacao

Originalmente, as informagoes completas sobre a documentagao, modos de uso e
instalacao do software nos sistemas Windows, Linux e Mac OSX podem ser encontradas
no site oficial: https://www.sagemath.org/. Entretanto, neste capitulo traremos um
resumo pratico sobre o modo de uso on-line: no SageMathCell e no CoCalc; e sobre

o modo de uso off-line: software instalado computador.

2.1 Modos de uso on-line

O SageMathCell ¢ uma interface web que permite executar comandos do Sage
diretamente na pagina hitps://sagecell.sagemath.org/; com acesso rapido, pratico e sem
efetuar qualquer cadastro ou login pelo usuério. Contudo, possui uma tnica célula de
comando e o codigo executado é deletado apds a atualizacao da pagina para a insercao
uma nova entrada de codigo. Vejamos um exemplo do comando prime_range(30), que

apresenta os numeros primos no intevalo [0, 30, na Figura 2.1:



CAPITULO 2. SAGEMATH: USO E INSTALACAO 12

Figura 2.1: SageMathCell

€« c 23 sagecellsagemath.org
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SageMath Cell

Type some Sage code below and press Evaluate.
1 prime_range(3@)

prime_range(3e)]

N [2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29]

Language: | Sage ~

Share
|[2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29]

Fonte: O autor.

O CoCalc (Collaborative Calculation in the Cloud) é o ambiente on-line para criar
executar e salvar os comandos e textos no Sage, sem a necessidade de fazer instalagoes.
Para tanto, basta efetuar o cadastro e o login em https://cocalc.com/. A vantagem desse
modo, em relagao ao SageMathCell, é a possibilidade da criacao de projetos: worksheets do
SageMath (arquivo que combina codigo e células de texto formatado), notebooks (arquivo

do Jupyter Notebook, com suporte ao Sage, Python, Octave, R e Sage); e sua integragao
com LaTeX. Ver figura 2.2.

Figura 2.2: CoCalc
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Fonte: O autor.
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O Jupyter Notebook é um ambiente de desenvolvimento interativo baseado na web
para notebooks, codigo e dados. No browser (navegador), ele é a plataforma para uso
do SageMath no modo off-line. Em acréscimo, ambos os ambientes permitem importar
bibliotecas do Python para acrescentar mais funcionalidade a linguagem. Na Figura 2.3,
temos um exemplo on-line do SageMath no CoCalc, onde executamos comandos das

bibliotecas: NumPy (operagoes com arrays) e MatPlotLib (criacao de graficos 2D e 3D).

Figura 2.3: Bibliotecas do Python no CoCalc

SageMath 9.7 ()|Tmswd Kernel is idle (halt...) |CPU

In [2]: dimport numpy as np #importa a biblioteca Numpy do Python
import matplotlib.pyplot as plt #importa a biblioteca MatPlotLib do Python
X = np.arange(-5, 6)
y=x *x -4
plt.title("Line graph")
plt.xlabel("X axis")
plt.ylabel("Y axis")
plt.plot(x, y, color ="red")
plt.show()

out[2]: Line graph
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Fonte: O autor.

Logo, a utilizacao do CoCalc oferece todos os recursos do software e a integracao

com outras ferramentas, tornando-se um ambiente computacional versatil.

2.2 Modo de uso off-line

O software é livre e multiplataforma, e sua instalacdo para o modo off-
line é compativel com os sistemas Windows, Linuz e Mac OSX. O download esta
disponivel oficialmente em https://doc.sagemath.org/html/en /installation/index.html ou,
preferivelmente, no site https://sagectu.com.br/instalacao.html do livro SILVA, Leon;
MACHADQO, Ricardo; SANTOS, Marcelo. Elementos de Computagao Matematica
com SageMath. 12 Edigdo. Rio de Janeiro: SBM, 2019. Neste tultimo, com guias
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de instalacao, links e informacoes em portugués para cada um dos sistemas operacionais

citados.

Apods o download da versao para o sistema desejado, um arquivo executavel sera
baixado no computador do usuario. Agora, é s6 executar este arquivo, escolher a pasta de
destino, marcar a op¢ao para criar icones de atalho e aguardar o processo de instalacao.
Em seguida, serao criados icones no Desktop (Area de trabalho) para acesso pelo Shell
(interpretador de linhas de comando), pelo terminal de comandos do sistema; ainda, para

o acesso ao notebook pela interface do Jupyter Notebook. Ver Figura 2.4:

Figura 2.4: Icones de acesso no sistema operacional

]
ageMath 9.1 SageMath 9.1
Notebook

Fonte: O autor.

Shell € um programa utilizado para processar comandos, basicamente é onde hé a
interagao com o Kernel (nticleo) do sistema operacional. O terminal, onde roda um shell,
¢ um programa onde gerenciamos os recursos mais complexos do sistema; geralmente é
uma tela preta, sem botdes ou elementos graficos, onde executamos as linhas de comando.
Na Figura 2.5, temos um exemplo do uso da versao 9.1 do Sagemath iniciada diretamente

no terminal do Windows.

Figura 2.5: Sagemath no terminal do Windows

@ SageMath 9.1 Console - O X

f = x"3+1

plot(f,x)
hed png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive

Fonte: O autor.
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Como podemos verificar na imagem anterior, foram digitados quatro comandos nos
(inputs) (entradas de codigo) e, apds as execugoes, o sage emitiu os resultados apenas
em dois (outputs) (saidas das informagoes processadas pelo programa). Entretanto,
perceba que os dois primeiros inputs referentes aos operadores aritméticos de adi¢ao (+) e
multiplicagao (x), geraram outputs numéricos no terminal. O terceiro input, armazenou a
expressao r2 + 1 na letra f (definindo a fungao f = x3 + 1), através do operador igual (=)
sem gerar output. Agora, no quarto input, temos o comando plot(f, x) para plotagem
de graficos em duas dimensoes, que gerou um arquivo na pasta temporéaria do Windows

em formato PNG, apresentando o gréafico de f no plano cartesiano. Ver figura 2.6:

Figura 2.6: Grafico de f na pasta temporaria do Windows

(=] tmp_q27qywel.png 3> s 2 aQ @ 207%

Fonte: O autor.

A experiéncia de uso no Sagemath executado diretamente no terminal, se mostra
funcional, mas nao tao agradével e intuitiva quanto na interface do Jupyter Notebook
ou do CoCalc. Entretanto, ao clicar no icone Notebook da Figura 2.4, o software sera
inicializado off-line numa aba do navegador de internet. Observe a interface do Jupyter

Notebook na Figura 2.7, com os mesmos comandos executados na Figura 2.5.
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Figura 2.7: Sagemath no Jupyter Notebook

In [20]: 3+4

out[20]: 7

In [21]: 3*4

Out[21]: 12
In [22]: £ =x*3 + 1

In [23]: plot(f, x)

Out[23]:

1.5 1

0.5 |

Fonte: O autor.

Por mostrar praticidade e alta funcionalidade na criacao, apresentagao e
organizagao dos projetos ( Worksheets), o Jupyter Notebook seré a interface grafica, junto
com a versao 9.1 do SageMath instalada, que utilizaremos durante o desenvolvimento e

aplicacao deste trabalho.



3 Primeiros Passos no SageMath

Neste capitulo, veremos conceitos introdutorios de linguagem de programagao para
dar os primeiros passos no SageMath, percorrendo um caminho fundamentalmente pratico

na compreensao e execugao dos comandos no software.

3.1 Interface Grafica

Para acessar um arquivo na interface grafica do SageMath instalado, basta clicar
sobre o icone correspondente (SageMath 9.1 Notebook) no local de instalagao, Figura 2.4,
o que abrird o Jupyter Notebook diretamente em uma aba do navegador de internet do
usuario. Em seguida, clicar em “New” (novo) e selecionar a versao “SageMath 9.1” para

criar um novo arquivo e iniciar a utilizagao deste ambiente, como ilustra a Figura 3.1:

Figura 3.1: Criar e abrir um novo arquivo no Jupyter Notebook

Jupyter Quit  Logout
Files Running Clusters
Select items to perform actions on them. Upload o
Notebook:
0|~ B/ N !
0 ame Python 3 e
[0 [O 3D Objects SageMath 9.1
(J O Ambiente de Impresséo Other
[J [ Ambiente de Rede Text File
[0 O AppData Folder

Terminal
[ [ BrawlhallaReplays

Fonte: O autor.

Apos os procedimentos do pardgrafo anterior, um arquivo “Untitled” (sem titulo)
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serd aberto em uma nova aba. Mas, ao clicar em “Untitled”, é possivel renomea-lo. Na

Figura 3.2, o arquivo foi renomeado para “Primeiros Passos”.

Figura 3.2: Renomeando arquivo no Jupyter Notebook

: jupyter |Primeiros Passos|Last Checkpoint: 09/04/2023 (unsaved changes)

File Edit View Insert Cell Kernel Widgets Help

In [ ]:
Fonte: O autor.

Observe que o layout do Jupyter Notebook é similar aos softwares mais conhecidos
do Microsoft Office (Word, Excel e Power Point). Assim, se torna intuitivo para o usuario

acessar as demais funcionalidades da barra de ferramentas do programa.

3.2 Células de comando

O programa fornece células de entrada “In” (abreviagao de input), onde se insere
o codigo; e para executé-lo, clica-se em Run (correr em inglés) na barra ferramentas ou
pressiona-se os atalhos “ctrl + enter” e “shift + enter”, que a resposta sera emitida em
“Out” (abreviagao de output). Apos executar o codigo, o programa seguird para a proxima

célula de comando.

Figura 3.3: Primeiros comandos

File Edit View Insert Cell Kernel Widgets Help

+ = @ B 2 ¥ MRun B C M | Markdown v

In [22]: print('01a& Mundo')

0la Mundo

In [23]: 342%20

Out[23]: &840

Aqui podemos escrever apenas texto, pois alteramos a barra de ferramentas de Code para Markdown

Fonte: O autor.
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Na Figura 3.3, executamos o comando print(‘Old Mundo’) na entrada 1,
imprimindo a frase: “Ola Mundo” como saida. Em seguida, na entrada 2, o comando
342*20 mostrou o resultado do produto entre 342 por 20. Por tultimo, na linha 3
foi digitado texto livre ao alterar a opcao Code (codigo) para Markdown na barra de

ferramentas.

Code permite escrever e executar comandos SageMath, como codigos, célculos
matematicos, definicoes de variaveis e visualizacao de graficos; e Markdown, permite

formatar texto livremente, incluindo titulos, paragrafos, listas, imagens e links.

3.3 Operadores aritméticos e Comentarios no coédigo

O SageMath consegue efetuar operacoes matematicas da mesma forma que uma
calculadora cientifica, seguindo a ordem de precedéncia e dos operadores aritméticos. Veja

na Tabela 3.1, a sintaxe para a realizagao de algumas dessas operagoes:

Tabela 3.1: Operadores aritméticos

Operacoes fundamentais a+b, a-b, axb, e a/b
Potenciacao aAb

Raiz quadrada sqrt(a)

Raiz n-ésima aA(1/n)

Fonte: O autor.

Textos, ntmeros e simbolos precedidos pelo caractere # (cerquilha ou hashtag),
serao lidos como comentarios e nao como um comando. Este recurso permite inserir

explicagoes, anotagoes e observagoes que nao sao interpretadas como codigo executével.

Na Figura 3.4, temos a aplicacao das 4 operacgoes basicas e do # para escrever
comentarios em cada célula de comando, destacando o modo de obter ntimeros inteiros
(int) ou reais (ntmeros de ponto flutuante - float). Note que na divisao 7/8, o SageMath
compreende a opera¢ao como uma divisao entre inteiros, mostrando o resultado em forma
de fracdo. Entretanto, para obter o resultado real (float) é preciso escrever pelo menos um
dos nimeros como float (com um ponto entre casas decimais). Neste caso, 7.0/8 = 0,875

ou 7/8.0 = 0, 875.
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Figura 3.4: Operadores aritméticos e comentérios

In [:L:"]: 7+8 # (+)0Operador Artmético da Soma . ~
Out[:l,i]: 15 748 # ("') b 7% # (A) fo
In [2;]: 7-8 # (-) Operado':",E‘a-r-"{"rﬁ'é?’tro--da...s_q.b__t_racéo 15
i P e 56
out[z]: -1
In [3‘]?*8#(’) Operador Artmético da Multiplicacdo 7-8 # (_)
: t 7/8 # (/) G
out[Z]: s6 -1
: —
In [£]: 7/8 # (/) iOperador-Artmétice da-Dipisdor s 7/8
out[£]: 7/8 '
In [5] 7.0/8 # Uéiiizar o ".@" para "Numercs Reais” 7.8/8 # Uty
T * L J

Out[5]: @.875880000000060

Fonte: O autor.

Para a operacao de potenciagao temos os simbolos ““A’’ (circunflexo) ou ““**’ (duplo
asterisco); e para raiz quadrada, temos a fungao sqrt ( ), abreviagao do inglés square root
(raiz quadrada). Mas, também pode-se utilizar a radiciagdo com outros indices, ao inserir
o expoente fracionéario na potencia¢do. Por exemplo, 1024 A (1/10) seré interpretado como

V/1024. Veja a Figura 3.5:

Figura 3.5: Operadores de potenciagao e radiciacao.

In [6]: 2718 # Potenciag¢do da forma a’b

out[6]: 1024

In [7]: 2**1@ # Potencia¢do da forma a**b

Out[7]: 1@24

In [8]:  sqrt(625) # Radiciacdo da forma sqgrt(a)

out[8]: 25

In [9]: 1024~(1/1@) # Raiz décima da forma a*(1/n)
Out[9]: 2

Fonte: O autor.
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3.4 Variaveis no SageMath

Em linguagem de programacao, a varidavel comum permite armazenar valores ou
texto na memoria do computador, enquanto as variaveis simbolicas sao utilizadas em
expressoes algébricas para simplificar ou solucionar equagoes matematicas. Por exemplo,
se o usuéario digitar n = 1, em seguida executar o comando n + n, aparecera o valor 2 na

saida, pois n (variavel comum) assumiu o valor numeérico 1.

Na manipulagao de expressoes algébricas, as variaveis assumem valores simboélicos
ou indeterminados. No entanto, se forem utilizadas no cédigo de qualquer maneira,
acarretara em erro de sintaxe, informando que a varidvel ainda nao estd definida,

consequentemente, impossibilitando a realizagao de operacoes algébricas. Ver Figura 3.6:

Figura 3.6: Variaveis comuns e simboélicas

In [10]: n =1 SRR
in n=1

ML —— :

. [11]:§n+n . ............................... .

out[11]: {2 !

5 T —— —

n[13]: zez | NameError: name 'z' is not defined e
NameError 5
<ipython-input-13-e85doeef3ge2> in

> 1 72+2
g"'l'.'f CErTor: name z° is not defined var ( z ) 747
i Yl Kok —

In [14]: Evar('z') ‘
§z+z L2*Z J

( [ldjllz*z H

Fonte: O autor.

Para o SageMath simplicar ou solucionar equagoes, as variaveis simbolicas devem
ser definidas anteriormente com o comando var(‘ ’). Observe, ainda na Figura 3.6, que a
variavel z foi definida com o comando var(‘z’) antes da operagao algébrica z+z, produzindo
como resultado 2z na saida do comando. Além disso, o software também reconhece

expressoes escritas em fungao de variaveis ja declaradas anteriormente no mesmo arquivo.
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3.4.1 Expressoes Algébricas no SageMath

A expressao algébrica da fung@o horéaria do espago - Movimento Uniformemente
Variado (MUV), é uma expressao mateméatica que descreve a posi¢ao de um objeto em
funcao do tempo.
t2

a
s(t) = so + vot + -

s(t) - posi¢ao no tempo t;
Sg - posicao inicial;

vy - velocidade inicial;

t - tempo;

a - aceleragao.

Observe que s(t) é dependente dos parametros sg, vy € a e da variavel t. Do ponto
de vista computacional, para escrever a funcao horaria do espago no SageMath, nao havera
distingao entre parametros e varidveis, de modo que sera necesséario definir as variaveis

independentes antes da expressao algébrica no codigo.

Inclusive, pode-se declarar as variaveis num tnico comando var(‘sg, vg, a, t’). Ou
seja, ao escrevé-las entre aspas (‘ 7) e separadas por virgula (,), o usuério estara definindo
todas as variaveis listadas como simbolicas. Além disso, s(f) ndo precisa ser definida,
pois depende apenas de varidveis ja declaradas. Na Figura 3.7, estd inserida a funcgao
horéria do espago no (MUV) no SageMath, e foi utilizado o comando show( ), que mostra

a expressao textual da sentenca matemaética.

Figura 3.7: Declarando expressoes algébricas

In [16]: var('s @, v @, a, t")
s(t) = s 8 + v _@*t + (a*tn2)/2
s(t)

out[1e]: 1/2*a*t"»2 + t*v @ + 5 0
In [17]: show(s(t))

L,

E ar- + ﬂ-’(] + 50

Fonte: O autor.
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3.4.2 Notagao de fungao no SageMath

O Sage reconhece automaticamente, em sua sintaxe, a incoégnita x e seus termos
dependentes como variaveis simbolicas, dispensando a necessidade de serem declaradas
previamente. Na Figura 3.8, temos um exemplo com a variavel y nao declarada, em

funcao da variavel x.

Figura 3.8: Notagao para fungoes no SageMath

In [21]: ¥y

NameError Traceback (most recent call last)
/opt/sagemath-9.1/local/lib/python3.7/site-packages/sage/all cmdline.py in
> 1y

MameError: name 'y’ is not defined

In [22]: y = x*3 - 2%x

In [23]: ¥y
out[23]: xA3 - 2%x

Fonte: O autor.
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A notagao f(x) = ‘expressao algébrica na varidvel x’, ndo exige o uso do comando
var () para definir f(z), como visto anteriormente. Em acréscimo, é possivel substituir f
e = por outras letras (variaveis), pois continuarao reconhecidas como variaveis simbolicas
nesta notacao. Ainda, o valor numérico da expressao, sera acessado apenas substituindo
o valor da variavel independente por um valor real. Por exemplo, na Figura 3.9, para a

fungao g(a) = a®, g(2) fornecera 8 como resultado.

Figura 3.9: Valor numérico de uma funcao

In [24]: g(a) = a3
g

out[24]: a |--» a3
In [25]: g(2)
out[25]: 8

Fonte: O autor.

As aplicagdes do SageMath apresentadas neste capitulo, trazem praticidade e
interatividade no estudo das fungoes reais. Para a Educacao Basica, sua implementacao
como ferramenta didatica possibilita a manipulacao dos parametros das funcgoes e
a visualizagao das alteracoes em tempo real nas respectivas representagoes graficas,
promovendo uma melhor compreensao do comportamento de cada funcao. A adogao
de recursos tecnoldgicos na educacao matematica, ird colaborar com a inclusao digital e

com a aprendizagem ativa em preparacgao para o mundo do trabalho.



4 Metodologia e Objetivos

Esta pesquisa foi planejada sob a forma de projeto piloto para um estudo de
caso e executada numa perspectiva qualitativa, justificada pela necessidade de observar
e compreender as experiéncias de um grupo de alunos da rede publica, durante o
aprendizado de fungoes reais e suas representagoes graficas com a utilizagao do SageMath,
aonde os conceitos introdutérios de uma linguagem de programacao foram inseridos no
ambiente natural da sala de aula. Esta abordagem em menor escala, permitiu a averiguar o
processo didatico da adapatacao dos contetidos na assimilacao ativa desses conhecimentos

em cada momento da pesquisa.

[...] Os contetidos escolares nao sao informagoes, fatos, conceitos, ideias etc.que
sempre existiram na sua forma atual, registrada nos livros didaticos, nem
sdo estaticos e definitivos. Os contetdos vao sendo elaborados e reelaborados
conforme as necessidades praticas de cada época historica e os interesses sociais
vigentes em cada organizacao social. O sentido histérico dos contetdos se
manifesta no trabalho docente quando se busca explicitar como a pratica
social de geracoes passadas e das geragoes presentes interveio e intervém na
determinacao dos atuais contetidos, bem como o seu papel na producao de
novos conhecimentos para o avango da ciéncia e para o progresso social da

humanidade. (LIBANEO, 1990, p. 137).

Embora a utilizagao de softwares matematicos seja amplamente recomendada pelos
documentos norteadores da educagao basica, a maior parte das escolas publicas de Alagoas
nao possui laboratorios adequados ou computadores suficientes para a realizacao de aulas
praticas, o que nao favorece a insercao dos alunos no aprendizado digital nem a atualizacao
dos professores no ensino com o uso das tecnologias educacionais. Por isso, a pesquisa

apresenta natureza exploratoria das funcionalidades educacionais do SageMath, sobretudo
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associadas aos conceitos introdutoérios de uma linguagem de programacao.

[...] Pode-se dizer que o computador esta sendo usado para “programar” a
crianga. Na minha perspectiva, € a crianca que deve programar o computador e,
ao fazé-lo, ela adquire um sentimento de dominio sobre um dos mais modernos
e poderosos equipamentos tecnolégicos e estabelece um contato fntimo com
algumas das ideias mais profundas da ciéncia, da matematica e da arte de

construir modelos intelectuais. (PAPERT, 1985, p. 17-18).

Através de praticas pedagogicas inovadoras e da reelaboracao de conteudos, o
Capitulo 5 apresenta uma sequéncia didatica composta de instrugoes, cédigos, exemplos e
exercicios praticos, de modo a promover um melhor entendimento sobre as caracteristicas
do software na préaxis educacional. Ao mesmo tempo, introduz a sintaxe basica da
linguagem Python, na manipulacao de algoritmos e parametros das fungoes, a fim de
analisar e compreender o comportamento das fung¢oes matemaéaticas estudadas durante o

ensino médio.

Assim, o objetivo principal da aplicacao deste trabalho é promover a adog¢ao do
SageMath como ferramenta didatica nas aulas de matematica do 1° ano do Ensino Médio,
destacando seus beneficios no ensino de fungoes reais. Isso inclui investigar como o
software impacta no desempenho dos alunos e na inclusao digital, bem como a introducao a
linguagem Python contribui para o ensino. Também, avaliar a percepgao dos alunos sobre
o SageMath, sua facilidade de uso e motivagao gerada, averiguar os desafios enfrentados
por estudantes e professores nas questoes técnicas e na adaptacao dos contetidos, analisar
sua viabilidade na escola piblica, considerando a disponibilidade de recursos e formagao
docente, e identificar beneficios pedagogicos do programa, como visualizagao grafica e

diferentes abordagens na resolucao de problemas.

As etapas utilizadas na execucao deste trabalho estao descritas no Capitulo 6
e foram divididas em trés partes: a aplicacao da sequéncia didaticas no decorrer de
cinco aulas sobre Conjuntos, Equagoes e Sistema de Equagoes, Plotagem dos Gréficos
de Fungoes, Funcao Exponencial e Fungao Logaritmica; a coleta de dados, na observacao
e acompanhamento do grupo na realizacao dos exercicios propostos e; por fim, a analise

e discussao dos resultados obtidos.



5 Sequéncia Didatica

5.1 Aula 1: Conjuntos no SageMath

5.1.1 Objetivos da aula

- Aprender a criar, manipular e visualizar conjuntos no SageMath;
- Revisar as propriedades dos conjuntos;

- Desenvolver o pensamento l6gico e computacional na resolucao de problemas.

5.1.2 Habilidades BNCC

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagao

na implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

5.1.3 Motivacao

O uso do SageMath nas aulas sobre conjuntos, nao apenas simplifica a
representacao e a manipulagao de elementos tinicos ou agrupados, mas também permite a
aplicacao das operagoes entre conjuntos de maneira intuitiva e eficiente. Além disso,
seja na resolucao de problemas, na analise de dados com elementos distintos ou na
implementacao de algoritmos, a capacidade de explorar conjuntos por meio do SageMath

pode acelerar a compreensao da teoria durante sua aplicacao nas aulas praticas. Veja os
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codigos utilizados nesta aula na Tabela 5.1:

Tabela 5.1: Lista de codigos utilizados na aula 1

Codigos e métodos

Descrigao

Cria um novo conjunto, passando uma lista | | de elementos

set(] ]) como argumento. Se a lista estiver vazia, o conjunto criado
também estara vazio.
Fornece a uniao entre dois conjuntos. O resultado é um novo
.union( ) conjunto que contém todos os elementos dos dois conjuntos

originais, sem duplicagoes.

.intersection( )

Fornece a intersecao de dois conjuntos. O resultado é um novo
conjunto que contém apenas os elementos que estao presentes
em ambos 0s conjuntos originais.

- ou .difference( )

Fornece a diferenca entre dois conjuntos. O resultado é um
novo conjunto que contém apenas os elementos que estao
presentes no primeiro conjunto, mas nao no segundo.

.issubbset( )

Verifica se um conjunto é subconjunto de outro. O resultado
sera um valor booleano, True se o conjunto for um subconjunto
e Fulse se nao for.

factor( )

Fornece a fatoracao de um ntimero inteiro como produto de
nimeros primos; ou uma expressao algébrica como produto
de expressoes de menor grau.

prime_divisors( )

Fornece os divisores primos de um ntmero inteiro ou de um
elemento do anel de inteiros

Fonte: O autor.
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5.1.4 Atividades Propostas

Inicialmente, traremos a sintaxe e exemplos com alguns comandos utilizados no
SageMath para interagir com conjuntos. Em seguida, aplicaremos estes codigos na

resolucao de problemas no ambiente do software.

Para representar um conjunto, usamos chaves {elementos do conjunto} e, entre
as chaves, escrevemos seus elementos separados por virgulas. Por exemplo, na notacao
matematica corrente, o conjunto A das vogais é representado por A = {a,e,i,0,u}.
Entretanto, no SageMath iremos utilizar colchetes | | (operador de lista em Python) para
escrever estes elementos e o comando set( ) para atribuir estes elementos & variavel
A. Entdo, por que nao criar uma lista A = | | ao invés de A = set(| |)? Porque,
diferentemente de uma lista em Python, o comando set( ) elimina os elementos repetidos,
uma vez que estes elementos sao considerados como um s6, independentemente da ordem
que foram inseridos. Além disso, também podemos verificar a relacdo de pertinéncia, se
um elemento esta contido ou nao no conjunto, através do operador in. Por exemplo, ao
realizar o comando: “elemento” in “conjunto”, verifica-se que quando o elemento estiver
contido a saida no Sage sera True (verdade em inglés), caso contréario, False. Observe a

Figura 5.1:

Figura 5.1: Fungao set( ) e o operador in.

In [2]: A = set([e, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144]) # Definimos o conjunto A;

In [3]: A # Ao chamarmos o conjunto A o elemento repetido "1" serd considerado como dnico;
out[3]: {e, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144}

In [4]: 1 in A # Verificando a pertinéncia do elemento "1";

out[4]: True

In [5]: 4 in A # Verificando a pertinéncia do elemento "4";

out[5]: False
Fonte: O autor.
Armazenar codigos em varidveis, ‘‘varidvel”’ = set(|elementos do conjunto|),

traz praticidade e economia de tempo ao reutilizar ou consultar algo relacionado a estes

dados. Vejamos como as operacoes de unido, intersecgdo e diferenga entre conjuntos
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podem ser executadas apenas utilizando as varidveis onde os conjuntos foram definidos e

armazenados no SageMath.

Dados os conjuntos B = {1,3,5} e C' = {2, 3,4}, declarados nas variaveis B e C,

representaremos a relagao de unigo (B U C) com o codigo B.union(C). Ver Figura ?7.

Figura 5.2: Fungao set( ) e o codigo .union.

In [7]: |B = set([1,3,5]) # Armazena o conjunto B = {1,3,5} na variagvel B, definido com o comando set([])
B # Mostra os elementos do conjunto B.

out[7]: {1, 3, 5}

C = set([2,3,4]) # Armazena o conjunto C = {2,3,4} na variavel C, definido com o comando set([])
C # Mostra os elementos do conjunto C.

out[8]: {2, 3, 4}
In [9]: |B.union(C) # Mostra os elementos da relacdo B U C

out[9]: {1, 2, 3, 4, 5}

Fonte: O autor.

Dessa forma, apds armazenados em B e C, os conjuntos definidos podem ser
acessados citando as variaveis em todo o arquivo. Simultaneamente, as relagoes de
intersegao (B N C), diferenga (A\B ou A — B) e de inclusio (B C C), sao verificadas
com os codigos B.intersection(C), B.difference(C) ou B - C; e B.issubset(C),

respectivamente. Ver Figura 77.

Figura 5.3: Codigos .intersection( ), .difference( ) e .issubset( ).
In [10]: B.intersection(C) # Mostra os elementos da relacdo B n C;

out[1e]: {3}

In [11]: B.difference(C) # Mostra os elementos da relagdo B - C;

out[11]: {1, 5}
In [12]: B - C # Mostra os elementos da relacdo B - C de modo mais simplificado;

out[12]: {1, 5}

In [13]: B.issubset(C) # Verifica se B é um subconjunto de C.

out[13]: False

Fonte: O autor.

Uma das vantagens da linguagem de programacao Python, ¢ a possibilidade de

automatizar agoes repetitivas com um loop (lago de repetigao). O loop é uma estrutura
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de controle de fluxo que permite a execugao de um bloco de codigo varias vezes.

O comando [‘expressdo” for “variavel da express&o” in [‘inicio”.“fim’||, é
um [oop que vai mostrar uma lista com os valores da “express&o”, quando a “variavel”

assumir cada valor inteiro no intervalo [“inicio”, “fim”|. Exemplo:

[3*x for x in [1..5]] = [3, 6, 9, 12, 15]

O codigo acima criou uma lista com os 5 primeiros multiplos de 3. Também
podemos alterar a expressao e o intervalo desejado para gerar listas personalizadas, como

mostrado na Figura 5.4:

Figura 5.4: Laco for - Estrutura de repeticao em Python

In [1]: [3*x for x in [1..5]]

out[1]: [3, 6, 9, 12, 15]

In [2]: [x"2 for x in [1..1@]]

out[2]: [1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100]

In [3]: [(x,x*2) for x in [-3..3]]

OUt[B] [('3: 9): ('21 4): (_13 1): (eJ e): (1J 1): (2: 4): (31 9)]

Fonte: O autor.
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5.1.5 Exercicios da aula 1

1. Utilize o comando set( ) para definir o conjunto A = {7z / x € Ne 1 <z < 10}.

2. Sejam B e (', respectivamente, os conjuntos dos divisores primos de 30 e de 42.

Verifique:

(a) BNC,
(b) BUC;
(¢c) B\ C.
3. Verifique se para os conjuntos A = {1,2,3} e B = {2,4,6} as afirmagdes abaixo sao
verdadeiras:
(a) (AUB) = (BU A);
(b) (AN B) = (BN A);
(c) (A\ B)=(B\ A).

4. Utilize o comando set( ) para determinar os conjuntos A, B e C' de modo que:

A={reN/1<zx<4};B={yeN/ -3<zx<6}eC={2eN/3<z<8}

5. O comando A = set([x"2 for x in [1,11]]), constroi o conjunto A = {2? / z €

Zel<uz<1l}, ouseja, A=1{1,4,9,16,25,36,49,64,81,100}.

(a) Analisando o comando que construiu o conjunto A com os 10 primeiros nimeros
quadrados perfeitos, construa o conjunto B com os ntimeros da forma 22¢+!

para = € N no intervalo [1, 5].

(b) Coloque um ntimero no comando “.... in B” de modo que o resultado na saida

seja True.
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5.2 Aula 2: Equacao, Sistema de Equacoes e
Expressoes Algébricas no SageMath

5.2.1 Objetivos da aula

- Aprender a usar, solucionar e manipular equacoes no SageMath;
- Revisar propriedades e conceitos basicos sobre fungoes polinomiais;

- Desenvolver o pensamento légico e computacional na resolucao de problemas.

5.2.2 Habilidades BNCC

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fung¢oes polinomiais de 12 ou 2°
graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacdo na

implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

5.2.3 Motivacao

O estudo das equagoes ¢ fundamental para uma compreensao mais ampla da
utilizacao dos conceitos algébricos, tanto na resolucao de problemas quanto na modelagem

matemética de situagoes do cotidiano.

No ambiente do SageMath, o usuario pode visualizar graficamente solugoes,
manipular variaveis, aplicar operagoes algébricas e realizar andalises paramétricas de
maneira eficiente. Neste processo, o desenvolvimento de habilidades computacionais
assumira grande relevancia, se estendendo as aplicagoes praticas e tecnologicas do mundo

real. Veja os codigos utilizados nesta aula na Tabela 5.2.
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Tabela 5.2: Lista de codigos utilizados na aula 2

Codigos Descrigao

var( ) Declara variaveis simbolicas.
solve( ) Fornece as solugoes de equagoes e sistemas de equagoes.
show( ) Exibe a equagao recebida como argumento em formato de

expressao algébrica no LaTeX.

fatora um nimero inteiro como produto de nimeros primos
.factor( ) ou uma expressao algébrica como produto de expressoes de
menor grau.

Fornece a expansao de expressoes em varidveis simbolicas,

-expand( ) como produtos, somas, poténcias e etc.
1hs( ) Fornece o lado esquerdo da igualdade entre duas expressoes
algébricas.
.rhs( ) Fornece o lado direito da igualdade entre duas expressoes
algébricas.
Mostra a representacao gréafica de um ponto no plano ou no
point( ) espago. A representagao pode ser especificada como uma lista
de pontos.

Fonte: O autor.

5.2.4 Atividades Propostas

De modo analogo ao apresentado na aula 1, traremos a sintaxe e exemplos de alguns
comandos utilizados no Sage para interagir com as equagoes. Em seguida, aplicaremos

estes codigos para a resolugao de problemas no ambiente do software.

Assim como vimos no Capitulo 3, a variavel x nao precisa ser declarada para que
o programa interprete-a como uma variavel simbolica. Mas, em outros casos, as variaveis

devem ser definidas anteriormente com o comando var( ). Outro fato importante para a

n_n N__n

interacao com fungdes no SageMath, é que os sinais e possuem significados

n=n

diferentes. O sinal tunico ¢ usado para atribuir ntmeros, strings, expressoes e

"==""para a igualdade entre duas sentencas

equacgoes a uma variavel, enquanto o duplo
matemaéticas. Assim, permitindo verificar se duas expressoes sao matematicamente iguais
e realizar operacoes como simplificacao, derivacao, integracao e resolucao simboélica de

equagoes. Observe a Figura 5.5:
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LI | R | P |

Figura 5.5: Exemplos com os operadores e

In [6]: wvar('y")
X=5; y==5
out[6]: y == 5

In [8]: | type(x) # 0 valor 5 foi atribuido a x, entdo x é visto como um nimero inteiro no Sage.

out[8]: <class 'sage.rings.integer.Integer'>

In [9]: | type(y) # Mesmo que y seja igual a 5, ainda serd vista como uma varidvel simbolica no software.

out[9]: <class 'sage.symbolic.expression.Expression’>
Fonte: O autor.

Como visto no exemplo acima, temos apresentagao dos operadores de igualdade

na variavel comum x = 5, e na variavel simbélica e y == 5. Note que em x = 5, a
variavel comum recebe o nimero 5, tornando-se um nimero inteiro. Mas, em y == 5,

y foi declarada como variavel simboélica e comparada ao valor 5, ou seja, possui o valor
5 mas continua sendo uma expressao simbolica. Assim, o sinal duplo de igualdade seréa

necessario para a manipulagao e resolucao de equacgoes no SageMath.

No Sage, é possivel resolver equagoes de modo rapido e pratico. Para
que o software nos forneca as solugoes de uma ou mais equacgoes, basta utilizar
o comando solve([‘“‘equacdo ou sistema de equag¢des’’], ‘“‘varidveis’’). Dessa
forma, as solugoes serao armazenadas e mostradas em uma lista| |, como ilustrado na

Figura 5.6.

Figura 5.6: Fungdo solve( ) na resolugao de equagoes e sistemas.
In [72]:  solve(x-3 == 5, x) # Mostra uma Lista com a solugdo da equagdo x - 3 = 5 para a variavel x;
out[72]: [x == 8]

In [73]:  solve(x~2+3 == 28, X) # Mostra uma lista com as solugdes da equagdo x*2 + 3 = 28 para a varidvel x;

out[72]: [x == -5, x == 5]

In [74]: var('x y') # Declara as varidveis x e y;
solve([x +y == 5, x -y == 1], X, y) # Mostra uma lista com a solugdo do sistema;

out[74]: [[x == 3, y == 2]]
Fonte: O autor.
Note que independentemente de existirem uma ou mais solugdes para a equacao,

como dito no pardgrafo anterior, elas serao apresentadas em forma de lista. Contudo,

pode-se utilizar colchetes como operador [‘indice’] para acessar um unico elemento da
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lista, ou seja, uma solucado especifica. Por exemplo, na lista A = [1,2,...,4,...,n — 1,n],
a posicao do elemento i esta definida pelo indice i — 1, o operador [i-1] acessa o i-
ésimo elemento da lista. Logo, é possivel acessar o primeiro elemento com A[0], o segundo

elemento com A[1], e assim por diante até o ultimo elemento A[n - 1].

Para 2 — 16 = 0, o comando solve(x**4 - 16 == 0, x) mostra as quatro
solugoes da equacao na lista [x = = 21, x = = -2, x = = -2i, x = = 2]. Ao acessa-
las pelo indice, teremos no lado esquerdo a variavel e no lado direito o valor numérico.

Veja a Tabela 5.3.

Tabela 5.3: Relacao entre os operadores com indice e as solucoes de z* — 16 = 0.

Entrada: operador com indice Saida | Lado esquerdo | Lado direito
A[o0] x == 2i X 2i
Al1] X == -2 X -2
A[2] == -2i X -2i
A[3] X == X 2

Fonte: O autor.

Também, podemos acessar um dos lados das solugoes. O método .1hs( ), para o
lado esquerdo da solucao; e .rhs( ), para o lado direito. Por exemplo, na tabela 5.3 a
saida de A[3] é x == 2, asalda de A[3].1hs( ) ¢é x; e asaida de A[3] .rhs( ) é 2. Veja

a Figura 5.7.

Figura 5.7: Fungao solve( ), operador de indice ||, .1hs( ) e .rhs( ).

In [4]: A = solve(x™4-16 == 0, x) # Armazena a lista com a solucdo do sistema;
A
out[4]: [x == (2%*I), x == -2, x == (-2%I), x == 2]

In [5]: A[3] # Acessa o quarto elemento da solugdo na lista.

out[5]: x == 2

In [6]: A[3].lhs() # Acessa apenas o lado esquerda da solugdo x = 2;

out[6]: x

In [7]: A[3].rhs() # Acessa apenas o lado direito da solugdo x = 2;

Fonte: O autor.

No Python, (linguagem do SageMath), é possivel programar com conceitos de

Programagao Orientada a Objetos (POO). Isso significa que os objetos criados estao
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bem definidos e isolados. Portanto, o coédigo permite reutilizacao e extensibilidade,
economizando tempo e tornando o codigo mais flexivel e adaptavel. E o caso da utilizacio
de métodos como .1hs( ) e .rhs( ) na Figura 5.7, que acessam os atributos de A, lista de

solucoes criadas com o comando solve( ).

5.2.5 Exercicios da aula 2

1. Apos declarar as variaveis a, b e ¢ com var(‘a b c¢?), com o comando solve( ),

verifique que para a, b e c reais:

—b
(a) A equagao da forma az + b = 0 possui solugao: = = —;
a

—b+b? — 4dac

2a

(b) A equagdo da forma az? + bx + ¢ = 0 possui solugao: = =
2. Dada a equacao 23 +x — 2 = 0.

(a) Armazene as solugdes da equagao na variavel S;

(b) Execute o comando S, “varidvel que armazenou a fungao solve( )”. Em

seguida, o comando show(S);

(c) Mostre apenas a raiz real através de seu indice no operador [ ].

3. A fatoracao e expansao de expressoes algébricas sao técnicas essenciais para a

observacgao do comportamento das fungoes e resolugao de problemas. Entao:

(a) Associe a expressao algébrica x3 —2x? —5x + 6 a variavel comum eql. Execute

o método .factor( ) em eql para mostrar a forma fatorada da expressao.

(b) Associe a expressao algébrica (x + 2)(z — 1)(z — 3) a variavel comum eq2.
Execute o método .expand( ) em eq2 para mostrar a forma expandida da

expressao.

(c) Utilize o método .rhs( ) em eql para mostrar que z; + 3 + 3 = 2.

. . r+y =6
4. Dado o sistema de equagoes:
r—y =1

(a) Resolva o sistema com o comando solve( );
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(b) Associe a variavel P a solucdo do sistema.

(c¢) Execute o comando: point(P, xmin = -5, xmax = 5, ymin =- 5, ymax =

5).

Observagao: O item (c) traz o primeiro contato com o plano cartesiano através da
fungao point ( ), que fornece a representagao grafica de pontos no plano cartesiano.
Além disso, os pardmetros: xmin, xmax, ymin e ymax estao inseridos na funcao,
personalizando o grafico para atender as necessidades de visualizacao do usuario.
Tais parametros, serao abordados com maiores detalhes no decorrer da proxima

aula.
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5.3 Aula 3: Introducao a plotagem de graficos no

SageMath

5.3.1 Objetivos da aula

- Aprender a usar a fungao plot( ) e seus parametros no SageMath;

- Analisar as propriedades das funcoes e equagoes, como: sinal, raizes, pontos de

maximo, minimo e interceptacoes;

- Desenvolver a capacidade de criar graficos claros e informativos para analisar e

solucionar problemas.

5.3.2 Habilidades BNCC

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungdes polinomiais de 12 ou 2°
graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagao na

implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

5.3.3 Motivacao

Estudar a representagao grafica das fungoes polinomiais no SageMath, ¢ uma
maneira pratica e eficiente de se aprofundar na compreensao dos conceitos e da teoria,
construindo habilidades de modelagem e visualizacao do comportamento das funcoes,
além de estabelecer uma base sélida para topicos mais avangados em matemaéatica e na

ciéncia da computacao. Veja os codigos utilizados nesta aula na Tabela 5.4.
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Tabela 5.4: Lista de codigos utilizados na aula 3

Codigos

Descrigao

plot( )

Cria gréaficos de funcoes, conjuntos de pontos dentre outras
representacoes graficas no plano cartesiano.

-X e X Ou Xmin e xmax

Estes parametros definem o intervalo de plotagem do grafico
no eixo das abcissas.

ymin e ymax

Estes parametros definem o intervalo de plotagem do grafico
no eixo das ordenadas.

title

Este parametro define o titulo do grafico.

legend_label

Este parametro define as etiquetas de cada curva, ou seja, as
legendas dos gréficos.

axes_labels

Este parametro define os rotulos dos eixos no plano cartesiano.

Fornece a representacao grafica de um ponto no plano ou no

point( ) espaco. A representacao pode ser especificada como uma lista

de pontos.
Esta funcao é usada para adicionar texto a um grafico. Ela
recebe como entrada um texto e uma posi¢ao (z,y) no plano

text( ) : . ) . .
cartesiano. Ainda, é possivel especificar a fonte, o tamanho e
a cor do texto.

size Este parametro especifica o tamanho do ponto no grafico.
color Este parametro define a cor da representacao gréfica.

Fonte: O autor.

5.3.4 Atividades Propostas

Na aula anterior, através da fungao point( ), tivemos a visualizacao do plano

cartesiano no software, pensonalizando o grafico com a utilizacao dos parametros: xmin,

xmax, ymin e ymax, no corpo do comando.

Semelhantemente ao comando point( ),

a fungao plot( ) retorna um objeto grafico e aceita uma variedade de argumentos e

parametros, tais como: os intervalos de plotagem no eixo das abcissas = (dominio) e no

eixo das coordenadas y (imagem), rotulos, legendas e outros efeitos visuais, incluindo a

concatenagao de outras fungoes no mesmo plano cartesiano.

Dada uma fungao f : R — R, o co6digo plot(£f), por padrao, plotara o grafico de

f no intervalo = € [—1,1]. Veja na Figura 5.8, o exemplo abaixo para f(z) = 2 + 1.
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Figura 5.8: Fungao plot(f) para f(z) =23 + 1.

éIn [160]: f = x~3+1 ;a‘ A fungdo f = x*3 + 1 foi declarada no sage e pode ser executada no plot() sendo chamada por f apenas.
i lot(f) # Como ndo foram inseridos pardametros, por paddo o intervalo do grdfico serd em x € [-1,1].

out[16@]:

;-
In [160]: f = x"3+1 28 4
plot(f) #
0.5 1
-Il -O'.S OIS i

Fonte: O autor.

Com os parametros xmin e xmax para o dominio; ymin e ymax para a imagem da
funcao, podemos alterar o intervalo de apresentacao do grafico no plano cartesiano. Assim,
separados por virgula e com seus respectivos valores, estes parametros personalizam a

vizualizacgao e analise do grafico da fungao. Veja a Figura 5.9.

Figura 5.9: Parametros -x, x, ymin e ymax na func¢do plot(f).

iIn [13]: plot(f, -3, 3, ymin= -5, ymax = S);#--3.e 3 € o intervalo nas abicissas; ymin= -5 e ymax = 5, intervale nas ordenadas.

out[13]: e, S

1 @n [13]: plot(f, -3, 3, ymin= -5, ymax = sj

Fonte: O autor.

Note que os parametros xmin e xmax, podem ser substituidos diretamente por

valores numéricos no corpo da fungao plot( ).
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Para efeito de comparacao entre diferentes gréaficos, é possivel inserir uma lista
de fungoes no comando plot( ). Assim, podemos visualizar as representacgoes graficas
simultaneamente. Por exemplo, sejam f(z) da Figura 5.8, g(z) = 2> + 1 e h(z) =
x + 1; o comando plot([f, g, hl, -3, 3, ymin = -5, ymax = 5) plota os graficos

das fungoes f, g e h, no mesmo plano cartesiano. Veja a Figura 5.10.

Figura 5.10: Funcao plot([f, g, hl).

In [14]: g = x"2 + 1 # Define a funcdo g = x*2 +
th = x + 1 # Define a fungdo h = x + 1;
iplot([f, g, h], -3, 3, ymin= -5, ymax =

Plota o5 trés-graficos num tnico plano cartesiano.

out[14]:

1 2 3

€ = X2 + 1 # Define a fungcao g = x"2 + 1,
h =x+ 1 # Define a fungdo h = x + 1;

lot([f, g, h], -3, 3, ymin= -5, ymax = 5
’

Fonte: O autor.

O parametro title ¢é usado para criar um titulo para o gréfico, enquanto
legend_label permite adicionar legendas as funcoes representadas; e axes_labels insere
rotulos aos eixos x e y. E importante observar que o texto inserido no codigo deve ser

colocado entre aspas simples (’), mesmo ao optar pela notagao latex. Por exemplo:
title = ‘Graficos simulténeos das fungdes $f$, $g$ e $h$’;
legend_label = [‘$f = x"3 + 1$°, ‘$g = x"2 + 1$’, ‘$h = x + 1$’];
axes_labels=[‘$x$’, “‘$y$°1).

Desse modo, os parametros title, legend_label e axes_labels inserem
elementos textuais ao grafico, com o caracter $ (cifrao) diferenciando o texto mateméatico

do normal. Ver Figura 5.11.
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Figura 5.11: Pardmetros title, legend_label e axes_labels em plot([f, g, hJ)

In [9]: plot([f, g, h], -3, 3, ymin= -5, ymax = 5,
title = 'Graficos simulténeos das fun¢des $f$, $g$ e $h$ \n',
legend_label=[ "$f=x"3 + 1$', "$g=x"2 + 1%$', '$h=x + 1%'], axes_labels=["$x$', '$y$'])

out[9]:

Graficos simultaneos das fungdes f, ge h

Y

Fonte: O autor.

Oportunamente, o software também dispoe da possibilidade de concatenar
comandos graficos no mesmo plano cartesiano. Com o operador + antes de comandos
como point( ) ou text( ), podemos acrescentar novos elementos ao plano cartesiano ja

existente. Veja a Figura 5.12.
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Figura 5.12: Concatenacao entre os comandos point( ), text( ) e plot( ).

In [2]: | f = x; g = Xx*2 # Armazena x na varidvel f e x~2 na varidvel g;
A = plot([f,g]l, -1, 2, ymax = 2) # Armazena os grdficos de f e g em A;
A + point([(@,0),(1,1)], color="red’, size = 40) + text('(9,0) e (1,1),\

sdo intersec¢des entre f e g', (1.2,-0.8), color='red')
# funcées plot(), point() e text(); parametros color e size.

Out[2]:

2_

(0,0)e(1,1), sao intersecdes entrefeg

-1 -

Fonte: O autor.

A construcao do aprendizado e a familiarizagao com os comandos de plotagem no
SageMath, acontecera de modo natural e gradativo, de acordo com as necessidades de
personalizacao e criatividade de cada usuario. Consequentemente, serd na interatividade
com os parametros dos comandos do software que aconteceré a andlise dos gréficos e a

compreensao do comportamento de cada funcao.

5.3.5 Exercicios da aula 3

1. Com o comando plot( ), construa:

(a) O grafico de f, uma fungao do 12 grau para z no intervalo [—3, 3], que intersecte

os eixos do plano cartesiano em (—1,0) e (0, 1).

(b) O gréfico de g, uma fungao do 2° grau para x no intervalo [—1, 5] que intersecte

os eixos do plano cartesiano em (0, 3), (1,0) e (3,0).
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Observagao:
Apoés finalizar a resposta do item a, acrescente o comando:

+ point([(-1,0), (0,-1)], size=30, color=‘red’);

Apoés finalizar a resposta do item b, acrescente o comando:

+ point ([(0,6),(1,0), (3,0)], size=30, color=‘red’).
2. Dado o sistema de equagoes:

r—y =2
20+ 3y =14
(a) Mostre a representacao grafica das duas retas no mesmo plano cartesiano;
(b) Indique a solugao do sistema com comandos point( ) e text( );

(c) Acrescente os parametros title, legend_label e axes_labels ao gréfico.
3. Seja a fungao f(z) = —z* + 3z + 1.

(a) Use o comando solve( ) para encontrar as raizes de f;

(b) Escreva um codigo que armazene e mostre as coordenadas do vértice de f na

variavel V;

(c) Plote o grafico de f e concatene com o comando point( ), de modo que
evidencie as raizes e o vértice da funcao. “utilize os parametros size = 30 e

color =‘red’ em point( )"

4. Considere uma funcio f : R — R dada pela expressao f(z) = —2? + bx + ¢, com b
e ¢ reais, cujo grafico possui eixo de simetria na reta x = 1 e a diferenca entre as

raizes seja igual a —4. Construa o grafico que representa f.
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5.4 Aula 4: Funcao Exponencial no SageMath

5.4.1 Objetivos da aula

- Praticar a analise e representacao grafica das func¢oes exponenciais no SageMath;
- Revisar conceitos basicos das func¢oes exponenciais e suas propriedades;

- Desenvolver o pensamento computacional na resolucao de problemas.

5.4.2 Habilidades BNCC

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagdes, com ou sem apoio de tecnologias
digitais, entre as representagoes de fungoes exponencial e logaritmica expressas em tabelas
e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem,
crescimento) de cada fungao.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagao na

implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

5.4.3 Motivacao

A abordagem interativa do SageMath, permite investigar propriedades, tracar
graficos e realizar calculos mais complexos relacionados a fungao exponencial, propiciando
aos alunos uma compreensao teérica mais profunda, associada a aplicacao pratica dos

conceitos estudados.

Também, promove o desenvolvimento de habilidades analiticas na observacao do
comportamento das fung¢oes e na construgao de suas representacoes graficas, utilizando
as funcionalidades do software em conjunto com conceitos introdutoérios da linguagem de

programagao Python. Os cédigos utilizados nesta aula, encontram-se na Tabela 5.5.
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Tabela 5.5: Lista de codigos utilizados na aula 4

Codigos Descrigao
Esta funcao é usada para fatorar um nimero inteiro em um
factor( ) produto de ntimeros primos ou uma expressao algébrica em

um produto de expressoes mais simples.

Este parametro controla a distancia entre os ticks. O valor
ticks padrao é 1, o que significa que havera um tick para cada
namero inteiro nos eixos cartesianos.

Este parametro permite a formatacao de valores numéricos
nos ticks em forma de texto. Inclusive, em notacao latex.
Este parametro insere uma malha quadriculada no plano
gridlines cartesiano. As entradas minor, normal e major, inserem
malhas com espacamentos diferentes.

tick_formatter

Fonte: O autor.

5.4.4 Atividades Propostas

A decomposicao dos naturais em fatores primos, em conjunto com a utilizacao das
propriedades da potenciagao, sao ferramentas essenciais para a resolucao de equagoes
exponenciais. No SageMath, o comando factor( ), anteriormente utilizado como
.factor( ), porém a mesma funcionalidade, recebe um ntmero ou expressao como
entrada e retorna o produto de seus fatores primos. Na Figura 5.13, veja exemplos da

fatoracao numérica e algébrica no software.

Figura 5.13: Fatoragao em primos com a fungao factor( ).

In [8]: factor(1359)
Out[8]: 2 * 343 * 5A2

In [9]: factor(2*x"3 + 3%x"2 - 2%x - 3) # 2x"3 + 3x"2 - 2x - 3

out[9]: (2*x + 3)*(x + 1)*(x - 1)

Fonte: O autor.

Na pratica da sala de aula, os alunos fazem a decomposicao em ambos os lados da
equacgao exponencial. Assim, para auxiliar o processo de aprendizado, podemos realizar
este método no SageMath. Por exemplo, simularemos o modo de resolugao para a equagao

8% = 64 no software, utilizando o comando factor ( ) e inserindo os devidos comentéarios
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em cada linha codigo, como ilustra a Figura 5.14. Veja também, a resolucao da equacao

com o comando solve( ).

Figura 5.14: Resolucao de equagoes exponenciais com a funcao factor( ).

In [12]: 8”x == 64; factor(8)

out[12]: 273

In [13]: factor(64)

out[13]: 276

In [14]: # 3x = 6

X = 2. Agora, veremos com o comando solve().
solve(8 =

E
X == 64, X)

out[14]: [x == 2]

Fonte: O autor.

Objetivamente nesta aula, o uso do comando factor( ) apenas auxilia na
compreensao da solucao da equagao exponencial, uma vez que solve( ) nos fornece a
resposta de modo mais pratico e direto. Portanto, a escolha entre os comandos citados

depende do contexto educacional de sua aplicacao.

Agora, acrescentando funcionalidade ao wuso do comando factor( ),
apresentaremos parametros que tornarao os graficos mais informativos. Assim, os
parametros ticks, tick_formatter e gridlines permitem o ajuste dos valores exibidos
nos eixos cartesianos e a formatacao desses valores de acordo com as necessidades

especificas da analise, tornando a representacao grafica mais acessivel e interpretavel.

O parametro ticks é responséavel por determinar os marcadores numerados em
cada eixo do plano. Por exemplo, ticks = [x, y], onde o valor numérico de x determina
os valores miltiplos que serao mostrados no eixo das abcissas; e y, de modo analogo, no

eixo das ordenadas.

As fungbes exponenciais crescem ou decrescem rapidamente em um dos eixos no
plano cartesiano. Assim, os ticks numerados em todos os marcadores podem causar
um excesso de informacao ao grafico. Entao, no exemplo da Figura 5.15, alteramos a
apresentacao o eixo y com o parametro ticks = [1, 4], variando os valores mostrados

do eixo y aos multiplo de 4.
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Figura 5.15: Parametro ticks em esacalas na fungao plot( ).

In [8]: plot(2”x, @, 5, ymin=0, ticks=[1, 4])
# A escala em x € mostrada de 1 em 1;
# A escala em y € mostrada de 4 em 4.

out[8]: D
28
24
20

16

12 A

Fonte: O autor.

Pode-se escolher quais ticks serao mostrados especificamente, criando uma lista
para o eixo x, e outra para o eixo y. Por exemplo, ticks = [[1..3],[3, 9 ,27]],

mostrara 1, 2 e 3 no eixo x; e os valores 3, 9 e 27 no eixo y, como na Figura 5.16.

Figura 5.16: Parametro ticks pensonalizado na func¢ao plot( ).

In [7]:  plot(3~x,0,4,ymin=0,ymax=30,ticks=[[1..3],[3,9,27]])
# A primeira lista mostra a numeragdo 1, 2 e 3 no eixo x;
# A segunda lista mostra a numeracdo 3, 9 e 27.

27 A

Fonte: O autor.
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O tick_formatter permite a formatagao de marcadores dos eixos cartesianos.
Essa formatagdo é responséavel por determinar como estes valores serdo exibidos (em
forma de texto) no grafico. Por exemplo, na Figura 5.16 temos: ticks = [[1..3],[3,
9, 2711, entao tick_formatter = [[‘xl’, ‘x2’, ‘x’], [‘yl’, ‘y2’, ‘y3’]1],
substitui cada ntimero do tick pelo seu correspondente de mesmo indice, inclusive em

notagao latex. Veja a Figura 5.17.

Figura 5.17: Parametro tick_formatter na fungao plot( ).

In [27]: plot(37x,0,4,ymin=0,ymax=36,ticks=[[1..3],[3,9,27]], figsize=(5,3),
tick_formatter=[['x1",'x2",'x3",],["$y_13", "$y_2%", $y_3%'11)
# figsize=(5,3) altera a proporgdo do plano xy para 5/3
# '$y 18", '$v 28" e '$y 3%'; (texto matemdtico em Latex).

out[27]:

¥

W

x1 X2 X3

Fonte: O autor.

O parametro gridlines insere linhas de grade no plano cartesiano, criando uma
referéncia visual que facilita a localizagao de pontos do grafico. Esta grade auxilia na
compreensao da relacao entre as variaveis independentes e dependentes em uma funcao.
O parametro referido recebe como entrada as opgoes: ‘minor’, ‘normal’ e ‘major’. Ver

Figura 5.18.
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Figura 5.18: Parametro gridlines na fungao plot( ).

In [31]: plot(37x,0,4,ymin=0,ymax=30,ticks=[[1..3],[3,9,27]], figsize=(5,3),
tick_formatter=[["$x_1$", '$x_2%", "$x_3%',]1,['$y_18', "¢y _2%", $y_3%"]1],
fontsize = 14, gridlines="normal')
# fontsize=14 altera o tamanho da fonte nos ticks.

Out[31]:

I Lo I3

Fonte: O autor.

Em resumo, os parametros ticks, ticks_formatter e gridlines melhoram
significativamente a qualidade da representacao grafica, aprimorando-a como uma
ferramenta analitica de suas caracteristicas. Portanto, a adaptabilidade do SageMath é
especialmente vantajosa para uma observacao mais precisa do comportamento das funcoes

exponenciais.
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5.4.5 Exercicios da aula 4

1. Os modelos de crescimento populacional de Malthus, sao os mais simples para
descrever o crescimento de uma populagio ao longo do tempo. A funcao f(t) = tg.e**
representa o modelo continuo com taxa de crescimento instantanea (exponencial -
maior precisao) e g(t) = to.(1 + k)', o modelo discreto com taxa de crescimento
anual (linear por etapas - mais simples), onde:

f(t) e g(t) representam a populagao total no instante ¢;
k, a taxa de crescimento populacional;

to, a populacao no instante inicial.

Para responder os items abaixo, considere o estudo de uma cultura de bactérias em
um ambiente ideal para o crescimento populacional, inicialmente com 100 bactérias

a taxa de crescimento de 40% a cada 30 minutos.

(a) Qual a populagao de bactérias em cada um dos modelos ap6s uma, duas e trés

horas?

(b) Crie uma representagao grafica com o comando plot( ), que apresente a
comparagao entre os modelos discreto e o continuo de Malthus, representando

o crescimento populacional dessa cultura durante um intervalo de 5 horas.

(c) Acrescente os parametros: axes_labels, legend_label, title, ticks e

tick_formatter, inserindo as informagoes necesséarias ao grafico.

2. Dados 100 gramas de uma amostra de uranio-238, o intervalo de tempo em que uma

amostra deste elemento se reduz a metade (meia-vida) é de 4,5 bilhdes de anos.

(a) Crie uma representacdo grafica com os parametros: axes_labels,
legend_label, ticks e gridlines, mostrando o decaimento radioativo da
quantidade de uranio-238 restante ao longo de 45 bilhoes de anos.

Utilize a funcio f(t) = toe *t.

(b) A quantidade do elemento serd reduzida a 5 gramas apds quanto tempo?

Mostre geometricamente a resposta com um ponto vermelho no grafico.
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5.5 Aula 5: Funcao logaritmica no SageMath

5.5.1 Objetivos da aula

- Aprender a utilizar logaritmos e analisar a representacao grafica da funcao

logaritmica no SageMath;

- Revisar conceitos basicos sobre fungao logaritmica e sua relagao com a fungao

exponencial;

- Compreender a aplicacao pratica para os logaritmos em situagoes do mundo real,

analisando e resolvendo problemas no SageMath.

5.5.2 Habilidades BNCC

(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com fungoes logaritmicas nos quais seja
necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos
como os de abalos sismicos, pH, radioatividade, matematica financeira, entre outros.
(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagdes, com ou sem apoio de tecnologias
digitais, entre as representagoes de fungoes exponencial e logaritmica expressas em tabelas
e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem,
crescimento) de cada fungao.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagao na

implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

5.5.3 Motivacao

Uma das vantagens em estudar fungoes logaritmicas no SageMath, ¢é a possibilidade
de alteracao da escala de apresentacao do gréafico para para revelar mais detalhes sobre
o comportamento dessas fungoes. A variacao da escala logaritmica transforma o grafico
de da funcao exponencial em um da funcao linear, o que facilita a compreensao de suas

caracteristicas. Veja os codigos que serao utilizados nesta aula, na Tabela 5.6.
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Tabela 5.6: Lista de codigos utilizados na aula 5

Codigos Descrigao
log( ) Fornece o logaritmo natural.
n( ) Fornece uma aproximacao numérica.

Define a quantidade de casas decimais da aproximagao
fornecida pelo método .n( ).

Insere uma malha quadriculada no grafico. As entradas
gridlines ‘minor’, ‘normal’ e ‘major’ mostram malhas com
espagamentos diferentes.

Especifica a escala dos eixos do grafico. O valor padrao do
scale parametro scale é (1,1), o que significa que os eixos sao
igualmente espagados.

digits

Fonte: O autor.

5.5.4 Atividades Propostas

No SageMath, o comando log( ) é utilizado para calcular o logaritmo em diferentes
bases, e a sintaxe log(‘logaritmando’, ‘base’), calcula o logaritmo na base fornecida.
Assim, log(64,2) calcula log, 64. Se a base nao for especificada, por padrao, o logaritmo
natural é calculado. Em acréscimo, caso seja necesséario mostrar o valor decimal, o método
‘expressao’.n( ) mostra o valor aproximado dessa expressao, podendo limitar o namero
de algarismos da aproximagao com o parametro digits. Por exemplo: 1log(5) .n(digits

= 2) serd a aproximacao de log, 5 com duas casas decimais, como mostra a Figura 5.19.

Figura 5.19: Funcao log( ) e os parametros .n( ) e digits.

In [54]:  log(64,2)

out[54]: 6

In [56]:  log(e)

out[56]: 1

In [58]: log(5).n()

out[58]: 1.609437912434180

In [59]: log(5).n(digits=2)

Oout[59]: 1.6

Fonte: O autor.
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A funcao logaritmica y = log, x é crescente quando a > 1 e decrescente quando
0 < a < 1. Outra carateristica, é sua relacao com a funcao exponencial. Por exemplo, se
o ponto (m,n) a pertence y = log, z, entdo n = log, m; por defini¢do, m = a™ e o ponto
(n,m) pertence a y = a®. Como os pontos (m,n) e (n,m) sdo simétricos em rela¢do a

reta y = x, consequentemente, a simetria se estende para y = log, z e y = a”.

Sob a premissa de manter o foco na observacao do comportamento da fungao, os
comandos utilizados na construcao dos graficos que ilustram o pardgrafo anterior, com

funcionalidades mais complexas do SageMath, serao omitidos na Figura 5.20.

Figura 5.20: Sinal da fungao logaritmica e sua relagao com a fungao exponencial.

In [34@]: G = graphics_array([M,N]); show(G, figsize=[10,5])

Caso:a=>1 Caso:0<a<l

—a”
—log.x

log,a

-
=

Ir:‘rj oL

Fonte: O autor.

Agora, aproximando os conceitos revisados com situacoes do mundo real, veremos
uma das aplicag¢oes praticas em que sao usados os logaritmos, a escala de pH (potencial
hidrogenidénico). Dada por pH = —log,, H™, onde pH indica a acidez de uma solugao
de acordo com a concentracao de fons de hidrogénio H*. A escala varia entre 0 e 14,
quanto menor é o valor de pH, mais acida é a solucao, sendo 7 o valor neutro. Portanto,
as substancias com pH inferior a 7 sao consideradas acidas, enquanto as substancias com

pH superior a 7 sao consideradas basicas. Veja o exemplo da Figura 5.21.
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Figura 5.21: Exemplo do pH de uma solugao com concentragao de ions H* de 1076 mol /L

Vamos avaliar o pH de uma solugdo com concentragéo de ions H+ de 10*-6 mol/L:

In [7]: |var('pH H') # Declarando as varidveis pH e H;
H = 10~-6 # A concentracdo de tons H+ da solucdo € de 18~-6 mol/L;
pH = log(1/H,10) # funcdo pH;
pH.n(digits=3) # Aproximacdo com 3 casas decimais de 6*log(16)

out[7]: 6.00
Como o pH = 6, a solugédo é considerada levemente acida.

Fonte: O autor.

Na Figura 5.21, verificamos que o pH de uma solu¢ao com concentracao de ions

H™* de 107° mol/L & 6. Portanto, uma solugao levemente acida.

Note que quanto mais alcalina (bésica) é a solugao, menor é a concentragao de fons
de hidrogénio por litro. Entretanto, como a escala de pH ¢ logaritmica, cada unidade de
alteragao no pH representa uma alteragao de 10 vezes na concentragao de fons hidrogénio.

Observe o grafico da fun¢ao P(h) = —log,, h na Figura 5.22.

Figura 5.22: Gréafico da fungao P(h) = —log;, h

In [19]: P(h) = -log(h,10)
plot(P, ©, 1, ymax = 14, axes_labels = ['mol/L"', 'pH'],
title='Concentracao de ions por litro - pH', figsize=5)

out[19]: , ,
ue[19] pH Concentragao de ions por litro - pH

14
12

10

2¥

0.2 0.4 0.6 0.8 1

mol/L

Fonte: O autor.
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Devido a proximidade do grafico ao eixo y se tornar exponencialmente
microscopica, é visualmente incompreensivel perceber a variacao na concentragao de fons
de hidrogénio por litro na escala atual do plano cartesiano. De mesmo modo, vamos
observar o grafico da fungao P'(h) = 107", inversa de P(h), também invertemos os rétulos

dos eixos cartesianos. Observe a Figura 5.23.

Figura 5.23: Gréfico da fungao P'(h) = 107"

In [1@6]: plot(1e~-h, @, 14,ticks=[1,None],axes labels=["pH', 'mol/L'],
title="cConcentra¢ao de ions de hidrogénio por litro - pH')

Out[106]: Concentragao de ions de hidrogénio por litro - pH

mol/L
1 1

0.8 1
0.6 1
0.4

0.2 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Fonte: O autor.

Contudo, é possivel alterar a escala dos eixos cartesianos para escala logaritimica
na funcao plot( ). Basta utilizar o parametro scale = (‘entrada’, base), com base
10 caso nao seja fornecida. Os tipos de entrada sao:

‘semilogx’ — apresenta o eixo x em escala logaritmica;
‘semilogy’ - apresenta o eixo y em escala logaritmica;

‘loglog’ - apresenta ambos os eixos em escala logaritmica.

Veja na Figura 5.24, um exemplo do parametro scale=‘semilogy’ na
representacao grafica da funcao P’(h) = 107", alteracdo que favorece a analise da funcio

na escala logaritmica.
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Figura 5.24: Grafico da fungao P’(h) = 107" com parametro scale.

In [1@5]: plot(ie~-h, @, 14, scale='semilogy',ticks=[1,None],axes labels=["pH', 'mol/L'],
title="Concentracdo de ions de hidrogénio por litro - pH')

Out[1e5]: - , . . L
moI/L Concentracao de ions de hidrogénio por litro - pH

1071 1
1073 1
10 4
1077 1
107 4
10-11

10-13 -

pH

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14

Fonte: O autor.
Nos proximos exercicios, vamos aplicar as funcionalidades do SageMath para

interagir com as representacoes graficas das fungoes logaritmicas, interpretando algumas

situagoes matematicamente, modelando estes fenémenos.
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5.5.5 Exercicios da aula 5

1. Apresente a solugao da equacao log, 3x = 7, nos seguintes passos:

(a) Utilize o comando solve( ) e armazene a solugao na variavel s;

(b) Apresente o resultado utilizando o cédigo [indice].rhs( ) para acessar o

lado direito da equacao.

(¢) Mostre a aproximagao do resultado com quatro casas decimais. Use o codigo

.n( ) e o parametro digits.

2. A velocidade maxima, em bits por segundo, com a qual os sinais podem passar por
canais de comunicagao, é obtida por meio da formula: v, = 34001log,(z+1), onde

3400 hertz é a frequéncia limite da voz humana e x é a poténcia do sinal.

Calcule o valor de z correspondente a uma velocidade méxima de 27200 bits por

segundo.

3. O ICMBio — Instituto Chico Mendes de Conservacao da Biodiversidade, ligado ao
Ministério do Meio Ambiente, em parceria com unidades de conservacao federais,
fomenta recursos para a protecao e mapeia a evolucao populacional das espécies F
e G ameagadas de extingao. O repovoamento desses animais na fauna brasileira é
descrito, aos milhares, pelas fungées f(t) = logs(t + 3) para a espécie F e g(t) =

log;(0.5¢ + 12) para G, onde ¢ representa o tempo em anos.

(a) Construa os graficos de f e g no mesmo plano cartesiano com o dominio no

intervalo [0, 60] e acrescente o parametro gridlines = ‘normal’;

(b) Insira rétulos nos eixos do grafico (axes_labels) e legenda para as espécies F

e G (legend_label);

(c) Qual é a previsao da quantidade desses animais no Brasil, apos 30 anos do

inicio da acao que protege a reproducao dessas espécies?



6 Aplicacao da Sequéncia Didatica

6.1 Descricao do Ambiente e Aplicacao

6.1.1 Ambiente

A sequéncia didatica foi aplicada com alunos do 1° ano do Ensino Médio na Escola
Estadual Professora Benedita de Castro Lima, situada & rua Santa Rita, S/N - Clima
Bom, Macei6 - AL, pertencente a 13? Geréncia Regional de Educacao do Estado. Confira

algumas imagens da escola nas Figuras 6.1 e 6.2.

Figura 6.1: Escola Estadual Prof.* Benedita de Castro Lima (drea externa).

Fonte: O autor.

Figura 6.2: Escola Estadual Prof.* Benedita de Castro Lima (drea interna).

Fonte: O autor.
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A instituigdo é atendida pelo Programa Alagoano de Ensino Integral (pALei),
promovido pelo Governo do Estado, por meio da Secretaria de Estado da Educagao
(Seduc). Em sua estrutura, dispoée de biblioteca, ginisio de esportes, auditorio e
dezesseis salas de aula refrigeradas em funcionamento. Além disso, possui laboratorios de

Informatica, Roboética e Ciéncias, ilustrados nas Figuras 6.3 e 6.4.

Figura 6.3: Laboratorios: de Informatica (a esquerda) e de Robotica (a direita).

Fonte: O autor.

Figura 6.4: Laboratorio de Ciéncias.

Fonte: O autor.

O laboratério de Informéatica é composto por uma sala refrigerada, smart TV
e dez computadores. Porém, até o periodo de desenvolvimento deste trabalho, alguns
dispositivos nao funcionavam; e outros, apresentaram lentidao na execugao de tarefas,

inviabilizando aulas com uma maior quantidade de participantes.

O laboratorio de Robdtica possui uma sala para armazenamento de componentes
(periféricos e eletronicos), e uma sala menor com dois notebooks para pesquisa e
programagao dos robds durante as aulas. Convenientemente, estes notebooks, adicionados

ao do préprio autor, foram utilizados na aplicacao da sequéncia didatica nos momentos
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em que aconteceram os problemas citados no parégrafo anterior.

Recentemente ampliado e reformado, o laboratério de Ciéncias é o que apresenta
melhores condigoes para a realizacao de atividades préticas extra classe. Equipado com
ferramentas didéticas e experimentais para aulas em disciplinas das ciéncias humanas,
quadro branco, Smart TV e area de jogos matematicos. Oportunamente, um dos locais
onde ocorreu o desenvolvimento dos exercicios propostos, em alternativa ao laboratorio

de Informaética.

6.1.2 Aplicacao

Como visto no capitulo 5, a sequéncia didatica contempla um total de cinco
aulas, cada uma planejada e executada em 120 minutos, divididos em dois momentos.
O primeiro, na revisao de conceitos basicos dos contetdos e apresentacao dos codigos
necessarios, com exemplos na lousa e no software. O segundo momento, dedicado a

resolucao dos respectivos exercicios no SageMath, sob supervisao e orientacao do autor.

A utilizagao do SageMath no estudo de fungdes é uma proposta inovadora e
disruptiva com as metodologias tradicionais do ensino piiblico. Portanto, o modelo de
um estudo piloto foi escolhido de modo que possibilite a anélise detalhada da aplicagao, o
acompanhamento individualizado e o aprimoramento ou adaptagao da metodologia, como

também da sequéncia didética, posteriormente para um grupo maior de participantes.

Observando a infraestrutura, equipamentos em funcionamento e ambientes
disponiveis pela escola, em conjunto com as particularidades do modelo de estudo referido
no paragrafo anterior, fizemos uma sele¢ao durante uma das aulas de matematica, de
voluntarios para a aplicacao do projeto. Assim, apds a explanacao sobre o SageMath,
linguagem de programacao Python e apresentacao pratica do software, tivemos quatro

alunos que se propuseram a participar da aplicacao de toda a sequéncia didatica.

A aplicagao da sequéncia didética ocorreu no horario das aulas semanais de Estudos
Orientados, disciplina inserida através do pALei no curriculo da rede publica do estado.
Nestas aulas, outro professor é designado para acompanhar a turma no desenvolvimento

de técnicas e habitos de estudo, construindo a autonomia do estudante na busca pelo
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conhecimento. Portanto, a aplicacao da pesquisa nao alterou o planejamento anual
da turma, pois apenas os voluntarios se dirigiam aos laboratérios com o pesquisador,
enquanto os demais permaneciam em sala com o professor orientador. Logo, nao interferiu

nos horarios de aula dos componentes curriculares obrigatérios assegurados pela BNCC.

Os dados investigados e resultados colhidos referem-se ao publico participante em
todas as aulas da sequéncia didética, identificados como alunos A, B, C e D. Contudo, na
aula 2, tivemos a visita de alguns discentes do 3° ano e o apoio dos “pibidianos - Ufal”
na aula. Com a permissao do professor orientador da turma, houve a participacao como
espectadores dos alunos do 1° ano “D” nas aulas 4 e 5, também no horario da disciplina

de Estudos Orientados.

E importante ressaltar que as duas ultimas aulas da sequéncia coincidiram com o
periodo de revisao bimestral na sala regular, sobre fungoes exponenciais e logaritmicas

para o simulado de matematica no 3° bimestre.

6.2 Coleta de dados

O periodo em que ocorreu a coleta de dados se deu entre os meses de maio e
setembro de 2023, compreendendo o segundo e terceiro bimestres letivos da unidade de

ensino.

6.2.1 Aulal

Os estudantes visitaram o laboratério de Roboética, vide Figura 6.5, onde
tiveram o primeiro contato com o SageMath em sua versdao on-line (SageMathCell),
nos computadores do laboratério e na versao instalada no notebook do autor.
Inicialmente, foram apresentados os operadores aritméticos da Tabela 3.1, compreendendo
o funcionamento do software, em particular, da relagao entre “entrada” (in) e “saida” (out)
dos codigos. Em seguida, praticaram e analisaram os comandos da Tabela 5.1 em exemplos

sobre as propriedades e operacoes relacionadas aos conjuntos numéricos.
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Os alunos B e D nao possuiam familiaridade com o teclado, de modo que
necessitaram de ajuda para utilizar caracteres especificos necesséarios na sintaxe dos
c6digos. Além disso, questionaram sobre o uso do inglés nos comandos apresentados

na Tabela 5.1. Contudo, realizaram todos os exemplos trabalhados anteriormente.

Como mostrado na Figura 6.6, os estudantes realizaram a atividade durante o
segundo momento no SageMathCell em uma tunica célula de comando. Nos exercicios
de 1 a 4, aplicaram os comandos na resolucao de problemas sobre intervalos numéricos
e operacgoes entre conjuntos, armazenando listas de elementos em variaveis com a funcao
set( ). Agora, com o objetivo de praticar e desenvolver o pensamento computacional no
exercicio 5, utilizaram a estrutura de repeti¢ao loop (lago) do comando for, com o auxilio
dos conceitos introdutoérios da linguagem Python: operadores aritméticos, variaveis e listas

como estruturas de armazenamento, na resolucao de problemas.

Os participantes tentaram resolver os problemas individualmente, apenas
consultando o material em formato PDF da aula 1. O percentual de acertos na execuc¢ao
correta dos codigos foi de: 75% no exercicio 1, 68, 75% no exercicio 2, 25% no exercicio 3,
77, 77% no exercicio 4 e de 25% no exercicio 5. Posteriormente, compartilharam os codigos

executados com os colegas e concluiram os exercicios com as orientagoes do pesquisador.

Figura 6.5: Aula 1 - Laboratério de Informatica - Momento 1

Fonte: O autor.

Os erros de codigo que foram observados durante a resolugao dos exercicios, se
deram na utilizacao do operador = no lugar de == para comparar as expressoes no exercicio
3; na aplicacao incorreta dos operadores ( ) e [ ] do comando set([ ]) para executar o
loop; e, na ordem de precedéncia ao escrever 22**1 na sintaxe do SageMath no exercicio 5.
Entao, no final da aula houve a discussao destes detalhes da linguagem, em paralelo com

uma revisao sobre as propriedades e operacoes entre conjuntos numéricos no software.
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Figura 6.6: Aula 1 - Laboratorio de Informatica - Momento 2

Fonte: O autor.

6.2.2 Aula 2

A aula 2 se desenvolveu no laboratorio de Ciéncias devido a falta de internet e a
impossiblidade de instalagao do software, no momento da pesquisa. Mas a alteracao de
local oportunou a paticipacao de estudantes do 32 ano, que aguardavam o resultado de
um experimento com o professor de Biologia no laboratério. Assim, por alguns minutos
antes da aula, os visitantes foram instruidos pelos alunos A, B, C e D nos comandos da

aula anterior. Ver Figuras 6.7 e 6.8.

No primeiro momento, os alunos aprenderam como declarar varidveis com o
comando var( ), procedimento necessario para que o software entenda e manipule
estas variaveis como simbolos matematicos. Também, como usar a funcao solve( )

na resolucao de equagoes e sistemas de equagoes.

Nesta etapa, os alunos sinalizaram dificuldade na compreensao da sintaxe dos
comandos descritos na tabela 5.2, em como escrever sistema de equagoes nos parametros
da funcgao solve( ) e nas instrugoes para acessar numericamente as solugoes fornecidas.
Portanto, foi necessério um tempo além do planejamento para a compreensao de alguns
detalhes do cogido, da relagao entre os indices de posicionamento [ ] e os elementos da

lista [ ]; e da concatenacao entre codigos e fungoes no SageMath.

Esta atividade foi baseada no desenvolvimento préatico da manipulacao de
expressoes mateméaticas num ambiente de computagao algébrica, na resolucao de equagoes

e na interagao com os parametros das fungoes graficas que estudaremos nas proximas aulas.
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Os alunos A, B, C e D alcancaram 100% de acertos na resolucdo do exercicio 1,
mostrando algebricamente as solucoes das equacoes do 12 e do 2° grau; 66, 6% em acertos
nos exercicios 2 e 3, pois nao conseguiram executar o item ¢ das duas questoes. Por
fim, 0% de acerto no exercicio 4, onde todos incorreram em erro de sintaxe na escrita do

comando solve([x + y == 6, x -y ==1], x, y),ainda no item a.

Figura 6.7: Aula 2 - Laboratoério de Ciéncias - Momento 1

Fonte: O autor.

Figura 6.8: Aula 2 - Laboratorio de Ciéncias - Momento 2

Fonte: O autor.

As dificuldades encontradas nos detalhes do comando solve( ) e em acessar o
valor numérico de uma solugao com o método .rhs( ) no exercicio 4, despertou o senso
de desafio nos alunos durante a execucao da atividade. Embora persistissem nas tentativas
e andlise dos erros de sintaxe apontados pelo SageMath, os estudantes continuaram
engajados no cumprimento do exercicio. Finalmente, concluiram a atividade com a ajuda
do pesquisador e solicitaram revisao sobre sistema de equagoes e mais exemplos com a

aplicacao da fungao point( ) no plano cartesiano.
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6.2.3 Aula 3

Na aula 3, tivemos a participacao de graduandos do curso de licenciatura em
matematica da UFAL, componentes do PIBID (Programa de Institucional de Bolsa de
Iniciagdo a Docéncia). Os Pibidianos acompanharam e auxiliaram os participantes nos

dois momentos da aplicacao.

O primeiro momento aconteceu no Laboratério de Informatica e foi destinado a
contrucao da representacao das fungoes polinomais com o comando plot( ), na pratica
dos comandos dispostos na Tabela 5.4 e nos exemplos apresentados na aula. Ao mesmo
tempo, também na observagao e analise das mudancas relacionadas a cada alteracao feita

nos parametros das func¢oes e dos comandos no SageMath.

A Tv e o ar condicionado do laboratério de Informética apresentaram problemas,
entao o segundo momento aconteceu no laboratério de Ciéncias. Os alunos realizaram a
atividade ainda sob acompanhamento dos participantes do PIBID, que tiraram duvidas
e deram dicas no quadro branco sobre as caracteristicas das funcoes do 12 e 2° graus.

Assim, auxiliando os alunos na resolucao de problemas através do software.

Figura 6.9: Aula 3 - Laboratorio de Informatica - Momento 1

Fonte: O autor.
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Figura 6.10: Aula 3 - Laboratorio de Ciéncias - Momento 2

Fonte: O autor.

Os alunos B e D tiveram dificuldades nas questoes 1 e 2, mas apds algumas
intervengoes dos pibidianos, compreenderam os conceitos algébricos abordados nos
exercicios, interpretando graficamente os coeficientes e as raizes da fungao na questao
1; e na questao 4, também o vértice e o eixo de simetria do grafico. Além disso, ainda
sob supervisao dos graduandos, os quatro participantes permaneceram no laboratorio
durante o intervalo, praticando e realizando construgoes extras em questoes abordadas

anteriormente apenas na sala de aula regular.

6.2.4 Aula 4

O desenvolvimento da quarta aula aconteceu na sala convencional. Inicialmente,
com o restante da turma observando e tirando dividas sobre questoes que estavam sendo
solucionadas no quadro, enquanto os alunos participantes também praticavam os novos

codigos e sintaxes no SageMath, junto com a resolugao da atividade proposta.

Embora o planejamento do primeiro momento reservasse esse tempo para o
acompanhamento dos exemplos nos codigos necessarios, os alunos ja sentiam confianca
em lidar autodidaticamente com as instrugoes no software. Porém, a turma estava em
semana de revisao para o simulado sobre funcoes exponenciais do 3° bimestre, mesmo
tema da aula 4. Por isso, as construgoes e interagoes no SageMath com os graficos da aula
de revisao, auxiliaram a turma na comparagao com as respostas e explicacoes fornecidas

pelo professor.
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No segundo momento, os alunos participantes continuaram a interacao com os
colegas explicando comandos de plotagem dos graficos, como point( ) e plot( ),
descreveram cada passo da resolucao da atividade proposta, chamando atencao para

interpretacao do grafico e relacionado-o ao contexto de cada questao.

Figura 6.11: Aula 4 - Sala de aula - Momento 1

Fonte: O autor.

Figura 6.12: Aula 4 - Sala de aula - Momento 2

Fonte: O autor.

A resolucao dos exercicios da aula 4 foi uma das mais construtivas, juntamente
com os exercicios da aula 5 que mencionaremos posteriormente. Durante toda a
atividade houve engajamento e trabalho em equipe, na discussao e utilizacao dos conceitos
relacionados a fungoes exponenciais. Os alunos demonstraram dominio na sintaxe dos
comandos estudados até o momento no SageMath, na sua aplicabilidade; e, exceto pelo
item b da questao 2 que necessitou de manipulagao algébrica no quadro, na solugao das

situacoes propostas.
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6.2.5 Aula b

Na quinta e tltima aula, os dois momentos aconteceram em dias diferentes,
pois durante o primeiro momento, apesar do nimero de fungoes e parametros da aula
serem reduzidos, os estudantes sinalizaram dificuldades na compreensao e utilizacao dos
logaritmos no software, visto que até o momento tinham estudado uma tnica vez o
contetdo na sala de aula. Portanto, antes do segundo momento tivemos um horario

para rever a definicao e alguns exemplos.

Assim, no primeiro momento houve uma discussao relacionando a funcgao
logaritmica e sua inversa, a funcao exponencial, sobre a simetria entre seus pontos no
plano cartesiano em relacao a reta y = x, espelhamento observado na construcao dos
graficos de y = 2% e de y = log, x no SageMath. Também, uma aplicacao dos logaritmos
na verificagao da acidez de uma solugao. Por fim, como alterar a escala dos eixos do plano

para uma escala com base logaritmica.

Durante o segundo momento, os alunos praticaram a utilizacao de comandos ja
vistos para os exercicios 1 e 2, na sintaxe de resolugao de uma equacao e como acessar
a aproximacgao decimal desta solu¢ao. Ainda, no exercicio 3 conjecturaram situagoes na
interpretacao dos grafico das fungoes f e g com o desenvolvimento das espécies F e G

mencionadas na questao.

Figura 6.13: Aula 5 - Sala de aula - Momento 1

Fonte: O autor.
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Figura 6.14: Aula 5 - Sala de aula - Momento 2

Fonte: O autor.

No exercicio final, os estudantes se interessaram bastante pela diferenca do
crescimento populacional de uma cultura com recursos ilimitados e a outra com
recursos limitados, fazendo a conexao entre os comportamentos dos graficos das funcgoes
exponencial e logaritmica. Apo6s a aula, os alunos perguntaram sobre outras situagoes
reais que pudessem ser descritas com a utilizacao de logaritmos, levantamos alguns
questionamentos sobre o crescimento populacional de fungos, virus e bactérias; e sobre
a taxa de contéagio e proliferagao de doencas. Posteriormente, este tema foi levado ao

professor de Biologia da turma, promovendo uma discussao e aprendizado intercisciplinar.

6.3 Discussao dos Resultados

Averiguando o impacto no aprendizado e na participacao dos alunos durante e
ao final da aplicagao didatica, observamos que a utilizagao do SageMath em ambientes
adequados, sao recursos importantes que possibilitaram o desenvolvimento pratico dos
contetidos sugeridos, e que as atividades produziram resultados satisfatérios entre os

participantes A, B, C e D.

Durante a realiza¢ao das duas primeiras aulas, percebemos algumas dificuldades em
relacao & compreensao e utilizagao da sintaxe nos codigos; e em acessar alguns caracteres
no teclado. Estes obstaculos apontam a necessidade de promover a inclusao digital dos
alunos da rede publica, no uso das tecnologias em preparagao para o mercado de trabalho.

Entretanto, os estudantes superaram os desafios encontrados no decorrer da aplicagao.
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Embora a instituicao possua melhores equipamentos e estrutura em comparacao
com outras escolas da comunidade, ficou claro a necessidade de investimentos em
equipamentos e na adequagao dos espacos, de modo a comtemplar uma maior quantidade
de alunos no ensino préatico e tecnologico. Além disso, o planejamento das aulas consumiu
um tempo consideravel no estudo do software, da linguagem, e em pesquisas de materiais
teoricos, dispostos majoritariamente em inglés, atos que requerem a formacao continua e

especializada por parte do docente.

Os contetidos e exercicios trabalhados no decorrer deste trabalho, foram
personlizados e adaptados com facilidade devido ¢ grande flexibilidade do SageMath, assim
como a apresentagao dos conceitos de modo objetivo e contextualizado nas construgoes

das representacgoes graficas de cada funcao.

Ainda, a introducdo & linguagem de programacao Python na interacao
com exemplos e questoes, possibilitou o desenvolvimento do pensamento logico e
computacional nos alunos, estimulando a percepcao de padroes e a compreensao de

contetudos nos processo de construcao e resolucao dos exercicios.

Em pesquisa realizada com os participantes, foram coletadas algumas informacgoes
sobre a satisfagao, desempenho e aplicabilidade dos conhecimentos desenvolvidos no

SageMath.

Nas Figuras 6.15, 6.16, 6.17, e 6.18, temos os questionarios respondidos pelos

estudandes; e na Tabela 6.1 as respectivas transcri¢oes:

1. Quais foram os topicos e/ou conteudos que mais gostou de serem abordados no

SageMath?

2. Houve melhora na compreensao dos conceitos sobre fungoes apos a realizagao das

aulas e atividades no SageMath?

3. Conseguiu aplicar o que aprendeu em atividades, provas e/ou simulados na sala de

aula?

4. Voceé esta satisfeito com a utilizacao e desempenho do SageMath durante as aulas?
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Figura 6.15: Pesquisa de participacao - Aluno A

Fonte: O autor.
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Figura 6.16: Pesquisa de participacao - Aluno B

Fonte: O autor.
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Figura 6.17: Pesquisa de participacao - Aluno C

Fonte: O autor.
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Figura 6.18: Pesquisa de participa¢ao - Aluno D

Fonte: O autor.
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Tabela 6.1: Transcricao das respostas apresentadas durante a pesquisa.

7

Alunos Pergunta 1 Pergunta 2 Pergunta 3 Pergunta 4
Equacao
ial . . E
Aluno A exponencla i Sim Sim XFrerpamente
e equacao satisfeito
logaritimica
O  solve, 0 Nao, porque
comando  plot | . - nao combina
Sim e nao ao . Extremamente
Aluno B | e todos 0S muito com e
. mesmo tempo . satisfeito
envolvidos com minha forma de
o plot resolugao
Os  contetdos | Sim, porque
que mais | cada aula feita | .
. : Sim, com o
gostei foram | ajudou na .
. que foi passado
Aluno C oS comandos, | compreensao consegui aplicar Extremamente
a forma mais | das atividades satisfeito
" em algumas
préatica de | que no comeco .
- .| atividades
resolver 0s | nao saberia
problemas como resolver
. . E
Aluno D | Todos Sim Sim XFrer.namente
satisfeito

Fonte: O autor.

As respostas mostram pontos de vista diferentes entre os participantes, embora
culminem no mesmo resultado para a pergunta 4. Ou seja, apesar da sequéncia didatica
no SageMath ter sido baseada no mesmo itinerario para todos os participantes, a aplica¢ao

atingiu aspectos diferentes do aprendizado em cada um deles.

Segundo o planjemanto anual de matematica para a turma do 1°2 ano, estavam

previstos os seguintes conteudos:

1° Bimestre - Conjuntos e Funcao Afim;

2° Bimestre - Equacao do 2° Grau e Funcao Quadratica;

3° Bimestre - Equacao e Funcao Exponencial;

4° Bimestre - Equacao e Funcao Logaritmica.

Para a sala de aula, o desenvolvimento dos alunos foi observado durante todo

o processo de aplicagao da sequéncia didatica. Nesse sentido, apresentaram uma
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melhora significativa da participacao e realizagao das atividades. Consequentemente, esse

progresso se refletiu nas notas no 3° e 4° bimestres em matemaética. Ver Figura 6.19.

Figura 6.19: Boletins escolares contendo as notas e faltas em cada um dos quatro bimestres
do ano de 2023 dos alunos A, B, C e D.

PPN prewe el e = T v == [es e |~ [ [we[ 7]
ALUNO B iMATEMATICA ig,oi 3 | 5 | E ia,ni 0 | - | : ig,ai 1 | = | - im,ni 3]
ALUNO C immeumm i7,5i 0 | - | . ia,ni 0 | . | - ia,si 0 | . | ) im,ni ui
AI.UNODIMATEMATICA ig,si 0 | = | = is,ni 6 | - | i is,aimi = | = ie,oi 2]

Fonte: O autor.

A turma dos alunos A, B, C e D é composta por 36 alunos, ou seja, 32 nao
participaram do estudo. Como a aplicacao da sequéncia didatica ocorreu entre os meses
de maio e setembro, faremos uma comparacao entre as médias bimestrais desses dois

grupos no 22, 3° e 4° bimestres. Ver Figura 6.20.

Figura 6.20: Gréfico com as médias bimestrais referentes ao 22, 3% e 4° bimestres dos
alunos participantes e nao participantes da pesquisa.

Bl Participantes W Nao participantes
10 4 9.75

Média Bimestral

22 Bimestre 32 Bimestre 42 Bimestre

Fonte: O autor.
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Analisando as notas apresentadas pela turma dos alunos A, B, C e D entre 0 2° ¢ o
4° bimestre, o grupo participante da pesquisa apresentou um aumento na média bimestral

de 25,8%, enquanto o grupo nao participante obteve um aumento de 17,2%.

Mas, para além dos resultados numéricos do pardgrafo anterior, os pontos principais
a serem relatados ao final deste trabalho, sao: a disposicao dos alunos em estudar funcoes
com a abordagem da linguagem de programacao; a aplicabilidade do SageMath no ensino

médio e a compreensao do comportamento dos graficos plotados pelos estudantes.

Entao, apesar das limitagoes estruturais ainda existentes na educacgao bésica, os
resultados produzidos pela utilizacao do SageMath, como ferramenta didatica nas aulas
de matematica, foram promissores, especialmente, como alternativa para a modernizacao
do ensino da disciplina, inser¢cao da linguagem de programacao na grade curricular e na
promog¢ao da inclusao digital nas escolas publicas, ajudando na preparacao dos alunos

para o mundo moderno e tecnologico do trabalho.
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A Gabarito - Sequéncia Didatica

A.1 Respostas - Exercicios da aula 1

1. Utilize o comando set( ) para definir o conjunto A = {7z / z € Ne 1 <z < 10}.
In [22]: |A = set([7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70]) # Miltiplos de 7 inseridos manualmente;
A
out[22]: {7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70}
In [23]: |A = set([7*x for x in [1..10]]) # (ALTERNATIVA) - Miltiplos de 7 inseridos com o lago "for”;

A

out[23]: {7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70}

2. Sejam B e C, respectivamente, os conjuntos dos divisores primos de 30 e de 42.
Verifique:
In [49]: B = set([2,3,5]) # Divisores encontrados manualmente;
B
out[49]: {2, 3, 5}
In [5@]: B = set(prime divisors(30)) # Divisores encontrados com o codigo prime divisors(30);
out[se]: {2, 3, 5}
In [51]: = set([2,3,7]) # Divisores encontrados manualmente;
out[51]: {2, 3, 7}
In [52]:

= set(prime_divisors(42)) # Divisores encontrados com o codigo prime_divisors(42);

out[52]: {2, 3, 7}

(a) BNC,
(b) BUC;

(¢) B\ C.
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In [57]:

out[57]:

In [58]:

out[58]:

In [59]:

out[59]:

B.union(C) # Resposta do item a;

{2} 31 51 T""}

B.intersection(C) # Resposta do item b;
{2, 3}

B.difference(C) # Resposta do item c;

{5}

3. Verifique se para os conjuntos A = {1,2,3} e B = {2,4,6} as afirmagdes abaixo sdo

verdadeiras:

(a) (AUB) = (BUA);

(b) (ANB)=(BNA);

(c) (A\ B)=(B\ A).

In [6@]:
In [61]:
out[61]:
In [62]:
outf[e62]:
In [63]:
out[e3]:

A = set([1,2,3])
B = set([2,4,6])

A.union(B) == B.union(A) # A relacdo (A U B = B U A) verificada como verdadeira;

True

A.intersection(B) == B.intersection(A) # A relagdo (A n B = B n A) verificada como verdadeira;
True

A.difference(B) == B.difference(A) # A relacdo (A - B = B - A) verificada como falsa.

False

4. Utilize o comando set( ) para determinar os conjuntos A, B e C' de modo que:

A={reN/1<zx<4}; B={yeN/ -3<z<6}eC={zeN/3<z<8}

In [66]:

A
B
C

set([1,2,3,4]) # x natural / x € [1,4];
set([e,1,2,3,4,5,6]) # x natural / x € [6,6];
set([3,4,5,6,7]) # x natural / x € [3,8);

5. O comando A = set([x**2 for x in [1,11]]), constréi o conjunto A =

{22 Jx €Z el <z <11}, ouseja, A= {1,4,9,16,25,36,49,64,81,100}.

(a) Analisando o comando que construiu o conjunto A com os 10 primeiros nimeros

quadrados perfeitos, construa o conjunto B com os ntimeros da forma 22¢+!

para z € N no intervalo [1, 5].

(b) Coloque um ntimero no comando “.... in B” de modo que o resultado na saida

seja True.
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In [67]: B = set([2~(2*x+1) for x in [1..5]]) # o lago for ago lado, cria uma lista com os valores de 2
B

out[67]: {8, 32, 128, 512, 2048}

e

In [68]: 128 in B # Basta escolher um dos elementos de B e verificar a pertinéncia com o método "in".

out[68]: True

84
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A.2 Respostas - Exercicios da aula 2

1. Apos declarar as variaveis a, b e ¢ com var(‘a b c¢?’), com o comando solve( ),

verifique que para a, b e ¢ reais:

(a) A equagdo da forma ax + b = 0 possui soluggo: =z = —;

In [1]: wvar('a b c’)

out[1]: (a, b, c)

In [2]:  solve(a*x + b == @, x) # Mostra a solugdo de uma equacdo do tipo ax + b = 6;

out[2]: [x == -b/a]

In [3]:  show(solve(a*x + b == @, x)) # Mostra a solugdo de umg equagdo do tipo ax + b = @

—b+/b? — 4dac

(b) A equagao da forma ax? + bx + ¢ = 0 possui solugao: = =

2a
In [4]: solve(a*x"2 + b¥*x + ¢ == @, X} # Mostra as solugbes de uma equagdo do tipo ax"2 + bx + ¢ = @;
out[4]: [x == -1/2%(b + sqrt(br2 - 4%*a*c))/a, x == -1/2%(b - sqrt(bs2 - 4%a*c))/a]
In [5]: show(solve(a*x"2 + b*x + ¢ == @, x)) # Mostra as solugdes da eq com o comando show()
b+ b —4ac b— /b —4ac
= LX=—
2a 2a
2. Dada a equacao x> +x — 2 = 0.
(a) Armazene as solucoes da equagao na variavel S;
In [6]: A = solve(x*3 + x - 2 == @, X) # Armazena as solugoes da equagdo x*3 + x - 2 = @;
(b) Execute 0 comando S, “variavel que armazenou a
funcao  solve( )" Em  seguida, o comando  show(S);
In [8]: S = solve(x*3 + x - 2 == @, x) # Armazena as solugdes da equagdo x"3 + x - 2 = 6;

In [9]: | S # Mostra as solucdes da equacdo x*3 + x - 2 = @;

out[9]: [x == -1/2*T*sqrt(7) - 1/2, x == 1/2%T*sqrt(7) - 1/2, x == 1]

In [1@]: | show(S) # Mostra as solugdes da equagdo x*3 + x - 2 = @ com o comando show(S);

x:—li T—l.x:li T—l.x:l
2

2 2 2

(c) Mostre apenas a raiz real através de seu indice no operador [ 1].

In [11]: # Observe que a raiz real é o terceiro item da lista, para acessd-lo utilizamos o operador [3-1]
s[2] # Mostra a raiz real da equagdo x*3 + x - 2 = @ através do operador[indice].

Oout[11]: x == 1
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3. A fatoracao e expansao de expressoes algébricas sao técnicas essenciais para a

observagao do comportamento das fungoes e resolugao de problemas. Entao:

(a)

Associe a expressao algébrica 13 — 22% — 5z + 6 a variavel comum eql. Execute

o codigo .factor( ) em eql para mostrar a forma fatorada da expressao.

In [15]: eql = x3 - 2%x*2 - 5% + 6 == @

In [16]: eql.factor() # Fatora a equacdo x~3 - 2¥x"2 - 5% + 6 = 8;

out[16]: (x + 2)*(x - 1)*(x - 3) ==

Associe a  expressao  algébrica (x + 2)(z — 1)z - 3) a
variavel  comum  eq?2. Execute o  codigo .expand( )

em eq2 para mostrar a forma expandida da  expressao.
In [17]: eq2 = (x + 2)*(x - 1)*(x - 3) ==

In [18]: eq2.expand()

Out[18]: xA3 - 2%x"2 - 5%K + 6 ==

Utilize o codigo .rhs( ) em eql para mostrar que x; + x93 + 3 = 2.

In [12]: A = solve(x"3 - 2*x"2 - 5*x + 6 == @, x) #Armazena as solugdes na varidavel A
# Ale].rhs() Acessa o lado direito (valor numérico) da primeira solugdo;
# A[1].rhs() Acessa o lado direito (valor numérice) da segunda solugdo;
# A[2].rhs() Acessa o lade direito (valor numérico) da terceira selugdo;
A[e].rhs() + A[1].rhs() + A[2].rhs() # Soma o lado direito (valor numérico)

out[12]: 2

4. Dado o sistema de equagoes:

(a)

r+y =6
r—y =1
Resolva o} sistema com o} comando solve( );
In [14]: var('y")
eql = X + Yy == 6 # Armazena x + y == 5 na varidvel eql;
eq2 = x - y == 1 # Armazena x - y == 1 na varidvel eq2;

solve([eql, eg2], x, y) # Observe as solugbes sdo fornecidas em uma lista dentro de outra Llista.

out[14]: [[x == (7/2), y == (5/2)]]

In [15]:  show(solve([eql, eq2], x, y)) # opcional
=)= G
“\2)7 72

Associe a variavel P a solucao do sistema.

In [18]: A = solve([eql, eq2], x, Y)
# A[0] acessa a lista_interna [x == (7/2), y == (5/2)] e A[e][0] acessa o 12 elemento: x == (7/2);
# A[@][e].rhs() acessa o valor numérico de x == (7/2), analogamente para A[@][1].rhs();
P = (A[e][e].rhs(), A[e][1].rhs()) # Armazena em P o par ordenadoe (7/2, 5/2).
P

out[18]: (7/2, 5/2)
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(c¢) Execute o comando: point(P, xmin = -5, xmax = 5, ymin =- 5, ymax =
5).

In [23]: point(P, xmin = -5, xmax = 5, ymin =- 5, ymax = 5)

out[23]:
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A.3 Respostas - Exercicios da aula 3

1. Com o comando plot( ), construa:

(a) O grafico de f, uma fungdo do 1° grau para 2z no intervalo

[—3,3], que intersecte os eixos do plano cartesiano em (—1,0) e (0,1).

In [37]: # Para f = ax + b, temos: -a + b =@ e b = 1, entdo a = 1. Logo, f = x + 1;
f = x+1
plot(x+1, -3, 3) + point([(-1,0), (@,1)], size=30, color='red")

out[37]:
a4

(b) O grafico de ¢, uma funcdo do 2° grau para x no intervalo [—1,5]

que intersecte os eixos do plano cartesiano em (0,3), (1,0) e (3,0).

In [38]: # Para g = ax"2 + bx + ¢, temos: ¢ =3, a+b+3=0e 9 +3b+3=0, entdoa=1eb=-4.
g = X*2 - 4%X + 3
plot(g, -1, 5, ymax = 10) + point([(®,3),(1,0), (3,0)], size=3@, color="red")

out[38]: 10

rT—y =2
2v+3y =14

2. Dado o sistema de equagoes:

(a) Mostre a representagao grafica das duas retas no mesmo plano cartesiano;
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Infa6]: f=x-2#x-y=2==>y=x-2;
g=(14 - 2%X)/3 # 2x + 3y = 14 ==> 3y = 14 - 2x ==> y = (14 - 2x)/3;
plot([f,gl, -1, 9)

out[4a6]:

(b) Indique a solu¢do do sistema com comandos point( ) e text( );

In [53]: ploet([f,g], -1, 9) + point((4,2), size = 30) + text('(4,2)", (4,3))

out[53]:

(c¢) Acrescente os parametros title, legend_label e axes_labels ao grafico.

In [62]: A = plot([f,g], -1, 9, title='Sistema de Equa¢des’,
legend_label=["$x - y = 2$', '$2x + 3y = 14%'], axes_labels =["$x$', '$v$'])
A + point((4,2), size = 3@) + text('(4,2)', (4,3))

out[62]: Sistema de Equacdes
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3. Seja a fungao f(z) = —z% + 3z + 1.

(a) Use o comando solve( ) para encontrar as raizes de f;

In [25]: f(x) = -x"2 + 3*x + 1 # Define f.

In [28]: A = solve(f,x) # Atribui as solugdes de f a varidvel A atraves do comando solve(f,x);
A # Executa o comando solve(f,x).

out[28]: [x == -1/2%sqrt(13) + 3/2, x == 1/2%sgrt(13) + 3/2]
(b) Escreva um codigo que armazene e mostre as
coordenadas do vértice de f na variavel V;
In [33]: wvar('a b") # Define as varidveis a e b;
a = -1 # Atribui valor -1 para a varidvel a;
b = 3 # Atribui valor 3 para a varidvel b;
vx = -bf(2*a) # Atribui valor -b/2a para a varidvel Vx;

Vv = (vx, f(vx)) # Atribui as cordenadas do vértice para a coordenada V.
V # Mostra as coordenadas do vértice de f.

out[33]: (3/2, 13/4)

(c) Plote o grafico de f e concatene com o comando point(
), de modo que evidencie as raizes e o vértice da funcao.

“utilize os parametros size = 30 e color =‘red’ em point( )".

In [32]: x1 A[@].rhs() # Atribui o valor numérico da primeira solucdo da lista a varidvel x1;
x2 = A[1].rhs() # Atribui o valor numérico da segunda solugdo da lista a varidvel x2;
plot(f, -5, 5, ymin = -5, ymax = 5) + point([(x1,f(x1)), (x2, f(x2)), V], size = 30, color = 'red')

# Para melhor visualizacdo, foi atribuido os parametros -5, 5, ymin = -5, ymax = 5 a plot() e
# size = 30, color = ‘red’ a point()
Out[32]:
4.
2
3 2 ; :
.2 -
4
4. Considere uma fungao f : R — R dada pela expressio f(r) = —z? + bx + ¢, em que

b e ¢ sao reais, cujo grafico tem eixo de simetria na reta x = 1 e a diferenca entre as

raizes igual a —4. Construa o grafico que representa f.
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In [5]: var('b c') # Declara as varidveis b e c;
f(x) = -x*2 + b*x + ¢ # Declara f;
# Temos: -b/2a = 1 ==> -b/(2.(-1)) =1 ==> -b/-2 =1 ==> b = 2, entdo
f(x) = -x*2 + 2*x + ¢ # Declara f apds encontrar o valor de b;

In [6]: var('xl x2') # Declara as varidveis x1 e x2 (zeros de f);
eql = (x1 + x2)/2 == 1 # Equacdo 1 no sistema de equagdes;
eq2 = x1 - X2 == -4 # Equacdo 2 no sistema de equacdes;
solve([eql, eq2], x1, x2) # sSolugdo do sistema.

out[e]: [[x1 == -1, x2 == 3]]
In [8]: # ¢/a = x1.x2 ==> ¢/-1 = (-1).3 ==> ¢ = 3;

f(x) = -x*2 + 2*x + 3 # Declara f apds encontrar o valor de ¢ e finaliza com a plotagem na Linha de codigo abaixo
plot(f, -5, 5, axes_labels=['$x$', "$y$']) + text('o grafico & uma pardbola com eixo de simetria na reta x = 1°, (5,5))

out[8]:
y
5 -/gw parabola com eixo de simetria naretax =1
T T &
2 4
5 1
-10 7
-15 4
-20 1
-25 7]
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A.4 Respostas - Exercicios da aula 4

1. Os modelos de crescimento populacional de Malthus, sao os mais simples para
descrever o crescimento de uma populagio ao longo do tempo. A funcio f(t) = ty.e*
representa o modelo continuo com taxa de crescimento instantanea (exponencial -
maior precisdo) e g(t) = to.(1 + k)?, o modelo discreto com taxa de crescimento
anual (linear por etapas - mais simples), onde:

f(t) e g(t) representam a populacdo total no instante t;
k, a taxa de crescimento populacional;

to, a populagao no instante inicial.

Para responder os items abaixo, considere o estudo de uma cultura de bactérias em
um ambiente ideal para o crescimento populacional, inicialmente com 100 bactérias

a taxa de crescimento de 40% a cada 30 minutos.

In [60]: var('te, t, k') # Declara as varidveis utilizadas nas fungdes
f(t)=te*er(k*t) # Define f(t), crescimento populacionalno modelo continuo;
f(t)=100%er(0.4%t) # Define f(t) quando t@ = 160 e k = 0.4;
g(t)=te*(1+k)~t # Define g(t), crescimento populacionalno modelo discreto;
g(t)=100*(1+0.4)~t # Define g(t) quando te = 160 e k = 6.4.

(a) Qual a populagao de bactérias em cada um dos modelos ap6s uma, duas e trés

horas?

In [61]: T(2) # Quantidade de bactérias apds 1 hora (2 ciclos) no modelo continuo;

Out[61l]: 222.554092849247

In [62]:  f(4) # Quantidade de bactérias apds 2 horas (4 ciclos) no medelo continuo;

Out[62]: 495.303242439512

In [63]: | f(6) # Quantidade de bactérias apés 3 horas (6 ciclos) no modelo continuo;

Out[e2]: 11@2.31763806416

In [64]:  g(2) # Quantidade de bactérias apds 1 hora (2 ciclos) no modelo discreto;

out[64]: 196.000000000000

In [65]:  g(4) # Quantidade de bactérias apos 2 horas (4 ciclos) no medelo discreto;

Out[65]: 384.160000000000

In [66]: | g(6) # Quantidade de bactérias apds 3 horas (6 ciclos) no modelo discreto.

out[e6]: 752.953600000000
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(b) Crie uma representagao grafica com o comando plot( ), que apresente a
comparagao entre os modelos discreto e o continuo de Malthus, representando

o crescimento populacional dessa cultura durante um intervalo de 5 horas.

In [46]: plot([f,g],0,10)

out[46]:

5000 1
4000
3000 A
2000 4

1000 +

(c) Acrescente os parametros: axes_labels, legend_label, title, ticks e

tick_formatter, inserindo as informagoes necesséarias ao grafico.

In [12]: plot([f,gl,0,10,ticks=[[2,4..10],1608],tick_formatter=[[1,2..5],1000], figsize=5,
axes_labels=['Horas', 'Bactérias'], legend_label=['Continuo', 'Discreto'],
title='Comparacdo entre os modelos continuo e discreto de Malthus \n \n')

Out[12]: Comparagao entre os modelos continuo e discreto de Malthus

Bactérias

1

5000 - — Continuo
- —Discreto

4000

3000

Horas

2. Dados 100 gramas de uma amostra de uranio-238, o intervalo de tempo em que uma

amostra deste elemento se reduz a metade (meia-vida) é de 4,5 bilhes de anos.



APENDICE A. GABARITO - SEQUENCIA DIDATICA 94

(a) Crie uma representacdo grafica com os parametros:  axes_labels,
legend_label, ticks e gridlines, mostrando o decaimento radioativo
da quantidade de urdnio-238 restante ao longo de 45 bilhoes de anos.

Utilize a funcao f(t) = toe "t

In [13]: var('te, k")
f(t) = te*er(-k*t)
f(t) = 100%e~(-k*t)
# Para f(4.5) = 50, temos que k = (Ln 2)/4.5. Entdo:
f(t)=100*e~((-log(2)/4.5)*t)

In [15]: | plot(f,0,45, axes_labels=['bilhdes de anos', 'massa (g)'],
gridlines="normal’, ticks=[[4.5,9..45],[5,20,40..108]], figsize=6)

Out[15]:

massa (g)
100 f

80

601~

bilhées de anos

45 9 135 18 22.5 27 31.5 36 40.5 45

(b) Apos quanto tempo a quantidade do elemento sera reduzida a 5 gramas?

Mostre geometricamente a resposta com um ponto vermelho no grafico.

In [15]: sol = solve(f(t)==5, t) # Tempo em que a massa seja reduzida para 5 gramas;
sol

Out[15]: [t == 9/2*(log(5) + 2*log(2))/log(2)]
In [16]: | t1 = sol[@].rhs() # Acessando ao valor de t quando f(t) = 5;
t1

out[16]: 9/2*%(log(5) + 2*log(2))/log(2)

In [17]: n(t1l) #A fung¢do n(tl) traz o valor numérico da expressdo anterior.

Oul[17]: 19.4486764269931
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In [22]: p = plot(f,0,45, axes_labels=['bilhdes de anos', 'massa (g)'], gridlines="normal’,
ticks=[[4.5,9..45],[5,20,40..100]], figsize=(6,3))
p + point((t1,f(tl)), size=30, color="red")

Out[22]:

massa (g)
100 4+

80

60

4,0-

bilhdes de anos

45 9 135 18 22.5 27 31.5 36 40.5 45

95
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A.5 Respostas - Exercicios da aula 5

1. Apresente a solugao da equagao log, 3z = 7, nos seguintes passos:

(a) Utilize o comando solve( ) e armazene a solugao na variavel s;

In [11e]: log(3*x, 2) == 7
s = solve(log(3*x, 2) == 7,x) # Armazena a solug¢do na varidvel s.
s

out[11e]: [x == (128/3)]

(b) Apresente o resultado utilizando o método [indice].rhs( ) para acessar o
lado direito da equacao.

In [111]: s[@].rhs()

out[111]: 128/3

(¢) Mostre a aproximagao do resultado com quatro casas decimais. Use o método
.n( ) e o parametro digits.

In [114]: s[@].rhs().n(digits=4)

out[114]: 42,67

2. A velocidade méaxima, em bits por segundo, com a qual os sinais podem passar por
canais de comunicagao, é obtida por meio da formula: v,,, = 34001og,(z + 1), onde

3400 hertz é a frequéncia limite da voz humana e x ¢ a poténcia do sinal.

Calcule o valor de x correspondente a uma velocidade maxima de 27 200 bits por

segundo.

In [115]: wvar('vmax')
vmax == 3400*log(x+1,2)
27200 == 3400*log(x+1,2)
s = solve(27200 == 3400*log(x+1,2), x)
5

Oout[115]: [x == 255]

3. O ICMBio — Instituto Chico Mendes de Conservacao da Biodiversidade, ligado ao
Ministério do Meio Ambiente, em parceria com unidades de conservacao federais,
fomenta recursos para a protecao e mapeia a evolucao populacional das espécies F
e G ameagadas de extingao. O repovoamento desses animais na fauna brasileira é
descrito, aos milhares, pelas fung¢oes f(t) = logs(t + 3) para a espécie F e g(t) =
log; (0.5t + 12) para G, onde ¢ ¢ o tempo em anos.
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(a) Construa os graficos de f e g no mesmo plano cartesiano com o dominio

no intervalo [0,60] e acrescente o pardmetro gridlines = ‘normal’;

In [6]: f(t) = log(t+3, 3)
g(t) = log(@.5*t+12, 3)
plot([f, g]l, @, 60, gridlines="normal")
out[e]:
0 10 20 30 40 50 60
(b) Insira  rotulos nos  eixos do grafico (axes_labels) e

legenda para as espécies F e G (legend_label);

In [23]: f(t) = log(t+3, 3)
g(t) = log(0.5%t+12, 3)
plot([f, g], @, 6@, gridlines='normal’', axes labels=['t (anos)', 'N2 de animais'],
legend_label = ['Espécie F', 'Espécie G'])
Out[23]:

N2 de animais

4
- —Espécie F
3.5 - —Espécie G

3_.. SUROR—

1.5

t (anos)

0 10 20 30 40 50 60
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(c) Qual a previsdao da quantidade desses animais no Brasil,

anos do
In [14]:

out[14]:

In [15]:

out[15]:

In [16]:

out[16]:

In [17]:

out[17]:

inficio da acgao que protege a reprodugao dessas
f(30) # Quantidade de animais da espécie F apds 36 anos;

log(33)/1log(3)

f(30).n(digits=4) # Aproximadamente 3183 animais da espécie F;

3.183

g(30) # Quantidade de animais da espécie G apds 36 anos;

3.29582686600433/1og(3)

g(30).n(digits=4) # Aproximadamente 3060 animais da espécie G

3.000

98

apos 30

espécies?
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