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RESUMO

O ensino da Matematica vem passando por um processo de mudanca que se acentuou
principalmente durante a pandemia de COVID-19, visto que a sociedade atual esta inserida no
que ¢ chamado de Educagdo 5.0. Neste tipo de “educacao” a abordagem é mais voltada para as
tecnologias digitais utilizadas no processo educacional para garantir um melhor
desenvolvimento socioemocional ao estudante. A Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
através das suas competéncias gerais, objetivos de aprendizagem, nas competéncias e
habilidades de diversos componentes curriculares recomenda o uso de tecnologias digitais
visando as vivéncias dos estudantes. E nesse sentindo que o uso do GeoGebra, como recurso
tecnologico, pode garantir uma melhor abordagem de conceitos matematicos, pois é um
software dinamico e tende a auxiliar na compreensdo dos contetidos. A escolha da abordagem
do uso do GeoGebra na area de Geometria se da devido a sua presenca no dia a dia, mas, como
também em diversos conteddos matematicos ou fisicos e em diversas profissdes. O presente
trabalho tem como objetivo principal demonstrar conceitos de Geometria Plana utilizando o
software GeoGebra para os estudantes do Ensino Médio, além de analisar suas potencialidades
e limitagbes na exploragdo de conceitos da Geometria Plana e na resolugéo de questdes da
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP). Para isso, a metodologia
utilizada é do tipo qualitativa de natureza bibliografica e exploratoria. Por fim, os resultados
obtidos através das demonstracfes dos teoremas e das resolucbes de questdes da OBMEP
mostram que 0 GeoGebra pode ser utilizado como recurso metodol6gico no ensino da

Matematica e principalmente na demonstragdo de teoremas da Geometria Plana.

Palavras-chave: GeoGebra, Geometria Plana, Matematica, OBMEP.



ABSTRACT

Mathematics education has been undergoing a process of change that has intensified mainly
during the COVID-19 pandemic, as today's society is immersed in what is called Education 5.0.
In this type of "education”, the approach is more focused on the digital technologies used in the
educational process to guarantee a better socio-emotional development for the student. The
National Common Curriculum Base (BNCC), through its general competences, learning
objectives, in the competences and skills of various curricular components, recommends the
use of digital technologies aimed at the students' experiences. It is in this sense that the use of
GeoGebra, as a technological resource, can guarantee a better approach to mathematical
concepts, as it is a dynamic software and tends to help in understanding the contents. The choice
of the approach of using GeoGebra in the area of Geometry is due to its presence in everyday
life, but also in various mathematical or physical contents and in various professions. The main
objective of this work is to demonstrate Plane Geometry concepts using GeoGebra software for
high school students, in addition to analyzing its potentialities and limitations in exploring Plane
Geometry concepts and solving questions of the Brazilian Mathematics Olympiad of Public
Schools (OBMEP). For this, the methodology used is of a qualitative nature, bibliographic and
exploratory. Finally, the results obtained through the demonstrations of the theorems and the
solutions of OBMEP questions show that GeoGebra can be used as a methodological resource

in the teaching of Mathematics and mainly in the demonstration of Plane Geometry theorems.

Keywords: GeoGebra, Plane Geometry, Mathematics, OBMEP.
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1 INTRODUCAO

Galileu Galilei disse certa vez que “a Matematica € a linguagem a qual Deus escreveu
0 universo” e se olharmos a grandiosidade do nosso Universo podemos perceber que a histdria
da humanidade e a historia da Matemaética se confundem. Com a evolucdo da humanidade,
houve também a evolucdo da Matematica e essa evolugdo trouxe consigo novas formas de
abordar tal ciéncia.

A Matematica em seu inicio se baseava apenas na contagem e segundo Mol (2013)
comecou a ser desenvolvida muito antes da escrita ou da formacéo de uma civilizagdo e que as
habilidades inerentes ao processo de contagem anteriorizam-se a um desenvolvimento
matematico mais elaborado, sendo essencial para a compreensao da histéria da Matematica.
Eves (2011) afirma que com a evolucdo da sociedade as contagens simples envolvendo
quantidade de pessoas ou de animais se tornaram inevitaveis, desenvolvendo posteriormente
um arranjo de sons vocais para representar o numero de objetos e com o aprimoramento da
escrita o surgimento de simbolos representando as quantidades.

Esse processo evolutivo da Matematica ao longo da historia foi acompanhado de uma
evolugdo dos conceitos de Educacdo, que segundo Felcher e Folmer (2021) teve suas
denominacdes baseadas em acontecimentos que marcaram a sociedade em determinados
periodos como a revolucdo industrial, o surgimento da internet, entre outros.

Para entender melhor o processo evolutivo da Matematica ate os dias atuais é necessario
entender como se deu a evolucdo em cada uma das etapas da Educacao. Atualmente, a educagéo
estd dividida em cinco tipo: Educacdo 1.0, Educagdo 2.0, Educacdo 3.0, Educacdo 4.0
(FELCHER; FORLMER, 2021) e Educagdo 5.0 (FELCHER; BLANCO; FOLMER, 2022).

De acordo com Cénsolo (2020) a Educacédo 1.0 ¢ um modelo de educacdo centralizador
e unilateral, baseado apenas no professor como disseminador do saber, desenvolvida em um
ambiente especifico de forma individual ou coletiva. Para Souza e Schneider (2022) a Educagéo
2.0 é resultado de uma evolucdo do modelo anterior baseado no modelo industrial, onde os
individuos deveriam ser agrupados em salas de aula com capacidade maior e divididos em
fileiras, em total siléncio e realizando as mesmas atividades.

J& a Educagdo 3.0 ou segundo Lutz (2021) educacdo inovadora é marcada pelas
alteragcdes nas metodologias de ensino, na forma de ensinar e do uso de tecnologias. Oliveira e
Damasceno (2021) evidenciam que na Educacao 4.0 houve uma potencializagdo do processo
de ensino-aprendizagem gerado pela disseminacéo, consolidacdo e potencializacéo de diversas

tecnologias e metodologias ativas. Felcher, Blanco e Folmer (2022, p. 11) destacam que a
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Educagdo 5.0 € “uma abordagem que prioriza as tecnologias digitais como uma aliada no
processo educacional e no desenvolvimento socioemocional do estudante”.

Nesse sentido, como estd a abordagem da Matematica tendo em vista as inUmeras
mudancgas ocorridas na educacdo? O professor deve utilizar metodologias que estejam
relacionadas ao cenario atual? Como utilizar softwares para demonstrar conteldos
matematicos?

Para responder a tais questionamentos € necessario entender o cenario no qual hoje a
educacéo se encontra e que segundo Sousa et al. (2021) nos dias atuais 0 uso de tecnologias
digitais esta transformando a sociedade com o passar do tempo e com isso surge a necessidade
da utilizacéo dessas tecnologias no ensino de Matematica, pois ha atualmente inimeras politicas
educacionais e projetos governamentais que incentivam e estimulam o seu uso.

Torres, Pereira e Elias (2021) retratam que devido a pandemia da COVID-19 desde o
ano de 2020 a educacdo mundial foi afetada e houve a necessidade dos professores se
adaptarem, utilizando as novas tecnologias digitais como metodologias de ensino.

O mais importante documento da educacdo brasileira, a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), propde o uso de tecnologias digitais para o desenvolvimento do
pensamento computacional, levando em consideragdo as vivéncias dos estudantes. 1sso pode
ser visto nas competéncias gerais, nos objetivos de aprendizagem, nas competéncias e
habilidades de diversos componentes curriculares (BRASIL, 2018).

Mas como abordar certos conceitos matematicos em uma sociedade inserida na
Educacdo 5.0? Qual a area da Matematica seria mais propicia a elaboracdo de conceitos e 0
desenvolvimento da teoria utilizando alguma tecnologia digital? Qual ou quais softwares
poderao ser utilizados como recurso tecnolégico nessa abordagem?

De acordo com Fonseca (2021) o uso de novas tecnologias torna o aprendizado mais
realista, tendo o estudante um papel principal no aprendizado e o professor ficando como
mediador do aprendizado. Para Moran (2018) o uso de tecnologias digitais associadas a
metodologias ativas, potencializam as possibilidades de pesquisa, comunicacgdo, entre outros,
além de diluirem, ampliarem e redefinirem os espacos (formal e informal).

A Geometria é uma ferramenta extremamente importante no nosso cotidiano, assim
como seus conceitos aparecem em fendémenos da natureza de forma muito natural. “Os
conceitos geométricos se aplicam em diversas areas de conhecimento como nas engenharias,
na arquitetura, na astronomia, etc” (AGUIAR, 2021, p. 16). Segundo Stival (2019) a
Matematica causa um certo terror entre inimeras pessoas e a area da geometria ndo se difere,

por envolver construcdes de figuras associadas a lgebra e por isso o uso de novas metodologias
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é essencial por ter a possibilidade do uso de softwares. J& Kameyama (2021) afirma que as
dificuldades na compreensdo dos conceitos e postulados de geometria é decorrente das
limitacdes causadas pelo uso do método de ensino tradicional e que o uso de novas tecnologias,
como o uso do software GeoGebra, tende a minimizar as dificuldades de compreensdo dos
contetdos em Matematica.

A escolha pelo software GeoGebra pode ser justificada pelo grande nimero de
pesquisas, no contexto educacional, que abordam o uso do GeoGebra associado a algum
contetdo da Matematica (MARTINS; PACHECO, 2023; GOULART, 2022; SILVA, 2022;
KAMEYAMA, 2021; MIRANDA, 2021; MONTES, 2021; ORNELAS, 2021; SILVA, 2021,
MENDES, 2020; RODRIGUES, 2020). “O GeoGebra é um software gratuito,
multiplataformas, desenvolvido por Markus Hohenwarter em um projeto iniciado na
Universidade de Salzburg no ano de 2001 e posteriormente desenvolvido na Universidade
Atlantica da Flérida” (MARTINS, PACHECO, 2023, p. 4).

1.1 Objetivos
1.1.1 Problema de pesquisa

De que forma é possivel ensinar conceitos de Geometria Plana utilizando o software
GeoGebra? Quais as contribuigcdes que 0 GeoGebra pode oferecer no ensino da Geometria
Plana? E possivel melhorar a aprendizagem dos estudantes em Geometria Plana com o uso
desse software?

1.1.2 Objetivo geral

Usar o software GeoGebra para explorar os conceitos da geometria plana de forma

dindmica para discentes do ensino fundamental e do ensino médio.

1.1.3 Objetivos especificos

e Proporcionar a aprendizagem de conceitos de Geometria Plana através do uso do
GeoGebra.
e Analisar as potencialidades e as limitacfes do GeoGebra para a exploragdo de

conceitos da Geometria Plana.
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e Resolver questdes da OBMEP utilizando o GeoGebra.
e Usar o aspecto dinamico do GeoGebra para produzir videos que expressem de forma
interativa 0s conceitos e as demonstracdo de determinadas propriedades em

geometria plana.

Este trabalho sera abordado em sete capitulos: Capitulo 1 — Introducéo e Objetivos,
Capitulo 2 — Fundamentacdo Tedrica, Capitulo 3 — Metodologia, estabelecida na pesquisa em
questdo, Capitulo 4 — Explanacdo de conceitos e resultados abordados nesse trabalho, Capitulo
5 — Utilizando o GeoGebra nas demonstracdes de teoremas da Geometria Plana, Capitulo 6 —
Resolucao de questdes da OBMEP sobre Geometria Plana utilizando o GeoGebra, Capitulo 7

— Atividades usando o GeoGebra e as considerag0es finais.



25

2 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

2.1 O GeoGebra

O GeoGebra é um software livre, gratuito, multiplataforma e de Matematica dinamica
desenvolvido por Markus Hohenwarter em um projeto iniciado na Universidade de Salzburg e
posteriormente desenvolvido na Universidade Atlantica da Florida, cujo objetivo era ser
utilizado em sala de aula combinando geometria, algebra, tabelas, graficos, estatistica e calculo
em uma Unica interface (SCALDELAI, 2014).

Pesquisas anteriores a essa ja abordaram o uso do software GeoGebra no ensino de
Matematica e Fisica. Por exemplo, Cataneo (2011), Silva et al (2012), Marins (2013), Serrano
(2014), Kessler (2015), Silva (2016), Costa (2017), Silva (2017), Costa (2018), Paixdo (2019),
Palmerim (2019), Rocha (2019), Sant’ana (2019), Tenorio; Neto (2019) e Hallal et al (2020).

O GeoGebra ao ser inicializado direciona o usuario para o seu ambiente de manipulacdo
(ferramentas e fung@es). Essa interface, conforme mostra a figura 1, € composta pela barra
(menus e ferramentas), caixa de entrada, janela de algebra, menu de comandos e de visualizacado
2D.

Figura 1 - Interface do GeoGebra
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Fonte: GeoGebra, 2024
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A barra de menu do GeoGebra fica no canto superior direito como indica a seta 1 na

figura 2, nela pode-se encontrar as seguintes divisdes:

e Arquivo

o Abrir

e Gravar

e Exportar Imagem
e Compartilhar

e Baixar como

e Visualizar Impressédo
e Editar

e Disposicoes

e Exibir

e Configuractes

e Ferramentas

e Ajuda & Feedback
e Login

Figura 2 — Barra de Menu do GeoGebra
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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A barra de ferramentas do GeoGebra fica no canto superior esquerdo como indica a seta

2 na figura 3; nela pode-se encontrar as seguintes divisoes:

e Ferramentas da Janela 1 — seta 3 — que contém o botdo Mover, Funcdo a Mé&o Livre e
Caneta.

e Ferramentas da Janela 2 — seta 4 — Novo Ponto, Ponto em Objeto,
Vincular/Desvincular Ponto, Intersecdo entre objetos, Ponto Meédio, NUmero
Complexo, Otimizagdo e Raizes.

e Ferramentas da Janela 3 — seta 5 — Reta, Segmento, Segmento com Comprimento
Fixo, Semirreta, Caminho Poligonal, Vetor e Vetor a Partir de um Ponto.

e Ferramentas da Janela 4 — seta 6 — Reta Perpendicular, Reta Paralela, Mediatriz,
Bissetriz, Reta Tangente, Reta Polar ou Diametral, Reta de Regresséo Linear e Lugar
Geométrico.

e Ferramentas da Janela 5 — seta 7 — Poligono, Poligono Regular, Poligono Rigido e
Poligono Semideformavel.

e Ferramentas da Janela 6 —seta 8 — Circulo dados Centro e um de seus Pontos, Circulo
dados centro e raio, Compasso, Circulo definido por Trés Pontos, Semicirculo, Arco
Circular, Arco Circulante, Setor Circular e Setor Circuncircular.

e Ferramentas da Janela 7 — seta 9 — Elipse, Hipérbole, Parabola e Conica por Cinco
Pontos.

e Ferramentas da Janela 8 — seta 10 — Angulo, Angulo de Amplitude Fixa, Distancia,
comprimento ou perimetro, Area, Inclinacio, Lista, Relacdo e Inspetor de Funcdes.

e Ferramentas da Janela 9 — seta 11 — Reflexdo em Rela¢do a uma Reta, Reflexdo em
Relagdo a um Ponto, Inversdo, Rotacdo em Torno de um Ponto, Translagdo por um
Vetor e Homotetia.

e Ferramentas da Janela 10 — seta 12 — Controle Deslizante, Texto, Inserir Imagem,
Botdo, Caixa para Exibir/Esconder Objetos e Campo de Entrada.

e Ferramentas da Janela 11 — seta 13 — Mover Janela de Visualizacdo, Ampliar,
Reduzir, Exibir/Esconder Objeto, Exibir/Esconder Rétulo, Copiar Estilo Virtual e
Apagar.
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Figura 3 — Barra de Ferramentas do GeoGebra
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Além das barras de menu e ferramentas, 0 GeoGebra possui a caixa de entrada, seta 14,
que € utilizado para inserir os comandos, coordenadas, equacgdes e funcdes através do teclado,
a janela de algebra, seta 15, que é a regido onde é exibido os objetos construidos, pontos,
equacdes e outros, e a janela de visualizacdo, seta 16, que é a &rea uma janela para construgdo
de objetos com até duas dimensoes.

Figura 4 — Barra de Caixa de entrada, janela de algebra e de visualizacdo do GeoGebra
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A partir das ferramentas citadas anteriormente, pode-se realizar construgdes

geométricas e/ou encontrar a solucdes de situagcdes problemas de forma ludica e interativa.
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3 METODOLOGIA

O uso do GeoGebra no ensino, na demonstracdo de teoremas e na resolucdo de
problemas da Geometria Plana, € um assunto recorrente na literatura. Inimeros trabalhos ja
foram produzidos e abrangem uma quantidade imensa de contetdos.

De acordo com Moreira (2023, p. 22), as Tecnologias de Informacdo e Comunicagdo
(TIC) “auxiliam os professores na transmissdo de conhecimentos de uma forma dinamica e
criativa, gerando novas descobertas e possibilitando a participagcdo ativa dos alunos na
construcdo do conhecimento”.

Dessa forma, levando em consideracéo o periodo, pds-pandemia de COVID-19, e diante
da importancia de se utilizar as TIC’s como forma de melhorar e impulsionar o aprendizado
dos estudantes, o0 GeoGebra foi escolhido como instrumento para esse estudo. A escolha pela
area de Geometria se deu pelo simples fato dos conceitos da geometria plana estarem inseridos
em diversas areas das ciéncias exatas. Um outro componente importante é que ao longo dos
anos a geometria plana era renegada ao esquecimento e, em muitos momentos, 0s contetdos
né&o eram abordados.

No entanto, esse fato tem mudado ao longo desses ultimos anos e Tendrio (2016),
destaca que os livros produzidos na década de 1990 dedicavam os Ultimos capitulos para o
estudo da Geometria e que a partir do Programa Nacional do Livro e do Material Didatico
(PNLD) de 2014, a Geometria ganhou mais espago nos livros e se encontra distribuida ao longo
de todo material e ndo apenas na parte final do curso.

Segundo a BNCC (2018, p. 271):

“A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e
procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes
areas do conhecimento. Assim, nessa unidade tematica, estudar posicdo e
deslocamentos no espaco, formas e relacBes entre elementos de figuras planas e
espaciais pode desenvolver o pensamento geométrico dos alunos. Esse pensamento é
necessario para investigar propriedades, fazer conjecturas e produzir argumentos
geométricos convincentes. E importante, também, considerar o aspecto funcional que
deve estar presente no estudo da Geometria: as transformacfes geométricas, sobretudo
as simetrias. As ideias matematicas fundamentais associadas a essa tematica sdo,
principalmente, construgdo, representagdo e interdependéncia”.

A BNCC (2018), também afirma que deve haver o uso de softwares de geometria
dindmica, como o GeoGebra, para o estudo de determinados contetdos que envolvam a

manipulacdo de figuras geométricas planas em quadriculados ou no plano cartesiano. Além do
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mais, ha varios conceitos na Geometria que o estudante deve desenvolver para que o raciocinio
hipotético-dedutivo, tdo importante para a Matematica, seja construido.
De acordo com a BNCC (2018) o quadro abaixo lista os objetos do conhecimento e as

habilidades de cada ano necessérias para os estudantes do Ensino Fundamental — Anos Inicias

em relacdo a area de Geometria.

Quadro 1 — Objetos do conhecimento e habilidade de Geometria para 0 Ensino Fundamental

— Anos Iniciais
Ano Objetos de conhecimento Habilidades
(EFO1MAZ11) Descrever a localizagdo de
pessoas e de objetos no espaco em relagao
a sua proépria posicao, utilizando termos
como a direita, a esquerda, em frente,
Localizagdo de objetos e de | atrés.
pessoas no espaco, utilizando | (EFO1MAZ12) Descrever a localizagdo de
diversos pontos de referéncia e | pessoas e de objetos no espaco segundo
vocabulario apropriado um dado ponto de referéncia,
compreendendo que, para a utilizagdo de
termos que se referem & posi¢do, como
1° ano direita, esquerda, em cima, em baixo, é
necessario explicitar-se o referencial.
) o | (EF01MA13) Relacionar figuras
Figuras geométricas espaciais: o o -
) N geométricas espaciais (cones, cilindros,
reconhecimento e relagées com )
_ - . esferas e blocos retangulares) a objetos
objetos familiares do mundo fisico - .
familiares do mundo fisico.
] o (EFO1MAZ14) Identificar e nomear figuras
Figuras  geométricas  planas: ] A
_ planas (circulo, quadrado, retangulo e
reconhecimento do formato das |
) o triangulo) em desenhos apresentados em
faces de figuras geométricas | ) .
o diferentes disposi¢des ou em contornos de
espaciais . o
faces de sélidos geométricos.
Localizagdo e movimentacdo de | (EFO2MA12) Identificar e registrar, em
2° ano pessoas e objetos no espaco, | linguagem verbal ou ndo verbal, a
segundo pontos de referéncia, e | localizacéo e os deslocamentos de pessoas
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indicacdo de mudancas de direcéo

e sentido

e de objetos no espaco, considerando mais
de um ponto de referéncia, e indicar as

mudangcas de direcdo e de sentido.

Esboco de roteiros e de plantas

(EFO2MA13) Eshogar roteiros a ser

seguidos ou plantas de ambientes

simples familiares, assinalando entradas, saidas e
alguns pontos de referéncia.
) L | (EFO2MA14) Reconhecer, nomear e
Figuras geométricas espaciais

(cubo, bloco retangular, piramide,

cone, cilindro e  esfera):

reconhecimento e caracteristicas

comparar figuras geométricas espaciais
(cubo, bloco retangular, piramide, cone,
cilindro e esfera), relacionando-as com

objetos do mundo fisico.

Figuras ~ geométricas  planas
(circulo, quadrado, retangulo e
triangulo):  reconhecimento e

caracteristicas

(EFO2MA15) Reconhecer, comparar e
nomear figuras planas (circulo, quadrado,
retangulo e triangulo), por meio de
caracteristicas comuns, em desenhos
apresentados em diferentes disposi¢coes ou

em sélidos geométricos.

3°ano

Localizagdo e movimentagao:
representacdo de objetos e pontos

de referéncia

(EFO3MA12) Descrever e representar,
por meio de esbocos de trajetos ou
utilizando croquis e maquetes, a
movimentacdo de pessoas ou de objetos
no espaco, incluindo mudancas de direcao
e sentido, com base em diferentes pontos

de referéncia.

Figuras geométricas espaciais

(cubo, bloco retangular, piramide,
cilindro e

cone, esfera):

reconhecimento, analise de

caracteristicas e planificacdes

(EFO3MA13) Associar

geométricas

figuras

espaciais  (cubo, bloco
retangular, piramide, cone, cilindro e
esfera) a objetos do mundo fisico e
nomear essas figuras.

(EFO3MA14) Descrever caracteristicas
de algumas figuras geomeétricas espaciais
(prismas  retos,

piramides, cilindros,
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cones), relacionando-as com  suas

planificagdes.

Figuras  geométricas  planas

(triangulo, quadrado, retangulo,

(EFO3MA15) Classificar e comparar

figuras planas (triangulo, quadrado,

trapézio e paralelogramo): | retangulo, trapézio e paralelogramo) em
reconhecimento e analise de | relacdo a seus lados (quantidade, posicoes
caracteristicas relativas e comprimento) e vértices.
(EFO3MAL16) Reconhecer  figuras
) ) congruentes, usando sobreposicdo e
Congruéncia de figuras

geomeétricas planas

desenhos em malhas quadriculadas ou
triangulares, incluindo o wuso de

tecnologias digitais.

4° ano

Localizagdo e movimentagdo:
pontos de referéncia, direcdo e
sentido

Paralelismo e perpendicularismo

(EFO4MA16) Descrever deslocamentos e
localizacdo de pessoas e de objetos no
espaco, por meio de malhas quadriculadas
e representacBes como desenhos, mapas,
planta baixa e croquis, empregando
termos como direita e esquerda, mudangas
sentido,

de direcdo e interseccéo,

transversais, paralelas e perpendiculares.

Figuras geométricas espaciais
(prismas e piramides):
reconhecimento, representacoes,

planificacdes e caracteristicas

(EFO4MA17)  Associar

piramides a suas planificagdes e analisar,

prismas e

nomear e comparar Seus atributos,

estabelecendo  relagbes  entre  as

representacdes planas e espaciais.

Angulos retos e ndo retos: uso de

dobraduras, esquadros e softwares

(EF04MA18) Reconhecer angulos retos e
ndo retos em figuras poligonais com o uso
de dobraduras, esquadros ou softwares de

geometria.

Simetria de reflexdo

(EFO4MA19) Reconhecer simetria de
reflexdo em figuras e em pares de figuras
utiliza-la na

geométricas planas e

construcdo de figuras congruentes, com o
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uso de malhas quadriculadas e de
softwares de geometria.

(EFO5MA14) Utilizar e compreender
diferentes  representagfes para a

localizacdo de objetos no plano, como
mapas, células em planilhas eletrénicas e
) coordenadas geograficas, a fim de
Plano cartesiano: coordenadas o .
) desenvolver as primeiras nogles de
cartesianas (1° quadrante) e )
coordenadas cartesianas.

(EFO5MA15) Interpretar, descrever e

representar a localizacgao ou

representacdo de deslocamentos

no plano cartesiano

movimentacdo de objetos no plano
cartesiano (1° quadrante), utilizando
coordenadas  cartesianas, indicando

mudancas de direcdo e de sentido e giros

] o | (EFO5MAL16) Associar figuras espaciais a
5°ano | Figuras geométricas espaciais: L ] o
) . suas planificagcdes (prismas, piramides,
reconhecimento, representagdes, | )
L o cilindros e cones) e analisar, nomear e
planificagdes e caracteristicas )
comparar seus atributos.

(EFO5MAL17) Reconhecer, nomear e

Figuras  geométricas  planas: | comparar poligonos, considerando lados,

caracteristicas, representacdes e | vértices e angulos, e desenha-los,
angulos utilizando material de desenho ou

tecnologias digitais.

Ampliag&o e redugéo de figuras (EFO5MA18) Reconhecer a congruéncia
poligonais em malhas dos angulos e a proporcionalidade entre

quadriculadas: reconhecimento da | os lados correspondentes de figuras

congruéncia dos angulos e da poligonais em situacGes de ampliacéo e
proporcionalidade dos lados de reducdo em malhas quadriculadas e
correspondentes usando tecnologias digitais.

Fonte: BNCC, 2018

A BNCC também traz os objetos do conhecimento e as habilidades necessarias para 0s

estudantes do Ensino Fundamental — Anos Finais e do Ensino Médio. Para o Ensino
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Fundamental — Anos Finais é importante destacar que é nesse periodo é inevitavel ndo levar em
consideracao os conhecimentos construidos ao longo da etapa anterior, sendo importante inserir
a historia da Matematica como um meio de despertar o interesse do estudante. O Quadro 2 traz
consigo os objetos do conhecimento e as habilidades necessérias para os estudantes do Ensino
Fundamental — Anos Finais em relag&o a area de Geometria.

Quadro 2 — Objetos do conhecimento e habilidade de Geometria para 0 Ensino Fundamental

— Anos Finais

Ano Objetos de conhecimento Habilidades
(EFO6MA16) Associar pares ordenados

de numeros a pontos do plano cartesiano

Plano cartesiano: associa¢ao dos
vertices de um poligono a pares L
do 1° quadrante, em situacdes como a
ordenados o o )
localizacéo dos vértices de um poligono.

(EFO6MAL7) Quantificar e estabelecer

relagdes entre 0 nimero de vertices, faces

Prismas e piramides: planificaces ) L
. e arestas de prismas e pirdmides, em
e relagGes entre seus elementos ) )
o funcdo do seu poligono da base, para
(vertices, faces e arestas)
resolver problemas e desenvolver a

percepcao espacial.
(EFO6MA18) Reconhecer, nomear e

comparar poligonos, considerando lados,

60
vértices e angulos, e classifica-los em
regulares e ndo regulares, tanto em suas
) L representagcdes no plano como em faces de
Poligonos: classificagdes quanto )
poliedros.

(EFO6MAL9) Identificar caracteristicas

dos tridngulos e classifica-los em relacéo

ao numero de vértices, as medidas
de lados e angulos e ao

paralelismo e perpendicularismo | ) i
as medidas dos lados e dos angulos.

(EFO6MAZ20) Identificar caracteristicas

dos quadrilateros, classifica-los em

dos lados

relacdo a lados e a dngulos e reconhecer a
inclusdo e a intersecgdo de classes entre

eles.
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Construcgéo de figuras
semelhantes: ampliacdo e reducéo
de figuras planas em malhas

quadriculadas

(EFO6MAZ21) Construir figuras planas
semelhantes em situa¢des de ampliacdo e
de reducdo, com o uso de malhas
cartesiano  ou

quadriculadas, plano

tecnologias digitais.

Construcgéo de retas paralelas e
perpendiculares, fazendo uso de

réguas, esquadros e softwares

(EFO6MA22)

como réguas e esquadros, ou softwares

Utilizar  instrumentos,
para representacfes de retas paralelas e
perpendiculares e  construgdo  de
quadrilateros, entre outros.

(EFO6MAZ23) Construir algoritmo para
resolver situacdes passo a passo (como na
construcdo de dobraduras ou na indicagao
de deslocamento de um objeto no plano
segundo pontos de referéncia e distancias

fornecidas etc.).

70

Transformacgdes geométricas de
poligonos no plano cartesiano:
multiplicacdo das coordenadas por
um numero inteiro e obtengéo de
simétricos em relacdo aos eixos e

aorigem

(EFO7MA19) Realizar transformagdes de

poligonos  representados no  plano
cartesiano, decorrentes da multiplicacéo
das coordenadas de seus vértices por um
namero inteiro.

(EFO7TMAZ20) Reconhecer e representar,
no plano cartesiano, o simétrico de figuras

em relagdo aos eixos e & origem.

Simetrias de translacao, rotacédo e

reflexdo

(EFO7MAZ21) Reconhecer e construir

figuras obtidas por simetrias de
translacdo, rotacdo e reflexdo, usando
instrumentos de desenho ou softwares de
geometria dindmica e vincular esse estudo
a representacOes planas de obras de arte,

elementos arquitetdnicos, entre outros.

A circunferéncia como lugar

geométrico

(EFO7MAZ22) Construir circunferéncias,

utilizando compasso, reconhecé-las como
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lugar geométrico e utiliza-las para fazer
composi¢cdes  artisticas e  resolver
problemas que envolvam  objetos

equidistantes.

Relacdes entre os angulos
formados por retas paralelas

intersectadas por uma transversal

(EFO7MAZ23) Verificar relagdes entre 0s
angulos formados por retas paralelas
cortadas por uma transversal, com e sem

uso de softwares de geometria dinamica.

Triangulos: construgéo, condicéo
de existéncia e soma das medidas

dos angulos internos

(EFO7TMA24)  Construir  triangulos,
usando régua e compasso, reconhecer a
condicdo de existéncia do triangulo
quanto & medida dos lados e verificar que
a soma das medidas dos angulos internos
de um triangulo é 180°.

(EFO7TMAZ25) Reconhecer a rigidez
geométrica dos triangulos e suas
aplicacbes, como na construcdo de
estruturas  arquitetdnicas  (telhados,
estruturas metalicas e outras) ou nas artes
plasticas.

(EFO7MAZ26) Descrever, por escrito e por
meio de um fluxograma, um algoritmo
para a construcdo de um tridngulo
qualquer, conhecidas as medidas dos trés

lados.

Poligonos regulares: quadrado e

triangulo equilatero

(EFO7TMAZ27) Calcular medidas de
angulos internos de poligonos regulares,
sem 0 uso de férmulas, e estabelecer
relacdes entre angulos internos e externos
de poligonos, preferencialmente
vinculadas a construcdo de mosaicos e de

ladrilhamentos.
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(EFO7MAZ28) Descrever, por escrito e por
meio de um fluxograma, um algoritmo
para a constru¢do de um poligono regular
(como quadrado e triangulo equilatero),

conhecida a medida de seu lado.

Congruéncia de triangulos e
demonstracdes de propriedades de

quadrilateros

(EFO8MA14) Demonstrar propriedades
de quadrilateros por meio da identificacao

da congruéncia de triangulos.

Construcdes geométricas: angulos
de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos

regulares

(EFOBMAL15) utilizando

instrumentos de desenho ou softwares de

Construir,

geometria dindmica, mediatriz, bissetriz,
angulos de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos
regulares.

(EFOBMA16) Descrever, por escrito e por
meio de um fluxograma, um algoritmo

para a construgdo de um hexagono regular

8° ano de qualquer area, a partir da medida do
angulo central e da utilizacao de esquadros
e compasso.
Mediatriz e bissetriz como lugares | (EFO8MA17) Aplicar os conceitos de
geométricos: construcao e mediatriz e bissetriz como lugares
problemas geométricos na resolucao de problemas.
(EFOBMA18) Reconhecer e construir
. o figuras obtidas por composicGes de
Transformagdes geometricas: 3 o )
) ] 3 3 transformacbes geométricas (translacéo,
simetrias de translagdo, reflexéo e ) )
5 reflexdo e rotagdo), com o uso de
rotagéo )
instrumentos de desenho ou de softwares
de geometria dinamica.
Demonstragdes de relagdes entre | (EFOOMA10)  Demonstrar  relagGes
9 os angulos formados por retas simples entre os angulos formados por
°ano

paralelas intersectadas por uma

transversal

retas paralelas cortadas por uma

transversal.
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Relacdes entre arcos e angulos na

circunferéncia de um circulo

(EFOOMA11) Resolver problemas por
meio do estabelecimento de relagdes entre
arcos, angulos centrais e angulos inscritos
na circunferéncia, fazendo uso, inclusive,

de softwares de geometria dinamica.

Semelhanca de triangulos

(EFO9MA12) Reconhecer as condigOes
necessarias e suficientes para que dois

triangulos sejam semelhantes.

RelacBes métricas no triangulo
retangulo

Teorema de Pitagoras:
verificacOes experimentais e
demonstracéo

Retas paralelas cortadas por
transversais: teoremas de
proporcionalidade e verificagdes

experimentais

(EFOOMA13)  Demonstrar

métricas do triangulo retangulo, entre elas

relacdes
0 teorema de Pitagoras, utilizando,
inclusive, a semelhanca de triangulos.

(EFOOMAL14)

problemas de aplicacdo do teorema de

Resolver e elaborar

Pitigoras ou das relagdes de

proporcionalidade  envolvendo  retas

paralelas cortadas por secantes.

Poligonos regulares

(EFO9MAL15) Descrever, por escrito e por
meio de um fluxograma, um algoritmo
para a construcdo de um poligono regular
cuja medida do lado é conhecida,

utilizando régua e compasso, como

também softwares.

Distancia entre pontos no plano

cartesiano

(EFOOMA16) Determinar o ponto médio
de um segmento de reta e a distancia entre
dois pontos quaisquer, dadas as
coordenadas desses pontos no plano
cartesiano, sem o uso de formulas, e
utilizar esse conhecimento para calcular,
por exemplo, medidas de perimetros e
areas de figuras planas construidas no

plano.
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(EFOOMA1LT) Reconhecer vistas
Vistas ortogonais de figuras ortogonais de figuras espaciais e aplicar
espaciais esse conhecimento para desenhar objetos
em perspectiva.

Fonte: BNCC, 2018

Na tltima etapa da educacdo bésica, o Ensino Médio, a BNCC aborda que o foco desta
etapa é a construgdo de uma visao integrada com a Matematica e tem como objetivo aproveitar
todo o que ja foi construido ao longo da etapa anterior, dando destaque a importancia do uso de

tecnologias digitais, ampliando o letramento matematico.

“A BNCC da area de Matematica e suas Tecnologias propde a consolidacao,
a ampliacdo e o aprofundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas no
Ensino Fundamental. Para tanto, propde colocar em jogo, de modo mais inter-
relacionado, os conhecimentos j& explorados na etapa anterior, a fim de possibilitar
que os estudantes construam uma visdo mais integrada da Matematica, ainda na
perspectiva de sua aplicacao a realidade” (BRASIL, 2018, p. 527).

O letramento matematico pode ser definido, sequndo a BNCC (2018, p. 266):

113

. como as competéncias ¢ habilidades de raciocinar, representar,
comunicar e argumentar matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de
conjecturas, a formulacdo e a resolucéo de problemas em uma variedade de contextos,
utilizando conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas matematicas. E também o
letramento matematico que assegura aos alunos reconhecer que 0s conhecimentos
matematicos sdo fundamentais para a compreensao e a atuagdo no mundo e perceber
0 carater de jogo intelectual da matematica, como aspecto que favorece o
desenvolvimento do raciocinio légico e critico, estimula a investigacdo e pode ser
prazeroso (fruicao)”.

Sdo de extrema importancia para o desenvolvimento do letramento matematico os
processos matematicos de resolucdo de problemas, de investigacdo, de desenvolvimento de
projetos e de modelagem. E é no Ensino Médio que os estudantes desenvolvem habilidades
referentes aos processos matematicos a fim de que tenham um suporte para formular e resolver
problemas em diversos contextos.

As competéncias necessarias (raciocinar, representar, comunicar e argumentar) e as
aprendizagens previstas nessa etapa sao de extrema importancia para a eficiéncia do letramento
matematico. Observando as competéncias gerais da BNCC e as do Ensino Fundamental, no

Ensino Médio h& o desenvolvimento de competéncias e habilidades especificas. O Quadro 3,
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mostra as competéncias especificas e as habilidades para o Ensino Médio em relacéo a area de

Geometria.

Quadro 3 — Competéncias especificas e habilidades de Geometria para o0 Ensino Médio

Competéncias Especificas

Habilidades

Utilizar estratégias, conceitos e
procedimentos matematicos para interpretar
situacOes em diversos contextos, sejam
atividades cotidianas, sejam fatos das
Ciéncias da Natureza e Humanas, das
questBes socioecondmicas ou tecnologicas,
divulgados por diferentes meios, de modo a

contribuir para uma formacao geral.

(EM13MAT103) Interpretar e compreender
textos cientificos ou divulgados pelas midias,
que empregam unidades de medida de
diferentes grandezas e as conversdes possiveis
entre elas, adotadas ou ndo pelo Sistema
Internacional (SI), como as de armazenamento
e velocidade de transferéncia de dados, ligadas

aos avangos tecnolégicos.

(EM13MAT105) Utilizar as nogdes de
transformacbes  isométricas  (translagdo,
reflexdo, rotagdo e composicOes destas) e
transformacbes homotéticas para construir
figuras e analisar elementos da natureza e
diferentes producdes humanas (fractais,

construgdes civis, obras de arte, entre outras).

Propor ou participar de acgdes para
investigar desafios do mundo
contemporaneo e tomar decisdes éticas e
socialmente responsaveis, com base na
analise de problemas sociais, como o0s
voltados a  situacbes de  saude,
sustentabilidade, das implicacbes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre
outros, mobilizando e articulando
conceitos, procedimentos e linguagens

proprios da Matematica.

(EM13MAT?201) Propor ou participar de
acOes adequadas as demandas da regido,
preferencialmente para sua comunidade,
envolvendo medigdes e céalculos de perimetro,

de area, de volume, de capacidade ou de massa.

Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e

procedimentos matematicos para

(EM13MAT307) Empregar  diferentes

métodos para a obtencdo da medida da area de
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interpretar, construir modelos e resolver

problemas em  diversos  contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e
a adequacdo das solucBes propostas, de

modo a construir argumentacao consistente.

uma superficie (reconfiguracdes, aproximacao
por cortes etc.) e deduzir expressdes de calculo
para aplica-las em situa¢Bes reais (como o
remanejamento e a distribuicdo de plantacdes,
entre outros), com ou sem apoio de tecnologias

digitais.

(EM13MAT308)

meétricas, incluindo as leis do seno e do cosseno

Aplicar as  relacdes
ou as nocdes de congruéncia e semelhanca,

para resolver e elaborar problemas que

envolvem triangulos, em variados contextos.

(EM13MAT309)

problemas que envolvem o célculo de éareas

Resolver e elaborar
totais e de volumes de prismas, piramides e
corpos redondos em situacgdes reais (como o
calculo do gasto de material para revestimento
ou pinturas de objetos cujos formatos sejam
composicdes dos solidos estudados), com ou

sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT314)

problemas

Resolver e elaborar

que envolvem  grandezas
determinadas pela razdo ou pelo produto de
outras (velocidade, densidade demografica,

energia elétrica etc.).

Compreender e utilizar, com flexibilidade e

precisao, diferentes registros de
representacdo  matematicos  (algébrico,
geométrico, estatistico, computacional

etc.), na busca de solugdo e comunicagao de
resultados de problemas.

Investigar e estabelecer conjecturas a

respeito de diferentes conceitos e

propriedades mateméticas, empregando

(EM13MAT504)
obtencdo da medida do volume de prismas,

Investigar processos de

piramides, cilindros e cones, incluindo o
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estratégias e recursos, como observacao de
padroes, experimentacbes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou
ndo, de uma demonstracdo cada vez mais
das referidas

formal na validacdo

conjecturas.

principio de Cavalieri, para a obtencdo das
férmulas de calculo da medida do volume

dessas figuras.

(EM13MAT505) Resolver problemas sobre
ladrilhamento do plano, com ou sem apoio de
aplicativos de geometria dindmica, para
conjecturar a respeito dos tipos ou composi¢do
de poligonos que podem ser utilizados em
ladrilhamento,

generalizando padroes

observados.

(EM13MAT509) Investigar a deformacdo de
angulos e é&reas provocada pelas diferentes
projecOes usadas em cartografia (como a
cilindrica e a conica), com ou sem suporte de

tecnologia digital.

Fonte: BNCC, 2018

E possivel notar que nas competéncias especificas do Ensino Médio, algumas

habilidades sdo da area de Grandezas e Medidas, visto que, utilizam algum contetdo da area de

Geometria que é a base desse estudo.

Essa pesquisa pode ser classificada como uma pesquisa do tipo qualitativa de natureza

bibliogréfica e exploratoria, pois foi realizado um levantamento bibliografico sobre o uso do

GeoGebra associado a Geometria. Ela é do tipo exploratdria, pois nos préximos capitulos serdo

apresentados alguns axiomas, formulas, teoremas e leis da Geometria Plana ou Geometria

Euclidiana, bem como suas defini¢Ges e propriedades, além de demonstracdes desses axiomas,

férmulas, teoremas e leis da Geometria no GeoGebra com resolucao de questdes da Olimpiada

Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) utilizando esse software.
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4 EXPLANACAO DE CONCEITOS E RESULTADOS ABORDADOS NESSE
TRABALHO

Neste capitulo apresentaremos os fundamentos basicos da Geometria Plana necessarios
no desenvolvimento deste trabalho.

4.1 Ponto, reta e plano

“A palavra “geometria” vem do grego geometrein (geo, “terra”, emetrein, “medida”);
originalmente geometria era a ciéncia de medigdo da terra” (SANTOS, VIGLIONI, 2011, p.
14). A Geometria Plana que n6s conhecemos hoje se deve ao trabalho de Euclides, por isso é

conhecida como, Geometria Euclidiana, gragas ao seu livro Os Elementos.

“Euclides foi o primeiro a tornar o estudo sobre geometria como uma ciéncia dedutiva,
onde uma afirmacdo deve ser deduzida de outras mais simples e assim por diante.
Afirmagdes simples e ndo demonstradas, que seriam aceitas como verdadeiras pela
sua simplicidade, Euclides as chamou de “postulados”, onde através destes, ele
procurou analisar as propriedades de figuras e assim formular leis mais rigorosas
deixando a aproximagdo de lado focando em demonstra-las” (ALVES, 2017, p. 19).

De acordo com Papa Neto (2017), o livro Os Elementos, escrito por Euclides de
Alexandria por volta de 300 anos a. C., é um tratado matematico composto por 13 livros, que
abordam algumas definicGes, postulados, proposi¢cfes e provas matematicas sobre geometria,

nameros, dos incomensuraveis e da geometria espacial.

Quadro 4 — Descricao do contetdo de cada livro que compdem Os Elementos

‘ Livro Contetdo ‘
Livro | Fundamentos da geometria plana
Livro Il Geometria dos retangulos
Livro IIl  Geometria do circulo

Livro IV Poligonos regulares em circulos
LivroV Teoria geral das proporgdes
Livro VI  Semelhanca

Livro VII  Aritmética basica

Livro VIII  Nameros (inteiros) em proporcao

Livro IX  NUmeros pares, impares e perfeitos
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Livro X Segmentos de reta incomensuraveis

Livro XI  Fundamentos da geometria espacial

Livro X1l Areas, volumes e 0 método da exaustdo

Livro XII1 Poliedros regulares (ou platdnicos)
Fonte: Autor, 2024

De acordo com Santos e Viglioni (2011), no livro 1 dos Elementos, inicia-se o estudo
da Geometria Plana, onde ha a explicacdo de 23 defini¢des, entre elas a de ponto, plano, reta,
circulo e tridngulo. De acordo com Euclides (2009, p. 97), as defini¢des de ponto reta e plano

~

Sao:

“1 — Ponto ¢ aquilo de que nada é parte;

2 — Linha é comprimento sem largura;

3 — E extremidades da linha s&o pontos;

4 — E linha reta é a que esta posta por igual com os pontos sobre si mesma;

5 — E um superficie é aquilo que tem somente comprimento e largura;

6 — E extremidades de uma superficie séo retas;

7 — Superficie plana é a que esta posta por igual com as retas sobre si mesma”.

Essas definicdes sdo chamadas de conceitos primitivos, pois ndo existe nenhum
formalismo teorico que dé suporte tedrico a tais definicGes. Essas defini¢Ges, sdo aceitas de
forma intuitiva. A notacdo para se expressar 0 ponto, a reta e o plano, pode ser da seguinte

forma:

e Ponto: letras maitisculas do nosso alfabeto (ex: A, B, C, etc ...);
e Reta: letras mintsculas do nosso alfabeto (ex: a, b, ¢, etc ...);

e Plano: letras gregas (ex: a, §,v, etc ...).

De acordo com as defini¢des intuitivas dos objetos geométricos basicos que estruturam
a geometria plana, podemos representa-los graficamente, conforme explicitado na figura 5.

Nela sdo representados os pontos A, Be C, as retasa, b e c e o plano a.
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Figura 5 — Pontos, retas e plano

Pontos Retas Plano

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Alves (2017, p. 44) define a representacao grafica de ponto e reta da seguinte maneira:

“O ponto ¢ uma representacao grafica que niao possui defini¢do, dimensao e forma. E
desta maneira ndo é possivel encontrar qualquer medida nele, como comprimento,
largura, altura, area, massa, volume etc. Para 0s gregos, o ponto era "o que ndo pode
ser dividido" e teve um papel fundamental no desenvolvimento da geometria, pois é
a partir de conjuntos de pontos que sdo formadas as figuras geométricas. E
habitualmente representado por uma marca, ou seja, um "pingo" ou uma “bolinha”,
mas é importante saber que isso é apenas uma representacdo geométrica a qual é
utilizada para representar localizagdes no espaco e ¢ identificado com uma letra latina
maiuscula (A, B, C, D, etc).

A reta é uma representacdo grafica formada por um conjunto de pontos onde
geometricamente é representada por uma linha reta, ou seja, uma linha unidimensional
infinita que ndo faz curva, que mesmo sendo formada por pontos, ndo possuem
definicdo”.

Ja a definicdo de plano segundo Alves (2017, p. 46) é:

“O plano é uma representacdo geométrica bidimensional infinita formada pela reuniéo
de infinitas retas, perpendiculares a uma reta dada, dispostas lado a lado. O plano
como o ponto e a reta ndo possui definicdo e nem espessura e é representado por letras
gregas minusculas (a,f,y,etc)”.

Com a utilizacdo do GeoGebra é possivel representar geometricamente esses objetos
primitivos, ou seja, ponto, reta e plano de uma maneira muito pratica. Para a criacdo de um
ponto basta ir no menu e selecionar na barra de ferramenta a opc¢ao ponto. Depois € s6 clicar no
plano, a localizagdo onde deseja que o ponto seja inserido, ou ainda, pode-se utilizar o campo
entrada e inserir as coordenadas do ponto desejado.

Na figura 6 € possivel observar a interface do GeoGebra e a localizagdo da ferramenta
ponto na barra de ferramentas e na figura 7 é possivel observar os pontos A(2,3), B(- 3, -2) e

C(6, —4) no plano inseridos através do campo entrada.



Figura 6 — Construcdo de pontos no GeoGebra
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Figura 7 — Localizacdo de pontos no plano cartesiano
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Para a construcao de uma reta utilizando o GeoGebra basta selecionar a ferramenta reta
no menu de ferramentas e selecionar dois pontos por onde a reta deve passar; na figura 8 €
possivel observar a interface do GeoGebra com a ferramenta reta e na figura 9 é possivel ver a

construcdo das retas f, g e h que passam pelos pontos, respectivamente, Ae B, AeC,eBeC.
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Figura 8 — Construcao de retas no GeoGebra
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Figura 9 — Retas no GeoGebra
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Por fim, assim com o ponto e a reta podem ser representados no GeoGebra, também é
possivel representar o plano, que também por sinal € a janela de visualizacdo do software. O

plano do GeoGebra é uma representacdo de um Plano Cartesiano, como mostrado na figura 10.

Figura 10 — Representacdo de um plano no GeoGebra

&
.
B
,
u,
)
\'\
“\
e
&
P
g I

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

4.2 Segmento de retas

Agora, veremos algumas definicOes e postulados sobre segmento de retas e angulos.
Tais definic¢des e postulados foram definidos por Euclides em seu livro Os Elementos (2009, p.
97-98).

As defini¢bes sdo as seguintes:

“8 — E angulo plano é a inclinacdo, entre elas, de duas linhas no plano, que se tocam
e ndo estdo postas sobre uma mesma reta;

9 — E quando as linhas que contém o angulo sejam retas, o dngulo € chamado de
retilineo;

10 - E quando uma reta, tendo sido alterada sobre uma reta, faca os &ngulos adjacentes
iguais, cada um dos seus angulos é reto, e a reta que se alteou é chamada uma
perpendicular aquela sobre a qual se alteou;

11 — Angulo obtuso é o maior do que um reto;

12 — E agudo, o menor do que um reto” (EUCLIDES, 2009, p. 97).

Euclides formulou cinco postulados que séo:
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“1 — Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto;

2 — Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta;

3 — E, com todo centro e distancia, descrever um circulo;

4 — E serem iguais entre si todos os angulos retos;

5 — E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos interiores e do mesmo
lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,
encontrarem-se no lado no qual estdo os menores do que dois retos” (EUCLIDES,
2009, p. 98).

Segundo Dolce e Pompeo (2013, p. 2), “as proposi¢des primitivas ou postulados ou

axiomas séo aceitos sem demonstracdo”. Para entender melhor os postulados elaborados por

Euclides, de acordo com Moreira (2006), o0 matematico aleméo David Hilbert, entre os anos de

1898 e 1899, elaborou um sistema axiomatico completo para a Geometria Euclidiana e a

espacial, sendo considerado um marco na Histéria da Matematica.

Tal sistema teve como base a diviséo dos postulados de Euclides em grupos de axiomas,

da seguinte maneira: termos indefinidos, axiomas de incidéncia, axiomas de ordem, axiomas

de congruéncia, axioma das paralelas, axiomas de continuidade, e para a geometria espacial, 0

axioma sobre planos.

Sao:

De acordo com Massago (2010), os axiomas de incidéncia séo:

Axioma 1: Dados dois pontos distintos, existe uma Unica reta que os contém.
Axioma 2: Toda reta possui pelo menos dois pontos distintos.

Axioma 3: Existem pelo menos trés pontos ndo colineares.

Ja segundo Barbosa (2012), os axiomas de incidéncia séo:

Axioma 1: Seja uma reta qualquer, ha pontos que pertencem e pontos que nao
pertencem a reta.

Axioma 2: Dados dois pontos distintos, existe uma Unica reta que 0s contém.

Mas Hilbert (2003), traz consigo mais alguns axiomas de incidéncia. Cujas definicdes

Axioma 4: Para quaisquer trés pontos A, B e C que ndo estdo sobre uma mesma reta,
ha sempre um plano a, que esta associado com qualquer um dos trés pontos, A, B e C.

Para cada plano ha sempre um ponto que esté associado a ele.



51

e Axioma 5: Para cada trés pontos que ndo estdo sobre uma mesma reta, ndo ha mais de
gue um plano que esta associado com qualquer dos trés pontos A, B e C.

e Axioma 6: Se dois pontos A e B de uma reta a estdo num plano a, entdo cada ponto de
a estd no plano a.

e Axioma 7: Se dois planos a e B tém um ponto em comum A, entdo tém, pelo menos,
mais um outro ponto em comum.

e Axioma 8: H4, pelo menos, quatro pontos que ndo estdo no mesmo plano.

Analisando os trés primeiros axiomas propostos por Hilbert, que ndo alteram o sentido
do trabalho de Euclides, pode-se inferir trés fatos simples e bastante importantes. E que para
Santos e Viglioni (2011) sdo:

e Em uma reta ha pelo menos dois pontos distintos;
e N&o ha uma reta que contenha todos 0s pontos;

e E um plano é formado por, no minimo, trés pontos.

Podemos comprovar esses axiomas de incidéncia da Geometria Euclidiana Plana através
do GeoGebra, através das figuras 11, 12 e 13. Na figura 11 € verificado o axioma 1 de

incidéncia, que diz que por dois distintos pontos ha uma reta.

Figura 11 — Axioma 1 de incidéncia

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Ja na figura 12 é verificado o axioma 2 de incidéncia onde diz que em uma reta ha pelo
menos dois pontos distintos, ou seja, no minimo dois pontos para que uma reta seja formada.
Além disso, o axioma da incidéncia é usado para definir outros conceitos fundamentais na

geometria, como segmentos de reta, planos e intersecdes entre diferentes entidades geométricas.
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Em esséncia, ele estabelece uma relagdo fundamental entre pontos e linhas que é crucial para a

construcdo da teoria geométrica.

Figura 12 — Axioma 2 de incidéncia

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Por fim, na figura 13, € representado o axioma 3 de incidéncia, que em uma reta ha pelo

menos dois pontos e que ha pelo menos trés pontos que ndo estdo sob uma mesma reta.

Figura 13 — Axioma 3 de incidéncia

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Além dos axiomas de incidéncia € preciso analisar os axiomas de ordem, para que seja
possivel verificar o conceito de semirreta e segmento de reta. Os axiomas de ordem segundo
Hilbert (2003):

e Axioma 1: Se um ponto B esta entre um ponto A e um ponto C, entdo o ponto B esta
também entre o ponto C e o ponto A, pois A, B e C sdo pontos distintos na reta.

e Axioma 2: Para cada dois pontos A e C ha sempre, pelo menos, um ponto B sobre a
reta AC tal que C esta entre A e B.

e Axioma 3: Dados trés pontos numa reta, ndo ha mais que um ponto entre os outros dois.
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e Axioma4: Sejam A, B e C, trés pontos que ndo estdo em uma reta e a uma reta no plano
ABC, que néo intercepta nenhum dos trés pontos A, B e C; se a reta passa por um ponto
do segmento AB, consequentemente passara por um ponto do segmento BC ou do

segmento AC.

Mas, Machado (2012) aborda os axiomas de ordem de uma forma diferente que Hilbert
(2003). Ha uma discussao sobre o conceito de distancia e segmentos, que sO € possivel serem

explicados utilizando alguns axiomas.

e Axioma 1: Para cada par de pontos A e B no plano, existe um Gnico ndmero real

associado, denotado como AB, que satisfaz as seguintes propriedades:

a) AB>0;
b) AB =0 se e somente se A = B;
c) AB = BA.

e Axioma 2: Se trés pontos A, B e C estdo alinhados, logo apenas um deles esta entre o0s
outros dois.

e Axioma 3: Dados dois pontos A e B pertencentes a uma reta r, existe um ponto C que
também pertence a reta r de tal forma que A esta entre C e B.

e Axioma4: Dados trés pontos A, B e C de uma reta r, com o ponto A entre os pontos C
e B, entdo as semirretas AB e AC, satisfazem as seguintes propriedades:
a) AB U AC =r;
b)AB n AC = 4;
c¢) Dois pontos P e Q diferentes de A pertencem a uma mesma semirreta, se e somente
se 0 ponto A ndo pertencer ao segmento PQ.
d) Dois pontos P e Q diferentes de A pertencem a semirretas diferentes, se e somente se

A pertencer a ao segmento PQ.
e Axioma 5: Em qualquer semirreta AB e para todo numero real positivo ¢ existe um

ponto C e AB tal que AC =c.

Santos e Viglioni (2011) também aborda os axiomas, mas diferencia os axiomas de
incidéncia e ordem, e trata da medigéo de segmentos com os axiomas de medigdo de segmentos.

Os axiomas de medicdo para Santos e Viglioni (2011) s&o:
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e Axioma 1: Para qualquer segmento correspondente ha um nimero, maior ou igual a
zero. Esse numero sera zero se 0s pontos das extremidades do segmento forem iguais.

e Axioma 2: Os pontos de uma reta podem ser colocados em uma correspondéncia um a
um com 0s numeros reais, de modo que o modulo da diferenca entre esses nimeros

mede a distancia dos pontos correspondentes.

e Axioma 3: Dados trés pontos A, B e C, colineares, com C entre A e B, entdo AC +

—_ —

CB =AB

Tendo em vista todos os axiomas de incidéncia, ordem e também de medi¢éo de segmentos,
vamos demonstrar no GeoGebra como a medi¢do de segmentos pode ocorrer na geometria,
além de expor a no¢édo de semirreta e do proprio segmento de reta. A figura 11 mostra o primeiro

axioma de incidéncia que determina que por dois pontos é possivel se obter uma reta.

Figura 14 — Representacdo de um ponto e inimeras retas
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

A figura 14 apresenta que por um Unico ponto € possivel passar infinitas retas e que
juntas sdo chamadas de feixe de retas. Ja na figura 15 é representada uma reta com um ponto

C, esse ponto divide a reta em duas partes, ou seja, duas semirretas cuja origem é o ponto C.
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Figura 15 — Semirretas com origem no ponto C
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Na figura 16 € feita a representacdo de segmentos em uma reta, para corroborar 0s
axiomas de ordem definidos por Hilbert (2003) e Machado (2012). Entre dois pontos ndo ha
mais que um ponto entre eles e que para cada segmento AB, AC e BC existe um nimero real

positivo associado a cada um dos segmentos.

Figura 16 — Representacdo de segmentos em uma reta

A C B

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
Na figura 17, usando uma régua graduada, exibimos como associar um numero real
positivo a um segmento qualquer. No GeoGebra é desenhado um segmento AB no eixo de x e

colocada uma imagem atraves da funcdo inserir imagem na barra de ferramentas.

Figura 17 — Representacdo da medicdo de um segmento
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
4.3 Angulos
De acordo com Gay (2022, p. 73), a definicdo de angulo “é a unido, em um plano, de

duas semirretas de mesma origem com uma das regides determinadas por elas. As semirretas

sdo os lados do angulo, e a origem delas é o vértice do angulo”.
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Na figura 18 é ilustrado o angulo AOB, cujo Vvértice é a origem comum das semirretas

04 e OB, ou seja, 0 ponto O é o vértice do angulo AOB e as semirretas OA4 e OB sdo os lados

do referido angulo. A medida do angulo AOB é dado por alfa (). J& na figura 19 é ilustrado o
angulo BOA que possui centro O e é formado pelas semirretas 04 e OB, porém com valor f3.
Vale ressaltar que o angulo AOB (a) é o menor angulo formado pelas semirretas 04 e OB,

enquanto BOA (8) é o maior angulo formado pelas semirretas 0AeOB.

Figura 18 — Angulo AOB
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Figura 19 — Angulo BOA

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Existem vérias formas de medir &ngulos, cada uma adequada para diferentes situacoes
e necessidades. As formas mais comuns sdo: grau e radiano. Também existem inumeros

instrumentos utilizados para a medicdo de angulos e os mais comuns sdo: transferidor,
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gonidbmetro e teodolito. Neste trabalho, a unidade de medida de angulo utilizada sera o grau (°)
e o instrumento usado seré o transferidor que pode ser de 180° ou de 360°%. No GeoGebra é
possivel fazer a construcdo de angulos de duas maneiras distintas: bastar ir na barra de
ferramentas e clicar na ferramenta 8, clicar em angulo e selecionar trés pontos ou duas retas,
ou selecionar na ferramenta 8, clicar em angulo com amplitude fixa e selecionar dois pontos e
a amplitude do angulo desejado.
As figuras 20 e 21 exibem a construcdo de um angulo usando um transferidor de 180° e
outro de 360°, respectivamente, além da unidade de medida grau, ha submultiplos que sdo o
minuto (representado por ’) e o segundo (representado por ). Para medir a abertura de um
angulo utilizando o transferidor basta, simplesmente, alinhar o centro do transferidor com o
vertice do angulo e uma das semirretas que comp®@e o angulo com a marcacao central do angulo
de 0° do transferidor.
Dependendo da medida do angulo ele pode ser classificado de formas distintas como:
angulo nulo, angulo agudo, angulo reto, angulo obtuso, angulo raso e angulo completo (GAY,

2022; DANTE, 2018, PATARO, BALESTRI, 2018; ANDRINI, VASCONCELOQS, 2015;
BIANCHINI, 2015).

Figura 20 — Transferidor de 180°
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

! Na Geometria a medida de um angulo é um nimero a, tal que 0 < a < 180°. J& na Trigonometria é utilizado o
sistema sexagesimal, onde o angulo de uma volta é dividido em 360 partes iguais.
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Figura 21 — Transferidor de 360°
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

A classificacdo dos angulos pode ser vista nas figuras 22, 23, 24, 25, 26 e 27. Na figura
22 temos um angulo cujos lados sdo coincidentes. Esse angulo é denominado angulo nulo, ou

seja, um angulo cuja medida é 0°.

Figura 22 — Angulo nulo

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
Ja a figura 23 apresenta um angulo agudo cuja medida € maior ou igual a 0° e menor

que 90°.
Figura 23 — Angulo agudo

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Por outro lado, na figura 24 ilustramos um angulo reto, ou seja, um angulo cuja medida
é 90°.

Figura 24 — Angulo reto
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Na figura 25 temos um angulo obtuso, que é um angulo cuja medida é maior que 90° e

menor ou igual a 180°.

Figura 25 — Angulo obtuso

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Em particular o angulo obtuso cuja medida é 180 € denominado angulo raso
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Figura 26 — Angulo raso
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Além da classificagdo com relacdo a medida dos angulos, existe uma classificagcdo com
relacdo a congruéncia, ou seja, a igualdade de medida da regido compreendida entre duas
semirretas que tem a mesma origem, uma classificacdo com relacdo ao vértice e lado em
comum, uma classificacdo com relacdo ao vértice em comum e outra classificacdo com relacdo
a soma dos angulos. Esses angulos podem ser classificados como: &ngulos congruentes, angulos
consecutivos, angulos adjacentes, angulos opostos pelo vértice, &ngulos complementares e
angulos suplementares (GIOVANNI JUNIOR, 2022; DANTE, 2018).

Segundo Albuquerque (2017, p.133):

“Diremos que dois angulos sdo congruentes quando transportados de modo que
tenham o mesmo vértice e um dos lados comum, permanecendo ambos no mesmo
semiplano, determinado pela reta que contém os lados comuns necessariamente, 0
outro lado também coincidiram”.

Na figura 27 observamos temos exemplos de angulos congruentes, pois eles possuem a
mesma medida. Essa congruéncia pode ser expressa como ABC = DEF = GHI, onde lé-se

angulo ABC é congruente ao angulo ao angulo DEF e que também é congruente ao angulo GHI
(GIOVANNI JUNIOR, 2022).

Figura 27 — Angulos congruentes

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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A definicdo de angulo consecutivo é feita por Freitas (2013, p. 25) como sendo “dois ou
mais angulos que possuem um lado em comum séo ditos angulos consecutivos”. Ja a defini¢do
de angulo adjacente ¢é feita por Giovanni Janior (2022, p. 169) como sendo “dois angulos
consecutivos que ndao possuem pontos internos comuns séo denominados angulos adjacentes”.

Na figura 28 temos que os angulos POQ e QOR, POQ e POR, QOR e POR sdo angulos
consecutivos, pois possuem, respectivamente, 0Q, OP e OR como lado comum. Por outro lado,
os angulos POQ e QOR ndo possuem pontos internos em comum. Como s&0 consecutivos segue

que sdo angulos adjacentes.

Figura 28 — Angulos consecutivos e adjacentes

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

A seqguir definiremos o que sdo angulos complementares e suplementares. “Quando a
soma das medidas de abertura de dois angulos é igual a 90°, os angulos sdo chamados
complementares” (GAY, 2022, p. 77). E “quando a soma das medidas de dois angulos € igual
a 180°, dizemos que os angulos sdo suplementares” (GIOVANNI JUNIOR, 2022, p. 171).

Conforme podemos observar na figura 29, os angulos AOB e BOC sdo complementares,

pois a soma deles é igual a 90°.
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Figura 29 — Angulos complementares
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

E possivel também dizer que AOB é o complemento de BOC e vice-versa. J4 os angulos
suplementares tém quase a mesma definicdo do complementares, a diferenca é que a soma das
medidas dos angulos é igual a 180°. Podemos observar na figura 30 que os angulos STV e VTU
s&o suplementares, pois a soma de suas medidas ¢ igual a 180°. Logo, é possivel dizer que STV

é o suplemento de VT U e vice-versa.

Figura 30 — Angulos suplementares
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Quando duas retas se interceptam em um ponto dizemos que elas sdo concorrentes. Na

figura 31 as retas “r” e “s” se interceptam no ponto O e, portanto, sdo concorrentes. Ao se
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interceptarem as retas concorrentes determinam quatro angulos que sdo: AOC,COB,BOD e

DOA.

Figura 31 — Angulos opostos pelo vértice

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

De acordo com Giovanni Janior (2022, p. 174) “dois angulos sdo chamados de opostos
pelo vértice quando os lados de um deles forem semirretas opostas aos lados do outro, e vice-
versa”. Uma propriedade interessante dos angulos opostos pelo vértice é que eles sdo
congruentes. A demonstracgéo dessa propriedade é simples e baseada no fato dos angulos AOC
e DOA serem suplementares, ou seja, sua soma é igual a 180°. Assim como COB e BOD

também sdo angulos suplementares cuja soma € igual a 180°. Logo, temos que:
AOC+D0OA =180° (1) e AOC + COB = 180° (2)
Comparando-se (1) e (2), como AOC = §, DOA = a e COB = B, temos que:
AOC + DOA = AOC + COB

+a=6+p
a=p
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Da mesma forma, é possivel fazer tal comparagdo com os angulos AOC e COB,COB e

BOD, pois também sio angulos suplementares. Dai, temos que:
AOC + COB = 180° (3) e COB +BOD = 180° (4)
Comparando-se (3) e (4), como AOC = §, COB = e BOD = ¢, temos que:
AOC +COB =COB + BOD
5+B=F+ ¢
= ¢

Portanto, verificamos que os angulos opostos pelo vértice sdo congruentes.

Na figura 32, temos que as retas paralelas “r”” e “s” sdo cortadas por uma transversal “t”.
Conforme observamos nessa figura, a reta “t” corta as retas “r” e “s”, respectivamente, nos

pontos O e P e determinam oito angulos.

Figura 32 — Angulos determinados por retas paralelas cortas das por uma transversal

N
W

N
v

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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A reta r intercepta a reta t no ponto O, formando os angulos @, b, ¢ e d, enquanto a reta

s intercepta a reta t no ponto P e forma os angulos &, f, § e h.

De acordo com a posicdo de cada angulo, eles sdo denominados: angulos
correspondentes, angulos alternos e angulos colaterais. Os angulos correspondentes sdo angulos
em que um dos lados estéd situado na transversal e o outro lado esta situado em uma das
paralelas. Os angulos alternos internos estdo em semiplanos distintos determinado pela
transversal e situados entre as duas retas paralelas. Os angulos alternos externos estdo em
semiplanos distintos determinado pela transversal e estdo situados na regido exterior as duas
retas paralelas. Ja os angulos colaterais sdo 0s que estdo no mesmo semiplano determinado
pelas transversais. Os angulos colaterais internos sdo os angulos que estdo situados no mesmo
semiplano e na regido compreendida entre as duas retas paralelas. Ja os angulos colaterais
externos sdao os angulos que estdo situados no mesmo semiplano e na regido externa as duas
retas paralelas.

Para Gay (2022, p. 88), “os angulos correspondentes, determinados por duas retas
paralelas interceptadas por uma transversal, sdo congruentes”. Em outras palavras, os angulos
correspondentes sdo angulos que possuem a mesma medida.

Essa afirmacao junto com o fato de os angulos opostos pelo vértice serem congruentes
produzem as seguintes igualdades: d = ¢ =é=gGeb=d = f = h.

A partir das igualdades acima concluimos que os angulos alternos internos e alternos
externos sdo congruentes, assim como os angulos colaterais internos e colaterais externos séo

suplementares.

4.4 Congruéncia de triangulos

Definicdo: Dois tridngulos ABC e DEF séo ditos congruentes se, e somente se, existe uma

correspondéncia biunivoca ordenada entre seus vértices de tal sorte que:

.
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I
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T
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4
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S
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Figura 33 — Tridngulos congruentes

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Observando a figura 33, temos que o triangulo ABC é congruente ao triangulo DEF,

pois ao se identificar adequadamente os vértices dos dois triangulos obtemos o seguinte:

ACB = a e DFE = a, logo ACB = DFE;
BAC = B e EDF = j3, logo BAC = EDF;
ABC =y eDEF =y, logo ABC = DEF.

Além disso, temos que:

AB = ae DE = a, logo AB = DE;
BC = beEF = b, logo BC = EF;
AC = ce DF =c, logo AC = DF.

Dessa forma, os tridngulos ABC e DEF sdo congruentes e podem ser indicados como
A ABC = A DEF.

Estudaremos a congruéncia de tridngulos estabelecendo quatro casos de congruéncia,
que sdo: caso lado-lado-lado (LLL), caso lado-angulo-lado (LAL), caso angulo-lado-angulo
(ALA) e caso lado-angulo-angulo oposto (LAAo).

O primeiro caso de congruéncia envolvendo dois triangulos € o caso lado-lado-lado, ou
caso LLL. Neste caso, os tridngulos devem ter trés lados congruentes. A congruéncia de
triangulos leva em consideracéo a identificacdo dos Vértices, de tal forma que ela identifica os
angulos e os lados correspondentes. Dessa forma, a ordem em que vocé representa uma

congruéncia é de extrema importancia.
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A figura 34 representa dois triangulos, ABC e DEF, que tem seus lados correspondentes

congruentes, ou seja, o lado AB = DE, BC = EF e AC = DF. Portanto, pelo caso LLL, temos
que A ABC = A DEF.

Figura 34 — Caso lado-lado-lado (LLL)

B E

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

O segundo caso de congruéncia entre dois triangulos é o caso lado-angulo-lado ou caso
LAL. Gay (2022, p. 95) enuncia que “dois tridngulos sdo congruentes se tém um angulo
correspondente congruente e os dois lados correspondentes que formam esse angulo também
congruentes”.

A figura 35 ilustra dois tridngulos, ABC e DEF, que tem dois dos seus lados congruentes

e 0 angulo formado por esses lados congruentes, ou seja, o lado AB = DE, BC = EF e ABC =

DEF. Nesse caso, dizemos que A ABC = A DEF.

Figura 35 — Caso lado-angulo-lado (LAL)
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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O terceiro caso de congruéncia entre dois triangulos € o caso angulo-lado-angulo ou
caso ALA. Giovanni Junior (2022, p. 86) diz que “s@o congruentes dois triangulos que tém dois
angulos e o lado compreendido entre esses angulos correspondentes congruentes”.

A figura 36 ilustra dois triangulos que possui dois lados congruentes e os angulos

adjacentes a esses lados também congruentes, ou seja, AB = DE, CAB = FDE e ABC =

DEF. Nesse caso, dizemos que A ABC = A DEF.

Figura 36 — Caso angulo-lado-angulo (ALA)

eC

21
e B

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

O ultimo caso de congruéncia entre dois triangulos é o caso lado-angulo-angulo oposto,
conhecido também como como caso LAAo. Giovanni Junior (2022, p. 97) afirma que “dois
triangulos séo congruentes se tém um lado correspondente congruente e se um dos angulos
adjacentes a esse lado e o angulo oposto a ele também forem congruentes aos respectivos -
angulos correspondentes”.

Na figura 37, temos que CAB = FDE, BC = EF e ABC = DEF, ou seja, por LAAo,
A ABC = A DEF.
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Figura 37 — Caso lado-angulo-angulo oposto (LAAo)

A E

Lo A¥;

L ‘ . P

B c D

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

4.5 Quadrilateros

Os quadrilateros sdo poligonos com quatro lados. A figura 38 ilustra um quadrilatero
ABCD, onde se pode destacar os seguintes elementos:

e Veértices: A, B,CeD;

e Lados: AB,BC,CD e DA4;

e Diagonais: AC e BD;

e Angulos internos: DAB, ABC, BCD e CDA.

Figura 38 — Quadrilatero

B

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Os quadrilateros podem ser classificados quanto a algumas caracteristicas em comum e
segundo Silveira (2022) dentro os quadrilateros destacam-se, por suas propriedades, 0S
paralelogramos e os trapézios. De acordo Andrade (2022, p. 220) afirma que “h& quadrilateros
que ndo sdo paralelogramos nem trapézios”. Ja Gay (2022, p. 114) enuncia que “o0S
quadriladteros com lados opostos paralelos recebem uma classificacdo especial e sao
denominados quadrilateros notaveis”.

Andrade (2022, p. 220) define que o paralelogramo é um “quadrilatero que tem dois
pares de lados opostos paralelos. Neste caso, AB//CD e AD// BC”. Analisando a figura 39,
pode-se notar que os quadrilateros se dividem em dois grupos: paralelogramos e trapézios
(GAY, 2022).

Figura 39 — Quadrilateros

PARALELOGRAMO

TRAPEZIO

QUADRADO

QUADRILATEROS

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Ja o grupo do paralelogramo contém outros grupos de figuras como: quadrado, retangulo
e losango. E possivel, distinguir cada uma dessas figuras por suas propriedades particulares,
mesmo todas elas sendo pertencentes ao mesmo grupo.

A figura 40 representa um paralelogramo ABCD que possui as seguintes propriedades,
segundo Giovanni Junior (2022, p. 196-197):
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¢ “Em um paralelogramo, os angulos opostos sdo congruentes”;
e “Em qualquer paralelogramo, os lados opostos sdo congruentes”;
e “Em qualquer paralelogramo, as diagonais interceptam-se no ponto médio de cada uma

delas”.

Figura 40 — Paralelogramo

D

D O

I

A E B
Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
As figuras 41, 42 e 43 ilustram, respectivamente, o retangulo, o losango e quadrado, e
s8o casos particulares dos paralelogramos. A Figura 41 ilustra um retangulo ABCD, que possui

dois pares de lados paralelos, todos os angulos retos e diagonais congruentes.

Figura 41 — Retangulo

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Ja a figura 42 retrata um losango ABCD, cujas diagonais ndo sdo congruentes, mas sao

perpendiculares entre si. Além das propriedades basicas dos paralelogramos, o losango tem a
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seguinte propriedade: “as diagonais de um losango estdo contidas nas respectivas bissetrizes

dos &ngulos internos e séo perpendiculares entre si” (GAY, 2022, p. 121).

Figura 42 — Losango

A

C

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

A figura 43 ilustra um quadrado de lado “I”. Segundo Giovanni Janior (2022, p. 198)
“o quadrado retne as propriedades dos paralelogramos, dos retdngulos e dos losangos”.

Figura 43 — Quadrado

A l B

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Em sintese, as propriedades vistas sao segundo Teixeira (2022, p. 227):
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Quadro 5 — Propriedades dos paralelogramos

Paralelogramos Os lados opostos séo congruentes.
Os angulos internos opostos sdo congruentes.

As diagonais se cruzam nos respectivos pontos médios.

Retangulos Tém as propriedades dos paralelogramos.

As diagonais sdo congruentes.

Losangos Tém as propriedades dos paralelogramos.
As diagonais sdo perpendiculares entre si.

As diagonais correspondem as bissetrizes dos angulos internos.

Quadrados Como o quadrado é um caso particular de losango e de
retangulo, ele tem todas as propriedades de ambos.

Fonte: Teixeira, 2022

Ja os trapézios podem ser classificados de trés formas diferentes: trapézio isdsceles,
trapézio retangulo e trapézio qualquer. Segundo Dante e Viana (2022, p. 199) o “trapézio é todo
quadrilatero que tem apenas 2 lados paralelos (base maior e base menor)”.

A seguir explicitaremos as propriedades inerentes aos trapézios isosceles e trapézios
retangulo. Na figura 44 € ilustrado um trapézio ABCD, onde AB € a base maior desse trapézio

e CD é a base menor desse trapézio.

Figura 44 — Trapézio isosceles

D b C

A B =)
Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Ja o trapézio retangulo segundo Dante e Viana (2022, p. 200) “é aquele que tem 2
angulos internos retos”. A figura 45 ilustra o trapézio retangulo ABCD, onde AB é a base maior
desse trapézio e CD ¢ a base menor desse trapézio. Os lados AD e BC néo séo paralelos, mas o

lado AD é perpendicular aos lados AB e CD.

Figura 45 — Trapézio retangulo
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

4.6 Area de figuras plana

O conceito de area esta presente na Geometria Plana e € utilizado principalmente no
calculo da medida da superficie de figuras poligonais. lezzi, Dolce e Machado (2022, p. 206)
afirmam que “uma superficie plana ocupa certa porcao do plano. A extensdao ocupada por uma
superficie plana é chamada de area da superficie. A medida de area expressa quantas vezes uma
unidade de medida de area cabe na superficie”.

Nesta secéo sera abordada o calculo da area da superficie de tridngulos, quadrilateros
regulares (quadrado, retangulo, paralelogramo, losango e trapézio), além do hexagono e do
circulo.

Primeiramente vamos adquirir a nogdo de area de superficie, inicialmente a area da
superficie € a regido ocupada por uma determinada figura e para assimilar tal conceito é possivel

fazer o uso da malha quadriculada e com isso utilizar uma unidade para medir a area.



Figura 46 — Malha quadriculada
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Analisando a figura 46 é possivel observar uma malha quadriculada onde cada

quadradinho mede 1 cm por 1 cm; sendo assim, a medida da area da superficie da figura é dada

em funcdo do ndmero de quadrados que ela ocupa. Ao longo desde topico utilizaremos a

unidade de medida da area como sendo centimetro quadrado (cm?), ou seja, cada quadradinho

valendo 1 cm?.

Oliveira e Fugita (2022) destacam que no Sistema Internacional de Unidades (SI) a

unidade padrdo é o metro quadrado (m?), mas ha a utilizagdo dos seus multiplos e submaltiplos

no nosso dia a dia.

Quadro 6 — Mdltiplos e submultiplos do metro quadrado

Unidade
Multiplos de medida Submultiplos
padréo
Quilémetro | Hectémetro | Decametro Metro Decimetro | Centimetro | Milimetro
Quadrado Quadrado | Quadrado | Quadrado | Quadrado | Quadrado | Quadrado
(km?) (hm?) (dam?) (m?) (dm?) (cm?) (mm?)
1 km? 1 hm? 1 dam? 1 dm? 1 cm? 1 mm2
equivalea | equivalea | equivale a 1 m? equivale a | equivalea | equivale a
1000000 m? | 10000 m2 | 100 m? —m | ——m? | ——m’
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Fonte: Oliveira e Fugita, 2022

Figura 47 — Figura na malha quadriculada

92
I lem . = lem”

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Utilizando a malha quadriculada da figura 46 e assumindo que cada quadradinho tem
1cm? de &rea, temos na figura 47 um poligono convexo cuja area nada mais é do que o0 somatorio
da regido da malha que ele ocupa. Este poligono é composto por quadrados, além de triangulos
que tém a metade da area do quadradinho. Logo, a medida da area desse poligono é 27 cm?,
pois ele é composto por 24 quadradinhos que totalizam uma area de 24 cm? mais 6 tridngulos
cuja soma da medida das areas é 3 cm?; a juncio das duas areas resulta numa area total de 27
cm?. Ao observar a figura 47 é possivel contar a quantidade de quadradinhos que ela possui (24
quadradinhos) e a quantidade de tridangulos (6 triangulos).

Ao se construir a nogdo intuitiva de area através da malha quadriculada, podemos
analisar o processo para se determinar a area de poligonos regulares como: quadrado, retangulo,
paralelogramo, losango, trapézio, triangulo e hexagono.

Ao analisar o quadrado da figura 48, cujos lados medem 4 centimetros, para determinar
sua area € possivel fazer a divisdo dos lados em segmentos de 1 centimetro, de forma que sejam
construidos quadradinhos de 1 cm? de area. Dessa forma o quadrado serd formado por 16

quadradinhos de 1 cm? de &rea, o que determina a area da figura como sendo 16 cm?.



77

Figura 48 — Area do quadrado

4 cm

4 cm

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Dessa forma € possivel determinar uma formula para a area de qualquer quadrado.
Observando o quadrado acima cujos lados medem 4 cm é possivel dividi-lo em 16 quadrados
menores de 1cm?, logo para determinar a area do quadrado é possivel calcular da seguinte

maneira;
— — 2
Aquadmdo =4-4=16cm

Dai, é possivel determinar uma expressao que indica a area do quadrado (A) em funcéo

da medida do seu lado (I). Logo, temos que:
Aquadrado =11
Analogamente ao gque fizemos com a area do quadrado, podemos determinar a area de

um retangulo de 6 cm de comprimento por 4 cm de largura através da malha quadriculada,

figura 49. Dividindo os lados desse retangulo em segmentos de 1 cm, de forma que se obtenha
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quadradinho de 1cm? de &rea. Dessa forma temos que o retangulo abaixo é formado por 24

quadradinhos de area igual a 1 cm? cada, sendo a area total do retangulo igual a 24 cm?.

Figura 49 — Area do retangulo

4 cm

= lem

6 cm

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
Para se calcular a area do retangulo acima, basta apenas multiplicar a medida do seu
comprimento pela medida da sua largura, pois ao dividir o retdngulo em quadradinhos de 1 cm?
de area, obtém-se 24 quadradinhos, sendo possivel calcular a sua area da seguinte maneira:
Areténgulo =6-4=24cm?
Escrevendo uma expressdo que defina a area do retdngulo em funcdo do seu

comprimento e largura. Adotando b como sendo a medida da sua base ou comprimento e h

como sendo a medida da sua altura ou largura, temos que:

Areténgulo =b-h
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Para se calcular area do paralelogramo ndo é diferente da area do quadrado ou do
retangulo quando ele se encontra numa malha quadriculada. Vamos dividir a base e a altura
desse paralelogramo em segmentos de 1 cm de comprimento, fazendo isso é possivel obter
alguns quadradinhos de area igual a 1 cm? e outros quadradinhos incompletos. Se unirmos dois
desses quadradinhos incompletos é possivel obter um quadradinho de 1 cm? de area. A figura

50 ilustra um paralelogramo numa malha quadriculada.

Figura 50 — Area do paralelogramo

/ [ 1]

9
= lem”

5cm

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

A figura 51 ratifica o que foi dito anteriormente sobre a unido de dois quadradinhos
incompletos. Ao deslocar as partes incompletas para formar um quadradinho completo percebe-
se que a medida da area do paralelogramo € igual a medida da area do retangulo, logo a area do
paralelogramo vai obedecer as mesmas condic¢des da area do retdngulo. Como apos a juncédo
das partes incompletas se formaram 20 quadrinhos de area igual a 1 cm? pois havera 5
quadradinhos na base e 5 quadradinhos na largura, dai multiplicando esses valores temos que a

area do paralelogramo é 20 cm?. Pois, usando a formula da area do retangulo, temos que:

= — 2
Aparalelogramo =5-4=20cm
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Figura 51 — Transformacéo do paralelogramo em um retangulo

4 cm

]
= lem~
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5cm

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Dessa forma, conclui-se que a area do paralelogramo e a area do retangulo sdo as

mesmas. Logo:

Aparalelogramo =b-h

O préximo poligono a ter sua area determinada € o triangulo que como o préprio nome
diz é o poligono que possui trés angulos e consequentemente trés lados. E importante ter o
conhecimento da area do triangulo agora, pois ela servira para a determinacao dos quadrilateros
regulares que ainda ndo foram abordados.

A figura 52 ilustra um tridngulo retangulo numa malha quadriculada onde cada
quadradinho tem 1 cm? de area. Ir ser feito um caso geral para a determinacio da expressao
que define a medida da area do triangulo em funcéo da medida dos seus lados. Observando o
triangulo na malha quadriculada é possivel ver que ele esta dividido em quadradinhos de 1 cm?

de éarea completos e em alguns quadradinhos incompletos. Unido esses quadradinhos
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incompletos é possivel formar quadradinhos completos como ocorreu no caso do
paralelogramo. Dessa forma ha 8 quadradinhos completos de 1 cm? de area e 8 quadradinhos
incompletos que juntos formam 4 quadradinhos de 1cm? de éarea, logo o tridngulo tem 12

quadradinhos de 1cm?, o que representa uma area de 12 cm?.

Figura 52 — Area do triangulo

6 cm

2
= lem”

4 cm

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Mas como determinar a area de um triangulo qualquer usando apenas a medida da sua
base e a medida da sua altura sem precisar da malha quadriculada? Basta apenas analisar de que
forma é possivel construir um triangulo através de algum poligono regular ja estudado. Temos
na figura 53 um retangulo cuja base mede b e a altura mede h, mas se for tracada uma diagonal
por dois dos seus vertices ndo consecutivos hé a formacao de duas regides triangulares como
mostra a figura 54.

Na figura 53 temos que a area do retangulo pode ser representada pelo produto da sua
base pela altura, mas como na figura 54 a diagonal divide o retdngulo em dois triangulos
congruentes, conclui-se que a area de cada tridngulo é metade da area do retdngulo de base
medindo b e altura medindo h.
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Figura 53 — Area do retangulo

b

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Figura 54 — Area do triangulo

b

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Dessa forma, generalizando uma expressédo que determina a area do triangulo em relagao

a medida de sua base e da sua altura, temos que:

b-h
Atriéngulo = T

Utilizando a férmula para determinar a area do triangulo da figura 52 que tem base

medindo 4 cm e altura medindo 6 cm, temos que:

4.6
Atriéngulo = T = 7 =12 cm?
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A férmula expressa acima s6 é valida se o triangulo tiver a medida de sua base e a
medida da sua altura determinadas. Quando o tridngulo ndo apresenta sua altura definida, a area
pode ser encontrada de outras maneiras. Das maneiras possiveis, podemos destacar duas delas
que sdo: através do triangulo equilatero e da formula de Heron. Apenas discorremos sobre a
area do triangulo equilatero, pois serd necessaria para o calculo da area do hexagono.

Um triangulo equilatero é um triangulo que possui todos os lados de mesma medida;
logo vamos determinar sua area em funcdo apenas da medida do seu lado. Para isso € necessario
observar as caracteristicas do triangulo equilatero: possui trés lados iguais e os seus angulos

internos também sdo iguais de medida igual a 60°. Observando o tridngulo ABC, da figura 55,

cuja altura relativa ao lado AC é h e divide a base em dois segmentos de medida igual a I/2.

Figura 55 — Triangulo equilatero

B

[11]
D

A 1/2 1/2 C

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Utilizando-se de conceitos que ainda serdo abordados nesse trabalho que € o Teorema
de Pitagoras, determinamos o valor da altura desse tridngulo em fun¢do da medida do seu lado.

Assim, temos que a altura é:
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Substituindo o valor de h na férmula da area do triangulo, determinada anteriormente,

encontramos a seguinte formula:

b-h
Atriéngulo = T
;W3
At
triangulo 2
>3
2
Atriéngulo = T
23 1
Atriéngulo = 2 : E
12V3
A tridngulo — 4
equilatero
Logo a area de um triangulo equilatero é:
V3
A tridngulo — 4
equilatero

O préximo quadrilatero regular a ser estudado € o losango que esta sendo representado
na figura 56. As propriedades do losango ja foram descritas anteriormente e utilizando a malha
quadriculada para determinar a sua area € possivel perceber que ha 4 quadradinhos completos
cuja area € igual a 1 cm? e 16 quadradinhos incompletos, que unidos formam 8 quadrinhos
completos de area igual a 1 cm?. Como os 4 quadradinhos de 1 cm? juntos tem area de 4 cm? e
0s 16 quadrinhos incompletos quando unidos, dois a dois, se tornam 8 quadradinhos completos
de 1cm? e juntos possuem area de 8cm?. Temos que a area do losango abaixo é 12 cm?, pois
4+8 =12 cm?,
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Figura 56 — Area do losango

= lem?

4 cm

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Fazer a andlise da area de um poligono como o losango utilizando a malha quadriculada
se torna uma tarefa dificil, pois é necessario observar a divisao da figura em quadrados de éarea
de 1cm2. Como os 4 lados do losango possuem a mesma medida é possivel determinar a sua
area dividindo-o em dois triangulos, passando uma diagonal entre dois vértices ndo
consecutivos. Ao inveés de se observar a medida dos lados do losango, deve-se observar as suas

diagonais, pois iremos determinar sua area em fungdo das medidas das diagonais.

Figura 57 — Area do losango

B

(Sl

D

d

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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A figura 57 representa um losango ABCD com sua diagonal maior de medida D e com
sua diagonal menor de medida d. Tracando uma diagonal entre os vértices A e C, nota-se que a
diagonal BD foi dividida a0 meio. Como a diagonal AC divide o losango em dois triangulos

iguais, podemos usar a formula da area do tridngulo para determinar a férmula da area do

losango em funcéo de suas diagonais. Dai, temos que:

Alosango =2 Atriéngulo

2 —> b-h

losango — 2

Alosango =b-h

A =d b

losango — 2

D-d

Alosango = T

Logo a area do losango é:

D-d

Alosango = T

Onde D ¢ a sua diagonal maior e d é a sua diagonal menor.

Calculando a area do losango da figura 56, temos que:

| _D-d
losango — T
| 64
losango — T
p 24
losango — 7
Alosango =6 cm?

Logo, ratifica-se a area encontrada primeiramente.
O ultimo quadrilatero regular a ser estudado € o trapézio, figura 58, cujas propriedades
ja foram postas neste trabalho. O trapézio é o Unico dos poligonos regulares estudados que

possui dois lados paralelos entre si e que possuem medidas diferentes.
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O trapézio abaixo tem base maior medindo 6 cm, base menor medindo 4 cm e altura
medindo 6 cm. Para determinar sua area utilizando a malha quadriculada, basta dividir a base
maior e a altura em segmentos de 1 cm e cada quadradinho completo formado tera 1 cm? de
area.

Fazendo a divisdo do trapézio em quadradinho de 1 cm? de area é possivel formar 24
quadradinhos de 1 cm? de area, ou seja, 24 cm? e 12 quadradinhos incompletos, que unidos
formas 6 quadradinhos completos de 1 cm? de area, totalizando 6 cm?. Somando esses valores,
encontrasse a area do trapézio, da figura 58, que é de 30 cm?.

Mas, para se chegar a uma formula que determina a area de um trapézio qualquer é
preciso decompor ele em outras figuras. Fazendo o somatoério da area dessas figuras
encontramos a area do trapézio. Para isso é necessario decompor o trapézio em dois triangulos

semelhantes e em um retangulo, conforme a figura 59.

Figura 58 — Area do trapézio

4 cm

6 cm

2
. - 1(.’,‘]-
6cm

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Dividindo a base maior B em trés segmentos, um de medida igual a base menor b e 0s
. . B—-b .  n . B-b
outros dois de medida ——» temos dois triangulos semelhantes de base medindo —-¢ altura h,

além de um retangulo de comprimento b e de largura h.

Calculando a area do triangulo, temos que:
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b -
Atriéngulo = T
B=b,
A A [ ..
triangulo 2
(B—b)-h 1
Atriéngulo = T : E
(B—b)-h
Atriﬁngulo = T

Figura 59 — Decomposicao do trapézio

b

B
Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Calculando a area do trapézio, temos que:

Atrapézio =2 Atriﬁngulo + Areténgulo
(B—b)-h
Atrapézio =2 T +b-h

(B—b)-h
Atrapézio = — 2 +b-h

(B—=b)-h 2-b-h
Atrapézio = 2 2

(B—b+2b)-h
Atrapézio = 2

(B+b)-h
Atrapézio = T
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Onde B representa a base maior do trapézio, b representa a base menor e ha representa
a altura.

Usando os valores da figura 58 para determinar a area do trapézio através da formula
encontrada anteriormente, temos que:

(B+b)-h
Atrapézio = -
(6+4)-6
Atrapészio = 2
10-6
Atrapézio = T
60

Atrapézio = 7

— 2
Atrapézio =30cm

Encontrando assim a mesma area que o calculo com malha quadriculada.

Como ja foram demonstradas as formulas para se determinar a area de triangulos e dos
quadrilateros, vamos determinar a area de um poligono que pode é bastante utilizando na
Geometria Espacial, o hexagono.

A figura 60 ilustra um hexéagono regular cujo lado mede I. As propriedades do hexagono
ndo foram descritas neste trabalho anteriormente, mas como se trata de um poligono regular

possui seus lados medindo a mesma medida assim como seus angulos internos.

Figura 60 — Area do hexagono

l

l

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Tracando algumas diagonais do hexagono é possivel dividi-lo em seis triangulos
equilateros, figura 61. Como visto anteriormente, um triangulo equilatero é um triangulo que
possui todos os lados de mesma medida. Utilizando a férmula da &rea do triangulo equiléatero é

possivel determinar a area do hexagono da seguinte forma:

Ahexégono =6-4 triangulo

equilatero
1?V3
Ahexégono =6 4
312V3
Ahexégono = T

Figura 61 — Hexagono dividido em triangulos equilateros

l

l

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Dessa forma determinamos a expressdo que determina a area do hexagono em funcéo
da medida dos seus lados. Por fim, vamos determinar a area do circulo, que ¢ a “reunido da
circunferéncia com os pontos da sua regido interna” (BONJORNO et al, 2022, p. 231).

A figura 62 ilustra a diferenca entre circunferéncia e circulo.
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Figura 62 — Diferenca entre circunferéncia e circulo

Circunferéncia Circulo

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

De acordo com Longen (2022, p. 116) “o lugar geométrico dos pontos de um plano
situados a uma mesma distancia de um ponto fixo dado é uma circunferéncia. A superficie
limitada por uma circunferéncia ¢ denominada circulo”.

Em outras palavras, a circunferéncia € o contorno da regido enquanto o circulo € a regido

delimitada pela circunferéncia. Os elementos presentes numa circunferéncia sao:

e Centro — é o ponto que determina a origem da circunferéncia, ou seja, uma das
extremidades do raio.

e Raio — é qualquer medida de segmento que vai do centro até um ponto qualquer da
circunferéncia.

e Diametro — ¢ qualquer segmento que vai de um ponto qualquer da circunferéncia a outro

ponto qualquer passando pelo centro da circunferéncia.

Segundo Iezzi, Dolce ¢ Machado (2022, p. 215) “ao inscrever um poligono regular em
uma circunferéncia, se tracarmos um segmento de reta que liga o centro O dessa circunferéncia
a cada um dos n vértices do poligono, ele ficara dividido em n triangulos isosceles”.

Ao inscrever um poligono numa circunferéncia de raio r é possivel dividir esse poligono
em varios setores circulares que se muito pequenos se assemelham a triangulos e assim se forem
reagrupados esses setores circulares a figura obtida ser algo parecido com um paralelogramo.
Na figura 63 ¢ possivel observar uma circunferéncia dividida 16 partes que agrupadas na figura

64 formam uma figura semelhante a um paralelogramo e que tem como medida de base o valor
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da metade do comprimento da circunferéncia e de altura a medida do raio (GIOVANNI
JUNIOR, 2022).

Figura 63 — Divisdo da circunferéncia em setores circulares

Fonte: Giovanni Janior, 2022, p. 257

Figura 64 — Setores circulares organizados num paralelogramo

Fonte: Giovanni Janior, 2022, p. 257

Segundo Teixeira (2022, p. 254):

“Quanto maior for a quantidade de partes em que o circulo é decomposto, menos
“inclinado” é o lado do paralelogramo. Assim, aumentando significativamente a
quantidade de partes, a figura geométrica obtida lembra um retangulo, cuja medida do
comprimento da base é metade da medida do comprimento da circunferéncia e cuja
medida da altura é a medida do comprimento do raio do circulo”.

Dessa forma € possivel determinar a area do circulo através da area do paralelogramo.
Temos que a area do paralelogramo € o produto da sua base pela sua altura, substituindo pelos
valores da base e da altura da figura 64, temos que:
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Acirculo = Aparalelogramo
Actreuto =b - h
Actrculo =TT - T

— 2
Acirculo =Tnr

Onde r é o raio da circunferéncia. “A area de um circulo de raio r ¢ igual ao produto do
quadrado da medida do raio pelo nimero 7’ (LONGEN, 2022, p. 123).

Outra maneira de determinar a area de um circulo é observando poligonos inscritos
numa circunferéncia. A medida que se aumenta o nimero de lados de um poligono inscrito
numa circunferéncia o seu formato se assemelha ao do circulo, sendo assim a area do poligono

tende a ser igual a area do circulo.

Figura 65 — Figuras inscritas numa circunferéncia

QOO0

5 lados 8 lados 12 lados 20 lados

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
4.7 Teorema de Tales

Tales de Mileto (624 a. C — 558 a. C) foi um filésofo, matematico e astrénomo grego,
sendo considerado um dos Setes Sabios da Grécia juntamente com Pitaco de Mitilene, Periandro
de Corinto, S6lon de Atenas, Quilon de Esparta, Cleébulo de Lindos e Bias de Priene. Tales é
frequentemente apontado como o primeiro filésofo ocidental e o fundador da escola jénica de
filosofia (LUNA, 2013).

Tales é conhecido por suas contribuicdes em diversas areas. Na Matemaética, ele é
creditado por introduzir o conceito de teorema matematico. Ele é famoso pelo Teorema de
Tales, que estabelece que, em um triangulo interceptado por retas paralelas, os segmentos de

reta formados sao proporcionais (REIS, 2014).
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Teorema: (Teorema de Tales). Sejam a, b e c trés retas paralelas, num mesmo plano, e sejam
r, s duas transversais, tais que r intersecta respectivamente a, be cem A, B e C, e s intersecta

respectivamente a, be cem D, E e F, entdo:

Figura 66 — Teorema de Tales

r s

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

o
3

2 S
i
&>

De acordo com Dante (2018) e Pataro e Balestri (2018), fazendo a demonstracdo para

dois casos possiveis, temos que:

1° caso: Uma transversal divide um feixe de retas paralelo em segmentos congruentes.

Considere que o feixe de retas formado pelas retas a, b, e c e as retas transversais r e s,
a intersec¢do entre as retas a, b e c com a reta r formam os pontos A, B e C; ja a intersec¢édo das
retas a, b e ¢ com a reta s formam os pontos D, E e F, tendo AB = BC. Logo, demonstremos
que DE = EF.

Ao tragarmos uma reta f paralela & reta r e que passe pelo ponto D, temos que a
interseccdo dessa reta f com a reta b € o0 ponto G, da mesma forma, se tracarmos a reta g paralela
a reta r e que passe pelo ponto E, temos que a intersec¢cdo dessa reta g com a reta ¢ é o ponto

H. Desse modo é possivel notar que os paralelogramos ABGD e BCHE ficam determinados.
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Como AB = DG, BC = EH e AB = BC, temos que DG = EH . Logo, pode-se

concluir que:

e Ossegmentos DG e EF possuem 0 mesmo comprimento.

e Osangulos GDE, HEF, GED e HFE sio correspondentes.

Figura 67 — Teorema de Tales com retas transversais paralelas a reta r

r

/

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

s\f g

D
AE

c C /\F

Desse modo, utilizando o caso de congruéncia de triangulos LAA, (lado, angulo e

angulo oposto), os tridngulos DEG e EFH sdo congruentes, sendo assim, DE = EF e 0s

segmentos AB e BC sdo proporcionais aos segmentos DE e EF.
Dai, temos que:

Logo, segundo Dante (p.88, 2018), a propriedade é demonstrada:

Se um feixe de retas paralelas determina segmentos de reta congruentes sobre uma reta

transversal, entdo ele também determina segmentos de reta congruentes sobre qualquer outra
reta transversal.
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2° caso: Uma transversal divide um feixe de retas paralelo em segmentos comensuraveis de
mesmo comprimento.

Considere que o feixe de retas formado pelas retas a, b e c e as retas transversais r e s,
a intersecgdo entre as retas a, b e ¢ com a reta r formam os pontos A, B e C; ja a intersec¢ao
das retas a, b e ¢ com a reta s formam os pontos D, E e F. Considere que o segmento AB seja
dividido em m partes cujo comprimento é k e que o segmento BC seja divido em n partes cujo

comprimento é k, com m e n inteiros. Logo, temos que, AB =m-ke BC =n - k.

Figura 68 — Teorema de Tales com retas comensuraveis

r s

i [ \
/ \
jE E
" i \
/ \
| \
c jC \_F

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Assim, temos:
ﬁ_m-k_m D ﬁ_m k _m )
BC n-k n ¢ EF n-k n (2)

Comparando (1) e (2), nota-se que os segmentos AB e BC s&o0 proporcionais aos

segmentos DE e EF, pois:

=
t

3
33
T3

Portanto, segundo Andrade (p.18, 2020), a propriedade é demonstrada:



97

Se um feixe de retas paralelas intersecta duas transversais quaisquer distintas, entéo a
razdo entre os comprimentos dos segmentos obtidos em uma das transversais € igual a razéo

entre os comprimentos dos segmentos correspondentes da outra transversal.

4.8 Teorema de Pitagoras

Pitagoras de Samos (570 a. C — 497 a. C) foi um fil6sofo e matematico grego que nasceu
em Samos, uma ilha do Mar Egeu, por volta de 570 a. C. Ele é amplamente conhecido como o
fundador da escola pitagorica, que teve grande influéncia no desenvolvimento da Matematica
e da filosofia na Grécia Antiga (KAMERS, 2008).

Pitagoras e seus seguidores acreditavam que 0s numeros eram a esséncia fundamental
do universo e que a realidade poderia ser compreendida por meio de principios matematicos.
Eles consideravam os numeros como entidades divinas que revelavam a ordem cdsmica e a
harmonia subjacente a todas as coisas (BASTIAN, 2000).

Uma das contribuicBes mais famosas de Pitagoras é o Teorema de Pitadgoras, que
estabelece que, em um triangulo, o quadrado da hipotenusa (o lado oposto ao angulo reto) é
igual a soma dos quadrados dos catetos (os outros dois lados). Esse teorema desempenhou um
papel fundamental no desenvolvimento da geometria e teve ampla aplicagdo em diversas areas,
desde a arquitetura até a fisica (OLIVEIRA FILHO, 2016).

Além de seus estudos matematicos, Pitdgoras também era conhecido por sua Visao
mistica e espiritual do mundo. Acreditava-se que ele possuia conhecimentos secretos e
iniciaticos que eram transmitidos apenas a seus discipulos mais proximos. A escola pitagérica
era caracterizada por rituais e cerimdnias secretas, bem como por uma série de preceitos morais
e éticos, como a crenca na transmigracéo da alma e a pratica da abstinéncia de certos alimentos
(SILVA FILHO, 2013).

A influéncia da escola pitagdrica se estendeu além da Matematica e do misticismo. Os
pitagoricos também fizeram contribuigdes expressivas em areas como a musica, a astronomia
e a politica. Acreditavam que a musica era um elemento fundamental para a harmonia e o
equilibrio do cosmos, e a relagdo entre nimeros e coincidéncias musicais era vista como uma
expressdo da ordem divina (REALE apud JABLONSKI; BAIER, 2014).

Embora ndo haja tantos documentos que relatem a vida e a obra de Pitadgoras e 0 que se
sabe vem de dos seus discipulos (OLIVEIRA FILHO, 2016). Sua influéncia perdurou por

séculos, influenciando grandes filésofos e matematicos ao longo da historia, e ainda hoje é
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lembrado como uma das figuras mais importantes e emblemaéticas da Grécia Antiga. Seu legado

na Matematica continua a inspirar e fascinar estudiosos até os dias atuais.

“E importante observar que, como nenhum dos escritos originais chegou até
0s nossos dias, ndo podemos afirmar, com absoluta certeza, se Pitdgoras apresentou
ou ndo uma prova do teorema que leva seu nome. Como a Escola Pitagorica, além de
secreta era comunitaria, ou seja, todo o conhecimento e todas as descobertas
pertenciam a todos, pode ser que algum de seus discipulos tenha demonstrado e tenha
dado o crédito ao mestre, conforme as normas da comunidade” (SILVA; FANTI;
PEDROSO, p. 24, 2016).

Figura 69 — Teorema de Pitagoras

CZ
Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

a’? = b? + c?

Ha relatos que Pitadgoras nao foi o primeiro a trabalhar com essa relagéo entre os lados
de um triangulo retangulo. Silva, Fanti e Pedrosa (p. 23, 2016), relatam que “séculos antes da
existéncia de Pitigoras, o teorema ja era conhecido por babilénios, egipcios e chineses, que

utilizavam o resultado na resolucdo de problemas”. Mas, segundo Oliveira Filho (2016) a
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primeira demonstracdo foi desenvolvida na escola pitagérica com a comparagdo de areas, de
acordo com historiadores.
Segundo Eves (1997) apud Evangelista (p. 11, 2014):

“... ndo foi Pitdgoras quem inventou o teorema, pois “esse ja era conhecido pelos
babilonicos do tempo de Hamurabi, mais de um milénio antes”, ¢ possivel que o
teorema leve seu nome por acreditar-se que ele tenha sido o primeiro a dar uma

demonstragdo geral”.

Ha inimeros trabalhos na literatura que descrevem as inimeras formas de demonstracéo
do Teorema de Pitagoras (SILVA FILHO, 2013; EVANGELISTA,; 2014; OLIVEIRA FILHO,
2016; SILVA; FANTI; PEDROSO, 2016; JORGE, 2021) e o que todos tratam em comum € a
existéncia do livro The Pythagorean Proposition, escrito pelo matematico estadunidense Elisha
Scott Loomis, tendo sua primeira versdo langada em 1927.

Jorge (2021) relata que o livro traz consigo 370 demonstracfes do Teorema de Pitagoras,
feito que esta registrado no livro dos recordes como o teorema que possui a maior quantidade
de demonstracBes conhecidas. Silva, Fanti e Pedroso (2016) falam que o teorema possui mais
de 400 demonstracdes, sendo algumas delas feitas por grandes personalidades como Bhaskara
e Leonardo da Vinci, e até por um presidente norte-americano, James Abram Garfield (1831-
1881), em 1871.

Teorema: (Teorema de Pitagoras). A “soma das areas dos quadrados construidos sobre os
catetos de um triangulo retangulo ¢ igual a area do quadrado construido sobre a hipotenusa”
(SILVA; FANTI; PEDROSO, p. 25, 2016), que estabelece a seguinte relagdo: num triangulo
retangulo, o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos
catetos (SILVA FILHO, 2013).

Para Andrini e Vasconcelos (2015), Bianchini (2015) e Souza e Garcia (2016), o
Teorema de Pitadgoras pode ser demonstrado através da equivaléncia de areas. Vamos supor que
temos um triangulo ABC, cujo angulo CAB é reto e que 4B = ¢, AC = b e BC = a, sendo
assim o lado de medida a é o maior lado do triangulo retangulo e é chamado de hipotenusa, e

os dois lados, b e ¢, sdo chamados de catetos, logo, temos que:



100

Figura 70 — Teorema de Pitagoras

C

A

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
Construindo um quadrado de lado (b + c), utilizando o triangulo equilatero acima,
unindo os quatros triangulos formados, obtém-se um quadrado BCEG. A soma das areas dos

quatros triangulos retangulos e do quadrado BCEG ¢ a area do quadrado de lado (b + c).

Figura 71 — Teorema de Pitagoras

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024



101

Pode-se chegar ao Teorema de Pitagoras somando a area dos quatros triangulos
equilateros com a area do quadrado BCEG e igualando ao quadrado da medida do lado (b + ¢)

do quadrado ADFG. Dessa forma, temos a seguinte expressao:

Apcec 4+ Anapc = Aapre
bc
a2+4-7=(b+c)2
a® + 2bc = b? + 2bc + c?

Uma segunda forma de demonstrar o Teorema de Pitagoras € utilizando a demonstracédo
proposta por James Abram Garfield, 20° presidente dos Estados Unidos da América. De acordo
com lezzi et al (2016), o quadrado ADFG de lado (b + c) é formado por dois trapézios

congruentes pelo segmento BE: o trapézio ABED e o trapézio BEFG.

Figura 72 — Teorema de Pitagoras por James Abram Garfield

D b E c F
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b+c

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

O trapézio ABEP pode ser divido em trés triangulos retangulos, onde dois deles séo
cdngruos, para isso deve-se apenas criar um segmento que vai do ponto E até o ponto C e outro

segmento que vai do ponto E para o ponto B.
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Para calcular a area do trapézio ABED, podemos calcular a area de duas formas

distintas:

e Aareado trapézio ABED é metade da area do quadrado ADFG. Logo:

Aupre
Apgep = 2

b+c)-(b+c)
Apgep = 2

A __ b2+42bc+c?
ABED = — 5 (3)

e Aareado trapézio ABED ¢ a soma das areas dos triangulos ABC, CDE e BCE. Logo:

Augep = Aapc + Acpe + Apce

bc bc a?

Aupep = —
ABED 2+2+2

2bc + a®
Appep = 2 (4)

e Igualando (3) e (4), temos:

Augep = Aagep

2bc +a? _ b” + 2bc + c?

2 2

Uma terceira, e Gltima demonstracao, feita neste trabalho, do Teorema de Pitagoras € feita
utilizando as relagfes métricas no triangulo retdngulo. Segundo Pataro e Balestri (2018), um
triangulo ABC, cuja medida da hipotenusa é a, a medida dos catetos sdo b e ¢, a altura é h e as

projecdes relativas aos catetos b e ¢ sdo m e n.
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Figura 73 — Triangulo retdngulo com as proje¢des dos catetos

C

a

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
Utilizando as seguintes relacdes métricas, b?=a - m e ¢® = a- n, temos que:
b2+ c?=a-m+a-n -—-----mmmmmmemee e fatorando e colocando o a em evidéncia
b?2 +c? =a-(Mm+n) -------mmmmmmmmmmmm oo como m + n = a, faz-se a substituicdo
b2+c?’=a-a

b? + ¢? = a?

Dessa forma, temos que, a2 = b? + ¢2.
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5 UTILIZANDO O GEOGEBRA NAS DEMONSTRACOES DE TEOREMAS DA
GEOMETRIA PLANA

Neste capitulo sdo apresentadas algumas construgdes de angulos, figuras e
demonstracGes de teoremas discutidos no capitulo anterior.

5.1 Construcao de um angulo utilizando o controle deslizante

Para construir um angulo a partir do GeoGebra utilizando um controle deslizante basta
inicialmente abrir o GeoGebra e ir na barra de ferramentas, na janela de ferramentas 10 e clicar
na opcao controle deslizante, conforme a figura 74.

Figura 74 — Controle deslizante

I«

B o D004 b Q
252 Controle Deslizante 24 @
ABC Texto

M Inserir Imagem

oK | Botao

/® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=/1 Campo de Entrada

o (>

Controle Deslizante

1 (e

Selecione uma posigao

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Apobs clicar no controle deslizante, aparecerd uma caixa de comando onde é possivel
escolher entre as op¢fes numero, angulo e inteiro. Além disso é possivel definir um intervalo
para que o controle deslizante funcione, um valor minimo e um valor maximo, e ainda definir
0 incremento, ou seja, a variagao do controle deslizante. Para construi um angulo é necessario

clicar na opcao angulo, definir o intervalo do angulo e em quanto ele vai variar, conforme figura
75.
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Figura 75 — Caixa de comando controle deslizante

Controle Deslizante

Nome
a

O Nomero @ Anguo () Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animagao

min max Incremento
0" 3607 1

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Apo0s a criacdo do controle deslizante é necessario definir dois pontos que serdo,

posteriormente, uma das semirretas do angulo. Na figura 76 é demonstrado o resultado desse

procedimento.
Figura 76 — Definicdo de pontos para o controle deslizante
€ GeoGebra Classic = o X
Y Y P B So i~ )P AF E S Q=
a0 =N EC
. o 360° @ | !
® A = Intersecio(EixoX, EixoY) a= 0‘; s
= (0.0) 5
PS B = Ponto(EixoX) H | ! B
= (6,0) ® X
+ Entrada...
A _B
-1 10 -2 -8 T -8 -5 -4 3 -2 1 o 1 2 3 4 5 ! T 8 9 10 1
» L
. A
Q

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Agora é preciso ir na barra de ferramentas, ir na janela 9 e clicar na ferramenta rotagéo

em torno de um ponto, conforme mostra a figura 77. Ao ser feito esse procedimento é necessario
clicar nos pontos definidos na figura 76.

Figura 77 — Rotagdo em torno de um ponto
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Apos clicar nos pontos, aparecera uma caixa de comando da ferramenta de rotagdo em

torno de um ponto e devera ser definido o sentido de rotacdo. Na caixa de texto onde esta o

angulo, devera ser substituido o valor do angulo pela letra correspondente ao controle deslizante
criado. A figura 78 ilustra essa situagéo.

Figura 78 — Caixa de comando da rotagdo em torno de um ponto
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107

Ao definir o sentido de rotagcdo do ponto, aparecera um novo ponto, conforme ilustrado
na figura 79. Apenas com esses procedimentos € possivel observar que ao mover o controle
deslizante, 0 novo ponto ird se mover.

Para que seja possivel observar o crescimento ou a diminui¢do da abertura do angulo
criado, pode-se ir na barra de ferramentas, na janela 6 e clicar na ferramenta setor circular.

Selecionar os pontos na ordem que foram inseridos na janela de visualizag&o.

Figura 79 — Setor circular
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Apds esses passos, 0 angulo formado ficara como o da figura 80. Ao mover o controle
deslizante o angulo tera uma abertura maior ou menor, a depender da abertura, podendo varia
de 0° a 360°.
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Figura 80 — Construcéo do setor circular
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Ja a figura 81 ilustra a ferramenta angulo que se encontra na barra de ferramentas na

janela 8. Apos selecionar a ferramenta angulo € preciso selecionar os pontos definidos e o valor

do angulo aparecera na janela de visualizacao, conforme figura 82.

Figura 81 — Ferramenta angulo
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024



Figura 82 — Valor do angulo
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5.2 Construgdo de um angulo e o uso do transferidor de 180° e 360°

Outra maneira de demonstrar o valor de um angulo é usando um transferidor no

GeoGebra. Para isso, inicialmente determina-se trés pontos, conforme a figura 83. Os pontos

ndo devem ser colineares.

Figura 83 — Pontos néo colineares no plano
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Apds determinar os pontos, deve-se construir duas semirretas que se interceptam em um

ponto em comum. Logo, ha a definicdo das semirretas AB e AC que se interceptam em A, como

mostrado na figura 84.

Figura 84 — Semirretas AB e AC
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Apos a determinacdo das semirretas deve-se determinar o angulo entre elas. Para isso

basta ir no menu de ferramentas, janela 8 e clicar na opgdo angulo. Apos isso é preciso

selecionar as retas g e f, figura 85.

Figura 85— Angulo entre aretas fe g
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Para inserir uma imagem é preciso ir no menu ferramentas, janela 10 e clicar na

ferramenta de inserir imagem. Na figura 86 € possivel observar o passo-a-passo. Ao clicar na

ferramenta de inserir imagem € aberta uma caixa de dialogo, onde é possivel enviar uma

imagem do seu computador.

Figura 86 — Inserir uma imagem
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Inicialmente foi escolhida uma imagem de um transferidor de 360°. E preciso alinhar o

centro do transferidor com o ponto A. Na figura 87 é feita uma demonstracdo do alinhamento

do centro do transferidor com a interse¢ao das semirretas.

Figura 87 — Transferidor de 360°
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Na figura 88 € demonstrada a opcao de inserir uma caixa para exibir ou esconder objetos.

Tal ferramenta permite que seja colocados inUmeros elementos na area de visualizacdo e depois

sejam ocultados para que somente seja usado ou visualizado um determinado objeto.

Figura 88 — Caixa para exibir/esconder objetos
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Ao clicar na ferramenta caixa para exibir/esconder objetos é aberta uma caixa de dialogo

onde é preciso informar, de acordo com a figura 89, a legenda da caixa e selecionar o objeto

que devera ser oculto.

Figura 89 — Legenda da caixa para exibir/esconder objetos
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

%



113

Ao configurar a ferramenta caixa para exibir/esconder objetos, foi feito a insercédo da

imagem de um transferidor de 180°, conforme a figura 90.

Figura 90 — Transferidor de 180°

oGebr: = -] x
RlA A~ LD OO &L N e & a =
A = Intersegio(EixoX, EixoY) &
(0, 0)
B (-6, 6)
¢
° £ Semirreta(A, B)
6 by 0
® ° Semirreta(A, C)
by 0
Angulo(g, )
90°
D~
3 )
@ | 2
F -6) Q
G )

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

E criada novamente uma outra caixa para exibir/esconder objetos, agora para o

transferidor de 180°. E colocada uma legenda e selecionada uma imagem, conforme figura 91.

Figura 91 — Caixa para exibir/esconder objetos
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Quando as caixas estdo marcadas, de acordo com a figura 92, as duas imagens do
transferidor de 180° e 360° aparecem. Ao desmarcar a opcao do transferidor de 360°, apenas é

visivel o transferidor de 180°.

Figura 92 — Exibindo os dois transferidores
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Na figura 93 é possivel observar apenas o transferidor de 180°, pois a caixa de exibigdo

do transferidor de 360° esta desmarcada.

Figura 93 — Exibindo transferidor de 180°
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Ao desmarcar a caixa do transferidor de 180° e marcar a caixa do transferidor de 360°

é exibido apenas o transferidor de 360°, conforme a figura 94.

Figura 94 — Exibindo transferidor de 360°
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

5.3 Demonstracdo do Teorema de Pitagoras a partir de um quadrado

O Teorema de Pitagoras pode ser enunciado como sendo a soma das medidas das areas
dos quadrados construidos sobre os catetos de um triangulo retangulo é igual a medida da area
do quadrado construido sobre a hipotenusa” (SILVA; FANTI; PEDROSO, 2016), que
estabelece a seguinte relacdo: num tridngulo retangulo, o quadrado da medida da hipotenusa €
igual a soma dos quadrados da medida dos catetos (SILVA FILHO, 2013).

Para demonstrar o Teorema de Pitagoras a partir de um quadrado utilizando o
GeoGebra, vamos inicialmente definir dois pontos A e B, depois através da ferramenta
poligono regular determinar a quantidade de vértices do poligono. A figura 95 ilustra a

construcdo de um quadrado.
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Figura 95 — Construcdo de um quadrado
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Para que seja possivel demonstrar o Teorema de Pitdgoras vamos construir outro
quadrado cujos vértices estardo sob os lados do primeiro quadrado. Para isso € preciso criar um
controle deslizante para que os vértices desse novo quadrado percorram os lados do primeiro
quadrado.

Anteriormente neste trabalho, foi demonstrado como inserir um controle deslizante e na
figura 96 é demonstrada a configuracdo desse controle. Inicialmente, dar-se 0 nome ao controle
deslizante e associa-se ele as coordenadas dos vértices do novo quadrado.

Dado o ponto A=(0,0) e 0 B=(6,0), os novos vértices em funcéo do controle deslizantes
serdo E=(e,0) e F=(6,e), pois quando o controle deslizante for acionado o ponto E se deslocara
no segmento AB e o ponto F se deslocara no segmento BC. Com a variacdo do controle

deslizante cada lado do quadrado inicial € dividido em dois segmentos.



Figura 96 — Controle deslizante
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Apos a configuracgdo do controle deslizante e a associagao dele com os vértices do nome

quadrado, € preciso construir esse novo poligono, conforme figura 97. O passo a passo da

constru¢do do novo quadrilatero é idéntico ao que foi feito inicialmente. Basta selecionar a

ferramenta poligono regular, depois selecionar os vértices E e F e indicar a quantidade de

vértices desse novo poligono. A figura 97 caracteriza o posicionamento dos quadrados quando

o controle deslizante é igual a 2. Neste caso, o0 ponto E dista em duas unidades do ponto A e

quatro unidades do ponto B.

Figura 97 — Quadrado inscrito num quadrado
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Feita a construcdo dos dois quadrados e observando o funcionamento do controle
deslizante, vamos determinar a medida de cada segmento formado. E possivel observar que ao
construir o novo quadrado, formam-se quatro triangulos retangulos, onde o lado desse novo
quadrilétero é a hipotenusa do tridngulo retangulo.

Para determinar a medida dos segmentos é preciso ir na barra de ferramentas, janela de
ferramentas 8 e clicar na ferramenta distancia, comprimento ou perimetro e depois selecionar o
segmento desejado.

Ao determinar o valor de cada segmento dos quadrados, vamos em seguida escrever o
Teorema de Pitagoras através de um texto. A figura 98 ilustra os procedimentos feitos

anteriormente.

Figura 98 — Medidas dos segmentos dos quadrados
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Uma funcionalidade bastante interessante do GeoGebra € o uso do texto dindmico que
através do uso do controle deslizante permite que haja uma variacdo dos valores e
automaticamente uma visualizagéo dessa variagao.

Para criar um texto dindmico é preciso seguir 0S mesmaos passos que para criar um texto
normal, mas na caixa de dialogo € preciso selecionar o icone do GeoGebra, de acordo com a

figura 99 e determinar as variaveis do Teorema de Pitagoras.
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Determinado o valor da hipotenusa do triangulo retangulo, basta apenas digitar a
variavel a e igualar ela ao segmento que o representa, dessa forma quando o segmento EH
mudar o valor de a mudara também, pois estdo relacionados. Fazendo isso para os valores dos

catetos, b e c, temos as variaveis necessarias para resolver o teorema.

Figura 99 — Valores da hipotenusa e dos catetos
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Ap0s a determinacdo dos valores dos catetos e da hipotenusa, faz-se 0 mesmo processo
de criacdo do texto dinamico para o Teorema de Pitdgoras. Como a hipotenusa é o segmento
EH e os catetos sdo os segmentos AE e AH, respectivamente, basta apenas eleva-los ao

quadrado, conforme a figura 100.

Figura 100 — Texto dindAmico com os valores da hipotenusa e dos catetos
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Ao criar o texto dindmico para as variaveis do Teorema de Pitagoras, automaticamente
ele é preenchido com os valores das medidas das variaveis e podemos mudar elas através do

controle deslizante.
Para que o resultado do quadrado da hipotenusa e dos catetos aparega € preciso criar

uma nova variavel que relaciona o valor da poténcia. Logo, dizemos que r = (EH)?, s = (AE)?
e t = (AH)? e usando o texto dindmico, monta-se a equacéo utilizando as variaveis r, s e t,

conforme a figura 101.

Figura 101 — Equacéo utilizando texto dindmico
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Apos a criacdo da equacdo usando as variaveis r, s e t, € preciso criar outra variavel que
relaciona a soma do quadrado dos catetos AE e AH, chamando de u essa nova variavel, temos
entdoque u = s + t.

Dessa forma, o Teorema de Pitagoras pode ser escrito como r = u, pois u é a soma dos

guadrados dos catetos, conforme ilustrado na figura 102.
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Figura 102 — Soma dos quadrados dos catetos
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Por fim, temos a figura 103 que ilustra 0 Teorema de Pitagoras quando o controle
deslizante for 4, a hipotenusa tera o valor de 4,47, os catetos b e c terdo, respectivamente, 0s
valores de 4 e 2. Sendo assim, substituindo esses valores no Teorema de Pitagoras, provamos
que a igualdade é valida.

Figura 103 — Prova do Teorema de Pitagoras
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5.4 Uma demonstracdo do Teorema de Pitagoras usando areas

Outra forma de provar o Teorema de Pitadgoras € através da nocéo de area formando
quadrados para cada lado do triangulo retangulo. A figura 104 mostra um triangulo equilatero
ABC, onde o angulo reto esta no vértice A e com o uso de controles deslizantes a base e altura

podem variar.

Figura 104 — Triangulo retangulo
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Ao construir o triangulo retangulo acima utilizando os controles deslizantes, deve-se
construir quadrado para cada lado do triangulo, conforme mostra a figura 105. O passo a passo
da construgdo do controle deslizante e dos poligonos foi mostrado anteriormente. Ao construir
cada um dos quadrados de acordo com a medida dos lados do triangulo retangulo, percebe-se

que a area de cada um deles é dada em funcao dos lados do triangulo.



Figura 105 — Quadrados formados por um triangulo retangulo
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Entdo, podemos determinar a medida da area de cada um desses quadrados. Para

determinar a area do poligono basta ir no menu de ferramentas, janela de ferramentas 8 e clicar

na ferramenta &rea. Ao clicar nessa ferramenta basta clicar no poligono que deseja obter a area.

Apds esse procedimento, vamos inserir um texto dindmico para mostrar que a soma das

areas dos quadrados menores € igual a area do quadrado maior. Ao selecionar a ferramenta de

texto, deve-se ir no icone do GeoGebra e escolher o nome das figuras, de acordo com a figura

106.

Figura 106 — Texto dinAmico Teorema de Pitagoras
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Na figura anterior foi mostrado como colocar um texto dindmico que relaciona a areas
dos quadrados com o Teorema de Pitagoras. Ja na figura 107 € possivel observar a equagdo com
os valores das suas variaveis. Logo em seguida € criada uma nova varidvel que relaciona a soma
das areas dos quadrados menores e criado um texto dindmico para provar que a soma das areas

dos quadrados menores é igual a area do quadrado maior.

Figura 107 — Soma dos quadrados dos catetos
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Feito isso, temos que na figura 108, obtemos o Teorema de Pitdgoras quando os
controles deslizantes forem a = 9 e b = 12, consequentemente, temos que a area do quadrado
maior € 225 e a area dos quadrados menores sdo 81 e 144, respectivamente. Logo, a soma das
areas dos dois quadrados menores é igual a area do quadrado maior e o Teorema de Pitagoras

é provado.



Figura 108 — Prova do Teorema de Pitagoras
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5.5 Demonstracao do Teorema de Tales

O Teorema de Tales pode ser enunciado como: sejam a, b, c trés retas paralelas, num

mesmo plano, e sejam r, s duas transversais, tais que r intersecta respectivamente a, b, c em A,

B, C, e s intersecta respectivamente a, b, cem D, E e F, entdo:

ir na barra de ferramentas, janela de ferramentas 3 e clicar na ferramenta reta.

3
=S

Primeiramente para construir um sistema que envolva inimeras retas paralelas é preciso

Ao fazer esse procedimento é necessario selecionar dois pontos aleatorios na janela de

visualizacdo que a reta serd construida. Na figura 109, ao definir os pontos A e B, aretar é

inserida. Para que haja retas paralelas a reta r é preciso ir novamente na barra de ferramentas

janela de ferramentas 4 e clicar na ferramenta reta paralela. Ao fazer isso devemos selecionar

um ponto qualquer na janela de visualizacdo que a reta paralela a reta r aparecera. Neste caso,

ao inserir o ponto C, a reta g é formada.
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Esse procedimento pode ser repetido inimeras vezes para que indmeras outras retas
paralelas a reta r sejam criadas, mas neste caso em questdo, optou-se por construir apenas a reta
r e areta g e em seguida criar as retas transversais para que depois fossem criadas outras retas
paralelas.

Apds criar as retas transversais h e i, cria-se a reta j que é paralela a reta r. Como o ponto
E pertence a reta j, encontra-se a intersecdo entre a reta j e a reta i, a esse ponto dar-se 0 nome
de F.

Figura 109 — Construcéo de retas paralelas cortadas por transversais
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Com o auxilio da ferramenta distancia, comprimento ou perimetro, foi determinado o
comprimento de cada um dos segmentos das retas. Logo apds foi colocado um texto dinamico
que relaciona a razdo entre os segmentos de retas paralelas cortadas pela mesma reta transversal
com os seus valores. E possivel observar que para a situagio apresentada na figura 110 a raz&o
entre os segmentos € igual a 0,75, independente de qual par de segmentos é observado,

provando assim o Teorema de Tales.



Figura 110 — Prova do Teorema de Tales
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Ja na figura 111 é demonstrado o Teorema de Tales alterando os valores dos segmentos

relagho a figura 110. Nota-se que mesmo alterando o valor dos segmentos a

proporcionalidade é mantida, pois a razdo entre 0s segmentos ainda é 0,75.

Figura 111 — Proporcionalidade do Teorema de Tales
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5.6 Area e perimetro de figuras planas com controle deslizante

E possivel utilizar o controle deslizante do GeoGebra para determinar a area de alguns
poligonos regulares que sdo constantemente utilizados. Neste tdpico serd utilizada a nocéao
intuitiva de area para o quadrado e o retangulo.

Inicialmente, para se construir um quadrado é necessario inserir um controle deslizante
que esteja em funcdo da medida do lado desse quadrado, neste caso vamos chamar de [ o
controle deslizante referente a medida do lado.

Apbs a criacdo do controle deslizante sdo inseridos os pontos que dardo origem ao
quadrado a ser estudado. Deve-se observar que as coordenadas dos pontos desse quadrilatero
devem estar relacionadas ao controle deslizante [. Dessa forma, a figura 112 ilustra a construcéo

do quadrado ABCD em funcéo do controle deslizante .

Figura 112 — Quadrado em funcdo da medida dos lados
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Apds construir o quadrado, para verificar sua area e o0 seu perimetro basta ir no menu de
ferramentas, janela de ferramenta 8 e clicar na ferramenta area e depois na ferramenta distancia,
comprimento ou perimetro que aparecera a medida da area e do perimetro do quadrado. Na
figura 113 é mostrado o quadrado com medida de lado igual a 10 cujo perimetro é 40 e a &rea
100.



Figura 113 — Area e perimetro do quadrado
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129

Da mesma forma que foi feito para a constru¢do de um quadrado, deve-se construir

controles deslizantes para o retangulo. Neste caso em especifico deve haver um controle

deslizante para a medida da base (comprimento) e para a medida da altura (largura).

Na figura 114 é demonstrado a construgdo do controle deslizante b que representa a

medida da base (comprimento) do retangulo e o controle deslizante h que representa a medida

da altura (largura) do retangulo. Apos a construcao dos controles deslizantes, deve-se inserir 0s

pontos em funcdo dos controles e criar o retdngulo ABCD.

Figura 114 — Retangulo em fungdo da medida da base e da altura
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Apds construir o retangulo, para verificar sua area e o seu perimetro basta ir no menu

de ferramentas, janela de ferramenta 8 e clicar na ferramenta area e depois na ferramenta

distancia, comprimento ou perimetro que aparecera a medida da area e do perimetro do

quadrado. Na figura 115 é mostrado o retangulo com medida de base igual a 7 e altura igual a

9 cujo perimetro é 32 e a area 63.

Figura 115 — Area e perimetro do retangulo
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E possivel fazer a construgdo de outras figuras geométricas como triangulo, losango,

paralelogramo e trapézio e utilizar os controles deslizantes para determinar a variacdo das

medidas dos seus lados. Por ora, as demonstracfes do quadrado e do retangulo séo suficientes

para compreender o potencial do GeoGebra.
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6 RESOLUCAO DE QUESTOES DA OBMEP SOBRE GEOMETRIA PLANA
UTILIZANDO O GEOGEBRA

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas PUblicas (OBMEP) é uma olimpiada
cientifica que retine milhares de estudantes de escolas publicas e privadas de todo o Brasil,
organizada pelo Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) com o apoio da Sociedade
Brasileira de Matematica (SBM) e promovida com recursos de Ministério da Educagdo (MEC)
e do Ministério da Ciéncia, Tecnologia e Inovacdao (MCTI). Ocorre anualmente desde o ano de
2005, mas em 2020 devido a pandemia de COVID-19 teve sua realizacdo interrompida,
voltando em 2021 e, atualmente, se encontra na sua décima oitava edicao.

Desde sua criacdo até o ano de 2023 contou com a participacdo de 318.829.481 de
estudantes em sua primeira fase e de 13.915.454 em sua segunda fase até o ano de 2022. Em
2005 participaram cerca de 31.031 estudantes e em 2023, houve uma participacdo de 55.383
estudantes, representando um aumento de aproximadamente 78,5% no ndmero de escolas
participantes.

O namero de escolas participantes vem crescendo desde a primeira edi¢cdo do OBMEP,
tem tido uma pequena reducéo no ano de 2011, mas voltando a crescer em 2012 e a partir de
2017 com a inclusdo das escolas particulares esse nimero cresceu ainda mais. Em 2021, por
conta da pandemia o numero de escolas participantes diminuiu e ndo foi apenas na OBMEP
que ocorreu isso, olimpiadas como a Olimpiada Brasileira de Astronomia e Astronautica (OBA)
e a Mostra Brasileira de Foguetes tiveram uma redugcdo no nimero de escolas participantes em
2020 (MARTINS, 2022). Tal reducdo foi revertida no ano seguinte, tendo 2023 superado o
recorde de escolas participantes, ao todo 55.383 escolas participaram da 182 edi¢cdo da OBMEP,
0 que representa um total de 99,87% de municipios participantes segundo dados da prépria
OBMEP.

O quadro 7 mostra o total de escolas e estudantes participantes por ano na primeira fase
e, também, o total de escolas e estudantes participantes por ano na segunda fase. Comparando
a primeira edicdo da OBMEP com a edicdo de 2023 houve um aumento de aproximadamente
74,59% no numero de estudantes participantes e um aumento de aproximadamente 78,47% no

namero de escolas participantes.

Quadro 7 — Quantitativo de escolas e estudantes inscritos na 12 e 22 fase da OBMEP

12 fase 22 fase




Escolas | Estudantes
2005 | 31.031 | 10.520.831
2006 | 32.655 | 14.181.705
2007 | 38.450 | 17.341.732
2008 | 40.397 | 18.326.029
2009 | 43.854 | 19.198.710
2010 | 44.717 | 19.665.928
2011 | 44.691 | 18.720.068
2012 | 46.728 | 19.166.371
2013 | 47.144 | 18.762.859
2014 | 46.711 | 18.192.526
2015 | 47.580 | 17.972.333
2016 | 47.474 | 17.839.424
2017 | 53.231 | 18.240.497
2018 | 54.498 | 18.237.996
2019 | 54.831 | 18.158.775
2021 | 53.375 | 17.774.936
2022 | 54.488 | 18.159.636
2023 | 55.383 | 18.369.125
Total 318.829.481

Escolas | Estudantes

2005 | 29.074 | 457.725
2006 | 29.661 | 630.864
2007 | 35.483 | 780.333
2008 | 35.913 | 789.998
2009 | 39.387 | 841.139
2010 | 39.929 | 863.000
2011 | 39.935 | 818.566
2012 | 40.770 | 823.871
2013 | 42.480 | 954.926
2014 | 41.302 | 907.446
2015 | 42.316 | 889.018
2016 | 43.232 | 913.889
2017 | 49.617 | 941.630
2018 | 50.183 | 952.782
2019 | 50.663 | 949.240
2021 | 35.075 | 566.285
2022 | 46.602 | 834.742
2023 - -
Total 13.915.454

Fonte: Autor, OBMEP, 2024
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O quadro 8 mostra o quantitativo de medalhas distribuidas apds a segunda fase da

OBMEP. Em sua primeira edigdo foram distribuidas 1.110 medalhas de ouro, prata e bronze e

em 2022 houve um aumento de aproximadamente 575,67% no numero de medalhas

distribuidas. Ao todo foram premiados um total de 85.115 estudantes desde 2005 contribuindo

efetivamente para a popularizagdo da Matematica e para a melhoria do ensino na educagao

bésica.

Quadro 8 — Quantitativo de medalhas distribuidas na OBMEP

Ano | Ouro | Prata Bronze | Total
2005 | 300 405 405 1.110
2006 | 300 405 405 1.110




2007 | 301 | 600 2.101 |3.002
2008 | 301 | 901 1.803 | 3.005
2009 | 300 | 900 1.800 | 3.000
2010 | 504 | 900 1.804 | 3.208
2011 | 500 | 900 1.802 | 3.202
2012 | 500 | 902 3.102 | 4.504
2013 | 499 | 900 4599 |5.998
2014 | 501 | 1.500 |4.500 |6.501
2015 | 500 | 1.500 |4.501 |6.501
2016 | 501 |1.500 |4.500 |6.501
2017 | 576 | 1.727 |5.188 |7.491
2018 | 575 | 1.725 |5.175 | 7.475
2019 | 579 |1.746 |5.183 | 7.508
2021 | 576 | 1.732 |5.191 |7.499
2022 | 586 | 1.730 |5.184 | 7.500
Total | 7.899 | 19.973 | 57.243 | 85.115

Fonte: Autor, OBMEP, 2024
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Portanto, neste capitulo serdo apresentadas resolucdes de questbes da OBMEP de

diversos anos, niveis e fases, com o auxilio do GeoGebra.

6.1 OBMEP 2005 — Questdo 18 — Nivel 3 - Fase 1

O problema apresentado na figura 168 € uma questdo presente na prova da OBMEP de

2005, primeira fase do nivel 3 para estudantes do ensino médio. Ela trata de um problema sobre

perimetro que incialmente deveria ser resolvido determinando a medida do segmento AE

pertencente ao tridangulo AEF através do Teorema de Pitdgoras para que depois fosse

determinado a medida do segmento EG pertencente ao tridangulo DEG.

Como os triangulos AEF e DEG s&o retangulos, os seus angulos FAE e DGE s&o iguais

e como os lados AF e DE séo paralelos, logo temos que esses tridngulos sdo semelhantes e

assim o valor de EG pode ser determinado. Apds isso, ¢ feita a soma dos segmentos pertencentes

ao poligono ABCG.
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Figura 116 — Questdo 18 — Nivel 3 — Fase 1 — OBMEP 2005
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Utilizando o GeoGebra, € possivel determinar o perimetro do poligono ABCG de uma
forma simples. Inicialmente precisamos construir a figura apresentada na questdo no
GeoGebra.

Inserindo os pontos A, B, C, D, E e F e criando o poligono ABCDEF, conforme a figura
117. A questdo tem como objetivo determinar o perimetro do poligono ABCGE, contudo,
precisamos determinar a localizacdo do ponto G, para isso € necessario tragar uma semirreta
que passe pelos pontos A e E. Logo, a intersecdo entre a semirreta e o lado CD € o ponto G.

Como os AF e EF estdo definidos, seria possivel determinar o segmento AE por meio
do Teorema de Pitdgoras. Mas, para determinar o segmento EG teria que ser usado uma

proporc¢ao, visto que os triangulos AEF e DEG sdo semelhantes.


https://youtu.be/enIyQgFljV8
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Figura 117 — Poligono ABCDEF
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Tracando uma semirreta que se origina no ponto A passando pelo ponto E, temos a
formagc&o de um novo poligono ABCGE, conforme a figura 118. Sendo AB = 8, BC = 6, EF =
3 e AF = 4. Calculando a medida dos segmentos AE e EG pelo GeoGebra através da

ferramenta distancia, comprimento ou perimetro, temos que AE = 5e EG = 2,5.

Figura 118 — Formacao do poligono ABCGE
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De acordo com a figura 119 o perimetro do poligono ABCGE é a soma dos segmentos

B, BC, CG, EG e AE. Dessa forma, temos que:

PABCGE:E'FW‘l‘ﬁ‘l‘E‘l'E
PABCGE=8+6+3'5+2’5+5

Pupcee = 25

Logo, o perimetro do poligono ABCGE é 25, sendo o segmento AE =5 e EG = 2,5.
Através do GeoGebra, € possivel determinar também o perimetro do poligono ABCDEF, visto

que, CD = 5e DE = 2. Assim, o perimetro do poligono ABCDEF ¢ 28, conforme demonstrado
na figura 119.

Figura 119 — Perimetro do poligono ABCGE
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6.2 OBMEP 2005 — Questao 4 — Nivel 3 — Fase 2

O problema apresentado na figura 120 é uma questdo presente na prova da OBMEP de

2005, segunda fase do nivel 3 para estudantes do ensino médio. Ela trata de um problema sobre
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area de figuras planas onde pode ser utilizado o conceito de funcdo, mas apenas a alternativa a)
sera solucionada.

No problema, temos uma praca quadrada de lado medindo 10 m que tera quatro
canteiros triangulares de pedra e um canteiro quadrado de grama, conforme a figura 120. N&o
se sabe a area do canteiro quadrado de grama, mas ele dependera da medida do segmento AB.

Logo, a area do canteiro quadrado de grama é dada em funcéo do valor do segmento AB.

Figura 120 — Questdo 4 — Nivel 3 — Fase 2 — OBMEP 2005
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Inserindo os pontos A(0,0), B(10,0), C(10,10) e D(0,10) com a ferramenta ponto e
construindo o quadrado ABCD com a ferramenta poligono. Deve-se construir um controle
deslizante X, cujo intervalo vai de 0 a 10, e determinar um ponto E que seja dado em fun¢édo do

controle deslizante X. Sendo assim, o ponto E € dado como (X,10), conforme a figura 121.



Figura 121 — Quadrado ABCD e controle deslizante X
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Apoés a insercdo do ponto E, deve-se inserir 0s outros pontos que serdo os veértices dos

canteiros triangulares em funcéo do controle deslizante X, sendo assim, as coordenadas dos
pontos sdo: F(0,X), G(10 — X,0) e H(10,10 — X). Depois construir o quadrado EFGH com a

ferramenta poligono, conforme a figura 122.

Figura 122 — Quadrado EFGH
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Determinado o valor de cada segmento do quadrado ABCD para X=2, temos entao que:
AG=8,BG=2,BH=8 CH=2,CE=8,DE =2, DF =8 ¢ AF = 2. Na figura 123 é
possivel observar todos 0s segmentos da figura com suas respectivas medidas. O item a) pede
a area do canteiro quadrado de grama para X = 2, neste caso, basta ir a ferramenta de area do
GeoGebra e clicar no quadrado EFGH. Logo, a area do quadrado EFGH serd de 68 m?,
conforme a figura 123.

Figura 123 — Area do quadrado EFGH
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Sendo o quadrado ABCD de lado medindo 10 m, entfo sua area sera de 100 m2. Como
cada regido triangular tem base medindo 2 m e altura medindo 8 m, logo a area do triangulo é
de 8 m?. Dai, temos que a area dos quatros canteiros triangulares ¢ 32 m? e a area do canteiro

quadrado é 68 m?, 0 que juntas totaliza uma area de 100 m?2.
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Figura 124 — Area dos canteiros
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6.3 OBMEP 2006 - Questdo 1 — Nivel 3 -Fase 1

O problema apresentado na figura 125 é uma questdo presente na prova da OBMEP de
2006, primeira fase do nivel 3 para estudantes do ensino médio. A questdo trata de um problema
envolvendo ponto médio dos lados, diagonais e &rea.

Figura 125 — Questdo 1 — Nivel 3 — Fase 1 — OBMEP 2006
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Inicialmente é preciso construir um retangulo, cujos pontos A, B e C sdo pontos medios
de seus lados e 0 ponto O € a interseccdo das diagonais desse retdngulo. Como ndo se tem
informagdes sobre a medida dos lados do retangulo, e para provar que independente das
medidas dos lados do retdngulo, a area da regido sombreada serd sempre a mesma. Vamos
construir dois controles deslizantes para a alterar a medida dos lados do retangulo.

Na figura 126 ¢ apresentada a construcdo da figura com os pontos medios de seus lados
e 0s respectivos controles deslizantes. Para a determinacdo do ponto médio dos lados do
retdngulo basta, utilizar a ferramenta ponto médio.

Inserindo os pontos P(0,0), Q(b,0), R(b,h) e S(0,h) com a ferramenta ponto e construindo
o retangulo PQRS com a ferramenta poligono. Construindo dois controles deslizantes, b e h,
cujo intervalo vai de 0 a 15 e de 0 a 10, respectivamente, depois tracar as diagonais do retangulo
e usando a ferramenta intersec¢cdo de dois objetos, determinar o ponto O que é o ponto de
encontro das duas diagonais.

Usando a ferramenta ponto médio, sdo determinados o ponto A que é o ponto médio do
lado PQ, o ponto B que é o ponto médio do segmento RS e o ponto C que é o ponto médio do
segmento QR. Logo em seguida, utilizando a ferramenta poligono, séo construidos os poligonos

ABS, BCR e OPQ, que representam a regido sombreada do retangulo

Figura 126 — Construcédo da regido sombreada
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Apos a construcao da figura, € necessario determinar a area total do retdngulo e depois
a area da regido sombreada. Utilizando a ferramenta area, € possivel determinar a area do
retangulo PQRS e depois determinar a area dos triangulos ABS, BCR e OPQ. A regido
sombreada ¢ a area dessas trés regides triangulares.

Figura 127 — Area sombreada
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Usando o texto dindmico, encontra-se a area da regido sombreada total e determina-se

a razdo com a area total da figura, conforme figura 128.

Figura 128 — Razdo entre a area sombreada e a area total

o pe——— o x
| & ‘ A @0 AN e Q =
hos N (I
o ]
1 L 2 uw ®
b H
® | -4
1 . 5 ® -
b=
P =1(00 H @
Q = (b,0)
B R hiaada = +) +
= (8.0) Area sombreada = Apps*AacatAcpg
Areade SAB =4 Areade BCR=4 Area sombreada = 4+4+48
R = (b,h)
- . Area sombreada =16
= (8.4) Areada PORS =32
S = (0,h) : A o
= (0. 4)
(s . . Areasombreada _ 16 _ .
® f = Segmento(P, Q) : Areade POQ =8 Areatotal 32 7
=8
& = Segmento(Q, R) : ; a
@ *
-4
i = Segmento(R, 5) : -
@ a

i — Saeimental& BV

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024



143

Ao mudar os valores dos controles deslizantes para b=10 e h= 5, na figura 129, observa-

se que a area total e a area sombreada mudam, mas que a razao entre elas permanece a mesma.

Figura 129 — Raz&o entre as areas
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Logo, a area da regido sombreada é a metade da area do retangulo.

6.4 OBMEP 2018 — Questao 4 — Nivel 3 — Fase 2

O problema apresentado na figura 130 é uma questdo presente na prova da OBMEP de
2018, segunda fase do nivel 3 para estudantes do ensino médio. Ela trata de um problema sobre
area de figuras planas, onde pode ser utilizado o conceito de fungdo, mas resolveremos
utilizando o GeoGebra.

No problema é apresentado um triangulo ABC, cujos catetos AB e AC medem 10. Sobre
0 lado AB h& um ponto P e sobre o lado AC h& um ponto Q, sendo PQ paralelo a BC. O ponto
R se encontra sobre BC, enquanto o ponto S se encontra sobre o lado AC, de forma que QR é
paralelo a AB e OS paralelo a AC. A unido dos paralelogramos PBRQ e PSCQ determinam a
regidao sombreada da figura.
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Figura 130 — Questdo 4 — Nivel 3 — Fase 2 - OBMEP 2018
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

No item a) da questdo, € pedido para se determinar a area da regido cinza, quando o
ponto P estiver a 2 unidades do ponto A. Para isso, deve-se inicialmente, construir um o
triangulo ABC, cujas coordenadas dos pontos sdo: A(0,0), B(10,0) e C(0,10). Usando a
ferramenta controle deslizante deve-se criar um controle que permita a movimentacao do ponto
P, conforme sua distancia ao ponto A. O controle deslizante X € criado com o intervalo de 0 a
10 com o incremento de 1.

Para associar o controle deslizante ao ponto P, as coordenadas do ponto deverédo ser
(X,0), dessa forma, o ponto P se deslocara sobre o lado AB. Depois, deve-se tracar uma reta f
que seja paralela ao BC e a interseccdo dessa reta com o lado AC é o ponto Q. Em seguida,
deve-se tracar uma reta g que seja paralela ao lado AC que passe por P, a intersec¢do dessa reta
com o lado BC é o ponto S e tracando uma reta h paralela ao lado AB que passe pelo Q, a
intersecdo dessa reta com o lado BC é o ponto R. Criando os segmentos PS e QR e tendo D

como a intersecgdo desses segmentos, conforme a figura 131.



Figura 131 — Segmento PQ paralelo ao lado BC

145

@

O

€ GeoGebra Classic

B>~ =P;o0uN=+

Q = Intersecdo(f, b)
=(0.2)

g Reta(P, b)
=x=2

h: Reta(Q,c)
=y=2

S = Intersegio(a, g)
= (2.8)

R = Intersegio(a, h)
= (8.2)

i = Segmento(S, P)
=8

j = Segmento(Q, R)
=8

D = Intersedo(i, j)

=(22)

N\

o Il

o
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Com o controle deslizante no valor 2 e utilizando a ferramenta poligono, vamos

determinar a area da regido formada pela unido dos paralelogramos PBRQ e PSCQ. A area

formada é o poligono PQCSDRB. Com a ferramenta area, determinamos a area do poligono
PQCSDRB que é 30, conforme a figura 132.

Figura 132 — Paralelogramos PBRQ e PSCQ
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Para determinar o item b) da questdo, quando o ponto P estiver a 8 unidades do ponto
A, conforme a figura 133. Vamos mover o controle deslizante para o valor 8 e utilizando a
ferramenta poligono, criar o poligono PQCRSB. E com a ferramenta &rea, determinar a area
do poligono PQCRSB que é 18.

Figura 133 — Poligono PQCRSB
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Dessa forma, determinamos a area das regides pedidas, utilizando o GeoGebra.

6.5 OBMEP 2022 - Questao 8 — Nivel 1 - Fase 1

O problema apresentado na figura 134 é uma questdo presente na prova da OBMEP de
2022, primeira fase do nivel 1 para estudantes do ensino fundamental (6° e 7° anos). Ela trata
de um problema sobre area, onde se tem um retangulo ABCD de érea igual a 1 cm? e 0s pontos
E, F, G e H sdo os pontos médios dos lados aos quais pertencem. Dessa forma, vamos

determinar a soma das areas das regides coloridas de azul.



Figura 134 — Questdo 8 — Nivel 1 — Fase 1 — OBMEP 2022
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Utilizando a ferramenta pontos vamos inicialmente determinar os pontos A, B, C e D,

cujas coordenadas sao, respectivamente, (0,0.5), (0,0), (2,0) e (2,0.5). Com a ferramenta

poligono, vamos criar o retdngulo ABCD. Dessa forma, o retangulo terd uma éarea de 1 cm?.

Com a ferramenta ponto médio, vamos determinar os pontos E, F, G e H, conforme a figura

135.

Figura 135 — Retangulo ABCD
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Na figura 136 séo tracadas as diagonais, AC e BD, e os segmentos BE, CE, FG, FH e

Figura 136 — Diagonais e segmentos do retangulo ABCD
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Logo em seguida, na figura 137, vamos determinar o ponto | que € a interseccao da
diagonal AC com o segmento BE, o ponto J que € a interseccdo do segmento BE com o
segmento FH, o ponto K que é a interseccdo do segmento BE com o segmento FG, 0 ponto L
que € a interseccdo da diagonal BD com o segmento CE, o ponto M que ¢ a intersec¢do do
segmento CE com o segmento FH e o ponto N que é a interseccdo do segmento CE com 0

segmento GH. E usando a ferramenta poligono, criar os poligonos AEI, FIK, DHML e CHN.

Figura 137 — Poligonos AEI, FIK, DHML e CHN
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L]
= oo
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=0
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@ "
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° ' Segmento(C, H,13) =
=02 °
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Com a ferramenta area, vamos determinar a area dos poligonos AEI, FIK, DHML e
CHN. E na figura 138, utilizando o texto dindmico, mostrar a soma das areas das regifes
coloridas de azul.

Figura 138 — Area dos poligonos AEI, FIK, DHML e CHN
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

, . . .1 . A
Logo, a soma das areas coloridas de azul € 0,25 cm?, ou seja, " da area do retangulo

ABCD.
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7 ATIVIDADES USANDO O GEOGEBRA

Neste capitulo, 0 GeoGebra sera utilizado para provar e comprovar alguns conceitos
da Geometria Plana.

7.1 Construcdo com régua e compasso usando o GeoGebra
7.1.1 Construcao de segmentos congruentes a partir de um segmento dado

Vamos construir, através do GeoGebra, segmentos congruentes a partir de um segmento
dado. Dado o segmento AB, marcamos um ponto C qualquer no plano e tragamos uma semirreta

a partir dele, conforme figura 139.

Figura 139 — Construcdo de um segmento congruente
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‘ f
D= (7,-3)
g : Semirreta(C, D)

e

y=-3

+

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Com a ferramenta compasso selecionar o segmento AB cuja medida sera o raio da
circunferéncia e clicar no ponto C para desenhar a circunferéncia de raio AB e centro C.
Utilizando a ferramenta interseccdo de objetos para determinar o ponto E que é a intersegdo

entre a semirreta g = AB e a circunferéncia c.



Figura 140 — Segmento CE congruente ao segmento AB
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Logo, temos que, na figura 140 o segmento CE é congruente ao segmento AB, pois

CE=r

7.1.2 Construcdo de angulos congruentes a partir de um angulo dado

= AB.

Vamos construir através do GeoGebra angulos congruentes a partir de um angulo dado.

Figura 141 — Angulo qualquer
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024



152

Para construir um angulo congruente ao um angulo dado, inicialmente tracamos no
plano uma semirreta qualquer que serd um dos lados do angulo a ser construido. Para isso vamos
inserir um ponto D sobre a semirreta f e com a ferramenta compasso criar uma circunferéncia
cujo raio é o segmento AD e 0 centro esteja em A.

Na figura 142 ¢ ilustrada a circunferéncia ¢ cujo raio é o segmento AD e com a
ferramenta interseccao entre dois objetos é determinado o ponto E que € a intersecgdo entre a
circunferéncia c e a semirreta g.

Figura 142 — Circunferéncia de raio AD
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Em seguida, deve-se inserir um ponto F e a partir dele tracar uma semirreta h. Com a
ferramenta compasso selecionar o segmento AD e clicar no ponto F. Logo, temos uma
circunferéncia d cujo centro é F e a interseccdo entre a circunferéncia d e a semirreta h é o ponto

H, conforme figura 143.
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Figura 143 — Construcio do segmento FH
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Novamente com a ferramenta compasso, vamos selecionar o segmento DE e clicar no
ponto H. Uma circunferéncia e sera criada conforme a figura 144. Com a ferramenta interseccao
entre dois objetos vamos selecionar a circunferéncia d e a circunferéncia e, obtendo o ponto |
como interseccdo. Depois é s6 tracar uma semirreta i cuja origem € o ponto A e que passe pelo

ponto I.

Figura 144 — Construcao de um angulo congruente a partir de um angulo dado
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024



154

Sendo assim, temos que o angulo B é congruente ao angulo a. Pois, os triangulos ADE
e FMI sdo congruentes pelo caso LLL (Lado-Lado-Lado).

7.1.3 Comparar a medida de dois angulos usando apenas régua e compasso

Vamos comparar atraves do GeoGebra a medidas de dois angulos quaisquer.
Inicialmente vamos construir um angulo qualquer, para isso € necessario utilizar a ferramenta
ponto e colocar um ponto B qualquer, depois com o auxilio da ferramenta semirreta tracar duas
semirretas que tenham origem no ponto B. Logo em seguida, vamos construir outro angulo
qualquer e utilizando a ferramenta ponto inserir 0 ponto E, depois com o auxilio da ferramenta

semirreta tracar duas semirretas que tenham origem no ponto E, conforme a figura 145.

Figura 145 — Angulos quaisquer
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Para comparar o angulo ABC com o angulo DEF, devemos construir um angulo
congruente ao angulo ABC em DEF. Com a ferramenta ponto vamos inserir um ponto G na
semirreta BA e com a ferramenta compasso tracar uma circunferéncia de raio BG tendo seu
centro em B. Com a ferramenta interseccdo de dois objetos obter o ponto de intersecgao entre

a circunferéncia e a semirreta BC que é o ponto H, conforme a figura 145.
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Figura 146 — Construcdo de uma circunferéncia c
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Na figura 147 com a ferramenta compasso, vamos construir uma circunferéncia de raio

BG tendo seu centro em E. Com a ferramenta interseccdo de dois objetos determinar o ponto |
que é a interseccao da semirreta ED com a circunferéncia d e o ponto J que € a interseccdo da

semirreta EF com a circunferéncia d.

Figura 147 — Construcdo de uma circunferéncia d
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Utilizando a ferramenta compasso novamente vamos construir uma circunferéncia de

raio GH tendo seu centro em |. Na figura 148 é possivel observar os pontos K e L que sdo a

interseccdo entre as circunferéncias d e e.

Figura 148 — Construcdo de uma circunferéncia e
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Com a ferramenta semirreta vamos tragar uma semirreta que tem origem em E e passe

pelo ponto J. Dessa forma podemos determinar o angulo IEK que é congruo ao angulo ABC.

Comparando os angulos DEF e IEK, temos que IEK < DEF, conforme a figura 149.

Figura 149 — Comparando os angulos DEF e IEK
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Logo, o angulo ABC = IEK e que IEK < DEF, pois como ET e DE sio congruentes e
os angulos partem da mesma origem no ponto E, o segmento EF tem uma abertura maior que

o segmento EK, ou seja, ABC < DEF.

7.1.4 Construcdo de mediatriz de um segmento

Vamos construir através do GeoGebra a mediatriz de um segmento qualquer.

Dado o segmento AB, tome um ponto C em AB tal que a medida do segmento AC seja
maior que a metade do segmento AB. Utilizando a ferramenta compasso, vamos construir uma
circunferéncia ¢ cuja medida do raio é AC com centro em A. Logo em seguida construir uma
circunferéncia d de raio AC com centro em B. Na figura 150 podemos ver a construcao dessas

duas circunferéncias.

Figura 150 — Construcéo das circunferénciasc e d

€2 GeoGebra Classic - o x
(&) & & A SO LN e Q=
A = (-6.54, -1.8) A/ Ll @ g
B — (4.62, -156)
R d
f = Segmento(A, B)
@]
= 1116
C = Ponto(f)
= (162,-162) ®
¢+ Circulo(A, Segmento(A, C))
0]
= (x + 654 + (y + 1B)? = 6662
d : Circulo(B, Segmento(A, C))
@

= (x-4.62) + (y + 1.56)" — 66.62

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Agora com a ferramenta interseccdo de dois objetos vamos obter os pontos D e E que
sdo 0s pontos de interseccdo entre as duas circunferéncias e o ponto G que é o ponto de

interseccdo entre o segmento AB e a circunferéncia d.
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Figura 151 — Mediatriz de um segmento
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Por fim, é preciso tracar uma reta que passe pelos pontos D e E. Essa reta é a mediatriz
do segmento AB, pois é possivel ter a congruéncia entre os tridngulos ADF e BDF, sendo o
ponto M o ponto médio dessa congruéncia. O ponto F é a interseccao da reta g (mediatriz) com

0 segmento AB, ou seja, 0 ponto F é o ponto médio do segmento AB.
7.1.5 Construcao da bissetriz de um angulo

Vamos construir através do GeoGebra a bissetriz de um angulo qualquer.

Para determinar a bissetriz de um angulo € necessario inserir um ponto D que pertenca
a semirreta BA e com a ferramenta compasso, construir uma circunferéncia de raio BD cujo
centro é dado em B. Na figura 152 é ilustrado a circunferéncia de raio BD e o ponto E é a

interseccdo da circunferéncia com a semirreta BC.



Figura 152 — Angulo ABC
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159

Com a ferramenta segmento vamos construir o segmento DE e com a ferramenta ponto

médio definir o ponto F. Depois vamos inserir um ponto G entre o segmento DE, de forma que

a distancia entre os pontos D e E seja igual ou maior que a metade do segmento DE, ou seja

maior que segmento DF. Com a ferramenta compasso, vamos construir uma circunferéncia de

raio DG com 0 seu centro em D e construir uma outra circunferéncia de raio DF com o seu

centro em E, assim como ilustrado na figura 153.

Figura 153 — Interseccdo das circunferéncias de raio DF
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Com o auxilio da ferramenta interseccao de dois objetos vamos encontrar os pontos de
interseccdo entre as duas circunferéncias de raio DG. Os pontos H e | sdo as intersec¢des entre

a circunferéncia d e a circunferéncia e.

Figura 154 — Bissetriz de um angulo

€Y GeoGebra Classic

B> <L P> QO 4N = ¢
'U oo ' A
= 45 e
h = Segmento(D, E)
@
= 306
F = PontoMédio(h)
= (-3.59, 1.41)
G = Ponto(h)
= (-3.89, 2.14) ®
d: Circulo(D, Segmento(D, G))
[ ]
= (x+3?+y =535
e : Circulo(E, Segmenta(D, G))
@

= (x + 4170 | (y-283) = 5.35

Intersecio(e, d)

= H = (-198, 2.08)

[ ] | = (-5.19, 0.75)

i : Semirreta(B, F)

= -141x + 341y = 9.9 e

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Com o auxilio da ferramenta semirreta vamos selecionar os pontos B e F, dessa forma
a reta i é a bissetriz 0 angulo ABC. Pois, os tridngulos DBF e EBF s&o congruentes pelo caso

LLL, portanto o angulo DBF é congruente ao angulo EBF.

7.1.6 Dado um ponto fora de uma reta, construir uma reta paralela a reta dada passando por esse

ponto

Vamos construir através do GeoGebra uma reta paralela a uma reta dada que passa por
um ponto que ndo pertence a reta. Inicialmente dada uma reta f com os pontos A e¢ B

pertencentes a reta e inserindo um ponto C que ndo pertencente a reta, conforme a figura 155.
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Figura 155 — Reta f e um ponto fora da reta
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Desenhando um circulo de centro no ponto C e raio maior que a distancia entre o ponto

Cearetat, ou seja, r > d(C,t). Dessa forma, a circunferéncia de centro em C intercepta a reta f
em dois pontos, conforme a figura 156.

Figura 156 — Construcao de uma circunferéncia dados centro e raio
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Com a mesma medida do raio da primeira circunferéncia, vamos agora construir outra

circunferéncia com o centro em D; a interseccdo dessa nova circunferéncia com a reta f € o

ponto E.

Figura 157 — Circunferéncia com centro em D
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Com a ferramenta compasso vamos selecionar os pontos C e E, e escolher como centro

da circunferéncia o ponto E. A figura 158 ilustra a construcéo da circunferéncia de raio CE.

Figura 158 — Circunferéncia de raio CE.
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Utilizando o segmento CE vamos construir outra circunferéncia agora com o centro em

Figura 159 — Circunferéncia de raio CE com centro em D
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Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Utilizando a ferramenta interseccéo de dois pontos, vamos determinar o ponto F que é
a interseccéo da circunferéncia c com a circunferéncia h, conforme mostra a figura 160. E com
a ferramenta reta paralela, tracar uma reta paralela a reta f que passe pelos pontos F e C, dai

temos a insercdo da reta i que € paralela a reta f e que passa pelo ponto C.

Figura 160 — Intersecgéo da circunferéncia c com a circunferéncia h

(2 GeoGebra Classic _ _
NS L CH S I AT N
. W &%

o 1

D = Intersegiofc,f, 1)

= (622,-3)

d: Circulo(D, 9)

= (x+ 6227 + (y + 3 = 81
E = Intersecio(d, f, 2)

= (278, -3)

e Circulo(E, C)

= (x- 2780 + (y + 3y = 3213 ! h e
g = Segmentol(E, C) H J
= 567
f A D E B

h: Circulo(D, Segmento(E, C))

[

(]

= (x4 622) 4 [y + 3 - 3213

F = Intersegao(c,h, 2)

= (801, 2.38) "
- Reta(F, f) H -

—y-2m )

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Observando-se a construcéo feita na figura 160, temos que o quadrilatero DECF é um

losango e portanto, seus lados DE e FC sdo paralelos.

Figura 161 — Retas paralelasfe i

) GeaGebra Classic _ _ _
] — T ) o |[om B
|[‘} 'A e " :. Q/ é, .\\ a2 ‘I‘ Q =
Y N L#ErC S @
B (9.-3
® : Reta(A, B)
C =(0.99, 2.38)
_ c:Circulo[C,9)
)
= 0.99) 2.3 1
i o
D = Intersegao(c, , 1)
= (-6.22, -3)
~ d : Cireulo(D, 9)
O ¢ I
= (x + 6.22)" + (y + 3)* = 81 . d
E = Intersecdo(d, f,2)
= (278, -3)
1,
. e:Circulo(E,C)
L .
= (x- 278 + (y + 3 = 3213 .
Q
~ &= Segmento(E, €) \
o
= 567

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Portanto, dessa forma conseguimos tracar uma reta paralela a uma reta dada passando

por um ponto que ndo pertence a ela.

7.1.7 Dado um ponto fora de uma reta, construir uma reta perpendicular a reta dada passando

por esse ponto

Vamos construir através do GeoGebra uma reta perpendicular a uma reta dada que passa
por um ponto que ndo pertence a reta. Dada uma reta f como na figura 162 e utilizando a

ferramenta ponto, vamos inserir o ponto C em uma posicéo qualquer.
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Figura 162 — Reta f e um ponto fora da reta

CF GeoGebra Classic

- a x
R o* 7 @0 4L N 2 Q =
A (9,5 A LiEacd =
B = (8,-5)
f : Reta(A, B)
)
C = Ponto(EixoY) :
= (0,0) ®
N

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Utilizando a ferramenta circulo dados centro e raio podemos construir uma

circunferéncia de centro em C que intercepte a reta f em dois pontos, E e F, conforme a figura
163.

Figura 163 — Circunferéncia com centro em C

1_‘
>
0
&
o Il

f: Reta(A,B)

C = Ponto(EixoY)

= (0,0) (:’)
D = (1, -8.07)

¢ : Circulo(C, D)

= x4y - 6618

Intersecao(c, f)

= E=(-6.42,-5)

@ F = (6.42, -5)

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Com a ferramenta circunferéncia dados centro e raio é necessario criar uma

circunferéncia de centro em E cujo raio seja maior que a metade do segmento EF. Depois

devemos repetir o processo agora com a circunferéncia com o centro em F.

Figura 164 — Circunferéncias com centroem E e F

€2 GeoGebra Classic -] x
(B>~ L @04 N 2@ Q =
= (0,0) (=N Poé
D = (1,-8.07)
¢ : Circulo(C, D)
[
= x4y = 66.18
_ Intersecio(c, )
@
= E=(-6.42, -5)
@ F = (6.42, -5)
G = Ponto(f) :
= (329, -5) ®
d: Circulo(E, Segmento(E, G)) i !
@
= (x+ 6.42) + (y + 5)* = 9425
e : Circulo(F, Segmento(E, G)) D
]
= (x- 6.42) + (y + 52 = 04.25
° Interseg3o(d, e) #n
) = H = (0,2.29) Q
(©] |- (0,-12.28) Q
N e

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Agora com a ferramenta reta é so selecionar os pontos H e I, conforme a figura 165. A

reta g é a reta perpendicular a reta f que passa pelo ponto C.

Figura 165 — Reta perpendicular g

€2 GeoGebra Classic

a x
[ T N ae —
"} -A ,r/ .r-"."‘\:)f-_/" -{'. -\\+2 ‘%’ O\:
A~ (0 5) N g L H e S @
B = (8 5) :
f: Reta(A, B)
=y=-5
C = Ponto(EixoY) :
= (0.0) ®
D = (1, -8.07) :
¢ Circulo(C, D)
@
=« 4y = 66.18
f
Intersecio(c, f)
= E - (-642,-5) D
F = (642, -5)
G = Ponta(f) 3
L
= (329.-5) ®
Q
d : Circulo(E, Segmento(E, G))
® Q
= (x+ 642) + (y + 5P = 94.25
= e : Circulo(F, Segmento(E, G))

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024
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Para concluir que a reta g € perpendicular a reta f € necessario que a reta g forme um
angulo de 90° com a reta f. Logo, temos que o triangulo EJH é semelhante ao triangulo FJH e
sendo EH = FG e JH o lado em comum entre os dois tridngulos, concluimos que EJ = FJ.
Dessa forma, temos que os angulos HJE e HJF sdo congruentes pelo caso LAL, conforme a

figura 166.

Figura 166 — Angulos HJE e HfF

€ GeoGebra Classic
R]a D> OO 4N =
= (329,-5) (=N g L nCc g

- P
o Il

® d : Circulo(E, Segmento(E, G))
= (x + 6420 + (y + 5)? = 04.25
e : Circulo(F, Segmento(E, G))
@
= (x-642)" + (y + 5)" = 94.25
Intersecio(d, e)
= H=(0229)

@ | = (0, -12.29)

g : Reta(H,1)

1 = Intersegolf, g)

@

= (0,-5)

a = Angulo(C, J,A)

= 00"

® A = Angulo(B, J, H)
B = 90°

Fonte: Autor, GeoGebra, 2024

Portanto, podemos concluir que a reta g é paralela a reta f e passa pelo ponto C.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste estudo, procurou-se analisar o uso do software GeoGebra para explorar os
conceitos da geometria plana de forma dindmica, tendo como objetivos proporcionar a
aprendizagem de conceitos de Geometria Plana no ensino basico, a anélise das potencialidades
e as limitacGes do GeoGebra para a exploracao de conceitos da Geometria Plana, a resolucéo
de questdes da OBMEP utilizando o GeoGebra e a producgéo de videos que expressem de forma
interativa os conceitos e as demonstracdo de determinadas propriedades em geometria plana.

Em um mundo voltado para as tecnologias digitais e inserido na Educacédo 5.0, o uso de
software com o GeoGebra é uma excelente estratégia de ensino por ser um recurso
metodoldgico dindmico que agrega valor as aulas de Matematica. Para Sousa et al. (2021) a
sociedade estd sendo transformada pelo uso de tecnologias digitais e com isso surge a
necessidade de utilizar essas tecnologias no ensino de Matematica.

O GeoGebra é relevante para o estudo da Geometria Plana, pois consegue unir 0s
conceitos e teorias que estdo nos livros didaticos com a pratica ou ludico que é necessario numa
abordagem moderna.

Com base neste trabalho, o software GeoGebra se mostrou como um instrumento
metodoldgico capaz de resolver problemas e demonstrar formulas de uma maneira dindmica,
sendo possivel melhorar a aprendizagem dos estudantes em Geometria Plana, encorajando a
experimentacao e promovendo a colaboracgéo entre estudantes e professores.

Portanto, o GeoGebra permite que diferentes habilidades e estilos de aprendizagem dos
estudantes sejam trabalhadas, permitindo um avango mais significativo na aprendizagem, assim

como sua exploracdo em areas de interesse especificas.
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OBMEP - Questdo 18 - Nivel 3 - Prova
2005

https://youtu.be/enlyQgFljV8

OBMEP - Questdo 4 - 22 fase- Nivel 3 -
Prova 2005

https://youtu.be/X91kobP052s

OBMEP 2006 Questdo 1 — Nivel 3 — Fase 1

https://youtu.be/JaUzmFzJTeE

Construcdo de segmentos congruentes a
partir de um segmento dado utilizando o
GeoGebra

https://youtu.be/8aKWUwQHbHM

Construcédo de segmentos congruentes a
partir de um segmento dado utilizando o
GeoGebra

https://youtu.be/00SOVEFHICY

Construgédo de segmentos congruentes a
partir de um segmento dado utilizando o
GeoGebra.

https://youtu.be/hzqRpR Xg M

Construcgéo de angulo com controle
deslizante através do GeoGebra

https://youtu.be/9WT4XC500Nc
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