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RESUMO

Investigamos neste trabalho as dificuldades de aprendizagem inerentes ao uso do
método de reducdo ao absurdo no primeiro ano do ensino médio para demonstracao
de resultados matematicos. Esta € uma pesquisa de natureza qualitativa, tendo
como referéncia tedrico-metodologica o Método de Aprendizagem da Matematica

através da Resolugéo de Problemas de Lourdes Onuchic.

Palavra-chave: reducdo ao absurdo; irracionalidade; Matematica.



ABSTRACT
In this work, we investigate the learning difficulties inherent to the use of the
method of reduction to absurdity in the first year of high school to demonstrate
mathematical results. This is a qualitative research, having as a theoretical-
methodological reference the Method of Learning Mathematics through Problem

Solving by Lourdes Onuchic.

Keyword: reduction to absurdity; irrationality; Mathematics.
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1. INTRODUCAO
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Estudos nacionais e internacionais apontam que as dificuldades relacionadas

ao ensino dos irracionais na educacgdo basica decorrem principalmente de trés

aspectos:

(a) conhecimentos de professores e estudantes sobre o tema (Dias, 2002;
Fischbein et al, 1995; Igliori e Silva, 1998);
(b) tratamento dado ao tema pelos livros didaticos (Lima, 2001; Pommer,

2012):

(c) formacédo dos professores de matematica da educacdo béasica (Sirotic;
Zazkis; Sirotic, 2004).
No que diz respeito a formacdo dos licenciandos de matematica e a

abordagem dos numeros irracionais na educacao basica, Broetto e Santos-Wagner

tém chegado a seguinte conclusao:

Na Educagdo Basica, argumenta-se que o0 assunto é tratado com
superficialidade e pouco aprofundamento conceitual, basicamente por meio
de exemplos, enquanto, na formacao inicial do professor de Matematica,
ainda prevalece uma abordagem formalista desse tema, 0 que ndo capacita
o futuro professor para ensinar nimeros irracionais na Educacao Basica. O
resultado desse descompasso entre a licenciatura e a Educac@o Bésica
pode provocar uma dupla descontinuidade no ensino, como Felix Klein
apontou h& mais de um século. No caso dos numeros irracionais, mais
especificamente, esse descompasso pode provocar a formacdo de um
circulo vicioso: o professor sai da universidade sem uma formacao
adequada para abordar o assunto na Educacdo Basica, fazendo com que
seus alunos cheguem até a universidade sem uma imagem adequada de

namero irracional, e o ciclo se repete (Broetto; Santos-Wagner, 2019, p.1)

No tocante ao tratamento dos nuUmeros irracionais nos livros didaticos

destinados ao ensino meédio constata-se um posicionamento consensual dos

pesquisadores nos seguintes pontos:

(8 superficialidade (ou auséncia) na apresentacdo de segmentos

comensuraveis e incomensuraveis;

(b) auséncia ou superficialidade na representacéo decimal dos niumeros;
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(c) as atividades ou exercicios de aprendizagem sao quase, ou em sua
totalidade, de natureza repetitiva e macante.

Mais especificamente no que tange a apresentacdo da demonstracdo da
irracionalidade de /2, Lima (2001) tem ressaltado a mistificaco e a deseducacéo na
apresentacdo desse tema por alguns autores quando argumentam do seguinte
modo: “V2 = 1,414213 ... é irracional porque ndo é uma decimal periédica. Quem
garante isso? (...)”

Logo em seguida Lima tece alguns comentérios e propde um modo de

abordagem:

Examinando o desenvolvimento decimal de um ndmero, nunca podemos
garantir que ele seja irracional. Mesmo o numero 11, que o livro diz ter sido
calculado com 1 bilhdo de casas decimais (ha verdade ja sdo 5 bilhdes),
poderia ser racional, com um periodo muito grande. Aqui poderia ser feito
um breve comentario sobre o método mateméatico. Um raciocinio simples
mostra que n&o existem p, q € Z tais que p? = 2¢2, logo V2 n&o é racional.
Dai decorre que a expressao 1,414213... ndao €& periddica. Este é o
verdadeiro argumento. O argumento contrario ndo é valido (Lima, 2001, p.
269).

Notemos que essa proposta se encontra apresentada de maneira
demasiadamente sintética. Embora tenha sido apresentada assim de modo
abreviado, ela se encontra fundamentada no método de reducdo ao absurdo. Essa
constatacdo enseja a seguinte questdo: de que modo os livros didaticos que
apresentam as demonstracdes pelo argumento de Lima (2001) estdo apresentando
o0 método de reducdo ao absurdo? Até que ponto os estudantes entendem esse
método?

A partir desses questionamentos estabelecemos os objetivos geral e
especificos deste trabalho:

a) objetivo geral: analisar a aprendizagem da demonstracédo da irracionalidade
de V2 pela utilizacdo do método de reducdo ao absurdo na primeira série do
ensino medio.

b) objetivos especificos: examinar quais as recomendacdes da Base Nacional
Comum Curricular sobre o ensino dos numeros irracionais no ensino medio,
identificando as competéncias e habilidades previstas; realizar uma revisao

de literatura sobre a aprendizagem da irracionalidade de /2 para ver os tipos
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de argumentos utilizados ou as estratégias didaticas utilizadas para justificar

esse fato; elaborar uma sequéncia de atividades para a apresentacédo dessa

irracionalidade por meio do método de reducdo ao absurdo; aplicar a

sequéncia didatica elaborada e analisar os resultados de aprendizagem

alcancados.

Diante de tudo que foi exposto, este trabalho se encontra estruturado em trés
capitulos, o primeiro traz toda a fundamentacdo tedrica sobre os temas que
abordaremos na dissertacéo, tais como: a resolugdo de problemas no ensino de
matematica, destacando a teoria de Onuchic e Allevato; a teoria de Balacheff sobre

a definicdo dos tipos de provas em pragmaticas e intelectuais; o método de reducéo

ao absurdo em seus aspectos histéricos, a demonstracéo da irracionalidade de /2
por dois métodos e, por fim, nesse capitulo tratamos dos numeros irracionais e
ensino médio. No segundo, falamos das etapas que nossa pesquisa foi aplicada,
detalhamos a sequéncia de atividades que elaboramos e utilizamos na turma de
primeira série do ensino meédio, seguindo a metodologia do ensino de matemética
através da resolucdo de problemas de Onuchic e Allevato. No terceiro capitulo,
analisamos as respostas obtidas através da sequéncia didatica mencionada

anteriormente e aplicada em uma turma de primeira série.

2. Fundamentacéo teérica
Neste capitulo iremos abordar alguns topicos elementares para a nossa
pesquisa, trabalhamos os conceitos da resolucdo de problemas para o ensino de
matematica e sua importancia. Analisamos os tipos de provas definidas por
Balacheff em sua teoria e 0 quanto estédo ligadas ao nosso dia a dia da sala de
aula. Destacamos o método de reducdo ao absurdo para demonstracdo de

resultados matematicos, em especial para demonstrar a irracionalidade de /2.
Falamos dos numeros irracionais no ensino médio e de sua importancia nesta

etapa da educacao basica, além de verificar como sao tratados na BNCC.

2.1. Ensino de matematica através da resolucado de problemas

A resolucdo de problemas na matematica ocupa um papel central no curriculo

da disciplina desde dos tempos antigos. Varias sédo as evidéncias da existéncia de
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problemas matematicos encontrados em livros-textos de matematica dos séculos
XIX e XX, além da historia antiga grega, chinesa e egipcia. Segundo Onuchic
(1999), até pouco tempo, o processo de ensino de solucionar problemas tratava-se
de expor situagdes-problema e, possivelmente, incluir um exemplo com uma solucéo

técnica especifica.

A importancia dada a resolucdo de problemas é recente e somente nas
Ultimas décadas € que os educadores-matematicos passaram a aceitar a
idéia de que o desenvolvimento da capacidade de se resolver problemas
merecia mais atencdo. A caracterizacdo de Educagdo Matematica, em
termos de Resolucdo de Problemas, reflete uma tendéncia de reacédo a
caracterizagbes passadas como um conjunto de fatos, dominio de
procedimentos algoritmicos ou um conhecimento a ser obtido por rotina ou
por exercicio mental. Hoje, a tendéncia é caracterizar esse trabalho
considerando os estudantes como participantes ativos, os problemas como
instrumentos precisos e bem definidos e a atividade na resolucdo de
problemas como uma coordenagdo complexa simultanea de varios niveis de
atividade. (Onuchic, 1999, p.203)

Atualmente, o cenario educacional evidencia a necessidade de reformas nos
ambitos curriculares e metodoldgicos em todas as disciplinas escolares, em especial
na Matematica. Em relacdo a revisdo dos métodos de ensino-aprendizagem,
destaca-se que professores e profissionais da Educacdo Basica precisardo
desmiucar-se em compreensdes acerca de como implementar o ensino dos
conteudos de Matematica através da resolucao de problemas (Bicalho, 2018).

Os conceitos que estdo presentes na resolucdo de problemas, envolvem,
segundo os aspectos teoricos elucidar o que seria um problema e, assim, como se
resolve um problema. Vamos, primeiramente, esclarecer a definicdo do conceito de
problema, que se faz tdo valorizado nos curriculos de Matematica. Segundo Van de
Walle (2009, p. 57), “um problema é qualquer tarefa ou atividade na qual os
estudantes ndo tenham nenhum método ou regra ja receitados ou memorizados e
nem haja uma percepg¢ao por parte dos estudantes de que haja um método ‘correto’
especifico de solugao”. Para Onuchic e Allevato (2011, p. 81), “é tudo aquilo que nao
se sabe fazer, mas que se esta interessado em fazer’, complementando que “‘um

problema se configura na relacdo com o resolvedor, de tal modo que, se ele ja
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conhece ou tem memorizados tais métodos de resolucdo ou ndo esta interessado na
atividade, nao sera para ele um problema” (Allevato e onuchic, 2014, p. 44).

Seguindo essa mesma linha de raciocinio, no que se alude a area especifica
da Matemética, Proenca (2018, p.17-18) definiu que

[...] uma situacao de Matematica se torna um problema quando a pessoa
precisa mobilizar conceitos, principios e procedimentos matematicos
aprendidos anteriormente para chegar a uma resposta. N&o se trata, assim,
do uso direto de uma férmula ou regra conhecidas — quando isso ocorre, a

situacdo tende a se configurar como um exercicio.

O professor tem um papel importantissimo no processo de ensino e
aprendizagem em geral, em especial, no ensino de matematica através do método
de Resolucdo de problemas, onde segundo Allevato e Onuchic (2014) a este
compete o papel de fornecedor de situacbes com intuito de que os alunos
confrontem seus conhecimentos para construir seus conhecimentos matematicos.

Para Cai e Lester (2012), ao professor compete a funcéo de auxiliar para que
seus alunos se tornem competentes solucionadores de problemas, destacando que
“as habilidades dos alunos em resolver problemas frequentemente se desenvolvem
lentamente, exigindo, assim, uma atencao assistida, em longo prazo, para tornar a
resolucao de problemas uma parte integrante do programa de matematica” (p. 156).

Fica evidenciado a importancia da utilizacdo do método de Resolucédo de
Problemas no ensino de matematica para um melhor entendimento e compreensao
dos conceitos matematicos diversos e principalmente no processo de ensino-

aprendizagem dos alunos. Em concordancia, Onuchic (1999, p.208) destaca
0 ponto central de nosso interesse em trabalhar o ensino-aprendizagem de
matematica através da resolugéo de problemas baseia-se na cren¢a de que
a razao mais importante para esse tipo de ensino é a de ajudar os alunos a
compreender 0s conceitos, 0Ss processos e as técnicas operatérias

necessarias dentro do trabalho feito em cada unidade tematica.
Onuchic (1999) destaca os topicos que julga necessarios para uma aula de
matematica através da resolucéo de problemas, séo eles:
e Formar grupos: a aprendizagem muitas vezes tem mais significado quando
compartilhada com seus colegas de sala, por isso deve-se dividir as turmas
em pequenos grupos objetivando uma aprendizagem mais ativa, onde todos

se esforcam e buscam solucgfes para os problemas em conjunto.
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O papel do professor: cabe ao professor nesse processo a funcdo de
mediador, estimulador, observador, entre outros. O docente langca o0s
problemas, faz as devidas intervenc¢des quando necessérias, deixa os alunos
assumirem o papel central na busca pelas solucbes e construcdo do
conhecimento entre si.

¢ Resultados na lousa: esse € momento de evidenciar os resultados, respostas
obtidas pelos alunos em cada problema. Independentemente se as respostas
estdo corretas ou néo, o professor anota as respostas de todos na lousa.

e Plenaria: todos os alunos apresentam e defendem suas solucbes do
problema em questdo, € um momento de partilha e de grande expectativa por
todos.

¢ Andlise dos resultados: é chegada a hora de explorar os resultados e os
conhecimentos do alunado acerca da matematica, para além do problema
apresentado. E importante que seja trabalhada as dificuldades apresentadas
na solucdo dos problemas, evidenciando e suprindo as caréncias de
determinados conteudos.

e Consenso: analisados os resultados e sanadas as dificuldades, busca-se um
denominador comum a cerca da resolucéo correta do problema.

e Formalizacdo: através da apresentacdo das definicdes, propriedades e

demonstracao, o professor com o auxilio dos alunos, apresenta a solu¢édo que

se esperava para o problema proposto. Importante nessa etapa evidenciar os

Nnovos conceitos que se apresentaram durante a resolucdo da questéao.

2.2. Teoria de Balacheff

Na Matematica as demonstra¢gfes sdo de grande relevancia, porque com elas
certificamos a validade ou ndo de varios conceitos, afirmacdes, proposicoes,
teoremas, entre outros. Isto é, sdo a partir delas que comprovamos as leis da
Matematica, logo apresentam um viés totalmente diferenciado e especifico, tendo
em vista que essas leis ndo se baseiam em experiéncias. Além do que, os
conhecimentos matematicos sdo adquiridos e interligados ao longo do tempo e da

juncao dos temas, isto €, um matematico em hipotese alguma se desfaz das obras



17

corretas de outros, mas sim as amplia, generaliza, expande e aprimora (Garbi,
2010).

O papel da demonstracao deve ser levado em consideracdo cada vez mais
nas aulas e atividades de matemética e, paralelo a isso, se interligar com outras
maneiras de validacdo necessariamente resultantes da argumentacdo ou mesmo da
persuaséo.

Muitos mateméticos destacam quao semelhantes e interligados sdo os
conceitos de prova, demonstracdo e justificativa l6gica, chegando a ser
consideradas como sindénimas, além de enfatizarem que tais conceitos sdo a alma
da verdadeira marca registrada da Matematica, Garbi (2010). Segundo Garbi (2010),
mesmo a Matematica ndo sendo uma ciéncia experimental, as primeiras verdades
matematicas ficaram evidenciadas pelos homens primitivos a partir de suas
vivéncias e necessidades quando precisavam trabalhar na pratica com nimeros ou
formas geométricas, com o0 passar do tempo esse cenario corroborou com a
utilizacdo das demonstrac6es como vieis para validar as verdades mateméticas.

Para Morais Filho (2010), ao estudarmos matematica, notamos que ela
contempla um universo de teoremas e que varias vezes, mesmo que sem saber, ja
0S usamos ou provamos sem perceber. Matematicamente, um teorema “€ uma
sentenca condicional ‘se P, entdo Q’, cuja validade é garantida por uma
demonstracdo. Nesse caso, a sentenca P chama-se hipétese e a sentenca Q
chama-se tese”. Muito se utiliza nos dias atuais a separacao clara e evidente do que
€ hipotese e do que é tese nas demonstracdes de determinados teoremas no
processo de ensino da Matematica, procurando assim deixar mais facil e
compreensivel o entendimento do alunado. Vale destacar, que um teorema para que
consigamos realizar essa distingdo de maneira correta e objetiva, devem ser
precisos e claros sempre no seu enunciado.

A explicacdo, a prova e a demonstracdo podem até serem sinbnimos no
ensino da Matematica, mas para Balecheff (2000) é importante distingui-las para que
nao se tornem um empecilho na pesquisa sobre o tema e principalmente, nao
venham misturar nos alunos os diferentes niveis de atividades. Para ele, do ponto de
vista da Matematica propriamente dita, a explicacdo significa fornecer as
justificativas de um teorema, explica-lo e demonstra-lo evidenciando os diferentes

requisitos. Balacheff (2000) destaca ainda que o locutor é o sujeito que esta inserido
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no nivel da explicacédo, para esse sujeito, a partir de seus conhecimentos adquiridos
e acumulados, a explicacdo designa e garante a validade de uma proposicdo. O
locutor ao expressar uma explicagdo durante seu discurso tem como objetivo
primordial, fazer com que os expectadores entendam a verdade da proposicéo ja

internalizada pelo falante.

Essas relacdes entre explicacdo, prova e demonstracéo foram esclarecidas a
partir da perspectiva do individuo empenhado em resolver um problema e
validar sua solucdo. A qualificacdo de uma explicacdo como um enunciado
nao prejulga o valor epistémico ou Ontico em si de seus enunciados; tal
afirmacgdo pode ter o valor 6ntico positivo de um teorema em ato (isto é,
crenga empiricamente baseada em uma invariancia observada e objetificada).
Permanecendo no quadro de Duval, a passagem da explicagdo a
argumentacdo é aquela imposta pela necessidade de formular as razdes e a
sua organizacao, seja para si ou para outrem. Fazer com que outros aceitem
que uma argumentacdo estabelece a validade de uma solu¢do muda seu
status e valor pelo carater publico que adquire. Ela ganha o status de prova.
Entre essas provas, algumas tém uma estrutura particular que satisfaz os
padrdes coletivos, como na matematica os da demonstracao. (Balacheff,
2019, p. 831-832)

No método de Resolucdo de Problemas muitos tipos de provas podem ser
evidenciados, as provas tém validade para os alunos de acordo com 0s seus niveis
de conhecimento, percepcédo sobre determinada probleméatica (BALACHEFF, 2019).
De acordo com a andlise sobre a natureza e a hierarquia das provas, Balacheff
(2000) definiu dois tipos de provas: as provas pragmaticas e as provas intelectuais.
As primeiras sdo provas que exploram a acdo e exibicdo de algo, enquanto as
segundas, se sustentam em formulacdes das propriedades em jogo e de suas
relacbes. Isto €, as provas pragmaticas necessitam da apresentacdo de alguma
estratégia de verificacdo da validade; os sujeitos através de exemplos ou desenho
buscam regularidade para comprovar determinado resultado. J& as provas
intelectuais sdo aquelas em que o aluno se baseia no discurso tedrico, sem a
necessidade de utilizar observacbes experimentais como argumento para a
validagdo de uma conjectura.

A passagem de provas pragmaticas a provas intelectuais, particularmente a

demonstracdo, se baseia em trés polos que interagem fortemente: o polo dos
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conhecimentos, o polo linguistico ou da formulacdo e o polo da validacdo ou dos
tipos de racionalidade que sustentam as provas produzidas (BALACHEFF, 2000).

De acordo com seus primeiros trabalhos, Balacheff (2000) conseguiu
diferenciar quatro tipos de provas pragmaticas e intelectuais que possuem um papel
central na criacdo cognitiva da demonstracdo: o empirismo ingénuo, a experiéncia
crucial, o exemplo genérico e a experiéncia mental. O autor destaca que ha uma
escala hipotética entre esses niveis de provas, evidenciada pela ordem em que sera
apresentada. A disposicao de cada tipo de prova dentro dessa escala se baseia no
nivel de exigéncias de generalidade e por seu nivel de formalizacdo dos
conhecimentos que exige.

Para Balacheff (2000), o empirismo ingénuo consta em garantir a validade de
um enunciado apos verificagcdo em alguns casos. Esse modo de validacdo é uma
das primeiras formas do processo de generalizacdo, no entanto é insuficiente e
primario. O autor acredita que o empirismo ingénuo constitui uma forma resistente
de generalizagao.

A experiéncia crucial consta em averiguar uma proposi¢ao de um caso para o
qual ndao é assumido que “se funciona agora, entao funcionara sempre”. Ou seja, 0
aluno validara uma proposicdo depois da verificacdo para um caso especial,
geralmente ndo familiar, assim como realizara experiéncias e comecara a tomar
consciéncia de que busca por um resultado mais amplo. A experiéncia crucial difere
do empirismo ingénuo no sentido de que o individuo coloca explicitamente o
problema da generalizacdo e o resolve, aventurando-se na execucdo de um caso
gue reconhece tdo pouco quanto possivel (BALACHEFF, 2000).

De acordo com Balacheff (2000), o exemplo genérico consta na execuc¢ao das
razdes de validade de uma afirmacdo para a validacdo de operagbes ou
transformacdes de um objeto como representante de uma determinada classe.
Nessa etapa o aluno se utiliza de exemplos a fim de se obter uma generalizacéo,
mas se utiliza da teoria relacionada a determinada proposi¢cao para procurar justifica-
la. Ou seja, o aluno justifica a partir de exemplos, algo que poderia ser feito
teoricamente, utilizando incégnitas e variaveis.

Para Balacheff (2000), a experiéncia mental consta na acéo, interiorizando-a
e separando-a de sua aplicacdo sobre um representante em particular. Nessa etapa

o aluno tem a validacédo de uma afirmacao sustentada pela teoria e € elaborada para
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uma classe de objetos, ou seja, ele garante a validade de uma proposicédo de forma
genérica e ndo mais se utiliza de um caso particular. Segundo o autor, quando se
recorre a experiéncia mental, tem-se a transicdo das provas pragmaticas as provas
intelectuais, conforme as provas passam de ac¢les efetivas a agles interiorizadas
postas em pratica.

Segundo Balacheff (2000), o tipo de prova predominante na Matematica
apresenta um modelo especial. Essa prova relaciona-se a uma seérie de enunciados
que se agrupam a partir de um conjunto explicito de regras, ficando conhecidas por
“‘demonstragdo”. Para o autor a forma absolutamente codificada que é uma
caracteristica das demonstracdes, as distinguem como um género de discurso.
Ainda do ponto de vista de Balacheff (2000), podemos deduzir que uma
demonstracado pode ser uma prova, mas nem toda prova pode ser vista como uma
demonstracao e portanto, devemos encara-las com significados distintos. A prova &
um termo com sentido mais amplo em relacdo a demonstracdo que apresenta um
sentido mais especifico, a prova pode ser realizada, por exemplo, por meio de
exemplos, desenhos, graficos, tabelas, casos especificos e, diferentemente, do que
acontece nas demonstracfes, que necessita de um formalismo matematico mais

agucado para obter sua construcéo.

2.3. Método de reducédo ao absurdo

2.3.1. Aspectos historicos do raciocinio por reducao ao absurdo

No texto Primeiros analiticos de Aristoteles, escrito na segunda metade do
século IV a.E.C., h& no Livro I, 23 uma aplicacdo desse raciocinio na demonstracao
de que a diagonal e o lado de um quadrado sdo incomensuraveis (ROQUE, 2012,
p.131). N&o se sabe ao certo se essa demonstracdo j4 se encontraria no texto
original de Aristoteles ou se foi acrescentado a posteriori por algum copista.

Alguns autores (ROQUE, p.133) admitem a possibilidade de que as raizes
desse raciocinio se encontram em autores ligados a escola filoséfica de Parménides,
tais como Zendo. De fato, nos paradoxos de Zendo estdo de alguma maneira

implicitos os pressupostos do raciocinio por reducéo ao absurdo.
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Knorr (1978) tem destacado que os métodos utilizados por Arquimedes para a
demonstracao de resultados acerca do calculo de areas indicam uma influéncia de
Eudoxo. Por exemplo, o método utilizado por Arquimedes para o calculo de area de
um disco circular pela inscricdo de poligonos regulares e duplicagdo de suas arestas
de modo que a diferenca entre a area do disco e a area do poligono inscrito fosse se
aproximando de zero € o método ja proposto por Eudoxo anteriormente. Essa
observacéo reforca a tese de que o método de exaustdo pela dupla reducdo ao
absurdo é uma criacao de Eudoxo.

Eves (2004, p.419) ressalta que o método de exaustdo, assim denominado a
partir do século XVII (ROQUE, 2012, p.204), “pode ser considerado como a resposta
da escola platbnica aos paradoxos de Zendo”, e que esse método (da exaustio)
pode ser atribuido a Eudoxo (c.370 a.E.C.). Boyer e Merzbach (2012, p. 81), por sua
vez, reforcam a versdo de que o método da exaustdo pode ser atribuido a Eudoxo
ao afirmarem que Arquimedes atribui a Eudoxo a criacdo do axioma da continuidade
que fundamenta o método da exaustao.

Na obra Elementos de Euclides, uma obra composta por volta do ano 300
a.E.C., o raciocinio por reducdo ao absurdo € encontrado pela primeira vez na
proposicao 6 do livro I, na qual o autor demonstra que se os dois angulos da base de
um triangulo sdo congruentes, entdo esse triangulo é isésceles. Na verdade, esse
resultado pode ser obtido facilmente sem a necessidade da reducdo ao absurdo,
mas € esse argumento que Euclides utiliza em sua demonstracao.

Além dessa proposicdo, outras proposicdes sdo demonstradas por meio
desse raciocinio: no livro IX, a demonstracdo de que o conjunto de nimeros primos
ndo é finito; No livro XIl na demonstracdo do resultado atribuido a Hipécrates de
Quios sobre a igualdade da razéo entre as areas de dois discos circulares e a razdo
dos quadrados de seus diametros.

Em Boyer e Marzbach (2012, p.103), os autores indicam como Arquimedes
usa a reducdo ao absurdo para retificar uma circunferéncia por meio da espiral de
Conon de Alexandria. Roque (2012, p. 204), por seu turno, apresenta uma
adaptacdo do raciocinio por redugdo ao absurdo utilizado por Arquimedes em sua
obra Medida do circulo para a obtencéo da area de uma circunferéncia.

A demonstracao por reducdo ao absurdo consiste no seguinte: para mostrar

gue uma proposicao P é verdadeira, basta mostrar que a negacdo de P (denotada
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por ~P) implica uma contradicédo, ou seja, a existéncia de uma sentenca Q tal que Q
e a negacdao de Q (denotada por ~Q) tenham o mesmo valor logico. Lembrando que
o valor légico de uma sentenca € sua classificacdo em falso ou verdadeiro.

Por que este procedimento funciona, ou seja, permite afirmar que, nessas
condicbes, P é verdadeira? Para essa justificativa precisaremos de dois principios
racionais e do conceito de validade de um argumento:

a) Principios racionais: (1) da ndo contradicdo (isto €, que dada uma proposi¢cao

P, entdo apenas uma das proposi¢cbes P e ~P € verdadeira; (2) do terceiro

excluido (isto €, dada uma proposicao P, entdo P é falsa ou P é verdadeira,

nao havendo uma terceira possibilidade).

b) Em um raciocinio valido proposi¢ces verdadeiras implicam uma proposicéo
verdadeira. Entdo se em um raciocinio uma proposicdo ~P implica uma
proposicao Q tal que Q e ~Q séo verdadeiras, entdo ~P é falsa. Decorre dali,

pelo principio do terceiro excluido, que P é verdadeira.
2.3.2. Airracionalidade de v2

Nesta secéo apresentaremos dois métodos de demonstracéo de que v2 é um

namero irracional baseadas em argumentos aritméticos.

Método 1:

Queremos mostrar que a sentenca “V2 é um nUmero irracional” é
verdadeira. Considerando o principio do terceiro excluido, para mostrar que
essa sentenca € verdadeira, basta mostrar que a sua negacdo é falsa.
Faremos isso, mostrando que a negacdo da sentenca “v2 é um ndmero
irracional” ndo pode ser verdadeira, ou seja, que se a negacao for verdadeira,
ela implica necessariamente a existéncia de uma sentenca contraditoria,
violando o principio da n&o contradi¢ao.

Suponha entdo que a negacdo da sentenca “V2 é um ndmero

irracional” é verdadeira, ou seja, que V2 é um ndmero racional % com a €

Zeb€Zb+ 0, sendo aeb primos entre si. (Lembre-se: dizer que a e b séao

primos entre si, significa dizer que na decomposicdo de aeb em fatores
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primos ndo pode aparecer um mesmo numero primo em ambas as

decomposicdes.)

Dessa maneira podemos escrever

Vz=¢

b
Elevando ao quadrado ambos os membros dessa igualdade e fazendo

alguns ajustes, obtemos
a? =2b%. (1)

Segue-se desta Ultima igualdade que a? é um nimero par. E facil ver
que se o quadrado de um numero inteiro € par, esse numero também € par.
Vejamos: Suponhamos por absurdo que a € um ndmero impar, ou seja, a =
2p + 1. Assim,

a’?=Rp+1)?2=>a’>=4p*> +4p+1=a? =2(2p* + 2p) + 1.

Seja 2p? + 2p = m. Temos que a? = 2m + 1 (nGmero impar), absurdo.
Pois, a? é par de (I). Logo, o nimero a € par.

Se a € um numero par podemos escrever a = 2n, comn € Z e n # 0,
porque a # 0.

Da igualdade a? = 2b? segue-se que 4n? = 2b?, donde concluimos que
b? = 2n?. Desta Ultima igualdade, segue-se que b é também um ndmero par.
Donde podemos concluir que b = 2m, comm € Z e m # 0, porque b # 0.

De a = 2n e b = 2m, concluimos que nas decomposi¢cdes de a e de b
aparecem um mesmo numero primo: 0 nimero 2. Logo, a € b ndo sdo primos
entre si.

Resumindo, vimos o seguinte: a negacdo da sentenca “vV2 é um
numero irracional” implica as duas sentencgas contraditorias seguintes: “ ae b
sao primos entre si” € "a e b nao sao primos entre si”. Portanto, a negacao da
sentenca “v2 é um numero irracional” ndo pode ser verdadeira. Portanto, pelo
principio do terceiro excluido a negacgéo de “V2 é um numero irracional” tem
que ser falsa. Mas novamente pelo principio do terceiro excluido, se a
negacao de uma sentenca € falsa, entdo a sentenca tem que ser verdadeira.

Portanto, a sentenca “v2 é um numero irracional” tem que ser verdadeira.
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Método 2:

E também um método de raciocinio pela reducéo ao absurdo.

Para mostrar que “v2 € um numero irracional”, mostra-se de modo anélogo ao
visto no método 1 que se a negacao dessa sentenca for verdadeira, entdo chega-se
necessariamente a uma sentenca contraditéria (isto €, falsa e verdadeira ao mesmo
tempo). Logo, a negacao da sentenca tem que ser falsa. Se a negacao da sentenca

é falsa entéo, pelo principio do terceiro excluido, a sentenca é verdadeira.

Suponha ent&o que V2 = s, comp€eNeq€N,q+# 0, sendo p e g primos entre
si. Decorre, analogamente ao que vimos no método 1, p e g serdo pares, 0 que nos
permite escrever.comp =2req = 2s,comr €Zes€Z,s #0,r<pes <q.

Dai segue-se que

N
q s

2s

Repetindo esse procedimento, obteriamos uma sequéncia infinita decrescente
, . . t ~
de nimeros naturais t e v, com v # 0 tais que v2 = ~oquee absurdo, porque todas

as sequéncias decrescentes de niumeros naturais sao finitas.
2.4. NUmeros irracionais e ensino médio
2.4.1. A necessidade do conceito de numeros irracionais no ensino médio

A axiomatizacdo da matematica € uma invencédo grega (ROQUE, 2012). A
obra Elementos de Euclides, escrita por volta do ano 300 a.E.C. € um livro j& escrito
de acordo com o método axiomatico. Em seus primordios, esse método se baseia
principalmente na logica classica como apresentada por Aristoteles em sua obra
posteriormente denominada “Organon”.

Atualmente, o meétodo axiomatico € a principal referéncia metodologica
tomada para a validacao do saber matematico pelos matematicos em todo mundo. A
matematica, por sua vez, tem se tornado um saber cada vez mais necessario em

diferentes areas profissionais na sociedade contemporéanea. Dessa maneira, torna-
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se cada vez mais necessario promover uma educacdo escolar que propicie a leitura,
0 entendimento e a producao dos textos matematicos.

A matematica se desenvolve por meio da proposta e da resolucdo de
problemas. Como se sabe, o dominio amplo e profundo ou conhecimentos prévios
de conteudos da légica matematica ndo € um pré-requisito para a resolucdo de
problemas. Mas a escrita e a comunicacdo do saber matematico requer o
conhecimento de nocdes de légica e do método axiomético. Desse modo, torna-se
relevante a questdo seguinte: quando e como introduzir conteidos de noc¢bes de
l6gica matemética e do método axiomatico na educacao basica?

Desde os primordios, as atividades humanas que requerem contagem e
medicdo sao necessarias. Nao € exagero afirmar que contar e medir sdo operacdes
onipresentes em toda cultura humana. Quanto mais complexas se tornam as
sociedades humanas, mais complexas e sofisticadas se tornam as técnicas e
estratégias de contagem e medicao nelas utilizadas.

Dessa maneira, do ponto de vista mateméatico, torna-se necessario criar
condicbes para que as pessoas entendam de uma maneira cada vez melhor as
técnicas e estratégias de contagem e medicao praticadas. Entdo um dos primeiros
desafios enfrentados pelo professor de matematica do ensino médio € ampliar os
conhecimentos acerca dos numeros reais dos estudantes obtidos durante o ensino
fundamental.

O primeiro ano do ensino médio € um momento de inicio de uma nova etapa
da vida escolar do estudante. O educando ingressa por volta dos 15 anos nesse
nivel de escolaridade. Espera-se que ele ja esteja, com essa idade, em um nivel de
abstracdo que j4 permita dar inicio a um tipo de formalizacdo do raciocinio
matematico préprio daquele praticado no método axiomatico.

No estudo quantitativo de alguns fenbmenos naturais e sociais, como se
sabe, aparecem numeros tais como V2, w e e (base dos logaritmos neperianos).
Qual a natureza desses numeros? S&o numeros racionais? Acreditamos que para
entender as operacdes de medicdo ou de quantificacdo é necessario que O0sS
estudantes ampliem e aprofundem no ensino médio seus conhecimentos acerca dos
resultados de medi¢Bes, ou seja, dos numeros reais obtidos no ensino fundamental.

E necessario que ja no inicio do ensino médio os estudantes comecem a

entender a existéncia de segmentos de reta cujas medidas ndo podem ser
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expressas por meio de numeros racionais, a perceber que 0os niumeros racionais nao
preenchem totalmente a reta numeérica, que para completa-la é necessario a
introdugdo de novos nimeros, os chamados ndameros irracionais.

Pretendemos analisar nesta dissertacdo a seguinte questéo: a introducéo do
conceito de numero irracional no primeiro ano do ensino médio € possivel por meio
do método de raciocinio da reducao ao absurdo? A depender dos resultados obtidos
nessa etapa, analisar a possibilidade de introducdo do método de reducdo ao
absurdo em um itinerario formativo. Julgamos importante essa questdo porque, a
nosso ver, a aquisicdo do conceito de numeros irracionais € matematicamente
instrutiva, necessario para o avanco cognitivo dos educandos e para o entendimento

das questdes relativas a mensuracédo de uma grandeza.

2.4.2. NUmeros irracionais e BNCC

Os numeros irracionais encontram-se mencionados na BNCC nos objetos de
aprendizagem e nas habilidades descritas para o oitavo e 0 nono anos das séries
finais do ensino fundamental, mas ndo ha nenhuma referéncia direta a eles nas
competéncias especificas ou habilidades citadas na area da matematica destinada
ao ensino médio.

Também ndo ha nenhuma mencédo da necessidade de introducdo de nocbes
elementares de l6gica matematica no ensino meédio. Entretanto, no que tange a
construcdo de competéncias especificas da area da Matematica vamos encontrar na
BNCC a citacdo seguinte referente a competéncia especifica n°5, que destaca a
necessidade de que se promova no ensino médio situacdes de aprendizagem nas
quais os estudantes percebam e interiorizem um entendimento do raciocinio
hipotético-dedutivo como caréater distintivo da matematica em relacdo as demais

ciéncias. Textualmente:

Ao formular conjecturas com base em suas investigacdes, os estudantes
devem buscar contraexemplos para refuta-las e, quando necessario, procurar
argumentos para valida-las. Essa validacdo nao pode ser feita apenas com
argumentos empiricos, mas deve trazer também argumentos mais “formais”,
incluindo a demonstracdo de algumas proposicbes. Tais habilidades tém
importante papel na formacdo matematica dos estudantes, para que

construam uma compreensao viva do que € a Matematica, inclusive quanto a
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sua relevéancia. Isso significa percebé-la como um conjunto de conhecimentos
inter-relacionados, coletivamente construido, com seus objetos de estudo e
métodos proprios para investigar e comunicar seus resultados tedricos ou
aplicados. Igualmente significa caracterizar a atividade matematica como
atividade humana, sujeita a acertos e erros, como um processo de buscas,
questionamentos, conjecturas, contraexemplos, refutacdes, aplicacdes e
comunicacao. Para tanto, é indispensavel que os estudantes experimentem e
interiorizem o carater distintivo da Matematica como ciéncia, ou seja, a
natureza do raciocinio hipotético-dedutivo, em contraposicdo ao raciocinio
hipotético-indutivo, caracteristica preponderante de outras ciéncias (Brasil,
p.540).

Portanto, em um ensino que pretenda o desenvolvimento da competéncia
especifica 5 de matematica preconizada na BNCC julgamos fundamental e
necessaria a introducdo logo no primeiro ano do ensino médio de noc¢des de légica
matematica que fornecam elementos fundamentais para que o0s estudantes
“‘experimentem e interiorizem” o método hipotético-dedutivo de raciocinio e de
escrita na disciplina de Matemética.

De fato, o conhecimento amplo ou profundo de l6gica matematica ndo é,
CoOmo ja mencionamos, pré-requisito para a aprendizagem da matematica. Contudo,
a leitura e a escrita de textos matematicos requerem o entendimento, pelo menos
rudimentar, do método axiomatico. Sem nocdes elementares de logica é impossivel
entender ou fundamentar o que seja um raciocinio valido ou invalido.

Defendemos, aqui, que sejam fornecidos ja no inicio do ensino meédio
elementos da l6gica matematica que propiciem aos estudantes o entendimento,
ainda que rudimentar, do método hipotético-dedutivo. Convém, entretanto, que o
professor também esteja informado da teoria de Balacheff (BALACHEFF, 1988;
FREITAS, 2008) sobre os diferentes niveis de producdo de justificativas
matematicas, porque desse modo podera avaliar os diferentes modos de raciocinio
utilizados pelos estudantes em suas justificativas.

Nao defendemos o dominio ou o entendimento mais aprofundado do método
axiomatico ou da légica matematica, mas uma abordagem que permita ao estudante
entender que para demonstrar uma afirmacdo € necessario que se parta de

definicbes e de afirmagbes j& admitidas como verdadeiras ou ja validadas
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previamente e que permita também entender os conceitos de raciocinios validos e

invalidos.

3. METODOLOGIA

Para atingir os objetivos enunciados, utilizaremos como referéncia a
metodologia do ensino da matemética através da resolucdo de problemas de
Onuchic e Allevato em uma abordagem qualitativa. Ap6s uma avaliacao diagndstica,
sera criada e aplicada uma sequéncia didatica em uma turma de primeira série do
ensino meédio por meio da metodologia mencionada. Serdo coletados os dados
durante as sessbes previstas na sequéncia didatica e pela aplicacdo de
questionarios e realizacao de entrevistas semiestruturadas, caso sejam necessarias.
Para a andlise dos dados coletados tomaremos como referencial a teoria de
Balacheff (1987) sobre provas e situacdes de validacao.

Como ja frisamos na introducéo deste trabalho, nosso objetivo € a analise da
aplicabilidade do método de raciocinio por reducdo ao absurdo na primeira série do
ensino médio. Como se sabe, costuma-se classificar os métodos dedutivos em
diretos e indiretos. Os métodos diretos sdo aqueles nos quais a demonstracdo de
uma proposi¢ado do tipo “Se P, entdo Q” se faz do seguinte modo: partindo-se da
hip6tese de que P é verdadeira e, além disso, fazendo-se uso da veracidade de
algumas outras proposicoes, e de possivelmente algumas definicdes adicionais,
conclui-se, por meio de um argumento valido, que a proposicdo Q € verdadeira. Ja
0s métodos indiretos sdo aqueles cujas demonstraces sao feitas por contraposi¢cao
ou por reducédo ao absurdo.

Desse modo, faremos a nossa pesquisa em trés etapas:

(1) em um primeiro momento, serdo desenvolvidas atividades de
aprendizagem de métodos dedutivos diretos com estudantes da primeira série do
ensino médio. Serdo propostos problemas elementares de aritmética e de geometria
plana abrangendo o método direto de deducédo. Os estudantes que apresentarem
melhores resultados de aprendizagem seréo selecionados para a segunda etapa.

(2) Em um segundo momento, exploraremos algumas situaces-problema do

tipo:
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(a) proposicdes verdadeiras mais raciocinios validos implicam proposicoes
verdadeiras;

(b) proposicdes falsas mais raciocinios validos podem implicarem em
proposicgoes falsas;

(c) hipoteses verdadeiras mais raciocinios invalidos podem implicarem em
proposicoes falsas. Os estudantes que apresentarem melhores resultados de
aprendizagem seréo selecionados para a terceira etapa.

(3) Em um terceiro momento, desenvolveremos atividades abrangendo o
método de reducdo ao absurdo em problemas elementares de aritmética e de
geometria plana com os estudantes selecionados na primeira etapa. Durante a
realizacdo desse terceiro momento analisaremos o entendimento dos participantes
desse método indireto de deducéo.

As atividades desenvolvidas nas trés etapas mencionadas serdo aplicadas
pela metodologia de Ensino da Matematica através da Resolucdo de Problemas de

Lourdes Onuchic.

A Sequéncia de atividades

1) Primeira etapa: dividir a turma em grupos de cinco estudantes e propor 0s
seguintes problemas, a serem resolvidos, socializados, validados e
institucionalizados pelo método de resolucao de problemas de Onuchic:

a) Responda e justifigue: o niumero 6 é par? E o nUmero 7 € par?

b) Mostre que a soma de dois nUmeros pares € um nimero par.

c) Responda e justifique: a soma de dois niUmeros impares € um numero
impar?

d) Mostre que a soma de dois nimeros racionais € um numero racional.

e) Responda e justifique: o produto de dois nUmeros racionais € um numero
racional?

f) Mostre que o0s angulos da base de um triangulo isdsceles séao

congruentes.
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(O objetivo desta primeira etapa € introduzir o método direto de demonstracao, a fim
de que os estudantes comecem a se habituar com os procedimentos e a escrita

desse método).

2) Segunda etapa:

a) Responda e justifique: se todo ser humano é mortal e Socrates € um
ser humano, podemos concluir que Sécrates é mortal?

b) Responda e justifique: se todo gato € mamifero e o cachorro de
minha prima € mamifero, podemos concluir que o cachorro de minha prima é
um gato?

(O objetivo dessa questao € mostrar que um raciocinio incorreto pode
levar a uma concluséo falsa, mesmo quando as premissas sdo verdadeiras.
Explicar porque o raciocinio é invalido utilizando as representacdes graficas
de conjuntos).

c) Responda e justifique: se todo pavdo é uma ave e toda ave é
amarela, podemos concluir que todo pavao € amarelo?

(O objetivo desta questdo é mostrar que um raciocinio valido pode
levar a uma conclusdo falsa quando uma premissa é falsa. Mostre que o
raciocinio é valido utilizando representacdes gréaficas de conjuntos).

(Finalizar essa etapa ressaltando que podemos garantir que um
raciocinio leva a uma conclusao verdadeira somente quando as premissas

forem verdadeiras e o raciocinio for valido)

3) Terceira etapa: dividir a turma em grupos de cinco estudantes e propor 0s
seguintes problemas, a serem resolvidos, socializados, validados e

institucionalizados pelo método de resolucédo de problemas de Onuchic:

a) Responda e justifigue: o elemento neutro da adicdo é unico? Ou
seja, s6 existe um zero?
b) Responda e justifique: um nimero pode ser par e impar ao mesmo

tempo?
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c) Sabendo que a soma dos angulos internos de um triangulo € 180°,
mostre que uma reta ndo pode cortar duas retas concorrentes

perpendicularmente.

Na institucionalizacdo, o professor pode introduzir os enunciados dos trés
principios racionais (da identidade, da ndo-contradicdo, do terceiro excluido) para

formalizar o método utilizado na resolugcéo desses trés problemas.

4. ANALISE E RESULTADOS

A sequéncia de atividades descrita no capitulo 2 foi aplicada em uma turma
de 1° série do ensino médio de uma escola estadual que denominaremos de escola
“D”, levou 4 aulas de 60 minutos cada, a turma era composta por 45 alunos e foi
dividida em 9 grupos de 5 alunos cada, identificaremos cada grupo por G1, G2, ...,
G9 com o intuito de preservar a imagem de cada um dos estudantes.

A sequéncia de atividades foi aplicada seguindo o seguinte rito: o professor
apresentava as atividades com o auxilio de um Datashow e era estipulado um tempo
para os discentes responderem as mesmas, em seguida 0s grupos apresentavam
suas solucdes, depois de apresentadas as solucdes era feita uma plenéaria para
saber se os demais grupos concordavam com a resposta do grupo em questao e por
fim, o professor com a colaboragcéo dos estudantes apresentava a solucdo que se
esperava para a atividade.

A analise dos resultados se dara a partir observacéo, solucbes apresentadas,
das discussdes durante a resolucao e gravacao de audio da aplicacao das etapas.

Vejamos entdo as respostas de cada grupo referente a primeira etapa, que

tinha como objetivo introduzir o método direto de demonstracéo.

ETAPA 1:

Quadro 1 - Respostas da atividade 1 etapa 1.

Atividade 1: Responda e justifique: o numero 6 é par? E o nUmero 7 é par?

Grupo: Respostas:




Gl

G2

G3

G4

G5

G6

G7

N&o respondeu.
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G8

G9

Fonte: O autor

Na atividade 1, os alunos apresentaram um pouco de dificuldade na parte de
justificar suas respostas, todos os 9 grupos tinham conhecimento acerca da
paridade de um numero, mas enfrentaram dificuldade na hora de validar suas
respostas, na escrita das solucdes. Destacamos as respostas dos grupos G1, G4,
G5 e G9 que conseguiram com maior rigor matematico concluir a primeira atividade,
se utilizaram de exemplos e também da teoria para justificar suas respostas, como
da definicdo de numeros pares e impares, evidenciando o tipo de prova definido por

Balacheff como exemplo crucial. Ja o grupo G7 ndo conseguiu responder a mesma.

Quadro 2 — Resposta esperada para atividade 1 etapa 1.

Solucéo apresentada pelo professor para a atividade 1:

Por definicdo, um namero par é aquele que pode ser escrito na forma 2n,
onde n & um numero inteiro.
Logo, 6 € um numero par, pois 23 = 6.

Ja o numero 7 ndo é par, pois ndo existe um inteiro que multiplicado por 2

sejaigual a 7.

Fonte: O autor

Quadro 3 — Respostas da atividade 2 etapa 1.



Atividade 2: Mostre que a soma de dois nimeros pares € um namero par.

Grupo:

Respostas:

Gl

G2

G3

G4

G5

34
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G6

G7

G8

G9

Fonte: O autor

Notamos pelas respostas dessa atividade que praticamente todos 0s grupos
utilizaram de casos especificos, de exemplos numéricos simples, evidenciando um
caso de prova pragmatica, do tipo empirismo ingénuo como definida por Balacheff,
para mostrar o que se pedia na questdo. Observamos que durante a resolucdo da
atividade 2 que muitos dos alunos, quase que em sua totalidade, ndo sabiam ou néo
lembravam de terem visto algo que precisasse mostrar um determinado resultado.
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Foi comum ouvi comentarios do tipo: “0 que é mostrar professor?”, “como se mostra

iss0?”, “mostrar é dar um exemplo?”.

Quadro 4 — Resposta esperada para atividade 2 etapa 1.

Solucédo apresentada pelo professor para a atividade 2:

HIPOTESE: a e b s&o nimeros pares.

CONCLUSAO: a + b é um namero par.

DEMONSTRACAO:

Por definicdo se a e b sdo nameros pares, entdo a=2me b =2n, onde m e
n sdo numeros inteiros. Somando a + b, temos:

a+b=2m+2n

a+b=2(m+n)

Como a soma de dois numeros inteiros resulta outro niamero inteiro, entao:

a + b = 2k, onde k € um namero inteiro.

Portanto, a soma de dois numeros pares € um namero patr. ]

Fonte: O autor

ApOs a apresentacdo da solucdo que se almejava para a atividade 2,
percebemos que os alunos ficaram surpresos, até um pouco “assustados” com a
demonstracdo. Como o objetivo principal dessa etapa 1 era introduzir o método
direto de demonstracdo, acreditamos que a partir dessa atividade 2 ja era
perceptivel que os alunos comecaram a ter uma nova Vvisdo para a matematica e
gue alguns conseguiram entender um pouco sobre esse método de validar

determinados resultados.

Quadro 5 — Respostas da atividade 3 etapa 1.

Atividade 3: Responda e justifique: a soma de dois niumeros impares é um

namero impar?

Grupo: Respostas:
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Gl

G2

G3

G4

G5
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G6

G7

G8

G9

Fonte: O autor

Na atividade 3, assim como na atividade 1, verificamos que os alunos
apresentavam uma boa base em relacdo a paridade de um numero. Nessa atividade
ficou evidenciado que todos os alunos tinham conhecimento que a soma em questao
corresponderia a um numero par. Outro ponto que ressaltamos € a utilizacao de

contraexemplos para justificar o enunciado.



Quadro 6 — Resposta esperada para atividade 3 etapa 1.

Solucédo apresentada pelo professor para a atividade 3:

HIPOTESE: a e b s&o nimeros impares.

CONCLUSAOQO: a + b é um nimero impar.

DEMONSTRACAO:

Por definicdo se a e b sdo numeros impares, entdo a=2m + 1 e b = 2n +1,
onde m e n sdo numeros inteiros. Somando a + b, temos:
a+b=2m+1+2n+1

atb=2m+n+1)

Como a soma de trés numeros inteiros resulta outro niumero inteiro, entéo:

a + b =2k, onde k € um namero inteiro.

Portanto, a soma de dois nimeros impares € um numero par. ]

Fonte: O autor

Quadro 7 — Respostas da atividade 4 etapa 1.

Atividade 4: Mostre que a soma de dois numeros racionais € um numero

racional.

Grupo: Respostas:

G1

G2

39
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G3

G4

G5

G6

G7




G8 N&o respondeu.

GO F=LmolreN  qa o g h; E;XL \QDMMSm‘
0 GO\ pIA § }—\r\r\ S RNEE NG o cigvned.

Fonte: O autor
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Um dos pontos criticos que ficou bem evidenciado com as atividades 4 e 5 foi

a dificuldade que os discentes apresentam quando se trabalha com ndmeros

racionais, principalmente, na forma fracionaria. Isso fica evidenciado na solucéo dos

grupos G1 e G3. Em contrapartida, o grupo G5 apresenta uma base sobre o tema,

mostraram que tem conhecimento sobre as opera¢des com numeros racionais e

sobre fragcBes irredutiveis. As solu¢des nesta atividade mostram o quanto os alunos

se utilizam de provas pragmaéaticas, em especial do tipo empirismo ingénuo.

Quadro 8 — Resposta esperada para a atividade 4 etapa 1.

Solucédo apresentada pelo professor para a atividade 4:

HIPOTESE: a e b sdo racionais.
CONCLUSAOQ: a + b é racional.
DEMONSTRACAO:

Por definicdo, nimero racional € todo aquele que pode ser escrito na forma

de fracdo, ou seja, £ onde p e g sdo nimeros inteiros, com q diferente de

q

zero. Logo, somando os racionais a e b temos:
a+b=24+2
q n

n+qm
qn

Portanto, a soma de dois nimeros racionais € um numero racional. =

Fonte: O autor



42

Durante a apresentacao da solucdo da atividade 4 foi notério que os alunos

tém muita dificuldade com o tema.

Quadro 9 - Respostas da atividade 5 etapa 1.

Atividade 5: Responda e justifique: o produto de dois nimeros racionais € um

numero racional?

Grupo: Respostas:

Gl N&o respondeu.
G2 N&o respondeu.
G3 N&o respondeu.
G4

G5 N&o respondeu.
G6 N&o respondeu.
G7 N&o respondeu.
G8

G9 N&o respondeu.

Fonte: O autor

Como mencionado anteriormente, a atividade 5 retratou bem a dificuldade dos

alunos em

relacdo aos numeros racionais, somente 0s grupos G4 e G8

apresentaram solucdes para a atividade, sendo que a resposta do grupo G4 foge do
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solicitado, enquanto o grupo G5 se utilizou do empirismo ingénuo na sua resposta,
apresentando um Unico exemplo simples para responder a atividade.

Quadro 10 — Resposta esperada para atividade 5 etapa 1.

Solucédo apresentada pelo professor para a atividade 5:

Sim. Sejam a e b numeros racionais, entao:

Wpo P
q n
Wpo P
an

Portanto, o produto de dois nUmeros racionais € um nimero racional. m

Fonte: O autor

Quadro 11 — Respostas da atividade 6 etapa 1.

Atividade 6: Mostre que os angulos da base de um triangulo isosceles sao
congruentes.

Grupo: Respostas:

Gl

G2
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G3

G4

G5

G6

G7
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G8

G9

Fonte: O autor

A atividade 6 envolvia geometria, especialmente os conhecimentos dos
alunos em torno do conceito de angulos e tipos de triangulos. Percebemos que
alguns alunos lembravam do conceito de triangulo isésceles, como fica evidenciado
nas respostas dos grupos G1, G2, G4, G6 e G7. Destacamos também a tentativa do
grupo G1 em utilizar a estrutura do método direto de demonstragdo, mesmo que a
solucéo nao seja totalmente correta.

Quadro 12 — Resposta esperada para atividade 6 etapa 1.

Solucdo apresentada pelo professor para a atividade 6:

HIPOTESE: O triangulo é isosceles.
CONCLUSAO: os angulos da base sdo congruentes.
DEMONSTRACAOQ:

Seja o triangulo ABC isOsceles, com AC = BC.
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oy

m

A I

Tracando a altura do triangulo formamos dois triangulos retangulos, ADC e
BDC.

ra
L

m

A [

Como em qualquer triangulo isésceles a altura relativa a base é igual a
mediana, temos que AD = BD e CD é lado comum aos dois tridngulos. Logo,
pelo caso de congruéncia LLL, ADC é congruente a BDC.

Portanto, CAD = CBD.

Fonte: O autor

Durante a apresentacdo da solucdo pelo professor foi necessario relembrar
alguns conceitos como altura, mediana e congruéncia. Acreditamos que a solugéo
dessa atividade foi mais tranquila de ser entendida por parte dos alunos, muitos

relataram que as figuras tornaram o processo mais compreensivel.

ETAPA 2:

Para a segunda etapa 0s sete grupos que apresentaram melhor desempenho

em relacdo a aprendizagem foram os seguintes: G1, G2, G3, G4, G5, G6 e G8.
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Nesta etapa buscamos mostrar aos estudantes que uma concluséo so é verdadeira

guando temos premissas verdadeiras mais raciocinios validos.

Quadro 13 — Respostas da atividade 1 etapa 2.

Atividade 1: Responda e justifique: se todo ser humano € mortal e Socrates é

um ser humano, podemos concluir que Socrates é mortal?

Grupo: | Respostas:

G1
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Fonte: O autor
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As respostas dos grupos nos mostram que a maioria se utilizou de I6gica para

chegar na solucdo da atividade, os grupos G2 e G5 conseguiram validar suas

solugdes através de argumentos, das falas. Mas nenhum dos grupos se utilizou do

diagrama de Venn para mostrar suas respostas.

Quadro 14 — Resposta esperada para atividade 1 etapa 2.

Solucéo apresentada pelo professor para a atividade 1:

Utilizando o diagrama de Venn, temos:

MORTAL

SER HUMANO

SOCRATES

Portanto, podemos concluir que Socrates é mortal.

Fonte: O autor

Quadro 15 — Respostas da atividade 2 etapa 2.

Atividade 2: Responda e justifique: se todo gato é mamifero e o cachorro de




minha prima é mamifero, podemos concluir que o cachorro de minha prima é

um gato?
Grupo: | Respostas:
Gl ,L_, - o )
S — = - R
OF B
{\ OC/ _wndo, 0 nio &
um :j_odio;, ,,,,, s e
~— R J - B
S—
G2

G3
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G4 | &
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Fonte: O autor

Nesta atividade apesar do conhecimento de que cachorro ndo € um gato e até
mesmo da utilizacdo do diagrama de Venn, percebemos ainda a dificuldade dos

alunos em mostrar de maneira adequada a solucdo que procuravamos, COmo
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percebemos nas respostas dos grupos G4, G5, G6 e G8. O que mostra que um

raciocinio falso levar a uma conclusao falsa.

Quadro 16 — Resposta esperada para atividade 2 etapa 2.

Solucédo apresentada pelo professor para a atividade 2:

Utilizando o diagrama de Venn, temos:

Portanto, podemos concluir que o cachorro ndo € um gato.

CACHORRO

MAMIFERO

Quadro 17 — Respostas da atividade 3 etapa 2.

Fonte: O autor

Atividade 3: Responda e justifique: se todo pavdo € uma ave e toda ave €

amarela, podemos concluir que todo pavao € amarelo?

Grupo:

Respostas:




Gl

G2

G3
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Fonte: O autor

Percebemos que assim como nas questdes anteriores da segunda etapa, 0s

alunos se basearam nos conhecimentos prévios adquiridos para responder a

atividade 3. Todos 0s grupos responderam ndo a pergunta, mas nao conseguiram
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justificar corretamente a solucéo através do diagrama de Venn. Os grupos G6 e G8
até se contrapuseram ao dado do problema afirmando que nem todas as aves sao
amarelas. Ou seja, ndo se restringiram as informacdes dadas e ao raciocinio l6gico
demandado no problema, chegando a concluséo final pelo uso do dado empirico de
suas vivéncias de que nem toda ave é amarela, o que os levou a uma conclusao

errada do ponto de vista l6gico nesta questao.

Quadro 18 — Resposta esperada para atividade 3 etapa 2.

Solucédo apresentada pelo professor para a atividade 2:

Utilizando o diagrama de Venn, temos:

AMARELA

Portanto, podemos concluir que todo pavéao é amarelo.

Fonte: O autor

Com a atividade 3, mostramos que a concluséo correta era que todo pavao é
amarelo, ressaltamos que isso so foi possivel porgue tinhamos uma premissa falsa

no problema, o que nos levou a uma conclusédo também falsa.
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ETAPA 3:

Na terceira etapa trabalhamos o método de reducdo ao absurdo através de
problemas basicos da matematica e buscamos entender quais sdo o0s
conhecimentos dos estudantes sobre esse topico. Os grupos G1, G2, G4, G5 e G6

apresentaram os melhores resultados na segunda etapa e passaram para a terceira

Quadro 19 — Respostas da atividade 1 etapa 3.

Atividade 1: Responda e justifique: o elemento neutro da adicdo € unico? Ou

seja, sO existe um zero?

Grupo: | Respostas:

Gl :
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Fonte: O autor
Todos os grupos conhecem e entendem que o0 zero é o elemento neutro da
adicdo e que ele é Unico, mas os grupos justificam suas respostas em sua maioria
ainda com exemplos ou definicbes. O que mostra que os alunos ndo tém ainda uma
maneira mais formal para validar certos resultados matematicos, em especial sobre

a demonstracao por absurdo.

Quadro 20 — Resposta esperada para atividade 1 etapa 3.

Solucéo apresentada pelo professor para a atividade 1:

DEMONSTRACAO (REDUCAO AO ABSURDO):
Suponha que 0 e 0 sejam elementos neutros da adicdo, com 0 # 0.
Entdo, x +0=xex +0 = x.
Logo,
x+0=x+0=0=0.
ABSURDO!

Portanto, o elemento neutro da adi¢cao € Unico. =

Fonte: O autor

Apoés apresentar a resolucdo do problema percebemos que os alunos nao
tinham conhecimento sobre esse método ou ndo lembravam de terem visto esse
método de demonstracdo. Notamos ainda a dificuldade dos estudantes em
abstracdo matematica, nesse problema principalmente em supor que existe dois

zeros e que sao diferentes.



Quadro 21 — Respostas da atividade 2 etapa 3.

Atividade 2: Responda e justifique: um numero pode ser par e impar ao

mesmo tempo?

Grupo:

Respostas:

Gl
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Fonte: O autor

Vale destacar que o grupo G1 tentou reproduzir a solucdo desse problema
utilizando o passo a passo da resolucdo que apresentamos no problema anterior.
Quase todos os grupos se utilizaram das definicbes de niameros pares e impares
para apresentar suas respostas. O grupo G2 se utilizou da definicdo de numeros
primos de maneira equivocada para definir nimeros impares, sabemos que o
namero 2 é par e so é divisivel por um e ele mesmo. Nesta atividade podemos notar
gue os demais grupos se utilizaram do tipo de prova exemplo crucial, apresentaram

definicdes, propriedades e alguns exemplos sobre paridade de um namero.

Quadro 22 — Resposta esperada para atividade 2 etapa 3.

Solucédo apresentada pelo professor para a atividade 2:

DEMONSTRACAO (REDUCAO AO ABSURDO):

Suponha, por absurdo, que exista um namero x que é par e impar a0 mesmo

tempo. Entdo, existirdo p € Z e q € Z, tais que
x=2pex=2q+1.
Logo,2p=2q+1=>2p—2q=1.

Assim,p —q = %

ABSURDO!

Portanto, um nimero ndo pode ser par e impar ao mesmo tempo. m

Fonte: O autor

Quadro 23 — Respostas da atividade 3 etapa 3.

Atividade 3: Sabendo que a soma dos angulos internos de um triangulo é

58



180° mostre que uma reta ndo pode cortar duas retas concorrentes

perpendicularmente.

Grupo: | Respostas:

Gl N&o respondeu.

G2 g - S - o
G4 N&o respondeu.

G5 N&o respondeu.

G6 N&o respondeu.

Fonte: O autor
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Nesse problema os grupos em sua totalidade ndo conseguiram chegar a uma

solucéo, o grupo G2 ainda conseguiu esbocar uma ideia, mas nada muito além do

desenho. Percebemos que os alunos ndo lembravam de conhecimentos tais como:

retas concorrentes, perpendiculares, angulos internos e tipos de triangulos.

Quadro 24 — Resposta esperada para atividade 3 etapa 3.

Solucéo apresentada pelo professor para a atividade 3:

DEMONSTRACAO (REDUCAO AO ABSURDO):

Suponha, por absurdo, que exista uma reta r que corta perpendicularmente
duas outras retas concorrentes s e t. Entédo, teriamos trés retas formando um
tridngulo internamente com dois &ngulos internos medindo 90°, onde a soma
dos trés angulos internos resulta mais de 180°.

ABSURDO!

Portanto, uma reta ndo pode cortar duas retas concorrentes

perpendicularmente. m

Fonte: O autor
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Percebemos a dificuldade dos estudantes em compreender a demonstracéo
por reducdo ao absurdo, mas muitos se mostraram entusiasmados com esse novo

olhar sobre a matematica e esse novo método estudado.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho mostrou que a matematica deve ser vista sobre uma nova
perspectiva de ensino, que nds enquanto professores da educacao basica devemos
trabalhar conceitos iniciais com mais rigor matematico, além de se utilizar de
recursos diversos para o ensino de tais conceitos e que principalmente nos facamos
entendidos.

Percebemos a dificuldade dos alunos em alguns conceitos considerados
elementares na matematica, mas em contrapartida foi notorio o quanto eles ficaram
interessados e desafiados com os métodos de demonstracfes apresentados na
sequéncia didéatica. O que nos leva a repensar nas maneiras de apresentar certos
resultados na matemética e o quanto é importante utilizar as demonstracdes nesses
momentos, nem que seja de uma maneira mais elementar.

A dificuldade dos alunos também se mostrou no conceito de ndameros
irracionais e até mesmos com numeros racionais, enquanto professor percebe que
0S numeros irracionais sdo cada vez mais extintos no curriculo da educacéo bésica.
Muitas vezes nos livros didaticos, em especial do ensino médio o tema se resume a

uma folha e praticamente so6 cita 0s nimeros irracionais mais conhecidos, como o ,

V2, p(razdo aurea), €(base do logaritmo neperiano).

Apresentamos uma possibilidade de se trabalhar as demonstracfes diretas e
indiretas utilizando problemas elementares da matematica através do método de
Resolucdo de Problemas de Lourdes Onuchic. O método despertou nos estudantes
o desafio de buscar a solugdo com trocas de experiéncias, conhecimentos, debates
e estimulos por parte do professor.

Por fim, o trabalho mostrou que é possivel trabalhar a irracionalidade de /2
utilizando o método de demonstracao por reducdo ao absurdo e que os estudantes
compreendem o processo quando se tem um conhecimento de conceitos numéricos
elementares antes e uma constru¢ao cuidadosa do processo como apresentada na

sequéncia didatica dada nesta dissertacdo. O trabalho apresentou resultados de
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aprendizagem satisfatorios e despertou nos estudantes um novo olhar sobre a
matematica, introduzindo aspectos légicos que ampliam as capacidades de
raciocinio dos estudantes, mostrando a eles o que é demonstrar uma afirmacéo
matematica, despertando neles a importancia de atentarem para a necessidade de

validar as inferéncias realizadas, fornecendo meios necessarios a essa validacao.



62

REFERENCIAS

ALLEVATO, Norma Suely Gomes. Trabalhar através da resolucéo de problemas:
possibilidades em dois diferentes contextos. Revista VI DYA, Santa Maria, v. 34, n.
1, p. 209-232, 2014.

ALLEVATO, Norma Suely Gomes; ONUCHIC, Lourdes de la Rosa. AS Conexdes
Trabalhadas através da Resolucdo de Problemas na Formacéo Inicial de
Professores de Matematica. REnCiMa. Revista de Ensino de Ciéncias e Matemaética.
Séo Paulo, v. 10, n. 2, p. 1-14, 2019.

BALACHEFF, N. Processus de preuve et situations de validation. Educational
Studies in Mathematics, Vol. 18, n. 2, p. 147-176, 1987.

Balacheff, N. Um desafio de modelagem: desembaracgar o conhecimento do
aluno. Learning, a Transdisciplinary Approach (JIOSC 2000), 2000, Orsay, Franca.
pag.7-16.

Balacheff, N., & Boy de la Tour, T. (2019). Proof Technology and Learning in
Mathematics: Common Issues and Perspectives. In G. Hanna, D. Reid, & M. de
Villiers (Eds.), Proof Technology in Mathematics Research and Teaching. Berlin:
Springer.

BALACHEFF, N. The researcher epistemology: a deadlock from educational
research on proof. Fou Lai Li (ed.) International Conference on Mathematics —
“Understanding provind and proving to understand”. Taipei: NSC and NTNU (pp. 25-
44). Reprinted in Les Cahiers du Laboratoire Leibniz, n° 109, August 2004.
http://www4.pucsp.br/pensamentomatematico/texto%20prova%20balacheff.pdf
(Consulta em 15/09/2023)

BICALHO, Jossara Bazilio de Souza. A Resolucdo de Problemas na Formacéo
inicial de professores de Matematica: percepc¢des dos bolsistas do programa
Residéncia Pedagdgica. In: ENCONTRO BRASILEIRO DE ESTUDANTES DE POS-
GRADUAGAO EM EDUCACAO MATEMATICA, 22, 2018, Belo Horizonte. Anais do
22° EBRAPEM: Pesquisa em Educa¢do Matematica e Incluséo Social. Belo
Horizonte: UFMG, 2018, p. 1-12.

BOYER, Carl B.; MERZBACH, Uta Caecilia. Historia da matematica.[traducéo de
Helena Castro]. Sdo Paulo, 2012.

BRASIL. Ministério da Educacdo. Base Nacional Comum Curricular. Educacgéo
Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio. (verséo final). Brasilia: MEC, 2018.

BROETTO, Geraldo. O ensino de numeros irracionais para alunos ingressantes da
licenciatura em matematica, 2016. Tese (Doutorado em Educacao) - Programa de
Pos-Graduacao em Educacéo, Universidade Federal do Espirito Santo, Vitoria,
2016.


http://www4.pucsp.br/pensamentomatematico/texto%20prova%20balacheff.pdf
http://www4.pucsp.br/pensamentomatematico/texto%20prova%20balacheff.pdf

63

BROETTO, Geraldo ; SANTOS-WAGNER, Vania Maria Pereira. O Ensino de
NuUmeros Irracionais na Educacao Basica e na Licenciatura em Matematica: um
circulo vicioso esta em curso? Bolema, Rio Claro (SP), v. 33, n. 64, p. 728-747, ago.
2019

CAl, J.; LESTER, F. Por que o ensino com resolucao de problemas é importante
para a aprendizagem do aluno? Boletim GEPEM, v. 36, n. 60, p. 147-162, jan./jun.
2012.

DIAS, Marisa da Silva. Reta real: conceito imagem e conceito definicdo. 2002. 107 f.
Dissertacao (Mestrado em Educacdo Matematica) - Pontificia Universidade Catdlica,
Séo Paulo, 2002. FISCHBEIN, Efraim; JEHIAM, Ruth; COHEN, Dorit. The concept of
irrational numbers in highschool students and prospective teachers. Educational
Studies in Mathematics, Heidelberg, n. 29, p. 29-44, 1995.

EVES, H. Geometria: TOpicos de Histéria da Matematica para uso em sala de aula.
Higino H. Domingues. Sao Paulo: Atual, 1997.6

FREITAS, José Luiz Magalhdes. Teoria das situacdes didaticas. (In: MACHADO,
Silvia Dias Alcéantara (org.). Educacao Matemética: uma (nova) introducéo. 3. ed.
Revista. Série Trilhas. S&o Paulo/SP: Editora EDUC PUC- SP, 2008).

GARBI, G. G. A Rainha das Ciéncias: um passeio historico pelo maravilhoso mundo
da Matemética. S&o Paulo: Livraria da Fisica, 2006.

HAREL, G.; SOWDER, L. Towards compreensive perspectives on the learning and
teaching (pp. 805-842). Charlotte, NC: NCTM and IAP, 2007.

IGLIORI, Sonia Barbosa Camargo; SILVA, Benedito Antonio da. Conhecimentos das
concepcles prévias de estudantes sobre nimeros reais: um suporte para melhoria
do ensino-aprendizagem. In: REUNIAO ANUAL DA ANPED, 21., 1998, Caxambu.
Anais... Caxambu: Anped, 1998, p. 1-20.

KNORR, W. Archimedes and the pre-Euclidean proportion theory. Archive for History
of Exact Sciences, 28 (103), pp. 183-244, 1978.

LIMA, Elon Lages (Ed.). Exame de textos: analise de livros de matematica para o
Ensino Médio. Rio de Janeiro: VITAE/IMPA/SBM, 2001

LIMA, Elon Lages et al. A matematica do Ensino Médio. vol. 1. Rio de Janeiro:
Sociedade Brasileira de Matematica, 1996.

MORAIS FILHO D.C. Manual de redacdo matematica: com um dicionario
etimol6gico-explicativo de palavras usadas na mateméatica e um capitulo especial
sobre como se escreve uma dissertacao. 12 Ed. Campina Grande: Fabrica de
Ensino, 20009.

ONUCHIC, Lourdes de la Rosa; ALLEVATO, Norma Suely Gomes. Pesquisa em
Resolucdo de Problemas: caminhos, avangos e novas perspectivas. BOLEMA.
Boletim de Educacdo Matematica. UNESP. Rio Claro, v. 25, p. 73-98, 2011.



64

ONUCHIC, L. De La R. Ensino-aprendizagem de matematica através da resolucao
de problemas. In: BICUDO, M. A. V. (Org.) PESQUISA EM EDUCACAO
MATEMATICA: CONCEPQOES E PERSPECTIVAS. Sao Paulo: Editora UNESP,
1999. p. 199-218.

PAIS, Luis Carlos. Didatica da Matematica: uma analise da influéncia francesa. Belo
Horizonte/MG: Editora Auténtica, 2001.

POMMER, Wagner Marcelo. A construcéo de significados dos numeros irracionais
no ensino basico: uma proposta de abordagem envolvendo 0s eixos constituintes
dos Numeros Reais. 2012. 246 f. Tese (Doutorado em Educacéo) - Universidade de
Séo Paulo, 2012.

PROENCA, M. C. Resolucao de Problemas: encaminhamentos para 0 ensino e a
aprendizagem de Matematica em sala de aula. Maringa: Eduem, 2018.

ROQUE, Tatiana. Historia da matematica. Editora Schwarcz-Companhia das Letras,
2012.

SIROTIC, Natasa; ZAZKIS, Rina. Irrational numbers: the gap between formal and
intuitive knowledge. Educational Studies in Mathematics, Heidelberg, v. 65, n. 1, p.
49-76, 2007.

VAN DE WALLE, John A. Matemética no ensino fundamental: for macao de
professores e aplicacdo em sala de aula. Traducao de Colo nesse, Paulo Henrique.
Porto Alegre: Artmed, 6. ed., 2009.



