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RESUMO

A Optica consiste na drea que objetiva o estudo da natureza da luz e dos fendmenos de-
correntes da sua propagacao e interacdo com a matéria, sendo atualmente uma poderosa fonte de
novas tecnologias. Sendo um fendmeno inerentemente eletromagnético, a luz causa alteracoes
de posic¢des, orientacdes ou formas dos componentes de um material, provocando uma resposta
dos materiais que por vezes € ndo-linear a presenca de luz. Mesmo sendo uma descoberta
relativamente recente da Optica, tais fendmenos nao-lineares compdem uma ampla fonte de
tecnologias modernas, em especial as ciéncias da computagdo e aos sistemas de comunicagao.
Nosso trabalho tem por objetivo estudar os efeitos surgentes na propagacdo da luz em meios
fotorrefrativos, onde a resposta nio-linear do material altera o indice de refracdo de maneira
proporcional a intensidade da luz propagante, bem como estimar através de métodos numéricos
a propagacdo da luz nesses meios e compara-los aos comportamentos em meios Opticos cuja
resposta a luz é puramente linear.

Palavras-Chave: Fendmenos 6pticos ndo-lineares. Estimativa computacional. Efeito fotorre-
frativo.



ABSTRACT

Optics consists of the field that aims to study the nature of light and the phenomena
resulting from its propagation and interaction with matter, currently being a powerful source of
new technologies. As an inherently electromagnetic phenomenon, light causes changes in the
positions, orientations, or shapes of material components, eliciting a response from materials
that is sometimes nonlinear in the presence of light. Despite being a relatively recent discovery
in optics, such nonlinear phenomena constitute a broad source of modern technologies, espe-
cially in computer science and communication systems. Our work aims to study the arising
effects in the propagation of light in photorefractive media, where the nonlinear response of the
material alters the refractive index in proportion to the intensity of the propagating light, as well
as to estimate through numerical methods the propagation of light in these media and compare
them to behaviors in optical media whose response to light is purely linear.

Keywords: Non-linear optical phenomena. Computational estimation. Photorefractive effect.



10

11

12

13

14

15

LISTA DE FIGURAS

[lustracao do espectro de comprimentos de onda e frequéncias da luz, que se
divide em trés principais subdivisdes: a luz ultravioleta (UV - 10 nm a 390
nm), a luz visivel (390 nm a 760 nm) e o infra-vermelho (IR - 760 nm a 300
um). A luz IR compreende as bandas do infravermelho préximo (NIR), infra-
vermelho médio (NIR) e infravermelho distante (FIR). A luz UV, por sua vez,
abrange as bandas do ultravioleta proximo (NUV), ultravioleta médio (MUV),
o ultravioleta distante (FUV) e ultravioleta extremo (EUV). . . . . . ... . .. 14
Padrdo de intensidade de um feixe gaussiano ao longo de sua propagacdo num

meio cuja propagacao € descrita pela aproximacao paraxial da equacdo de Helmholtz. 16

Padrao de intensidade de um campo luminoso com aparéncia granular caracte-

ristico de um fendbmeno de luz speckle. . . . . . . . .. ... ... 17
Observagdo da auto-focalizagdo de um feixe laser monomodo na janela de saida
de uma célula de tolueno de comprimentos distintos. . . . . .. ... ... .. 18

[lustracdo do movimento das cargas ligadas num meio dielétrico sujeito a um
campo elétrico alternado com uma frequéncia bem definida na faixa do visivel.
O movimento dos fons € insignificante comparado ao movimento dos elétrons,

que sdo muito mais leves e portanto apresentam maior mobilidade. . . . . . . . 19
[lustracao do processo computacional de estimativa da propagacdo da luz em
meios Opticos para um feixe gaussiano com passo de iteracdo Az. . . . . . .. 22

Intensidade da luz com perfil de feixe gaussiano de cintura wg = 10 pymem 2z =
0 pm, cuja propagacgao foi estimada ao longo de meios Opticos com resposta
linear (vidro) e nao-linear (cristal fotorrefrativo). . . . . . . ... ... .. .. 24
Perfil de intensidade de um feixe gaussiano propagado ao longo de um meio
Optico com resposta puramente linear (ny = 1.5078) a propagacdo de luz por

1500 pm. o o o e 25
Perfil de intensidade de um feixe gaussiano propagado ao longo de um meio
optico fotorrefrativo (ng = 1.5078, a = 1072 e ¢ = 1) por 5000 pm. . . . . . . 25

Amostras de intensidade da luz com perfil de speckle com envelope gaussiano
de cintura wy = 10 ym em z = 0 pum, cuja propagacdo foi estimada ao longo
de meios 6pticos com resposta linear (vidro) e nao-linear (cristal fotorrefrativo),
para distintos tamanhos de grdo. . . . . . . . .. ... oL L. 26
Amostra dos perfis de intensidade de um speckle altamente granular propagado
ao longo de um meio Optico (ny = 1.5078) com resposta puramente linear a
propagacdode luzpor 100 pom. . . . . . . . .o 27
Amostra dos perfis de intensidade de um speckle altamente granular propagado
ao longo de um meio 6ptico (ny = 1.5078) fotorrefrativo (v = 1072 e ¢ = 1)
por 100 pim. . . . . L 27
Amostra dos perfis de intensidade de um speckle de média granularidade propa-
gado ao longo de um meio 6ptico (ny = 1.5078) com resposta puramente linear
apropagacaode luzpor 100 wm. . . . . . . . .. L L 28
Amostra dos perfis de intensidade de um speckle de média granularidade pro-
pagado ao longo de um meio 6ptico (ny = 1.5078) fotorrefrativo (o = 1072 e
c=1)por100 mm. . . . . . e 28
Amostra dos perfis de intensidade de um speckle de baixa granularidade propa-
gado ao longo de um meio 6ptico (ny = 1.5078) com resposta puramente linear
apropagacdo de luz por 100 pm. . . . . . . ..o Lo 29



16  Amostra dos perfis de intensidade de um speckle de baixa granularidade pro-
pagado ao longo de um meio éptico (ng = 1.5078) fotorrefrativo (v = 1072 e
c=1Dporl00 pwm. . . .. o e 29



no

Co

Vu=a
divF
rot F

€0

Ho

LISTA DE SIMBOLOS

Vetor posi¢cao no espaco euclidiano

Operador derivada parcial com respeito a variavel independente «
Operador laplaciano

Funcdo de onda da luz

Indice de refracio base de um meio Gptico

Velocidade da luz no vicuo

Velocidade da luz num meio 6ptico

Dependéncia espacial da fun¢do de onda da luz

Unidade imaginéria

Operador laplaciano transverso a dire¢do de propagacdo

Vetor posi¢c@o no plano transverso a direcao de propagacdo
Envelope de onda da dependéncia espacial da funcdo de onda da luz
Cintura do feixe gaussiano em 2

Raio de curvatura do feixe gaussiano em z

Fase de Gouy do feixe gaussiano em z

Funcdo resposta do meio ptico a presenga de luz
Susceptibilidade do meio 6ptico a presenca de luz

Forma do feixe de luz no plano formado ao fixar a coordenada u
Forma do feixe de luz no plano formado ao fixar a coordenada u = «a
Operador divergéncia do campo vetorial F

Operador rotacional do campo vetorial F

Permissividade elétrica do vicuo

Permeabilidade magnética do vacuo

Campo elétrico

Componente do campo elétrico na direcao «

Campo magnético

Campo deslocamento elétrico

Campo magnético auxiliar



€ Permissividade elétrica do meio

0 Permeabilidade magnética do meio

Operacao de conjugacdo complexa
F{} Transformada de Fourier

FH{} Transformada de Fourier inversa

k- Operacao de convolugdo entre funcdes



SUMARIO

1 INTRODUCAO 14
1.1 FUNDAMENTOS DE OPTICA ONDULATORIA . . ... .......... 14
1.1.1  Propagacdo de luz laser e Opticade feixes . . . . ... ... ... ... 15

1.1.2 Ofeixegaussiano . . . . . . . . . . . . vt i i e 16

1.1.3 Fendmenosdeluzspeckle . . . ... ... ... ... .. ....... 16

1.2 INTRODUCAO A OPTICANAO-LINEAR . . . . ... ............ 17
1.2.1 Fendmeno de auto-focalizagdodaluz . . ... ... ... ... .... 17

2 MODELO E FORMALISMO 19
2.1 RESPOSTAS NAO-LINEARES DE MEIOS OPTICOS . . . . . ... ..... 20
2.1.1  Tensor susceptibilidade em meios com resposta de terceira ordem . . . 20

2.2 RESPOSTAS A LUZ DE MEIOS FOTORREFRATIVOS . . . . . ... .. .. 21
2.2.1 Propagacdo da luz em materiais fotorrefrativos . . . . ... ... ... 21

3 METODOLOGIA 22
3.1 PROCESSO DE ESTIMATIVA DA PROPAGACAODALUZ . .. ... ... 22
3.1.1 Estimativas da propagac¢ao da luz pelo método split-step . . . . . . .. 22

4 RESULTADOS OBTIDOS 24
4.1 PROPAGACAO DE UM FEIXE GAUSSIANO . . .. ............. 24
4.1.1 Propagacdo de um feixe gaussiano num meio optico linear . . . . . . . 24

4.1.2 Propagacdo de um feixe gaussiano num meio fotorrefrativo . . . . . . . 25

4.2 PROPAGACAO DE UM SPECKLE COM ENVOLTORIA GAUSSIANA . .. 26
4.2.1 Propagacao de speckles com alta granularidade . . . . . ... ... .. 27

4.2.2 Propagacgdo de speckles com granularidade média . . . . . . . ... .. 28

4.2.3  Propagacdo de speckles com baixa granularidade . . . . . ... .. .. 29

5 CONSIDERACOES FINAIS 31
REFERENCIAS 32
APENDICES 34
A TEORIA ELETROMAGNETICADALUZ . . . ... ... ... ....... 35
A.l Equagdes de maxwellnamatéria . . . . . . . ... ... ... ..... 35

A2 Fendmenos eletromagnéticos ondulatorios em meios opticos . . . . . . 35
ANEXOS 37
A EQUACOES DA OPTICA ONDULATORIA . . . . . ... ... ... ... 38
Al Equacdiode Helmholtz . . . . . . . ... ... ... ... .. ..... 38

A.2  Aproximacdo paraxial da Equacdo de Helmholtz . . . . . ... .. .. 38

B EQUACOES DA OPTICANAO-LINEAR . . . . .. ... ........... 39
B.1 Termo corretivo do efeito Kerr 6ptico . . . . . .. ... ... .. ... 39

B.2 Equacgdo ndo-linear de Schrodinger . . . . . . ... ... L. 40

B.3 Aproximacao da propagacao num cristal fotorrefrativo . . . . . . . .. 40

C PROPAGACAODALUZNOESPACOLIVRE . . ... ............ 41

D  TRANSFORMADA DEFOURIER . . ... ... ... ... ......... 42

D.1 Propriedades da transformada de Fourier . . . . ... ... ... ... 42



1 INTRODUCAO

1 INTRODUCAO

A 6ptica corresponde ao ramo da Fisica que se atém a investigacao da luz e seus fendme-
nos, buscando assim compreender sua natureza e comportamento, bem como a forma com que
interage com a matéria.!":?! Presente na sociedade desde a antiguidade, tem ainda apresentado
enormes desenvolvimentos conceituais e diversas possiveis aplica¢des tecnoldgicas.>!

Em acréscimo aos fendmenos Opticos convencionais, sabe-se atualmente que alguns
meios Opticos apresentam respostas nao-lineares a luz, sendo esse o ambito de investigacdes
da 6ptica ndo-linear.!'> 1913 Mesmo sendo um ramo recente da 6ptica, a 6ptica ndo-linear
apresenta-se como uma proeminente nova fonte de possiveis aplicagdes tecnoldgicas, em espe-
cial a ciéncia da computagio e as tecnologias de comunicacdo.[!*~!7!

Objetivamos, no presente trabalho, obter uma estimativa computacional do comporta-
mento da luz laser propagada ao longo de meios 6pticos fotorrefrativos, um tipo de meio cuja
resposta a luz € ndo-linear, bem como compreender as bases dos comportamentos nao-lineares
apresentados em alguns fendmenos 6pticos.

1.1 FUNDAMENTOS DE OPTICA ONDULATORIA

Como ilustrado na Figura 1, por vezes a luz apresenta frequéncia e o comprimento de
onda bem definidos (aspectos inerentemente ondulatérios).! 18 1) Assim a luz pode ser descrita
como um fendomeno ondulatério, o que nos leva a uma formulacdo ondulatéria da 6ptica, a
6ptica ondulatéria.l’> 13 1°1 Nessa formulacdo, postula-se que, os fendmenos épticos podem ser

Figura 1: Tlustracdo do espectro de comprimentos de onda e frequéncias da luz, que se divide em trés
principais subdivisdes: a luz ultravioleta (UV - 10 nm a 390 nm), a luz visivel (390 nm a 760 nm) e
o infra-vermelho (IR - 760 nm a 300 pum). A luz IR compreende as bandas do infravermelho préximo
(NIR), infravermelho médio (NIR) e infravermelho distante (FIR). A luz UV, por sua vez, abrange as
bandas do ultravioleta préximo (NUV), ultravioleta médio (MUV), o ultravioleta distante (FUV) e ultra-
violeta extremo (EUV).

S0 o o o2 2 =] g =
w®E R ] o= 22 R < S E
o~ g~
E 2
3 o - >z > > s
= =2 |5 D2 o =)
2 = = |Z A=l o =
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Fonte: Referéncia [1], 2007.
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1 INTRODUCAO

descritos por meio de uma fungdo escalar £(R, t), denominada fung¢do de onda', que descreve
o comportamento da luz ao longo do espaco, bem como que sua propagacdo se dd segundo a
equacdo de onda®

{W - 0_1233] ER, 1) =0, (1)

onde c corresponde a velocidade com que a luz se propaga num dado meio 6ptico, caracterizado
nessa formulacdo, apenas por uma constante ny > 1 denominada indice de refragao, tal que
¢ = cp/ng com ¢ sendo a velocidade da luz no vdcuo (que corresponde a aproximadamente
3.0x 108 m - s~ H.

1.1.1 Propagacao de luz laser e optica de feixes

Dado que a luz laser exibe a caracteristica de ser monocromatica (apresentar uma Unica
cor), a assegurando uma frequéncia bem definida v, podemos tomar por assuncdo que sua fun-
cdo de onda corresponderd a uma oscilacdo ao longo do tempo (um fasor cujo argumento evolui
linearmente com o tempo) de uma dada amplitude (que é dependente de cada ponto do espago),
de onde, ao substituirmos tal forma da func¢io de onda na equagao de onda, obtemos a equacao
de Helmbholtz

[V? + &*] U(R) =0, 2)

em que k = 27v/c é referido como nimero de onda e W consiste na depedéncia espacial da
fun¢io de onda.!"!

Podemos assumir, sem muita perda de generalidade, também que a luz é aproximada-
mente paraxial no Ambito de nosso estudo a fim de simplificar a estimativa de sua propagacao,
tem sua dependéncia espacial no eixo de propagacdo (assumiremos sendo o eixo das cotas 2)
envelopada por uma envoltdria que varia lentamente, permitindo assim tomé-la como uma onda
plana propagante modulada por um envelope de onda complexo ¢ (r, z), que dado a sua varia¢do
lenta permite-nos aproximar a equacao de Helmholtz para

1
[Zaz + ﬁvi} Y(r, z) =0, (3)

denominada equacdo paraxial de Helmholtz.!!!
Uma importante propriedade da luz é a sua intensidade / (R, ), definida como a poténcia
Optica por unidade de drea e sendo proporcional a média temporal do quadrado da funcao de
onda, isto €,
IR, t) = (E(R,1)). 4)
Para o caso de ondas monocromédticas, tal média ao ser efetuada equivale simplesmente ao
quadrado do valor absoluto de sua dependéncia espacial, ou seja,

I(R) = |¥(R), 5)

de maneira que a intensidade da luz é invariante com a passagem do tempo.!" '°! Ademais, ao
assumirmos a onda como aproximadamente paraxial, essa pode ser descrita como o mddulo
quadrado da envoltéria da onda, ou seja,

I(r,2) = [¢(r, 2) 2 (6)

'Doravante tomaremos por assungdo, puramente por conveniéncia, que a fungdo de onda £(R,, t) é uma fungio
complexa, embora seus efeitos fisicamente relevantes estejam representados na parte real da fungio de onda.!!]

%A justificativa para postularmos a equacio de onda, bem como as dedugdes da equacio de Helmholtz e de sua
aproximacao paraxial sdo apresentadas no Anexo A.

15



1 INTRODUCAO

dado que essa difere da dependéncia espacial apenas por um fasor para uma onda monocroma-
tica paraxial.l!l

1.1.2 O feixe gaussiano

Um feixe especialmente relevante ao presente trabalho € o feixe gaussiano que consiste
numa forma generalizada de uma onda parabdlica, uma aproximagao da onda esférica a longas
distancias obtida por Fresnel.!'! Um feixe gaussiano tem sua forma geral, num meio onde a luz
se propaga como modelado pela equacgdo paraxial de Helmholtz, dada por

w 2 2

b(r,2) = AW(;) exp {—wg—@} exp [—m#(z) +aC(2)] %

onde A representa sua amplitude, w, sua cintura inicial.l'! Ademais, com sua propagacio seu
comprimento e intensidade variam®, como ilustrado na Figura 2, propriedades especificadas

Figura 2: Padrio de intensidade de um feixe gaussiano ao longo de sua propagacdo num meio cuja
propagacdo € descrita pela aproximacao paraxial da equacdo de Helmholtz.

Fonte: Referéncia [1], 2007.

respectivamente por seu comprimento ao longo de z

w(z) = wo/1+ (2/20)2, (8)

e sua intensidade maxima ao longo da propagacao

1

Inae(2) = mfo

€))

que se mantém sempre na origem do plano transverso, onde [, corresponde a intensidade ma-
xima em z = (.["!

1.1.3 Fenomenos de luz speckle

A luz produzida por um laser, diferente das produzidas por fontes naturais, apresenta
naturalmente nio apresenta granularidade, porém, ao transmiti-la por um meio que confira flu-
tuacoes aleatdrias em sua fase, surge um padrao granular de luz como o apresentado na Figura 3,
fendmeno denominado como padrio speckle de luz.!*”! Tais padrdes de luz surgem quando a luz

3Nio nos ateremos aqui aos efeitos na fase em decorréncia da propagacio, abarcados na alteragio de seu raio
de curvatura R(z) = z [1 + (20/2)?] e sua fase de Gouy ((z) = arctg(z/z).!"!

16



1 INTRODUCAO

Figura 3: Padrdo de intensidade de um campo luminoso com aparéncia granular caracteristico de um
fendmeno de luz speckle.

Fonte: Referéncia [20], 2013.

composta por componentes complexas, tomadas aqui aproximadamente paraxiais, com fases
aleatdrias se superpdem, ou seja,

Y(r,2) = thal(r, 2) exphiga(r, 2)], (10)

onde ¢, e ¢, correspondem a amplitude e fase da a-ésima componente da onda, de modo que
a intensidade da luz resultante dependerd da interferéncia ser construtiva ou destrutiva em cada
ponto do espaco.!!-20-21]

1.2 INTRODUCAO A OPTICA NAO-LINEAR

Ademais a um fendmeno ondulatério, a luz é também um fendmeno eletromagnético4
e devido a isso, a sua presenca causa nos componentes de um material forcas que s@o capazes
de alterar suas posicdes, orientacdes ou formas, podendo assim causar uma polarizagdo do
meio quando a luz é suficientemente intensa.l>?! A limitada experiéncia humana da natureza
nos leva a crer que as alteracdes causadas pela luz num material sdo incapazes de afetar suas
propriedades Opticas, conquanto, com o advento da luz laser, fendbmenos 6pticos que evidenciam
efeitos perceptiveis nas propriedades dpticas de um meio causados pela luz, além de outros que
ndo compdem o escopo do presente estudo, foram observados.!!- % 10-13]

1.2.1 Fenomeno de auto-focalizacao da luz

Um fendmeno 6ptico decorrente da mudanga de propriedades Opticas de um material
pela presenca de luz de alta intensidade de bastante interesse a esse trabalho € a auto-focalizag¢ao

*A descricio eletromagnética da luz é abordada no Apéndice A.

17



1 INTRODUCAO

da luz, apresentado na Figura 4, que consiste num efeito de lente induzida pela luz resultando
na distor¢do de sua frente de onda.l'”! Tal efeito ocorre quando o meio éptico apresenta uma

Figura 4: Observagdo da auto-focalizacio de um feixe laser monomodo na janela de saida de uma célula
de tolueno de comprimentos distintos.

(a) Para o comprimento minimo  (b) Para um comprimento da  (c) Para comprimentos da célula

da célula o feixe ainda ndo célula préximo ao limite de acima do limiar de
apresenta auto-focalizacao. auto-focalizacdo, o feixe auto-focalizagdo, o feixe
apresenta cerca de um décimo do apresenta auto-focalizagdo em
seu tamanho original. seu tamanho limite.

Fonte: Referéncia [12], 1967.

variagdo em seu indice de refracdo dependente da intensidade da luz que nele se propaga, ou
seja, a propagacdo da luz é afetada pela sua prépria intensidade.!: % 1!
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Os materiais que interagem com a luz podem ser modelados como uma colegao de parti-
culas eletricamente carregadas (elétrons e niicleos atdmicos).!*! Nos materiais dielétricos as par-
ticulas carregadas sdo ligadas entre si e portanto os elétrons nao apresentam tanta mobilidade,
no entanto, essas ligacdes ainda apresentam certa elasticidade, como ilustrado na Figura 5, acar-
retando no surgimento de um dipolo elétrico oscilante.?! Devido as intera¢des intra-atdmicas,

Figura 5: Ilustracdo do movimento das cargas ligadas num meio dielétrico sujeito a um campo elétrico
alternado com uma frequéncia bem definida na faixa do visivel. O movimento dos fons € insignificante
comparado ao movimento dos elétrons, que sdo muito mais leves e portanto apresentam maior mobili-
dade.

Fonte: Referéncia [2], 1991.

as cargas elétricas com mais mobilidade (os elétrons) oscilam de maneira inerentemente nao-
linear, ou seja, sua equagdo de movimento apresenta-se na forma

i+ 20 + W' — (ko 4+ ya® + ) = — B, (t), (11)

onde I' € uma constante de amortecimento, cada k; € apenas um coeficiente do ¢-ésimo termo
ndo-linear e E,(t) é a componente do campo elétrico na dire¢do com que o elétron oscila.!> %!
Para campos elétricos ténues os termos anarmonicos siao despreziveis, contudo para luz produ-
zida por fontes laser, que apresenta alta intensidade, a ndo-linearidade presente nas oscilagdes
ndo pode ser negligenciada ao descrever o comportamento do material.[> '%!

Ao considerar os termos anarmonicos de oscilagdo, ndo somos mais capazes de expres-
sar uma solucdo exata para a equacdo de movimento dos elétrons imersos num meio ptico
nao-linear sujeitos a atuacdo de um campo elétrico, conquanto, podemos obter corre¢des em
série na posi¢ao em fungdo de poténcias do campo elétrico aplicado dado que os termos nao-

lineares sdo pequenos comparados ao termo harmonico’.!> !¥]

A obtencgio de corre¢des na posicio devido a termos ndo-lineares de oscilagio precisamos é efetuada por
intermédio da teoria de perturbacio classica.l!”!
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2.1 RESPOSTAS NAO-LINEARES DE MEIOS OPTICOS

Devido a dificuldade de obter as corre¢des para a posicdo dos elétrons nos meios Opticos
ndo-lineares, usualmente modelamos a resposta dos meios Opticos a presenca de luz apenas
descrevendo sua relacdo constitutiva, ou seja, sua polarizagdo P como uma série de termos
P™ que correspondem as correcdes de n-ésima ordem com o campo elétrico aplicado

P(t)=PY@H) + PO+ PO @) + ..., (12)

por ser a quantidade fisica que efetivamente afeta a propagacio da luz.!-> 1%

Para meios que exibam apenas respostas de ordem ctibica ao campo elétrico®, podemos
expressar cada componente corretiva de terceira ordem na forma ctibica mais geral possivel por
ndo termos, a priori, informacdes quanto a como o meio responde a presenga de luz, ou seja, na
convencao de soma de indices repetidos

P&S)(t) = €y /// RS;?J,B,'y(Tl? Tg,Tg)Ea(t — Tl)Eﬁ(t — TQ)E,Y(t — 7'3) dTld’TQdTg, (13)

onde R é um tensor de quarta ordem denominado fungio resposta do meio, com p, o, 3 € 7
podendo ser qualquer uma das componentes cartesianas.!”’

2.1.1 Tensor susceptibilidade em meios com resposta de terceira ordem

A descricdo da resposta de um meio 6ptico permite a caracterizagdo completa de suas
propriedades, entretanto, a polariza¢do pode ser também expressa pelos tensores de susceptibili-
dade, método amplamente mais utilizado para retratar fendmenos nio-lineares.!> '%! Os tensores
de susceptibilidade surgem ao aplicarmos a transformada de Fourier no termo corretivo de ter-
ceira ordem da relacdo constitutiva, obtendo assim’

Pl(f’)(t) =€ /// X;(i)aﬂﬁ(y; Vi, Vg, Vg)Ea(Vl)Eg(VQ)EV(Vg) exp [2mwt] dvidvadrs,  (14)

onde E é o campo elétrico no dominio da frequéncia, v = 14 4+ 15 + 5 ¢ x®) é o tensor
susceptibilidade de terceira ordem, que consiste em

X;(LS;L,B,V(V; V1, Vo, V3) = /// R o5~ (T1, T2, T3) exp{2mw;7; } dridradrs, (15)

novamente na convengio de soma de indices repetidos (agora com i = 1,2, 3).[% 10!

Ao tomarmos a onda eletromagnética como monocromatica e linearmente polarizada®,
podemos computar a polarizacio total ao definir a susceptibilidade elétrica de terceira ordem
x®) como

Y& = XE?;)OZ,&,O((V; v, v, —V), (16)
sendo «v a direc¢do da polarizacdo, de maneira que pela Equacdo 14 obtemos as contribuicdes de
mesma frequéncia v na polarizacao

PO (1) = 3P | U2 exp{2mivt}, (17)

ademais a outros termos corretivos nao-lineares.[!>

®Nos ateremos apenas aos efeitos nio-lineares de terceira ordem por abarcarem o efeito escopo do presente
trabalho. Termos corretivos na polarizagdo de ordem quadratica, ou de ordem superior, podem ser descritos da
mesma maneira apenas adaptando as poténcias no campo elétrico.

7 A obtencio desse resultado, além dos demais que compdem essa secio, é efetuada no Anexo B.

8 Aqui efetuamos a conexdo do campo elétrico com a funcdo de onda pela relaciio apresentada no Apéndice A.
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2.2 RESPOSTAS A LUZ DE MEIOS FOTORREFRATIVOS

Para o presente trabalho nos ateremos doravante ao termo de terceira ordem da po-
larizacdo que obtivemos, exibido por alguns meios fotorrefrativos, que exibem propriedades
eletro-Gpticas e assim alteram seu indice de refracdo ao serem expostos a campos elétricos.!!)

De maneira simplificada, podemos compreender a alteracdo do indice de refragdo em
meios fotorrefrativos pela presenca de luz de uma maneira muito procedural. Primeiramente
ocorre uma fotoionizacdo, onde hd a absor¢do de fétons que excitam elétrons do nivel doador
a banda de conducdo."! A seguir h4 um processo de difusdo, tendo em vista que a intensidade
da luz € nao uniforme e portanto a quantidade de elétrons excitados ao longo do cristal também
o é.' Por fim, os elétrons se recombinam pelo material deixando uma distribui¢do de cargas
nao-uniforme que estabelecem um campo elétrico interno ao longo do material modificando,
por ser eletro-6ptico, ao fim o seu indice de refragdo.!!!

Em meios cuja resposta a luz exibe uma corre¢do de terceira ordem na polarizagdo como
a que adotamos, podemos abarcar os efeitos nao-lineares simplesmente por tomar uma correcao
na susceptibilidade elétrica de Ay = 3x®|¥|? e por conseguinte, como n = /T + x (ou
equivalentemente, 2nAn = Ay), o indice de refracdo é alterado de maneira proporcional a
intensidade do campo elétrico aplicado

An = a|U[%, (18)

com « sendo uma constante de proporcionalidade, caracterizando o efeito Kerr 6ptico como
um exemplo de efeito de refracdo ndo-linear, dado que o indice de refracdo € modulado pela
intensidade da luz.!"-?!

2.2.1 Propagacao da luz em materiais fotorrefrativos

Em meios que apresentam o efeito Kerr dptico, a propagagao da luz é facilmente descrita
ao aplicarmos a equacao da onda eletromagnética em meios com resposta nao-linear, ademais a
suposi¢do de que a luz € aproximadamente paraxial de maneira a obtermos a equagao diferencial
parcial

00(r,2) = —5-V3(r,2) + alilr, )P0, 2), (19)

sendo « apenas um pardmetro, denominada como Equacdo ndo-linear de Schrédinger.> 2! No
entanto, para o caso que nos atemos, essa equacao apresenta a possibilidade de colapso de onda,
um fendmeno ndo-linear onde a solug¢do € impossivel de ser obtida a distancias longas no eixo
éptico (eixo z) para certas classes de dados iniciais.!??!

Buscando mimetizar o fendmeno de auto-focaliza¢ido preservando apenas a forma da
Equacgao ndo-linear de Schrodinger, a0 menos como aproximacao, para evitar percalgcos numé-
ricos adotamos a seguinte equagdo de onda para modelar a propagacao no cristal fotorrefrativo

_ W)
1+ cl(r, )

WBp(r, 2) = ——V2(r,2) + a

o (20)

onde o controla qudo intensa € a resposta ndo-linear’ e ¢ impute uma saturacdo da auto-
focalizacdo, esses dependem respectivamente da susceptibilidade cibica do cristal e da intensi-
dade de uma iluminagio de fundo.**!

0 efeito de auto-focalizacio de meios Kerr é mimetizado imediatamente por essa equacio diferencial ao
adotarmos « positivo.?*!
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Para descrever o comportamento de fendmenos presentes na natureza, e por conseguinte
de suas quantidades fisicas de interesse, modelos de equagdes diferenciais sdo regularmente
empregados.?*! Nao obstante, alguns desses modelos sdo ndo-lineares e, portanto, fogem do
ambito das técnicas matemadticas conhecidas atualmente, como a equacdo de onda num cris-
tal fotorrefrativo, compelindo ao emprego de métodos aproximativos, como o utilizado nesse
trabalho, para a uma estimativa de seu comportamento fisico.>*!

3.1 PROCESSO DE ESTIMATIVA DA PROPAGACAO DA LUZ

Ao longo de um meio 6ptico, ainda que nao-linear, a propagacao da luz apresenta uma
forma v (r, z) que soluciona a equag@o diferencial parcial que a modela, dado que representa um
fendmeno fisico. Computacionalmente, a estimativa de como a luz se propaga num material é
efetuada apenas conhecendo a sua forma ). (r) em z = 0 caracterizando assim um problema
de valor de contorno.*!

Solucionar computacionalmente um problema de valor de contorno envolve a imple-
mentacdo de uma rotina computacional capacitada a estimar como € a forma 1, (r) do feixe
num plano z fixado, conhecendo ),y (r), processo ilustrado na Figura 6. Rotinas computaci-

Figura 6: Ilustracdo do processo computacional de estimativa da propaga¢do da luz em meios 6pticos
para um feixe gaussiano com passo de iteragdo Az.

¥

Fonte: Referéncia [26] adaptada pelo autor, 2024.

onais de propagagdo de feixes usualmente estimam iterativamente como a luz se propaga, ou
seja, computam, com base em 1, (r), a forma de ¢, A.(r), de maneira que podemos obter a
forma da envoltdria de onda iterativamente ao discretizar o eixo de propagacdo com um passo
de iteracdo Az, para a estimativa do campo.*

3.1.1 Estimativas da propagacao da luz pelo método split-step

Para o presente trabalho, adotamos o método de split-step para a estimativa da propaga-
cdo da luz ao longo de meios Opticos fotorrefrativos, que consiste num método computacional
de integracdo de equacdes diferenciais parabdlicas, tendo em vista sua eficiéncia e simplicidade
computacional. Para a sua aplicacdo, primeiramente, reescrevemos a equagao diferencial que
modela a propagacao da luz num cristal fotorrefrativo, como

10,¢(r, z) = (D + N)y(r, 2), (21)
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onde D = —3-V? € o operador que acarreta na difragdo do feixe, e N = o/ (1+<[t(r, 2)[?) é 0
operador ndo-linear que abarca as caracteristicas da resposta nio-linear do cristal fotorrefrativo.!>!
A solugdo'® da Equacdo 21 pode ser aproximada até primeira ordem como

(r, z + Az) = exp|—1AzN] exp[—1AzD]y(r, z), (22)

notando que exp(—:AzD)v(r, z) corresponde aos efeitos da propagagio da luz no espago livre
(ilustrado ao se anular os efeitos ndo-lineares N)), podemos computé-lo por intermédio da trans-
formada de Fourier'! no plano transversal a propagagio, de maneira que podemos reescrever a
aproximacdo do método de split-step como

2 2
be Ry Az] Flu(r, z)}} @

2K

(r, 2 + Az) ~ exp[—1AzN]|F ! {exp [—H

onde k, é a componente do vetor de onda na dire¢io u.[*!

10Ta] soluciio da Equacio 21 é obtida de maneira andloga ao operador evolugio temporal na equacio de Schro-
dinger em mecanica quantica, tomando o hamiltoniano como D + N.
A descri¢do da propagacdo no espaco livre computada no dominio das frequéncias é descrita no Anexo C.
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No presente trabalho, estimamos a propaga¢do da luz em meios 6pticos com respostas
distintas a presenca de luz, sendo um com resposta puramente linear onde a propagacao € des-
crita pela aproximacao paraxial da equag¢do de Helmholtz e um que apresenta nao-linearidade,
no nosso caso, um cristal fotorrefrativo para o qual os efeitos ndo-lineares na propagacao sao
abarcados pela equagio nio-linear de propagacdo num cristal fotorrefrativo com o = 1072 e ¢
unitdrio, a fim de observar apenas os efeitos decorrentes da ndo-linearidade tomamos os indices
de refracdo para ambos os materiais iguais (ng = 1.5078).

4.1 PROPAGACAO DE UM FEIXE GAUSSIANO

Primeiramente estimamos a propagacao da luz com perfil de feixe gaussiano na faixa do
vermelho (A = 640 nm), dessa maneira adotamos a envoltdria de onda no plano z = 0 um de
um feixe gaussiano'?, assumindo wy = 10 pm e A tal que a intensidade médxima seja unitéria,
isto é

Y—o(r) = exp[—(r/wo)ﬂ 5 (24)
cuja intensidade € exposta na Figura 7.
Figura 7: Intensidade da luz com perfil de feixe gaussiano de cintura wg = 10 pym em z = 0 um,

cuja propagacdo foi estimada ao longo de meios Opticos com resposta linear (vidro) e ndo-linear (cristal
fotorrefrativo).

Intensidade (0 pm)

06

y(um)

04

02

Fonte: Autor, 2024.

4.1.1 Propagacao de um feixe gaussiano num meio éptico linear

Para um meio 6ptico linear, um feixe gaussiano apresenta um perfil como a Equacdo 7 ao
longo do eixo de propagacao (eixo 2), assim computamos a Figura 8 que expressa a intensidade
do feixe ao longo do eixo de propagacdo e no plano transverso a propagagdo apos 1500 pm
(para evitar efeitos decorrentes da reflexdo da borda). Podemos claramente observar que, ao

12Para obtermos o perfil do feixe gaussiano a ser propagado, devemos notar que w(z = 0) = wp, ((z = 0) =0
el/R(z—0)—0.
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Figura 8: Perfil de intensidade de um feixe gaussiano propagado ao longo de um meio éptico com
resposta puramente linear (ng = 1.5078) a propagacgao de luz por 1500 pm.
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a0 -20 ) 20 g
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x(um)
¥(um)

200 400 600 800 1000 1200 1400

2(um) X(um
(a) Perfil de intensidade ao longo de z. (b) Perfil de intensidade em z = 1500 pym.

Fonte: Autor, 2024.

longo do material, esse se expande enquanto torna-se também mais t€nue, caracteristica dos
feixes gaussianos dado ao aumento da comprimento do feixe e diminui¢do de sua intensidade
maxima ao longo da propagacao.

4.1.2 Propagacao de um feixe gaussiano num meio fotorrefrativo

Para um meio fotorrefrativo computamos assim os resultados expostos na Figura 9 que,
novamente, expressam a intensidade ao longo do eixo de propagacdo e no plano transverso apés
a propagacdo de 5000 pm. Ao comparar com o resultado presente na Figura 4, verificamos um

Figura 9: Perfil de intensidade de um feixe gaussiano propagado ao longo de um meio 6ptico fotorrefra-
tivo (ng = 1.5078, « = 1072 e¢ = 1) por 5000 pm.

Intensidade Intensidade (5000.0 pm)
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(a) Perfil de intensidade ao longo de z. (b) Perfil de intensidade em z = 5000 pum.

X(um)

yium)

Fonte: Autor, 2024.

padrdo de propagacdo comum em meios que exibem auto-focalizagdo, evidenciando assim a
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replicacdo numérica desse fendmeno para a propagacao de um perfil gaussiano de entrada num
meio fotorrefrativo.

4.2 PROPAGACAO DE UM SPECKLE COM ENVOLTORIA GAUSSI-
ANA

Posteriormente estimamos a propagacao da luz com perfil de speckle envolvido por um
envelope gaussiano, também na faixa do vermelho (A = 640 nm). Adotamos a envoltdria de
onda no plano z = 0 ym como

Y,—o(r) = A]-"{exp [—(QT)Q} exp[wﬁr]} exp [—(T/wo)ﬂ , (25)

assumindo wy e A escolhidos sob os mesmos critérios do feixe gaussiano, G sendo um pa-
rametro proporcional ao tamanho do grdo, variado na computacdo das amostras expostas na
Figura 10, e por fim ¢, corresponde a uma fase aleatéria uniformemente distribuida entre 0 e

Figura 10: Amostras de intensidade da luz com perfil de speckle com envelope gaussiano de cintura

wo = 10 um em z = 0 wm, cuja propagacao foi estimada ao longo de meios Opticos com resposta linear
(vidro) e ndo-linear (cristal fotorrefrativo), para distintos tamanhos de grao.
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(a) Amostra de speckle com graos pequenos. (b) Amostra de speckle com graos médios.
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(c) Amostra de speckle com graos grandes.

Fonte: Autor, 2024.
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1 que confere a granularidade ao feixe. A fim de eliminar imprecisdes decorrentes da reflexdo
pelas bordas, o que leva a imprecisdes na estimativa, efetuamos a propagagao doravante apenas
por 100 pum.

4.2.1 Propagacio de speckles com alta granularidade

Estimamos primeiramente a propagacao de speckles com graos pequenos que apresen-
tam um alto padrdo granular de intensidade. Computamos entdo os perfis de intensidades an-
teriormente analisados para o feixe gaussiano num meio linear, Figura 11, e num cristal fo-
torrefrativo, Figura 12. Para esses perfis de entrada de luz ndo observamos diferencas muito

Figura 11: Amostra dos perfis de intensidade de um speckle altamente granular propagado ao longo de
um meio 6ptico (ng = 1.5078) com resposta puramente linear a propagacao de luz por 100 pm.
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(a) Perfil de intensidade ao longo de z. (b) Perfil de intensidade em z = 100 um.
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Fonte: Autor, 2024.

Figura 12: Amostra dos perfis de intensidade de um speckle altamente granular propagado ao longo de
um meio 6ptico (ng = 1.5078) fotorrefrativo (o = 10 2ec=1) por 100 um.
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(a) Perfil de intensidade ao longo de z. (b) Perfil de intensidade em z = 100 um.
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Fonte: Autor, 2024.

notdveis da propagacdo num meio cuja resposta € puramente linear se comparado a efetuada
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num meio fotorrefrativo, decorrente do tamanho do grao ser menor que o tamanho limite do
efeito de auto-focalizagio, como descrito na Figura 4(c).[?!

4.2.2 Propagacao de speckles com granularidade média

Estimamos a seguir a propagacdo ao longo dos meios 6pticos de speckles com graos
médios que apresentam um padrao um pouco menos granular. Computando as Figuras 13 e
14 que consistem, novamente, nos perfis de intensidades anteriormente analisados, num meio
linear e num cristal fotorrefrativo respectivamente. Para esses perfis de entrada, os efeitos

Figura 13: Amostra dos perfis de intensidade de um speckle de média granularidade propagado ao longo
de um meio 6ptico (ng = 1.5078) com resposta puramente linear a propagagdo de luz por 100 pm.

Intensidade Intensidade (100.0 pm;

)
0
12 08
07
1
06
08
05
08 = 04
E - 03
04
- - 02
0z
~ - 01
40 0 0
o 20 40

20 40 60 80 100 0 -20 0
)

X(um)
y(um)

2(um) x(um)

(a) Perfil de intensidade ao longo de z. (b) Perfil de intensidade em z = 100 um.

Fonte: Autor, 2024.

Figura 14: Amostra dos perfis de intensidade de um speckle de média granularidade propagado ao longo
de um meio 6ptico (ng = 1.5078) fotorrefrativo (o = 102ec=1) por 100 um.
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(a) Perfil de intensidade ao longo de z. (b) Perfil de intensidade em z = 100 um.

Fonte: Autor, 2024.

da nao-linearidade comeg¢am a se tornar mais evidentes, dado que a intensidade apresenta uma
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pequeno acréscimo em seu valor mdximo bem como diverge um pouco menos ao longo de sua
propagacdo se comparado com o resultado no meio cuja resposta € puramente linear.
4.2.3 Propagacio de speckles com baixa granularidade

Por fim, estimamos a propagacao ao longo dos meios 6pticos de speckles com graos pe-
quenos que apresentam um padrdo muito menos granular. Computamos assim as Figuras 15 e
16 que consistem, mais uma vez, nos perfis de intensidades anteriormente analisados, num meio
linear e num cristal fotorrefrativo respectivamente. Para perfis de entrada com baixa granu-

Figura 15: Amostra dos perfis de intensidade de um speckle de baixa granularidade propagado ao longo
de um meio 6ptico (ng = 1.5078) com resposta puramente linear a propagagdo de luz por 100 pm.
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Fonte: Autor, 2024.
Figura 16: Amostra dos perfis de intensidade de um speckle de baixa granularidade propagado ao longo
de um meio 6ptico (ng = 1.5078) fotorrefrativo (o = 102ec=1) por 100 um.
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laridade os efeitos da resposta ndo-linear apresentam maior destaque, devido a forma do perfil
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4 RESULTADOS OBTIDOS

1,—o(7) se aproximar ainda mais do perfil gaussiano, apresentando um grande crescimento na
intensidade méaxima observada, notavel até no perfil ao longo do eixo de propagacao.

30



5 CONSIDERACOES FINAIS

5 CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho tivemos por objetivo compreender as bases dos aspectos nao-
lineares apresentados ao se propagar luz em meios 6pticos, com foco na descri¢do do com-
portamento apresentado por meios fotorrefrativos e no fendmeno de auto-focalizagdo da luz.
Ademais, buscamos estimar o comportamento da propagacao de luz laser nos meios opticos
fotorrefrativos por meios computacionais.

Por meio do presente trabalho pudemos compreender a origem das respostas nao-lineares
de meios Opticos ndo-lineares bem como os efeitos decorrentes dessas respostas, nos aprofun-
damos especificamente na descri¢io simplificada dos processos que levam a alteragcdo do indice
de refracdo de um meio fotorrefrativo e como a propagacdo da luz é afetada nesses materiais.

Fomos capazes também de estimar numericamente, por intermédio do método de split-
step, o comportamento da luz propagada através de meios com distintas respostas a sua presenga
para distintos perfis de entrada, feixe gaussiano e perfil granular de envoltéria gaussiana, ob-
servando o fendmeno de auto-focaliza¢do da luz em nossas estimativas causado pelo efeito de
lente induzida por uma refracdo ndo-linear do meio.

Os resultados aqui presentes permitem, assim, atestar a eficiéncia do método de split-
step na estimativa da propagacao da luz, tanto para meios lineares quanto para meios cuja res-
posta é ndo-linear. Para speckles de luz, no entanto, sua eficiéncia € limitada a pequenas dis-
tancias no eixo de propagacdo, em decorréncia de interacdes com as bordas do estrato espacial
simulado que leva a imprecisdes numéricas, sendo necessaria futuramente a implementagdo de
condicdes de contorno eficientes para a supressdo dos efeitos de reflexao das fronteiras.
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A TEORIA ELETROMAGNETICA DA LUZ

A teoria eletromagnética consiste na descricdo dos fendmenos decorrentes da dinamica
dos campos elétrico E e magnético B.'8! As quatro equacdes diferenciais que descrevem os
fendmenos eletromagnéticos da-se o nome de Equacdes de Maxwell, as quais sdo representadas
comumente por

dvE = Lp, (26)
€0
divB =0, (27)
rot E = —0;B, (28)
rot B = o (J + €0, E), (29)

com €y ~ 8.85 x 10712 C2N~'m=2 e jug =~ 47 x 10~ Hm~" sendo constantes, denominadas
respectivamente por permissividade elétrica e permeabilidade magnética do vacuo e p e J sendo
as densidades de carga e corrente elétrica.!'®!

A.1 Equacoes de maxwell na matéria

Na matéria, no entanto, as Equacdes de Maxwell apresentam-se numa forma distinta,
tendo em vista que os meios materiais respondem a presenca de campos elétricos € magnéticos
exibindo polarizacdo ou magnetizacdo, de maneira que podemos expandir as densidades de
carga e de corrente elétrica numa série de multipolos

p=pyo—divP + ..., (30)
J=Jy+0,P+rotM+ ..., 31

onde P e M sdo a polariza¢do e magnetizacdo do material e py € J, correspondem as densidades
livres.'% 1% Assim, a fim de abarcar os efeitos da matéria, podemos modificar a lei de Gauss
para campos elétricos e lei de Ampere corrigida por Maxwell

1
divD = —py, 32)
€o

rot H=Jy + 9;D, (33)

onde, denominamos D = ¢)E + P por deslocamento elétrico e H = B/ — M por campo
magnético auxiliar.['8 ¥

A.2 Fendomenos eletromagnéticos ondulatorios em meios 6pticos

As Equacgdes de Maxwell, principalmente a lei de indu¢do de Faraday e a lei de Ampere-
Maxwell (ainda que na matéria), permitem inferir que campos elétricos oscilantes estabelecem
campos magnéticos oscilantes e assim reciprocamente, ocasionando na propagacao de campos
eletromagnéticos num fendmeno ondulatério, uma onda eletromagnética como a luz.!"”!

Para descrever o comportamento da luz nos meios precisamos de uma relacdo consti-
tutiva, ou seja, uma relac@o entre os campos elétricos e magnéticos e o deslocamento elétrico
e o campo auxiliar.'”! Para meios lineares, a relacio constitutiva consiste em descrever o des-
locamento elétrico e o campo magnético auxiliar como proporcionais aos campos elétrico e
magnético, isto &,

D =¢E, (34)
1

H-=_B, (35)
o]
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onde € e . sdo a permissividade elétrica e permeabilidade magnética do material, de maneira
que ondas eletromagnéticas em meios lineares, na auséncia de cargas e correntes livres, sdao

descritas segundo a relagdo
(V2 — eud})E = 0, (36)

(V? — eud?)B = 0, (37)

em que 1/, /ext corresponde a velocidade com que a luz se propaga no material.[!8 1]

Por meio dessa descricdo ondulatéria podemos diretamente obter a formulacao ondu-
latéria da dptica, no regime em que a luz € linearmente polarizada, ou seja, ndo exibe forte
caracteristica vetorial. Nesse dominio, o campo elétrico'® pode ser especificado simplesmente
por sua amplitude (E = £&, onde & representa a dire¢io de polarizacdo do campo).l! Ademais,
definindo o indice de refracdo como ng = \/€p/€pfip, para meios nao-magnéticos (g = 1)

teremos entao que
no=+1+x, (38)

dado que em meios lineares € = ¢y(1+ ), com x sendo a susceptibilidade elétrica do meio.!! 1!

Para materiais cuja resposta Optica € ndo-linear a presenca de luz nos atemos primordi-
almente ao campo elétrico, de maneira que precisamos citar apenas a relacio constitutiva entre
a polarizagdo e o campo elétrico como

P = ¢xE + PND, (39)

onde P(VE) abarca todas as correcdes de mais alta ordem no campo elétrico, de maneira que
D = ¢E + P®™Y_ de onde se obtém

(V2 — epudPE = —pg0? PN, (40)

que corresponde 2 forma geral da equacdo de onda para meios ndo-lineares.!!!

3Especificamos o campo elétrico, dado que os campos sdo acoplados pelas equacdes de Maxwell e o campo
magnético é sempre demasiadamente ténue se comparado ao elétrico.! 1]
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A EQUACOES DA OPTICA ONDULATORIA

Para justificar postularmos a equacio de onda na descri¢do ondulatéria da 6ptica, deve-
mos primeiramente definir o conceito fisico de fendmeno ondulatério.

Definicao 1 (fenomeno ondulatério).
Todo fendmeno no qual uma perturbacdo de um campo fisico se propague ao longo do espago
com avangar do tempo.

No dominio unidimensional, podemos descrever uma onda com configuragdo inicial £(z,t =
0) = &(x), e ao propagé-la por um tempo t, essa terd se deslocado no espaco ct, de modo
que &(z,t) = &z — ct).*’) Nomeando 2/ = = — ct, de modo que d, = 9,y bem como que
0, = —c0,, segue de imediato que

0X(x,t) = 201 & (2)) = 202E(w,t), 41)

que equivale a equacdo de onda no caso unidimensional.!””! Tal resultado pode ser facilmente
generalizado ao notar que, no espago, o operador laplaciano V? desempenha um papel equiva-
lente ao do operador 92

A.1 Equacao de Helmholtz

A assumir que a luz € monocromatica, ou seja, apresenta uma frequéncia v bem definida,
sua funcdo de onda apresenta-se geralmente na forma

¢(R,t) = ¥(R) exp(+2mwt). (42)

Assim, pela equacgdo de onda, para ondas monocrométicas obtemos imediatamente, ao fatorar a
dependéncia temporal, que

(2mw)?
2

[V2U(R)] + U(R) =0, (43)

que corresponde a equagdo de Helmholtz, quando definimos x = 27v/c.!!

A.2 Aproximacao paraxial da Equaciao de Helmholtz

Ao adotarmos por assun¢do que a dependéncia espacial da funcdo de onda se d4 como
uma onda paraxial

U(R) = ¢(r, 2) exp (1k2), (44)
dado que V? = V2 + 92, obtemos de imediato, pela equagio de Helmholtz que
0=ViU(R)+ (92¢(r, 2) exp (1k2)) + K*T(R). (45)

Dado que,
D2 (r, 2) exp (1k2) = (92¢(r, 2)) exp (1k2) + 2wk (0.4(x, 2)) exp (15z) — K*U(R)  (46)

onde, no entanto, podemos negligenciar o termo (9t (r, 2)) exp (1k2), pois para Az = )\ se
seguird que Ay << 1, de modo que ¢ >> AY/21 = 0,0 Az/2m = 0,0\/21 = DU /k e
portanto 9?1 << k0,1 << k1), assim podemos reescrever a Equagdo 45 como

(V34(r, 2)) exp (152) + 2wk (9:2(1, 2)) exp (162) = 0, (47)

por fim, fatorando o termo exp (2£z), obtemos V2 1 (r, z) + 2:k0,1(r, 2) = 0 que corresponde
a equacdo paraxial de Helmholtz.!!)
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B EQUACOES DA OPTICA NAO-LINEAR

Para a obtenc¢ao da polarizac@o na representacao da susceptibilidade, utilizamos a repre-
sentacdo do campo elétrico pela transformada de Fourier

E.(t) :/ dvE,(v) exp(2mwt), (48)

assim, ao aplicar na correcao de terceira ordem na polarizacao, obtemos

P;(E’) (t) = €p / e / d7—1d7—2d7—3dV1dV2dV3R/(i)a,6,y(Tl7 T2, 7—3) X
E, (v1) exp(2mun (t — 7)) X (49)
Eﬁ(]]Q) exp(2mivy(t — To)) X
E,Y(Vg) exp(2ms(t — 73)),

ou de maneira equivalente, com a soma contraidaem ¢ = 1,2, 3,

PS)) (t) = € / ce / dTldT2dT3dV1dV2dV3Rl(i()x75ﬁ(Tl; To, 7'3) exp(?mum)x

E, (1) exp(2mivt) x (50)
E3(vs) exp(2mwyt) x

E, (v3) exp(2mwvst),

assim, pela definicdo do tensor susceptibilidade em funcdo da resposta de meios Opticos, obte-
mos imediatamente

Pf?)(t) =€ /// dl/ldVQdVgxl(jL,Bﬂ(V; 1, Vg, v3) exp(2mwt)Ey (1) Es (1) B, (13),  (51)

que corresponde exatamente a susceptibilidade de um meio de terceira ordem.?!

B.1 Termo corretivo do efeito Kerr éptico

Para obtermos o termo da corre¢do que desejamos, suporemos uma onda de luz mono-
cromética e linearmente polarizada, de modo que

B(/) = % (&0 [US(V/ — v) + T*6(/ + )]}, (52)

com « sendo uma das coordenadas cartesianas e z* o conjugado complexo, para obtermos um
campo elétrico real, denota o conjugado complexo.!?! Assim ao computar os termos (contando
as permutacoes de v no tensor susceptibilidade), omitindo os de frequéncia total diferente de v,
obtemos

PP(1) = 2¢ /// dvydvsdvsX P, o o (Vi1 e, V3)6XP(27TZV15)%\I/*\I/\1/><
S(vy +v)6(vy —v)o(vs — v)+

2¢0 /// dyldy?d’/i”xfﬁu,a,a(w Vl,l/g,Vg)exp(Qmut)é\II\p*\yx
§(n —v)o(va +v)o(vs —v)+

2¢eg /// dl/1dl/2dl/3X§f:L’a7a(l/; V1,1/2,yg)exp(gmy,f%\l,q,qj*x

(1 —v)o(ve —v)o(vs+v)+ ...,

(53)
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dado que a ordem das componentes ndo abarca informacao fisica os trés termos sdo idénticos, de
maneira que, ao utilizar defini¢do da susceptibilidade elétrica de terceira, segue imediatamente
que

3
PO(t) = éazeox(g) exp(2mwt) |20 + .. ., (54)
que consiste na polarizacdo de um meio que apresenta o efeito Kerr 6ptico.!!

B.2 Equacao nao-linear de Schrodinger

Ao substituirmos a polarizacdo ndo-linear na equacdo da onda em meios nao-lineares,
obtemos

1 3
(V? — 507) ¥ exp{2mwt} = —uoafzeox(3)|\ll|2\lf exp{2mwt}, (55)
c
onde ao computarmos a derivada parcial com respeito ao tempo, segue que
exp{2mwt} (VW) + M\P exp{2mwt} = 3712 poeox® | W2V exp{2mt} (56)
p 2 p = Ho€oX p s

entdo, eliminando a dependéncia temporal,
V2 + k20 = 37%0 2 pgeox® | W20, (57)
de maneira que ao aplicar a aproximacgao paraxial, discorre que
(V30) exp (152) + 2wk (9:4) exp (1k2) = 322 poeox @ | [1h exp (1k2) (58)
por fim, eliminando o termo exp(2x2) e definindo o = 3m21%1ugeox®) /2K, obtemos
10 + iV’iw = aly[*y. (59)

que corresponde exatamente a equacdo ndo-linear de Schrodinger. !

B.3 Aproximacao da propagacio num cristal fotorrefrativo

A equacdo nao-linear de onda adotada como modelo de propagagdo no cristal fotorre-
frativo se assemelha a equacdo ndo-linear de Schrédinger no regime em que <|v|> < 1, dado
que podemos aplicar a expansdao numa série geométrica

1
10,1) = —%viy} +ap(l —slp?+...), (60)
e ao ignorarmos termos de mais alta ordem, obtemos
1
10.1) & —%Viw + ) — as|y|*yY, (61)

que consiste na equagdo de onda de um meio que segue a equacdo ndo-linear de Schrodinger
com um indice de refracdo inomogéneo.!?* 2!
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C PROPAGACAO DA LUZ NO ESPACO LIVRE

Ao aplicarmos a transformada de Fourier no plano transverso a propagacdo na aproxi-
macdo paraxial da equacido de Helmholtz'*, obtemos que

{zaz K ;“ } Flo) =0, (62)

. g ~ fii—l—/@ .
multiplicando a equagdo por exp[1—%5—*z|, discorre que

K2 + K2 K2+ Ky
) - = 63
exp (z 5 z) {z@z 5 ] F{y} =0, (63)
ao notar o termo da esquerda da igualdade como a derivada parcial em z de F{¢} exp [2%—4:@2’2]
vezes 1, segue que
K2+ K2
0, {.7:{@0} exp {z%z] } =0, (64)
K
assim, F{v} exp[ i ¥ 2] é constante. Impondo a condi¢do de contorno em z = 0, obtemos
que
:‘i + Iiy
Fl} = Flamo} exp | 1—5—21, (65)

que corresponde a forma no dominio da frequéncia da propagacao no espaco livre via convolu-

gaOIS [1]

14Utilizamos aqui a transformada de Fourier de um operador diferencial apresentada no Anexo D.
15Tal resultado pode ser facilmente obtido ao utilizar o teorema da convolucdo inverso, notando que a transfor-

mada inversa da gaussiana é uma gaussiana.'> 28
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D TRANSFORMADA DE FOURIER

Fendmenos ondulatérios sdo numerosamente presentes na natureza e a transformada de
Fourier fulgura com um dos principais alicerces para a compreensio de sua propagacio.l!! Essa
consiste numa generalizacdo a um caso continuo dos coeficientes da Série de Fourier, permi-
tindo a decomposi¢ao de um sinal ondulatério como a superposicado integral de sinais harmoni-
cos (que sdo mais elementares)'®.[: 28] Sendo f uma fun¢io de uma varidvel, definimos'”

Definicao 2 (Transformada de Fourier).

“+o00

F{f} = f(x) exp [=2mmnz] dx (66)
Definicao 3 (Transformada inversa de Fourier).

+oo
FHfY = f(n) exp [+2munz] dn (67)

D.1 Propriedades da transformada de Fourier

Doravante, para descrever as propriedades da transformada de Fourier (em uma ou duas
dimensdes), tomaremos letras latinas posteriores a f (f,g,...) como fungdes, letras gregas
(o, B, ...) e latinas anteriores a f (a, b, . . .) como escalares complexos e reais, respectivamente,
além disso, o simbolo ’+’ denotara a operacao de convolugdo de fungdes.

Definicao 4 (Convolucio).
Sendo f e g duas fun¢des de uma variavel, a sua convolucio é dada por

+oo

(fxg)(x) = flx —a')g(a") da (63)

—00

Propriedade 1. 7{of + B9} = oF{f} + BF{g} .

Propriedade 2. Sendo f tal que lim, . f(z) =0, F{0,f} = —2mnF{f}.
Propriedade 3. F{f(x — a)} = exp [-2mwna| F{f}.

Propriedade 4. F{exp [+2max] f} = F{f}(n — a).

Propriedade 5. Sendo a # 0, F{f(az)} = |a|F{f}(n/a).

Propriedade 6. F7{f * g} = F{f}F{g}.

Propriedade 7. F{fg} = F{f} = F{g}.

Propriedade 8. 7' {F{f}} = f(x).

16Usualmente a transformada de Fourier e sua transformada inversa sdo descritas em fungdo do vetor de onda,
no entanto aqui adotaremos-na em func¢do das frequéncias (padrao mais regularmente utilizado na descri¢do de
fendmenos Spticos).[!]

"Para funcdes de mais varidveis basta aplicar a transformada de maneira iterada, para essas, as propriedades
posteriormente apresentadas também sdo validas (ainda que sejam necessarias adaptacdes, como os casos das
Propriedades 2, 6 e 7).t
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