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RESUMO

Neste trabalho abordamos de maneira abrangente a importancia das técnicas
numeéricas na estimativa de areas e volumes em diversas situacdes. Destacamos a
relevancia dessas técnicas em contextos complexos, nos quais abordagens diretas
sdo impraticaveis ou inacessiveis. A analise numérica, por meio de abordagens
matematicas e computacionais, desempenha um papel crucial na determinacéo de
areas e capacidades, especialmente em geometrias problematicas. No texto
exploramos a integracéo das habilidades relacionadas ao ensino de areas e volumes
ao longo da Educacao Bésica, alinhadas com a base nacional curricular (BNCC). No
ambito da analise numeérica, sdo apresentados conceitos fundamentais mas de um
ponto de vista acessivel, entre os conceitos temos a integral definida, métodos de
integracdo numerica, erro numerico e convergéncia, que sdo essenciais para o calculo
eficiente de areas e volumes. Além disso, discutimos métodos especificos, como o
dos retangulos, trapézios e a regra de Simpson para areas, bem como métodos da
secdo transversal e das cascas cilindricas para volumes. Propde-se ainda a
investigacdo e comparacao de métodos numéricos, visando contribuir para a escolha
adequada dessas técnicas em diferentes contextos aplicados. Em resumo, neste
trabalho, apresentamos uma visdo abrangente sobre a importancia das técnicas
numéricas na estimativa de areas e volumes, destacando sua aplicabilidade em
situacOes desafiadoras e proporcionando uma base soélida para a selecéo e aplicacéo

dessas técnicas em diversos contextos educacionais e praticos.

Palavras-chave: Analise numérica; educacdo basica; métodos numéricos; areas;

volumes; integral definida; Base Nacional Comum Curricular.



ABSTRACT

In this work, we comprehensively address the importance of numerical techniques in
estimating areas and volumes in various situations. We emphasize the relevance of these
techniques in complex contexts where direct approaches are impractical or inaccessible.
Numerical analysis, through mathematical and computational approaches, plays a crucial
role in determining areas and capacities, especially in challenging geometries. The text
explores the integration of skills related to the teaching of areas and volumes throughout
Basic Education, aligned with the National Curricular Base (BNCC). In the scope of
numerical analysis, fundamental concepts are presented from an accessible standpoint.
Among these concepts are the definite integral, numerical integration methods, numerical
error, and convergence, which are essential for the efficient calculation of areas and
volumes. Furthermore, specific methods are discussed, such as the rectangle method,
trapezoidal method, and Simpson's rule for areas, as well as methods involving cross-
sectional areas and cylindrical shells for volumes. The article also proposes the investigation
and comparison of numerical methods, aiming to contribute to the appropriate selection of
these techniques in different applied contexts. In summary, this work provides a
comprehensive view of the importance of numerical techniques in estimating areas and
volumes, highlighting their applicability in challenging situations and offering a solid
foundation for the selection and application of these techniques in various educational and

practical contexts.

Keywords: Numerical analysis; basic education; numerical methods; areas; volumes;

definite integration; National Common Curricular Base.
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1. INTRODUCAO

A aplicacdo de técnicas numéricas e a estimativa aproximada de extensdes e
capacidades desempenham um papel crucial em diversas esferas da ciéncia e engenharia.
Isso possibilita a compreensdo e modelagem de fendmenos complexos que muitas vezes
ndo podem ser abordados de forma exata por métodos analiticos. Essas aplicacfes sao
valiosas em cenarios nos quais solucbes analiticas sdo inacessiveis, seja pela
complexidade das equacdes envolvidas ou pela natureza ndo tdo compreensivel das

guestdes.

A analise numérica emprega abordagens matematicas e computacionais para derivar
solucdes aproximadas em situagcdes que envolvem equacdes diferenciais, integrais e outras
formas de equacbes matematicas. Na disciplina da geometria e na determinacdo de
extensdes e capacidades, a analise numérica desempenha um papel essencial, devido a
grande variedade de formas complexas e irregulares presentes. Por exemplo, considere a
geometria intricada de uma peca de maquinario elaborada, uma regiao geografica complexa
ou uma molécula dentro de um sistema biologico. Determinar suas areas ou capacidades
com precisao por meio de métodos analiticos pode ser uma tarefa inviavel ou altamente

impraticavel.

Os célculos aproximados de areas e volumes sao cruciais nessas situacdes. Esses
métodos oferecem uma maneira de dividir as formas complexas em partes menores e mais
simples e calcular suas areas ou volumes através da somatoéria de areas ou volumes dessas
partes. Isso € obtido através de técnicas como a subdivisdo de regides em elementos
geomeétricos mais simples, retangulos e trapézios, e a utilizacdo de formulas que permitem
aproximar a area ou o volume total com base nessas partes discretas. Esses calculos
aproximados sdo muito mais viaveis de maneira computacional do que a obtendo através

de solu¢des analiticas, permitindo uma abordagem pratica para problemas complexos.

Além disso, existem aplicacdes em diversas areas, como na engenharia civil, pelo
projeto de estruturas complexas, na fisica, como a modelagem de fenémenos fisicos, na
biologia, através da analise de estruturas moleculares, na geografia, calculos de areas de
regides geogréficas, e é claro, em outras disciplinas cientificas. A capacidade de obter
resultados proximos da realidade, mesmo em cenarios altamente complexos, é de suma

importancia para a tomada de decisdes e 0 avan¢o do conhecimento em diversas areas.
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O tema escolhido é essencial na caixa de ferramentas matematicas e

computacionais para lidar com problemas complexos e irregulares. Eles capacitam
pesquisadores, cientistas e engenheiros a enfrentar desafios que seriam inacessiveis ou

impraticaveis, promovendo avancos significativos em diversas areas do conhecimento.

A partir disso, temos como objetivos investigar e comparar os métodos numéricos
mais utilizados para calcular areas e volumes de formas geométricas complexas, além de
avaliar a preciséo e a eficiéncia de cada método em diferentes contextos, visando contribuir

para a escolha adequada desses métodos em diferentes situacbes aplicadas.
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2. AREAS E VOLUMES NA BNCC

O ensino sobre areas e volumes é delineado por documentos desde as séries iniciais
do Ensino Fundamental, e assim persiste ao longo de toda a trajetoria do estudante pela
Educacdo Basica. Agora vamos procurar analisar dentro da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) quais as habilidades que envolvem o ensino de areas e volumes na

educacdao béasica de umstudante.
Sobre a BNCC, o documento completo diz que:

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de carater
normativo que define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens
essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e
modalidades da Educacéo Basica, de modo a que tenham assegurados seus
direitos de aprendizagem e desenvolvimento, em conformidade com o que
preceitua o Plano Nacional de Educagédo (PNE). (BRASIL, 2018, p. 7)

Ja sobre competéncias e habilidades a BNCC fala o seguinte:

Na BNCC, competéncia é definida como a mobilizacdo de conhecimentos
(conceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e
socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da
vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.
(BRASIL, 2018, p. 8)

Dessa forma, procuramos, dentre esse conjunto de habilidades, aquelas que estéo
associadas ao aprendizado de éareas e volumes na Educacdo Basica. Na BNCC, as
habilidades sao apresentadas por meio de cédigos alfanuméricos. Esses codigos, conforme
€ mostrado na Figura 1, indicam a etapa escolar, 0 ano ou bloco de anos a que se refere a
habilidade, o componente curricular e a posicéo da habilidade na numeracéo sequencial do
ano ou bloco de anos. Entéo, por exemplo, o cédigo EFO7MAO1 é referente a disciplina de
matematica, no 7° ano do ensino fundamental e a habilidade 01 “Resolver e elaborar
problemas com nimeros naturais, envolvendo as noc¢des de divisor e de multiplo, podendo
incluir maximo divisor comum ou minimo multiplo comum, por meio de estratégias diversas,

sem a aplicacéo de algoritmos”.



15
Figura 1 - Codigo alfa-numérico do Ensino Fundamental

EF67EFO1

_________________ L

_____

Ensino Fundamental
numerac¢do sequencial

1 0 ano (01a 09) a
componente curricular
bloco de anos

: AR

Cl

Lingua Portuguesa/Arte EF
15 ER

69 ) GE

HI

Lingua Portuguesa/Educacao Fisica LI
12 LP
35 MA

67
89

Fonte: BRASIL (2018)

O ensino de areas inicia-se ja no 3° ano do ensino fundamental, no contexto da
unidade tematica "Grandezas e medidas”, abordando a comparacdo de areas por
superposicao. Nesse ano, a habilidade EFO3MA21 tem como objetivo que os estudantes
possam comparar, visualmente ou por superposicao, as areas de faces de objetos, figuras

planas ou desenhos.

No 4° ano do ensino fundamental, também na unidade teméatica "Grandezas e
medidas", o objeto de conhecimento relacionado ao ensino de areas aborda as areas de
figuras construidas em malhas quadriculadas. Com a habilidade EFO4MA21, espera-se que
os estudantes possam medir, comparar e estimar areas de figuras planas desenhadas em
malha quadriculada, utilizando a contagem dos quadradinhos ou metades de quadradinho.
E importante que reconhecam que duas figuras com formatos diferentes podem ter a

mesma medida de area.

No 5° ano do ensino fundamental, o objeto de conhecimento voltado para o ensino
de &reas ira abordar sobre algumas relagfes entre areas e perimetros de figuras poligonais
e é introduzida a nocédo de volume. A habilidades EFO5MA19 fala sobre a resolugéo e
elaboracdo de problemas envolvendo medida de grandezas, entre elas areas, usando de
transformagdes entre as unidades mais usuais em contextos socioculturais. Ja a habilidade
EFO5MA20 espera que o estudante saiva concluir, por meio de investigacoes, que figuras

de perimetros iguais podem ter areas diferentes e que o contrario também procede. Indo
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para volumes, a habilidade EFOSMA21 quer que o estudante reconhec¢a volume como uma

grandeza associada a solidos geométricos e meca volumes por meio de empilhamento de

cubos, utilizando, preferencialmente, objetos concretos.

Chegando no 6° ano do ensino fundamental, o objeto de conhecimento voltado para
areas e volumes pretende que sejam aplicados problemas sobre medidas envolvendo
grandezas como area e volume, dentre outras elencadas no documento. Indo para as
habilidades temos que o a EFO6MA24 pretende que o estudante consiga resolver e elaborar
problemas que envolvam, dentre outras, as grandezas area (triangulos e retangulos) e
volume (sélidos formados por blocos retangulares), sem uso de formulas utilizando, sempre
gue possivel, contextos oriundos de situacdes reais e/ou relacionadas as outras areas do

conhecimento.

Para o 7° ano do ensino fundamental, os assuntos abordados irdo falar sobre a
equivaléncia de area de figuras planas, indo para o calculo de areas de figuras que podem
ser decompostas por outras areas mais faceis de serem determinadas além do céalculo de
volume de blocos retangulares, utilizando de unidades de medida convencionais mais
usuais. Aqui temos a habilidade EFO7MA29 que pretende resolver e elaborar problemas
gue envolvam medidas de grandezas inseridos em contextos oriundos de situacdes
cotidianas; a habildade EFO7MA31 quer estabelecer expressdes de calculo de area de
triangulos e de quadrilateros; com a EFO7MA32 queremos resolver e elaborar problemas
de calculo de medida de area de figuras planas que podem ser decompostas por quadrados,
retangulos e/ou triangulos, utilizando a equivaléncia entre areas; por fim, a EFO7MA30, que
fala de volume, quer resolver e elaborar problemas de calculo de medida do volume de

blocos retangulares, envolvendo as unidades usuais.

No 8° ano do ensino fundamental, a EFO8MA19 quer resolver e elaborar problemas
gue envolvam medidas de area de figuras geométricas e a EFO8MA21 quer que o estudante
saiba resolver e elaborar problemas que envolvam o calculo do volume de recipiente de
formato de um bloco retangular. Finalizando os anos finais do ensino fundamental, no 9°
ano, a EFO9MAL9 fala sobre a resolucao e eleboracéo de problemas que envolvam medidas

de volume de prismas e de cilindros retos.

7

Indo agora para o ensino médio, cada habilidade é identificada por um cédigo

alfanumérico explicado na Figura 2, a seguir.
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Figura 2 - Codigo alfa-numeérico do Ensino Médio

EMI13LGG103

______________________________________

o]
Ensino Médio j

LGG = Linguagens e suas

Fonte: BRASIL (2018)

Nessa etapa de ensino as habilidades voltadas para o estudo de areas e volumes,
descritas no domento da BNCC sédo: EM13MAT307 “Empregar diferentes métodos para a
obtencao da medida da area de uma superficie (...) e deduzir expressdes de calculo para
aplicad-las em situacbes reais (...)"; EM13MAT309 “Resolver e elaborar problemas que
envolvem o calculo de areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos
(cilindro e cone) em situactes reais (...)"; EM13MAT506 “Representar graficamente a
variacdo da area e do perimetro de um poligono regular quando os comprimentos de seus
lados variam, analisando e classificando as fun¢des envolvidas”; EM13MAT509 “Investigar
a deformacdo de angulos e areas provocada pelas diferentes projecdes usadas em
cartografia, como a cilindrica e a conica”; EM13MAT201 “Propor a¢cdes comunitarias, como
as voltadas aos locais de moradia dos estudantes dentre outras, envolvendo célculos das
medidas de area, de volume, de capacidade ou de massa, adequados as demandas da
regidao”; EM13MAT309 “Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de areas
totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos (cilindro e cone) em situacdes
reais, como o calculo do gasto de material para forragdes ou pinturas de objetos cujos
formatos sejam composi¢des dos solidos estudados”; EM13MAT504 “Investigar processos
de obtencdo da medida do volume de prismas, piramides, cilindros e cones, incluindo o
principio de Cavalieri, para a obtencao das formulas de célculo da medida do volume dessas

figuras”.
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O ensino sobre areas e volumes € uma parte essencial da trajetéria educacional do

estudante, sendo delineado desde as séries iniciais do Ensino Fundamental e persistindo
ao longo de toda a Educacdo Basica. A Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
desempenha um papel fundamental nesse contexto, estabelecendo as aprendizagens

essenciais para todos os alunos.

Desde o 3° ano do Ensino Fundamental, inicia-se o aprendizado sobre areas,
evoluindo para o entendimento de volumes no 5° ano. As habilidades se desenvolvem
progressivamente, abordando a comparacao de areas, medidas em malhas quadriculadas,
relacdes entre areas e perimetros, além da introducéo a nog¢ao de volume. No Ensino Médio,
as habilidades se aprofundam, incluindo métodos diversos para medir areas, resolucdo de
problemas envolvendo volumes de prismas, piramides e corpos redondos, representacao

grafica de variacdes e investigacdo de deformacdes em projecdes cartograficas.

Em suma, a BNCC fornece um guia estruturado para o ensino de areas e volumes,
promovendo uma abordagem progressiva e integrada ao longo da Educacdo Basica,
capacitando os estudantes a aplicar esses conceitos em situacdes reais e desenvolver

habilidades fundamentais para sua formacao.
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3. FUNDAMENTACAO TEORICA

Antes de explorarmos alguns dos métodos numéricos no célculo de &reas e volumes,
existem alguns principios essenciais que sdo fundamentais para lidar de forma eficiente
com calculos relacionados a formas complicadas ou irregulares. Esses conceitos basicos
ndo s6 formam a base matematica, mas também nos dao ferramentas necessarias para

lidar com desafios geométricos de maneira precisa e eficiente.

3.1 Conceitos basicos

No ambito da analise numérica, um conjunto de conceitos essenciais emerge para a
eficaz abordagem dos célculos de areas e volumes, especialmente quando se trata de
formas complexas ou irregulares. Esses conceitos fundamentais fornecem a base
matematica e computacional necessaria para enfrentar tais desafios de maneira precisa e

eficiente.

A integral definida se destaca como uma ferramenta central para calculos de areas
e volumes, estabelecendo a relacdo entre uma fungéo continua e a area ou volume sob sua
curva ou superficie. Esse conceito permite que a analise numérica transforme problemas

geomeétricos complexos em operacdes matematicas mais gerenciaveis.

Nesse contexto, os métodos de integracdo numérica desempenham um papel
crucial. Esses métodos, como a regra dos trapézios e a regra de Simpson, subdividem a
regido sob a curva em segmentos menores e aproximam o calculo integral através da soma
ponderada de areas de figuras geométricas simples (CHAPRA, 2011). A aplicacéo desses
métodos requer a discretizacdo da regido de interesse em uma malha numérica, essencial

para permitir calculos aproximados de areas e volumes.

Além disso, a convergéncia é um topico critico. Ela descreve a tendéncia de um
método numérico a se tornar mais preciso a medida que a subdivisdo aumenta. A analise

de convergéncia é fundamental para determinar a eficiéncia do método escolhido.

Nos casos de calculos de volumes e areas em cenarios tridimensionais, entra em
cena o calculo tridimensional. Esse conceito permite a representacdo e manipulacdo de
formas e regibes complexas no espaco tridimensional, facilitando a realizacdo de

integracdes em coordenadas.

Contudo, € crucial ndo apenas obter resultados aproximados, mas também avaliar a
estabilidade dos métodos em relacéo a perturbagdes nos dados de entrada. Além disso, €

imprescindivel analisar a influéncia dos parédmetros dos métodos, como o numero de
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subintervalos ou pontos de amostragem, na preciséo dos resultados.

Em suma, compreender esses conceitos € essencial para selecionar e aplicar com
sabedoria 0os métodos numeéricos de céalculo de areas e volumes. Eles fornecem as
ferramentas necesséarias para enfrentar a complexidade geométrica, promovendo a
precisdo e a eficiéncia nos célculos numéricos em uma ampla gama de aplicacdes

cientificas e praticas.

3.2 Métodos de céalculo de areas

Vamos explorar métodos essenciais no calculo de areas que desempenham um
papel crucial na mateméatica aplicada. O método dos retangulos, o método dos trapézios e
a regra de Simpson sédo ferramentas valiosas que nos permitem aproximar e compreender
areas sob curvas complexas. Cada método oferece uma abordagem Unica para lidar com
problemas geométricos, sendo fundamentais em contextos que vao desde a fisica até a

engenharia.

3.2.1 Método dos retangulos

Também chamado de Método da Soma de Riemann, o Método dos Retangulos é
uma técnica numerica utilizada para calcular, de forma aproximada, a area de uma curva
de uma dada fungdo, em um intervalo finito [a, b]. Esse método é fundamentado na ideia de
subdividir a area da curva em retangulos, que estejam igualmente espacados entre si, e
somar as areas desses retangulos para conseguir uma estimativa da area total. Quanto

maior for a quantidade de subintervalos, mais preciso sera o valor da area encontrada.

Seja f uma funcgéo continua no intervalo [a, b], isto €, uma funcdo cujo grafico néo
tem saltos. Imagine que desejamos saber a area sob o seu gréfico. Dado intervalo finito

[a, b] no eixo-X, particionamos esse intervalo em n subintervalos que estejam igualmente
-b .
espacados, onde Ax =aT representa a largura de cada subintervalo. Para cada Ax

escolhemos um ponto x;, onde iremos calcular o valor de f(x;). Aqui temos que x, =a e
x, = b. Os pontos x; podem ser tomados usando a extremidade esquerda, extremidade

direita ou o ponto médio do subintervalo.

Tomando a extremidade esquerda teremos que a area de cada retangulo sera dada
por A; = f(x;) - Ax.
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Figura 3 - Area usando a extremidade esquerda

Fonte: Elaborada pelo autor

Tomando a extremidade direita teremos que a area de cada retangulo sera dada por
A; = f(xi41) - Ax.

Figura 4 - Area usando a extremidade direita

Fonte: Elaborada pelo autor



22

Tomando o ponto médio de cada subintervalo, a area de cada retangulo sera dada

por 4; = f(%) - Ax.

Figura 5 - Area usando o ponto médio

Fonte: Elaborada pelo autor

Somando as areas de todos os retangulos calculados nos casos anteriores, e
observando que o valor de Ax € constante, temos que uma estimativa da area total sob a

curva é dada pelo seguinte somatério.

Para a escolha do ponto na extremidade esquerda,

A= if(xi) “Ax = Ax'rif(xi)-

Para a escolha do ponto na extremidade direita,

A= nilf(xiﬂ) "Ax = Ax - Tilf(xiﬂ)-
i=0 i=0
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Para a escolha onde x; é o ponto médio do subintervalo,

n-1
X +x X; + Xx;
e 2 () ey ()

Para qualquer um desses casos, iremos obter uma aproximacdo para a area

procurada.

3.2.2 Regrados Trapézios

Nesta técnica, também iremos estimar o valor da integral definida de uma funcéo em
um dado intervalo finito, dividindo a area sob a curva, em relacdo ao eixo das abscissas,
em trapézios de mesma altura e, em seguida, somar a area de todos eles, para obter uma
estimativa da integral. Esse método € util quando néo € possivel, ou muito complexo, obter

uma solucdo analitica para a integral da funcao.

A ideia é aproximar a funcado f(x) continua no intervalo finito [a, b], no eixo-x, por um
polinbmio de primeira ordem. Mostraremos que f pode ser aproximada pela area de um

trapézio.

Figura 6 - Aproximacéao pela area de um trapézio

a

Fonte: Elaborada pelo autor

Usando a féormula de Lagrange para podermos encontrar o polinbmio interpolador de

primeiro grau, p,(x), que interpola f(x) nos pontos x, = a e x; = b, temos o seguinte:

p1(x) = f(xo)Lo(x) + f (1) Ly (x),
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X—X1 X—Xqo

onde Ly(x) = elLi(x)=

Xo—X1 x1—x0.

Agora tomando o intervalo [a, b] e o subdividindo em n partes. Seja h 0 comprimento
de cada subintervalo, logo h = bn;a. Como n = 1, pois queremos um Unico trapézio, entao
temos que h=b —a = x; — x,, para esse caso especifico. Fazendo a substituicdo em

p1(x), ficamos com:

X — X X —

— o) + T ey

pi(x) =

Logo, temos que a integral de f(x) no intervalo [a, b] pode ser aproximada por:

b b=x, X1
—x — h
[rwax~ [ pwar= [ FE2r00 + 2572 G dx =2 [1Go) + 76l

Logo, podemos concluir que a integral de f(x), pode ser aproximada pela area de

um trapézio de altura h = x; — x, € bases f(x;) e f(xo).

Entretanto, se tomarmos n = 1, obtemos uma aproximacéo que pode nao ser muito
confiavel, vide a Figura 6. Porém, tomando o intervalo [a, b] e aplicando a Regra do Trapézio

varias vezes, ou seja, tomando n > 1, obtemos uma melhor aproximacao.

Figura 7 - Area para n>1 trapézios

Fonte: Elaborada pelo autor

Dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos de igual largura h = x;,; — x;, comi =

P b—
0,1,2,..,n,onde x, = a e x,, = b. Também podemos representar h = Ta
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Podemos encontrar os valores de cada ponto x; partindo de x; = x, + i - h. Logo,

podemos escrever a integral de f(x) de forma que seja a &rea dos n trapézios formados no

intervalo [a, b]. Ou seja:
ff(x)dx =~ A1 + AZ + +ATU

onde A; representa a area de cada trapézio em [a,b],comi =1,2,...,n, €

h
A; = E[f(xi—n + f(xl)]

Como o valor de h é constante, podemos escrever a integral da seguinte forma:

b n—-1
h
[ reoax =3 [f(xo) +f ) +2- Z f(xi)]-

3.2.3 Regrade Simpson

Outra maneira de encontrar uma estimativa mais precisa para a area sob uma curva
€ a Regra de Simpson, onde queremos aproximar a funcédo f(x) por um polinémio
interpolado de grau mais alto, por exemplo, se entre f(a) e f(b) existir um ponto extra, no
ponto médio, podemos pensar em uma parabola como polinbmio interpolador, ja se
tivéssemos dois pontos igualmente espacados, poderiamos pensar em um polinémio do 3°
grau (CHAPRA, 2011).

Seja f(x) uma funcdo, queremos trés pontos que interpolem a funcéo f para a
interpolamos por uma parabola. Seja entdo os pontos a = x,, b = x, € x, Sera o ponto médio
. . b—
do intervalo, ou seja, x; = x, + h, onde h = Ta
Para encontrar o polinémio interpolador de segunda ordem, p,(x), podemos usar a

férmula de Lagrange, ou seja

p2(x) = Lo(x)f (x9) + L1 (x)f(x1) + Ly (x)f () =

(x — x1)(x — x7) (x — x)(x — x7) (x — x0) (x — x1)
(x0 — x1)(xg — x2) RRACY (x1 — x0) (x1 — x3) ) (x; —x9)(x3 — x1)

= f(xo)

Como a = xy, b =x, € x; = xy + h, entdo podemos escrever a integral de f(x) no

intervalo [a, b] como:
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X1

ff(x)dx= ff(x)dxz fpz(x)dxz f lf(xo)

X0

(x —x)(x —x3)
(x0 — x1) (xg — x3)

(x —x)(x — x3) (x — x0) (x — x1)

o0 =)0 —x) ) G Tx g — x| 4

+ f(xy)

Onde, apos a integracdo e suas devidas manipulagfes, encontramos:

b
h
[ reax = 317G + 470 + 7))

Conhecida como Regra 1/3 de Simpson, pelo fato que h esta dividido por 3.

Agora, suponhamos que o intervalo [a, b] seja dividido em 2n subintervalos, e que

aplicamos a regra n vezes, pois, a cada par de subintervalos, teremos trés pontos para

- . . b—
encontrar uma parabola interpoladora logo, para 2n subintervalos de tamanho h = Z—na

. . 1 . . .
A cada dois subintervalos calculamos a Regra 3 de Simpson de tal maneira que seja

A; a area sobre cada subintervalo, comi =0,1,2,...,n, entdo

Ay = 51 Ceo) + 47 () + )]

Ao =517 Cx) + 47 () + FGxl

h
Ap = § [f(xZn—z) + 4’f(x2n—1) + f(xZn)]-

Somando todas as areas, a integral I pode ser aproximada por
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X2n

I = f fdx= A +A, +-+ A4, =

h h
=3 [f Cxo) +4f (x) + fx)] + 3 [f(xz) +4f (x3) + f(x)] + -

h
+§ [f (2n—2) + 4f (X2n-1) + f(x24)]

h
=3 [f (o) +4f (x1) + 2f(x2) +4f (x3) + 2f (xg) + -+ 2f (X20-2) + 4f (x2n-1)

f(xo) + f(xZn) + 2 Z f(xzi) + 4‘Zf(x2i+1)]-

h
+f(x2n) = §

Agora, caso queiramos aproximar a funcdo f(x) no intervalo de [a,b], por um
polindbmio interpolador de terceira ordem, seriam necessarios quatro pontos para obter tal
polinbmio. Para encontrar os pontos, pegamos o intervalo [a,b] e o dividimos em trés
subintervalos igualmente espacados. Seja h 0 tamanho desse espacamento, ou seja, h =

b—a

3

Logo, teremos que x,=a,x;=a+hx,=a+2h e x3=a+3h=>b. Assim,
podemos encontrar um polindmio p;(x) pela formula de Lagrange, de tal forma que a

integral I de f(x) no intervalo [a, b] pode ser aproximada da seguinte maneira,

b

szf(x)dxzfp3(x)dx.

a

Onde o valor de I ser& aproximado por,

3
I =~ §h[f(xo) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x?,)],
conhecida como Regra 3/8 de Simpson.

. . .~ 1 . . T
Caso queiramos ter uma maior precisao, tal qual a Regra 3 de Simpson, iremos dividir

o intervalo [a, b] em 3n subintervalos, pois o nimero de subdivisbes deve ser multiplo de 3,

para conseguirmos ter um polindmio interpolador de terceito grau. Seja h a distancia desses
. ~ b— . .
subintervalos, entdo h = 3—na onde x, = a e x3, = b, e cada subintervalo pode ser escrito

como [x;x;.3], i =0,3,6,..,3n—3]. Temos entdo que a integral pode ser escrita da
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seguinte forma

X3n

ff(x)dxzff(x)dx+j6f(x)dx+---+ ff(x)dx.

X3n-3

X3n X3

3 . . .
Usando a Regra 5 de Simpson em cada intervalo [x;, x;,3], podemos aproximar a

integral.

X3n

[ G = SRIFG) +37Ce) + 37 Cn) + £ + SAIF () + 3£ () + 3 () + )

bt 2R Cane)  3f Ctanes) + 3 Ceanos) + f )]

Ou ainda:

X3n

j f(x)dx =~ %h[f(xo) + f(x3n) + 3(F () + F(x2)) + 21 (x3) + 3(F(xa) + fx5)) + 2f (x6)

oot 2f Cans) + 3(F Qsnes) + FGtann))]:

33 Métodos de calculo de volumes

O calculo de volumes tem um papel fundamental em varias areas da matematica,
ciéncias naturais, engenharia e design. Queremos determinar o valor ocupado no espaco
gue um objeto ocupa. No entanto, nem todas as formas e objetos sao simples ou faceis de
se encontrar o volume, 0 que pode tornar esse calculo uma tarefa desafiadora. Por isso,

existem métodos matematicos e computacionais que sdo usados para tal finalidade.

Serdo apresentados dois métodos para calcular volumes, serdo eles o método da
secao transversal e o método da casca cilindrica. Cada um desses métodos possui suas
préprias caracteristicas, aplicacfes e vantagens, permitindo que seja determinado de

maneira bem precisa o volume para diferentes tipos solidos.

3.3.1 Método da Secao Transversal

Esse método é util quando temos objetos que possuem secdes transversais
regulares ou que consigamos dividir o solido em sec¢fes que tenham formas definidas. O
método é baseado na ideia de calcular a area de cada secéo transversal ao longo de um
eixo especifico e, em seguida, integrar essas areas para obter o volume total (STEWART,
2013).



29
Seja S um sdlido qualquer. Agora vamos seccionar S em partes, e para cada parte,

iremos aproximar por um cilindro. E possivel ter uma ideia do volume de S somando os
valores dos volumes dos cilindros. Se fizer essas seccdes de tal forma que sejam planos,

teremos as sec¢des transversais ao solido S.

Vamos entdo “cortar” S por um plano a qualquer, obtendo assim uma regidao de
chamada de secao transversal de S. Seja entdo A(x) a area dessa secao transversal de S
no plano P,, que é ortogonal ao eixo x e que passe pelo ponto x, tal que x € [a, b], onde a

projecéo de S no eixo x esta no intervalo [a, b].

Se dividirmos S em n “fatias”, espagadas igualmente, de largura Ax = x; — x;_4, 0 <
i <n,ondex, =aex, =b, podemos aproximar cada uma dessas fatias por um cilindro de
altura h = Ax e area da base A(x;), onde x; € [x;,x;_1], que compreende a area da sec¢do

transversal de S que vai de x; até x;_;.

Logo, o volume VV dessa sec¢éao transversal de S pode ser aproximado pela expressao
V(S;) = A(x{) - Ax. Somando todos os volumes de todas as secdes transversais de S

podemos aproximar entdo o volume V do solido por:

n
V= ZA(x{) - Ax.
i=1

Se n — oo, podemos definir ¥ como sendo o limite das somas V (S;) quando n — oo.

Ou seja:

n b
V = lim A(x)) -Ax = f A(x) dx.
n—-oo
i=1 a

Onde A(x) é a area de uma se¢ao movel transversal de S, obtida apos fatiar em x de

maneira perpendicular ao eixo x.

3.3.2 Método das Cascas Cilindricas

Para determinar o volume de alguns sélidos que possuem uma forma cilindrica, de
arruela, ou que tem simetria em relacdo a algum eixo, utilizando o método das secdes
transversais, € bastante complicado, por isso o Método das Cascas Cilindricas € mais facil
para tais situagcoes (STEWART, 2013).
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Figura 8 - Casca cilindrica

Fonte: Elaborada pelo autor

A Figura 8 € um exemplo de uma casca cilindrica. Nela temos que r; é o raio interno,

P . P , 1
r, @€ oraio externoe h é a altura. Etambém Ar =r, —ryer = 3 (r; + ). O volume V dessa

casca cilindrica pode ser calculado pela diferenca do volume V, do cilindro externo pelo
volume V; do cilindro interno:
(ry +71)

V=V,—-V,=nr?h—nmrih=n(@? —rPHDh=nlr,+r)( —r)h= ZTTT(TZ —r)h

= 2nrArh.

Logo, V = 2nrArh, onde Ar pode ser entendido como a espessura da casca
cilindrica.

Seja entdo agora S um sélido qualquer, por exemplo o solido representado na figura
10, obtido pela rotagdo em torno do eixo y de uma regido limitada f(x) =y,y=0,x =a e

x=b,comb >a=0,ecomf(x) =0, representado na figura 9.
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Figura9 - Fungéo f(x) =y

Fonte: Elaborada pelo autor

Rotacionando a curva acima, figura 9, obtemos

Figura 10 - Rotag&o da funcéo f(x)=y

Fonte: Elaborada pelo autor

Dividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos [x;_;,x;] de largura Ax, e seja x, 0
ponto médio do i-ésimo subintervalo. Se o retadngulo de base [x;_;,x;] com altura f(x,) é
girado em torno do eixo y, entdo teremos como resultado uma casca cilindrica de raio médio
X,, com espessura e altura, respectivamente iguais a Ax e f(x,). Logo, seu volume é dado

por
Vi = @2rx)[f (x)]Ax.

Entdo podemos aproximar o volume do sélido S pelo somatério de todos os volumes

dessas cascas cilindricas. Ou seja:

VY V= ) 2mnf(E)hx.

n n
=1 =1
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Se tomarmos a quantidade n de subintervalos tdo grande que tenda ao infinito, temos

gue V pode se transformar na seguinte integral.

b

nh_rgoz 2mx,f(x,)Ax = f 2mxf(x)dx.

a

Logo, podemos concluir que o volume V de um sélido S obtido pela rotagédo em torno

do eixo y da regido sob a curva f(x) = y no intervalo [a, b] pode ser dado por:

b
V= f 2nxf(x)dx,0 < a < b.

a
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4.  APLICACOES

4.1 Calculo da é&rea de um plano de flutuacéo

Em um navio, o chamado plano de flutuacao € o plano horizontal que corresponde a

superficie em que o casco do navio esté flutuando.

Figura 11 - Plano de Flutuag&o de um Navio

Fonte: Diretoria de Portos e Costas (2007)

Vamos calcular a area de um plano de flutuagéo, que foi dividido em seu eixo maior,
abscissa, formando assim dois semiplanos, espacadas igualmente a cada 18 metros, e sao
marcadas as seguintes ordenadas, y em metros, com igual espacamento entre elas, y; =

1,3;yv, =48,y =88y, = 12;,y; = 13;y, = 11;y, = 10; yg = 6,8; y9 = 3.

Figura 12 - Semiplano superior de um plano de flutuagéo

(54, 12) (72,13)

(€0, 11) (108, 10)

(36, 8.8)

(0, 1.3) 4 3)
(0,0) € (144, 0)
019 . (144, -3)
(18,48 . (126, 6.8)

(36, -8.8) . . ) o
. 90, -11 (108, -10)
(54, -12) (72,-13) ( )

Fonte: Elaborada pelo autor

. 1 . ~ .
Para tal iremos usar a Regra - de Simpson, mas a vers&o para 2n intervalos. Logo a

area A do plano de flutuacdo pode ser aproximada por:
18
A=?(1,3+4-4,8+2-8,8+4-12+2-13+4-11+2-10+4-6,8+3) =

=6(1,3+192+ 17,6 + 48+ 26 + 44 + 20 + 27,2 + 3) = 1254,6m>.
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Como esse valor é calculado em relacdo a um dos semiplanos formados, entdo a

area do plano de flutuagdo € o dobro desse valor, ou seja, a area total € de 2509,2m?.

4.2  Areade um canteiro de flores de forma irregular

Em um dado projeto de paisagismo € necessario calcular a area de um canteiro de
flores que possui uma forma irregular. O contorno de tal canteiro possui um formato irregular
de tal forma que nao pode ser facilmente modelado por uma férmula mateméatica simples.
Segue as informagdes sobre tal canteiro, relacionando a posicao, que pode ser entendida
como a localizagcdo ao longo do comprimento do canteiro, com a altura encontrada em

relacéo a tal posicao, todos os dados em metros.

Posicédo | Altura
0 0
1,5
2
3
2,5
1,5
0

o O | W N|

A figura 12 representa o formato irregular desse canteiro de formato irregular, que

sera destinado ao uso de flores.

Figura 13 - Canteiro irregular

3.5

0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Elaborada pelo autor
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Utilizando a Regra dos Trapézios, temos que uma aproximacao para a Area sera:

1 1
Az§(0+2-1,5+2-2+2-3+2-2,5+2-1,5-0)=§-21=10,5m2.

Logo, a aproximacéao para a area de tal canteiro serd 10,5m?.

4.3 Volume de um reservatorio de agua

Um reservatorio de agua esta sendo construido em um terreno inclinado. Tal terreno
varia ao longo do comprimento do reservatorio. Vamos determinar o volume total de agua

gue esse reservatorio pode armazenar, utilizando o método das secdes transversais.

Dividindo entdo o terreno em varias secfes transversais, de mesmo intervalo, ao
longo do comprimento do reservatério, onde cada secdo é perpendicular ao terreno

inclinado.

Cada secéo dista uniformemente uma da outra no valor de 2 metros e possuem areas
iguais a: A; = 250m?2, 4, = 280m?, A; = 320m?2,4, = 370m?, A5 = 430m?, A, = 500m?2. Pelo

método das secdes transversais, teremos que o volume V € aproximado por

n
V= ZAL- -Ax = 2-(250 + 280 + 320 + 370 + 430 + 500) = 4300m53.

=1

4.4  Volume de um sino nada pequeno

Suponhamos que recebemos de presente um sino gigantesco, cujo formato pode ser
aproximado por um sélido obtido girando a regi&o limitada pela curva y = f(x) = 2 ++/x, no
intervalo [0,4], em torno do eixo x. Temos que 0 <x <4 e pelo método das cascas

cilindricas, o volume é dado por:

b 4 4
V= f 2nxf(x)dx = onx(Z ++/x)dx = an(Zx + x\/E)dx = ZSSE

. , 288 . st
Logo, o volume do circulo é Tﬂ unidades cubicas.
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Figura 14 - Representacdo de um sino

Fonte: Elaborada pelo autor

4.5 Fabricacdo de uma Tubulacdo Curva para uma Inddstria

Uma tubulagcéo curva refere-se a um segmento de um sistema de tubulacdo que
possui uma forma curva em vez de ser reto. Conexao curvas sao pecas fabricadas em aco
carbono, a¢o inox e ligas leves e utilizadas para mudar a direcdo de uma linha de tubulacé&o.
As curvas nas tubulaces servem a diversos propadsitos, incluindo a alteracéo da direcéo do

fluxo de fluido, acomodacéao a restricdes espaciais e a otimizacao do layout do sistema.

Figura 15 - Tubulacdo curva

Fonte: Elaborada pelo autor
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Vamos considerar a situacdo de calcular o volume de material necessario para

fabricar uma tubulacdo curva, usando o método das cascas cilindricas. Essa aplicacdo é
comum em industrias onde tubulagdes curvas sao utilizadas para conducao de fluidos. Os
seguintes dados sobre tal tubulagcédo sao expressos a seguir: raio interno da tubulacéo R =
1m, raio externo da tubulag&o, considerando uma espessura de parede constante, R + d =
1,2m, comprimento da tubulagédo curva L = 10m, arco de circulo que a tubulacdo segue

%rad. Nosso objetivo é calcular o volume de material necessario para fabricar a tubulacéo

curva.

Primeiramente, a forma da tubulacdo curva pode ser entendida considerando um
elemento infinitesimal de comprimendo dx ao longo da tubulagdo, localizado a uma
distancia x do inicio da curva. Ao girar esse elemento em torno do eixo da tubulacédo, é
formado um cilindro oco de raio externo R + d e raio interno R. O volume da casca cilindriva
infinitesimal pode ser expresso por dV =2nx-h-r(x)-dx, onde h € a altura da casca

cilindrica, que é a largura da tubulacao.

A altura pode ser calculada como o comprimento do arco correspondente ao

elemento dx. Como a tubulacdo segue um arco de % radianos ao longo do comprimento

total, a altura é dada por h = %R. Fazendo as devidas substituicdes temos que:
T
dV = an-ZR-(R+d)-dx.

Integrando dV de 0 até L para obter o volume total de material necessario para

fabricar a tubulacdo curva temos:

T 10 T T[Z 10
ZR-(R+d)-dx=f 27Tx-—-1-(1+0,2)-dx=—f 1,2x dx =
0

L
Vt bulaci :j- 27X -
uobutagao o o 4 2

2 x? 10 % 1,2
—__ . I _ .. 2 2\ — 2 .3
= l1,2 ZL =53 (10 04) = 30m* m3.

4.6 Volume de um Tanque com Formato de Tronco de Cone

Um tanque com formato de tronco de cone pode ser usado com o intlito de
armazenar determinados elementos com maior facilidade, onde a base de maior raio, parte
superior desse tronco de cone, representa a capacidade de armazenamento principal e a
parte inferior, ou seja, a base de menor raio, representa uma area de descarga para facilitar
0 escoamento do conteudo. Iremos calcular o volume desse tanque com formato de tronco

de cone invertido.
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Como ja foi dito, temos que a parte superior serd mais larga e a parte inferior sera

mais estreita. A base maior tem raio R, = 8m e a base menor tem raio R, = 4m. A altura
total do tronco é H = 10m. Iremos aplicar o0 método das secdes transversais para calcular
o volume do tronco, onde vamos dividir o tronco em sec¢des tranversais infinitesimais,
calcular a area de cada secdo transversal e, em seguida, integrar essas areas ao longo da

altura para obter o volume total.

Como o raio de cada sec¢do ira variar em relacdo a altura, primeiramente vamos
colocar esse raio x em fungéo da altura do tronco de cone para qualquer momento. Como

podemos observar na figura 13, basta que encontremos a equacéo da reta que passa pelos

pontos (8,10) e (4,0), logo temos que o valor do raio x serd x = %y + 4.

Figura 16 - Raio em fung&o da altura

‘/ f

(8,10)

J44,0) 5

Fonte: Elaborada pelo autor

Logo, o valor da area da secao transversal, perpendicular a altura do tronco de

2
cone,seraA(y) =m (gy + 4) . O valor do volume sera dado por:

10 10 2 2 10 4y2 16y 160
f A(y)dyzf Tr(—y+4> dyznf —+—+16 dy=n<—+160+160)=
0 0 5 o \ 25 5 3

_ 1120
= 3 mTm-.

4.7 Total de Energia Consumida por um Edificio

Vamos considerar uma situacdo onde € necessario calcular a quantidade total de

energia consumida por um edificio ao longo de um determinado intervalo de tempo, com
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base em um grafico que mostra a variagdo da poténcia elétrica em kilowatts ao longo do

tempo. Suponhamos que a fungéo de poténcia em funcao do tempo seja dada por P(T) =

2t? — 3t + 10, onde t representa o tempo em horas.

A tarefa é determinar a energia total consumida pelo edificio durante um intervalo de
tempo especifico, por exemplo, de t =1 até t = 5. Utilizaremos o método dos retangulos
para determinar essa energia total. Iremos dividir o intervalo dado em subintervalos de
largua uniforme, calcular a altura da funcdo em cada ponto inicial de subintervalo e
multiplicar essa altura pela largura do subintervalo. Por fim, iremos somar essas areas e

obteremos uma aproximacao para a enegia total consumida.

Uma aproximacédo para a area sera dada pelo seguinte somatério:

n
A= ZP(tl-) - At.
i=1

- . b— ~ .. . .
Onde, At é a largura de cada subintervalo, dada por Ta a e b sdo os limites inferior
e superior do intervalo e n € o numero de subintervalos. Vamos calcular a energia total
consumida pelo edificio no intervalo t =1 até t = 5, com n = 4 subintervalos. Logo, At =

5;—1 =1e Area = P(1) At + P(2) - At + P(3) - At + P(4) - At.
Substituiindo os valores, teremos que a area tera a aproximacao:

Area~(2x12-3x1+10)-1+(2%x22—-3%x2+10)-1+(2x32-3x3+10)-1
+(2%x42-3%x4+10)-1=9+12+19+30=70.

Portanto, a energia total consumida pelo edificio no intervalo dado € de
aproximadamente 70 kilowatt. Este € um exemplo do método dos retangulos aplicado para
calcular a energia total consumida com base na variagcdo da poténcia elétrica ao longo do

tempo.
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5. RESULTADOS E DISCUSSOES

5.1 Areas

A estimativa de areas sob curvas é uma tarefa fundamental em diversas disciplinas
da matematica, ciéncia e engenharia. Uma variedade de métodos esta disponivel para
realizar essa estimativa, cada um com caracteristicas distintas em termos de preciséo e
estabilidade. Neste topico, exploraremos 0s resultados obtidos por meio dos métodos de
calculo de areas, com uma interpretacdo dos dados, comparacdo de desempenho, bem
como uma avaliacdo da preciséo e estabilidade inerentes a cada método. Essa analise nos
permitird tomar decisfes informadas sobre a escolha do método mais apropriado,
considerando a complexidade das funcdes e a precisao desejada em diversas aplicacdes
praticas.

Comecando pelo Método dos Retangulos, uma técnica simples e direta para calcular
areas sob curvas. Este método divide a regido sob a curva em retangulos de largura
uniforme e, em seguida, soma as areas de cada retangulo. Embora seja um dos métodos
mais basicos, € importante compreender suas caracteristicas e limitacdes. A precisao deste
método varia com a escolha do numero de retangulos e a natureza da funcao, muitas vezes
resultando em estimativas que podem subestimar ou superestimar a area real, dependendo
da concavidade da curva. Vamos agora ver a aplicacdo do Método dos Retangulos na

aproximacao da seguinte integral:
1
f e %% dx.
0

Figura 17 - Gréfico de e~

Fonte: Elaborada pelo autor

. 1
Calculando a integral normalmente obtemos como resposta que fo e dx =

0,746824 ...
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Calculando agora pelo Método dos Retangulos, temos que a = 0 e b = 1. Tomando
1-0

b— 1 , - .
n = 4, temos que Ax = Ta == Usaremos o ponto médio do intervalo [x;, x;41]-

n-1

[(etarmae 3 p (2 00) -
0 2

i=0

l[f (O +20,25) ny (0,252+ 0,5) ny (0,5 4—20,75) ny (0,752+ 1)]

4
AR () () -

= %[f(0,125) + £(0,375) + £(0,625) + f(0,875)] =

1

=2 (0,98449644 + 0,8688151 + 0,676634 + 0,465043) =

= 0,748747135.

Agora iremos comparar o resultado encontrado com o Método dos Trapézios, a fim
de destacar a precisédo entre os metodos. 1sso nos ajudara a compreender como e quando

0 Método dos Retangulos pode ser apropriado em aplicacdes especificas.

Vamos calcular o valor da mesma integral do exemplo anterior, agora usando o

~ s _» . . . ~ 1
Método dos Trapézios. Ou seja, iremos calcular uma aproximacgao para fo e *% dx.

Para usarmos tal métodos temos que a aproximacao para a integral € dada por,
b b n—1
[ reoax =3 [f(xo) ORI f(xi)],
a i=1

z -, . b— L . .
onde n € o numero de subintervalos e h = Ta Dividindo a integral em n = 4 subintervalos,

temos que
; 1-0
f e~*? dx ~ ‘2* [F(0) + F(1) + 2 - [£(0,25) + £(0,5) + £(0,75)]] =
0.25

= T [1+0,367879 + 2-(0,9394131 + 0,778801 + 0,569783)] =

= 0,74298415.

Agora iremos analisar o Método de Simpson, reconhecido por sua alta precisao,
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permitindo uma melhor aproximagdo e comparagdo com 0s outros métodos. Para esse

método temos que o valor da aproximagao sera dado por:

b
h
[ rea = 31760 + 47 ) + £ 6]
onde h = b%a.
Ou seja,
X 1-0
j e~ dx = —Z—[£(0) +4£ (0,5) + f(1)] =
0

)

0,5
3 [1+4-0.778801 + 0.367879] = 0.7471805.

2 .. 1 1 . .
Agora, se usassemos dois intervalos [0.5]e[;,1] e em cada intervalo aplicarmos a

Regra de Simpson, obteriamos a seguinte aproximacao:

f e dx ~ 03i5 [f(0)+4£(0,25) + f(0,5)] + OJTZS[f(O,S) +4£(0,75) + f(1)] =
0

)

25
3 (14+4-0.9394131+2-0.778801 4+ 4 - 0.569783 + 0.3678794) =

= 0.74685548.

~ 22t . ~ ~ . 1
Obtemos entdo uma 6tima aproximacao em relacéo ao valor da integral fo e dx =

0,746824.

Disso, podemos falar que o método dos retangulos é o mais simples dos trés. Ele
divide a &rea sob a curva em retangulos de largura uniforme e, em seguida, soma as areas
desses retangulos. Quanto mais retangulos forem usados, mais precisa sera a estimativa.
No entanto, mesmo com um grande numero de retangulos, ele pode ndo ser tdo preciso
guanto os outros métodos. Os resultados obtidos com o método dos retangulos tendem a
subestimar a area real sob a curva se a funcéo for cbncava para cima e superestimar se for

cbncava para baixo.

O método dos trapézios € uma melhoria em relacdo ao método dos retangulos. Ele
divide a area sob a curva em trapézios de largura uniforme e, em seguida, calcula a soma
das areas desses trapézios. Ao considerar a forma da curva, o método dos trapézios oferece
estimativas mais precisas do que o método dos retangulos. Quanto mais trapézios séo
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usados na subdivisdo, mais proxima a estimativa fica da &rea real sob a curva. No entanto,

ainda pode haver alguma imprecisao, especialmente em curvas com variagdes acentuadas.

O método de Simpson é o mais preciso dos trés métodos e € baseado na ideia de
aproximar a curva por segmentos de parabola. Ele divide a area sob a curva em segmentos
de parabola (parabolas de Simpson) e, em seguida, calcula a soma das areas dessas
parabolas. Esse método € altamente preciso e pode fornecer resultados muito proximos da
area real sob a curva, mesmo em fun¢des complexas. E particularmente eficaz quando a

funcéo é relativamente suave, pois a parabola se ajusta bem a curvatura da funcgéo.

Podemos concluir que o método dos retangulos € o mais simples e menos preciso, 0
método dos trapézios € uma melhoria em relagdo ao método dos retédngulos, e o método de
Simpson é o mais preciso dos trés. A escolha do método a ser utilizado depende da
natureza da funcao a ser integrada e da precisao desejada. Em muitos casos, o método de
Simpson é a escolha ideal quando a alta precisdo é necessaria, mas requer mais calculos
do que os outros métodos. Por outro lado, o método dos retangulos e o método dos
trapézios sao mais rapidos de calcular, tornando-os Uteis em situacdes em que a velocidade

€ mais importante do que a precisao.

5.2 Volumes

Conforme temos ciéncia, os meétodos de calculo de volume amplamente
reconhecidos sob as designacoes de "método das secdes transversais" e "método das
cascas cilindricas" sdo instrumentos que nos permitem a determinacdo da extensdo do
espaco ocupado por objetos tridimensionais. Esses métodos se destacam por sua
capacidade de revelar medidas que, de outra forma, seriam de dificil determinacéo através
dos meios convencionais disponiveis. Cada um desses métodos oferece uma abordagem

Unica para determinar volumes e possui suas proprias aplicacdes e beneficios.

. , 4
Por exemplo, sabemos que o volume V de uma esfera de raio r é dado por V = gnr3

(STEWART, 2013).

Utilizando o método das secbes transversais, podemos demonstrar o motivo do

volume ser dado dessa maneira.

Colocando uma esfera de tal maneira que seu centro se localiza na origem, temos

gue um plano perpendicular ao eixo x que corta a dada esfera, ira formar circulos de raio

y =Vr? —x2. Logo, a area de cada circulo formado assim sera dada por

A(x) = my? = n(r? — x?).
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Como ja sabemos,

n

b
V = lim A(x}) - Ax = f A(x) dx,
n—-0o
i=1 a

onde a = —r e b = r. Entao,

r r %31 r3 4
V= f n(r? —x?)dx = 27rf (r? —x?)dx =2n [rzx 3| = 21 (r3 - —> = —nr3.
-r 0

Figura 18 - Esfera de raio r

Fonte: Elaborada pelo autor

Vamos ver agora um exemplo de onde pode ser usado o Método das Cascas
Cilindricas. Imagine que gueiramos saber o volume do sélido delimitado pelo eixo x e a

curva y = 3x — x2, quando ele é rotacionado em torno do eixo y. Segue figura.
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Figura 19 - Sélido obtido pela rotacdo da curva y = 3x — x2 em torno do eixo y

Fonte: Elaborada pelo autor

Pelo método das cascas cilindricas podemos expressar o volume do sélido por V =

f; 2nxf(x)dx, onde a = 0,b = 3 e f(x) = 3x — x2. Logo, a integral fica

3 3 3

x4
V= fZﬂx(3x —x%)dx = 27tf(3x2 —x3)dx = 2n lx?’ - Tl =21 (27 - —) = —
0

0 0

O método da secdo transversal € uma abordagem geralmente usada para calcular o
volume de objetos soélidos com formas irregulares ou nao-uniformes. Ele envolve a
subdivisdo do objeto em fatias finas e planas, geralmente perpendiculares a um eixo de
referéncia, como um eixo X, y ou z. Calcula-se a area da secéo transversal de cada fatia e,
em seguida, integra-se ao longo do eixo de referéncia para obter o volume total do objeto.
Esse método € particularmente atii quando as dimensBes do objeto mudam
significativamente ao longo de seu comprimento, tornando dificil a aplicacdo de outras

técnicas.

Por outro lado, 0 método das cascas cilindricas é uma abordagem especifica para
objetos que podem ser rotacionados em torno de um eixo para formar uma forma
tridimensional. Esse método se baseia na criacdo de cascas cilindricas concéntricas ao
redor do eixo de rotacdo do objeto. Cada casca cilindrica é tratada como um cilindro oco
com uma éarea de secédo transversal constante, e o volume total é calculado somando as
contribuicbes de todas as cascas cilindricas. Esse método é amplamente usado na
determinacdo de volumes de sdlidos de revolugdo, como cones, esferas, ou objetos com

simetria cilindrica
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Ambos os métodos tém suas proprias vantagens. O método da sec¢do transversal é

versétil e pode ser aplicado a uma variedade de objetos, mesmo aqueles com geometrias
complexas. Por outro lado, o método das cascas cilindricas € especialmente eficaz para

objetos com simetria rotacional, economizando tempo e esfor¢o no calculo.
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6. CONCLUSAO

Nesta dissertacao, investigamos diversos métodos para a determinagdo de areas e
volumes, destacando especialmente as abordagens dos retangulos, dos trapézios, da regra
de Simpson, das sec¢les transversais e das cascas cilindricas. Essas técnicas
desempenham um papel essencial em diversas disciplinas da mateméatica, ciéncia e
engenharia, constituindo ferramentas valiosas para a resolucdo de problemas praticos que

demandam o calculo preciso de areas e volumes em formas complexas.

Ao longo deste trabalho, dedicamo-nos a examinar as caracteristicas, aplicabilidade
e limitacbes de cada um desses métodos. O método dos retangulos, sendo o mais simples
entre eles, revela-se (til para estimativas rapidas, embora sua precisédo seja relativamente
limitada quando comparada aos demais. O método dos trapézios aprimora a precisao ao
considerar a inclinacdo das curvas, enquanto a regra de Simpson leva esse refinamento a

um patamar superior, incorporando parabolas nas estimativas.

No calculo de volumes, os métodos das secdes transversais e das cascas cilindricas
se destacam como ferramentas poderosas para lidar com solidos tridimensionais
complexos. O método das secOes transversais desmembra o solido em secdes finas,
aproximando o volume total como a soma de infinitas se¢des transversais. Ja o método das
cascas cilindricas utiliza cascas cilindricas concéntricas para calcular o volume de sélidos
de revolucao, revelando-se particularmente Util em contextos de geometria com simetria

rotacionais.

Além disso, destacamos a importancia da integracdo como uma ferramenta
fundamental no contexto desses métodos. A integracdo, seja por métodos tradicionais ou
computacionais, desempenha um papel essencial na resolucéo de problemas de céalculo de
areas e volumes, fornecendo uma abordagem sistematica para somar infinitos elementos e

aproximar valores.

No entanto, € crucial lembrar que a escolha do método adequado depende da
natureza do problema em questdo. Problemas simples podem ser resolvidos com métodos
mais basicos, enquanto problemas complexos exigirdo métodos mais avancados. A
precisdo e a eficiéncia sdo fatores determinantes na sele¢cdo do método a ser empregado.
Além disso, as tecnologias modernas, como software de célculo numérico, tornam o
processo de calculo mais eficiente e preciso, permitindo a automagdo de muitos dos

célculos que antes eram realizados manualmente.
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Em resumo, os métodos de calculo de areas e volumes desempenham um papel

crucial em diversas disciplinas, abrangendo desde a matematica pura até a fisica aplicada
e a engenharia. Estes métodos proporcionam solucdes elegantes e poderosas para
problemas complexos, permitindo uma compreensao e modelagem mais aprofundadas do
mundo ao nosso redor. A habilidade de compreender esses métodos e aplica-los
adequadamente € valiosa para qualquer pessoa envolvida em campos que demandam

andlise quantitativa e modelagem.

A medida que avancamos no século XXI, com novos desafios e oportunidades em
todas as areas da ciéncia e tecnologia, é evidente que esses métodos continuardo a
desempenhar um papel central na resolucdo de problemas complexos e na busca pelo
conhecimento. Portanto, investir no aprofundamento do estudo desses métodos e de suas
aplicacdes é uma estratégia que vale a pena, capacitando-nos a enfrentar os desafios do

futuro com confianca e competéncia matematica.
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