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Resumo

A Anélise funcional desempenha um papel cada vez mais importante nas ciéncias
aplicadas, bem como na prépria matematica pura. Consequentemente, é cada vez mais
desejavel introduzir ao aluno esse ramo da matematica numa fase inicial de estudo. Pen-
sado como uma introducao a Analise funcional para o estudante de final da graduacao em
matematica, este trabalho tem como objetivo introduzir os Espacos de Banach e Hilbert,
suas consequéncias e resultados, tanto para dimensao finita como em dimensao infinita,
que é o grande objetivo da Analise Funcional. Como resultado final, o ultimo capitulo
deste trabalho apresenta quatro dos principais teoremas de Analise Funcional, sendo eles
o Teorema da Representacao de Riesz, O Teorema da Aplicacdo Aberta, O Teorema do
Grafico fechado e por fim, o Teorema de Hahn-Banach.

Palavras-chave: Anélise, Analise Matematica, Analise Funcional, Espacos de Dimen-
sao Infinita.



Abstract

Functional analysis plays an increasingly important role in applied sciences as well
as in pure mathematics itself. Consequently, it is increasingly desirable to introduce the
student to this branch of mathematics at an early stage of study. Thought as an intro-
duction to Functional Analysis for the undergraduate student in mathematics, this work
aims to introduce the Banach and Hilbert spaces, their consequences and results, both for
finite and infinite dimensions, which is the main objective of Functional analysis. As a
final result, the last chapter of this work presents four of the main theorems of Functional
Analysis, namely the Riesz Representation Theorem, the Open Application Theorem, the
Closed Graph Theorem and, finally, the Hahn-Banach Theorem.

Key-words: Analysis, Mathematical Analysis, Functional Analysis, Infinite Dimension
Spaces.
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Introducao

A Anéalise Matemaética foi desenvolvida no século XVII, durante a Revolucao Cientifica,
embora muitas das suas ideias remontam aos mateméticos de tempos mais antigos, como
por exemplo, na Matematica grega antiga. Na segunda metade do século XII Leibniz e
Newton introduziram o Calculo diferencial e integral. Ja no século XVIII, Euler introduziu
a noc¢ao precisa de fungao. A Anélise Real comecou a surgir como disciplina independente
quando o matematico Bernard Bolzano introduziu a definicao moderna de continuidade
em 1816. Ainda no século XVIII um ramo da Anaélise foi descoberto, centrado no chamado
numero imaginario i. Importantes matematicos estao associados com niimeros complexos,
incluindo Euller, Gauss, Riemann Cauchy, Weiertrass, entre muitos outros. J& no século
XIX, Cauchy ajudou a introduzir o Calculo Infinitesimal em fundamentos légicos firmes
com a introducao do conceito de sequéncia de Cauchy. Outros matematicos como, por
exemplo, Poisson, Liouville e Fourier estudaram as equacoes em derivadas parciais e a
Analise Harmonica. Em seguida, no fim do século XIX e inicio do século XX, Borel e
Lebesgue desenvolveram a teoria da Medida e Integracao, introduzindo ferramentas que
sao utilizadas atualmente em diversos ramos da Anélise, como por exemplo, nas Equagoes
Diferenciais Parciais.

Em um contexto mais recente, entre o fim do século XIX e inicio do século XX, surgiu
A Analise Funcional, um ramo Anéalise Matematica que se originou da analise classica. Seu
desenvolvimento comecou por volta do fim do século XIX e inicio do século XX, e hoje em
dia os métodos analiticos funcionais e os resultados sao importantes em varios campos da
matematica e suas aplicacoes. O impeto veio da algebra linear, equacoes diferenciais, cal-
culo de variacoes, teoria da aproximagao e, em particular, equacoes lineares integrais, cuja
teoria teve o maior efeito sobre o desenvolvimento e promocao das ideias modernas. Os
matematicos observaram que os problemas de diferentes campos, muitas vezes aproveitam
os recursos e propriedades relacionados. Diante disto é claro a importancia do estudo da
Analise para a formacao de um matemaético.

O objetivo do presente trabalho é fornecer um material acessivel para estudantes no
fim de um curso de graduagao em Matemética.

A seguir fazemos uma descrigao rapida dos resultados abordados no presente trabalho.



Nas preliminares enunciaremos e provaremos alguns resultados fundamentais sobre Es-
pacos Métricos que serao esséncias para a leitura do texto.

Um espago métrico (cf. 0.0.1) é um conjunto X com uma métrica nele. A métrica
associa a qualquer par de elementos (pontos) de X uma distancia. A métrica é definida
axiomaticamente, sendo os axiomas sugeridos por certos propriedades simples da distan-
cia familiar entre pontos na reta real R e o plano complexo C. Exemplos basicos (0.0.1 a
0.0.8) mostram que o conceito de espaco métrico é notavelmente geral. Uma propriedade
adicional muito importante ¢ a de que um espago métrico pode ter completude.

No Capitulo 1, trataremos dos Espagos de Banach, onde podemos destacar os seguintes
conceitos:

Um espago normado (cf. 1.2.1) é um espago vetorial (cf. 1.1.1) com um métrica defi-
nida por uma norma (cf. 1.2.1). A norma generaliza o comprimento de um vetor no plano
ou no espago tridimensional. Um espago de Banach (cf. 1.2.1) ¢ um espago normado que
é um espaco métrico completo.

Uma aplicacao de um espago normado X para um espaco normado Y é chamado de
operador. Uma aplicacao de X para o corpo escalar R ou C ¢ chamado de funcional. De
particular importancia sdo os chamados operadores lineares limitados (cf. 1.6.1) e funcio-
nais lineares limitados (cf. 1.7.2) uma vez que sdo continuos e aproveitam a estrutura do
espaco vetorial. De fato, o Teorema 1.6.4 afirma que um operador linear é continuo se e
somente se for limitado. Este é um resultado fundamental. Espacos vetoriais sao impor-
tantes aqui principalmente por causa da linearidade que operadores e funcionais carregam.

E basico que o conjunto de todos os operadores lineares limitados de um dado espaco
normado X em um espaco normado Y pode ser transformado em um espago normado (cf.
1.9.1), que é denotado por B(X,Y’). Da mesma forma, o conjunto de todos os funcionais

lineares limitados em X torna-se um espaco normado, que é chamado de espaco dual X’
de X (cf. 1.9.3).

No Capitulo 2, abordaremos os Espacos de Hilbert, onde um espaco de produto interno
X (cf. Def. 2.1.1) é um espago vetorial com um produto interno (z,y) definido nele. Este

ultimo generaliza o produto escalar de vetores no espaco tridimensional e ¢ usado para
definir

(T) uma norma [| - || por ||z[| = (z,2)!/?,

(II) Ortogonalidade por (z,y) = 0.

Um espaco de Hilbert H é um espaco com produto interno completo. A teoria de
produto interno e Espacos de Hilbert é mais rica do que em espacos normados e espacos



de Banach gerais. As caracteristicas distintivas sao

(1) representagoes de H como uma soma direta de um subespago fechado e seu com-
plemento ortogonal (cf. Sec. 2.3),

(1) Conjuntos e sequéncias ortonormais e representagoes correspondentes de elemen-
tos de H (cf. Segbes 2.4, 2.5),

(1i1) A Representacao de Riesz 3.1.1 de funcionais lineares limitados por produtos in-
ternos.

Por fim o Capitulo 3 é a parte central do TCC, o qual iremos provar os Teoremas
fundamentais, visto em cursos de Anélise Funcional, sendo eles:

1. Teorema da Representacao de Riesz. Como citado anteriormente, comecamos pro-
vando que todo funcional linear limitado em um espaco de Hilbert pode ser representado
por um produto interno.

2. Teorema da Aplicacao Aberta. Este teorema afirma que um operador linear limi-
tado T' de um espaco de Banach para um espaco de Banach é uma aplicacao aberta, ou
seja, transforma conjuntos abertos em conjuntos abertos. Portanto, se T" é bijetivo, 77! ¢
continua.

3. Teorema do Gridfico fechado. Este teorema da condicoes sob o qual um operador
linear fechado ¢ limitado.

4. Teorema de Hahn-Banach (e suas variantes). Este é um teorema de extensao para
funcionais lineares em espacos vetoriais. Garante que um espaco normado seja ricamente
suprido de funcionais lineares, que se obtém uma teoria adequada dos espacos duais.

Por fim, enunciamos uma versao alternativa do Teorema de Riesz para funcionais
lineares limitados no espaco Cfa,b] onde afirma que todo funcional do espago pode ser
representado como uma integral de Riemann-Stieltjes.



Preliminares (Nocoes de Espagos
Meétricos)

Neste trabalho presume-se como pré-requisito o conhecimento de Anélise na Reta e
Algebra Linear. Com relacdo as nocdes de espacos métricos, irei detalhar alguns conceitos
a seguir que serao utilizados ao longo do texto, a exemplo do Teorema do Completamento
para Espacos Métricos.

Defini¢ao 0.0.1 Um espago métrico é um par (X,d) onde X é um conjunto e d é uma
métrica em X, ou seja, uma funcao definida em X x X tal que para todo x,y e z € X nos
temos:

(M1) d é um ntmero real, finito e ndo-negativo ;

(M2) d(z,y) =0 a=1y;

(M3)  d(z,y) =d(y, ) ;

(M4) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y). (Desigualdade-triangular)

Figura 1: Desigualdade-triangular no plano.

A seguir daremos alguns exemplos de Espacos Métricos

Exemplo 0.0.1 Reta real R. Este é o conjunto de todos os niimeros reais, tomados com
a métrica usual definida por
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Exemplo 0.0.2 Plano euclidiano R%. O espaco métrico R?, chamado de espaco eu-
clidiano plano, é obtido se tomarmos o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais,
escrito © = (£1,&),y = (m1,72) e a métrica euclidiana definida por

Az, y) = (& —m)* + (€& — )"

Outro espago métrico é obtido se escolhermos o mesmo conjunto que antes, mas outra
métrica d; definida por

di(z,y) = & —m| + & — nol.-
- y =M, My
It — 1, |

fz— .x=(£1, 52)

Figura 2: Métrica euclidiana no plano.

Exemplo 0.0.3 Espaco euclidiano tri-dimensional R3. Este espaco métrico consiste
no conjunto das triplas ordenadas de ntmeros reais z = (£1,&,&3),y = (m1,72,73) € a
métrica euclidiana definida por

d(z,y) = \/(51 - 771)2 + (& — 772)2 + (& - 773)3~

Exemplo 0.0.4 Espacgo euclidiano R", Espaco unitario C", Plano complexo C.
Os exemplos anteriores sao casos especiais do espaco euclidiano n-dimensional R". Este
espaco € obtido se tomarmos o conjunto de todas as n-uplas ordenadas de niimeros reais,
escritas

x:<§17"'7§n)7 y:(n177nn)
E a norma euclidiana definida por

d@,y) = (6 —m) -+ (G — )

O espaco unitario n-dimensional C™ é o espaco de todas as n-uplas ordenadas de ntimeros
complexos com a métrica definida por

d@,y) = 16— mP + -+ 16—l

10



Quando n =1 este é o plano complexo C com a métrica usual definida por

d(z,y) =[x —yl.

Exemplo 0.0.5 Espacgo das sequéncias [*°. Como um conjunto X, tomamos o con-
junto de todas as sequéncias limitadas de ntiimeros complexos; isto é, todo elemento de X
¢ uma sequéncia complexa

r=(&,62,0) ou x=()

tal que para todo j = 1,2, ... temos
|€j| g Cy-

onde ¢, ¢ um nimero real que pode depender de x, mas nao depende de j. Escolhemos a
métrica definida por

d(x,y) = sup |§; — n;|
JEN

onde y = (n;) € X e N={1,2,---}. [* & chamado espago das sequéncias porque cada
elemento de X (cada ponto de X) é uma sequéncia.

Exemplo 0.0.6 Espacgo das fungées C[a,b]. Como um conjunto X tomamos o con-
junto de todas as funcoes de valor real x,y, ... que sao fungoes de uma variavel real t e
sao definidas e continuas em um dado intervalo fechado J = [a, b]. Escolhendo a métrica
definida por

() = max () — y(1)].

Cla,b] é chamado espago das funcoes continuas em [a, b] porque todo ponto de Cla,b] é
uma fung¢ao continua.

Exemplo 0.0.7 Espago B(A) das fungGes limitadas. Por defini¢do, cada elemento
r € B(A) ¢ uma funcgao definida e limitada em um dado conjunto A, e a métrica é definida
por

d(z,y) = sup |z(t) =y (1)

Nos escrevemos Bla, b] para B(A) no caso de um intervalo A = [a, b] C R.

Vamos mostrar que B(A) é um espago métrico. Claramente, (M1) e (M3) sdo satisfei-
tas. Além disso, d(x,z) = 0 é 6bvio. Por outro lado, d(z,y) = 0 implica z(t) — y(t) =0
para todo t € A, de modo que x = y. Isso da (M2). Além disso, para todo t € A temos

|2(t) —y(B)] = () — 2(0)] + |2(t) — y(?)]

= sup |z(t) = z(8)] + sup [2(t) — y(*)].

Isso mostra que x — y é limitado em A. Como o limite dado pela expressao na segunda
linha nao depende de ¢, podemos tomar o supremo a esquerda e obter (M4).

11



Exemplo 0.0.8 Espaco [?, Espaco [?, Desigualdades de Holder e Minkowski. Seja
p = 1 um namero real fixo. Por definicao, cada elemento no espaco [P é uma sequéncia
= (&) = (&, &, ) de nimeros tais que |7 + |2|P + - - - converge; portanto

Solgl <00 (1)

e a métrica pe definida por

s 1/p
d(z,y) = (Z & — 77j|p> (2)

onde y = (n;) e > |n;| < oo. Se tomarmos apenas sequéncias reais satisfazendo (1),
obtemos o espaco real [P| e se tomarmos sequéncias complexas satisfazendo (1), obtemos
o espago complexo [P. (Sempre que a distingdo é essencial, podemos indica-lo por um
subscrito R ou C, respectivamente.)

No caso p = 2 temos o famoso espaco sequencial de Hilbert {2 com métrica definida por

Provaremos que [P é um espago métrico. Claramente, (2) satisfaz (M1) a (M3) desde que
a série da direita seja convergente. Vamos provar que converge e que (M4) é satisfeito.
Procedendo passo a passo, faremos:

(a) Desigualde de Young,

(b) Desigualdade de Holder,

(¢) Desigualdade de Minkowski,

(d) Desigualdade triangular do espaco [P.

Os detalhes da prova seguem a seguir:

(a) Seja p > 1 e defina ¢ por

1
-+ -=1 (4)
p q
Dai,
p+q
1=p—q:>Pq:p+q:>(P—1)(q—1):1- (5)

12



Donde,

1
T = q — 1, de modo que
w=t""! implica t=u?".

Sejam « e § quaisquer ntimeros positivos. Como af é a area do retangulo na Fig. 3,
obtemos assim por integragao a desigualdade

p

Note que a desigualdade ¢ trivial no caso a« =0 ou g = 0.

et B P q
af £ / tP=tdt +/ wildy = < 4 % (Desigualdade de Young) (6)
0 0

HZID‘I\B/ =Pl
P >

B - B 4
i ) A ©) pd
" T u ]

0 0

! —> t—

Figura 3: Desigualdade (6), onde a regiao 1 corresponde a primeira integral em (6) e a
regiao 2 a segunda.

(b) Sejam &; e 7j; tais que

SEP=1  S=1 @

Tomando o = || e 8 = |r71| pela desigualdade de young,

<

&

&1l

1 P 1 .
— &G + -l
p q

Se somarmos sobre j e usarmos (7) e (4), obtemos

Z 1 1

G S-+-=1 (8
b
Agora tomamos qualquer z = (&;) € [? diferente de zero e y = (n;) € (¢ e fazemos

q

é:j:L = —2 (9)

(&) (X [l

Entdo (7) é satisfeito, para que possamos aplicar (8). Substituindo (9) em (8) e multi-
plicando a desigualdade resultante pelo produto dos denominadores em (9), chegamos a
desigualdade de Holder para somas

0o 00 1/p 00 1/q
Z ST (Z |€k!p> (Z |77m\q> (Desigualdade de Holder)  (10)
Jj=1 k=1 m=1

13



ondep>1lel/p+1/¢=1.

Quando p = 2 = ¢ temos um caso particular conhecido como:

Z\fjnj\§ Z\SMQ Z|nm]2. (Desigualdade de Cauchy-schwarz) (11)
j=1 k=1 m=1

(¢) Agora provaremos a desigualdade de Minkowski para somas

00 1/p 00 1/p 0 1/p
(Z & + nj|p> < (Z |§k]p) - (Z |17m|p> . (Desigualdade de Minkowski) (12)
j=1 k=1 m=1

Para p = 1, a desigualdade decorre prontamente da desigualdade triangular para ntimeros.
Seja p > 1. Para simplificar as féormulas, devemos escrever &; +7; = w;. A desigualdade
triangular para ntmeros da

—1
;" = 1€ + nj lwy]”

< (I&1 + Il Jews P~
Somando j de 1 a qualquer n fixo, obtemos
S lasl” I Hw T D Il e (13)

A primeira soma & direita aplicamos a desigualdade de Holder, encontrando

S let st < [S16] (3 (el )]

A direita temos (p — 1)g = p pois pg = p + ¢ por (5). Tratando a tltima soma em (13) de
forma semelhante, obtemos

bl < [ ] [ ]

1/q

Juntas,
Sl {[Tlar] "+ [Tinr] "} (Slenr)™.

Dividindo pelo tltimo fator & direita e notando que 1 — 1/g = 1/p, obtemos (12) com n
em vez de oo. Agora fazemos n — oco. A direita isso produz duas séries que convergem
porque z,y € [P. Dai a série a esquerda também converge, e (12) esta provado.

14



(d) De (12) segue que para x,y € [” a série em (2) converge. (12) também produz a
desigualdade triangular. Na verdade, tomando qualquer z,y, z € [P, escrevendo z = (§;) e
usando a desigualdade triangular para nimeros e entao (12), obtemos

d(z,y) = (Z & — 77j|p> Up
= <Z 1€ — Gl + 16 — 77j|]p>
< <Z 1S — Cj|p> v + (Z 16— 77ij|p)l/p

=d(z,2) + d(z,y).

1/p

Isso completa a prova de que [” é um espaco métrico.

Prosseguindo, podemos definir uma nog¢ao de continuidade entre dois espacos métricos,
de maneira analoga a como ocorre na analise real:

Defini¢ao 0.0.2 Seja X = (X,d)eY = (Y, d) espagos métricos. A aplicacgo T : X — Y
é dita continua em um ponto zy € X se para todo € > 0 existe um ¢ > 0 tal que

d(Tx,Txy) < e para todo x satisfazendo d(z, o) < 0. (1)

T é dita continua se for continua em todos os pontos de X.

Chamamos xy de ponto interior de um conjunto M C X se M é uma vizinhanca de
xo. O interior de M é o conjunto de todos os pontos interiores de M e pode ser denotado
por int(M). Se int(M) = M dizemos que M é aberto. int(M) é aberto e é o maior
conjunto aberto contido em M.

Uma Aplicacdo continua pode ser caracterizado em termos de conjuntos abertos, se-
guindo o préximo resultado

Teorema 0.0.3 Uma aplicacao T de um FEspaco Mélrico X em um espaco métrico Y €
dita continua se, somente se, a imagem inversa de qualquer subconjunto aberto em Y for
um subconjunto aberto em X.

Espelhando-se no conceito de convergéncia de sequéncias na reta real, definiremos a
convergéncia de sequéncias para espagos métricos

Defini¢ao 0.0.4 Uma sequéncia (x,) em um espago métrico X = (X, d) é dita conver-
gente se existe um z € X tal que

lim d(z,,z) =0. (2)

n— o0

Onde a convergéncia acima é na topologia dos reais.
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Dizemos que x ¢ o limite de (z,,) e podemos escrever

T =Y @)

ou simplesmente x,, — x. Se (x,) ndo for convergente, dizemos que ela é divergente.

Assim como na reta real, toda sequéncia convergente é limitada e o limite é tnico.

Teorema 0.0.5 Seja X = (X,d) um espago métrico. Temos:
(a) Uma sequéncia convergente em X € limitada e seu limite € unico.

(b) Se x,, — x ey, — y em X, entao d(x,,y,) — d(z,y).

Vamos agora definir o conceito de completude de um Espago Métrico, que sera funda-
mental em nosso trabalho futuro.

Defini¢ao 0.0.6 Uma sequéncia (z,,) em espago métrico X = (X, d) é dita de Cauchy se
para todo € > 0, existe um N = N(¢) tal que

(T, x,) < €, V' m,n > N. (4)

O espago X é dito completo se toda sequéncia de Cauchy em X converge (isto é, tem um
limite que é um elemento de X).

Com esta definicao, conhecida como critério de Cacuhy, podemos enunciar o seguinte
resultado

Teorema 0.0.7 A reta real e o plano complexo sao espacos métricos completos.

De maneira mais geral, agora vemos diretamente da definicao que Espacos Métricos
completos sao precisamente aqueles em que o critério de Cauchy continua sendo necessario
e suficiente para a convergéncia. Dessa forma, torna-se necessario estabelecer uma relagao
intima entre convergéncia e sequéncias de Cauchy, como podemos ver no teorema a seguir

Teorema 0.0.8 Toda sequéncia convergente em um espaco métrico € uma sequéncia de
Cauchy.

Vamos agora introduzir mais dois conceitos, que estao relacionados. Seja M um sub-
conjunto de um espago métrico X. Entao um ponto xy de X (podendo nao ser um ponto
de M) é chamado de ponto de acumulagao de M se cada vizinhanga de xy contém pelo
menos um ponto y € M distinto de xy. O conjunto formado pelos pontos de M e os pontos
de acumulacdo de M & chamado de fecho de M e é denotado por M. Quando M = M
diremos que M é fechado. Um subconjunto M de um espa¢o métrico X é dito denso em
Xse M =X.
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Veremos que um grande ntimero de resultados bésicos, por exemplo, em operadores
lineares, vai depender da completude dos espagos correspondentes.

Iremos enunciar trés teoremas relacionados a completude e a convergéncia que serao
importantes para provar resultados futuros deste trabalho.

Teorema 0.0.9 seja M um subconjunto nao-vazio de um espago métrico (X,d) e M o seu
fecho. Entao:

(a) x € M se, somente se, eviste uma sequéncia (x,) em M tal que x, — x.

(b) M é fechado se, somente se, a situa¢do x, € M, x, — x implicar v € M.

Teorema 0.0.10 um subespaco M de um espag¢o métrico completo X € ele mesmo com-
pleto se, somente se, o conjunto M € fechado em X.

O 1ltimo dos nossos trés teoremas atuais mostra a importancia da convergéncia de
sequéncias em conexao com a continuidade de uma aplicacao.

Teorema 0.0.11 Uma aplicagao T : X — Y de um espago métrico (X,d) em um espago
métrico (Y,d) é continua em um ponto xo € X se, somente se, x, —> xo implicar
Tfﬂn — Tﬁ[}o.

Sabemos dos conceitos de Anéalise Real que o espaco Q dos niimeros racionais apesar de
ser incompleto, pode ser "completado"e assim obtemos o espaco R dos nimeros reais, que
é completo. Baseando-se nesse exemplo, levantamos a seguinte questao, espagos métricos
incompletos podem ser completados até se formar um espago completo? A resposta para
essa questao é sim, como veremos a seguir com o Teorema do completamento para Espacos
Meétricos.

Para isso, primeiro iremos definir a nocao de isometria entre Espacos Métricos.

Defini¢do 0.0.12 (Espacos isométricos). Seja X = (X,d) e X = (X, d) espacos mé-
tricos. Entao:

(a) Uma aplicagao T de X em X é dito isométrico ou isometria se T preserva distancia,
isto é, se para todo x,y € X, tem-se

d(Tz, Ty) = d(x,y). (5)

(b) O espago X ¢ dito isométrico a X se existir uma isometria bijetiva de X em X.
Os espacos X e X sao entao chamados espagos isométricos.
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Portanto, os espacos isométricos podem diferir no maximo pela natureza de seus pontos,
mas sao indistinguiveis do ponto de vista da métrica. E em qualquer estudo em que a
natureza dos pontos nao importa, podemos considerar os dois espagos como idénticos,
duas copias do mesmo espaco "abstrato". Podemos agora enunciar e provar o resultado
de que todo espaco métrico pode ser completado. O espaco X que ocorre neste teorema é
chamado de completamento do espaco X dado.

Teorema 0.0.13 (Teorema do completamento). Para um espa¢o métrico X = (X, d)
existe um espaco métrico completo X = (X, cf) que tem um subespaco W que € isométrico
com X e é denso em X. Este eSPaco X € tnico exceto para isometrias, isto €, se X ¢
qualquer espago métrico completo com um subespaco denso W isométrico com X, entao X
e X sdo isométricos.

Demonstracgao:
Como a prova é extensa, vamos dividir esta em 4 etapas:

(a) Mostrar a existéncia de X = (X, d).

(b) Construgao da isometria T de X em W, onde W = X.

(¢) Mostrar a completude de X.

(d) Unicidade de X, exceto por isometrias.

A grosso modo, nossa tarefa serd a atribuicdo de limites adequados para sequéncias de
Cauchy em X que nao convergem. No entanto, nao devemos introduzir muitos limites,
mas ter em mente que certas sequéncias podem convergir para o mesmo limite, uma vez
que os termos dessas sequéncias em tltima analise, aproximam-se arbitrariamente umas

das outras. Segue os detalhes da prova:

(a) Construcao do espaco X = (X, d). Seja (z,) e (2,) duas sequéncias de Cauchy em
X. Defina (x,) ser equivalente a (z/,) escrevendo (x,) ~ () se

lim d(xp, ;) =0. (6)
n—oo
Seja X o conjunto de todas as classes de equivaléncia z, g, - - - de sequéncias de Cauchy

assim obtidas. Escrevemos que (x,) € & para indicar que (z,) ¢ um membro da classe &
(um representante da classe ). Nos agora definimos

~

d(z,9) = lim d(zn,yn), (7)

n—o0

onde (z,) € T e (y,) € y. Vamos mostrar que esse limite existe. Temos que
d (@0, Yn) S d (@0, Tm) + d (Tm, Ym) + d (Y Yn) (8)
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dai obtemos

A (T, Yn) = d(Tms Ym) = d (T, Tn) + d (Y, Yn) (9)
e uma desigualdade semelhante com m e n trocados. Juntos,
|d (20, Yn) — d (@, Ym) | = d(Tn, Tm) + d (Yo Yn) - (10)

Como (z,,) e (y,) sdo de Cauchy, podemos tomar

m

d(zp, r,) <

d (Ym, Yn) <

DN ™

de modo que
|d (@n, Yn) — d (@, Ym) | S d(Tn, Tim) + d (Y, Yn) <
Isso implica que o limite em (7) existe porque R é completo.

Devemos também mostrar que o limite em (7) é independente da escolha particular
dos representantes. De fato, se (x,,) ~ (z,) e (yn) ~ (y,), entdo por (6),

|d (0, yn) — d (27, 5) | S d (@0, 27) + d (Yn, yp) — 0 (11)
quando n — 0. isso implica,

lim d (z,,y,) = lim d(z},y.). (12)
n—oo n—oo
Provemos que d em (7) é uma métrica em X. Claramente d satisfaz a propriedade (M1),
(M3) e (M4) da defini¢do de métrica, e a propriedade (M2) ¢é de facil verificacao, de fato
d(2,9) = 0= () ~ (yn) = & = 3. (13)
R (l}) Construcao da isometria T : X — W C X. Para cada b € X associamos a classe
b € X que contém a sequéncia de Cauchy constante (b,b,---). Isso define uma aplicagao
T : X — W onde o subespago W = T'(X) C X. A aplicagao T' ¢ dado por b+ b =T,
onde (b,b,---) € b. Temos que T é uma isometria, pois pela equagao (7) temos

d(b,é) = d(b, c); (14)

aqui ¢ é a classe de (y,) onde (y,) = c¢ para todo n. Qualquer isometria é injetiva, e
T : X — W & sobrejetiva, pois T'(X) = W. Portanto, W e X sdo isométricos;

Vamos mostrar que W é denso em X. Considere qualquer z € X. Seja (z,) € . Para
cada € > 0 existe um N > 0 tal que se n > N vale

d(xp, xy) < (15)

DN ™
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Seja (xy, TN, -+ ) € Tn. Temos que Ty € W. Por (7),

d(,2y) = lim d(z,,zy) <

n—oo

<e (16)

DO M

Isso mostra que cada e-vizinhanca do arbitrario z € X contém um elemento de . Por-
tanto, W é denso em X.

(c) Completude de X. Seja (#,) uma sequéncia de Cauchy arbitraria em X. Como W
é denso em X para cada 7, existe um 2, € W tal que

A 1
dAnaAn - 17
(s 20) < — (17

Donde, pela desigualdade triangular,

A

d (2ms 20) £ d (i, &) + d (Fm, B0) + d (80, 20)

1, 1 (18)

+d (T, Tn) + —

m n
e isso ¢ menor do que qualquer € > 0 dado para m e n suficientemente grandes porque
(Zm) & de Cauchy. Portanto (2,,) ¢ de Cauchy. Uma vez que T": X — W & isométrica e
Zn € W, a sequéncia (z,,), onde z,, = T71%,,, ¢ de Cauchy em X. Seja & € X a classe a
qual (z,,) pertence. Vamos mostrar que Z é o limite de &,. Pela equagao (17),

d(in, ) < d(in, 2n) +d (20, &)

1 (19)
n
Como (z,) € & e 2, € W, de modo que (2, 2, -+ ) € Z,, a inequagao acima nos da que
A 1
d(Zy,2) < — 4 lm d(z,, 2m) - (20)

n m—00

Como o lado direito ¢ menor do que qualquer € > 0 dado para n suficientemente grande.
Portanto, a sequéncia arbitraria de Cauchy z,, € X tem o limite # € X e X6 completo.

(d) Unicidade de}? exceto por isometrias. Se (X, J) é outro espago métrico completo
com um subespago W denso em X e isométrico com X, entao para quaisquer z,y € X,
temos sequéncias (Z,), (J,) € W tais que &,, — T e g, — ¥, donde

d(#,9) = im d(Zn, Jn) (21)
n—oo
segue que,
d(&,9) — d (T, Gn)| £ d(F,70) +d(§,50) —> 0 (22)

Como W é isométrico com W C X e W = X, as distancias em X e X devem ser iguais.
Portanto, X e X sao isométricos. [
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Capitulo 1

Espacos de Banach

Espacos vetoriais desempenham um papel em muitos ramos da matematica e suas
aplicacoes. De fato, em vérios problemas praticos (e tedricos) nos temos um conjunto X
cujos elementos podem ser vetores no espaco tridimensional, ou sequéncias de niimeros, ou
fungoes, e esses elementos podem ser somados e multiplicados por constantes (nameros) de
forma natural, o resultado sendo novamente um elemento de X. Tais situacoes concretas
sugerem o conceito de um espaco vetorial como definido abaixo. A definicao vai envolver
um corpo geral K, mas na analise funcional, K serd R ou C. Os elementos de K sao
chamados escalares; portanto, no nosso caso, eles serao niimeros reais ou complexos.

1.1 Espacos Vetoriais

Espacos vetoriais desempenham um papel em muitos ramos da matematica e suas
aplicacoes. De fato, em vérios problemas praticos (e tedricos) nos temos um conjunto X
cujos elementos podem ser vetores no espaco tridimensional, ou sequéncias de niimeros, ou
fungoes, e esses elementos podem ser somados e multiplicados por constantes (nameros) de
forma natural, o resultado sendo novamente um elemento de X. Tais situagoes concretas
sugerem o conceito de um espaco vetorial como definido abaixo. A definicao vai envolver
um corpo geral K, mas na andlise funcional, K serd R ou C. Os elementos de K sao
chamados escalares; portanto, no nosso caso, eles serao niimeros reais ou complexos.

Definigao 1.1.1 Um espaco vetorial (ou espago linear) sobre um corpo K é um conjunto
nao vazio X onde seus elementos sao chamados de vetores e estao definidas duas operagoes:
a adicao que faz corresponder a cada par de vetores z,y € X o vetor x +y € X e a
multiplicagao por escalar que faz corresponder a cada z € X e a € K o vetor ax € X.
Essas operacoes devem satisfazer, para quaisquer z,y,z € X e o, € K as seguintes
propriedades abaixo, que sao chamadas de axiomas do espaco vetorial:

l.z4+y=y+x

2.0+ y+z)=(@+y) +2
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3. Existe um vetor 0, chamado vetor nulo, tal que x + 0 = x para todo z € X

4. Para cada z € X, existe um —z € X, chamado de inverso aditivo tal que z+ (—z) =

(—z)+2x=0
5. a(fz) = (af)z
6. lx ==z

7. alx+y) =ar+ay

8. (v + pP)r=ax+ Pz

O vetor zero (ou nulo), é por defini¢ao, denotado por 0, entretanto ele nao se refere ao
escalar 0 € K, no geral usaremos a mesma notacgao para os dois, sem risco de confusao, em
casos especificos usaremos a notacao 0, para se referir ao vetor zero. Definimos o inverso

aditivo de x = (&, &, ..., &) como —x = (=&, —&a, ..., —&p).

Como consequéncia dos axiomas acima, valem as seguintes propriedades:

1. Se x+y = r+z entao y = z. Em particular, z+y =0=y=0ez+y =0= 2 = —y.
2. 0z =0, e a0, =0,

3. (ax=—x

Exemplo 1.1.1 Espaco R". Este é o espago euclidiano introduzido no exemplo 0.0.4,
sendo o conjunto de todas as n-uplas de nimeros reais, escritos © = (&1, ,&,),y =
(M, ,Mn), € agora vemos que este ¢ um espaco vetorial com as duas operacoes algébricas
definidas por:

r+y= &+, )
ar = (afla'“ ,Oéfﬁ)

(v € R).

Exemplo 1.1.2 Espaco C". Este espaco foi definido no exemplo 0.0.4. Ele consiste de
todas as n-uplas ordenadas de nameros complexos z = (&1, ,&,),y = (M1, , 1), €
é um espaco vetorial complexo com as operacgoes algébricas definidas como no exemplo
anterior, onde agora o € C.

Exemplo 1.1.3 Espago Cl[a,b]. Este espaco foi definido no exemplo 0.0.6. Cada ponto
deste espago ¢ uma func¢ao continua com valor real em [a,b]. O conjunto de todas essas
fungoes formam um espago vetorial real com as operacoes algébricas definido da maneira
usual:

(@ +y)(t) = 2(t) +y(t)
() (t) = c(t)
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(v € R). Na verdade, z + y e ax sdo fung¢des continuas com valor real definidas em [a, 0]
se x e y sao fungoes continuas e « é real.

Outros espagos vetoriais importantes de funcoes sao:

(a) o espago vetorial B(A) definido no exemplo 0.0.7;

(b) o espagco vetorial de todas as fungoes diferenciaveis em R;

(c) o espago vetorial de todas as fungbes reais em [a,b] que s@o integraveis em algum
sentido.

Exemplo 1.1.4 Espaco 2. Este espaco foi introduzido no exemplo 0.0.8. E um es-
paco vetorial com as operacoes algébricas definidas como de costume em conexao com
sequéncias, ou seja,

(€1, &)+ (e, ) = (G +m, &+ 2,0 )
Oé(&b&??‘“) = (a€17&527“'>'

De fato, x = (§;) € I e y = (n;) € [* implica z + y € [, como segue prontamente da
desigualdade de Minkowski; também temos ax € [°.

Outros espagos vetoriais cujos pontos sao sequéncias sao [*° definido no exemplo 0.0.5 e [P
em 0.0.8, onde 1 < p < +o0.

Um subespaco vetorial de um espaco vetorial X é um subconjunto nao-vazio Y de
X tal que, para todo y1,y2 € Y e todos os escalares o, § temos que ay;, + By € Y. Além
disso, o vetor nulo também tem que pertencer a Y. Concluimos que Y é ele proprio um
espaco vetorial, onde as duas operagoes algébricas sao aquelas induzidas por X.

Uma combinacao linear de vetores z1, ..., x,, de um espaco vetorial X é uma expressao
da forma
a1 + o + ... + T,

onde «; sao escalares quaisquer.

Para qualquer subconjunto nao vazio M C X, o conjunto de todas as combinagoes
lineares de vetores de M é chamada de span de M, escreveremos SpanM. Pode se mostrar
rapidamente que SpanM é um subespaco vetorial de X.

Definigao 1.1.2 (Independéncia Linear, Dependéncia Linear) Independéncia e De-
pendéncia Linear de um conjunto M de vetores xy, ..., x, (n>1) em um espago vetorial X
sao definidos através da seguinte equacao:

o121 + aere + ... + apx, = 0. (1)

onde «; sdo escalares. Claramente, a equagdo (1) vale para a; = ap = ... = a;, = 0. Se esta
é a tnica n-upla de escalares para qual a equagdo (1) vale, dizemos que M é linearmente
independente (LI). Diz-se que M é linearmente dependente (LD) se M nao for LI, isto &,
se (1) vale para alguma n-upla de escalares, onde nem todos eles sao iguais a 0.
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Defini¢ao 1.1.3 (Espacos vetoriais de dimensao finita e infinita) Um espaco veto-
rial X é dito ser de dimensao infinita se existir um inteiro n tal que X contém um conjunto
linearmente independente de n vetores, enquanto que qualquer conjunto de n + 1 ou mais
vetores de X é linearmente dependente. n é chamado de dimensao de X e escreveremos
dimX = n. Por definicdo, X = {0} tem dimensao finita e dimX = 0. Se X nao é de
dimensao finita, é dito ser de dimensao infinita.

Se dimX = n, uma n-upla linearmente independente de vetores de X é chamada de
base de X (ou base em X). Se (eq, ey, ...,€,) € uma base para X, cada z € X tem uma
representacao tinica como uma combinacgao linear dos vetores da base:

Tr=e1x]+ exy + ... + e x,.
Por exemplo, uma base para o R™ é:

€1 = (170707"' 70)
€2 = (071707"' 70)

en = (0,0,0,---,1)

Chamamos a base acima de base canonica do R".

Se X é qualquer espaco vetorial, nao necessariamente de dimensao finita, e B é um
subconjunto linearmente independente de X, tal que spanB = X, entao B é chamado de
base (ou base de hamel) para X. Portanto, se B é uma base para X, entao todo z € X
diferente de zero tem uma representacao tinica como uma combinacao linear de elementos
de B com escalares diferentes de zero. Mostraremos futuramente que todo espaco vetorial
X nao identicamente nulo, possui uma base.

Teorema 1.1.4 (Dimensao de um subespacgo) Seja X um espago vetorial n-dimensional.
Entao qualquer subespaco proprio Y de X tem dimensao menor que n.

Demonstracgao:

Se n = 0, entdo X = {0} e ndo tem subespago proprio de X. Se dimY = 0, entdo
Y = {0} e Y # X implica dimX > 1, donde dimY < dimX = n. Se dimY fosse igual
a n, entao Y teria uma base de n elementos, que também seria uma base para X uma
vez que dimX = n, de modo que Y = X. Isso mostra que qualquer conjunto linearmente
independente de vetores de Y deve ter menos de n elementos, e dimY < n. [

1.2 Espacos Normados (Espagos de Banach)

Definicao 1.2.1 Um espago normado X é um espacgo vetorial com uma norma definida
nele, um espago de Banach é um espago normado completo (completo na métrica definida
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pela norma). Aqui uma norma em um espago vetorial (real ou complexo) X é uma fungio
real em X cujo valor em cada z € X é denotado por

[l].

Lé-se "norma de z".
E que tem as seguintes propriedades:

(ND) ] 2 0
(N2) fal =0 < =0
(N3) o] = ol ]

(N9 e + gl < lle] + [yl

Onde x e y sdo vetores arbitrarios de X e a um escalar qualquer. A Propriedade (N4)
é chamada de desigualdade-triangular.

Uma norma em X define uma métrica d em X definida por

d(,y) = llz =yl (2,9 € X)

e é chamada de métrica induzida pela norma.

\\x*),\\

iyl

x a1l

Figura 1.1: Tlustragdo da desigualdade-triangular (N4).

Proposigao 1.2.2 Seja X um espago normado. Para todo x,y € X wvale que |||y|| —
[zl < lly — ]

Demonstracgao:
Note que,

lzll = llz =y +yll < llz =yl + 1yl = [zl = [yl < [lz =9ll. (1)
Por outro lado,
yll = lly—a+z|] < lly—=ll+llzl| = llyll=llz]| < lly==|[ = =(lz[[=[lyl]) < llz=yll.  (2).
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Dai, por (1) e (2) obtemos
Iyl =[] < [ly —=|

Exemplo 1.2.1 Espaco euclidiano R” e espaco unitario C". Sao espacos de Banach
com norma definida por

n 1/2
| = (Z \&!2) = \/\51!2 o el
j=1

A norma acima, produz a métrica definida no exemplo 0.0.4,

d@,y) = le =yl =l —mP +- -+ e —m  (>0).
No caso particular do R¥ nés temos

1]l = [a] = V/(&1)? + (&) + (&)*.

Isso confirma nossa observacao anterior de que a norma generaliza a nocao elementar do
comprimento |z| de um vetor.

Exemplo 1.2.2 Espaco (2. Este ¢ o espaco definido no exemplo 0.0.8. E um espaco de

Banach com norma definida por
0 1/p
- (3r)
j=1

Na verdade, esta norma induz a seguinte métrica

s 1/p
d(z,y) = |lz -yl = (Z & — ﬁj|p> :
j=1

Exemplo 1.2.3 Espaco /2. Este espaco foi definido no exemplo 0.0.5 e é um espaco de
Banach, uma vez que sua métrica é obtida a partir da norma definida por

||z]] = sup[&].
J

Exemplo 1.2.4 Espago C|a,b]. O espaco definido no exemplo 0.0.6 ¢ um espaco de
Banach definido com norma definida por

[l]] = max |z(t)]
onde j € J = [a,].
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Lema 1.2.3 (Translag¢do invariante) Uma métrica d induzida por uma norma em um
espaco normado X satisfaz

(a) d(z+a,y+a)=d(z,y)
(b) d(az,oy) = |ald(z,y)

para todo x,y,a € X e todo escalar o.

Demonstragao:
Temos que,

dz+a,y+a) = |lx+a—(y+a)ll =l -yl =dzy)
e

d(az, ay) = |laz — ay|| = |ol|lz = y|| = [a|d(z,y)

Por definicao, um subespaco Y de um espaco normado X é um subespago de X con-
siderado como um espaco vetorial, com a norma obtida restringindo a norma em X ao
subconjunto Y. Esta norma em Y ¢ induzida pela norma em X. Se Y é fechado em X,
entao Y é chamado de subespaco fechado de X.

Por defini¢ao, um subespago Y de um espaco Banach X é um subespaco de X consi-
derado como um espac¢o normado. Portanto, nao exigimos que Y seja completo.

Nesse sentido, o Teorema 0.0.10 é 1til, pois produz imediatamente o seguinte resultado

Teorema 1.2.4 Um subespaco Y de um espaco de banach X é completo se, somente se,
o conjunto Y ¢€ fechado em X.

Definigao 1.2.5 (i) Uma sequéncia (z,) em um espaco normado X é dita convergente,
se X contém um x tal que

lim ||z, —z|| =0

n—oo

também escrevemos z, — x e dizemos que x ¢ o limite de (z,,)

(77) Uma sequéncia (z,,) em um espacgo normado X é dita de cauchy se para cada € > 0,
existe um N tal que para todo m,n > N vale

|Xm — xn|| < e
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Definigao 1.2.6 Se (r;) é uma sequéncia em um espago normado X, podemos associar
com (xy) a sequéncia s, de somas parciais

Sp =1+ X2+ -+ 2T,

Se s, é convergente, digamos s, — s entao a série infinita, ou simplesmente, série

(o)
5 Tp=a1+To+ -
k=1

é dita convergente, s ¢ chamado a soma da série e nos escrevemos
[e.e]
s:g Tp =11+ To+ - (1)
k=1

Se ||x1]| 4 ||x2|| 4+ - - - a série (1) é dita absolutamente convergente. No entanto, alertamos
o leitor que em um espaco normado X, convergéncia absoluta implica convergéncia se e
somente se X é completo.

O conceito de convergéncia de uma série pode ser usado para definir uma base da se-
guinte forma. Se um espago normalizado X contém uma sequéncia (e,) com a propriedade
de que para cada z € X existe uma unica sequéncia de escalares («,) tal que

|z — (are; + -+ apey)|| — 0 ( com n — 00)

entao (e,) é chamado de base de Schauder (ou base) para X. A série

o
E QT
k=1

que tem a soma z é entao chamada de expansao de x em relagdo a (e,), e escrevemos

0
Tr = E QLT
k=1

Teorema 1.2.7 Seja X = (X, || - [[) um espago normado. Entao existe um espago de
Banach X e uma isometria A de X em um subespaco W de X que é denso em X. O
espaco X € unico exceto por isometrias.

Demonstragao:

Pelo teorema do completamento (teorema 0.0.13), existe um espac¢o métrico completo
X = (X,d) e uma isometria A : X — W = A(X) onde W ¢ denso em X e X ¢é tnico
exceto por isometrias. Para provar o presente teorema devemos fazer de X um espaco
vetorial e introduzir uma norma adequada no mesmo.
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Para definir em X as duas operacoes algébricas de um espago vetorial, considere quais-
quer i, € X e representantes arbitrarios (z,,) € & e (y,) € 9. Lembre-se que & e §j sdo
classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy em X. Definimos z, = z, + y,. Entao
(zn) é de Cauchy em X desde

||Zn - Zm” = ||xn + Yn — (xm + ym)” § Hxn - $m|| + Hyn - ymH .

Definimos a soma Z = & + ¢ de Z e § para ser a classe de equivaléncia para qual (z,) é
um representante; assim (z,) € Z. Esta defini¢do é independente da escolha particular de
sequéncias de Cauchy pertencentes a = e . De fato, se (z,) ~ (z}) e (yn) ~ (y,) entdo
(Tn +Yn) ~ (2, + ;) pois

20+ yn — (@5 + yp) | = llen — 2l + lyn — ynll-

Da mesma forma, definimos o produto az € X de um escalar a e & para ser a classe de
equivaléncia para a qual (az,) é um representante. Novamente, essa defini¢do é indepen-
dente da escolha particular de um representante de . O elemento zero de X ¢ a classe de
equivaléncia que contém todos as sequéncias de Cauchy que convergem para zero. Nao é
dificil ver que aquelas duas operacoes algébricas tém todas as propriedades exigidas pela
definicao, de modo que X éum espaco vetorial. Da definicao segue que em W as operacoes
do espaco vetorial induzidas de X concordam com aquelas induzidas de X por meio de A.

Além disso, A induz em W uma norma || - [[1, cujo valor para cada § = Az € W ¢é
14]l1 = ||=||. A métrica correspondente em W é a restricao de d a W ja que A é isometria.
Podemos estender a norma || - ||; para X definindo ||#||s = d(0, %) para todo & € X. De
fato, é de facil verificacdo que || - ||2 satisfaz as propriedades (N1) e (N2) da definigao de
norma, e os outros dois axiomas (N3) e (N4) seguem daqueles para || -||; por um processo
de limites.

1.3 Espacos Normados de Dimensao Finita e Subespa-
cos

Lema 1.3.1 (Combinagées Lineares). Seja {xy,xs,...,x,} um conjunto linearmente
independente de vetores em um espaco normado X (de qualquer dimensao). Entdao existe
um numero ¢ > 0 tal que para cada escolha de escalares aq, - -+ |, temos

lenzy + -+ anwnl| Z ¢ (joa] +--- o) (¢>0) (1)

Demonstragao:
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Escrevemos s = ||+ - -+ |a,|. Se s = 0 todos os «; sdo iguais a zero, e a equagao (1)
vale para qualquer c. Seja s > 0, entdo dividindo a equagdo (1) por s e fazendo j3; = =
obtemos

s ?

|Brzs + -+ Bzl 2 ¢ (Z 1651 = 1) (2)
j=1

portanto basta provar que existe ¢ > 0 tal que (2) vale para cada n-upla de escalares

617 e 7527 com Z?:l |BJ| =1

Suponha que isso seja falso. Entao existe uma sequéncia (y,,) de vetores

s (£
j=1

de tal modo que ||ym,|] — 0 se m — 0.

Note que, como 2;1 ‘ﬁ](.m)‘ = 1, temos lﬁj(m)\ < 1. Por isso, para cada j fixo, a

sequéncia (Bj(m)) = (ﬂj(-l), BJ(»Z), --+) é limitada.

Consequentemente, Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, ( Yn)) tem uma subsequén-

cia convergente. Seja [ o limite dessa subsequéncia e denote por (y1,,) a subsequéncia
correspondente de (y,,). Usando o mesmo argumento (y;,) possui uma subsequéncia
(y2.m) para qual a subsequéncia correspondente de escalares (ﬁém)) converge. Seja [
o limite dessa subsequéncia. Prosseguindo dessa maneira, apds n passos obtemos uma
subsequéncia (Ynm) = (Y1,ms Y2.m, - - - ) de (y) cujos termos sao da forma

Y = 1"z, <Z ‘vj(m)) = 1>
j=1 Jj=1

com escalares y(m) satisfazendo V(m) — B; quando m — oo. Dali, como m — oo,

J J
temos
n
Yn,m > Y = Z Bjxj
Jj=1

onde Z?:l |8;] = 1, de modo que nem todo S; pode ser zero. Como {xy, s, ..., x,} é
um conjunto linearmente independente, temos assim que y # 0. Por outro lado, y,,.,m, —> ¥
implica ||yn.m|| — |ly|| pela continuidade da norma. Como ||y,,|| — 0 por suposicao e

(Yn.m) € subsequéncia de (y,,), devemos ter que ||y, .|| — 0. Portanto ||y|| = 0, de modo
que y = 0 pela propriedade (N2) da definicao de norma. Isso contradiz y # 0, e o lema
esta provado. [

A seguir mostramos a completude dos espacos vetoriais de dimensao finita.
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Teorema 1.3.2 (Completude) Todo subespaco Y de dimensao finita de um espag¢o nor-
mado X € completo. Em particular, todo espaco normado de dimensao finita é completo.

Demonstracgao:

Considere uma sequéncia de Cauchy arbitraria (y,,,) em Y e mostraremos que é con-
vergente em Y; o limite serd denotado por y. Seja dimY = n e {ey,es,...,e,} qualquer
base para Y. Entao, cada y,, tem uma representacao tnica da forma

ym = o™er + -+ aMe,

Como (y,,) € uma sequéncia de Cauchy, para todo € > 0 existe um N tal que ||y, —y,|| <

e quando m,r > N. Usando esse fato e o lema (1.3.1), temos que existe um ¢ > 0 tal que

2oy [of o
j=1

n

3 (- o) e,

j=1

€ > Hym _yrH =

onde m,r > N. Dividindo por ¢ > 0, obtemos

< 3ol o
j=1

‘a§-m) — ay) < (m,r > N)

Isso mostra que cada uma das n sequéncias (aém)) = (Ozg-l), af), ), 1 <5< n,édeCau-
chy em R ou C, logo convergente; seja (a;) esse limite. Usando esses n limites oy, -+ , ay,
definimos

Yy=aoie;+ -+ ane,
claramente y € Y. Além disso,

n

Z (aﬁm) — Oéj) €;

j=1

(m)

<y

j=1

[Ym =yl = les |

onde aém) — «;. Donde, ||y, —y|| — 0, isto é y,, — y. Isso mostra que (y,) é

convergente em Y. Uma vez que (y,,) é uma sequéncia arbitraria e de Cauchy em Y, isto
prova que Y é completo. [

Como consequéncia desse teorema e do teorema 0.0.10 podemos enunciar o seguinte

Corolario 1.3.3 (Fechamento) Todo subespaco de dimensao finita Y de um espago nor-
mado X, é fechado em X.

Defini¢ao 1.3.4 (Normas equivalentes) Uma norma || - || em um espago vetorial X é
dita equivalente a uma norma || - ||p em X se existirem a e b positivos tais que para todo
xr € x vale

allzllo < [lz]l < bllzllo
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Teorema 1.3.5 (Normas equivalentes) Em um espaco vetorial de dimensdo finita X,
qualquer norma || - || € equivalente a qualquer outra norma || - ||o

Demonstracgao:
Seja dimX = n e {ey,es,...,e,} uma base qualquer para X. Entdo, todo z € X tem
um representagao tnica da seguinte forma

Tr = q1€] + qges + ... + ape,
pelo lema (1.3.1) existe uma constante ¢ > 0 tal que
[zl 2 e(Jaa] + -+ -+ |an])

Por outro lado, a desigualdade triangular nos fornece
n n
lzllo > lasllleslly S kY layl, k= max [le;l,
j=1 j=1

juntos, al|z]lp < ||z|| onde a = ¢/k > 0. A outra desigualdade segue de maneira anéloga,
repetindo o mesmo argumento acima e trocando os papéis de || - || e || - ||o- "

1.4 Compacidade e dimensao finita

Algumas outras propriedades bésicas de espagos normados de dimensao finita e su-
bespacos estao relacionados com o conceito de compacidade. Este ultimo é definido a
seguir.

Definicao 1.4.1 Diz-se que um espaco métrico X é dito compacto se toda sequéncia em
X tem uma subsequéncia convergente. Um subconjunto M de X ¢é dito compacto se M
for compacto considerado como um subespaco de X, isto é, se toda sequéncia em M tem
uma subsequéncia cujo limite ¢ um elemento de M.

Uma propriedade geral de conjuntos compactos é expressa no seguinte lema

Lema 1.4.2 Um subconjunto compacto M de um espaco métrico € fechado e limitado.

Demonstragao:

Para todo z € M existe uma sequéncia (r,) em M tal que z, — x (pelo teorema
0.0.9). Como M é compacto, segue que M é fechado, entdao x € M. logo M é fechado pois
x € M é arbitrario. Vamos provar que M é limitado. Se M fosse ilimitado, ele conteria
uma sequéncia ilimitada (y,) tal que d(y,,b) > n onde b é qualquer elemento fixo. Esta
sequéncia nao pode tem uma subsequéncia convergente, uma vez que uma subsequéncia
convergente deve ser limitada, pelo teorema 0.0.5. Portanto, M ¢ limitado. [

A reciproca deste lema é em geral falsa.
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prova: Para provar este fato importante, consideramos a sequéncia (e,) € [? onde e,
= (6n;) tem o enésimo termo igual a 1 e o restante igual a 0. Esta sequéncia é limi-
tada pois ||e,|| = 1. Seus termos constituem um conjunto de pontos que é fechado porque
nao tem ponto de acumulagao. Pela mesma razao, esse conjunto de pontos nao é compacto.

No entanto, para um espago normado de dimensao finita temos

Teorema 1.4.3 Em um espaco normado de dimensao finita X, qualquer subconjunto
M C X € compacto se, e somente se, M € fechado e limitado.

Demonstracgao:
Pelo lema anterior compacidade implica fechamento e limitagao, logo a ida esta feita.
Vamos provar a reciproca. Suponha M fechado e limitado. Seja dimX =ne {ej,es, -+ ,e,}

uma base qualquer de X. Consideramos qualquer sequéncia (x,,) em M. Cada z,, tem
uma representacao
T = glm)el + -+ gy(zm)en

Como M ¢é limitado, z,, também &, digamos ||z,,|| < n. Pelo lema 1.3.1,

e 2 ey
s j=1

onde ¢ > 0. Portanto a sequéncia de ntimeros (§7") (j fixo) ¢ limitada, e pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass, tem um ponto de acumulagao &;, onde 1 < j < n. Como na prova
do Lema 1.3.1 temos que concluir que (x,,) tem uma subsequéncia (z,,) que converge para
z =Y &e;. Como M é fechado, z € M. Isso mostra que a sequéncia arbitraria (z,,) em
M tem uma subsequéncia que converge em M. Portanto, M é compacto. [

B2 ol =

&)

Nossa discussao mostra o seguinte. Em R™ (ou em qualquer outro espago normalizado
de dimensdo finita) os subconjuntos compactos sdo precisamente os subconjuntos fecha-
dos e limitados, de modo que esta propriedade (fechamento e limita¢do) pode ser usado
para definir compacidade. No entanto, isso pode nao mais ser feito no caso de um espaco
normado de dimensao infinita.

Uma fonte de outros resultados interessantes é o seguinte Lema de F. Riesz

Lema 1.4.4 (Lema de Riesz) Sejam Y e Z subespacos de um espago normado X (de
qualquer dimensao). Considere Y um subespago fechado proprio de Z. Entio para qual-
quer namero real 0 € (0,1), existe z € Z tal que

(@)]l=]] =1

(@)lz=yll =0, V yeY
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Demonstragao:
Tome v € (Z —Y) e seja a = inf ey ||[v —y||. a >0, pois Y é fechado (caso contrario
v €Y). Tome 6 € (0,1) dai por definigao existe yo € Y tal que

a
a < |Jv—yol| < 7

defina z = ¢(v — yp) onde ¢ = m

S 12l = lle(o — o)l = =i - [l — ol = 1.

Logo ||z|| = 1. Note também que ||z — y|| > a. Resta mostrar que ||z — y|| > 6.

Com efeito, ||z — y|| = [le(v —yo) = yll = cllv —yo =y - =cllv =] Z c-a =
_a > a _g
llo=yoll = a/0

onde y; =y —y - c L.

isso implica que ||z — y|| = 0. Como y era arbitrario a prova esta completa.

Figura 1.2: Ilustracao representando a demonstracao do Lema de Riesz.

Teorema 1.4.5 (dimensao finita). Se um espa¢o normado X tem a propriedade de
que a bola unitdria fechada M = {xz;||z|| < 1} é compacta, entdo X tem dimensao finita.

Demonstracgao:

Assumimos que M é compacto, mas dimX = oo, e mostramos que isso leva a uma
contradi¢ao. Escolhemos qualquer x; de norma 1. Este x; gera um subespago unidimen-
sional X; de X, que é fechado e é um subespago proprio de X ja que dimX = oco. Pelo
Lema de Riesz, existe x5 € X de norma 1 tal que

1

lez — 21|l 2 0 = 5.
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Os elementos x1, s geram um subespaco fechado bidimensional préprio X, de X. Pelo
lema de Riesz existe um x3 de norma 1 tal que para todos os x € X5 temos

las —al| >
3 Z 5
em particular
s =1l > 5,
oy — ol > .
2
Procedendo por inducao, obtemos uma sequéncia (z,) de elementos z,, € M tal que
1

[T — @] = 5
Obviamente, (z,) ndo pode ter uma subsequéncia convergente. Isso contradiz a compaci-
dade de M. Portanto, nossa suposicao de que dimX = oo é falsa e dimX < oo. [

Conjuntos compactos sao importantes porque sao "bem comportados"; eles tém varias
propriedades basicas semelhantes as dos conjuntos finitos e nao compartilhados por con-
juntos nao compactos. No caso de aplicacoes continuas, uma propriedade fundamental é
que conjuntos compactos tém imagens compactas, como veremos a seguir.

Teorema 1.4.6 Sejam X e Y espacos métricos e T : X — Y uma aplicacao continua.
Se M € um subconjunto de X for compacto, entdo sua imagem T(M) € compacta.

Demonstragao:

Pela definicio de compacidade, basta mostrar que cada sequéncia (y,) na imagem
T(M) C Y contém uma subsequéncia que converge em 7'(M). Como y, € T(M), temos
que y, = T'(z,) para algum x,, € M. Como M é compacto, (z,) tem uma subsequéncia
(2, ) que converge em M. A imagem de (x,,) ¢ uma subsequéncia de y,, que converge em
T (M) pelo teorema 0.0.1, pois T é continua. Portanto, T'(M) é compacto. ]

A partir deste teorema concluimos que a seguinte propriedade, bem conhecida do
calculo para funcoes continuas, se espelha para espacos métricos.

Corolario 1.4.7 (Mdzimo e Minimo) Uma aplicacio continua T de um subconjunto
compacto M de um espaco métrico X em R assume um mdximo e um minimo para alguns
pontos em M.

Demonstracgao:

T(M) C R & compacto pelo teorema anterior e fechado e limitado pelo lema 1.4.2,
de modo que infT (M) € T(M) e supT(M) € T(M). E as imagens inversas desses dois
pontos consistem em pontos de M em que T'(x) é minimo ou méaximo, respectivamente.
]
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1.5 Operadores Lineares

Definigao 1.5.1 (Operador Linear). Um operador linear 7' é um operador tal que

(7) O dominio D(T") de T' & um espago vetorial e a imagem I'm(7) esta em um espago
vetorial sobre o mesmo corpo;

(i7) Para todo z,y € D(T) e o € K vale
T(x+y) =T(x) +T(y)

T(ax) = aT(z)
Por simplicidade, as vezes escreveremos o item (i) como
T(az + By) = oT(z) + AT(y) (1)
Notacao:
D(T) denota o dominio de 7.

Im(T) denota a imagem de T
N(T') denota o nicleo de T

Por defini¢ao, o nicleo de T' é o conjunto de todos os z € D(T) tal que T'(z) = O.
Algumas propriedades dos operadores lineares podem ser vistas a seguir

(P1) T(0) = 0.
(P2) T(—z) = —T(x).
(P3) T(x—y) =T(x) - T(y).
Exemplo 1.5.1 O operador identidade, I : X — X definido por I(x) = z para todo

z € X é linear.

Exemplo 1.5.2 O operador nulo 0 : X — Y definido por 0(xz) = 0 para todo z € X é
linear.

Exemplo 1.5.3 Seja X o espaco vetorial de todos os polinomios em [a,b]. Podemos
definir um operador linear 7" em X definindo

para todo x € X, onde a linha denota diferenciacao em relacao a t. Este operador T
mapeia X sobre si mesmo.
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Exemplo 1.5.4 Um operador linear 7' de Cla, b] em si mesmo pode ser definido por

T(a(t)) = / w(P)dr € [ab)

Iremos Provar a seguir um importante teorema que relaciona a dimensao da imagem
de um operador com a dimensao de seu ntcleo.

Teorema 1.5.2 (Imagem e Nucleo). Seja T um operador linear. Temos:
(a) A imagem Im(T) é um espago vetorial.
(b) Se dimD(T) =n < oo, entao dimIm(T) < n.

(¢) O nicleo N(T') é um espago vetorial.

Demonstracgao:

(a) Tome qualquer y;,yo € Im(T) e vamos mostrar que ay; + fys € Im(T) para
quaisquer escalares o e 5. Seja y1,y2 € Im(T), temos que y; = T(x1) e yo = T(x2) para
algum zq1,29 € D(T) e axy + fxy € D(T) pois D(T) é um espago vetorial. Como T' é
linear, obtemos

T(axy + fro) = aT(x1) + BT (x2) = ayr + Bys.

donde ay; + fys € Im(T). Portanto, Im(T) é um espago vetorial.

(b) Escolhemos n + 1 elementos 41, ,ynr1 € Im(T) arbitrarios. Temos que y; =
T(x1),* ,Yns1 = T(Yns1) para n—+ 1 vetores xq, - , 2,11 € D(T). Seja dimD(T) =n, o
conjunto {z1,--- ,x,.1} deve ser linearmente dependente. Por isso

oy + -+ A1 Tpgr = 0

onde aq, -+, apyq sd0 nem todos iguais a zero. Como T é linear e T'(0) = 0, aplicando T’
em ambos os lados, obtemos

T(onzy + -+ 4 Qpg1ZTng1) = 1y1 + -+ + Qpgp1Yng1 = 0

isso mostra que {y1,- -, Yn11} é linearmente dependente porque nem todos os «; sao iguais
a zero. lembrando que este conjunto de Im(7') foi escolhido arbitrariamente, donde con-
cluimos que Im(7T') ndo possui subconjuntos linearmente independentes de n+ 1 elementos
ou mais. Por defini¢do isso significa que dimIm(T) < n.

(c) Tome qualquer z1,z5 € D(T'). Entao T(x1) = T(x2) = 0. Como T é linear, para
quaisquer escalares o e 3, temos que

T(Oél’l + ﬁZEQ) = OéT(l‘l) + BT(ZL’Q) = 0.
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concluimos que ax; + fxs € N(T'). Logo, N(T) é um espago vetorial. n

Uma consequéncia imediata da parte (b) da prova é a de que operadores lineares pre-
servam dependéncia linear.

Vamos agora nos voltar para a inversa de um operador linear. Lembra que um operador
T : D(T) — Im(T) é injetivo se, somente se, pontos diferentes do dominio tem diferentes
imagens. isto é, x1, x5 € D(T),

1 7A Ty —> T(l’l) 7& T(Z‘Q)

equivalentemente,
T(xy) =T (x2) = 71 = x9.

Nesse caso, existe o operador T~ : Im(T) — D(T) onde para todo xy € D(T) existe
um yo € Im(T) tal que T (yy) = 7o. Chamamos o operador T~! de inversa de T

DA(T) T

A

X Y

Figura 1.3: Tlustragao representando a inversa de um operador linear.

E de verificacdo imediata os seguintes fatos,
T YT(z)) =2  Vxe& D).
(T y)=y YyeIm(D).

Em conexao com operadores lineares em espacos vetoriais, a situacao é a seguinte, o
inverso de um operador linear existe se, e somente se, o o nucleo do operador consiste
apenas do vetor zero. Mais precisamente, temos o seguinte critério, que aplicaremos com
bastante frequéncia.

Teorema 1.5.3 Sejam X,Y espacos vetoriais, ambos reais ou ambos complexos. Seja
T : D(T) — Y um operador linear onde D(T) C X e Im(T) CY. Temos:
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(a) A inversa T™' : Im(T) — D(T) existe se, somente se, T(z) =0 =z = 0.
(b) Se T~ existe, é um operador linear.

(c) Se dimD(T) =n < oo e T emiste, entao dimIm(T) = dimD(T).

Demonstracgao:
(a) Suponha que T'(z) =0 =z = 0. Seja T'(z1) = T'(z2). Como T ¢é linear,

T(xy —x9) =T(x1) — T(z2) =0,

De modo que x; — xo = 0. Como T(x;) = T(z3) implica que z; = x5 temos que T é
injetiva e existe 7-!. Por outro lado, suponha agora que T~! exista, logo T ¢ injetiva.
Como T é injetiva vale que

T(x1) =T (22) = 71 = 9.

fazendo x5 = 0, obtemos
T(x))=T0)=0=12,=0

e a parte (a) esta provada.

(b) Suponha que T~ existe. Vamos mostrar que T—! & linear. O dominio de 7! é a
Im(T) que é um espaco vetorial pelo teorema 1.5.2(a). Consideremos qualquer x;,zy €
D(T) e suas imagens y; = T'(z1) e yo = T'(x2). Temos x1 = T (y1) e wy = T (). T &
linear, de modo que para quaisquer escalares a e 5 temos

ay + By2 = oI (x1) + BT (x2) = T'(axy + Ba)
Como z; = T~ !(y;), isso implica
T (ay + Bya) = axy + Baa = aT (1) + BT (ya)

Portanto, T~! ¢ linear.

(c) Nos temos dimIm(T) < dimD(T) pelo teorema 1.5.2(b). e dimD(T') < dimIm(T)
pelo mesmo teorema, aplicado a T—!. Portanto dimIm(T) = dimD(T). n

Finalmente mencionamos uma féormula 1til para a inversa da composicao de operadores
lineares (O leitor talvez conheca esta formula para o caso de matrizes quadradas).

Lema 1.5.4 SejaT : X — Y e S :Y — Z dois operadores lineares bijetivos e XY
e Z espagos vetoriais. Entio a inversa (ST)™': Z — Y do produto (da composta) ST
eriste, e

STy ' =115

Demonstracao:
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O operador (ST) : X — Z € bijetivo, logo (ST)™' existe. Temos assim
ST(ST) ' =1,

onde I é o operador identidade em Z. Aplicando S™' e usando que S™'S = Iy (operador
identidade em Y ), nds obtemos

STLST(ST) ™ = T(ST) ™' = §~'I, = S (1.2)

Aplicando T~ e usando que T-'T = Ix (operador identidade em X ), nds obtemos o
resultado desejado

T ST) = (ST) ' =T"'5"! (1.3)

e a prova estd completa. |

1.6 Operadores Lineares Continuos e Limitados

Definigao 1.6.1 (Operadores Lineares Limitados). Sejam X e Y espacos normados
e T : D(T) — Y um operador linear, onde D(T') C X. O operador T" ¢é dito limitado se
existe um namero real ¢ tal que para todo x € D(T),

NT @) < clll]. (1)

Em (1) a norma a esquerda ¢ aquela em Y, e a norma a direita ¢ a norma em X.
Por simplicidade, denotamos ambas as normas pelo mesmo simbolo || - ||, sem perigo
de confusao. A formula (1) mostra que um operador linear limitado mapeia conjuntos li-
mitados em D(7T') em conjuntos limitados em Y. Isso motiva o termo "operador limitado".

Ainda na equacdo (1) podemos nos perguntar qual o menor ¢ tal que vale a mesma
(desconsiderando ¢ = 0), por divisao

T ()]]

< c.
ol ¢

e isso mostra que ¢ é pelo menos tao grande quanto o supremo da expressao a esquerda
tomada sobre D(T') — 0. Dai a resposta a nossa questao é que o menor ¢ possivel em (1)
é esse supremo. Esse namero é indicado por ||T||; portanto

| Tz|]
|T|| = sup ———.  (2)
zeD(T) ||$”
#£0

||T|| ¢ chamada de norma do operador T'. Se D(T') = 0, definimos ||T'|| = 0.

Observe que (1) com ¢ = ||T]| se transforma em

T @) < [Tl (3)
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essa formula serd aplicada com bastante frequéncia.

E claro que devemos justificar o uso do termo "norma'"no contexto atual. Isso serd
feito no lema a seguir.

Lema 1.6.2 Seja T um operador linear como definido em 1.6.1, temos:

(a) Uma formula alternativa para a norma de T é

IT) = sup Tall  (4)
Teller

(b) A norma definida em (2) satisfaz (N1) a (N4) da defini¢ao de norma.

Demonstracgao:
(a) Escrevemos ||z|| = a e y = (1/a)z, onde x # 0. Entdo ||y|| = ||z||/a = 1, e como
T é linear, obtemos

1 1
ITl = sup LTl = sup T(—x) ': sup [Tyl
zeD(T) 4 z€D(T) a yeD(T)
20 220 lyli=1

trocando z por y, obtemos (4).

(b) (NI) é de verificacdo imediata. De ||T|| = 0 nos temos T'(z) = 0 para todo
z € D(T) de modo que T'= 0. Portanto vale (N2). Além disso, (N3) ¢ obtido de

sup [|aTz|| = sup |af|[Tz| = |af sup [Tz
Jall=1 Jall=1 Jall=1

onde x € D(T). Finalmente, (N4) segue de
sup [[(Ty + T3) x| = sup [T+ Tox| < sup [Tyl + sup |[Tox]]

[|lz[|=1 [|lz]|=1 [|lz]|=1 [|lz||=1
x € D(T). n

Exemplo 1.6.1 Operador diferencial. Seja X o espaco normado de todos polindémios
em J = [0, 1] com norma dada ||z|| = maz|z(t)|,t € J. O operador de diferenciagdo T" &
definido em X por

Tx(t) = 2'(t)
onde a linha denota a diferenciacao em com respeito a t. Este operador é linear, mas nao
limitado. De fato, seja z,, = t", onde n € N. Entao ||z||=1e

T, (t) =z, (t) = nt"!

de modo que ||T(z,,)|| = n e [|T(z,)||/||zx|| = n, Como n € N é arbitrario, isso mostra que
nao existe um niamero fixo ¢ tal que ||T(x,)||/||x.|| < n. A partir disso e (1) concluimos
que T nao é limitado.
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Exemplo 1.6.2 Operador Integral. Podemos definir o operador integral 7' : C[0, 1] —
C'0,1] por

y=T(r) onde y(t):/o k(t,m)x(T)dr

Aqui k é uma fungao dada, que é chamada de kernel(ndo é o nucleo) de T e é assumida
como continua no quadrado fechado G = J x J no tr-plano, onde J = [0,1]. T é um
operador linear.

Afirmacao: T é limitado.

Para provar isso, primeiro notamos que a continuidade de k£ no quadrado fechado implica
que k é limitado, digamos, ||k(t,T)|| < ko para todo (k,7) € G, onde kg é um ntimero real.
Além disso,

[#(0)] < ma ()] = |J«| (1.4)

consequentemente

/O 'kt ) (r)dr

= T =
Iyl = 1 T]] = max

1
< k(t d
< i [ ke, la()lar
< Koll]l-

isso resulta que ||T'(z)|| < kol|z||. Tomando ¢ = kg, obtemos que T é limitado.

Um resultado importante para operadores lineares em dimensdo finita serd provado a
seguir.

Teorema 1.6.3 Se um espaco normalizado X tem dimensao finita, entao todo operador

linear em X € limitado.

Demonstragao:
Seja dimX = n e {ey,---,e,} uma base qualquer de X. Nos pegamos qualquer
xr =) &;e; e consideremos qualquer operador linear 7" em X. Como T é linear,

ITall = | &Tes|| £ DIl 1Tesll < maxiTen] Y I¢;]

(somatorio de 1 a n). para a tltima soma, aplicamos o lema das combinacoes lineares para
a; =¢; e xj = e;. Entao obtemos,

Slel <2 S e

1
— ~Jall.

juntado as duas equacoes
1
7@ < Allz[|  onde A = —max|[Tex] .
c

Concluimos que 7' é limitado. [
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Vamos agora considerar importantes propriedades gerais de operadores lineares.

Os operadores sao aplicacoes, de modo que a definicao de continuidade se aplica a eles.
E um fato fundamental que para um operador linear, continuidade e limitacao tornam-se
conceitos equivalentes. Dessa forma podemos enunciar o seguinte teorema,

Teorema 1.6.4 (Continuidade e Limitag¢do) Seja T : D(T) — Y um operador li-
near, onde D(T) C X e X eY sdao espagos normados. temos:

(a) T € continua se, somente se, T € limitada.

(b) Se T é continua em um unico ponto, ela é continua.

Demonstragao:

(a) Se T' = 0 a afirmacao é trivial. Se T" # 0 entdo ||T|| # 0. Assumimos que T é
limitado e consideramos qualquer xy € D(T'). Dado & > 0 qualquer, como T é linear, para
todo x € D(T') temos que

||z — x0|] <6 onde §=_°

noés obtemos
[T (z) = T(xo)|| = ||T(x — z0)|| < [|T|[||x — xo|| < [|T][0 =&.

como xo € D(T') foi arbitrario, isso mostra que 7" é continuo.

Por outro lado, suponha que T seja continua em um z, € D(T) arbitrario. Entéo,
dado qualquer £ > 0, existe um ¢ > 0 tal que se ||z — x¢|| < 0 para todo z € D(T') entdo
T(z) — T(zo)]| < .

Agora tomamos qualquer y # 0 € D(T') e definimos

o . 4]
=29+ —y entao r—x9= Y.
[yl [yl

Donde ||z — z9| = d. Como T é linear, temos

) 1)
|7 = Taol) = |7 (z — o) = HT (—y) H _ iyl
: : i)l = T
que implica
1)

11l
tomando ¢ = £, obtemos [|T'(y)|| < ¢[|y||. Dessa forma, provamos que 7' ¢ limitado.

9
IT()ll < e portanto [[T(y)]| < 5llyll

(b) Continuidade de T' em um ponto implica limitacdo de 7" pela segunda parte da
prova de (a), que por sua vez implica continuidade de T por (a). n
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Corolario 1.6.5 Seja T um operador linear limitado. Entdo:
(a) v, — x (onde x,,x € D(T)) implica T(x,) — T(x)

(b) O Nicleo N(T) € fechado.

Demonstragao:
(a) Como T é linear, vale

T () = T(@)|| = |IT(zn = )| < [[T]|lJ2n = 2|] — 0.

pois x, — x implica ||z, — z|| — 0.

(b) Para todo x € N(T) existe (z,) C N(T) tal que z,, — x. Portanto, T'(x,) —
T'(x) pela parte (a) desse corolario. temos que T'(z) = 0, pois T'(z,,) = 0 de modo que

x € N(T). Como x € N(T) era arbitrario, concluimos que N(T') é fechado. "

Operadores sao aplicacoes, e alguns conceitos relacionados a aplicagoes foram discuti-
dos, notadamente o dominio, a imagem e o niicleo de um operador. Dois outros conceitos
(restrigdo e extensdo) serao adicionados agora.

Vamos comegar definindo igualdade de operadores da seguinte forma,

Dois operadores T} e T5 sao definidos como iguais, e escrevemos,
T, =1,

se eles tem o mesmo dominio D(T7) = D(Ty) e Ti(x) = Ty(x) para todo = € D(T}) =
D(Ty).

A restricdo de um operador 7' : D(T') — Y a um subconjunto B C D(T') é denotado
por
Tlp

e é definido por

T|p:B—Y, T|g(x) =T(x) paratodo z € B.

Uma extensao de T para um conjunto M O D(T) é um operador

T:M—Y, talque T|pq)=T.

isto &, T'(z) = T(x) para todo = € D(T).
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Se D(T') & um subconjunto proprio de M, entao um operador linear 7' dado, tem muitas
extensoes. De interesse pratico sao geralmente aquelas extensoes que preservam alguma
propriedade bésica, por exemplo linearidade (se T for linear) ou limitagao (se D(T') estiver
em um espaco normado e T for limitado).

O seguinte teorema é muito importante com relacao a esse respeito. Trata-se de uma
extensdo de um operador linear limitado T para o fecho D(T) do dominio tal que o
operador estendido é novamente limitado e linear, e ainda tem a mesma norma. Isso
inclui o caso de uma extensao de um conjunto denso em um espaco normado X para todo
X. Também inclui o caso de uma extensao de um espaco normado X ao seu complemento
(Teorema 1.2.7).

Teorema 1.6.6 Seja
T:D(T)—Y

um operador linear limitado. onde D(T) estd em um espago normado X eY é um espago
de Banach. Entao T tem uma extensao

onde T € um operador linear limitado de norma
Tl = [IT]-

Demonstragao:
Consideramos qualquer z € D(T). Pelo Teorema 0.0.9(a), existe uma sequéncia ()
em D(T) tal que z,, — x. Como T ¢é linear e limitado, temos

T (n) = T(em)|| < [T (20 — @) || <[|T[|l2n = 2m]].

isso mostra que (T'(z,)) é de Cauchy, pois (x,) é convergente. Por hipotese, Y é completo,
de modo que T'(z,) converge, digamos

T(x,) —yeY.

definimos T' por .
T(x) =y
Mostramos que esta definicao ¢ independente da escolha particular de uma sequéncia em
D(T) convergindo para z. Suponha que x,, — = e 2, — . Entdo v,, — z, onde (v,,)
é a sequéncia
(21, 21, Ta, 29, -+ ).

Portanto, T'(v,,) converge pelo Corolario 1.6.5(a), e as duas subsequéncias T'(x,) e T(2,)
de T'(v,,) convergem para o mesmo limite. Isso prova que T é tnico, definido para todo
xz € D(T).
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Claramente, T é linear e T'(z) = T'(z) para todo € D(T), de modo que T é uma extensio
de T', agora usamos que
T ()| < [IT[[]n]]

e seja n —» oo. Entdo T(x,) — y = T(z). Como = — ||z|| define uma continua, temos
que )
T (@) < T[]

Portanto T é limitado, e I1T]] < ||T)].
E claro que, ||T|| > [|T|| porque a norma, sendo definida por um supremo, nao pode
diminuir em uma extensdo. Juntos temos ||T'|| = ||T]|. n

1.7 Funcionais Lineares

Um funcional é um operador cujo a imagem esta na reta real R ou no plano complexo
C. E a Analise Funcional foi inicialmente a Anélise de Funcionais, assim como o nome
sugere. Funcionais sao operadores, de modo que as defini¢bes anteriores se aplicam.

Nos precisaremos, em particular, das duas definicoes a seguir, porque a maioria dos
funcionais a serem considerados serao lineares e limitados.

Definicao 1.7.1 Um funcional linear f é um operador linear com dominio em um espaco
vetorial X e imagem no corpo escalar K de X; portanto,

f:D(f) —K
onde K=R se X éreal e K= C se X é complexo.

Definicao 1.7.2 Um funcional linear limitado f é um operador linear limitado com a
imagem em um corpo escalar do espac¢o normado X no qual o dominio D(f) se encontra.
Assim, existe um numero real ¢ tal que para todo x € D(f),

[F@) < dlzfl (1)

além disso, a norma de f é

£(x)
= T met 2
= e @
#£0
ou
17l = sw IF@) (@)
s

Analogamente ao que foi feito para operadores limitados, obtemos que

[F@)l < Al (3)

e um caso especial do Teorema 1.6.4, pode ser enunciado para funcionais lineares.
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Teorema 1.7.3 Um funcional linear f com dominio D(f) em um espaco normado é
continuo se, e somente se, € limitado.

Exemplo 1.7.1 A norma || - || : X — R no espac¢o normado (X, || -||) é um funcional
em X mas nao é linear.

Exemplo 1.7.2 O produto escalar define um funcional f : R*> — R da seguinte forma
f(;l') =T -a= 51061 + 52042 + 53043

onde a = (§;) € R? ¢ fixo.

f é linear e limitado. De fato,
[f(@)] = [ - af < [lz]|]|a]

de modo que ||f|| < ||a|| segue pela equacdo (2b) tomando o supremo sobre todos os x de
norma um. Por outro lado, tomando x = a e usando (3) obtemos

[f(@)] _ lla]l®
[ha = = = [la]l.
lall - [lall
concluimos que a norma de f é ||f|| = ||all.

Exemplo 1.7.3 A integral definida é um ntimero se a considerarmos para uma tUnica
funcao, como fazemos no célculo na maioria das vezes. No entanto, a situacao muda
completamente se considerarmos a integral para todas as funcoes em um determinado
espago de fun¢bes. Entdo a integral se torna um funcional nesse espago. Seja Cla,b] o
espaco das fungoes continuas. Defina f por

z € Cla, b].

f ¢é linear. Vamos provar que f é limitado e tem norma ||f|| = b — a.
De fato, tome J = [a, b] e lembrando a norma em C'a, b], nés obtemos

[f(@)] = / w(t)dt‘§(b—a)ma><|x(t)|Z(b—a)llxll'

teJ

Tomando o supremo sobre todos os = de norma 1, obtemos ||f|| < b — a. Para obter

l|f]| = b — a, tomamos em particular z = xy = 1, note que ||zg|| = 1 e usamos a equacio
(3):
|f (z0)] ’
1512 T 17 o)l = [t ==
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Exemplo 1.7.4 Outro funcional importante no espaco C|a,b] é obtido se escolhermos
ty € J = [a,b] fixo e definirmos

fi(x) = x(to)

z € Cla,b].
f1 definida dessa forma, é linear. f; é limitado e sua norma é ||f|| = 1. De fato,
[fr(@)] = | (to)] < []]],
isso implica que ||f|| < 1 por (2). Por outro lado, para zo = 1 temos ||zo|| = 1 e obtemos
de (3):

[ fil| = [fi(20)] = 1.

Exemplo 1.7.5 Podemos obter um funcional linear f no espaco de Banach [? escolhendo
um fixo a = (a;) € [* e definindo

fla) =3 _&ay.

onde x = (¢;) € [?. Esta série converge absolutamente e f é limitada, pela desigualde de
Cauchy-Schwarz para somas,

@) = > gas| £ D 16l < /D16 Tl = liellall

E de fundamental importancia que o conjunto de todos os funcionais lineares definido
em um espago vetorial X pode ser transformado em um espaco vetorial. Este espaco é
denotado por X* e é chamado de espago dual algébrico de X. Suas operacoes algébricas
do espaco vetorial sao definidas de forma natural do seguinte modo. A soma f; + f, de
dois funcionais f; e fo é o funcional cujo valor em cada x € X é

s(x) = (i + f2) (x) = fi(z) + falx)

o produto af de um escalar a e um funcional f é o funcional p cujo valor em x € X é

p(z) = (af)(z) = af(z)

Podemos dar um passo adiante e considerar o dual algébrico (X)** de X*, cujos elementos
sao os funcionais lineares definidos em X*. No6s chamaremos X** de segundo espago dual
algébrico de X.

Podemos obter ¢ € X**, que ¢ um funcional linear definido em X*, escolhendo um
x € X fixo e definindo

9(f) = 9:(f) = f(x)  (4)



onde f € X* é varidvel. O subscrito x é um pequeno lembrete de que obtivemos ¢ pelo
uso de um certo x € X. O leitor deve observar cuidadosamente que aqui f é a varidvel
enquanto x é fixo. Tendo isso em mente, ele nao deve ter dificuldades na compreensao de
nossa presente consideracao.

g conforme definido por (4) é linear. Isso pode ser visto a partir

gz (fi + Bf2) = (afi + Bf2) (2) = afi(z) + Bfa(2) = ags (f1) + Bga (f2)

Portanto, g, ¢ um elemento de X**, pela definicdo de X**.

A cada x € X corresponde um g, € X**. Isso define uma aplicacao

C:X — X
T gy

C' & chamada de aplicacao candnica de X em X**,

C' é linear, pois seu dominio é um espaco vetorial e temos

(Claz + By))(f) = Gaz+sy(f)
= f(az + By)
=af(x)+ Bf(y)
= Ozgz(f) + ﬂgy(f)
= a(C2)(f) + B(CY)(f)

C também é chamado de incorporacio candnica de X em X**. Para entender e motivar
este termo, primeiro explicamos o conceito de "isomorfismo", que é de interesse geral.

Um isomorfismo 7" de um espaco vetorial X em um espago vetorial X sobre o mesmo
corpo é uma aplicacao bijetiva que preserva as duas operagoes de espaco vetorial; assim,
para todos os x,y € X e escalares a € K,

Tx+y) =Tz + Ty, T(ax) =aoTx

isto ¢, T : X —» X é um operador linear bijetivo. X é entdo chamado isomorfo a X, e X
e X sio chamados espacos vetoriais isomorficos.

[somorfismos para espagos normados sao isomorfismos de espago vetoriais que também
preservam as normas.

Pode-se mostrar que a aplicacao canénica C' é injetiva. Como C é linear, ¢ um isomor-
fismo de X no intervalo Im(C) C X**.

Se C' é sobrejetivo (portanto bijetivo), de modo que Im(C) = X**, entdo X & dito
ser algebricamente reflexivo. Vamos provar na proxima secao que se X é de dimensao
finita, entao X é algebricamente reflexivo.
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1.8 Operadores lineares e funcionais em espacos de di-
mensao finita.

Espacos vetoriais de dimensao finita sao mais simples do que espacos de dimensao
infinita e é natural perguntar que simplificagdo isso implica com respeito aos operadores
lineares e funcionais definidos em tal espaco; esta é a questao a ser considerada, e a resposta
esclarecera o papel de matrizes (finitas) em conexao com operadores lineares, bem como
a estrutura do dual algébrico X* de um espaco vetorial dimensao finita X.

Operadores lineares em espacos vetoriais de dimensao finita podem ser representados
em termos de matrizes, conforme explicado abaixo. Dessa forma, as matrizes tornam-se as
ferramentas mais importantes para o estudo de operadores lineares no caso de dimensao
finita.

Sejam X e Y espacos vetoriais de dimensao finita sobre o mesmo corpoe 7' : X — Y
um operador linear. Escolhemos uma base E = {e, -+ ,e,} para X e B = {by,--- ,b.}
uma base para Y, com os vetores dispostos em uma ordem definida que mantemos fixa.
Entao todo xinX tem uma representacao tnica

r=~&e + -+ &en. (1)

Como T é linear, temos

y=T(z)=T <Z fkek> => &Ter.  (2)
k=1 k=1
Como a representagao (1) é tnica, temos nosso primeiro resultado:

T ¢ determinado unicamente se as imagens yr = T'(ex) dos n vetores de base e1,--- e,
a0 prescritos.

Como y e yr = T'(ex) estao em Y, eles tém representacoes unicas da forma

y=>_mb;  (3a)
j=1

Tep =Y b (3b).
j=1

substituindo em (2), obtemos

r

Yy = anbj = Z&:Tek = kazZTjkbj = Z (Z Tjk€k> b;.
J=1 k=1 k=1  j=1 k=1

j=1
Como os b;s formam um conjunto linearmente independente, os coeficientes de cada b; a
esquerda e a direita devem ser iguais, ou seja,

n]:ZTjkgkh jzly , T (4)
k=1
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Isso produz nosso proximo resultado:
A imagem y =T(x) =Y n;b; de x = Erey, pode ser obtida por (4).
Os coeficientes em (4) formam uma matriz
Tup = (Tjr)

com r linhas e n colunas. Se uma base F para X e uma base B para Y sao dadas, com
os elementos de E e B dispostos em alguma ordem definida (que é arbitrario, mas fixo),
entao a matriz Tgp é determinada exclusivamente pelo operador linear T'. Dizemos que a
matriz Tgp representa o operador 17" em relacao a essas bases.

Ao introduzir os vetores coluna z = (§) e § = (1;) podemos escrever (4) em notagao
matricial:

y = TgpT. (4')

Da mesma forma, (3b) também pode ser escrito em notacao matricial

T(e) = Tgpb
onde T'(e) é o vetor coluna com componentes T'(eq),--- ,T(e,) (que sdo eles mesmos veto-
res) e b & o vetor coluna com componentes by, - - - , b, e temos que usar a transposi¢io Thy

de Tgp porque em (3b) somamos j, que é o primeiro subscrito, enquanto em (4) somamos
sobre k, que é o segundo subscrito.

Nossa consideracao mostra que um operador linear 7" determina uma tnica matriz
representando 7' em relagao a uma determinada base para X e uma determinada base
para Y, onde os vetores de cada uma das bases sao assumidos em uma ordem fixa. Por
outro lado, qualquer matriz com r linhas e n colunas determina um operador linear que o
representa com relagao as bases dadas para X e Y.

Vamos agora aos funcionais lineares em X, onde dimX =n e {e1, -+ ,e,} ¢ uma base

para X, como antes. Esses funcionais constituem o espaco dual algébrico X* de X, como
sabemos da se¢ao anterior. Para cada funcional f e cada z =) {je; € X temos

fz)=f (Z @ej) =D Gfle) =3 &ay. (50)
onde

Q5 = f(ej), j = 1, N (5[))

e f & determinado unicamente por seus valores «; nos n vetores da base de X.

ol



Por outro lado, toda n-upla de escalares aq, - - - , v, determina um funcional linear em
X por (5). Em particular, tomemos as n-uplas

(17 07 07 e 07 O)
0, 1, 0, --- 0, 0)
(0, 0, 0, --- 0, 1)
Por (5) isso da n funcionais, que denotamos por fi,--- , f, com valores

0 sej#k,
1 sej=k

fi(ej) =05 = { (6)

ou seja, fr tem o valor 1 no k-ésimo vetor de base e 0 nos n — 1 outros vetores de base.
d;r € chamado de delta de Kronecker. {fi,---, f.} é chamada de base dual da base
{e1,-++ ,e,} para X. Isso é justificado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.8.1 (Dimensao do X*). Seja X um espaco vetorial n-dimensional e F =
{e1, -+ ,en} uma base para X. Entao F = {f1,---, fu} dado por (6) é uma base para o
dual algébrico X* de X, e dimX* = dimX = n.

Demonstragao:
[ é um conjunto linearmente independente, pois

 Bifelz)=0 (zeX) (7)
k=1
para xr = e; temos
> Befile) =D Bdjp =B =0,
k=1 k=1
para que todos os ;s em (7) sejam zero. Mostramos que todo f € X* pode ser represen-

tado como uma combinagcao linear dos elementos de I’ de uma maneira tinica. Escrevemos
f(e;) = a; como em (5b). Por (5a), temos

flz) = Z L7

para todo x € X. Por outro lado, por (6) obtemos

f](l’) = fj(glel + gnen) =§;.
juntas,

Fle) = D asfi(a).
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Dai a representacao tnica do funcional linear arbitrario f em X em termos dos funcionais

Ji, oo fa @
f=aifi+ -+ ayfn.

]
Para nos prepararmos para uma aplicacao interessante deste teorema, primeiro prova-
remos o seguinte lema.

Lema 1.8.2 Seja X um espago vetorial de dimensao finita. Se xo € X tem a propriedade
de que f(x¢) =0 para todo f € X*, entao xo = 0.

Demonstragao:
Seja {e1, - ,e,} uma base para X e zo = > &je;. Entao por (5) temos
n
Flwo) = &ojy
i=1
Por suposicao, isso é zero para todo f € X*, ou seja, para cada escolha de aq,- -, ay,.
Portanto, todos os §; devem ser zero. [

Usando este lema, podemos agora obter o seguinte teorema,

Teorema 1.8.3 (Algebricamente reflexivo). Todo espago vetorial de dimensao finita
¢ algebricamente reflexivo.

Demonstracgao:
A aplicacao canonica C' : X — X** ¢ linear, como provado na sec¢ao anterior. Cxg = 0
significa que para todo f € X* nos temos

(C0)(f) = gz (f) = f(20) =0,

pela definicao de C. Isso implica xq = 0 pelo Lema 1.8.2. Consequentemente do Teorema
1.5.3 segue que a aplicagdo C' tem uma inversa C~! : Im(C') — X. Também temos
dimIm(C) = dimX pelo mesmo teorema. Agora pelo Teorema 1.8.1,

dimX™ = dimX" = dimX.
Juntos, dimIm(C) = dimX**. Portanto, Im(C) = X** porque Im(C) ¢ um espaco

vetorial e um subespaco proprio de X**. Como I'm(C) tem dimensao menor que dimX**,
pelo Teorema 1.1.4. Por defini¢ao isso prova reflexividade algébrica. [

1.9 Espacgo Dual

Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados (ambos reais ou complexos). Considere
o conjunto B(X,Y') de todos os operadores lineares limitados de X em Y, ou seja, cada
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operador é definido em X e sua imagem esta em Y. Queremos mostrar que B(X,Y’) pode
ser transformado em um espac¢o normalizado.

A questao toda é bastante simples. Em primeiro lugar, B(X,Y’) torna-se um espago
vetorial se definirmos a soma T} +T5 de dois operadores 11, T, € B(X,Y’) de forma natural
por

(11 + T2)(x) = Ta(x) + T(x).

e o produto a7 de um operador T' € B(X,Y’) por um escalar a da seguinte forma
(aT)(x) = aT(z).
Lembrando diretamente do lema 1.6.2, temos imediatamente o seguinte resultado:

Teorema 1.9.1 O espago vetorial B(X,Y') de todos operadores lineares limitados de um
espaco normado X para um espaco normado Y € ele proprio um espag¢o normado com
norma definida por

Tx
|7 = sup 7] _ sup |[Tzl| (1)
vex ||7]] zeX
x#0 [|z]|=1

Em que caso B(X,Y) serd um espaco de Banach? Esta é um questao central, que é
respondida no seguinte teorema. E notavel que a condigao do teorema nao envolve X; ou
seja, X pode ser ou nao completo.

Teorema 1.9.2 Se Y € um espaco de Banach, entio B(X,Y) € um espaco de Banach.

Demonstragao:
Consideramos uma sequéncia de Cauchy arbitraria (7),) em B(X,Y) e mostraremos
que (7},) converge para um operador 7' € B(X,Y).

Como (7)) é de Cauchy, para cada € > 0 existe um N tal que, m,n > N entao
T, —Twl| <e
donde para todo x € X e n,m > N temos
1T () = To(@)l| = (T3, = To) 2l = 1T = Tl 2l <ellll. (2)

Agora, para qualquer z fixo e dado &, podemos escolher € = ¢, de modo que &,||z|| < e.
Entao de (2) temos ||T,,(z) — T, (2)|| < € e vemos que (7,,(x)) ¢ de Cauchy em Y. Como Y
é completo, (7,,(x)) converge, digamos, T,,(z) — y. Claramente, o limite y € Y depende
da escolha de = € X. Isso define um operador 7' : X — Y, onde y = T'(x). O operador
T é linear, pois

lim 7T, (ax + fz) = lim (aT,x + f1,2) = alim T,z + Slim T,z
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Provamos que T é limitado e T,, — T, ou seja, ||T,, — T'|| — 0.

Como (2) vale para todo m > N e T,,,(x) — T'(z), podemos fazer m — oo. Usando
a continuidade da norma, obtemos de (2) para todo n > N e todo x € X

T~ Tal] = |

ﬂ@—hm]ﬁ%:lmﬂm@—ﬂngﬂﬂy (3)
m—0o0 m—0o0

Isso mostra que (7, — T) com n > N é um operador linear limitado. Como T, é
limitado, T" = T,, — (T,, — T') ¢ limitado, ou seja, T € B(X,Y). Além disso, se em (3)
tomarmos o supremo sobre todos os x de norma 1, obtemos

1T, =Tl <e

n > N. Dai, ||T,, = T|| — 0. n
Este teorema tem uma consequéncia importante no que diz respeito ao espaco dual X’
de X, que é definido a seguir.

Definicao 1.9.3 Seja X um espaco normado. Entao o conjunto de todos os funcionais
lineares limitados em X constitui um espaco com norma definido por

17l = s L g 5@ @)
zeX H$|| zeX
240 zll=1

que é chamado de espaco dual de X e é denotado por X'.

Como um funcional linear em X leva elementos de X em R ou C e como R ou C, tomado
com a métrica usual, é completo, vemos que X' e B(X,Y) é completo (Y = R ou C).
Portanto O Teorema 1.9.2 ¢ aplicavel e implica diretamente o seguinte corolario.

Corolario 1.9.4 O espaco dual X' de um espaco normado X é um espago de Banach.

fecharemos a se¢ao refazendo a defini¢ao de isomorfismo, agora para espacgos normados.

Defini¢ao 1.9.5 Um isomorfismo de um espago normado X em um espago normado X
¢ um operador linear bijetivo T': X — X que preserva norma, isto é, para todo x € X,

T ()] = []]]

X ¢é entao chamado isomorfo & X, e X e X sao chamados espagos normados isomorficos.
De um ponto abstrato de vista, X e X sao idénticos.
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Capitulo 2

Espacos de Hilbert

Em um espago normado podemos adicionar vetores e multiplicar vetores por escalares,
como na algebra vetorial elementar. Além disso, a norma sobre tal espaco generaliza o
conceito elementar de comprimento de um vetor. No entanto, o que ainda falta em um
espaco normado em geral, é que gostariamos de ter, se possivel, um analogo do produto
escalar, usado regularmente na geometria analitica por exemplo, onde

a-b= a6+ asfs + asfs

e formulas resultantes,
la| = Va-a

e a condicdo de ortogonalidade (perpendicularidade)
a-b=0

que sao ferramentas importantes em muitas aplicacoes. Dai a pergunta surge se o produto
escalar e a ortogonalidade podem ser generalizados para espacos vetoriais arbitrarios. Na
verdade, isso pode ser feito e leva a espacos de produtos internos e espacos de produtos
internos completos, chamados de espacos de Hilbert.

2.1 Espacos Com Produto Interno (Espacgos de Hilbert)
Os espacos a serem considerados neste capitulo sao definidos a seguir.

Definigao 2.1.1 Um espaco com produto interno (ou espaco pré-Hilbert) é um espago
vetorial X com um produto interno definido em X. Um espaco de Hilbert é um espago
com produto interno completo (completo na métrica definida pelo produto interno). Aqui,
um produto interno em X é uma aplicagao de X x X no corpo escalar K de X; isto é,para
cada par de vetores x e y existe associado um escalar que é escrito (z,y) e é chamado de
produto interno de z e y, tal que para todos os vetores x,y, 2z e escalares o temos:
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(IP1) (x 4+ y,2) = (x, 2) + (y, 2)
(IP2) (ax,y) = a(z,y)
(IP3) (z,y) = (y, x)

(IP4) (z,2) 20, (z,2)=0 <= 2=0.

Um produto interno em X define uma norma em X dada por

|zl = vz, (1)

e uma métrica em X dada por

d(z,y) = llz =yl =Vt -y 2 —y. (2

Portanto, espacos de produto interno sao espacos normados e espacgos de Hilbert sao es-
pacos de Banach.

Em (IP3), a barra denota conjugacao complexa. Assim, se X é um espaco vetorial real,
temos simplesmente

(2, y) =y, 2).
De (IP1) a (IP3) obtemos as seguintes formulas

(ax + By, z) = oz, z) + Bly, 2),

(2, ay) = afz,y),
(z,ay + Bz) = alz,y) + Bz, 2).

Proposicao 2.1.2 (Identidade do Paralelogramo) Seja X um espaco vetorial com
produto interno. Entao

e+ yl* + lle = ylI* = 2 (Jl=[1* + [ly]1*) -

Demonstragao:

x4+ ylI” + lz —yl* = (z,2) + (@, 9) + (W, 2) + (. 9) + (2, 2) — (z,9) — (y,2) + (,9))
=2 ([Jz]]* + [ly]I*) -

Segue diretamente o seguinte resultado, derivado da Identidade do Paralelogramo

Corolario 2.1.3 Seja X um espaco vetorial normado. Entdo a norma de X deriva de
um produto interno se, e somente se, ela satisfaz a identidade do paralelogramo.
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Observagao: Concluimos que se uma norma nao satisfaz a identidade do paralelogramo,
ela nao pode ser obtida a partir de um produto interno. Veremos um exemplo futuramente.

A seguir, vamos introduzir a definicao de dois vetores serem ortogonais em um espaco
com produto interno

Definicao 2.1.4 Um elemento x de um espag¢o com produto interno X é dito ortogonal
a um elemento y € X se
(x,y) =0

Também dizemos que x e y sao ortogonais e escrevemos x L y.

Exemplo 2.1.1 O espago R™ é um espaco de Hilbert com produto interno definido por

(:(:,y) =&m+ -+ &

onde x = (§)ey=(m;), j=1,..,n
A norma desse espaco é proveniente do produto interno,

lz]| = (z,2)Y2 = (€ + -+ &)

Exemplo 2.1.2 O espago C" é um espaco de Hilbert com produto interno definido por

(T y) =&Mm + -+ + &

onde a barra indica a conjugacao complexa. Da equagao acima, obtemos a norma definida
da seguinte forma

|z]| = (5151 &, n) (|§ | NI |§n’2)1/2

Exemplo 2.1.3 O espaco [? ¢ um espaco de Hilbert com produto interno definido por
Ty) =Y &
j=1
A norma ¢é definida por

1/2
2] = (@, 2)"/? = (Zlfy )

Exemplo 2.1.4 O espacgo [P com p # 2 nao € um espaco com produto interno, portanto,
nao € um espaco de Hilbert.

Nossa afirmacao significa que a norma de [P com p # 2 nao pode ser obtida a partir de
um produto interno. Provamos isso mostrando que a norma nao satisfaz a identidade do
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paralelogramo. Na verdade, vamos tomar x = (1,1,0,0,---) € P e y = (1,—1,0,0,---) €
[P e calcular

lz|| = [lyl| = 2Y7, |z +yll =z —y|| =2
Dai,
|z +ylP+]lz—y|P =4+4=38
e
2(||=(1 + [lyl|?) = 2(27 + 2Y/7) = 2(2 - 2*/7).
Onde

Iz + 511 + llz = ylI* =2 (Il=[* + lyl1*)

somente no caso em que p = 2. Logo a identidade do paralelogramo nao é satisfeita para

p# 2

Exemplo 2.1.5 O espago Cla,b] nao € um espago com produto interno,portanto, nao é
um espaco Hilbert.

Mostraremos que a norma
[z]] = max[z(t)] ¢ € J=]a,b]
nao pode ser obtida a partir de um produto interno, uma vez que esta norma nao satisfaz

a identidade do paralelogramo. De fato, se tomarmos z(t) = 1 e y(t) = (t — a)/(b — a),
temos [|z[| = 1,[ly[| = 1 e

:v(t)+y(t):1—l—z:z
t—a
x(t)—y(t):l—b_a.

Como [l +yll = 2,]lz =yl = 1 e
e+ ylP +lle—glP =5 mas 2(|Jl>+ |ly][2) =

Isso completa a prova.

Por fim, iremos enunciar um resultado importante para espaco com produto interno,
chamado de identidade de polarizacao

Proposicao 2.1.5 Seja X um espaco vetorial com produto interno. FEntao para todo
x,y € Xs vale

(a) (z,y) = 1 (lz +yll* = llz = y*). (caso real)

(0) (.y) = 7 lllz +yll* = l= = ylI* + i (l= + iyl]* — ||z — iy[|*)]. (caso complezo)
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Demonstragao:
(a) Considere as seguintes igualdades

{ |z + y||z = IIxIIz + (2, y) + (y, z) + ||y||z
|z —yll” = [|=]|* = (z,y) — (¥, 2) + ||yl

Subtraindo a segunda da primeira, temos
lz +yll? =z =yl = l2)1* + (=, 9) + (v, 2) + [lylI* = (2]* = (2, 9) = (v, 2) + [y]*)
2 +yl1? = llz = ylI* = [l2]* + (2, 9) + (&, 9) + Iyl = 2]* + (z,9) + (z,9) = y]?
[+ ylI* = |z — yl* = 4z, y)

1
Tz 4yl = llz = yl*) = (z.y)

(b) Considere as igualdades

(ol <l o)+ ) I 2 Bl i) 4 g 4 Lol
o = iyl = el + (o —iy) + (=ig. ) + ol = ol + .9} = i) + ol

Subtraindo a segunda da primeira obtemos
Iz +ayl* — [lo — iyl* = =2i(2,y) + 2ify, 2). (1)
Da parte (a) da demonstracao temos que:
lz +yll* — llo — ylI* = 2(z,9) + 2(y,2).  (2)
Multiplicando (1) por ¢ e somando com (2):

lz+yl* =z —ylI> +i (|l +iyl]> — |z — iy]|?) = 2(z,y) + 2{y, ) + 2(z,y) — 2(y, x)
= 4z, y),

completando a demonstracao. [

2.2 Propriedades Dos Espacos com Produto Interno

Em primeiro lugar, devemos verificar que (1) na se¢ao anterior define uma norma: (NI)
e (N2) da defini¢ao de norma (se¢do 1.2) seguem de (IP4). Além disso, (N3) é obtido pelo
uso de (IP2) e (IP3); na verdade,

laz]|* = (az, az) = adlz, z) = |af*||z]*

Finalmente (N4) é concluido de:
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Proposicao 2.2.1 Seja X um espaco com Produto Interno. Para todo x,y € X wvale:
(a) |[{z, )| < |lz||||yl| (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

onde a igualdade vale se, e somente se, {x,y} é um conjunto linearmente dependente.
(0) |z +yll < =] + [lyl]- (Desigualdade Triangular)

onde a igualdade vale se, e somente se, y=0 oux =cy (c>0).

Demonstracgao:
(a) Para todo z,y € X et € R vale

(x +ty,x+ty) >0

mas
(@+ty,x+ty) = [[2|* + 2z, y)t + [lylI*+*

logo o discriminante deste polindmio do segundo grau nao pode ser positivo:
4z, y)* — 4|yl < 0

que implica

[(z, )| < [l][[]yl]
se y = 0 a igualdade se torna trivial. Se 0 = (z + ty,x + ty) = ||z + ty|| entdo 0 = = + ty
que implica x = —ty provando a dependéncia linear.

(b) Temos que
lz +ylI* = (@ +y, 2 +y) = l2l” + (z,9) + (v, 2) + [lyll*

Pela Desigualdade de Cauchy-schwarz,

[z, )] = [y, x| = [l=]l]ly]

Dessa forma,
Iz +ylI* < [l + 2[¢z, )] + lly]l*
< lzff* + 2l |yl + [yl

= (=]l + llyl)*
Provando o resultado que queriamos. A igualdade resultado do mesmo argumento da letra

(a). "
Outra propriedade frequentemente utilizada é a continuidade do produto interno:

Lema 2.2.2 Seja X um espaco com produto interno. Se xr, — x ey, — ¥y, entao
<xmyn> — <x,y>

61



Demonstragao:
Subtraindo e somando um termo, usando a desigualdade triangular para ntimeros e,
finalmente, a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

(s Yn) = (2, 9)]

<‘rn7yn> - <In,y> + <;En,y> - <SL’,y>|

|
S (s Y — W) + {20 — 2, 1) (2.1)
= llzall llyn =yl + llzn — 2| lyl — 0
pois (z, —x) — 0 e (y, —y) — 0 quando n — oc. n

Como primeira aplicacao deste lema, vamos provar que todo espaco com produto in-
terno pode ser completado. O completamento ¢ um espaco de Hilbert e é tinico, exceto
para isomorfismos. Aqui a definicao de um isomorfismo é a seguinte:

Definigao 2.2.3 Um isomorfismo T' de um espago com produto interno X em um espago
com produto interno X sobre o mesmo corpo é um operador linear bijetivo T : X — X
que preserva o produto interno, ou seja, para todo =,y € X,

(Tx, Ty) = (z,y)

X & entdio chamado isomorfo a X, e X e X sio chamados espacos com produto interno
isomorficos. Observe que a bijetividade e a linearidade garante que 7' ¢ um isomorfismo
do espaco vetorial X em X, de modo que T preserva toda a estrutura do espaco com
produto interno. 7' também é isometria de X em X porque as distancias em X e X sdo
determinadas por as normas definidas pelos produtos internos em X e X.

O teorema sobre o completamento de um espaco com produto interno pode agora ser
declarado, como segue.

Teorema 2.2.4 (Completamento). Para qualquer espaco com produto interno X existe
um espaco de Hilbert H e um isomorfismo A de X em um subespaco denso W C H. O
espaco H € unico exceto para isomorfismos.

Demonstracgao:

Pelo teorema 1.2.7 existe um espaco de Banach H e uma isometria A de X em um
subespaco W de H que é denso em H. Para razoes de continuidade, sob tal isometria,
somas e miltiplos escalares de elementos em X e W correspondem entre si, de modo que
A é mesmo um isomorfismo de X em W, ambos considerados espacos normados. O Lema
2.2.2 mostra que podemos definir um produto interno em H por

(#,9) = lim (25, yn)
n—oo
as notagoes sendo como no Teorema 1.2.7 | isto é, (z,,) e (y,) sdo representantes de & € H
e y € H, respectivamente. Tomando a identidade de polarizacao em conta, vemos que A
¢ um isomorfismo de X em W, ambos considerados como espacos de produto interno.
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O Teorema 1.2.7 também garante que H é tnico, exceto para isometrias, ou seja, dois
completamentos H e H de X estio relacionadas por uma isometria 7 : H — H. Racio-
cinando como no caso de A, concluimos que 7' é um isomorfismo do espaco de Hilbert H
sobre o Espaco de Hilbert H. [

Um subespago Y de um espaco com produto interno X é definido como um subespago
vetorial de X tomado com o produto interno em X restrito a ¥ x Y.
Da mesma forma, um subespaco Y de um espaco de Hilbert H é definido como um
subespaco de H, considerado como um espaco com produto interno. Observe que Y nao
precisa ser um espaco de Hilbert porque Y pode nao ser completo. Na verdade, dos
Teoremas 1.2.4 e 1.3.2 temos imediatamente as afirmagoes (a) e (b) no seguinte teorema.

Teorema 2.2.5 Seja Y um subespaco de um espaco de Hilbert H. Entao:
(a) Y é completo se, e somente se, Y é fechado em H.

(b) Se Y € de dimensado finita, entao Y é completo.

2.3 Complementos ortogonais e somas diretas

Definicao 2.3.1 O segmento que une dois elementos dados x e y de um espaco vetorial
X ¢é definido como o conjunto de todos os z € X da forma

z=ar+(l—a)y (aeR0Za=s1).

Um subconjunto M de X é convexo se para todo =,y € M o segmento unindo x e y esta
contido em M.

Teorema 2.3.2 Seja X um espaco com produto interno e M # () um subconjunto convexo
que € completo (na métrica induzida pelo produto interno). Entdo para cada dado x € X
existe um unico y € M de tal modo que

o= it o= gl =lle =gyl (1)

Demonstracgao:
(a) Existéncia. Pela defini¢do de infimo existe uma sequéncia (y,) em M tal que

0, — 6 onde On = ||z = ynll- (2)

vamos mostrar que (y,) é de Cauchy. Escrevendo y, — x = v,, temos ||v,|| = 0, e

=2
5 =

1
||Un+vm” = ‘|yn+ym _sz =2|5 (yn+ym) -
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porque M é convexo, de modo que %(yn +Ym) € M. Além disso, temos Y, — Ym = Up — Upy.
Portanto, pela igualdade do paralelogramo,

2 2 2 2 2
19 = Ymll” = llvn = vinll” = = 0w + veall* + 2 ([0alI” + [[om[")
= —(20)* +2(0 +0m”)

e (2) implica que (y,) ¢ de Cauchy. Como M é completo, (y,) converge, digamos, y, —
y € M. Como y € M, temos ||z — y|| = 0. Também, por (2) temos

lz =yl = llz = ynll + llyn =yl = 00+ llyn =9l — 6

Isto mostra que ||z — y|| = d

(b) Unicidade. Assumimos que y € M e yy € M ambos satisfazem
le—yll=0 ¢ [lz—uyoll =4

e mostraremos que yy = y. Pela igualdade do paralelogramo,
2 2
1y = woll™ = ll(y — ) = (o — )|
= 2|y — @l* + 2|yo — «l* = | (y — 2) + (3o — 2)|I”
2

1
—(y+w)—=z

:2ﬁ+2ﬁ—222

onde a direita, 3(y + yo) € M, de modo que

1
||§(y+y0) — || = 9.

Isso implica que o lado direito é menor ou igual a 262 + 262 — 462 = 0. Portanto, temos a
desigualdade ||y —yo|| < 0. Claramente, ||y—yo|| = 0, de modo que devemos ter igualdade,

e Yo =Y. ]
Segue diretamente desse teorema o seguinte lema sobre vetores perpendiculares.

Lema 2.3.3 No Teorema 2.5.2, seja M um subespaco completo Y e x € X fizo. Entao
z=ux—1y € ortogonal a Y.

Demonstracgao:
Se z L Y fosse falso, haveria um y; € Y tal que

(z,y1)=B#0. (3
Claramente, y; # 0, caso contrario (z,y;) = 0. Além disso, para qualquer escalar «,

Iz — ayi||* = (2 — a1, 2 — awn)
= (z.2) —a(zy1) — a[{y, 2) — @ (Y1, 1)]
= (z,2) —af —a[B—a(y,u)]
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A expressao entre colchetes [ - -] é zero se escolhermos

a = s
<y1:y1>
De (1) temos ||z|| = ||z — y|| =, de modo que nossa equagao agora produz
18I° 2
Iz = am |l = |l — <0
(Y1, 1)

Mas isso é impossivel porque temos
z—ayr=x—1y, onde Yy =y+ay €Y,

de modo que ||z — ayy|| = ¢ pela definigdo de 0. Portanto (3) nao pode ser valido, e o
lema esta provado. [

Nosso objetivo ¢ uma representacao de um espaco de Hilbert como uma soma direta
que é particularmente simples e adequada porque utiliza ortogonalidade. Para entender a
situagao e o problema, vamos primeiro introduzir o conceito de soma direta. Esse conceito
faz sentido para qualquer espacgo vetorial e é definido como a seguir.

Defini¢ao 2.3.4 (Soma direta). Diz-se que um espago vetorial X é a soma direta de
dois subespacos Y e Z de X, escritos

X=Y®Z
se cada x € X tem uma representagao tnica
r=vy-+=z
onde y € Y e z € Z. Entao Z é chamado de complemento algébrico de ¥ em X e

vice-versa, e Y, Z é chamado de par complementar de subespacos em X.

Da mesma forma, no caso geral de um espaco de Hilbert H, o principal interesse diz
respeito a representacoes de H como uma soma direta de um subespaco Y fechado e seu
complemento ortogonal

Yt={z€H|z LY}

que é o conjunto de todos os vetores ortogonais a Y. Isso nos da nosso principal resultado
nesta secao, que as vezes é chamado de teorema da projecao, por razoes a serem explicadas
apos a prova.

Teorema 2.3.5 (Soma direta). Seja Y qualquer subespaco fechado de um FEspaco de
Hilbert H. Entao
H=Y®Z onde Z=Y*+ (4
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Demonstragao:

Como H é completo e Y é fechado, Y é completo pelo Teorema 0.0.10. Como Y é
convexo, O Teorema 2.3.2 e o Lema 2.3.3 implica que para todo x € H existe um y € Y
tal que

r=y+z onde z€Z=Y" (5)

Para provar a unicidade, assumimos que
r=y+z=y1+2x

onde y,y1 € Y e 2,21 € Z. Entao y —y; = 2z — 2. Desde y —y; € Y enquanto
z1—2€Z =YL vemos que y —y; € (Y NYL) = 0. Isso implica y = y;. Dai também
concluimos que z = 2;. [

O vetor y em (5) é chamado a projegao ortogonal de z em Y (ou, brevemente, a pro-
jecdo de z em Y'). Este termo é motivado por conceitos elementares da geometria. |[Por
exemplo, podemos tomar H = R? e projetar qualquer ponto x = (£1,&) no eixo & que
entdo desempenha o papel de Y; a projegao é y = (£,0).]

A equacao (5) define a aplicacao

P:H—Y
r+—y= P(x)

P é chamada de Projegao ortogonal (ou operador projecao) de H em Y. P é um
operador linear limitado.

Figura 2.1: Notagao em conexao com o Teorema 2.3.5.

P ¢ uma aplicacao que mapeia

HemY,
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Y sobre si mesmo,
Z =Y+ em {0},

e é idempotente, ou seja,

assim, para todo =z € H,
P2(z) = P(P(z)) = P(x)

Portanto, P|y é o operador identidade em Y. E para Z = Y temos imediatamente o
seguinte lema

Lema 2.3.6 O complemento ortogonal Y- de um subespaco fechado Y de um espaco de
Hilbert H € o niicleo N(P) da projegao ortogonal P de H em Y .

Um complemento ortogonal é um espaco nulo especial, onde, por definicao, o espaco
nulo M+ de um conjunto M # () em um espaco com produto interno X é o conjunto

M+ ={z e X|z L M}.
Assim, z € M+ se, e somente se, (z,v) = 0 para todo v € M. Isso explica o nome.

Observe que M+ é um espaco vetorial, pois z,y € M~ implica para todo v € M e
todos os escalares «, 8

(az + By, v) = afz,v) + Bly,v) =0
portanto, ax + By € M.
Mc M. (69
de fato,z € M =2 L M+ =z € M+t

Proposicao 2.3.7 Se Y ¢ um subespaco fechado de um espaco de Hilbert H, entao
Y=Y (6)

Demonstragao:

Y C Y+ por (8%). Mostraremos que Y1+ C Y. Seja x € Y. Entdo # = y + z pelo
Teorema 2.3.5, onde y € Y C Y+ por (8*). Como Y1+ é um espago vetorial e x € Y1+
por suposicao, também temos z = x —y € Y+, portanto z L Y. Mas z € Y+ por 2.3.5.
Juntos z L z, portanto z = 0, de modo que z = v, isto ¢, z € Y. Como z € Y+ foi
arbitrario, isso prova que Y+ C Y. [

67



A propriedade (6) é a principal razdo para o uso de subespagos fechados no contexto
atual. Uma vez que Z+ = Y1+ =Y a férmula (4) também pode ser escrita

H=Z&Z"
Segue-se que x — z define uma projecao (Fig. 2.1)
P,H—2Z  (9)

de H em Z, cujas propriedades sao bastante semelhantes as da projecao P considerada
antes.

Fecharemos a sessao com um resultado sobre conjuntos densos em espacos de Hilbert.

Proposicao 2.3.8 Para qualquer subconjunto M # (0 de um espaco de Hilbert H, o
spanM ¢é denso em H se, e somente se, M+ = 0.

Demonstracgao:

(a) Seja * € M* e suponha que V = spanM seja denso em H. Entdo z € V = H.
Pelo Teorema 0.0.9(a) existe uma sequéncia (r,) em V tal que x,, — 2. Como x € M+
e M+ 1V, temos (z,,r) = 0. A continuidade do produto interno (Lema 2.2.2) implica
que (z,,z) — (z,z). Juntos, (z,z) = ||z||* = 0, de modo que x = 0. Como x € M* foi
arbitrario, isso mostra que M+ = {0}.

(b) Reciprocamente, suponha M+ = {0}. Se # L V, entdo x L M, de modo que
xr € Mj e z = 0. Portanto, V*+ = O. %servando que V é subespaco de H, obtemos
assim V' = H do Teorema 2.3.5 com Y = V. [

2.4 Conjuntos e sequéncias ortonormais

Ortogonalidade dos elementos conforme definido na Sec. 3.1 desempenha um papel
fundamental nos espacos com produto interno e espacos de Hilbert. Uma primeira im-
pressao desse fato foi dada na secao anterior. De particular interesse sao conjuntos cujos
elementos sao ortogonais em pares. Para entender isso, lembremo-nos uma situacao fami-
liar no espaco euclidiano R3. No espaco R?, um conjunto desse tipo é o conjunto formado
por trés vetores unitarios nas direcoes positivas do eixos de um sistema de coordenadas
retangulares; chame esses vetores de e, es, e5. Esses vetores formam uma base para R3,
de modo que todo = € R® tem uma representacao tnica (Fig. 2.2)

T = €] + (aeg + (zes.

Agora vemos uma grande vantagem da ortogonalidade. Dado x, podemos determinar
prontamente os coeficientes desconhecidos aq, s, a3 através do produto interno. De fato,
para obter «ay basta multiplicar a representacao de x por ey, ou seja,

(z,e1) = ay {e1, 1) + az (e, €1) + a3 (€3, €1) = au,
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3

Q€3

o

f ey \
%e

Figura 2.2: Conjunto Ortonormal {ej, s, 3} em R? e a representacio r = aje; + ages +
Q3€3.

e assim por diante. Em espagos de produto interno mais gerais existem outras possibili-
dades para o uso de conjuntos ortogonais, ortonormais e sequéncias, como explicaremos.
De fato, a aplicacao de tais conjuntos e sequéncias compoe uma parte substancial de toda
a teoria de produtos internos e espacos de Hilbert. Comecemos nosso estudo sobre esta
situacao, introduzindo os conceitos necessérios.

Defini¢ao 2.4.1 (Conjuntos Ortonormais e sequéncias). Um conjunto ortogonal
M em um espago com produto interno X é um subconjunto M C X cujos elementos sao
ortogonais aos pares. Um conjunto ortonormal M C X é um conjunto ortogonal definido
em X cujos elementos tém norma 1, ou seja, para todo x,y € M,

R (A

Se um conjunto ortogonal ou ortonormal M é enumeravel, podemos organiza-lo em
uma sequéncia (z,) e denominar de sequéncia ortogonal ou ortonormal, respectivamente.

Mais geralmente, um conjunto indexado, ou familia, (z,), o € I, é chamado ortogonal
se o L x5 para todo o, 8 € I, # 3. A familia chama-se ortonormal se for ortogonal e
todos os (z,) tiverem norma 1, de modo que para todos a, 8 € I temos

0 sea#f
1 sea=7/p.

<$a,335> = 504,3 = {

Aqui, 0,5 € o delta de Kronecker, como na Sec. 1.8.

Para os elementos ortogonais xz,y temos (x,y) = 0, de modo que vale o Teorema de
Pitagoras
lz +yll* = [zl +lyll*. (3)
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Figura 2.3: Teorema de Pitagoras (3) em R?

Mais geralmente, se {zy, - ,2,} é um conjunto ortogonal, entao
e Il | oY S o [ | P O

De fato, (x;j, z) = 0 se j # k; consequentemente,

J

(soma de 1 até n). Também notamos

J

Lema 2.4.2 Um conjunto ortonormal € linearmente independente.

Demonstracgao:
Seja {e1, - ,e,} um conjunto ortonormal e considere a equagao

are; + -+ ape, =0

A multiplicacao por um e; fixo da

<Z akeka€j> = Zak (er, ej) = aj(ej,e;) = a; =0
k

k

e prova a independéncia linear para qualquer conjunto ortonormal finito. este fato também
implica independéncia linear se o conjunto ortonormal dado for infinito, pela defini¢ao de

independéncia linear na Secao 1.1.

Exemplo 2.4.1 O espago R3 os trés vetores unitérios (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) na diregao
dos trés eixos de um sistema de coordenadas retangulares formam um conjunto ortonormal.

Exemplo 2.4.2 No espago [?, uma sequéncia ortonormal é (e,), onde e, = (d,;) onde

tem o n-ésimo elemento igual a 1 e todos os outros nulos.
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Exemplo 2.4.3 Seja X o espaco com produto interno de todas funcoes continuas de
valores reais em [0, 27] com produto interno definido por

2
@)= [t
Uma sequéncia ortogonal em X é (u,,), onde
un(t) = cos(nt) n=01---.
Outra sequéncia ortogonal em X é (v,), onde
v (t) = sen(nt) n=0,1,---
De fato, por integracao obtemos

2 0 sem#mn
(U, Upy) = / cos(mt) cos(nt)dt = < sem=n=1,2,--- (5)
0

2r sem=n=20

e similarmente para (v, ). Portanto, uma sequéncia ortonormal é (e,), onde

1 un(t)  cos(nt)
Ve [ VT
De (v,) obtemos a sequéncia ortonormal (é,), onde
n(t t
én(t)—v ()_Sen(n) (n:1,2,)

[[on]] VT

Uma grande vantagem de sequéncias ortonormais sobre sequéncias arbitrarias line-
armente independentes é a seguinte. Se soubermos que um dado x pode ser represen-
tado como uma combinagao linear de alguns elementos de uma sequéncia ortonormal,
entao a ortonormalidade torna a determinacao dos coeficientes muito facil. De fato, se
(e1,€2,++) é uma sequéncia ortonormal em um espago com produto interno X e temos
x € span{ey, -+ ,e,}, onde n é fixo, entao pela definicdo de span,

T = Zakek, (6)
k=1

e se tomarmos o produto interno por um fixo e; obtemos

(x,e5) = <Z Ozkek,ej> = Zak (e, €ej) = ay.

Com esses coeficientes, (6) se torna
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Isso mostra que a determinagao dos coeficientes desconhecidos em (6) é simples. Outra
vantagem da ortonormalidade se torna aparente se em (6) e (7) queremos adicionar outro
termo au,y1€n41;

T =2+ app1eny1 € spanfer, -, i1}

entao precisamos calcular apenas mais um coeficiente ja que os outros coeficientes perma-
necem inalterados.

Mais geralmente, se considerarmos qualquer z € X, nao necessariamente em Y, =
span{ey, - , e, }, podemos definir y € Y,, configurando

n

y = Z (x,ex) e, (8a)

k=1
onde n é fixo como antes, e entao defina z da seguinte forma
r=1y+z, (8b)

isto &, z = xr — y. Queremos mostrar que z 1 y. Para realmente entender o que esta
acontecendo, observe o seguinte, cada y € Y,, € uma combinacao linear

n
Y= E Q€.
k=1

Onde ay = (y, ), como segue do que discutimos antes. Nossa afirmagao é que para a
escolha particular o = (x,e), k =1,--- ,n, temos que obter um y tal que z =z —y L .
Para provar isso, notamos primeiro que, pela ortonormalidade,

ol = (3" (e e er D (wemd em) = D lwed*. (9)

Usando isso, podemos agora mostrar que z L y:

(z,y) = —y,y) = (v,y) — (¥, )

Portanto, a relagao pitagorica (3) da
121 = 1lyll* + [1=11*. (10)

Por (9) segue que
2
1217 = 1] + [ly]* = 2]* = Y [z, ex)] (11)
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Como ||z|| = 0, temos para todon =1,2,---

D Hwen <l (129
k=1

Essas somas tém termos nao negativos, de modo que formam uma sequéncia monotona
crescente. Esta sequéncia converge porque ¢ limitada por ||z||>. Esta é a sequéncia das
somas parciais de uma série infinita, que assim converge. Portanto (12*) implica

Teorema 2.4.3 Seja (e) uma sequéncia ortonormal em um espaco com produto interno
X. Entao para todo xinX

oo
Z [z, e) | < ||| (Desigualdade de Bessel). (12)
k=1
Os produtos internos (x,e;) em (12) sdao chamados de coeficientes de Fourier de z em
relagdo a sequéncia ortonormal (ey).

Observe que se X é de dimensao finita, entao todo conjunto ortonormal em X deve ser
finito porque é linearmente independente por 2.4.2. Dai em (12) temos entao uma soma
finita.

Processo de Ortonormalizacao de Gram-Schmidt

Vimos que sequéncias ortonormais sao muito convenientes para trabalhar com elas. O
problema pratico restante é como obter uma sequéncia ortonormal de uma sequéncia arbi-
traria linearmente independente dada. Isso é realizado por um procedimento construtivo,
o processo de Gram-Schmidt para ortonormalizacao de uma sequéncia linearmente
independente (z;) em um espaco com produto interno. A sequéncia ortonormal resultante
(ej) tem a propriedade de que para todo n,

span{ey, -+ ,e,} = span{xy, -, x,}.
O processo é como se segue.

12 Passo. O primeiro elemento de (ey) é

1

€1 = —a1.
[|1]]

[\V]
=]

Passo. x; pode ser escrito da seguinte forma:
To = <l’2, €1> €1 + (%)

Entao
Vg = Tg — <$2, 61) €1
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- <’@ 5'1) &

L]

é (%2, €,) e

Figura 2.4: Processo de Gram-Schmidt, 2° Passo.

nao & o vetor zero ja que (z;) é linearmente independente; temos vy L e; uma vez que
(v9,e1) = 0, de modo que podemos tomar

1
€y =— ——Va.
02|

32 Passo. O vetor
U3 = T3 — <$3, 61) €1 — <$3,€2> €2
nao é o vetor zero, e vs L e; bem como vy L e5. Dai, tomamos
9 3 3 5
1
€3 = ——U3.
||vs]|
n? Passo. O vetor

Up = Ty, —

(]

(X, e) e (13)

T
I

-1
22 (on )
k=1

v, LV

€n

n—1
kEI <xn3 ek) €

Figura 2.5: Processo de Gram-Schmidt, n® Passo.

nao é o vetor zero e é ortogonal a ey, --- ,e,_ 1. A partir dele n6s obtemos
1

€n = ——Up. (14)
[[on]
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Estas sao as formulas gerais para o processo de Gram-Schmidt. Observe que a soma

subtraida do lado direito de (13) é a projegdo de x,, no span{ey,---,e,_1}. Em outras

palavras, em cada passo, subtraimos de x,, suas "componentes” nas diregoes dos vetores
1

previamente ortogonalizados. Isso d& v, que é entao multiplicado por W, de modo que
Un

obtemos um vetor de norma 1. v, nao pode ser o vetor zero para qualquer n. De fato, se n
fosse o menor indice para o qual v, = 0, entao (13) mostra que x,, seria uma combinacao
linear de ey, -+ ,e,_1, portanto, uma combinacao linear de xy,--- ,z,_1, contradizendo a
suposicao de que {z1,--- ,z,} é linearmente independente.

2.5 Conjuntos e sequéncias ortonormais totais

Defini¢ao 2.5.1 (Conjunto ortonormal total). Um conjunto total (ou conjunto fun-
damental) em um espago normado X é um subconjunto M C X cuja extensao é densa em
X. Assim, um conjunto ortonormal (ou sequéncia ou familia) em um espago com produto
interno X que é total em X & chamado de conjunto ortonormal total (ou sequéncia ou
familia, respectivamente) em X.

M é total em X se, e somente se,
spanM = X.

Isso é 6bvio a partir da definigao.

Uma familia ortonormal total em X as vezes é chamada de base ortonormal para X.
No entanto, é importante notar que esta nao é uma base, no sentido da algebra, para X
como um espaco vetorial, a menos que X tenha dimensao finita.

Teorema 2.5.2 Seja M um subconjunto de um espaco com produto interno X. Entdo:

(a) Se M é total em X, entdo nao existe um x € X diferente de zero que é ortogonal
a cada elemento de M ; brevemente,

1l M=2=0. (1)

(b) Se X é completo, essa condi¢ao também é suficiente para a totalidade de M em

X.

Demonstragao:

(a) Seja H o completamento de X. Entao X, considerado como um subespago de H,
é denso em H. Por suposicao, M é total em X, de modo que o spanM é denso em X,
portanto, denso em H. A Proposicao 2.3.8 implica que o complemento ortogonal de M
em H é {0}. A principio, se z € X e x L M, entao x = 0.
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(b) Se X é um espago de Hilbert e M satisfaz essa condigao, de modo que M+ = 0,
entao a Proposicao 2.3.8 implica que M ¢é total em X. [

A completude de X em (b) é essencial. Se X nao for completo, pode nao existir um
conjunto ortonormal M C X tal que M seja total em X.

Do Teorema 2.4.3

Z [z, e)|” < ||| (Desigualdade de Bessel). (2)
k=1

daremos um nome especial para o caso em que vale a igualdade na desigualdade de Bessel,
chamaremos esse caso de relacao de Parseval

> Ka,er)”=|lz]>  (Relagdo de Parseval).  (3)
k=1
e produz outro critério para a totalidade:

Teorema 2.5.3 Um conjunto ortonormal M em um espaco de Hilbert H ¢ total em H
se, e somente se, para todo x € H a rela¢io de Parseval (3) é vdlida (soma sobre todos os
coeficientes de Fourier diferentes de zero de x em relagio a M ).

Demonstragao:

(a) Se M nao ¢é total, pelo Teorema 2.5.2 existe um vetor diferente de zero x L M em
H. Como x L M, em (3) temos (z,e;) = 0 para todo k, de modo que o lado esquerdo em
(3) é zero, enquanto ||z||> # 0. Isso mostra que (3) nao vale. Portanto, se (3) vale para
todo x € H, entao M deve ser total em H.

(b) Por outro lado, suponha que M seja total em H. Considere qualquer = € H e seus
coeficientes de Fourier diferentes de zero dispostos em uma sequéncia (x,eq), (z,es), -,
ou escrita em alguma ordem definida se houver sao apenas um niimero finito deles diferente
de zero. Agora definimos y por

Y= Z (x,er) ek, (4)

observando que no caso de uma série infinita, a convergéncia segue de Teorema 2.4.3.
Vamos mostrar que x —y L M. Para cada e; ocorrendo em (4) temos, usando a ortonor-
malidade,

(@ —y,e) = (m,e5) = > _(w,ex) (en,¢j) = (w,¢5) — (w,¢;) =0
K
E para cada v € M nao contido em (4) temos (x,v) = 0, de modo que

(x —y,v) = (x,v)—Z(a:,eQ (e, v) =0—0=0

k
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Daix —y L M, isto ¢, v —y € M+. Como M ¢é total em H, temos M+ = 0 de 2.3.8.
Juntos, x —y = 0, ou seja, x = y. Usando (4) e novamente a ortonormalidade, obtemos

(3) de
z]|* = <Z (x,ex) ex, Y (, em) em> = (x,ex) (z,er).

k m k

Isso completa a prova.
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Capitulo 3

Os 4 Teoremas do Apocalipse

Neste Capitulo mostraremos 4 teoremas fundamentais em Anélise Funcional que sao
ferramentas eficazes na resolugao de problemas de outras areas da Matemética. Serao
abordados o Teorema de Representacao de Riesz, o Teorema da Aplicacao aberta, o Teo-
rema do grafico fechado e o Teorema Hahn-Banach.

3.1 Teorema da Representacao de Riesz

E de importancia pratica conhecer a forma geral de funcionais lineares em varios es-
pacos. Isso foi apontado e explicado no Capitulo 1. Para espacos gerais de Banach, tais
formulas e suas consequéncias as vezes pode ser complicado. No entanto, para um espago
de Hilbert, a situacao é surpreendentemente simples.

Teorema 3.1.1 (Teorema da Representacao de Riesz). Todo funcional linear limi-
tado f em um espaco de Hilbert H pode ser representado em termos do produto interno,
ou seja,

fl@)=(z,2) (1)
onde z depende de f, é determinado exclusivamente por f e tem norma

=l =11 (2)

Demonstracgao:
A demonstracao seguird os seguintes passos:

(a) f tem uma representacao (1),
(b) z em (1) é tnico,

() Izl = [I£1]-
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Seguem os detalhes a seguir.

(a) Se f =0, entdo (1) e (2) valem se tomarmos z = 0. Seja f # 0. Para motivar a
ideia da prova, vamos perguntar quais propriedades z deve ter se existir uma representagao
(1). Em primeiro lugar, z # 0, caso contrario f = 0. Segundo, (z, z) = 0 para todo x para
o qual f(xz) = 0, ou seja, para todo = no ntcleo N(f) de f. Dai z L N(f). Isso sugere
que consideremos N (f) e seu complemento ortogonal N (f)*.

N(f) é um espago vetorial pelo Teorema 1.5.2 e é fechado pelo Teorema 1.6.5. Além
disso, f # 0 implica N(f) # H, de modo que N(f)* # 0 pelo Teorema 2.3.5. Portanto,
N(f)* contém um 2 # 0. Fazendo

v = f(x)z — f(20)x
onde x € H é arbitrario. Aplicando f, obtemos
fw) = f(x)f(20) = f(20)f(x) = 0.

Isso mostra que v € N(f). Como zg L N(f), temos

0= (v, 20) = (f(x)20 — [ (20) T, 20)
= f(z) (20, 20) — f (20) (, 20) -

Observando que (zg, z0) = ||z0]|” # 0, podemos resolver para f(z). O resultado é
[ (=)
x) = T,z
f< ) <207 ZO) < 0)

Isso pode ser escrito na forma (1), onde

f (20)

(20, 20)

z = 20-

Como z € H & arbitrario, (1) esta provado.

(b) Vamos provar que z em (1) é inico. Suponha que para todo x € H,
flx) = (z,21) = (x,29) .
Entao (z,2; — 22) = 0 para todo x. Escolhendo em particular o = z; — 2, temos
(x,21 — 29) = (21 — 29,21 — 29) = |21 — zz||2 = 0.

Dai z; — zo = 0, de modo que z; = 25, provando a unicidade.
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(c) Finalmente provaremos (2). Se f = 0, entdo z = 0 e (2) vale. Seja f # 0. Entao
z# 0. De (1) com x = z e (3) na Se¢do 1.7 obtemos

12* = (2, 2) = f(2) < I £ll]1=]l-

Dividindo por ||z||neq0 produz ||z|| < ||f||. Resta mostrar que ||f|| < ||z]|. De (1) e da
desigualdade de Schwarz (Secao 2.2) vemos que

[f@)] = [z, 2)| = ll]l]|=]-

Isso implica

IF1l = sup |(z,2)] = ||=]-
Jall=1

Completando dessa forma a demonstracao. [

A ideia da prova de unicidade na parte (b) é digna de nota para uso posterior:

Corolario 3.1.2 Se (v, w) = (vy, w) para todo w em um espaco com produto interno X,
entdo vy = vy. Em particular, (vi,w) = 0 para todo w € X implica v; = 0.

Demonstracgao:
Por suposicao, para todo w,

(v1 — v, w) = (v, w) — (vg,w) =0

Para w = v; — vg isso d& ||v; — vs|| = 0. Portanto v; — vy = 0, de modo que v; = vy. Em
particular, (v;,w) =0 com w = vy da ||v1]]*> = 0, de modo que v; = 0. "

3.2 Teorema da Aplicacao Aberta

Nesta secao serd discutido um resultado técnico importante em Analise Funcional, o
Teorema da Aplicacdo Aberta, devido a Banach. Numa de suas consequéncias, ele da
condicoes suficientes para que uma aplicacao linear entre espacos de Banach continua e
invertivel tenha inversa continua, em outras palavras, para que seja um homeomorfismo
linear. Esse teorema serd usado para demonstrar o Teorema do Grafico Fechado na pro-
Xima secao.

Vamos comegar introduzindo o conceito de aplicacao aberta.

Definicao 3.2.1 Sejam X e Y espagos métricos. Entao T : D(T) — Y com dominio
D(T) C X é chamado de aplicagao aberta se para cada conjunto aberto em D(7T') a imagem
for um conjunto aberto em Y.
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Observe que se uma aplicagdo nao é sobrejetiva, deve-se tomar cuidado para distinguir
entre as afirmagoes de que a aplicacao é aberta como uma aplicacao de seu dominio:
(a) em Y,

(b) em sua imagem.

(b) é mais fraco que (a). Por exemplo, se X C Y, a aplicagdo x — v de X em Y &
aberto se, e somente se, X é um subconjunto aberto de Y, enquanto a aplicacao r — =
de X em Im(X) (que é X) é aberto em qualquer caso.

Definiremos agora o conceito de categoria em um espaco métrico.

Definicao 3.2.2 Categoria Um subconjunto M de um espaco métrico X é dito ser

(a) raro (ou em nenhum lugar denso) em X se seu fecho M nao tiver nenhum ponto
interior.

(b) magro (ou de primeira categoria) em X se M é a unido de conjuntos enumeraveis
cada um dos quais é raro em X,

(c) ndo magro (ou de segunda categoria) em X se M nao é magro em X.

A seguir provaremos o seguinte resultado de Espacos métricos, conhecido como Teo-
rema da Categoria de Baire.

Lema 3.2.3 (Teorema da Categoria de Baire). Se um espago métrico X # () ¢
completo, ele ndo é magro em si mesmo. Portanto, se X # () é completo e

X = U Ay (Ay, fechado)
k=1

entao pelo menos um Ay contém um subconjunto aberto nao vazio.

Demonstracgao:
A ideia da prova é simples. Suponha que o espa¢o métrico completo X # () ¢ magro
em si mesmo. Entao

X=Jm (1)

com cada M}, raro em X. Construiremos uma sequéncia de Cauchy (pg) cujo limite p (que
existe por completude) ndo esta em My, portanto contrariando a representacao (1*).

Por suposicao, M; é raro em X, de modo que, por definicao, M; nao contém um
conjunto aberto nao vazio. Mas X sim (por exemplo, ele mesmo). Este fato implica
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M, # X. Portanto, o complemento M; = X — M; de M, nio é vazio e aberto. Podemos
assim escolher um ponto p; em M; e uma bhola aberta, digamos,

_ 1
BlzB(pl;éfl)CMf, 51<§.

Por suposigao, M, é raro em X, de modo que M, nao contém um conjunto aberto nao
vazio. Portanto, nao contém a bola aberta B (pl; %81). Isso implica que My N B (pl; %81)
nao é vazio e aberto, de modo que podemos escolher uma bola aberta neste conjunto,
digamos,

2 2

Por inducao obtemos assim uma sequéncia de bolas

_ 1 1
B, =B (p2;€2) C MQC NB <p1; —81) , €9 < —£1.

By, = B (pk; €x) , e <27

tal que Bkka:OG
1
Bk+1 CB (pk7§€k:> C Bk: k= 1a27"'

Como g, < 27%, a sequéncia (p;) é de Cauchy e converge, digamos, p, — p € X porque
X é completo por suposicao. Também, para cada m e n > m temos B, C B (pm; %gm),
de modo que

d(pm,p) = d (P, Pn) + d (Py, p)

1 1
< §€m +d(pn,p) — §€m

como n — oo. Portanto, p € B,, para todo m. Como B,, C M, , vemos agora que
p & M, para todo m, de modo que p ¢ |J M, = X. Isso contradiz p € X. Logo o teorema
de Baire esta provado.

A demonstracao do Teorema da aplicacao aberta, saird do seguinte resultado,

Lema 3.2.4 Um operador linear limitado T sobrejetivo de um espaco de Banach X em
um espago de Banach'Y tem a propriedade de que a imagem T'(By) da bola unitdria aberta
By = B(0;1) C X contém uma bola aberta de centro 0 € Y.

Demonstracgao:

Procedendo passo a passo, provaremos:
(a) O fecho da imagem da bola aberta B; = B(0; 5) contém uma bola aberta B*.
(b) T(B,) contém uma bola aberta V,, de centro 0 € Y, onde B, = B(0;2™") C X.
(c) T(By) contém uma bola aberta em torno de 0 € Y.

Segue os detalhes da prova.
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(a) Em conexdo com os subconjuntos A C X, escreveremos aA (o um escalar) e A+ w

(w € X) para significar
aA={z € X|r=aa,a € A} (1)

A+w={re X|lr=a+w,a € A} (2)

e da mesma forma para subconjuntos de Y.

-

(a=2)

-

Figura 3.1: Ilustracao da formula (1).

Figura 3.2: Tlustracdo da formula (2).

) € X. Qualquer x € X fixo esta em kB

Consideramos a bola aberta B; = B(0; 3
com k real suficientemente grande (k > 2||z||). Por isso
X =|J kB
k=1
Como T' é sobrejetivo e linear,
Y=T(X)=T (U kBl) = JrT(B) = | JKT (B). (3)
k=1 k=1 k=1
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Observe que, ao fazer os fechamentos, nao adicionamos mais pontos a uniao ja que essa
unidao ja era todo o espaco Y. Como Y é completo, é ndo magro em si, pelo teorema
da categoria de Baire 3.2.3. Por isso, observando que (3) é semelhante a (1) em 3.2.3,
concluimos que um kT(B;) deve conter alguma bola aberta. Isso implica que T'(B)
também contém um bola aberta, digamos, B* = B(yg;¢) C T(B1). Segue que

B* —yo=B(0;e) CT(B1) —yo.  (4)

(b) Provamos que B* — yo C T'(By), onde By é dado no teorema. Isso fazemos mos-
trando que

T(B)—yo CT(By).  (5)
Seja y € T(B1) — yo. Entao y + yo € T(By), e lembramos que yo € T'(B;), também. Por
0.0.9(a) existem
up, =T(wy,) € T(B1) de tal modo que  u, — Yy + yo,

v, =T(z,) € T(By) de tal modo que Upn — Yo,

Como w,, z, € By e B tem raio %, segue que

l 1<l 4zl < 2+ 2 =1
wy, — Znll < |w, Zn 5 Ty =5h

de modo que, w, — z, € By. A partir de,

T(w, — zn) = T(wy) — T(2,) = up — vy —> .

no6s vemos que y € T'(By). Como foi arbitrario, isso prova (5). De (4) temos assim

B* —yo = B(0;¢) C T (By). (6)

Seja B, = B(0;27") € X. Como T ¢ linear, T'(B,,) = 27"T(By). De (6) obtemos assim

Vi, = B(0;¢/2") C T(B,). (7)

(¢) Finalmente provaremos que
1
Vi = B(0; 5¢) € T(Bo)

mostrando que para todo y € V; estd em T'(By). Entao seja y € Vi. De (7) com n = 1
temos V) C T(B;). Portanto, y € T(B;). Por 0.0.9(a) deve haver um v € T'(B;) proximo
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de y, digamos, ||y — v|| < /4. Agora v € T'(By) implica v = T'(x,) para alguns z; € Bj.
Por isso c
Iy~ ) < &

Disto e (7) com n = 2 vemos que y — T'(z1) € Vo C T(B;). Como antes nés concluimos
que existe um x, € By tal que
€

1(y = T(21)) = Tzl < g

Como y — T'(z1) — T'(z2) € V3 C T(Bs), e assim por diante. Na enésima etapa podemos
escolher um x,, € B, tal que

y— Z Txy
p

Seja 2, = x1 + T9 + -+ + x,,. Como xy, € By, n6s temos ||zx|| < 1/2%. Isso resulta n > m

9
Segm =12 ®)

n [e.e]

1
lon = zmll £ Y Nl < D % — 0

quando m — oo. Portanto (z,) é de Cauchy. (z,) converge, digamos, z, — = porque
X é completo. Também x € By ja que By tem raio 1 e

oo o0 1
Shal<d =1
k=1 k=1

Como T é continuo, T'(z,) — T'(z), e (8) mostra que T'(z) =y. Porisso y € T(B;). =

Teorema 3.2.5 (Teorema da Aplica¢cdo Aberta, Teorema da Inversa Limitada).
Um operador linear limitado T sobrejetivo de um espaco de Banach X sobre um espago de
Banach 'Y € uma aplicacdo aberta. Portanto, se T € bijetivo, T~ é continuo e limitado.

Demonstracgao:

Provaremos que para cada conjunto aberto A C X a imagem T'(A) é aberta em Y.
Isso fazemos mostrando que para cada y = T'(z) € T(A) o conjunto T'(A) contém uma
bola aberta em torno de y = T'(x).

Seja y = T'(xz) € T(A). Como A é aberto, ele contém uma bola aberta com centro
x. Portanto, A — x contém uma bola aberta com centro 0. Tome o raio da bola sendo r
e defina k = 1/r, de modo que r = 1/k. Entao k(A — x) contém a bola unitaria aberta
B(0;1). O Lema 3.2.4 agora implica que T'(k(A —z)) = k[T'(A) — T(x)] contém uma bola
aberta em torno de 0, e também T'(A) — T'(x). Portanto, T'(A) contém uma bola aberta
em torno de T'(z) = y. Como y € T'(A) foi arbitrario, T'(A) é aberto.
Finalmente, se 77! : Y — X existe, ¢ continuo pelo Teorema 0.0.3 porque T' é aberto.
Como T~ é linear pelo Teorema 1.5.3,e é limitado pelo Teorema 1.6.4. [
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3.3 Teorema do Grafico Fechado

Nesta secao definimos operadores lineares fechados em espagos normados e considerare-
mos algumas de suas propriedades, em particular em conexao com o importante Teorema
do Grafico Fechado que afirma sobre suficientes condi¢oes para que um operador linear
fechado em um espaco de Banach seja limitado.

Comecemos pela definicao.

Definicao 3.3.1 (Operador linear fechado). Sejam X e Y espagos normados e T :
D(T) — Y um operador linear com dominio D(7') € X. Entdo T ¢ chamado de operador
linear fechado se seu gréfico

G(T) = A{(z,y)lx € D(T),y = T(x)}

é fechado no espaco normado X x Y, onde as duas operagoes algébricas de um espaco
vetorial em X X Y sao definidas como de costume, isto é

(w1, 91) + (72,92) = (21 + T2, 91 + ¥2)

afz,y) = (az, ay)
(ov um escalar) e a norma em X x Y é definida por

|Gl = llll + Iyl (1)

Sob quais condicoes um operador linear fechado sera limitado? A resposta é dada pelo
seguinte teorema:

Teorema 3.3.2 (Teorema do Grdfico Fechado). Sejam X eY espagos de Banach e
T:D(T) — Y um operador linear fechado, onde D(T) C X. Se D(T) € fechado em X,
entao o operador T' € limitado.

Demonstracgao:

Primeiro mostraremos que X X Y com norma definida por (1) é completo. Seja (z,)
uma sequéncia de Cauchy em X x Y, onde z, = (x,,y,). Entdo para cada ¢ > 0 existe
um N tal que

lzn = zml| = |20 = Tl + [lyn —ymll < (2)
(m,n > N). Como (z,) e (y,) sdo de Cauchy em X e Y, respectivamente, e conver-
gem, digamos, r, — x e y, — y, porque X e Y sao completos. Isso implica que
2n — 2z = (z,y) ja que de (2) com m — oo temos ||z, — z|| < € paran > N. Como a
sequéncia de Cauchy (z,) foi arbitraria, X x Y é completo.

Por suposi¢ao, G(T') é fechado em X x Y e D(T) é fechado em X. Portanto, G(T) e
D(T) sao completos pelo teorema 0.0.10. Consideramos agora a aplica¢ao

P:G(T) — D(T)
(x,T(z)) — .
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P ¢ linear. P ¢ limitado por causa de
1Pz, T(x))[| = ll=]| < [lz|] + [|T(2)[| = [[(z, T ()]l
P é bijetiva. Sua aplicacao inversa é

P~1:D(T) — G(T)
x+— (x,T(x)).

Como G(T') e D(T) sao completos, podemos aplicar o teorema da inversa limitada 3.2.5
e veja que P! ¢ limitado, digamos, ||(z, T(z))|| < b||z|| para algum b e todo x € D(T).
Portanto, T é limitado porque

T @) < [[T@)|] + 2| = ||z, T ()] < bl|=|
para todo x € D(T). n

Por definigao, G(T') é fechado se, e somente se, z = (z,y) € G(T) implica z € G(T). Do
Teorema 0.0.9(a) vemos que z € G(T) se, e somente se, existem z, = (2, T(z,)) € G(T)
tais que z, — z, portanto

T, — T(xn) — y; (3)

e z=(x,y) € D(T) se, e somente se, xz € D(T) e y =T (x). Isso prova o seguinte critério,
que expressa uma propriedade que muitas vezes é tomada como uma definicao de fecho de
um operador linear.

Teorema 3.3.3 (Operador linear fechado). Seja T : D(T) — Y um operador linear,
onde D(T) C X e X eY sao espacos normados. Entio T é fechado se, e somente se, tem
a sequinte propriedade. Se x, — x, onde x, € D(T') e T(x,) — y, entdo x € D(T) e
T(x)=uy.

Exemplo 3.3.1 (Operador diferencial). Seja X = C[0,1] e

T:D(T) — X
x— x.

onde a linha denota diferenciacao e D(T') é o subespago das fungbes x € X que tém uma
derivada continua. Entao T nao é limitado, mas é fechado.

Demonstracgao:

Vemos do exemplo 1.6.1 que T nao é limitado. No6s provaremos que T' é fechado pela
aplicagao do Teorema 3.3.3. Seja (x,,) em D(T) tal que ambos (z,,) e (T(x,)) convergem,
digamos,

T, —x e T(r,)=2x, —y
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Como a convergéncia na norma de C[0, 1] é convergéncia uniforme em [0, 1], de z;, — y
temos

/0 y(r)dr = /0 lim o/ (7)dr = lim [ 2/ (7)dr = x(t) — z(0),

n—oo n—oo 0

isto é,

Isso mostra que = € D(T') e ' = y. O Teorema 3.3.3 agora implica que T' é fechado. =

Vale a pena notar que neste exemplo, D(T') nao é fechado em X ja que T seria entdo
limitado pelo teorema do grafico fechado. Isso motiva o seguinte resultado:

Proposicao 3.3.4 Fechamento nao implica limitacao de um operador linear. Por outro
lado, limitacao nao implica fechamento.

Demonstracgao:

A primeira afirmacao é ilustrada pelo exemplo 3.3.1 e a segunda pelo exemplo a seguir.
Seja T : D(T) — D(T') C X o operador identidade em D(T'), onde D(T') é um subespaco
denso adequado de um espaco normado X. Entao é trivial que T seja linear e limitado.
No entanto, T' nao é fechado. Isso segue imediatamente do Teorema 3.3.3 se tomarmos
um z € X — D(T) e uma sequéncia (x,) em D(T) que converge para z. "

encerrando a secao, temos um resultado decorrente do Teorema 3.3.3.

Lema 3.3.5 (Operador fechado). Seja T : D(T) — Y um operador linear limitado
com dominio D(T) C X, onde X eY sao espagos normados. Entao:

(a) Se D(T) é um subconjunto fechado de X, entao T é fechado.

(b) Se T ¢é fechado e Y é completo, entao D(T) € um subconjunto fechado de X.

Demonstracgao:

(a) Se (z,) estd em D(T) e converge, digamos, x, — z, e é tal que (T'(x,)) também
converge, entdao x € D(T) = D(T) ja que D(T) é fechado, e T'(z,) — T'(x) ja que T é
continuo. Portanto, T' é fechado pelo Teorema 3.3.3.

(b) Para x € N(T) existe uma sequéncia (x,) em D(T) tal que x, — z. Como T ¢
limitado,
1T (2n) = T(zm) |l = T (@n = zm) [ < TN 12 = 2mll -

Isso mostra que (T'(x,,)) é de Cauchy. (T'(x,)) converge, digamos, T'(x,) — y € Y porque
Y é completo. Como T é fechado, x € D(T) pelo teorema 3.3.3 (e T'(x) = y). Portanto,
D(T) é fechado porque x € D(T') era arbitrario. "
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3.4 Lema de Zorn

Precisaremos do lema de Zorn na prova do Teorema de Hahn Banach, que é um teorema
de extensao para funcionais lineares e é importante por razoes que iremos expor quando
formularmos o teorema. O lema de Zorn tem varias aplicacoes. Dois deles serao mostrados
mais adiante nesta se¢ao. Inicialmente precisaremos da seguinte definicao.

Defini¢ao 3.4.1 (Conjunto parcialmente ordenado). Um conjunto parcialmente or-
denado é um conjunto M no qual se define uma ordenagao parcial, ou seja, uma relacao
binaria que é denotada por < e satisfaz as condicoes

(PO1) a<a paratodo a€ M. (Reflexividade)
(PO2) se a<b e b<a entdo a=b. (antissimétrica)
(PO2) se a<b e b<c entdo a<c (transitividade)

O nome parcialmente enfatiza que M pode conter elementos a e b para os quais nem
a < bnem b < a sao validos. Entao a e b sao chamados elementos incomparaveis. Em
contraste, dois elementos a e b sdo chamados comparaveis se satisfazem a < bou b < a
(ou ambos).

Um conjunto ou cadeia totalmente ordenado é um conjunto parcialmente ordenado tal
que cada dois elementos do conjunto sao comparaveis. Em outras palavras, uma cadeia é
um conjunto parcialmente ordenado que nao possui elementos incomparaveis.

Um limite superior de um subconjunto W de um conjunto parcialmente ordenado M
¢ um elemento v € M tal que

r<u para todo x € M.

(Dependendo de M e W, tal u prefeito pode nao existir.) Um elemento maximo de M é
um m € M tal que
m<x implica m = z.

(Mais uma vez, M pode ou pode nao ter elementos maximos. Observe ainda que um
elemento maximo nao precisa ser um limite superior.)

Exemplo 3.4.1 Numeros Reais. Seja M o conjunto de todos os niimeros reais e seja
x < y com seu significado usual. M é totalmente ordenado. M nao tem elemento maximo.

Exemplo 3.4.2 Conjunto das partes. Seja P(X) o conjunto das partes (conjunto de
todos os subconjuntos) de um dado o conjunto X e seja A < B usado para indicar que
A C B, ou seja, A & um subconjunto de B. Entao P(X) é parcialmente ordenado. O
tinico elemento méaximo de P(X) é X.
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Usando os conceitos definidos em 3.4.1, podemos agora formular o lema, que conside-
ramos como um axioma.

Lema 3.4.2 (Lema de Zorn). Seja M # 0 um conjunto parcialmente ordenado. Su-
ponha que toda cadeia C C M tem uwm limite superior. Entdo M tem pelo menos um
elemento mdzimo.

A seguir vamos usar o Lema de Zorn para obter interessantes resultados de Anélise
Funcional.

Teorema 3.4.3 (Base de Hamel). Todo espaco vetorial X # {0} tem uma base de
Hamel.

Demonstracgao:

Seja M o conjunto de todos os subconjuntos linearmente independentes de X. Como
X # {0}, ele tem um elemento x # 0 e x € M, de modo que M # (). Defina inclusdo de
conjuntos como uma ordenagdo parcial em M(ex. 3.4.2). Cada cadeia C' C M tem um
limite superior, ou seja, a unido de todos os subconjuntos de X que sao elementos de C.
Pelo lema de Zorn, M tem um elemento B maximal. mostraremos que B é uma base de
Hamel para X. Seja Y = spanB. Entao Y é um subespaco de X, e Y = X, caso contrario
BUz,z € X,z ¢ Y, seria um conjunto linearmente independente contendo B como um
subconjunto proprio, contrariando a maximalidade de B [

Teorema 3.4.4 (Conjunto Ortonormal Total). Em todo espago de Hilbert H ¢ {0}
existe um conjunto ortonormal total.

Demonstragao:
Seja M o conjunto de todos os subconjuntos ortonormais de H. Como H ¢ {0},
tem um elemento z # 0, e um subconjunto ortonormal de H ¢ {y}, onde y = ||z||  z.

Portanto, M # ). A inclusao de conjuntos define uma ordenacdo parcial em M. Toda
cadeia C' C M tem um limite superior, ou seja, a uniao de todos os subconjuntos de X
que sao elementos de C'. Pelo lema de Zorn, M tem um elemento maximo F. Provamos
que F' é total em H. Suponha que isso seja falso. Entao pelo Teorema 2.5.2 existe um
z € H diferente de zero tal que z L F. Dai F; = F U {e}, onde e = ||z|| 72, é ortonormal
e F' é um subconjunto proprio de F Isso contradiz a maximalidade de F'. [

3.5 Teorema de Hahn-Banach

O teorema de Hahn-Banach é um teorema que trata de extensao para funcionais linea-
res. Veremos na proxima secao que o teorema garante que um espaco normado é ricamente
fornecido com funcionais lineares limitados e torna possivel uma teoria adequada dos es-
pacos duais, que ¢ uma parte essencial da teoria geral dos espacos normados. Desta forma
o teorema de Hahn-Banach torna-se um dos mais importantes teoremas em conexao com
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operadores lineares limitados. Além disso, nossa discussao mostrard que o teorema tam-
bém caracteriza até que ponto os valores de um funcional linear podem ser pré-atribuidos.

De um modo geral, em um problema de extensao considera-se um objeto matemaético
(por exemplo, uma aplicagao) definida em um subconjunto Z de um conjunto X e se quer
estender o objeto de Z para todo X de tal forma que certas propriedades basicas do objeto
continuem para o objeto estendido.

No teorema de Hahn-Banach, o objeto a ser estendido é um funcional f que é definido
em um subespaco Z de um espaco vetorial X e tem uma certa propriedade de limitagao
que serd formulada em termos de um funcional sublinear. Por definicao, este é um
funcional de valor real p em um espaco vetorial X que é subaditivo, isto é,

p(r+y) < pr) +ply) para todo xz,y € X. (1)
e homogéneo positivo, ou seja,
plax) = ap(z) para todo a>0€eR,z e X. (2)

Vamos supor que o funcional f a ser estendido é o maior em Z por tal funcional p definido
em X, e estenderemos f de Z para X sem perder a linearidade e a majoracao, de modo que
o funcional estendido f em X ainda é linear e ainda majorado por p. A seguir enunciamos
o Teorema de Hahn-Banach no caso em que X é um espacgo vetorial real.

Teorema 3.5.1 (Teorema de Hahn-Banach). Seja X um espago vetorial real e p um
funcional sublinear em X. Além disso, seja f um funcional linear que € definido em um
subespaco Z de X e satisfaz

f(z) < p(x) para todo x € Z. (3)

f(z) < p(x) para todo x € Z. (3%)

isto €, f é um funcional linear em X, satisfaz (3*) em X e f(a:) = f(z) para todo x € Z.

Demonstragao:
Procedendo passo a passo, provaremos:

(a) O conjunto E de todas as extensoes lineares g de f satisfazendo g(x) < p(z) em
seu dominio D(g) pode ser parcialmente ordenado e o lema de Zorn produz um elemento

maximo f de F.

(b) f é definida no espaco X inteiro.
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(c) Uma relacdo auxiliar que foi usada em (b).
Seguem os detalhes da prova:

(a) Seja E o conjunto de todas as extensoes lineares g de f que satisfazem a condicao
g(z) < p(x) para todo =z € D(g),

Claramente, E # () ja que f € E. Em E podemos definir uma ordenacao parcial por g < h
significando que h é uma extensao de g, isto é, por definicao, D(h) D D(g) e h(x) = g(x)
para todo x € D(g).

Para qualquer cadeia C' C E definimos g por

g(z) =g(z), ze€D(g) (geC).

g ¢ um funcional linear, sendo o dominio
D) = | J D(g).

que é um espacgo vetorial, pois C' é uma cadeia. A definicdo de g é nao-ambigua. De
fato, para um x € D(g;) N D(g2) com gy, g2 € C temos gi(z) = g2(z) ja que C' ¢ uma
cadeia, entao g; < g2 ou go < ¢;. Claramente, g < ¢ para todo g € C. Portanto, g é um
limite superior de C'. Como C' C E foi arbitrario, o Lema de Zorn implica que E tem um
elemento maximal f. Pela definicao de F, esta é uma extensao linear de f que satisfaz

fz) <plz)  zeD(f). (4

(b) Mostraremos agora que D(f) é todo X. Suponha que isso seja falso. Entao podemos
escolher um y; € X—D(f) e considerar o subespago Y; de X gerado por D(f) e y;. Observe
que y; # 0 desde 0 € D(f). Algum z € Y] pode ser escrito

=1y + ay yeD(f).

Esta representagao é tinica. De fato, y + ay; = y + By com g € D(f) implica y — § =
(B—a)y; onde y—§ € D(f) enquanto y; ¢ D(f) , de modo que a tinica solucéo é y—y; = 0
e § —a = 0. Isso prova a unicidade.

Um funcional g; em Y; é definido por

g (y+ay)=Ffly)+ac (5

onde ¢ ¢ qualquer constante real. Nao ¢ dificil ver que g; ¢ linear. Além disso, para a = 0
temos ¢ (y) = f(y). Portanto, g, é uma extensdo de f, isto ¢, uma extensao tal que D(f)
é um subconjunto proprio de D(g;). Consequentemente, se pudermos provar que g, € E
mostrando que

g1(z) < p(x) para todo = € D(gy), (6)
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isso ird contradizer a maximalidade de f, de modo que D(f) # X é falso e D(f) = X é
verdadeiro.

(c) Assim, devemos finalmente mostrar que g; com um ¢ adequado em (5) satisfaz (6).

Consideramos qualquer y e z em D(f). De (4) e (1) obtemos

fly) = f(2) = fly —2) S ply - 2)
Py+uy—uy—2)
py+y)+p(—p—2)

Jogando o primeiro termo a direta para a esquerda e o dltimo termo da esquerda para a
direita, temos

=

—p(—p—2) = fe)Sply+w) - fly)  (7)

onde y; é fixo. Como y nao aparece a esquerda e z nao aparece a direita, a desigualdade

continua valendo se tomarmos o supremo sobre z € D(f) a esquerda (chame-o de my)

e o infimo sobre y € D(f) a direita (chame de my). Temos my < my e para um ¢ com
my < ¢ < my temos de (7)

—p(—y1 —2) — f(z) <c¢ paratodo z€ D(f) (8a)

c<p(y+wu)—fly) paratodo ye D(f).  (8b)

Provaremos (6) primeiro para a negativo em (5) e depois para « positivo. Para a < 0
usamos (8a) com z substituido por a~ly, ou seja,

—p (—yl - éy) ~f Gy) Se

Multiplicando por —a > 0 temos

ap (—y1 —~ éy) + fly) £ —ac.

A partir disso e (5), usando y + ay; = x (veja acima), obtemos a desigualdade

gi(z) = f(y) +ac < —ap (—y1 - éy> =p(ay: +y) =p()

Para a = 0 temos = € D(f) e nao temos nada a provar. Para a > 0 usamos (8b) com y
substituido por a~!y para obter

cép(ézﬂryl) —f(éy)

Multiplicando por a > 0 temos



A partir disso e (5), N
g1(x) = f(y) + ac = p(x)

Dessa forma provamos a equacao (6) e o teorema fica demonstrado. ]

O teorema de Hahn-Banach 3.5.1 diz respeito a espacos vetoriais reais. Uma generali-
zagao que inclui espacos vetoriais complexos sera feita a seguir.

Teorema 3.5.2 (Teorema de Hahn-Banach Generalizado). Seja X um espaco ve-
torial real ou complexo e p um funcional de valor real em X que € subaditivo, isto é, para
todo xz,y € X,

plx+y) <plx)+py) (1)
e para todo escalar o satisfaz
plax) = lalp(z).  (2)
Além disso, seja f um funcional linear definido em um subespaco Z de X que satisfaz
|f(z)| < p(x) para todo x € Z. (3)
Entao f tem uma extensao linear f de Z a X satisfazendo
|f(z)] < p(x) para todo x € X. (3)

Demonstragao:

(a) Espago vetorial real. Se X é real, a situagao é simples. Temos que (3) implica
f(x) < p(x) para todo x € Z. Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach 3.5.1 existe uma
extensao linear f de Z a X tal que

f(z) < p(x) para todo =z € X. (4)
A partir disso e (2) obtemos
—f(a) = f(=2) € p(=2) = | — 1|p(z) = p(z)

isto ¢, f(x) > —p(x). Juntamente com (4) isso prova (3*).

(b) Espacgo vetorial complexo. Seja X complexo. Entdo Z é um espaco vetorial
complexo também. Portanto, f é de valor complexo, e podemos escrever

f(x) = fi(z) +ifa(x) A=

onde f; e fo sao reais. Por um momento, consideramos X e Z como espacos vetoriais reais
e denotaremos por X, e Z,, respectivamente; isto simplesmente significa que restringimos
a multiplicacdo por escalares a nimeros reais (em vez de ntimeros complexos). Como
f € linear em Z e f; e fy sao reais, f; e fo sao funcionais lineares em Z,. Também
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fi(z) < |f(z)] porque a parte real de um nimero complexo ndo pode exceder o valor
absoluto do mesmo. Portanto, por (3),

fi(z) < p(x) para todo x € Z,.

Pelo teorema de Hahn-Banach 3.5.1 existe uma extensao linear fl de f1, de Z, a X, tal
que .
fi(z) < p(x) para todo = € X,. (5)

Isso resolve o caso de f; e agora nos voltamos para f;. Retornando a Z e usando f =
fi +ifs, temos para todo x € Z

i[fi(z) +ifel2)] =if(x) = fliz) = filiz) +ifo(ix)
As partes reais de ambos os lados devem ser ignais:
fo(x) = = f1(iz) r ez (6)
Portanto, se para todo z € X definirmos
flw) = fi(x) —ifilix) weX, (7)

vemos em (6) que f(z) = f(z) em Z. Isso mostra que f é uma extensio de f de Z para
X. Nossa tarefa restante é provar que

(1) ) f é um funcional linear no espaco vetorial complexo X,
(i) f satisfaz (3*) em X

~ Que (i) vale pode ser visto a partir do seguinte calculo que usa (7) e a linearidade de
f1 no espaco vetorial real X,.; aqui a + b é complexo e a e b é qualquer escalar real,

f((a+ib)x) = filaz + iba) — ify (iaz — b)
— afi(2) + bi(ir) — i |afi(iz) — bfi(x)]
file) —ifi (iiﬂ)]
().

Resta provar (ii). Para qualquer x tal que f(a:) = 0 isto é valido desde que p(z) > 0 por
(1) e (2). Seja x tal que f(z) # 0. Entao podemos escrever, usando a forma polar de
nimeros complexos,

f(x) = |f(x)]ei9’ portanto |f(x)| — f(a:)e‘w _ f(e_iex)

Como \f(x)\ ¢ real, a ultima expressdo ¢ real e, portanto, igual a sua parte real. Portanto,
por (2),

= (a +ib)

U
= (a+1ib)f

@) = F (e x) = fi (e7x) < p(ex) = |e7”| pl(z) = pla).
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Isso completa a prova do teorema. [

Embora o teorema de Hahn-Banach nao diga nada diretamente sobre continuidade,
uma aplicacao principal do teorema lida com funcionais lineares. Isso nos traz de volta
aos espacos normalizados, que é a nossa principal preocupacao. De fato, o Teorema 3.5.2
implica no seguinte resultado.

Teorema 3.5.3 (Teorema de Hahn-Banach para espacos normados). Seja f um
Juncional linear limitado em um subespago Z de um espago normalizado X. Entao eriste
um funcional linear limitado f em X que é uma extensao de f para X e tem a mesma
norma,

Ifllx =1Ifllz  (8)
Onde ) .
[fllx = sup |[f(@)], [fllz= sup |f(z)]
X z

TE e
[Jz]|=1 [Jz]|=1
e ||fllz =0 no caso trivial onde Z = {0}.

Demonstragao: )

Se Z = {0}, entdo f = 0 e sua extensao é f = 0. Seja Z # {0}. Queremos usar o
Teorema 3.5.2. Portanto, devemos primeiro descobrir um p adequado. Para todo x € Z
temos

[f (@) < [ f]z]|]]-
Que se encaixa na forma (3), onde

p(@) = [Ifllzllzll.  (9)

Vemos que p é definido em todos os pontos de X. Além disso, p satisfaz (1) em X pois
pela desigualdade triangular,

plx+y) = [Ifll:llz+yll = [zl + [lyl]) = p(z) + p(y).
p também satisfaz (2) em X pois
plax) = [[fll-llez] = [l f]:llz] = [alp(z).

Portanto, podemos agora aplicar o Teorema 3.5.2 e concluir que existe um funcional linear
f em X que é uma extensao de f e satisfaz

f@) < pl)=flllz]  zeX

Tomando o supremo sobre todos x € X de norma 1, obtemos a desigualdade

Ifllx = sup |f(2)] < I f]lz
X

Te
ll=]=1
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Como sob uma extensio a norma nio pode diminuir, também temos || f||x > ||f||z. Jun-
tos obtemos (8) e o teorema é provado. "

Em casos especiais a situacao pode se tornar muito simples. Espacos de Hilbert sao
um exemplo desse tipo. De fato, se Z é um subespaco fechado de um espacgo de Hilbert
X = H, entao f possui uma representacao de Riesz pelo teorema 3.1.1, digamos,

f(z) = (z,2) z € Z.

onde ||z|| = || f||. E claro que, como o produto interno ¢ definido em todos os pontos de
H, isso d& imediatamente uma extensao linear f de f de Z a H, e f tem a mesma norma
que f porque ||f|| = ||z|| = ||f|| pelo Teorema 3.1.1. Dai neste caso a extensdo ¢ imediata.

Do Teorema 3.5.3, derivaremos agora outro resultado ttil, envolvendo funcionais line-
ares limitados.

Teorema 3.5.4 (Funcionais lineares limitados). Seja X um espaco normalizado e
seja xo # 0 qualquer elemento de X. Entao existe um funcional linear limitado f em X
tal que

17l=1,  J(zo) = lloll.

Demonstragao:
Consideramos o subespaco Z de X consistindo de todos os elementos © = axg onde «
¢ um escalar. Em Z definimos um funcional linear f por

f(x) = flawo) = allzol.
f é limitado e tem norma ||f|| = 1 porque
|[f ()] = |f (awo)| = |al[|zol| = llaol| = []]

O Teorema 3.5.3 implica que f tem uma extensao linear f de Z a X, de norma ||f|| =
l|f|| = 1. De (10) vemos que f(x¢) = f(z0) = ||xol|- "

Segue do teorema 3.5.4 o seguinte corolario:

Corolario 3.5.5 Para cada z em um espaco normado X temos

|/ ()]

]| = sup
rex £l

10

Portanto, se xqy € tal que f(xo) =0 para todo f € X', entdo xo = 0.

Demonstracgao:
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Do teorema 3.5.4 temos, escrevendo x para xo,

@) o @] _ el
v I =170 1
f#0

e de [f(x)] <|[fll[z]| obtemos

flx

sup O <
rex Il

f#0

3.6 Teorema de Representacao de Riesz para funcionais
limitados em Cja,b]

O Teorema de Hahn-Banach 3.5.3 tem muitas aplicacoes importantes. Uma delas foi
considerado na secao anterior. Outro vai ser apresentado nesta secao. De fato, usaremos
o Teorema 3.5.3 para obtencao de uma féormula geral de representacao para funcionais
lineares limitados em Cla, b], onde [a,b] ¢ um intervalo compacto fixo. No presente caso
a representacao sera em termos de uma integral de Riemann-Stieltjes. Vamos recordar a
definicao e algumas propriedades desta integral, que é uma generalizacao da integral de
Riemann familiar. Comegamos com o seguinte conceito.

Definigao 3.6.1 A fungao w : [a,b] — R é dita ser de variacao limitada em [a, b se a
sua variacao total Var(w) em [a,b] é finita, onde

Var(w) =suwp fulty) = w(til, (1)

o supremo ¢é tomado sobre todas as partigoes

a=tg<t1<..<t,=0> (2)

do intervalo [a, b]; aqui n € N é arbitrario e também é a escolha dos valores ¢y, ...,t, 1. em
[a,b] e no entanto, deve satisfazer a condigao (2).

Definicao 3.6.2 Uma norma no espaco vetorial de todas as funcoes de variacao limitada
em [a, b] é definida por

[wl]| = |w(a)] + Var(w).  (3)
O espaco assim definido é denotado por BV |[a, b].
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Seja x € Cla,b] e w € BV|a,b]. Seja P, uma particao de [a, b] dada pela relacdo (2) e
seja
n(P,) = max(ty — to, ..., tn — t,_1)

para cada particao P, de [a, b] nos consideramos a soma

n

s(Pa) = ) a(ty)[w(ty) —w(t;1)].  (4)
j=1
Existe um numero p com a propriedade de que para cada ¢ > 0,39 > 0 tal que

n(P.) <6 (5)

implica
lp—s(Bu)l <e  (6)

p € chamada de integral de Riemann-Stieltjes de x sobre o intervalo [a, b] com respeito a
w e é denotada por

/ z(t)dw(t). (7)

Podemos obter (7) como o limite das somas (4) para uma sequéncia (P,) de partigoes de
[a, b] satisfazendo n(F,) — 0 quando n — oo.

Sejam w1, x9 € Cla, b] e escalares a e 5 e w, wy, wy € BV|[a,b]. Valem:

/ [0z (t) + Bra(B)]dw(t) = a / 21 (B)dw(t) + B / 2o(t)dw(t)

/ 2(8)d(aws + Bus)(t) = a / 2(#)dwn(t) + 8 / () dws (1),

\/ z(t)dw(t)] < max |z(t)|Var(w). (8)

t€la,b]

Teorema 3.6.3 (Teorema de Riesz para Funcionais em C[a,b])

Todo funcional linear limitado f em Cla,b] pode ser representado por uma integral de
Riemann-Stieltjes

b
f@) = [ atidu) )
onde w € de variag¢ao limitada em [a,b] e tem variacao total

Var(w) =|f - (10)
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Demonstracao:
Do Teorema de Hahn-Banach para espacos normados, vemos que f tem uma ertensao
f de Cla,b] para o espago normado Bla,b| consistindo de todas as fungoes limitadas em
Cla,b] com norma definida por
ol = sup [ (2)].
tela,b]

Além disso, o funcional linear f é limitado e tem a mesma norma que f, isto €,

L1l =[1£1-

Seja x; a fungdo caracteristica do intervalo [a,t]. Definimos w por

w(a) =0 w(t) = f(zy), t € (a,b.

1,se (=0
e’ se ¢ #0.

Vemos que se ¢ # 0 entdo |(| = Ce™®. Portanto, qualquer ¢, zero ou ndo, temos

Cl=¢e(¢),  (11)

onde a barra indica conjugacao compleza.

Seja ¢ € C, entao ¢ = |C|e(C) onde e(¢) = {

Seja e; = e(w(t;) —w(t;—1)) e seja xy, = x;, dessa forma por (11) obtemos

n

Z|w (tj- 1)|—|f (1) |+Z|f () ("EJ 1)

—elf 1 +Zej a:j 1)]

= (61$1+Z€J ;) — (- 1)])

||f|| €171 +Z€] () — (- 1)]H
No lado direito, ||f|| = ||f| e o outro fator ||e;a: + >y €l(xs) — (xj,l)]H = 1, pois
le;| = 1 e da defini¢ao dos x;’s vemos que para cada t € [a,b] somente um dos termos

T, Ty — X1, ..., NGO € zero (e sua norma € 1). Do lado esquerdo, tomamos o supremo sobre
todas as particoes de [a,b]. Entdo temos

Var(w) < [Ifll. (12)

Portanto w é de varia¢ao limitada em [a,b].
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Para cada particio P, da forma (2) definimos uma func¢do, que denotamos simples-
mente por z, ao invés de z(P,), por

zn = x(to) w1 + Zx(tj,l)[:cj —xja]. (13)

Entao z, € Bla,b]. Pela defini¢ao de w,

3

onde a ultima igualdade seque de w(ty) = w(a) = 0. Agora escolhemos qualquer sequén-
cia (P,) de partigoes do intervalo [a,b] tal que n(P,) — 0; quando n — o0, a soma
no lado direito de (14) se aprorima da integral da equacao (9), e (9) seque, desde que
f(zn) — f(x), que € igual & f(x) jd que x € Cla,b].

Vamos mostrar que f(z,) — f(z). Lembrando a definicio de x;, vemos que (13) nos
fornece z,(a) = x(a)l jd que a soma em (13) é nula em t = a. Portanto z,(a) —x(a) = 0.
Além disso, por (13), set;_1 <t < tj, entdo obtemos z,(t) = x(t;—1)1. Segue dai que para

este "t",
|2n(t) — 2(t)] = |2(tj-1) — 2(t)].

Consequentemente, se n(P,) — 0, entdo ||z, — z|| — 0 porque x € continua em [a,b],
portanto uniformemente continua no intervalo la,b], jd que [a,b] é compacto. A continui-

dade de f implica que f(z,) — f(x), e f = f(x), entdo (9) estd provado.
De (9) e (8) temos

[f(2)] < max [z(8)[Var(w) = [[z]|Var(w). — (15)

t€(a,b]
Tomamos o supremo sobre todos os x € Cla,b| de norma 1, obtemos || f| < Var(w).
Junto com (12) isso fornece (10). "
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