UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
INTITUTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
DISSERTACAO DE MESTRADO

MARCOS RANIERI DA SILVA

O Teorema da Massa Positiva e a

Desigualdade de Penrose para graficos

MACEIO
2013



MARCOS RANIERI DA SILVA

O Teorema da Massa Positiva e a

Desigualdade de Penrose para graficos

Dissertagao de Mestrado, na area de concen-
tracao de Geometria Diferencial submetida
em 25 de Marco de 2013 a banca examina-
dora, designada pelo Programa de Mestrado
em Matematica da Universidade Federal de
Alagoas, como requisito parcial para a obten-

cao do grau de mestre em Matemaética.

Orientador: Prof. Dr. Feliciano Marcilio

Aguiar Vitorio

MACEIO
2013



Catalogacéo na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central
Divisdo de Tratamento Técnico
Bibliotecaria Responsavel: Fabiana Camargo dos Santos

S586t

Silva, Marcos Ranieri da.
O teorema da massa positiva e a desigualdade de Penrose para gréaficos /

Marcos Ranieri da Silva. — 2013.
34 f.

Orientador: Feliciano Marcilio Aguiar Vitorio.

Dissertacdo (Mestrado em Matematica) — Universidade Federal de Alagoas.
Instituto de Matemética. Maceid, 2013.

Bibliografia: f. 34.

1. Massa positiva — Teorema. 2. Desigualdade de Penrose. 3. Desigualdade
de Aleksandrov-Fenchel. I. Titulo.

CDU: 514




AGRADECIMENTOS

A CAPES, pelo apoio financeiro com a manutencao da bolsa de auxilio.

Ao Prof. Dr. Feliciano Marcilio Aguiar Vitorio, pela apresentacao do problema e
excelente orientacao.

Aos professores participantes da banca examinadora Prof. Dr. Marcio Henrique
Batista da Silva e Prof. Dr. Abdénago Alves de Barros pelo tempo, pelas valiosas cola-
boracoes e sugestoes.

Aos colegas da turma de mestrado Abradao Mendes, Allan George, Ana Paula,
Felipe Leandro, Max Manoel e Rodrigo Cunha pela amizade e momentos de descontracgao,
e em especial a Abradao Mendes por ter me esclarecido algumas duvidas sobre o trabalho
proximo a data de defesa.

A Livia Santiago pela revisao do texto e principalmente pelo amor e parceria nos

altimos anos.



RESUMO

Neste trabalho trataremos de variedades Riemannianas completas, assintoticamente pla-
nas, que sao graficos suaves sobre R™. Apresentamos uma prova elegante e direta para
o Teorema da Massa Positiva, expressando sua curvatura escalar como um campo diver-
gente, mostraremos que a massa ADM da variedade pode ser expressa como uma integral
sobre a variedade do produto da curvatura escalar e uma funcao potencial ndo-negativa.
Como aplicacao, provaremos também a desigualdade de Penrose dando um limite inferior

para a integral sobre o bordo usando a desigualdade de Aleksandrov-Fenchel.

Palavras-chave: Teorema da Massa Positiva. Desigualdade de Penrose. Desigualdade
de Aleksandrov-Fenchel.



ABSTRACT

In this paper we will work with complete Riemannian manifolds, asymptotically flat, that
are smooth graphics over R". We present an elegant and direct proof for the Positive
Mass Theorem. Expressing its scalar curvature as a divergent field, we will show that
the ADM mass of the manifold can be expressed as an integral over the manifold of the
product of scalar curvature and a nonnegative potential function. As an application, we
will prove also the Penrose inequality giving a lower bound for the boundary integral using

the Aleksandrov-Fenchel inequality.

Keywords: Positive Mass Theorem. Penrose Inequality. Aleksandrov-Fenchel

Inequality.
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1 INTRODUCAO

A formulacao de Newton da gravitacao foi, e continua sendo, uma teoria bem

sucedida em fisica, devido a sua habilidade para determinar a forca exercida por um corpo

Gmimao
—5 .

- Apesar do sucesso desta formula,

em outro através da elegante equacao I =
surge uma questao que nao foi resolvida por Newton e ficou bastante tempo sem uma
resposta satisfatoria: Como é transferida a forca de gravidade de um objeto para outro?
A teoria da relatividade geral, formulada por Einstein em 1915, respondeu esta questao.
A solucao vem de uma equacao de campos que é quase tao elegante quanto a equacao de
Newton. A hipotese bésica é que o espago-tempo (N4, g) é uma variedade Lorentziana de
dimensao 4, sendo uma dimensao para o tempo e trés para o espaco, mais detalhes sobre
geometria Lorentziana e a teoria da relatividade geral, recomendamos O’neill (1983) para
mais detalhes. Se denotarmos por Ric o tensor curvatura de Ricci e R a curvatura escalar

de g entdao (N*, g) satisfaz a famosa equacdo de Einstein,
, 1
Ric — §R -g =8nT,

onde T' é o chamado tensor momentum-energia do espaco-tempo, o qual descreve a densi-
dade, momento e energia presente em cada ponto do espaco-tempo. Esta equagao mostra
explicitamente que a gravidade é obtida da geometria do espago-tempo. Em particular, a
presenca de massa influéncia diretamente a geometria do espago-tempo tornando-o curvo.
Podemos fazer uma analogia com uma folha infinita de borracha, a qual se distorce quando
uma bola de boliche ¢ colocada sobre ela. Nessa analogia a folha representa o ambiente
do espaco-tempo e a bola de boliche representa um objeto massivo. Se uma bola de golf
é colocada na vizinhanga da bola de boliche, a bola de golf tende a gravitar ao redor da
bola de boliche devido a curvatura da folha de borracha. Isto é, a gravitacao é um efeito
da geometria do espaco-tempo e esta é influenciada diretamente na presenca de um objeto
massivo.

A teoria da relatividade geral, também tem alguns pontos delicados, um deles é
definir a nocao de energia, pois no espago-tempo wvdcuo ela pode ser nao-trivial, veja
O’neill (1983). Uma hipotese fisica razoavel é adotar que sobre tais circunstancias a
massa do universo estd contida inteiramente em um dominio compacto. Isto implica
que os efeitos da gravidade tendem a decair proximo do infinito e assim a geometria do
espago-tempo torna-se mais plana (ou seja, a métrica é assintoticamente plana). Na teoria
de relatividade geral, a curvatura escalar da métrica R(g) representa uma densidade de
energia. Inspirados por argumentos variacionais, os fisicos Arnowitt, Deser, and Misner

(1961) propuseram a seguinte defini¢do para a massa, conhecida como a massa ADM

Mmapy = lim —/ Z Giji = Giij)VidSr- (1)

r—oo 1067
Sy 1,5
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Sob certas hipdteses do comportamento assintotico da métrica, [Bartnik (1986) mostrou
que este limite existe e, além disso, é um invariante geométrico. A fim de que essa
definicao de massa seja conveniente, mostramos que se o espago-tempo contém densidade
de energia nao-negativa, ou seja, se a curvatura escalar é nao-negativa, entao a massa
do espacgo-tempo deve ser também nao-negativa. De fato, isto é exatamente o que diz
o Teorema da Massa Positiva. Schoen and Yau (1981) demonstraram-o através de um
argumento usando técnicas variacionais e a teoria de superficies minimas. A prova do
Teorema da Massa Positiva foi objeto de estudo(e continua sendo) de mateméticos e
fisicos modernos e teve bastante influéncia no desenvolvimento da geometria atual.
Véarias extensoes e aplicagoes do Teorema da Massa Positiva foram obtidas desde
a publicagdo da prova de Schoen e Yau. Witten (1981)) conseguiu uma simples prova do
Teorema da Massa Positiva em dimensao trés usando spinors, enquanto Bartnik (1986))
extendeu este resultado para variedades spin de dimensao arbitraria. Miao (2002) provou
o Teorema da massa positiva para o caso onde a métrica torna-se C' através de uma
hipersuperficie. Enquanto (Wang et al.| (2001) consideraram variedades assintoticamente
hiperbélicas e mostraram a positividade de um invariante que pode ser interpretrado como
a massa total do espago-tempo. Lam| (2010) obteve uma prova elegante e direta para va-
riedades do tipo graficos, a qual é objeto de estudo neste trabalho. O Teorema da Massa
Positiva também tem sido muito usado para estabelecer outros resultados paralelos em
geometria. Por exemplo, Schoen et al.| (1984) usou o Teorema da Massa Positiva exten-
sivamente no seu trabalho completando a prova do problema de Yamabe. Recentemente,
Bray et al. (2001) usaram o Teorema da Massa Positiva para provar a Desigualdade Rie-
manniana de Penrose. Essa afirma que uma variedade Riemanniana (M3, g) com curva-
tura escalar ndo-negativa, massa m e || denotando a area da superficie minima exterior,
satisfaz a seguinte desigualdade:
=]
167’
valendo a igualdade se, e somente se, (M3, g) é isométrica ao fim exterior da variedade de
Schwarzchild.

Neste trabalho apresentamos a elegante solucao de |Lam| (2010) do Teorema da

m >

Massa Positiva Riemanniana para variedades do tipo gréficos em dimensao arbitraria

bem como uma demonstracao da desigualdade Riemanniana de Penrose neste caso.
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2 PRELIMINARES

O objetivo deste trabalho é provar o Teorema da Massa Positiva para graficos sobre
o espaco euclidiano R™. Para este fim, definiremos precisamente o nosso objeto de estudo:

variedades assintoticamente planas e a massa ADM.

2.1 Variedades assintoticamente planas e a massa ADM

Neste capitulo estudamos a massa total (massa ADM) de uma variedade assin-
toticamente plana que ¢ um gréafico sobre o espaco euclidiano. Heuristicamente falando,
uma variedade Riemanniana n-dimensional (M", g) é dita assintoticamente plana se fora
de um conjunto compacto K C M"™, M" é difeomorfa ao complementar da bola unitaria
fechada B C R™ e que sua métrica g decai suficientemente rapido para a métrica euclidi-

ana plana no infinito. Mais precisamente, conforme [Schoen| (1989)), temos:

Definigao 2.1 Uma variedade Riemanniana (M", g) € dita assintoticamente plana se ela

satisfaz as sequintes condigoes:

1. eziste um conjunto compacto K C M"™ e um difeomorfismo ® : E = M"\K —
R™\B. Em particular, E = M™\K é um conjunto conexo.
2. a métrica g = g;j(x)dx'dx? na carta coordenada (z',22,...,2™) em E definida por

®, satisfaz as sequintes propriedades:

9i(x) = 0y +O(|z[7) (2)
[2llgizr ()| + [2*gizm(z)] = O(z[™") (3)
|R(z)] = O(|[™), (4)

para todo 1,7, k, 1l =1,2,...,n. Onde gijr = Okgij € Gij = Ok019i; sGo as derivadas
coordenadas da ij-componente da métrica, ¢ > n e p > (n —2)/2 sdo constantes e

R(x) € a curvatura escalar de g no ponto x.

O conjunto £ = M™\ K é chamado o fim da variedade assintoticamente plana.
Analogamente, dizemos que (M",g) tem um ntmero finito [ de fins, se M™\ K é a uniao
disjunta de componentes conexas (fins) Ny, ..., Ny, onde cada N; é difeomorfo a R™\ B, e
em cada fim N; e difeomorfismo ®; : R® — B, a métrica ¢ definida na carta coordenada
dada por ®; satisfaz as condicOes acima. A menos de mencao contraria, trataremos
apenas de variedades assintoticamente planas com um tnico fim. Para uma variedade

assintoticamente plana definimos sua massa ADM da seguinte forma:
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Defini¢ao 2.2 A massa ADM de uma variedade completa assintoticamente plana (M™, g)

¢ definida por

muw>7g&2n_1wn1[;§;%w 9ii.j )V ASr, ()

onde w,_1 € o volume da esfera unitdria de dimensao n — 1, S, € a esfera de raio r, v é

o vetor normal exterior a S, e dS, € o elemento de drea de S, na carta coordenada.

Os fisicos |Arnowitt, Deser, and Misner| (1961]) foram os primeiros a propor esta
definicio em n = 3 para descrever a massa total em um sistema gravitacional isolado.
Generalizamos suas defini¢coes de massa AD M para qualquer dimensao n > 3 escolhendo a
constante correta em frente a integral. Destacamos também que a massa ADM independe
da escolha das coordenadas assintoticamente planas (Bartnik, 1986). Frequentemente
escrevemos mapyn (M™,g) = mapy = m se a variedade e sua métrica correspondente,
estiverem bem entendidas. Ademais, utilizamos no trabalho a convencao do somatoério de

Einstein para somar sobre indices repetidos. Em particular, escrevemos

. 1
m = hm —/S (gij,i — gii,j)yjdsr. (6)

r—oo 2(n — 1)wy,_1
2.2 Exemplos de variedades assintoticamente planas

1. (O espago euclidiano.) O exemplo mais simples de variedade assintoticamente
plana é o espaco euclidiano R™ com a métrica canonica g = d. Como 0;; = 0 para
todo 7,7 e k, sua massa ADM myupy = 0. Veremos no capitulo 4] que o espaco

euclidiano é precisamente o caso rigido do Teorema da Massa Positiva.

2. (Métricas conformes.) Seja (M",g), com n > 3, uma variedade assintoticamente
plana, entao conseguimos construir uma classe de variedades assintoticamente planas
em M" usando uma mudanca conforme de métricas. Dizemos que uma métrica g é

conforme a métrica g se
_ 4
g =u(z)"2g, (7)

para alguma u(x) € C°°(M™) positiva. Note que a escolha do expoente é conveniente
uma vez que ela simplifica a transformagao da curvatura escalar. De fato, se R(g)
e R(g) sdo as curvaturas escalares de g e g respectivamente. Entdo através de um

calculo direto obtemos

rig) =+ (- mig). )
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Se (M", g) é assintoticamente plana, entdo (M", g) também serd uma variedade
assintoticamente plana quando u(x) satisfizer condigbes adequadas de decaimento.

Por exemplo, (M™, g) sera assintoticamente plana, de acordo a defini¢ao quando

u(z) — 1 quando z — o0 (9)
up = O(lz[") (10)
we = O(jz[77%) (11)
Aju = O(|z]77) (12)

para alguma constante p > % eq>3.

. (Variedade de Schwarzschild). Como um caso particular do exemplo 2, seja
(M2, g) = (R®\ {0}, u'5) com

mo_.m

p—t 1 p—t
u(@) i 2|z| 2r

onde m é uma constante positiva e r = /22 4+ y? 4+ 22, é a distancia euclidiana do

ponto (z,y, z) a origem. Entdo a variedade resultante,

s, = (R\0) (14 52)'0). (13

é uma variedade assintoticamente plana. Ela é chamada a variedade de Schwarzs-
child tridimensional. Mostraremos no capitulo |3| que ela pode ser isometricamente

mergulhada em uma parabola de rotacio no R*.

T (R3\{0}, (1 + 2)45) T
"x....\ //'/
_:_:_--+ E:Smf?
.’II.II IIIII'\.
- S~

Figura 1: Visualizacdo da variedade tridimensional de Schwarzschild
Fonte: Lam (2010).
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Desde que R = 0 para a métrica euclidiana e Au = 0, a equagao implica que a
variedade de Schwarzschild tem curvatura escalar identicamente nula. Além disso, a
esfera Sy, 2 = {x € R¥\{0}; |z| = m/2} é uma superficie minima em (M3, g). Mais

geralmente, a curvatura média H de um esfera em (M3, g) pode ser encontrada por
1 /2 40u
H=—|-4+—-——%). 14
u? (r u E)r) (14)
Com efeito, o vetor normal unitério a esfera S, 2 em relagao a métrica g ¢ dado por

T T x;

N(x) Oi, (15)

T aly  wR(@)a]  w2(x)r

pois |z|2 = u(z)*|z]>. Desde que a curvatura média H de uma hipersuperficie &
dada pelo divergente do campo normal unitario ao longo da hipersuperficie (reco-
mendamos do Carmo (1988) para maiores informagoes sobre a curvatura média e o
divergente de um campo vetorial), se denotarmos por det g = det(g;;), obtemos que

a curvatura média H de uma esfera em (M3, g) ¢ dado por:

H = ma—zl (E\/detg>

- %ai <x7“4)

o 1 4 0 ZT; ZT; 0 4
W [“ oz, (5) o ﬂ

1 5 4

= W |t 2 o)

[ (1 7 S0u

= a[’“ <;—7~—s)+rz4 or

1, (3 50U

= 5 () ]
1 /2 40u

= S\ T 1
u2(r+u8r>’ (16)

onde usamos que

or T 0 (’37"2_%8

p— p— _— . 17
or; ‘ Ox; Ox;0r  r Or (17)
Em particular, para r = m/2, obtemos
0
F__T o, Tu:(1+m)7“=m' (18)
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Substituindo na equacao (16| encontramos

1 /2 4 m
H = —|-———
u? <r u27’2>

Pontanto, S, /2 C (M3, g) ¢ uma hipersuperficie minima. Por outro lado, a variedade
de Schwarzschild tem dois fins, com uma reflexdao simétrica em relacao a esfera
minima ¥ = S,,/5. De agora em diante nos referirimos ao fim exterior da variedade
Scharzschild, dado por

(R3\Bm/2, (1 v %)45) : (19)

como a variedade exterior de Schwarzschild. Esta é agora uma variedade completa
assintoticamente plana com um fim que tem um bordo minimo.

Usando a defini¢cao, calculamos a massa ADM da variedade exterior de
Schwarzschild (M?, g) = (R3\B,,/2, (1 4+ 2)%0):

) 1
mADM(g) = rlggo 16_7r ; (gij,i - gii,j)yjdsr-

1 my\3 m Z T\ 7
— lim — [ 4 (1 —) (——) (—152-- - —J) s,
5o 167 S - 2r 2r2) \r Y )y

r

1 m\3 m
Cm L () (R (s,
rooo A /S T 2) (72)
1 m\3 /m
i k(1 2) (B
rg&élﬂ +27" 72 o
= m.

Ou seja, a massa ADM da variedade exterior de Schwarzschild é precisamente a

constante positiva m.
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3 GRAFICOS SOBRE O ESPACO EUCLIDIANO

Neste capitulo estudamos variedades assintoticamente planas que sao gréaficos sua-
ves sobre R™ e obteremos uma formula que expressa a curvatura escalar de tais variedades
como o divergente de um campo de vetores. Em seguida, mostramos uma expressao para
a métrica de um grafico no espaco euclidiano de forma intrinseca. Finalmente discutimos
o fato que a variedade de Schwarzschild pode ser isometricamente mergulhada no R* como
uma parabola rotacional, e que seu fim exterior pode ser expresso como um grafico de

uma funcao suave.

3.1 A geometria dos graficos

Seja f : R®™ — R uma funcao suave, é facil ver que o grafico de f, o conjunto
G(f) == {(=, f(x)) € R}, ¢ uma hipersuperficie em R""!. Um fato muito importante,
é que podemos expressar a sua curvatura escalar como o divergente euclidiano de um
campo vetorial. Note que a demonstragao aqui é mais direta que a original utilizada por
Lam (2010), onde a curvatura escalar é calculada de maneira intrinseca, incluimos tal

demonstracao no Apéndice A.

(M",g) = (R",6 + df ® df)

_—

Rn

Figura 2: Visualizagdo de um gréfico sobre o espaco euclidiano
Fonte: Lam (2010]).
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Proposicao 3.1 Seja (M",g) o grifico de uma funcio suave f : R — R. FEntdo a

curvatura escalar de (M™, g) pode ser expressa por

R = div (—(f 1f+ﬂ ’_VJ;T;’C ) aj) , (20)

onde a norma de Vf é tomado em relacao a métrica canonica do R™.

Demonstracao 3.1 De fato, pela equacao de Gauss (ver |do Carmo| (1988)) e usando o

fato de que o tensor de Riemann do espaco ambiente ser identicamente nulo, temos que

<R(X’ Y)Z’ W> = <(I(X, Z),Oz(}/, W)> - <a<X7 W),a(Y, Z)>7 (21)

para vetores tangentes a M™, onde o € a sequnda forma do grdfico. Aplicando a equagao

acima em um referencial ortonormal eq, ..., e, de M", temos

(R(ei, )€, €5) = {alei, ), alej, e5)) — (ales, €5), ales, €5)). (22)
Logo, somando nos indices i e j, obtemos que a curvatura escalar do grifico serd
R= Z (AiAl — AlAL), (23)

onde A = (A%) é o operador forma do grdfico. Mas Al = (AD;,0;) = —(dN(9;), 7).

Como o campo normal unitdrio (apontando para cima) ao longo do grdfico é:

1

S —— v ) 24
Obtemos
Al =0, (g) = (g), onde w=+/1+|Vf[2 (25)
Mas
w040,
w/);\w)/; W), w w\w/
Analogamente,

AlAL = [(f)%] - % (%) (27)

Portanto, substituindo essas exrpressoes na equacao temos
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SO ERIORUCHEION
- 22 [(0)2-() 4]
) Zajzi: <ffjw¢) (28)

Como queriamos demonstrar.

O gréfico de uma funcao f : R® — R é claramente difeomorfo ao R", a proposi¢cao

a seguir mostra que sua métrica é dada por g = d;; + fi f;-
Proposicao 3.2 Considere f : R" — R uma func¢ao suave e

M™ = {(x1, ..., xn, f(21,..., 2p)) € R+ (1, ...,z,) € R"}

o grdfico de f. Se M™ estd munida com a métrica g induzida da métrica plana do
R entao (M™, g) € isométrico a (R™,§ + df @ df), onde § é a mélrica plana do R™.

Demonstragao 3.2 Sejam x = (1, ...,x,) um ponto em R™ e (z,7,41) € R"™. Mos-

traremos que a aplicagao

F:(R"d+df @df) — (M" g) (29)
x = (z, f(x)) (30)

€ uma isometria. Como f € suave por hipdtese, F' é claramente uma funcao suave. Além
disso, F' é um difeomorfismo cuja inversa € a proje¢ao canénica sobre R", w: (M", g) —
(R™, 0 + df @ df) definida por w(z, f(x)) = x. Vamos verificar agora que o difeomorfismo
F ¢ uma isometria, ou seja, F*g =0 +df ® df. Por definicao do pullback F*,

N AN o 0
(F79) (a_ a_) =9 (Fa_Fa_> (31)

para todo 1,5 =1,....n. Se p € C°(M",qg) entao
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0 0 0
n+1 a(b axk
k=1
09 Of " ¢ OzF
T Oxntl i + < — Ok 81%) (34)
_ 09 Of (09
9t Qo + (k:l a$k5kl> (39)
B 0 aof 0
B (8mi * %8:}:“*1) ¢. (36)
Disto,
0 0 0
Fopu = e g (87)

onde f; = 0;f. Como g é a métrica induzida do R", temos

o 9
— ] = 4. <1,9 <
g(&waw> % pera Ashssn .
€
o 0 ) o 0 )
0 = (PorFis) = (g * g g+
Si; + fifi- (39)

Como queriamos demonstrar.
Observagao: 3.1 Pela proposi¢ao de agora em diante nos referiremos a

(M", g) = (R",§ + df & df)

como o grdifico da funcao f. Mais geralmente, se @ C R™ é um aberto limitado com
bordo suave X = 0L, entdo o grifico de uma funcao f, definida em R"\X, munido com

a métrica induzida g do R™™ ¢ uma variedade completa com bordo f(X) e isométrica o

(R™\Q, 6 + df @ df). Estudamos tais variedades na se¢ao[{.4

A definicao de variedades assintoticamente planas fica relativamente simples
no caso de graficos, sabendo que a métrica, nesse caso, ¢ dada por g;; = d;; + f; f;. Por-

tanto, temos a seguinte de defini¢ao de funcao real assintoticamente plana.
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Definicao 3.1 Uma funcao suave f : R® — R é assintoticamente plana quando seu
grifico € assintoticamente plano. De acordo com a defini¢ao se denotarmos por f;, a

i-ésima derivada parcial de f, entdo f serd assintotocamente plana quando

filz) = O(lz|"7?) (40)
[l fij(@)] + |2 Pl fign(@)] = O(la]™?), (41)

no infinito para algum p > (n —2)/2.

3.2 Variedade de Schwarzschild como um grafico

Ja mostramos que a variedade tridimensional de Schwarzchild é uma variedade

assintoticamente plana, conforme ao R3\{0} e pode ser expressa por
m 4
(R?’\{O}, (1+2) 5), (12)
T

onde m é uma constante positiva (vimos que m é de fato a massa ADM da variedade),
r = +/x? 4+ y? + 22 ¢ a distancia do ponto (x,y, z) & origem em R? e § é a métrica canonica,
do espaco euclidiano. Além disso, a variedade de Schwarzschild pode ser isometricamente

mergulhada em uma parabola rotacional em R* como o conjunto dos pontos
D = {(z,y,z,w) € RY:r = w?/8m + 2m}. (43)

Explicitamente, a inversa do mergulho isométrico acima ¢ dado por

qb:{r:;U—;l—i-Qm}CR‘l — R*\ {0}
m

") )

o(z,y,z,w) = <1+

Note que a imagem da superficie minima S, » = {z € R*\{0}; |z| = m/2}, pelo mergulho
isométrico, & Sy, = {(7,y,2,0) € RY; /22 + 92+ 22 = 2m}. A variedade exterior de
Schwarzschild corresponde aos pontos tal que w > 0. Logo, resolvendo a equacao (43)

para w, vemos que a variedade exterior tridimensional de Schwarzschild ¢ o grafico de
uma fungdo esfericamente simétrica f : R*\ By, — R dado por f(r) = 1/8m(r — 2m).
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4 RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capitulo expressamos a massa ADM de um grafico sobre o espaco euclidiano
(M"™ g) = (R™,0 + df ® df) de uma fun¢do suave assintoticamente plana f : R" — R
como a integral sobre a variedade do produto de sua curvatura escalar R por uma func¢ao

potencial positiva, concluindo de forma facil e direta, o Teorema da Massa Positiva.

4.1 O Teorema da Massa Positiva

Teorema 4.1 (O teorema da massa positiva para graficos) Seja (M",g) = (R", 0+
df @df) o grdfico de uma funcao f: R™ — R assintoticamente plana com curvatura escalar
R > 0. Entdo a massa ADM de (M™,g) é

1 1
= R——dV, 44
m 2(n—1)wn_1/n 1L+ |VF2 7 (44)

onde V[ denota o gradiente de f na métrica plana, |V f| sua norma com respeito a
métrica plana e dV;, € o elemento de volume em (M™,g). Em particular, R > 0 implica
m > 0. Além disso, temos a massa m = 0, se e somente se (M™, g) é isométrico ao

espaco euclidiano R™.

Demonstracao 4.1 Por defini¢ao, a massa ADM de (M",g) = (R",§ +df @ df) é

. 1
=, st
. 1
=y J, s ol 2R

= lim ;/ (fiufj — fij [i)v;dS,. (45)
“1Js,

Usando a hipdtese do grifico ser assintoticamente plano, a funcao 1/(1 + |V f|?) tende a

1 quando r — oo. Portanto, podemos reescrever a massa como

. 1 1
m = TILIEO 20— Doy /ST e |Vf|2(f“fj — fijfi)v;dS;. (46)

Agora, aplicando o teorema da divergéncia na integral acima e usando a proposicao

[5.1], temos
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r—o0 2(n — 1)wy,_1 1+|Vf]?

B 1 | Jifk — Jielfi
T 2(n— Dwns /ndw( 1+ |Vf]? )d%

1
- | Rav
2(n — 1)wp—1 /n ’
1

1
= ——— [ R———dV,
2(n—1)wn_1/n L+ |Vf2 Y

m = lim ;/ div (M) dVs
Br

pois

AV, = v/det gdVs = \/1 + |V f2dV.

Logo se R > 0 entao m > 0. Por outro lado, se (M™,g) é isométrico ao espaco
euclidiano, entao R € identicamente nula e pela expressao acima a massa m também serd.

Como queriamos demonstrar.

Observacao: 4.1 Note que a formula nao nos permite concluir o caso de rigidez,
se a massa m = 0 entao como R > 0, temos que obrigatoriamente a curvatura escalar
R € identicamente nula mas nao podemos concluir daqui que f € uma funcao linear, ou
seja, que M € isométrico ao espaco euclidiano. Para uma prova do teorema de rigidez

para grificos recomendamos o artigo de Huang, Wu et al| (2015).

Uma fungdo em R™ é dita esfericamente simétrica quando temos que f(z) =
f(lz|) = f(r), ou seja, se |x| = |y| entdo f(z) = f(y), lembre que a variedade exte-
rior de Schwarzchild de dimensao 3, é grafico de uma funcao esfericamente simétrica.

Para tais fungoes temos que a massa ADM sempre serd nao-negativa.

Proposicao 4.1 Se (M",g) é o grdfico de uma fungdo suave esfericamente simétrica
f=f(r) em R", entdo a massa ADM de (M",g) é nao-negativa (sem qualquer hipdtese

sobre o sinal da curvatura escalar).

Demonstracao 4.2 Seja f. = 0f/0r a derivada radial de f. Usando a regra da cadeia,

as derivadas coordenadas de [ satisfazem:
Z;
fi = fr_
,
T 0;]  xix;
f'LJ = fm,vj‘f“fr(_— ‘J).

r 73

Por outro lado, desde que o vetor normal unitdrio exterior a esfera S, € dado por v; =
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x;/r, temos

2 2 Ly
fiiijj = [frr%+fr (%_x_z)‘| frﬂﬁ

73 ror
2.2 2 2.2
_ ff‘”z‘ijer i Ei%
- rrJr 7’4 r TS /r5
= frrfr7

fijfil/j = |:frrxi_:§j +fr (% - xlw]>:| r&ﬁ
T T

73 ror
2,.2 2,.2
o Jmdr g T 3 5
r r r
2f2
frrfr_ rr.

Usando este fato junto com a definicao de massa ADM de (M™,g), temos

, 1
i J, st
_ 1
= I s [, U+ fufi = 2w

1
= lim ——r ifi — fijfi)vidSy
im | uti = pigor

1 212
= lim / Jr ds, > 0.
r—oo 2(n — Dwp—1 Jg, 7

Uma consequéncia deste fato e da formula (44)), é que nao existem fungoes suaves
assintoticamente planas e esfericamente simétricas em R" cujos graficos tem curvatura

escalar negativa em todo ponto.

4.2 A Desigualdade de Penrose

A Desigualdade de Penrose pode ser vista como um aprimoramento do Teorema
da Massa Positiva. Se (M™, g) é um grafico de uma fun¢do assintoticamente plana com

curvatura escalar nao-negativa que tem bordo minimo X entao

()"
m> = (=L ,
— 2 Wn—1

onde |X| é a drea de ¥ e w,_1 é o volume da esfera unitaria de dimensao n — 1.
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A seguir, faremos algumas consideracoes bem como mostraremos alguns resultados
auxiliares:

Seja @ C R™ um conjunto aberto e limitado (mas nio necessariamente convexo),
com bordo suave 3 = 9. Se f: R"\Q2 — R é uma fung¢ao suave assintoticamente plana,
entdo o grafico de f (M™, g) é uma variedade assintoticamente plana com bordo f(X%),
suporemos também que cada componente conexa do conjunto f(X) estd em um conjunto

de nivel de f. Veja a figura abaixo:

Figura 3: Visualiza¢ao de um gréfico sobre R™\Q
Fonte: Lam (2010).

Pela proposicao e observacio (B.1]), nos referiremos a (M", g) = (R"\Q,d +
df ® df) como o grafico de f.

Denotando por H e Hy as curvaturas médias de f(X) em (M", g) e em R", respec-
tivamente, podemos relacionéa-las por

1
H=—u0" _H, (47)

VIHIV?

Note que Hy é também a curvatura média de . A equacao implica que se
|IVf(x)] = oo quando x — ¥, temos H = 0 em ¥ entdo f(X) é uma superficie minima
exterior de (M™, g). Graficamente, isto significa que f é vertical ao longo do bordo. A

seguinte formula sera util na demonstracao da desigualdade de Penrose:

Lema 4.1 Seja ¢ : M™ — M uma imersio isométrica. Se f: M — R ¢ uma fungio
suave, entao
Apf=Auf—Hv(f)+ Hessf(v,v) (48)

em cadap € M, onde H € a curvatura média da imersao e v é um campo unitdrio, normal

a M em uma vizinhanca de p.
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Demonstracao 4.3 Denote por V e V as conexoes de Levi-Civitta de M e M respectiva-
mente, e por o a sequnda forma fundamental de ¢. Se eq, ..., €,, €nt1 =V € um referencial

em uma vizinhanga de p € M em M, temos em p que

Apf = Z[ei(ez’(f)) — (Ve,e) ()] (49)
= lee) = (V) - e () 4 VA0) = (Fu)f) (50
= Ayf— Z v(en,e))v(f)+ Hessf(v,v) (51)
= AMf—HV(f)—I—Hessf(y,u) (52)

onde A € o operador forma da imersao e H € o traco de A.

Com tais consideracoes, note que a prova do teorema a seguir é muito similar ao
Teorema da Massa Positiva, a diferenca é que ao aplicarmos o teorema da divergéncia

obtemos um termo extra referente ao bordo.

Teorema 4.2 Seja Q2 C R" um subconjunto aberto e limitado (nao necessariamente co-
nexo) e X = 0. Se f: R"\Q — R ¢ uma funcdo suave assintoticamente plana tal que
cada componente conexa de f(X) estd em um conjunto de nivel de f e |Vf(x)] — oo

quando x — . Entdo a massa ADM do grdfico de f é

1

1
m=_——— ——— | HydX, 53
2(n — Dwp—1 ,/1+]Vf|2 n—l)wn_l/z 0 (53)
onde Hy € a curvatura média de ¥ em (R™\, ).
Demonstracao 4.4 De acordo com a equag¢ao 7 podemos escrever a massa de (M™, g)
por

) 1 1
m = lim /ST T |vf|2(fiifj — fijfi)v;dS;.

r—oo 2(n — 1)wy,_1

A prova é muito semelhante ao teoremal4.1l A diferenca aqui é quando aplicamos

o teorema de Stokes, obtemos uma integral extra referente ao termo do bordo:
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m = lim L / L (fz’z‘fj_fijfi>deSr
s

r—o00 2(n — Nwp—1 Jg, 1+ |V f|?
- W/Rn\ﬂ v <Tf|2(fwfj fij fi)O ) P

1
_2(71 — Dwp1 / 1+ ‘Vf|2(f“fj fijfi)vidx.

Disto,

1
2(%—1 Wn—1 \/1+|Vf’2

1 1
- 2(n— 1)wn /z 1+ |Vf|2(fiifj — fij fi)v;d2.

m =

O wvetor normal exterior a ¥ é v = Vf/|Vf|. Considerando ¥ como uma superficie
fechada em (R™,0) denotaremos Af o Laplaciano de f em R™ com respeito a métrica
plana e As f o Laplaciano de f restrito a 3. Denotando Hessf o hessiano de f e Hy
a curvatura média de X com respeito a métrica plana. Usamos a formula (@) provada

anteriormente:

Af = Asnf— Hov(f)+ Hessf(v,v)

o AN
= foptes! ( |Vf|) ML (54

onde Asf =0 ev = <L pois f ¢ constante em ¥ (f(X2) estd em um conjunto de nivel

V7l
de f). Além disso

1
o ) /
— o [NV - Hesst (V1.5 ) (55)
- T leﬂH“sf ( |§§|>‘HO‘W ') V| = Hessf ( \%)1
vy
R

onde substituimos a equacao (ﬂ) em (.) Portanto,
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" e W
_Q(n—ll)wn 1/ 1+Wf|2(fufj figfi)vids
~ o S ™
+2<n_11)wn 1/ 1J|rvyfv|jc|2H0dz

1

= L /HdE
2(n — Dwn—1 Jur \/1+|Vf|2 2(n — Dwp—1 Jy ome

Como queriamos demonstrar.

Observacao: 4.2 Desde que f(X) estd em um conjunto de nivel de f, ela é a mesma

superficie X transladada verticalmente, Logo, expressamos a massa ADM como

1 1
m=_————— — Hyd>.

2(n — Dwp—1 Jum ,/1+|Vf|2 2(n = Dwn-1 Jp()

Denotamos por €2;, i = 1,...,k as componentes conexas do conjunto aberto limi-
tado €2. No caso em que cada (); é convexo, obtemos um limite inferior para a integral
do bordo no teorema 4.2 Para isto, precisamos do seguinte lema, que faz uso de um
caso especial da desigualdade de Aleksandrov-Fenchel, veja [Schneider (1993) para mais

detalhes sobre a desigualdade de Aleksandrov-Fenchel.

Lema 4.2 Se ¥ é uma superficie convera em R" com curvatura média Hy e drea X,

2]
—— | Hyd¥X > = )
2(n — Dwp—1 / 0 2 <wn_1 (56)

Demonstracao 4.5 Seja ¥ C R" uma superficie convera com curvaturas principais

entao

K1y ooy Kn_1. Definimos

O'j(lfl, ....,/{n_l) = ( " _ L ) Z Kiy * - -K'ij (57)

J 1<t << <n—1

a j-éstma funcao simétrica normalizada em Ki,...,kn_1 para j = 1,..n — 1.
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Em particular,

O'g(lil,...7l€n_1) =1
1 - 1
Ul(ﬁla-nyﬁn—l) = n_lgﬁi:n—l[—[o
n—1
O'nfl(lﬂll,...,lﬁnfl) = H/ﬁ)i.
i=1

A k-ésima quermassintegral Vi, de X € definida por

Vk:/zcrk(/ﬁ,...,mn_l). (58)

Um caso especial da desigualdade de Aleksandrov-Fenchel diz que, para 0 < i <
j<k<n-—1,

VE> Vv (59)

Em particular, tomando i =0, =1,k =n —1,

= 7 (60)

Mas,

VE) = /0'0(/{17...,1171_1) = |E|
X

1
Vi = /201(517---,/%1):”_1/21[[0

Vn—l - / O-n—1</€17 ceey KJTL—I) = Wn-1,
%

onde na iltima 1gualdade temos que o produtorio das curvaturas principais é o determi-
nante da diferencial da aplicacao de Gauss e assim a integral sobre X dd exatamente a
drea algébrica da aplicacao de Gauss na esfera, para o nosso caso, como a aplicacdo cobre

a esfera uma vez, obtemos a drea da esfera w,_1. De (@) temos

1 n—1
( / Ho) > S
n—1Jx

1

1 n—2
Hy > |¥|»w/
n—2

1 1 b n-1
—/Ho 1/ ]3] 7
2(n — Dwp_1 Jy 2 \wp_1

—

A%
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pois
=1 n=2  Wp-1
Wy = Wpaw "1 = —
n—1
Wn-1

Portanto, obtemos o resultado desejado.

A seguir, mostramos uma Desigualdade de Penrose para graficos em R™ com bordo
convexo. Note que neste caso melhoramos o Teorema da Massa Positiva, pois damos um

limite inferior para a massa ADM.

Teorema 4.3 (Desigualdade de Penrose para graficos com bordo convexo) Com
as mesmas hipdteses do Teorema[f.d junto com a hipdtese adicional que cada componente

conexa $; de Q € convera e ¥; = 0€);, entdo

S m !
+—
g (wnl) 2(n — 1wp1 \/1+1Vf12

Em particular,

k n—2

1 n—1

R >0, implica m > Zﬁ( ) .
Wn—1

Demonstracao 4.6 Com efeito, usando o teorema (w e o lema (w temos que

_ 1 1
M= D 1/3 1+|Vf|2(f“fj_f“fi)”jd57"

1 1
HdZJr
2(n — 1wn1/ 0 2(n — Dwn—1 Jasm \/1+\Vf!2

> Zl(|2|)“ 1
T =2 (n—lwn 1 \/1—0—|Vf|2
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APENDICE A

Podemos calcular a curvatura escalar de um grafico de uma funcao euclidiana de

forma intrinseca conforme Lam (2010

Proposicao .2 Seja (M",g) = (R™,§ + df @ df) o grifico de uma fung¢io suave

f:R™ = R. Entdo a curvatura escalar de (M™, g) pode ser expressa por

v fifi = fil
R—dlv(1+|vf|2), (61)

onde a norma de V f é tomado em relacao a métrica candénica do R™.

Demonstracao .7 Como a métrica g;; = 0;; + fi f; € uma perturbacao da identidade, ¢
natural pensarmos que a sua inversa também seja. De fato, multiplicando a expressao da

métrica por ¢’F e somando em j temos

5ik = gijgjk = 5ijgjk + gjkfjfi (62)
S = 9"+ ¢ fifi, (63)

logo,
gik = O, — gjkfjfi- (64)

Agora multiplicando a dltima expressao por f; e somando em i temos
gikfi = fi — gjkfj|vf’2-

Como i e j sao indices de soma entao

A+IVIP = (65)
jk ¢ fk
L= TR (66)

Substituindo (@) em , encontramos uma erpressao para a inversa gv:

ij _ gij fzfa
gl = &1 TV (67)

Em posse de @, vamos calcular a curvatura escalar R de (M™, g) usando sua



expressao em coordenadas locais:

k
sz \J

R =g ('

ij,k

+ TLDg — DI,

Por outro lado, sabemos que os simbolos de Christofell de (M",g) sdo:

L g
Ffj = —gk (gjm7i+gim,j_gij7m)

2

= S i+ Tt sl S~

2
T2\ T+ v

_ fi Il V£
fijfk

L+ [VFP

Logo, temos:

2fijfm

fimfj - fzf]m)

Ffj}k = (ﬁ) fljfk + = 1+ |Vf’2 (fl]kfk + fzjfkk)

koo 1 1 . e
Dok = (1 T Wf’Q) fiefo+ 1 n |vf’2(fm]fk + firfri)s

fij fue S fi

Lk :( fish )( frifr ): 3
it kL L+ |Vf2) \ 1T+ VS 0+ [V P2

fzkfjlfkfl

I P’?:( Jir 1 )( Jittw ): ik j
ikt jl 1+ |V ) \1+|Vf2 (1+|Vf]?)?

Subtraindo a sequnda expressao da primeira,

Fk

Além disso, usando o fato que (1+ |V f|?); =

1 1
ik iy = (W)kfijfk_(l—F’VfP) ficfo+ —=75

(1+ ff)j = 2f1fij, entdo

1
L+ [V

2f1fi

< 1 ) A+ VP

L+[VfI2/,

Analogamente,

1+[VviP)?  (

+ VI

( 1 >__ 2frfik
LHIV), LIV

Logo podemos expressar por

Ik, — % 2fij fuefr i

2fiefifeti

Jijfew — fikfk:j‘

(fijfk:k_

ij,k +

T T VP2

(1 +[Vf2)?

L+ [Vf]?

32

(68)

(69)

firfrj) (70)

(71)
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Usando em , obtemos

= ( A+ Ve 7 )

1+ [V ) L+ |Vf?
— (fz‘jflk: — fikfjl) ij (fijfk:k - fikfkj)
= UV IpR? fefityg T VIE (72)

Agora, analisamos cada parcela da equacao separadamente, na ilttma parcela temos

que
dp o by = (g il N e e
9 (fijfer — fefrj) = |9y 1+ |V/]? (fij fur — finfrs)
= (fiifwr — z%g)_%(fijfkk_fikfkj)- (73)
Jd a primeira parcela de ,
G(E o fo o f = (s Ll N e
9 (fiifw — fuLi) frfr = | 04 T V2 (fizfie — fifi) fr i
(fi S — farSa) fe St — %(ﬁjﬁk — fufs)  (74)
= (furfsi — frifwd) fif (75)

Onde no primeiro termo da equacao trocamos i por k, k por i el por j. Jd o
sequndo termo é simétrico quando somamos sobre 1,7,k e l, logo se anula. Logo
substituindo e em obtemos uma interessante formula para a curvatura

escalar de (M™,g), a saber,

n_ Jiilww — Jfiw — 2fif;
1+ |V f]? (I+[Vf]?)?

(fZ]fkk - fzkfkj) (76)

A seguir, escrevemos a curvatura escalar R como um campo divergente de vetores.

Primeiro perceba que

(2fijfj) L ; o ; )
“werem = (rrere) e = (o) e

Analogamente,
(2fri f7) Fuifi = — ( 1
L+ [V L+ (VP

Dai, a expressao para a curvatura escalar em (@, transforma-se em

)ksz'fz'- (78)

~ Julke — finJin n ( 1

R= VP 1+|vf|2>k<fiifk_fikfi)- (79)



Por outro lado,

Portanto,

 (fiife — fiefir 1
= e +(1+\Vf\2

_ (fmfk - fikfi)
L+ VP,

= div <Wak) .

k

Como queriamos demonstrar.
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