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RESUMO

Este trabalho tem como principal objetivo demonstrar o Teorema da esfera diferenciavel,
isto é, que toda variedade Riemanniana compacta e estritamente 1/4-pingada no sentido
pontual é difeomorfa a uma forma espacial esférica. Seguiremos as ideias relativas ao
fluxo de Ricci introduzido por R. Hamilton. Primordialmente, abordaremos resultados
melhorados devidos a Hamilton em superficies e em variedades tridimensionais. Apos isto,
apresentaremos a solucao de S. Brendle e R. Schéen ([8]) para dimensoes maiores que trés.

Palavras-chave: Fluxo de Ricci. Curvatura Isotropica Nao Negativa. Teorema da
Esfera Diferenciavel.



ABSTRACT

This work has as main objective to demonstrate the differentiable sphere theorem, that
is, every compact Riemannian manifold which is strictly 1/4-pinched in the pointwise
sense is diffeomorphic to spherical space form. We will follow the ideas for the Ricci flow
introduced by R. Hamilton. Primarily, discuss results improved due to Hamilton about
surfaces and three-dimensional varieties. After that, we will present the solution of S.
Brendle and R. Schoen ([8]) for dimensions greater than three.

Keywords: Ricci Flow. Nonnegative Isotropic curvature. Differentiable Sphere The-
orem.
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INTRODUCAO

Em 1926, H. Hopf mostrou que uma n-variedade Riemanniana compacta, simplesmente
conexa com curvatura seccional constante igual a 1 é necessariamente isométrica a esfera
S", munida de sua métrica padrao. Um sentido heuristico de continuidade, levou Hopf a
conjecturar quais as variedades Riemannianas cujas curvaturas seccionais estao entre 1-¢
e 1 que sao homeomorfas a esfera. Este ficou conhecido como o Problema pincante de
Hopf, sendo formalizado por H. Hopf e H. Rauch com a noc¢ao de curvatura pingante.

Definigao 1. Dado § € (0,1), diremos que uma variedade Riemanniana (M,q) € fra-
camente 0-pingada no sentido global se as curvaturas seccionais de (M, q) satisfazem
0 < K <1. Se a desigualdade € estrita, diremos que (M, g) é estritamente §-pin¢ada no
sentido global.

Definicao 2. Dado § € (0,1), diremos que uma variedade Riemanniana (M, q) € fraca-
mente d-pingada no sentido pontual se 0 < §K (m) < K(ms), para todos os pontos p € M
e todos planos bidimensionais my,mo C T,M. Se 0 < 6K (m) < K(ms), para todos os pon-
tos p € M e todos planos bidimensionais m,m C T,M, diremos que (M, g) € estritamente
0-pincada no sentido pontual.

O problema pincante de Hopf foi inicialmente abordado por H. Rauch apés visitar
Hopf em Ziirich nos anos 1948-1949. Rauch mostrou em seu artigo pioneiro ([31]) que
uma variedade Riemanniana simplesmente conexa que é estritamente d-pingada no senso
global é homeomorfa & esfera, onde d ~ 0,75. A partir disto, Rauch levantou a questao de
quao 6tima esta constante o poderia ser. Isto foi resolvido por M. Berger e W. Kligenberg
no conhecido Teorema da Esfera:

Teorema 1 (M. Berger [4]; W. Kligenberg [23]). Se (M, g) é uma n-variedade Rieman-
niana compacta, simplesmente conezxa e estritamente 1/4-pin¢ada no sentido global entao
(M, g) é homeomorfa a esfera S™.

A prova classica deste teorema baseia-se em técnicas geométricas de comparacao e
pode ser vista, por exemplo, no capitulo 6 de [12]. A constante 1/4 é 6tima visto que o
espago projetivo complexo CP™ admite uma métrica cujas curvaturas seccionais assumem
todos os valores no intervalo [1,4] (cf. [30], pagina 85).

A questao fundamental a se perguntar acerca do Teorema da Esfera é se podemos
substituir "homeomorfa'"por "difeomorfa"em seu enunciado. Isto acontece porque o ho-
meomorfismo obtido na demonstracao do Teorema da Esfera é obtido "colando"dois discos
pelos bordos e uma tal construcao é compativel com qualquer estrutura diferenciavel dis-
tinta da estrutura usual da esfera. Além disso, existem exemplos de variedades que sao
homeomorfas a esfera e nao sao difeomorfas entre si. Sao as chamadas esferas exoticas.



Os primeiros exemplos de esferas exoticas foram construidos por J. Milnor em 1956, onde
ele encontrou variedades suaves que sao homeomorfas, mas nao difeomorfas a S7(cf. [27]).

O primeiro resultado obtido nesta diregao se deve a Gromoll ([17]) e Calabi (nao publi-
cado) que provaram que uma variedade riemanniana simplesmente conexa e §(n)-pingada
no sentido global é difeomorfa a S, onde d(n) depende da dimensdo n da variedade e
converge para 1 quando n — oo. Em 1971, M. Sugimoto, K. Shiohama e H. Karcher pro-
varam um resultado anilogo em [22] onde a constante pingante independe da dimensao
(0 =0,87). Em 1973, esta constante pingante foi melhorada por E. Ruh em [32](6 = 0, 80)
e, em 1974, por K. Grove, H. Karcher e E. Ruh em [18](§ = 0,76). Ja em 1982, E. Ruh ob-
teve uma versao diferenciavel do Teorema da Esfera sob uma condigao pingante pontual,
com uma constante pingante d(n) que convergia para 1 quando n — oo(cf. [33]).

Em 1982, R. Hamilton introduziu novas ideias fundamentais a solugao deste problema.
Em seu artigo [19], Hamilton fez evoluir a métrica de uma variedade compacta (M, g)
por uma equagao de evolugao

0

ot

Esta equacao de evolugao ficou conhecida como o Fluxo de Ricci e se comporta como

uma equagao do calor nao-linear. Neste mesmo artigo, Hamilton demonstrou um resultado
fundamental que generaliza o Teorema da esfera diferencidvel em dimensao trés:

(t) = —2Rng(t) .

Teorema 2 (R. Hamilton [19]). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta tridi-
mensional com curvatura de Ricci positiva. Entao M € difeomorfa a uma forma espacial
esférica S*/T. Em particular, se M € simplesmente conexa entio M € difeomorfa a S3.

A demonstracao deste resultado sera abordado no Capitulo 4. A chave da ideia para
a prova € evoluir a métrica inicial pelo fluxo de Ricci e mostrar que a evolucao da métrica
converge para uma métrica de curvatura seccional constante, ap6s um rescalonamento.

Desde entao, muitas pesquisas tem sido voltadas ao fluxo de Ricci e algumas conjec-
turas tém sido solucionadas pela aplicacao dos métodos. Numas das dire¢oes de pesquisa,
G.Perelman demonstrou a Conjectura de Poincaré e a Conjectura da Geometrizacao de
Thurston.

Seguindo a técnica utilizada por Bohm e Wilking em [6] que classifica as variedades com
operador de curvatura 2-positivo, S. Brendle e R. Schoen provaram o célebre Teorema da
Esfera Diferenciavel com a constante 6tima (6 = 1/4). Este resultado foi primordialmente
demonstrado em [8]:

Teorema 3 (S. Brendle, R. Schéen [8]). Considere (M, g) uma variedade Riemanniana
compacta de dimensao n > 4 e estritamente 1/4-pingada no sentido pontual. Entao M
¢ difeomorfa a uma forma espacial esférica S"/T". Em particular, se M ¢é simplesmente
conexa entao M € difeomorfa a S".

O objetivo maior desta dissertacao é a demonstragao deste teorema, bem como des-
crever a maquinéria necessaria a sua compreensao.

No Capitulo 1, estabeleceremos notagoes e definicbes importantes para o decorrer do
texto. Além disso, abordaremos resultados auxiliares as demonstragoes posteriores.

No Capitulo 2, definiremos o Fluxo de Ricci e demonstraremos sua existéncia e unici-
dade em tempos pequenos para variedades compactas. Veremos como os tensores associ-
ados & métrica evoluem sob o fluxo de Ricci e abordaremos estimativas para as derivadas



covariantes do tensor de curvatura sob o fluxo de Ricci. Estas estimativas tem como
principal objetivo caracterizar as solugoes maximas do fluxo de Ricci.

No Capitulo 3, apresentaremos resultados referentes ao caso particular do fluxo de
Ricci em S%. Introduziremos a nocao do Funcional Entropia de Hamilton para demonstrar
que o fluxo de Ricci em S?, apés um rescalonamento das métricas, converge para uma
métrica de curvatura escalar constante igual a 1.

No Capitulo 4, abordaremos o Principio do Maximo de Hamilton para o Fluxo de
Ricci e discutiremos a nogao de conjunto pincante. Daremos um critério geral de conver-
géncia para o fluxo de Ricci que desempenhara um papel importante no estudo do fluxo.
Aplicaremos este critério na demonstracao do Teorema 2.

No Capitulo 5, introduziremos a nogao de curvatura isotrdpica nao negativa e veremos
que ela é preservada pelo fluxo de Ricci em dimensdes maiores que 3. Abordaremos a
construcao dos cones C' de Brendle e Schoen, cruciais para desenvolvimentos posteriores.

O Capitulo 6 é dedicado a demonstracao do Teorema da Esfera Diferenciavel. Des-
creveremos uma construcao de cones invariantes de Bohm e Wilking que sera aplicada ao
cone C' como forma de utilizar o critério geral do Capitulo 4.
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1 PRELIMINARES E ALGUNS RESULTADOS AUXILIARES

Neste capitulo, fixaremos notagoes para o restante do trabalho e abordaremos alguns
resultados e defini¢oes suporte para o decorrer do texto. O bom entendimento da dis-
sertagao requer conhecimentos basicos de variedades Riemannianas, fibrados vetoriais e
tensores.

1.1 Preludio & Geometria Riemanniana

Considere (M, g) uma variedade Riemanniana. Definimos uma conexao livre de torg¢ao
e simétrica, a conexao de Levi-Civita D, da variedade (M, g) pela formula de Koszul:

29(DxY, Z) = X(9(X,Y))+Y(9(X, 2)) - Z(9(X,Y))
—|—g([X, Y]7Z) - g([X7 Z],Y) - g([Y, Z],X),

onde X,Y, Z sao campos de vetores em M.

A conexao de Levi-Civita estende-se naturalmente para tensores. Assim, se T é um
tensor de ordem k£ e X é um campo de vetores, DxT é um tensor de ordem k definido
por

k
i=1
Além disso, a derivada covariante de T' é o tensor DT de ordem k + 1 definido por

DT(Yq,..., Y1) = Dy, , T(Yr,...,Ys).

A segunda derivada covariante de T' é definida por

D%yT = DxDyT — DpyT.

Indutivamente, pode-se definir a m-ésima derivada covariante de um tensor.
O Laplaciano de um tensor T é dado por

ekl )

AT = ipz’ T
k=1

onde {ey,...,e,} é um referencial ortonormal em M.
O tensor de curvatura de Riemann de (M, g) é definido por

R(X7 Y7 Z7 W) = g(DYDXZ - DXDYZ+ D[X,Y}Z7 W)7

onde X, Y, Z, W sao campos de vetores em M.
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Observacao 1.1. Obtemos uma forma para comutar derivadas covariantes, observando
que

Di%yZ—DyxZ = DxDyZ—DpyyZ —DyDxZ+ Dp,xZ
= DxDyZ — DyDxZ — Dp,y_p,xZ
= DxDyZ — DyDxZ — Dixy|Z

= =) R(X,Y,Ze)ey,

k=1

para todos campos X, Y, Z, W, T em M.
Raciocinado da mesma forma, se S € um (0,4)-tensor podemos ver que
(Dg(,YS)(U7 ‘/7 Z: W) - (D%,XS)(U7 V7 Z7 W)

= ZR(Xu Y7 U7 ek>S(6k7 ‘/7 VV7 Z) + ZR(Xu Y7 ‘/;ek)S(U’ €L, VV7 Z)
k=1 k=1

+ Y RXY.Wer)S(UView, Z) + ) R(X,Y, Z,ex)S(U.V. W.ex)
k=1 k=1
U

Dados quaisquer campos X,Y, Z, W, T em M, o tensor de curvatura de Riemann sa-
tisfaz as relacoes de simetria

R(X,)Y,Z,W)=—-R(Y,X,Z,W)=R(ZW,X,Y), (1.1)
e as identidades
RX,)Y,Z W)+ R(Y,Z, X, W)+ R(Z, X,Y, W) =0. (1.2)
e
DrR(X,Y, Z, W)+ DzR(X,Y,W,T)+ DwR(X,Y,T,Z) =0 (1.3)

As demonstragoes de (1.1), (1.2) e (1.3) podem ser encontradas no Capitulo 2 de [30].
A identidade (1.2) é conhecida como a 1* Identidade de Bianchi e (1.3) é conhecida como
a 2% Identidade de Bianchi.

Em vista de (1.1), podemos ver R como uma forma bilinear simétrica no espago das
2-formas. Basta definir, para cada ponto p € M, o operador de curvatura R : A*T,M X
N*T,M — R por

RIXANY,ZANW)=R(X,Y,Z W),
para todos campos X,Y, Z, W em T,M.

Definigao 1.1. Diremos que (M, g) tem operador de curvatura nao negativo se R(p, @) >
0 para todos os pontos p € M e todas 2-formas ¢ € N*T,M.
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Definigao 1.2. Diremos que (M, g) tem operador de curvatura duas vezes nao negativo
se R(p, ) + R(¥,v) > 0 para todos os pontos p € M e todas 2-formas o, € N*T,M

tais que |p|* = [¢]* e (¢, ) = 0.
Dado p € M e um plano bidimensional © C 7,,M, definimos a curvatura seccional de
T por

R(X,Y, X)Y)
XY - (X, V)
onde {X,Y} é uma base de m. A definigdo de curvatura seccional independe da base
{X,Y} escolhida.
Fixado p € M, considere {ey,...,e,} uma base ortonormal de 7,M. A curvatura de
Ricci de (M, g) é a forma bilinear simétrica

K(m)

RiC<X7 Y) - Z R<X> €k, Yva ek’)a
k=1
e a curvatura escalar é definida por

scal = Z Ric(ey, ex).

k=1
Por fim, o tensor de Ricci sem trago de (M, g) é definido por

° 1
Ric (X,Y) = Ric(X,Y) — —scal - (X, Y).
n

A proposicao que se segue é consequéncia da 2% Identidade de Bianchi.

Proposicao 1.1. Temos que

n

> (Do, Ric)(X, ex) = %X(scal) (1.4)
Z(Dek Roz'c)(X, er) = n ;2X(scal) (1.5)
k=1

Demonstracao. Utilizando a definigao de scal e a 2 Identidade de Bianchi, teremos
que

n

X(scal) = Z (DxR)(ex, e, ek, €1)

k=1
— Z(DekR)(X7elaek7el>+ Z(DeZR)(ean?ek?el)
k=1 k=1
= ) (D, Ric)(X,ex) + > (DeRic)(X, ).
k=1 =1

Disto, concluimos (1.4). Utilizando a defini¢ao de Ric e (1.4), conclui-se (1.5).
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O importante resultado que se segue foi descoberto por M. Berger em [5]:

Lema 1.1 (Lema de Berger). Considere (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e
p € M um ponto arbitrdrio. Suponha que k < K (m) < R, para todos planos bidimensionais
m CT,M. Entao

R<€1a62a63762) S (E_ﬁ)7

N | —

2
R<617 €2, €3, 64) < g(% - E)?

para todos conjuntos ortonormais {ey, ez, es,esy C T, M.

Demonstragao. Seguem das simetrias do tensor de curvatura e da hipotese do Lema
que

1 ert+e er+e ep—e ep—e
R(€1,€2,63,62) = §(R< 1\/537627 1\/§3a62> _R( 1\/5376% 1\/53762)>

1

para todos conjuntos ortonormais {ey, es, e3} C T,M.
Utilizando novamente as simetrias do tensor curvatura, a 2% Identidade de Bianchi e
a 1¢ desigualde que obtivemos, teremos que

1 e1t+e e1+e el —e er—e
R(617€2763764) = g(R< 1\/537627 1\/§3a€4) _R( 1\/5376% 1\/53764)>
1(R<e es + €3 eg—l—ege)_R(e €y — €3 62—636)>
3 1, \/§ ) \/§ , G4 1, \/§ ) \/5 ; G4

(R — k),

+
2
3
para todos conjuntos ortonormais {ey, e, e3,e4} C T, M.

g

Corolario 1.1. Considere (M,g) uma variedade Riemanniana compacta e p € M um
ponto arbitrdrio. Suponha que k < K(m) <R, para todos planos bidimensionais m C T,,M.
Entao existe uma constante C' > 0, que depende apenas da dimensao, tal que

sup |R|> < C(F — k)* + 2n(n — 1)R*
M

Os teoremas de comparacao de volume, terao um papel importante no desenvolvimento
da teoria. A seguir, enunciaremos dois teoremas importantes neste sentido e indicaremos
referéncias para suas demonstragoes.
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Teorema 1.1 (P. Giinther(1960); R.L. Bishop (1964)). Suponha que as curvatura secci-
onais de M sao menores ou iguais a 0. Entdo, para todo x € M, temos que

V(x,r) > Vs(r),

para todos r < min {mj(x),ﬂ/\/g}, com a igualdade para algum r fixado ocorrendo se,

e somente se, B(x,r) é isométrica ao disco de raio r no espago de curvatura escalar
constante igual a 9.

Demonstragao. Consultar [11], pagina 129.
U

Teorema 1.2 (O. Bonnet(1855); S. B. Myers (1941)). Considere M uma variedade Ri-
emanniana e 7y : [0, 5] — M uma geodésica de velocidade unitdria tal que existe k > 0
para o qual

Ric(v',~") > (n — 1)k > 0,
0,

em ([0, 58]). Se 8 > w/\/k, entiao v([0,5]) contém um ponto conjugado a (0) ao longo
de 7.

Portanto, se M € uma variedade Riemanniana completa, de dimensao n > 2, tal que
existe k > 0 para o qual

Ric(,€) > (n — 1)k[¢* > 0,
para todo & € TM, entao M é compacta com didmetro < 7w/+\/k.

Demonstragao. Consultar [11], pagina 84.

1.2 Convergéncia de Métricas

Considere (M, go) como sendo uma variedade Riemanniana compacta e ¢(t), t € [0,7),
uma familia a 1-parametro de métricas em M tal que g(0) = gy e

0
Salt) =),

Considere ug : [0,7) — R a fungao definida por
up(t) = sup [w(t)|ge)-
M

Nesta segao, encontraremos condigoes necessarias para que as métricas g(t) convirjam
para uma métrica suave quando t — T.

Lema 1.2. Se fOT up(t)dt = K < oo, entdo existe uma constante C' > 0, tal que

1
~lolg0) < g < clvlgo),

para todos pontos (p,t) € M x [0,T) e todos vetores v € T,M. Em outras palavras, as
métricas g(t) sao uniformemente equivalentes.



Demonstracao. Observe que

d, ., d
S| = |Z9®@ )|
w(t) gl
uo (1) |v]2 -

IA N

Assim,

og(Juf2 )| < wolt),

de onde concluimos que

IA
o\“

<

=)
S
QL

3

N

=

Portanto,

para todo t € [0,T). Disto, concluimos a demonstragao.
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(1.6)

(1.7)

g

Lema 1.3. Considere (M, g) uma variedade Riemanniana, D a conexdo de Levi-Civita

associada a g e D uma conexao simétrica em (M, g). Entdo, temos que

DxY = DxY +T(X,Y),
onde X,Y sao campos em M e D' € definida por

QQ(F(X’ Y)’Z) = (DX9)<Y> Z) + (DY9>(Xa Z) - (DZQ)(Xv Y)

Demonstracao.
Por defini¢ao, temos que

(Dxg)(Y,Z) = X(g(Y,2)) — g(DxY., Z) — (Y, Dx Z).

Segue das simetrias de D e D que

[X,Y]=DxY — DyX = DxY — Dy X.

Portanto, fazendo uso da Formula de Kozsul, de (1.8) e (1.9), concluiremos que

(1.8)

(1.9)
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29(DxY.Z) = X(9(Y,2))+Y(9(X,2)) — Z(9(X.Y))
+9([X, Y], Z) — g([X, Z],Y) — ¢([Y; Z], X)
= X(9(¥,2)) +Y(9(X, 2)) = Z(9(X,Y))
+9(DxY, Z) — g(Dy X, Z) — g(DxZ,Y)
+9(DzX,Y) — g(Dy Z, X) + g(DzY, X)
= (Dxg)(Y, Z) + (Dyg)(X, Z) — (Dz9)(X,Y) + 2g(DxY, Z)
= 29(T'(X,Y) + DxY, Z).

Como Z é um campo arbitrario, conclui-se nossa demonstracao.
O

Daqui por diante usaremos a seguinte notacao: dados dois tensores A, B, denotaremos
por A x B qualquer expressao bilinear em A e B. Além disso, se I = (iy,...,1) ¢ um
multi-indice, denotaremos |I| =iy + ...+ i, e D! = D ... D,

Lema 1.4. Considere D a conexdo de Levi-Civita de g(t) e D wma conexdo simétrica em

M. Considere I = (iy,...,1;) um multi-indice. Entao
D™w(t) — D™w(t) = > Dlg(t) « D'w(t).
=0 |I|=m—1

Demonstracao. A demonstragao deste fato sera feita por indugao sobre m.
Se m = 1, a assertiva segue do Lema 1.3.
Suponhamos, agora, que

D™ lw(t) — D™ lw(t) = Y D'g(t) * D'w(t).

1=0 |[I|=m—I—1

Aplicando D em ambos os lados e usando a multilinearidade, temos que

D™w(t)— DD™ w(t) = Z DDUg(t) ...« DDUg(t)D'w(t)+ D g(t)* DD'w(t).

(1.10)
Utilizando o Lema 1.3, teremos que

DD'w(t) = DD'w(t) + Dg(t) * D'w(t).

Substituindo em (1.10), concluiremos que
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D™w(t) — Dw(t) — Dg(t) * D™ w(t)

m—2
= Z Z D g(t) % ... % Dag(t) D'w(t)
I=1 |I|=m—1—-1

+ Z_ Z Dg(t)D" % ... % D'g(t)D'w(t)
=1 |I|=m—I—1
S Y DD w(t) + Dylt) Dw(t))

I=1 |I|=m—1-1

Portanto, rearrumando os termos através das propriedades da operacao *, concluire-
mos que

D™w(t) — D™w(t) = i Z DYg(t) * D'w(t).
1=0 [I|=m—1

A partir de agora, consideraremos as sequéncias
(1) = 50 DBl © (1) = sup | D)0,

Observagao 1.2. Da defini¢ao de g(t) e w(t), seque que

de onde obtemos

t
sup | D"9(0lyo, < [ ()i
M 0
para todo t € [0,T).

O Lema a seguir serda de crucial importancia para a demonstracao do Teorema de
convergéncia para métricas.

Lema 1.5. Se fOT U (T)dT < 00, para todo m =0,1,2,..., entdo fOT U (T)dT < 00, para
todom =1,2,...

Demonstracao. Novamente, a demonstracao sera feita por indugao sobre m.
Se m = 1, a assertiva segue do Lema 1.3.

Supondo a afirmagao valida para [ € {1,...,m — 1}, m > 1, segue da Observagao 1.2
que
T
sup sup ]Dlg(t)\g(o) < / w(7)dr (1.11)
tel0,T) M 0
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para todo [ € {1,...,m —1}. Utilizando o Lema 1.4 e a continuidade da operagao x,
garantimos a existéncia de uma constante C; > 0 tal que

m—1
[D™w(t)|g0) — 1D w(t)lg0) < C1 Y > 1D g(B)lgo) - - - 1D g(1)lg0) | D'w (D) (0)-

1=0 |I|=m—I

Pondo K = maxo<;<m—1 {fOT ﬂl(r)dT} > 0, teremos que

m—1

1D"w(t)|g0) < ID™w(t)lg0) + Co D K™D (t)]g0) + C1| D™ g (1) g (t) lg0)
=0

m—1

< D"w(B)lg0) + Ca Y [D'w(t) g0 + Coll+ [D™g(8)g0))|w(t)lg(o)

=1

onde Cy > 0 depende apena da dimensao e de m. Utilizando o Lema 1.2, temos que existe
uma constante C3 > 0 tal que

m—1

|1D™w(t)]g0) < O3 D™w(B)lg(0) + Ca Y ID'w(t)lg(0) + C2C(1+ [D™g (1) g(0)) ()00

=1
Dai, utilizando as definigoes de wu,, € @,,, e a desigualdade (1.11), teremos

m—1

im(t) < C [um(t) +> () + <1 + /O t am(f)df) uo(t)] :

=1

donde

U (t)
1+ fo U (T)dT

AN
I
7N
<
3
_|_

Desta forma,

d t
— log <1 —|—/ ﬁm(r)dT) < U(t), (1.12)
dt .
para todo t € [0,7).
Segue da hipotese do lema que [ ug(7)dr < 0o e [y u,(7)dr < co. Além disso, por
hipotese de inducao temos que f(f w(7)dT < 0o para todo [ € {1,...,m — 1}. Assim,

/t U(r)dr < 0. (1.13)

Portanto, integrando a expressao (1.12) e utilizando a observagao (1.13), concluiremos
que

t
/ U (T)dT < 00,
0

o que completa nossa demonstracao.



19

g

O resultado que se segue, também conhecido como Teorema de Convergéncia para
métricas, é de crucial importancia para o decorrer do texto:

Teorema 1.3. Se fOT U (t)dt < oo, para todo m > 0 inteiro, entao, quando t — T, as
métricas g(t) convergem em C para uma métrica suave g.

Demonstracao. Utilizando o Lema 1.5, vemos que

T
sup (sup HDmgHg(o)) < / U (T)dT < 00,
tel0,7) \ M 0

para todo m > 1. Assim, se definimos localmente g;;(p) = lim;_,7 ¢;;(t)(p), a desigualdade
acima implica que as métricas g(t) convergem em C* para uma forma bilinear simétrica
g. Além do mais, utilizando o Lema 1.2, temos que

J(X, X) = }i_{TTlHXHg(t) > ClIX %) >0,

para todo campo X # 0. Dai concluimos que g é definida positiva e finalizamos a
demonstracao.

g

1.3 Um pouco de E.D.P.

Nesta se¢ao, abordaremos dois teoremas importantes de E.D.P. que serao cruciais no
desenvolvimento de nosso texto: o Teorema de Existéncia e Unicidade para equagoes
parabolicas e o Principio do Maximo escalar para equagoes parabolicas.

Inicialmente, considere E' como sendo um fibrado vetorial sobre uma variedade Ri-
emanniana compacta M. Seja N : C*°(FE) — C*°(E) um operador de ordem 2 dado
em coordenadas locais por N(u) = N(u, Qu, d*u). Aqui, C*°(E), representa o espago das
secoes suaves sobre o fibrado E.

A linearizacao de N em ug é o operador linear

L = DN (up) : C*(E) — C™(E),
definido por

d
L(v) := 7l

Localmente, podemos representar, para um aberto U C R", L : C*°(U,R™) —
C*>(U,R™) por

N(ug + tv).

(Lu)*(z) = agﬁ(x)aiajuﬁ(x) + b;/g(x)&-uﬁ(x) + cag(x)uﬁ(x),

ondei,7=1,....n,a,8=1,...,m, x € U e estamos utilizando a notacao de Einstein.
Além disso, afjﬁ, b"aﬁ e ¢, sao funcoes diferenciaveis em U. Isto caracteriza os operadores
lineares de ordem 2.

Com auxilio das duas proximas definicoes daremos uma condi¢ao necesséaria para a
existéncia e unicidade de solucoes para operadores de segunda ordem.
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Definicao 1.3. Dado £ € R", o simbolo principal de um operador linear L de ordem 2
na dire¢ao &, em x, € o endomorfismo linear o¢(L,z) : R™ — R™ definido por

[oc(L, 2)(u)]” = aZu’&g;,

ondet,7=1,....nea,f=1,...,m.

Definicao 1.4. O operador diferencial L serd dito elitico se, para todo x € U, existe uma
constante C' > 0 tal que

(oe(L, x) (), u) > clé*lul®,

para todo u € R™ e para todo & € R™.
Diremos que a equacao
)

au = N(u)

¢ parabolica em ug € C*(E) se toda expressao local de L de DN (ug) € elitica.

O importante teorema a seguir garante a existéncia e unicidade de solugoes para
equagoes parabolicas. Sua demonstragao pode ser encontrada em [36]. Este teorema
também se aplica em equacoes sobre fibrados vetoriais. Na terminologia do teorema, se
M é uma variedade compacta e sem bordo entao qualquer condic¢ao inicial f suave em M
satisfaz as hipoteses do teorema.

Teorema 1.4 (Teorema de Existéncia e Unicidade para equagoes parabdlicas). Sejam M
uma variedade sem bordo com dimM =m e L : F(M) — F(M) um operador diferencial
nao-linear de ordem 2. Se f € H*(M) com s > 3 +2 e L € parabdlico, entao o problema:

£
—~
=
SN—
Il

f?

tem uma tnica solu¢io u € C°([0,T), H*(M)) N C>((0,T) x M). Além disso, u existe
tao longo quanto ||u(t)||cz+r < 00, dado r < oco.

{gu(t) = Lu

O principio do méximo é uma propriedade crucial para as solugoes de algumas equagoes
diferenciais elipticas e parabdlicas. Aqui apresentaremos apenas algumas.

Seja ¢(t), t € [0,7), uma familia a l-parametro de métricas Riemannianas numa
variedade compacta M. Considere um operador diferencial L da forma

0
Lu = au — Ag(t)u — <X(t), Vu>g(t) — F(u, t), (1.14)

onde X (t), t € [0,7), ¢ um campo de vetores que podem depender do tempo e F' :
R x [0,7) — R é uma fun¢ao Lipschitz. O principio do maximo que veremos a seguir
sera de crucial importancia para o desenvolvimento do texto. Sua demonstracao pode ser
vista, por exemplo, na pagina 117 de [2].
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Teorema 1.5 (Principio do Maximo Escalar). Suponha que L é um operador como em
(1.14) eu: M x [0,T) — R € uma fungao de classe C* que satisfaz Lu > 0. Seja c € R
tal que u(x,0) > ¢ para todo x € M. Entao, se ¥ (t), t € [0,T1), € a solu¢ao da E.D.O.

{% () = F(y()1)
(0) = c,

temos que

u(z,t) = ¥(t),
para todo x € M, e para todo t € [0,T) N [0,T}).

1.4 Alguns Resultados de Algebra Linear Complexa

Considere V' como sendo um espaco vetorial de dimensao finita e V¢ = V @ C a
complexificagao de V. Assuma que V esta munido de um produto interno g : VxV — R
e estenda naturalmente ¢ a forma bilinear simétrica ¢© : V¢ x V& — C. Para enxugar as
notacoes, faremos g = ¢® sendo o significado de cada expressao entendido pelo contexto.

Lema 1.6. Temos que

|g(z,z)g(w,w) - g(z,w)2| < g(z,é)g(w,w) - |g(z,w)|2,

para todos vetores z,w € V°C.

Demonstragao. Se fizermos 2z A w = @ + 1), com ,1) € A*V, teremos que

g(Z,Z)g(U),lI)) - |g(Z,1D)|2 = g(Z /\U),Z/\w)
= gle+i, o — i)
= lol* + [ (1.15)
Por outro lado,
g(Z,Z)g(’LU,U)) - g(Z,’U})Q = g(Z /\U),Z /\w)

= glp+ih, o +iv)
= |o]* = [9¥* + 2ig(e, ¥).

Unindo os fatos anteriores e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluire-
mos que

)’ [ol” = [¥*)* + 4g(, )?

9(2, 2)g(w, w) — g(z,w (
(e = [01%)* + 4l
(
(9

IN

ol + [¥1*)*
(2, 2)g(w, @) — |g(z,@)|*)*.
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Lema 1.7. Considere o C VC um 2-plano complexo. Entio, existem vetores z,w € o
tais que g(z,z) = g(w,w) =1 e g(z,w) = g(z,w) = 0.

Demonstragao. Considere {¢,n} uma base ortonormal de . Desta forma, temos que
9(¢,¢) =g(n,n) =1eg(¢,n) =0. Se g(¢,n) = 0, ndo ha nada que demonstrar.

Supondo ¢(¢,n) # 0, segue do Teorema do Valor Intermediario, que existe 6 € R tal
que

eg(¢, ) —e Mg(n,n)\ _
o ( 9(¢,m) ) -0

Fixado este 0, podemos encontrar € € R tal que

2

e2i9g(¢,0)—e~28g(n,n) \
Re ( 9(¢n) )

tan(20) =

Desta forma,

e*g((,¢) — e *g(n,n)
q(¢,n)

%sen(%’)Re ( > = cos(20).

Assim, se definimos

z = cos(6)e”¢ + sen(f)e “n

w = —sen()e¢ + cos(h)e“n,

observa-se facilmente que g(z,z) = g(w,w) =1 e g(z,w) = 0. Além do mais,

gz, w) = cos(26)g(¢. ) — 3en(20)(g(C,C) — gl ) = 0
U

Proposigao 1.2. Assuma que dimg(V) >4 e que 0 C VC é um 2-plano complezo. Entao
existe um congunto ortonormal {ey,e9,e3,e4} CV e A\, € [0, 1] tais que ey + ipes € o €
es +iuey € 0.

Demonstragao. Pelo Lema 1.7, podemos encontrar vetores z,w € o tais que g(z,z) =
gw,w) =1 e g(z,w) = g(z,w) = 0. Além do mais, é possivel encontrar um nimero
a € R tal que Im(e*?g(z,2)) = 0 e Re(e*?g(z,2)) > 0. Similarmente, podemos encontrar
b € R tal que Im(e**g(w, w) = 0 e Re(e*g(w,w)) > 0.

Se definimos os vetores vy, v9, v3,v4 € V por

b

2 = vy +ivy e e’w = vz + 1uy,

podemos ver que

i(a—b) —

g(v1 + 1vg,v3 — ivy) =€ g(z,w) =0

g(v1 + ivg, v3 +ivy) = ei(‘”b)g(z, w) = 0.
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Além disso, como

g(eia?«“a ewz) = g(v1,v1) + 2ig(v1, v2) — g(va, v2), (1.16)
teremos que
1 2ia
g(v1,v2) = FIm(e™g(2, 2)) = 0, (1.17)
e, similarmente,
1 2ib
g(vs,vq) = élm(e g(w,w)) = 0. (1.18)

Ainda mais, (1.16) também implica que

01]? = |vg|* = Re(e*g(z, 2)) > 0 (1.19)
e
|vg|* = [va]* = Re(e**g(w, w)) >0 (1.20)
Como
g9(e"z,e7Z) = g(v1,v1) + g(v2, v2),
segue que

o1 + [vaf* = g(2,2) = 1, (1.21)

e, similarmente,

[v]* + [va]* = g(w, @) = 1. (1.22)

Segue de (1.17), (1.18), (1.19), (1.20), (1.21) e (1.22), que existe um conjunto ortonor-
mal {ey,eq,e3,e4} CV e A u€[0,1] tais que

I

1
——€], U] = ———=¢€3,
—1_‘_”21 1 ,—1“‘#22
1 A
V3 = ———=€3, Uy = ——==¢
3 —14_}\23 4 ,—1+/\24

V1 =

[sto implica que

e1 +ipes = /1 + p2(vy +ivg) = /1 + p2eC € o

e3 +ides = V1 + N2(vs +ivs) = V1 + A2 € 0.
O

Corolario 1.2. Assuma que dimg(V') > 4. Além disso, considere dois vetores L.I. (,n €
VE satisfazendo g(¢,()g(n,n) — g(¢,n)? =0 e o C VE o plano complezo gerado por C e
n. Entao, existe um conjunto ortonormal {ey,es,e3,e4t CV e um nimero real A € [0, 1]
tais que e; +iey € 0 € e3 +idey € 0.
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Demonstragao. Pela Proposigao 1.2, existe um conjunto ortonormal {ej, s, e3,e4} C V
e A\, € [0,1] tais que ey + iues € 0 e e3 + ipey € o. Fazendo z = ey + iues € o e
w = e3 +iley € 0, e observando, da hipotese, que g(z, z)g(w, w) — g(z,w)* = 0, temos
que

0= g(z7z)g(w7w> - g(’z?w)Q = (1 - )‘2)(1 - Mz)a

donde concluimos que A =1 ou p = 1.
OJ

Corolario 1.3. Assuma que dimg(V') > 4. Além disso, considere dois vetores L.I. {,n €
VE satisfazendo g(¢,¢) = g(n,n) = g(¢,n)* =0 e o C VC o plano complexo gerado por
¢ en. Entao, existe um conjunto ortonormal {eq,es,e3,e4} C V tal que e; +iey € 0 e
es +1ieq4 € 0.

Demonstragao. Pela Proposigao 1.2, existe um conjunto ortonormal {ey, s, 3,64} C V
e A\, € [0,1] tais que ey + iues € 0 e e3 + ipes € o. Fazendo z = ey + iues € o e
w = ez + idey € 0, e observando, da hipotese, que g(z, z) = g(w,w) = g(w, w = 0) temos
que A=pu=1

g
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2 O FLUXO DE RICCI DE HAMILTON

No artigo pioneiro de 1982 ([19]), R. Hamilton, baseado nas ideias de Eells e Sampson
([16]), introduziu uma equagdo de evolugdo nao linear que se comportava como uma
equagao do calor nao linear. Esta equacgao ficou conhecida como o Fluxo de Ricci:

Definigao 2.1. Considere uma variedade Riemanniana compacta M e g(t), t € [0,T),
uma familia a 1-parametro de métricas Riemannianas em M. Diremos que g(t) € uma
solugao do Fluxo de Ricci se

0

ot

Este capitulo sera dedicado ao estudo das propriedades fundamentais do fluxo de Ricci.

Primordialmente, demonstraremos a existéncia e unicidade do fluxo de Ricci utilizando

uma técnica conhecida como o truque de DeTurck ([15]). A seguir, veremos como 0s

tensores associados & métrica evoluem sob o fluxo de Ricci. Por fim, abordaremos algumas

estimativas devidas a W. X. Shi ([35]) para as derivadas covariantes do tensor de curvatura
que tem como principal objetivo caracterizar as solu¢oes maximas do fluxo de Ricci.

(t) = —2Ricg(t) .

2.1 Existéncia e Unicidade do Fluxo de Ricci em tempos pequenos

No artigo [19], Hamilton demonstrou a existéncia e unicidade do fluxo de Ricci. E
possivel ver que o fluxo de Ricci é uma equagao nao parabdlica, o que nao permite aplicar
os resultados conhecidos sobre equagoes parabolicas(cf. Se¢ao 1.3). Contudo, Hamilton
contornou este problema utilizando uma técnica apurada que envolvia o Teorema da
funcao inversa de Nash e Moser.

No que segue esta secao, daremos uma demonstracao consideravelmente mais simples
que aquela que foi primordialmente dada por Hamilton e que se baseia nas ideias de D.
DeTurck ([15]). A ideia de DeTurck foi considerar uma nova equagao de evolucao da
métrica que fosse parabolica, e de forma que a partir das solu¢oes desta nova equagao
fosse possivel obter uma solugao do fluxo de Ricci. A nova equagao foi denominada de
Fluxo de Ricci-DeTurck.

Comecaremos lembrando uma definicao.

Definicao 2.2. Dada f : (M,g) — (N, h) uma aplicagio suave entre duas variedades
Riemannianas (M, g) e (N, h), definimos o campo laplaciano de f por

Maad = FDad)O)
= 97(Dly,)df (0;) — df (D§,07).

Definiremos agora a nova equacao de DeTurck:
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Definicao 2.3. Considere M uma variedade compacta e h uma métrica Riemanniana
em M. Uma familia a 1-pardmetro §(t), t € [0,T), € dita ser uma solugao do fluzo de
Ricci-de Turck se

0 . . .
ag(t) = _QRZCQ(t) - D%&g<t>7
onde § = Ay pid.
Proposicao 2.1. Considere M uma variedade compacta e gy uma métrica Riemanniana

em M. Entao existem T > 0 e uma solugio g(t), t € [0,T), do fluro de Ricci-de Turck
tal que §(0) = go. Além do mais, g(t) € unica.

Demonstragao.
Inicialmente, escrevemos o tensor de Ricci de g em coordenadas locais

Ric; = Ricy(94,00)dr’ @ da'
= f]’kR(aj, &-, (9[, 8k)dx9 ® dl‘l
= (9" 9(De,(T}i0n) — Do, (T} 0rn), Ok)|da’ @ da’

= glk ’ g (igrm<aialgrj - 8iargjl - 8jalgm' + 8jar§il)am7 8k) dx’ @ dxl
+(termos de menor ordem)

1 ~ik ~rm ~ ~ ~ ~ ~ j
= 39 "G Gk (000G — OiOkGjt — 0501Gri + 0;0,Gi)da’ @ da’
+(termos de menor ordem)

= 39 M(—=0i0Gjk + 0,0,G51 + 0;00Gik — 0;0kGn)da’ @ da’

+(termos de menor ordem).

Como & = Ay pid, em coordenadas locais temos,

& = §"(D5,00 — Dj0k)
= g — @),

onde D" e ' representam a conexao de Levi-Civita e os simbolos de Christoffel da métrica
h e DI e I'9 representam a conexao de Levi-Civita e os simbolos de Christoffel da métrica,

g.
Um calculo simples nos mostra que

1 ., .
€= _iglkgﬂ(aigjk + OkGij — 0jGi) + (termos de menor ordem).

Desta forma,

Zeg = §]ik(8i81§jk + 0;0kGa — 0;0,Ga1,)da? @ dz' + (termos de menor ordem).

Portanto,
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—2Ric; — L = §%0;0kGjda’ @ da' + (termos de menor ordem).

Linearizando este operador diferencial, temos

d q i P ~in ~km ~ ~i

= VG "G00k + Avji,
donde o seu simbolo principal é dado por

oe(—2Ric; — Zg)u(v) = [€]* - vy

Assim,

(oe(—2Ric; — Zeg)(v), v) = [¢|*|v].

Isto significa que a equacao do Fluxo de Ricci-de Turck é paraboélica. Desta forma,
pela existéncia e unicidade de solugoes para equagoes parabolicas (cf. Teorema 1.4), segue
nosso teorema.

g

Veremos que existe uma correspondéncia natural entre solu¢oes do Fluxo de Ricci-de
Turck e do Fluxo de Ricci.

Teorema 2.1 (Hamilton). Considere M como sendo uma variedade Riemanniana com-
pacta munida de uma métrica Riemanniana gy. Entao, existem T > 0 real e uma solugao
g(t), t€10,T), do Fluzo de Ricci em M tal que g(0) = go. A solugdo g(t) € unica.

Demonstragao. Utilizando a Proposi¢ao 2.1, podemos garantir a existéncia de uma
tinica solugao g(t) do fluxo de Ricci-de Turck com ¢ € [0,T) e tal que §(0) = go. Considere
@y : M — M o fluxo gerado por & = Ajy) pid, isto é,

0
asﬁt(p) = &(ee(p)),
com ¢(0) = id. Se definimos ¢(t) = ¢;(g(t)), para t € [0,T), temos

Tgt) = i)

0 . -
= 2| et + 9))
(0. B .
= ¢ (EQ(tO + gL:O‘PHS(Q(ﬂ)
= @i (—2Ricze) — Zeg(t)) + L), 00 (G()
= i(~2Ricy) — Z3(1) + 91 (L)

= @i (—2Ricy))
= —2Ricg; (50

t)
t)

= —QRng(t).
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Assim, garantimos a existéncia do fluxo de Ricci.

Suponha agora que g'(t) e g*(t), t € [0,T), sdo solugdes do fluxo de Ricci com condigao
inicial g'(0) = ¢*(0) = go e que g'(to) # g*(to), para algum t, € (0,T). Desta forma,
podemos considerar

T:=1inf {t € (0,T);¢'(t) # g*(t) } .
Segue da continuidade de g e da definicao de 7 que ¢'(7) = ¢*(7). Sejam ! e ¢?
solugoes das equagoes de evolugao

0 0
Etpg = Agl(t),h%l € aﬁpf = Ag2(t),h80?; (2-1)

com condigoes iniciais ¢! = id e p? = id. Segue da teoria de E.D.P., que existe € > 0
suficientemente pequeno, de forma que as solugoes o; : M — M e ©? : M — M estdo
definidas e sao difeomorfismos para todos t € [1,7 + €).

Para cada t € [1,7 + ¢), defina duas métricas riemannianas g'(¢) e §'(t) em M por

(¢)"(g' (1) = g'(¢) e (7)"(5°()) = g*(t). Considerando & = Fj, teremos que

'’ . . . 0 d Tk ~ Lk ~ 9 ~
0y (—2Ricy,) = _QRl%i*gi = —2Ric,, = Egi = @apt i = ¢4 (.,?%gl + agﬁ) ,
onde i = 1,2. Isto significa que §'(t) e g*(t), t € 1,7+ ¢€), sdo solugdes do fluxo de Ricci-
de Turck. Como g'(7) = §*(7), segue da unicidade da Proposigao 2.1 que g'(t) = §*(t),
para todos t € [1,7 + &) com € > 0 possivelmente menor. Assim, se i = 1,2, utilizando
algumas propriedades do laplaciano, temos que

E(H0)) = (i) = (B0 (0) = 1

Como ¢! = ¢? = id, segue da unicidade dos Problemas em (2.1) que ¢} = ¢?, para
todos t € [r,7 4 ¢). Portanto,

g'(t) = (2)" (3" (1) = (¥})"(5°(1)) = g*(1),
para todos t € [1,7 + ¢). Isto contradiz a definigao de 7.
Este absurdo demonstra a unicidade da solugao do fluxo de Ricci.

2.2 Equacgoes de evolugao sob o Fluxo de Ricci

Considere X e Y dois campos de vetores (independentes de t) numa variedade Rie-
manniana compacta M Denotemos

0
Observe que A é um tensor pois é a diferenca de duas conexoes.
No que segue a esta se¢ao, g = ¢(t) denotard uma familia a 1-pardmetro de métricas
que é solucao do Fluxo de Ricci, isto €, % g = —2Ric,. Nosso objetivo serd obter equacoes
de evolucao para a conexao de Levi-Civita e para o tensor de curvatura ao longo do Fluxo

de Ricci.
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Proposicao 2.2. Se XY, Z sao campos de vetores firados em M, entao

g(A(X,Y), Z) = —(DxRic)(Y, Z) — (Dy Ric)(X, Z) + (D, Ric)(X, Y).

Demonstracao.
Como D é a conexao de Levi-Civita, segue da Formula de Koszul que

29(DxY, Z) = X(g(Y,2)) +Y(9(X, 2)) - Z(9(X,Y))
+ +9([X, Y], 2) = g(1X, 2], Y) — g([Y, 2], X).

Diferenciando ambos os lados desta expressao e utilizando que g é solucao do Fluxo
de Ricci, temos

—4Ric(DyY, Z) + 29(A(X,Y),Z) = X(—2Ric(Y,Z))+ Y (—2Ric(X, Z))
—Z(—2Ric(X,Y)) — 2Ric([X, Y], Z)
+2Ric([X, Z],Y) + 2Ric([Y, Z], X).

Lembrando que D é livre de tor¢ao, concluiremos que

g(AX,)Y),Z) = —X(Ric(Y,Z))+ Ric(DxZ,Y)+ Ric(DxY, Z)
“Y(Ric(X, Z)) + Ric(Dy X, Z) + Ric(Dy Z, Z)
+Z(Ric(X,Y)) — Ric(DzX,Y) — Ric(DzY, X)

Y
= —(DxRic)(Y, Z) — (DyRic)(X, Z) + (DzRic)(X,Y).

Proposicao 2.3. Considere X,Y, Z,W campos de vetores fixados em M. Entao

d
— (D¥.zRic) (X, W) + (DY, Ric) (X, Z)
— " Ric(Z,ex)R(X,Y, e, W) = > Ric(W,ex)R(X,Y, Z, 1)
Demonstracao.

Inicialmente, note que

0

at<DXDYZ DyDxZ — Dixy1Z) = Dx(A(Y,Z)) — Dy(A(X, Z)) + A(X, Dy Z)

—A(Y,DxZ) — A([X,Y], Z)
= (DxA)Y, Z) = (Dy A)(X, Z).
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30

—9(DxDyZ — DyDxZ — Dixy1Z,W) e g é uma solugao do

Fluxo de Ricci, temos que

ot

ORXY.Z,W) = —g((DxA)Y. 2),W) + g((Dy A)(X, Z), V)

+2R,1C(DXDyZ - DyDXz - D[X’y]Z, W)
= —9((DxA)(Y, 2), W) + g((Dy A)(X, Z2), W)

—2) " R(X,Y, Z, ex)Ric(ey, W).
k=1

Utilizando a Proposi¢ao 2.2, temos

g(DxA)Y, Z),W) =

X(g(AY,2),W)) = g(A(Y, Z), DxW)

—9(A(DxY, Z), W) — g(A(Y, Dx Z), W)

X (—(DyRic)(Z,W) — (DzRic)(Y,W) + (DwRic)(Y, Z))
—g(A(Y, Z), DxW) — g(A(DxY, Z),W) — g(A(Y, Dx Z), W)
—(DxDyRic)(Z,W) — (DyRic)(Dx Z, W) — (DyRic)(Z, DxW)
DxDzRic)(Y,W) — (DzRic)(DxY, W) — (DzRic)(DxY, W)
DxDwRic)(Y, Z) + (DwRic)(DxY, Z) 4+ (DwRic)(DxY, Z)
Dp.vRic)(Z, W) + (DzRic)(DxY, W) — (DwRic)(DxY, Z)

(
—(
+( +
( +
+(DyRic)(Z, DxW) + (DzRic)(Y, DxW) — (Dp,wRic)(Y, Z)
( +
—( +
(
—(D3

+

+

DyRic)(DxZ, W) + (Dp, sRic)(Y, W) + (DwRic)(Y, Dx Z)

DxDyRic)(Z, W) + (DpyyRic)(Z, W) — (DxDyRic)(Y, W)

DDXZRlc)(Y W) + (DxDywRic)(Y, Z) — (Dp,wRic)(Y, Z)
YRlC)(Z, W) — (Dg(yzRic)(Y, W)+ (D;WRiC)(Y, 7).

_|_

Analogamente, temos que

g((DyA)(X, Z),W) =

Observando que

(Dg(nyic)(Z, W) —

— (D3 xRic)(Z, W) — (D3 4Ric)(X, W) + (D3 Ric)(X, Z).

(DY xRic)(Z,W) = R(X,Y, Z, ex)Ric(e, W)

k=1
n

+)  R(X,Y,W,er)Ric(Z, e),

k=1

concluimos o resultado desejado.

Definigao 2.4. Dado um tensor de curvatura R, definimos o (0,4)-tensor Q(R) por
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QR)(X,Y,Z,W) = > R(X,Y,ep,e)R(Z,W, e, e

p,g=1

+2 ) " R(X,e), Z,e))R(Y, e,, W, ¢,)

p,g=1

—2> " R(X, e, W,e)R(Y, €y, Z, €y),

Pg=1
onde X,Y, Z, W sao campos em M.

Proposicao 2.4. Considere X,Y, Z, W campos fixados em M. Entao

(D% Ric) (Y,W) — (D% wRic) (Y, Z)
— (D3 4, Ric) (X, W) + (D3 Ric) (X, Z)
= (AR)(X,Y,Z,W) + Q(R)(X,Y, Z,W)

— " Ric(X, ex)R(ex, Y, Z,W) = Y Ric(Y, ex) R(X, ex, Z,W)
k=1 k=1

Demonstracao.
Note que

n n

S (D% R) (e, Y. Z,W) = S (D2 (R)(er, Y. Z,W)

k=1 k=1

= Z R(X7 ekaekvel)R(elayy Zv W) + Z R(Xa ekvyy el)R(ekaelaZa W)

k=1 k=1

+ > R(X,er, Z,e)R(ey,Y,e, W) + > R(X, e, W,e)Rer, Y, Z,e1)  (2.2)

k=1 k=1
(6
Z(‘D;ek R)(ek’ X’ Z’ W) - (Dzk,YR) (6k7 X? Z? W)
k=1 k=1

= Z R(Y, ex, ex, e))Rier, X, Z, W) + Z R(Y, er, X, e1) R(ex, e1, Z, W)
k=1 k=1

+ > R(Y,er, Ze)Rler, X, e, W) + > R(Y,ex, W,e)R(e, X, Z, ). (2.3)

k=1 k=1

Subtraindo (2.3) de (2.2), utilizando as relagdes de simetria do tensor curvatura e a
1? Identidade de Bianchi, obtemos



Z(Di,ekR)(ek’Yv Z, W) - (ng’XR)<€]€7Y, Z, W)

k=1 k=1

- Z<D}2/vekR> (6k7 X’ Z’ W) + Z(‘ng,YR)(eka X7 Z7 W)
k=1 k=1

= QR)(X,Y,Z, W)

= “Rie(X,e)R(e, Y, Z, W) = Y Ric(Y, &) R(X, e1, Z,W).
=1 =1

32

(2.4)

Utilizando a 2 Identidade de Bianchi e fazendo um célculo similar ao feito na propo-

sicao anterior, podemos obter que

n

> (D% R) (e Y, Z, W)

k=1
= Z(Dgf,ZR)(ekv Y7 €k, W) - Z(Dggwa)(ek, Y, €k, Z)
k=1 k=1

= (DX Rie)(Y, W) — (DX yRic)(Y, Z).

Analogamente, temos

> (D3 R)(ex, X, Z,W) = (D} ,Ric)(X, W) — (D} Ric) (X, 2).
k=1
Usando a 2 Identidade de Bianchi também temos que

n n

ST(D? cR)(er, Y. Z,W) = Y (D2 v R)(ex, X, Z, W)

k=1 k=1

€k,Ck

_ Zn:(pz R)(X,Y, Z,W) = (AR)(X,Y, Z,W).

Substituindo (2.5), (2.6) e (2.7) em (2.4), chegamos ao resultado desejado.

Corolario 2.1. Considere X,Y, Z,W campos firados em M. Entdo

%R(X, Y, Z,W) = (AR)(X,Y,Z,W) + Q(R)(X,Y, Z,W)

= Ric(X, ex)R(ex, Y, Z,W) = > Ric(Y, ex)R(X, ex, Z, W)
k=1 k=1

— " Ric(Z,ex)R(X,Y, e, W) = Y Ric(W,ex)R(X,Y, Z, ey).
k=1 k=1

(2.7)
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Demonstracao.
Segue diretamente das Proposigoes 2.3 e 2.4.

i

A partir de agora, usaremos o chamado truque de Uhlenbeck como forma de simplificar
as equacoes de evolucao obtidas para o tensor de curvatura sob o fluxo de Ricci.

Para isto, considere E' como sendo o pull-back do fibrado tangente T'M pela projecao
canonica (p,t) — p. Desta forma, a fibra de E sobre qualquer ponto (p,t) € M x (0,T)
serd dada por E, ) = T,M.

Sobre o fibrado E existe uma conexao natural que estendera a conexao D de M a T'M.
Se denotarmos por D esta conexao, para cada secao X de E, definimos adicionalmente

0 -
DpX =2 X~ > " Ric(X, e),
k=1
onde {ej, ey, ..., e,} é um referencial ortonormal com respeito & métrica ¢(t). Como forma

de enxugar a notagao, representaremos Do = Dgy.
ot

Proposicao 2.5. A conexao induzida D sobre o fibrado de Uhlenbeck é compativel com
a métrica g em E.

Demonstragao.  Considere X e Y como sendo campos em M, que podemos supor
independentes do tempo. Temos que

Dag(X.Y) = £ (g(X.Y)) = g (DaX.¥) ~ g (X, Dy)

— %(g(X, Y))—g (— ;Ric(X, ex)er, Y)

—g (X, — Z Ric(Y, ek)ek>
k=1

= DY) + 3 Rie(X, eglen, V) + Ric(Y, e0)g(X, cr)

ot
k=1
= %(g(X7 Y)) + 2Ric(X,Y)
p—y O’

pois g é uma solucao do fluxo de Ricci. Isto comprova que D é compativel com a métrica.

O
Proposicao 2.6. Para todos os campos X, Y, Z, W em M, temos que

(Do R)(X,Y, Z,W) = (AR)(X,Y, Z,W) + Q(R)(X.Y, Z,W).
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Demonstracao. Assumindo que os campos X, Y, Z, W sao campos independentes do

tempo, temos que

0

(Do R)(X,Y, Z,W) = —(R(X,Y,Z,W)) — R(Do:X,Y,Z,W) — R(X,Dp.Y, Z, W)

ot
—R(X,Y,Do: Z, W) — R(X,Y, Z, Doy W)
0

= 5 (RXLY,Z W)+ > Ric(X, ex)Rer, Y, Z,W)
k=1

+) Ric(Y,e)R(X, ex, Z,W) + > _Ric(Z, ex) R(X,Y, e, W)

k=1 k=1

+> Ric(W, ex)R(X,Y, Z, e)
k=1
= (AR)(X,Y,Z,W)+ Q(R)(X,Y, Z,W).

Na tltima igualdade utilizamos o Corolario 2.1.

Proposicao 2.7. O tensor de Ricci de g(t) satizfaz a equagao de evolugao

(Do Ric)(X,Y) = (ARic)(X,Y) + 2 i R(X, e, Y, e,)Ric(ey, e,),

p,q=1

para todos campos X,Y em M.

Demonstracao. Como

3

Ric(X,Y) =Y R(X,ex Y, ep),

segue diretamente da Proposicao 2.6 que

n

(DarRic)(X,Y) = (ARic)(X,Y) + > Q(R)(X, ex, Y, ex).

k=1
Utilizando a definigao de Q(R), vemos que
Z Q(R> (Xa €k, Ya ek) = Z R(X7 €k, €p, eq)R<Ya €k, €p, eq)
k=1 k,p,q=1
+2 Z R(X,e,, Y, eq)R(ek, €y, €k, €q)
k,p,q=1
-2 Z R(X, ey, e, eq)R(Y, eq, €k, €p).
k,p,q=1

(2.8)

Por outro lado, utilizando a 1* Identidade de Bianchi e as simetrias do tensor de

curvatura temos



+2 Z R(X, ey, er,e)R(Y, eq, €k, €p)

k,p,q=1
n

= Z R(X, ey, e, e)R(Y, eq, €1, €,) + Z R(X, e, eq, ) R(Y, er, eq,€p)

k,p,q=1 q,p,k=1
n

= Z R(X, e, er,e0)[R(Y, eq, €1, 6,) — R(Y, €, €4, €,)]

k,p,qg=1

= Z R(X, ey, e, eq)R(Y, ey, €x, €q).

k,p,q=1

Assim,

ZQ(R)(X,ek,Y,ek) = 42 Z R(X, ey, Y, eq)R(ek, €y, €k, €q)

k=1 k,p,q=1

= 2 Z R(X,e,, Y, e,)Ric(ep, €,).

p,q=1

Substituindo a identidade acima em (2.8), chegamos ao resultado almejado.

Corolario 2.2. A curvatura escalar de g(t) satisfaz a equagao de evolugao

%scal = Ascal + 2| Ric|?

Demonstragao. Como

scal = Z Ric(eg, ex),

k=1

a assertiva segue diretamente da Proposicao 2.7.

Corolario 2.3. O tensor de Ricci sem trago de g(t) satisfaz a equagio de evolugao

(Dov Ric)(X,Y) = (ARie)(X,Y)+2 3 R(X,ep,Y,e,) Ric (e, e,)

p,g=1

2 o 2, o
+=scal Ric (X,Y) — =| Ric [*g(X,Y).
n n

35
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Demonstracao. Como

0 1
Ric (X,Y) = Ric(X,Y) — —scal - g(X,Y),
n
a assertiva segue diretamente das Proposicoes 2.6 e 2.7 e do Corolério 2.2.

g

Agora, utilizaremos o principio do maximo escalar para caracterizar solu¢oes do fluxo

de Ricci.

Proposigao 2.8. Considere (M, go) uma variedade Riemanniana compacta com scaly, >
0, para todos os pontos p € M. Entao, se g(t), t € [0,T), € solugao do fluzo de Ricci com
9(0) = go temos que scaly, > 0, para todos os pontos p € M e todo t € [0,T).

Demonstracao. Pelo Corolario 2.2 ja vimos que

—scal > Ascal,

ot

para todos pontos p € M e todo t € [0,T). Portanto a assertiva segue do Principio do
Maximo escalar (cf. Teorema 1.5).

4

Proposicao 2.9. Suponha que (M, go) é uma variedade Riemanniana compacta e que
g(t), t €0,T), € solug¢io do fluro de Ricci com g(0) = go e infys scaly, = o > 0. Entao
T < 3= einfy scalyyy > 9=, para todo t € [0,T).

Demonstragao. Antes de mais nada, lembre que
- 12 CORIT IS S SR ST
|Ric|* = | Ric |* + —scal® > —scal”.
n n

Defina a fungao ¢ : M x [0,7), com 7 = min {T, %}, por

no

Y(p,t) = scalyy(p) —

Observe que Ay = Ascal. Usamos o Corolario 2.2 para obter que

n —2at

0 2na’
—1p = Ascal + 2|Ric|? - ——
ot scal + 2|Ric] (n — 2at)?
2 2 2
> Ay + Zscal®? — = ( na )
n n \n—2at

_ A¢+3(sca1+ ne )w,
n

n — 2at
em M x [0,7). Segue da defini¢ao de a que

¥(p,0) = scaly) —a > 0.

Assim, utilizando o Principio do Maximo escalar (cf. Teorema 1.5), inferimos que
¥(p,t) > 0,Vt €[0,7) e todo p € M. Dai, concluimos que



inf ] > no
M 9(®) n — 20[157
para todo t € [O, 7').

Se supossemos que 5~ < T, terfamos que 7 = 5= e assim
« 2«

lim h(p,t) = —o0.

t—T1
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Isto seria um absurdo visto que h(p,t) > 0, V(p,t) € M x [0, 7). Portanto, T' < J*.

2.3 Estimativas de Shi e Solugoes Maximas

Esta secao tem como objetivo estabelecer estimativas para as derivadas covariantes do
tensor de curvatura sob o fluxo de Ricci. Estas estimativas, que foram primordialmente
obtidas por W. X. Shi em [35], servirao principalmente para determinar um critério para

caracterizar as solugoes méaximas do Fluxo de Ricci.

Ao que compete esta secao, dados dois tensores A, B, denotaremos por A * B qualquer

expressao bilinear em A e B.

Lema 2.1. Considere M uma variedade Riemanniana compacta e g(t), t € [0,7), uma

solugcao do Fluzxo de Ricci em M. Entdo

a m m - 7 m—1
5 DR =AD R+Y D'Rx«D"'R,

=0

onde m > 0 € inteiro.

Demonstracao.
Faremos esta demonstracao por inducao.
Se m = 0, a demonstracao segue diretamente do Corolario 2.1.
Suponha agora que m > 1 e

P m-l .
C DR = AD™ 'R DiR « D™ 1R,
ot + ; *

Aplicando a derivada covariante em ambos os lados, vemos que

0
ot

=0
Observe que
D(DZR % Dm—i—lR) _ Di-i-lR % Dm—(i-i—l)R + D'LR % Dm—zR
e, utilizando a Proposigao 2.2,

a m—1 o 8 m m—1
D(ED R)_ED R+DRxD™ "R

Além disso, utilizando a Observacao 1.2, temos que

m—1
D (—Dm1R> =D(AD™'R)+ Y D(D'R« D" 'R).

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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D(AD™'R) = A(D™R) + DR+ D™ 'R+ R D™R. (2.12)
Substituindo (2.10), (2.11) e (2.12) em (2.9), concluiremos que
0

aD R=AD R+;DR*D R

g

Proposicao 2.10 (W. X. Shi, [35]). Considere M uma variedade Riemanniana compacta
de dimensao n e g(t), t € [0, 7], uma solug¢do do fluro de Ricci em M. Suponha que

sup [Ryp| <77,
M

para todo t € [0,7]. Entao, para cada m > 0, existe uma constante C = C(m,n) > 0,
dependendo apenas de m e n, tal que

sup |D"' Ry|* < Cr727™,
M
para todo t € (0,7].

Demonstracgao.

Novamente, demonstraremos por inducao.

Para m = 0, a assertiva segue da hipotese da proposicao.

Suponha, agora, que m > 1 e que a assertiva é valida para todo 0 < [ < m — 1.
Considerando ¢ = max {C(0,n),C(1,n),...,C(m —1,n)} e . Utilizando o Lema 2.1
temos que

0 0
-~ Dm—lR 2 — 9 _Dm—lR Dm—lR
R I T )

= 2(A(D™'R),D™'R)

m—1
+2 <Z DR+ D™ 'R, Dm‘1R> . (2.13)

=0

Observe que

2(A(D™'R),D"'R) = 2(¢”D;D;D™ 'R,D™'R)
= ¢“Dy(2(D;D™'R,D™'R)) — 2¢"(D;D™ 'R, D; D™ ' R)
= ¢“Dy(D;j(D"'R,D"'R)) — 2(D™R, D™R)
= AD™ 'R, D™ 'R) —2||[D"R|?
= A|D™'R|]> - 2|[D™ R (2.14)

Como a operacao * é continua, é possivel encontrar uma constante K que depende
da dimensao n de M e do modo como definimos *(em nosso caso, K depende de n e de
m), tal que ||A x B|| < K||Al|[|B]|. Assim segue de (2.13), (2.14) e da desigualdade de
Cauchy-Schwartz, que existe uma constante Cy > 0 tal que
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a m— m— m = % m—1—1 m—
510 'R|> < A|ID™'R|* = 2|[D™R|” + Cy Y _ | D'R|[|ID™ || DR,

=0

para todo t € (0, 7].

Dai, utilizando a hipotese de inducao, encontramos uma constante Cs > 0 tal que

0 . ,
aHDm—lRHZ < A||Dm_1R||2 . QHDmRHZ 4+ O3<T—2t—z)§(7_—2t1+z—m)%(T—2t1—m>%
< A|D™R|? = 2||[D™R||* + Csr 3t

Como t € (0, 7], temos que t77! < 1, donde

0
a||Dm—1R||2 < A|D™R|? = 2||D™R||* + Csr 2™, (2.15)

Raciocinando de maneira anéloga, podemos encontrar constantes Cy e Cj tais que

a m m m = % m—i m
g R|> < A|D™R|* —2|D™R|]*+Cy > | D'R||| DR[| D™ R||
=0

< A|D"R|?+ Cor D™ R|* + Cyr ' F | D R]|.

Tomando Cs = max {C4, C}}, temos que

0 —m
S IPTRIP < AIDTR|® + Cs(t7 D™ RI® + 7't [ D™ R]]). (2.16)

Defina agora uma func¢ao F': M x [0,7] — R por

1
Fz,t) = " DRI + 5(Cs +m + 2)t" [ D™ R|?
Temos que

0 il G, . mtm1
—F = (m+t"|D™R|*+1t H&(“D R||?) +

m—1 2
g (Cs+m+2)||D™ R

m 0 .
+?(C’5+m+2)§ (I D™ 'R||?)
(m + D)t™|| D™ R||> + " (A D™R|]? + Cst Y| D™ R||> + Cs7 1t~ | D™R||)

tm
+5 (G5 +m+ 2)(A|D™ Y2 = 2| D™R||? + Cyr27™)
mtm—l
2
= AF + Cs5t™||D™R||? + Csr 1= Y| D™R|| + (m + 1)t™|| D™ R
-2
—t™(Cs +m + 2)| DR + Cs(Cs +m + 2>TT

IN

(Cs +m+2)[[ D" R|*

m
+5(C5 +m +2)t" | D™ R||?

Clm

m

AF —t™|D™R||* + Cs7 't 2

IN

(Cs +m +2)772

C
D"R|| + (G5 +m +2)77° +
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Como

2
DRI+ Cor e F D] = = (¢10mR) = ) + G 2a)

< 27 (2.18)

segue que podemos encontrar uma constante Cs > 0, que depende apenas de m e n tal
que

0
—F< -2,
atF ~ AF—|—C@T

Como F(x,0) = 0, para todo x € M, segue do Principio do Méximo escalar (cf.
Teorema 1.5) que

F(x,t) < Cet 2,
para todo (x,t) € M x [0,7]. Lembrando da definigao de F', temos que
t" DM R|| < F(x,t) < Cet%t,
para todo (x,t) € M x [0, 7], de onde concluiremos que

ID™R|*> < Cer72t™™,
para todo (x,t) € M x [0, 7].

g

Corolario 2.4 (W. X. Shi, [35]). Considere M uma variedade Riemanniana compacta de
dimensao n e g(t), t € [0, 7], uma solugao do Fluzo de Ricci em M. Suponha que

sup |Rg(t)| <7
M

para todo t € [0,7]. Entdo, para cada inteiro m > 0, eziste uma constante C' = C'(m,n) >
0, dependendo apenas de m e n, tal que

sup |Dng(t)|2 < CT_m_Q,
M

para todo t € (1/2,7].

A partir de agora, consideraremos um tensor suave H em M que satisfaz uma equagao
de evolucao

%H — AH + R H. (2.19)

Procedendo da mesma forma que anteriormente, encontraremos estimativas para as deri-
vadas covariantes do tensor H.
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Lema 2.2. Considere M uma variedade Riemanniana compacta e g(t), t € [0,7], uma
solugao do fluxo de Ricci em M. Se H é um tensor suave em M satisfazendo (2.19),
temos

0 n . .
ZD"H = A(D"H DR+ D" H
or "= DT 3 i

Demonstracao. Seguindo os moldes da demonstracao do Lema 2.1, demonstraremos
por indugao. Se m = 0, o resultado segue da identidade (2.19).

Se supomos a afirmacao valida para a derivada covariante de ordem m — 1, m > 1,
temos que

D (%DW—IH) = D(A(D™'H)) + mi; D(D'R* D™ " 'H). (2.20)

Procedendo como na demontracao do Lema 2.1, temos que

o) o)
—D™"H =DR+«D™'H+D|=-D"'H 2.21
ot . - (at ) ’ (221)
D(A(D™'H))=A(D"™H)+ R+ D"H + DR* D™ 'H (2.22)
(§
D(D'R+ D™ " 'H)=D"'Rx D™ " 'H + D'R+ D™ "H. (2.23)

Substituindo (2.21), (2.22) e (2.23) em (2.20) chegamos ao resultado desejado.

0

Proposicao 2.11. Considere M uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n e
g(t), t € [0,7], uma solugio do fluxo de Ricci em M. Suponha que H € um tensor suave
em M satisfazendo

0

Além disso, suponha que

sup |Rg(t)| <77
M

sup [|H[| < A,
M

para todo t € [0,7]. Entao, dado qualquer inteiro m > 0, existe uma constante C' =
C(m,n) >0, dependendo apenas de m e n, tal que

sup | D™ H||* < CA*™,
M

para todo t € (0, 7].



42

Demonstracao. A demonstragao serda por inducao sobre m. Se m = 0, a assertiva
segue da hipotese da proposicao.

Supondo a afirmacao valida para todo 0 < k> m — 1, m > 1, sera possivel encontrar
uma constante C7 > 0 tal que

sup |D*H| < O A%t7F, (2.24)
M

para todo 0 < k > m —1et € (o,7). Pela Proposigao 2.10, é possivel encontrar uma
constante C, > 0 tal que

sup | DFR||* < Cot 772 < Cot ™72, (2.25)
M

Procedendo como na demonstragao da Proposicao 2.10, usamos o Lema 2.2 e as desi-
gualdades (2.24) e (2.25), para encontrar constantes C3, Cy > 0 tais que

0
a(HDm_lHHg) < (A™'H) = 2||D™H||? + CsA*t™ (2.26)

0
i

se (z,t) € M x (0, 7]. Definindo uma fungdo G : M x [0,7] — R por

(D™ H|?) < (AD™H|?) + Cat Y| D™ H|* + CoAt =" Y| D™ H]|, (2.27)

1
Glat) = " DI+ 1(Co+ m 27|07
as desigualdes (2.26) e (2.27) nos permitirdo provar que
0

EG(x,t) < AG(x,t) + C5A?,

para alguma constante C5 > 0. Como G(z,0) = 0, para todo = € M, segue do Principio
do Méaximo escalar (cf. Teorema 1.5) que

G(z,t) < CsA?t,
para todo (x,t) € M x [0,7]. Lembrando da definigdo de G, temos que

" DMH|? < G(x,t) < C5A%,
para todo (x,t) € M x [0, 7], de onde concluiremos que
|D™H|* < CsA*t™,
para todo (x,t) € M x (0, 7].

g

Corolario 2.5. Considere M uma variedade riemanniana compacta de dimensao n e
g(t), t €10,7], uma solugao do Fluxo de Ricci em M. Suponha que H é um tensor suave
em M satisfazendo
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0
—H =AH H.
o + R

Além disso, suponha que

sup [Ryp| <77,
M

sup [|H[| < A,
M

para todo t € [0,7]. Entao, dado qualquer inteiro m > 0, existe uma constante C =
C(m,n) >0, dependendo apenas de m e n, tal que

sup ||DmH||2 < ON*77™,
M

para todo t € (1/2,7].

O proximo resultado é uma importante aplicagao das estimativas de Shi que permite
caracterizar as solugoes méximas do fluxo de Ricci:

Teorema 2.2 (Hamilton, [19]). Considere M wma variedade riemanniana compacta e
g(t),t €10,T), a solugao mazximal do Fluzo de Ricci em M. Suponha que T < oo. Entao

lim sup(sup || Ry ||) = oo.
t—T M
Demonstragao. Supondo que a afirmacao do teorema é falsa, teriamos que

limsup(sup || Ry)||) < K < oo,
t—=T M

para alguma constante K > 0. Assim, utilizando o Corolario 2.4, teriamos que

sup sup [[D™ Ry || < o0,

telo, ) M
param = 1,2.... Assim, se escrevemos w(t) = —2Ric,(, e consideramos o fluxo de Ricci,
94(t) = w(t), teremos que

sup sup [[D7w(0)] < o0,
tel0,T) M
param = 0,1,2.... Segue do Teorema 1.3 que as métricas g(t) convergem em C* para
uma métrica suave g(7'), quando t — 7. Como ¢(7") é uma métrica suave, existe uma
solugao do fluxo de Ricci g(t), t € [0,¢), tal que g(0) = g(T).
Assim, como ¢(t) — g(T') suavemente, segue que

5(t) g(t), se 0<t<T
gt—=T), se T<t<T+e

¢ uma solugao do fluxo de Ricci suave e tal que §(0) = go. Isto contradiz a maximilidade
de T.

g
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3 O FLUXO DE RICCI EM §?

Neste capitulo, comentaremos alguns resultados devidos & Hamilton, acerca do fluxo
de Ricci em superficies com curvatura escalar positiva. Os céalculos deste capitulo serao
feitos na esfera (S?, ¢g) com curvatura escalar positiva. Como veremos no decorrer do
capitulo, as assertivas podem ser estentidas a qualquer superficie de caracteristica igual a
da esfera S?.

Teremos como resultado principal um Teorema de Hamilton ([21]) que assegura que
o fluxo de Ricci na esfera converge a uma métrica de curvatura escalar constante, apos
um rescalonamento. O ingrediente principal para a demonstracao deste teorema ¢é a
monoticidade do funcional entropia de Hamilton que sera definido na secao 2.

A partir deste teorema, demonstraremos uma versao do Teorema Diferenciavel da
Esfera em superficies que dira que toda superficie compacta de curvatura seccional positiva
é difeomorfa a esfera ou ao espaco projetivo. Salientamos que nao faremos o uso do
Teorema da Uniformizacao de Riemann para a demonstracao deste resultado.

3.1 Soélitons de Ricci Gradiente em S?

O objetivo principal desta se¢ao é demonstrar que qualquer séliton de Ricci gradiente
em S? possui curvatura escalar constante. Salientamos que os resultados deste capitulo
podem ser estentidos a qualquer soliton de Ricci gradiente.

Lembre que uma variedade (M, g) é dita um séliton de Ricci se existe uma constante
p e um campo de vetores £ tal que

1
Ric, + 5"%&9 = P9
Um soliton de Ricci gradiente em S? é um soliton de Ricci tal que existe uma funcao
f:S? — R com £ = Df. Observando que

e, portanto,

Zng(Xu Y) = g(DXDf7Y> +g(X7 DYDf) - 2D2f(X7 Y)7
vemos que num soliton de Ricci gradiente é satisfeita a identidade
Ric, + D*f = pg. (3.1)

Observagao 3.1. Dada uma base ortonormal {e1,es} de R? considere m o plano gerado
por {e1,es} e sua curvatura seccional

K(m) = K12 = R(eq, €2, €1, €3).
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Dados dois campos X = X'e; e Y = YJe; numa variedade bidimensional M, temos

Ric(X,Y)

Por outro lado,

scal =

2
- Z R(Xa €k, Y7 ek)

k=1

2
= ZXinR(e,-,ek,ej,ek)
k=1
= XinR(ei,el,ej,el)—I—XinR(ei,eg,ej,eg)
== X2Y2R(62,61,62,61)+X1Y1R(61,62,€1,€2)
Klgg(X,Y).

2 2
Z Rz’c(ek, ek) = K12 Z g(ek, ek) = 2K12.
k=1

k=1

Dai, K5 = %al e portanto Ric = %alg.

Como S? é uma variedade bidimensional, podemos escrever (3.1) como

D*f = (p - %scalg) g. (3.2)

A partir de agora, considere (S?, g) um soliton de Ricci gradiente. Além disso, seja
J qualquer estrutura complexa em S?, compativel com a métrica g. Isto significa que
J: TM — TM ¢ um endomorfismo tal que J* = —1I, g(JX,JY) = g(X,Y) e DJ = 0.
J age como uma rotacao de 90°.

Lema 3.1. O campo de vetores J& gera um grupo a 1-parametro de isometrias ¢, :

(S%,9) — (S%9).

Demonstragao. Temos que

gjgg(X, Y) =

9(DxJE,Y) + g(X, Dy JE)

g((DxJ)E + JDx&,Y) + g(X, (DyJ)§ + J(Dy€))
9(JDx&,Y) + g(X, J(Dy€))

9(J°Dx&,JY) + g(J X, J*(Dy¢))

—9(Dx¢&, JY) — g(J X, Dy§)

—9(DxDf,JY) = g(JX, Dy Df)

—D2f(X, JY) — D2f(Y, JX)

- (,0 - %scal) [9(X, JY) + g(Y, JX)]
0,

pois g(X,JY) = g(JX, J?Y) = —g(JX,Y).

Portanto, Zjg(X,Y) = 0, o que implica que J¢ é um campo de Killing. Portanto,
J& gera um grupo a l1-parametro de isometrias ¢; : (S, g) — (S?, g). Para mais detalhes
sobre esta assertiva final consulte [29], pagina 251.
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Considere p e ¢ dois pontos criticos de f. Denote por a = p — %scalg(p) e b =

p — 3scaly(q).
Dado v € T,S?, podemos escrever

(dpt)p - v =cosB(t) - v+ senb(t) - Ju,
onde 6(t) é o angulo entre (dy;), - v e v. Temos que

oy v =0(0) Tlda), o]

Além disso, se considerarmos V' um campo tal que V(p) = v, temos

d
dt(d%) Vo= L gepdor), -V
= _[(dS@t)‘VJSHp
= Dag))yv & — Diep)(depr)p -
- Dd(Pt pvjf
= JDap,),§-

Observe que D e, (dept),-v = 0 porque JE(p) = 0. Como g,(D,&,v) = (D*f),(v,v) =
alv]?, segue que Dgp,), & = a(dgy), - v, donde Dgy,,.oJ§ = aJ(dpy), - v. Lembrando que
©(0) = id, segue que 9’( ) =aed(0)=0. Dai conclulmos que O(t) = at. Em suma temos

(dpy), - v = cos(at) - v + sen(at) - Jv,Vt € R, Vv € T,S*. (3.3)
e, analogamente,

(dps)g - v = cos(bt) - v +sen(bt) - Ju,Vt € R, Vv € T,S*. (3.4)

Lema 3.2. Considerando t € R fizado, temos

b
— €l pi=ild<— — €
27 2T

Demonstragao. Supondo que $£ € Z, vemos por (3.3) que, dado v € T,,S?,

(dpr)p - v =.
Considerando a geodésica (s) = exp,(sv), temos que §(s) = ¢;(exp,(sv)) também &
uma geodésica, pois ¢; é uma isometria. Além disso,

7(0) = ¢i(p) e 7(0) = @u(p) - (dexplo v = (dipy), - v
Dai, Y(s) = expy, ) (s(d¢), - v). Portanto,

pi(exp,(v)) = expy, () (dpr)p - v = exp,(v).

Como v foi escolhido arbitrariamente em 7,,S?, segue que ¢, = id.
Reciprocamente se ¢ = id, entao dip;-v = v, Yo € T,S?. Utilizando (3.3), concluimos
que o~ 6 Z. A segunda equivaléncia segue analogamente
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Corolario 3.1. Sequindo as notacoes fizadas anteriormente, temos que a*> = b?.

Demonstracgao.

Usando o Lema 3.2, temos que se a = 0, entao ¢, = id, Vt € R. Em particular,
b/m € Z e b€ Z, o que implica que b = 0.

Suponha agora que a,b # 0. Pelo Lema 3.2 temos que pom = Pox = @ 2 = = id. Como
¢ é um fluxo, segue que

Pan(att) = P2 O Par = id,
ab a

e
Por—a) = P2n O P_2m = id.
ab a
Utilizando novamente o Lema 3.2, chegamos que &2, ¢tb b—a atb o 7 T
b b a a
€ 7 = a“|b”,
e
b? — a?
— € L= b’|a’.
a
Logo, a®? = b?.

g

Teorema 3.1 (X. Chen, P. Lu, G. Tian. [13]). Considere (S?, g) um sdliton de Ricci
gradiente. Entao g possui curvatura escalar constante igual a 2p.

Demonstracao.

Considere p,q € S* como anteriormente. Seja v : [0,0] — (S?, ¢g) uma geodésica de
velocidade unitaria com (0) = p, v(0) = q e d(p,q) = 0. Considere o fluxo ¢; gerado
pelo campo J¢. Pelo Lema 3.1, temos que ¢; é uma isometria, donde concluimos que para
cada t € R, a curva s — ¢;((s)) é uma geodésica de velocidade unitaria.

Definamos agora um campo V' ao longo de v por

V(s) = o aua(s) .

com s € [0,0]. Como V é a restricao de uma campo de Killing & uma geodésica, segue que
V' ¢ um campo de Jacobi (cf. Lema 26 em [29]). Usando que V' é um campo de Jacobi,
temos

= J¢

t=0

LoVEAG) = o(V'(5),7(5)

= 9(R(Y(s), V)7 (5),7'(5))
= 0.

Assim g(V(s),7/(s)) = As+BeV(0) = V(o) = 0. Dai, concluimos que g(V'(s),~/(s)) =
0, Vs € [0,0]. Isto significa que existe uma fungao suave u : [0,0] — R tal que
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V(s) = u(s)Jv(s), Vs € [0,0] e u(0) = u(o) = 0. Como 7 é uma geodésica de velo-
cidade unitaria e J ¢ uma estrutura complexa, temos
g(R(Y, VIV, V) = w’g(ROY, IV ), JY)
1
= u2§scalg(7(s)).

Como V' é um campo de Jacobi,

gV" V) +g(R(Y, V)Y, V) = 0
1
:>u"u\J’y’\2+§scal-u2 = 0.
Portanto,

u”(s) + %u(s)scalg(v(s)) =0, Vse|0,0]. (3.5)

Por outro lado, observando que

g(f|'¥(5)’7,(3)) = g(V(S), ‘]7,(8)) = u(s)v Vs € [070]7

diferenciamos esta identidade com respeito a s e obtemos

(D?f)ys)(7(5),7/()) = w/(5).
Utilizando (3.3) e levando em conta que vy tem velocidade unitéria, temos

1
p— §scalg(v(s)) = u/(s). (3.6)
Substituindo (3.6) em (3.5), teremos

u”"(s) + pu(s) = u(s)u'(s). (3.7)
A identidade (3.6) também implica que

1
a=p-— §scalg(p) = /(0)

1
b=p— §scalg(q) = /(o).

Pelo Corolario 3.1 temos que a® = b%. Assim, v/(0)* = v/(0)?. Segue de (3.7) que

g 1 1
/ u(s)u'(s)*ds = 5(7/(0)2 —u/(0)%) + 50(“(0)2 —u(0)?) = 0.
0
I[sto implica que existe so € (0,0) tal que u(sg) = 0. Como v é livre de pontos

conjugados (cf. o Teorema 10.15 de [24]), segue que u(s) = 0 para todo s € [0,0|. Em
particular, a = u/(0) =0 e b = u/(0) = 0. Pelo Lema 3.1 concluimos que ¢; = id, ¥t € R.
Assim

0
JE(p) = ESOt(p) =0,Vp € §?

de onde concluimos que f é constante e scal, = 2p.
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3.2 O Funcional Entropia de Hamilton

No que segue nesta secao, considere gy uma métrica em S? com curvatura escalar
positiva e ¢g(t), t € [0,7), a unica solu¢ao maximal para o fluxo de Ricci com métrica
inicial gy. Por conveniéncia, assumiremos que Vol(S?, gy) = 8.

Lema 3.3. Segundo as condigoes acima impostas, temos que Vol(S?, g(t)) = 8m(1 —t).
Em particular, T < 1.

Demonstragao. Pelo Teorema de Gauss-Bonnet em S?, temos

K12 dVol = 27TX(S2)

SQ
1
—> [ =scal, dVol = 4=
52 2
— scaly dVol = 8.

SQ

Além disso,

Vol(SQ,g(t)):/ dVoly :/\/detg(t)dudv,
52 U

onde U é dominio para uma para uma parametrizacao de S?. Portanto,

iVol(S g(t)) =

o (det g(t))dudv

/UZ\/detg dt
- / th() H(g™1(t) - o' (1)) det g(t)dudv

1
= / §tr(g_1(t) - —2Ricy4 )/ det g(t)dudv
U
= / —tr(g~ (t) - Ricgqy)/det g(t)dudv
U

= —/ scalg(t)d\/olg(t)
s2

= 8.

Assim, Vol(S?, ¢g(t)) = —8wt + C'. Para finalizar, como Vol(S?, ¢(0)) = 87, concluimos
que Vol(S2,g( )) =8 (1 —t).

g

A seguir, definiremos o funcional entropia de Hamilton e provaremos a sua monotici-

dade.
Definigao 3.1. Fizado t € [0,T), a entropia de g(t) é definida por

Et) = / scal - log(scal)d Vol + 8w log(1 — t)
S2
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Lema 3.4. Temos que E(t) > 0, Vt € [0,T).

Demonstracao.
Observando que a fungao g(x) = xlog(z) —x + 1, > 0, tem valor minimo em z = 1,
temos a seguinte estimativa pontual

(1 —t)scal - log((1 — t)scal) > (1 — t)scal — 1.
Observando que
E(t) = /S2 scal - log(scal) dVol + 87 log(1 — t)
= /s2 scal - log(scal) dVol + /s? scal - log(1 —t) dVol
= /S2 scal - log((1 — t)scal) dVol,
temos, usando o Teorema de Gauss-Bonnet e o lema anterior,

1
Et) > /scal——d\/ol
o 1t

1
= /scal dVol — Vol(S?%, ¢(t))
. 1—¢

1
— Sr— — 8n(l—t
81 1_t87r( )
:0

i

Fixado t € [0,T), o Teorema de Existéncia para o problema de Dirichlet implica que
existe uma funcao suave f : S? — R, tinica a menos de adicao de uma constante, tal que

1
Af = : — SC&I. (38)

Podemos usar este Teorema de Existéncia pois fs [%_t — scalg(t)] dVoly) = 0.
Denote por M o traco livre da Hessiana de f, isto é,

M =D~ J(Af)g (3.9)

Ainda, para cada t € [0,7), definamos
M(t)= [ |M]|*dVol. (3.10)
S2
Lema 3.5. Para cada t € [0,T), temos

/ L dscal?d Vol > / (Af)2d Vol + 2M(t)
S S2

2 scal
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Demonstracao.
Inicialmente, lembre do Teorema de Stokes

/QM fdvol = — /S _9d(Af), df)dVel

= —/SQg (d (% —scal) ,df> dVol

= / g(dscal, df )dVol.
s2

Assim,

1
/—\dscal\deol—2/ (Af)2d\/ol+/ scal|df |*dVol
2 scal s2 s2

2 SCa.

1
= /—l|dscal|2d\/ol—2/ g(dscal,df)dV01+/ scaldf|*dVol
S s2 S?

2 scal
> 0,

1
= / ——|dscal — scaldf|*dVol
s

pois como scalyg) > 0, entao scalyyy > 0, V¢ € [0,T). Segue da Formula de Bochner (cf.
[14], pagina 23), que

2/ (Af)deol—/ scal\df]QdV01:2/ | D? f|*dVol.
S2 S2 S2

Unindo as desigualdades anteriores, temos

1
/ ——|dscal|*dVol > 2/ |D? f|*dVol.
S 52

5> scal

Observando que

9(M, g) = ¢"¢"* Mi;qu = 6,9"" M = ¢/" My; = tr(M) = 0,

chegamos que |D?f|* = |M|? + %, de onde se conclui a desigualdade almejada.
O

Proposicao 3.1. Temos que L&(t) < —2M(t). Em particular, a fungio t — E(t) é
decrescente.

Demonstracao.
Como ja foi visto na segdo 2 do Capitulo 2, a curvatura escalar de g(t) evolui pelo
fluxo de Ricci em S? pela equacao

iscal = Ascal + scal®.

dt
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Assim, se U é um aberto, dominio para uma parametrizacao de S?, temos
d d d
—E(t) = / — [scal - log(scal)y/det g(t)]dudv + — (8 log(1 — t))
dt ydt dt
= / (Ascal + scal?) log(scal)/det g(t)dudv + / (Ascal + scal?)y/det g(t)dudv
U U
8
- / scal - log(scal)scaly/det g(t)dudv — 1—7Tt
u _

= Ascalllog(scal) + 1]dVol + / scal’dVol — "

SQ

1
— —/ —]dscal]QdVol—l—/ scal?dVol — ——
S

2 scal

81

2 -
8

52 11—t

onde na tultima igualdade utilizamos o teorema de Stokes. Além disso, utilizando o Teo-
rema de Gauss-Bonnet e o Lema 3.3, temos

/ (Af)2dVol
SQ

Portanto,

1 2scal
/ — ) dVol — / 2 Vol + / scal2dVol
e \I— 1 o 1—t .

! 28 (1—1)— 2 g +/sca12d\/ol
1-¢) " 1t " ).

81

—: + /52 scal®dVol.

1
—/ —|dscal|2dV01—|—/ scalZdVol—%
S _

2 scal s2

1
- / ——|dscal|*dVol + / (Af)*dVol.
sz scal s2

Desta igualdade e do Lema 3.5, segue a proposicao.

Observacao 3.2. Numa variedade bidimensional temos

|RJ*

2
2
§ Rl

i,5,k,1=1

2 2
Z R%jkl“— Z R%jkl

j7k7l:1 J7k7l:1

2 2
Z Rioy + Z R3y

k=1 k=1

2 2 2 2
Z Riy + Z R3y5 + Z Rioy + Z R3,y
=1 =1 =1 =1

R%Z].Q + R%].Ql + R%212 + R%l?l
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Em particular, em S* temos que |Ryw)| = |scalyw|.

Proposicao 3.2. Temos que T’ =1 e

sup {(1 —t)sup scalg(t)} < 00 (3.11)
tel0,1) NG

Demonstragao.
Mostraremos inicialmente, que se [0,7") é o intervalo maximo onde esta definido o
fluxo de Ricci em S?, com condicao inicial gg, temos

< 00 (3.12)

sup {(1 — t) sup scaly
te[0,T) S2

Supondo que (3.12) é falso, é possivel definir uma sequéncia de tempos t; € [0,T") por
t), = inf {t € [0,7); (1 —t)supscalyy) > Qk} :
SQ

Escolha k suficientemente grande de forma que ¢, > 0. Como S? é compacta e scal é
continua, para cada k podemos escolher p;, € S? tal que

scalg,) (pr) = supscalyq,) = : )
52 — 1

Segue do Corolario 2.4 das estimativas de Shi e da Observagao 3.2, que existe uma
constante uniforme N > 1 tal que

k/’ 3
sup |dscaly,)|* < N (1 ) :
s2 —tg

para todo k. Definamos agora as bolas

1—1, 1—1,
Q. :=B (pk, W) = {x € SQ;dg(tk)(pk,x) < NE }

Segue da Lipschitz-continuidade de scal que, se tomamos x € (),

|scaly(,) (pr) — scalyq,)(z)] < [dscaly,)|d(pr, )

N AR
<
< N () ()

11—t

N|=

Assim,

. k k
xlengk scalg(tk)(x) > SC&lg(tk)(Pk) T i - 11—t

Dali,
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klog k
11—t

/ scalg(,) log[(1 — tx)scaly, )] dVolyq,) > Vol(Q, g(tr)). (3.13)
Qp

Lembrando que scaly,) > 0 e 0 <1, < 1, Vk, conseguimos a estimativa pontual
(1 — ty)scalys,) log((1 — tg)scalyq,)) > (1 — ty)scalyy,) — 1 > —1,

de onde obtemos

1
11—t

/ scaly(,) log((1 — tx)scaly,))dVolyy,) > — Vol(S?/Qu, g(tr)) > —8m. (3.14)
S2/,

Adicionando (3.13) e (3.14), obtemos

klogk
11—t

E(ty) = / scalg,) log((1 — tx)scaly,))dVolyq,) > — Vol(Q4, g(tx)) — 8m.  (3.15)
S2

Como scalyy,) > 0 para todo k e S* ¢ uma variedade bidimensional, segue de um

teorema de Kligenberg (cf. [12], pagina 98) que o raio de injentividade de (S?, g(tz)) é
limitado por

11—t
k

Pelo Teorema de Comparacao de Volume de Giinther e Bishop (cf. Teorema 1.1 do
Capitulo 1), temos

inj(S?, g(ty)) > m

11—t
Vol(Q) > V.
ol(h) 2 1ktk< Nk)’
onde Vi(r) denota o volume de uma bola de raio r numa variedade M com curvatura
seccional constante igual a §. Explicitamente,

Vs(r) = ZW/OTMCZS

CcoS \/57" 1
= 27T (— 5 + g) .

Substituindo temos

Portanto,



95

k /1
> — il
T thol(Qk) > 21 (1 Ccos ( N)) > 0,

pois N > 1. Como a desigualdade vale para todo k, temos

lim
k—o0 — tk

Vol(Qug(t)) > 0. (3.16)

Segue de (3.15) e (3.16) que E(tx) — oo quando k — oo. Isto contradiz a Proposigao
3.1. Dai concluimos a assertiva (3.12).
Para finalizar a demonstragao, mostraremos que 7' = 1. De (3.12), temos que

1oy > ¢

sup sca —

Szp 9(t) = 1—t’
onde t € [0,T) é qualquer e C' é uma constante positiva.
Utilizando o Teorema 2.2 e relembrando a Observagao 3.2, vemos que se [0,7") é o

intervalo maximo de definicao do fluxo de Ricci, temos

(3.17)

lim sup(sup scaly(y) = +00. (3.18)
t—=T S2
De (3.17) e (3.18), temos
lim sup = 00,
t—T —1

de onde se conclui que T' = 1.

Proposigao 3.3. As métricas §(t) = 1 g(t) possuem as sequintes propriedades:

(i) A curvatura escalar de (S?,§(t)) € uniformemente limitada para todo t € [0,1), bem
como suas derivadas covariantes de ordem superior;

(ii) O raio de injetividade de (S?,G(t)) € uniformemente limitado por baizo para todo
te0,1);

(iii) O diametro de (S%, g(t)) € uniformemente limitado por cima para todo t € [0,1).

Demonstracao.

(i) Segue da Proposicao 3.2 que

< 00.

sup {(1 — t) sup scaly
t€f0,1) 52

Como |R,,| = |scaly,|, segue do Corolario 2.4 que

sup {(1 — )™ sup |Dmscalg(t)|2} < 00.
te[0,1) S2

Como scalz, = (1 — t)scal,,, a assertiva segue.
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(ii) Segue de (i) e da Estimativa do raio de injetividade de Kligenberg.

(iii) Suponha, por absurdo, que exista uma sequéncia de tempos t; € [0, 1) tais que

diam<S27 g(tk)) Z k?

para todo k. Para cada k considere uma geodésica de velocidade unitaria - :
0, k] — (S% g(ty)), tal que dz, ) (7:(0),v:(k)) = k. Agora nos definimos as bolas
G(tx)

_ 1
Qi = {5 € §% g ((i), ) < Z} :

parai = 0,1,...k. Pelos itens anteriores, vimos que a curvatura escalar de (S?, §(tx))
¢ uniformemente limitada por cima e o raio de injetividade de (S?, g(t;)) é unifor-
memente limitado por baixo. Segue da estimativa de volume de Giinther e Bishop
que

‘_1(r]nlin kVO1<Qi,k; g(tk)) > €(I§7 + 1),

para algum ¢ independente de k. Os conjuntos (2, ; sao disjuntos pois

xr € Qi,k N ijk

1 =

=y (Vi) 2) < — e dyu) (), ) <

1
4
— =]

DN | —

Assim,

VolI(S?, §(t) = Y Vol(Qk, d(tr)) > e(k + 1)

i=1

Por outro lado, pelo Lema 3.3, Vol(S?, §(tx)) = 87, Vk. Se tomarmos k suficiente-
mente grande chegamos a uma contradi¢ao. Isto conclui a demonstragao.

g

Proposicao 3.4. Temos que

sup |(1 — t)scalyyy — 1| =0, quando t — 1.
S2

Demonstracao. Se a assertiva acima fosse falsa, seria possivel encontrar um nimero
e € (0,1/2) e uma sequancia de tempos 7 € [1/2,1) tal que klim n=1e
—00

sup |(1 — 7x)scalyr,) — 1| > ¢, (3.19)
S2

para todo k.
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A continuidade da fun¢ao M(t), definida em (3.10), permite que para cada k escolha-
mos um nimero real ¢, € 27, — 1, 73], tal que M(ty) = inficppr, 1,5, M(). Isto implica
que

Tk

2Tk 1
para todo k. Segue do Lema 3.4 e da Proposicao 3.1 que fo t)dt < 0o, de onde obtemos
khm (1 — tk)./\/l(tk) — 0. (320)
—00

Pelas conclusoes tiradas na Proposi¢ao 3.3, podemos utilizar o Teorema de Com-
pacidade de Gromov (cf. Teorema 6.9 de [34]), para garantir que apds passar a uma
subsequéncia, se necessario, as métricas g(tx) = g(tx)/(1 — tx) convergem no sentido de
Cheeger-Gromov para uma métrica suave g em S2.

Usando as formulas de rescalonamento de métricas para §(tx) = g(tx)/(1 — ty), ¢
lembrando (3.9), temos

1 1 1
M = -9 t —scalg(ty) — ——g(t
1 9(te) | o 1
= 2(1 - tk)g 1 Dfl —t Rng(tk) - §g(tk)
1 . : 1.
= 5%ps9(tk) + Ricz) — 59(t),

onde D e Ricg,) representam, respectivamente, a Conexao de Levi-Civita e o tensor de
Ricci de g(tx). Por isto, temos

1
M; = k:h—>HoloM (t) = Zng—lecg 2g, (3.21)

onde D e Ricy representam, respectivamente, a Conexao de Levi-Civita e o tensor de Ricci

de g. Além do mais,
2 _
(M50 = ( t> (1 — t) Mij My

= (1=1)%g(t)"g(t)" M;; My
= (1—=t*|M[,

Dai,

(1 —ti)M(tr) = (1 —1t) /SQ | Myt |50, @VOlg(t,)

= (1—tk)2/ |Mg(tk)‘§(tk)d\/01§(tk)

= /| g(tk tk)dV()lg(tk)

Desta forma,
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0 = hrn 1—tk)M(tk)

k—o0

= llm/ ’ g(tr) g(tk dVOIQ(tk

k—o0

Isto implicara que M; = 0, e utilizando (3.21) segue que (S?, g) ¢ um séliton gradiente

de Ricci, pois
_ 1 1
D*f = (5 — 580&1;,) g

Além do mais, a Proposigao 3.1 implicara que (S?, §) possui curvatura escalar constante
igual a 1, e, por conseguinte, Vol(S?, g) = 8.

Como scalg, ) = (1 —1tx)scalyq,) e € < 1/2, segue que, para k é suficientemente grande
e cada ponto de S?,

9 9
T < (1 —=ty)scalyp,) — 1 < o
donde,
1—2¢ < | 1+ 2
ScCa .
(1—o)(1—t) 0 = T o)1 —ty)

Como %scal Ascal+scal?, podemos usar o Principio do Maximo e do Minimo escalar

junto com as desigualdades acima para garantir que

1—2¢ < scal - 14 2¢
scalyr) < )
(I—26)1—7p) +e(l—tp) — 9™ = M 3120) (1 —7) —e(1 — )

para qualquer pontos de S?. Como 1 — t; < 2(1 — 73), concluimos que

1—-2 1+2
© < scaly €

1_Tk l—Tk’

para qualquer pontos de S%. Como esta tltima assertiva contradiz (3.19), encontramos
um absurdo. Este absurdo conclui a demonstracao da proposicao.

g

3.3 Convergéncia para uma métrica de curvatura constante

Como feito previamente, suponha que gy ¢ uma métrica Riemanniana em S? com
curvatura escalar positiva e Vol(S?, gy) = 87. Ainda mais, denote por g(t), t € [0,7T), a
tnica solugdo maximal do fluxo de Ricci com ¢(0) = go.

Lema 3.6. Considerando f a fun¢ao potencial definida em (3.8), isto €,

1
Af = : —SCCLl
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temos que

0 1

—f=A — C 3.22

5] = A+ (3.22)
onde C' € constante em relacdo ao espaco.

Demonstragao. Inicialmente, note que se g(¢) é uma solugao do fluxo de Ricci e h é
uma funcao espacial suave, temos

0 o
5 (97 hi)

= scal gij hij
= scal Ah.

Assim, utilizando (3.8), temos

0 1 0

Q(Ag(t)f) = m — ascal.

Isto implica que

1
scalAf +A (%f) = m — Ascal — scal2.
Utilizando novamente (3.8), temos
scal 0 1
—scal’ + A | = f | = ——— + AAf — scal’.
T 5@ + (atf) (1—t)2+ | —sca

Mais uma vez por (3.8),

de onde vemos que

0 1

Denotando por C' = C(z,t) = %f —Af - ﬁf, utilizamos o Teorema de Stokes para
ver que

0 :/ CAC dVol = —/\VCP dVol.
S2? S

Dai C' é constante em rela¢ao ao espago. Disto, concluimos (3.22).

Lema 3.7. Para todos campos de vetores X, Y em S?, temos que
1
(AD*f)(X,Y) = DXy (Af)+2scal- M(X,Y) + §X(scal)Y(f)

—|—%Y(scal)X(f) — %g(df, dscal)g(X,Y),
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Demonstracao. Por questdo de abreviacio, escreveremos M = D?f. Considere p € S?
e {e;} um referencial ortonormal de T,S?. Lembre das identidades

(1) Di(fij) = Difwj — Z RyijpDyp [

p=1

(2) DiDifij = DiDifij = > Ruipfoj — > Rujpfip (Identidade de Ricei);

p=1 p=1

(3) Rijr = K12(040k; — 0ir0;1) em S?, onde Kis é a curvatura seccional de S%.

Temos que

DDy fi; = Dy (Difkj — Z Rkijprf>
p=1

= DiDifr; — Z Dy (Ryijp) Dy f — Z Riijp fok
p=1 p=1

- Dszfk] - Z Rkikpfpj - Rkijpfpk - Z Dk(sz]p)Dpf - Z Rkijpfpk
p=1 p=1 p=1

= Di(Djfur — Z RijipDpf) — Riikp fp)
p=1

=Y Ruigpfor = D Di(Brizp) Dypf =Y Riigp o
p=1 p=1 p=1

= DiDjfix — > DiRujup) Dof = > Rujiploi — >, RiitpSoj — Rrijpfon
p:1 p:l p:l

— > Di(Ruigp) Dpf =D Rusip fok-
p=1 p=1

Somando de £ = 1 até n na expressao acima, temos
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(AM)y; = DiDj(Af)+ > Di(Ricj)Dpf — > Di(Ruijp) Dy f
p=1

k,p=1

—2 Z Ruijp for + Z(Ricjpfpi + Ricip fp;)

k,p=1 p=1

n 1 n
= (Af>lj + Z DZ (éscaléjp> Dpf + Z (DjRpkki + Dkajki>Dpf
p=1 k,p=1

& 1 1
~2 ) Ryijpfor + 5 > " scald;, fri + 3 > " scaldy, fi

k,p=1 p=1 p=1

= (Af)i; + %Discale £+ _[D;(Ricy) — Dy(Ricy;)| Dy f

p=1

-2 Z Rk;ijpfpk + Scalfij

k,p=1

1 1 1 (¢
= (Af>1] + EDiSCEﬂDjf + 5DjSC&1Dif — 5 (Z Dp(scal)Dpf> 6ij

p=1

—2 ) " [K12(0kj0ip — Okplis)] o + scal fi;

k,p=1

1 1 1

= (Af)i+ §D,;scalef + §DjscalDif — Eg(dscal, df)oi;
—|—sca1(fij — Af . 5@]) + scalfij

1 1 1

= (Af)i; + §D,-scalef - éDjscalDif — §g(dscal, df)d;; + 2scal - M.
Disto, concluimos nossa assertiva.
O

Com o auxilio dos Lemas anteriores, calcularemos uma equacgao de evolucao para o
traco livre da Hessiana de f.

Lema 3.8. O tensor M satifaz a sequinte equagao de evolugao:
1
DoM =AM+ —M — scal - M.
ot 1—1
Demonstracao.

Por questdo de abreviacdo, escreveremos M = D?*f e A(X,Y) = %DXY. Fixados
dois campos X e Y em S?, temos

0— 0

M = 5 (XY () = (DxY)(f))
- X(y(g—{)) - (DXY)(?)—{) — AX,Y)(f)

= D (5) - A
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Agora, usando a Proposigao 2.2, calculamos

AXY)(f) = 9(AX,)Y),Df)
= —(DxRic)(Y, Df) — (DyRic)(X, Df) + (DpRic)(X,Y)
— —X(Ric(Y, Df)) + Ric(DxY, Df) + Ric(Y, DxDf) — Y (Ric(X, Df))
+Ric(Dy X, Df) + Ric(X, Dy Df) + Df(Ric(X,Y)) + Ric(Dp;X,Y)
+Ric(X, DpsY)

- X (%Scal g(Y, Df)) + %Scal - g(DxY, Df) + %Scal - g(Y, DxDf)
_y (%seal - g(X,D f)) + %scal - g(DyX,Df) + %scal - g(X,DyDf)
_Df (%seal g(X, Y)) + %scal g(DpsX,Y) + %seal - g(X, Dp;Y)

=~ X(scal)g(¥, Df) ~ Sseal - X(g(Y, D)) + gscal - X(g(¥, D)
—5¥ (seal)g(X, Df) — gscal - Y (g(X, Df)) + gseal - Y (g(X, D)
+%Df(scal)g(X, )+ %scal Df(g(X,Y)) — %scal Df(g(X,Y))

_ —%X(scal)Y( ) - %Y(scal)X( N+ %g(df, dscal)g(X,Y).

Assim,

0— 1 1
SMXY) = Diy(Af)+ Dy + 3 X (scalY(f)

+%Y(sca1)X( f) - %g(df, dscal)g(X,Y).

Unindo este fato ao Lema 3.7, temos

%M(X, Y)=(AM)(X,Y) + %W(X, Y) — 2scal - M(X,Y).
Portanto,
0 0— 1[0
EM(X, Y) = EM(X, Y)-3 E(Af 9(X,Y))
= (AM)(X,Y)+ ﬁM(X, Y) — 2scal - M(X,Y),

pois,
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G700y = 5 (1 —saal) g0 Y) + Af(=2Ricy (X, V)

= {ﬁ — Ascal — scal2] 9(X,Y)

1

n (m - scal) (—scalg(X,Y))
1

1
= —Ascal-g(X,Y)+ T (m — Scal) 9(X,Y)

= A((Af)g(X,Y)) + E(Af)g(X’ Y).

Disto, concluimos o lema.

Lema 3.9. Fizado o € (0,1), existe uma constante positiva C' tal que

supss M < C(1— 1222,
onde t € [0,1).

Demonstracao. Antes de mais nada, observe que
g(AM, M) = g"g"(AM)yMj
= gijgkl (Z DuDuMzk) Mjl
= g7g" (Z Du(DuMiMy) = DuMikDuMﬂ>

= ¢7g" > Du(D.MyM;) — [DM]*.

Ainda temos

gugsz (D My My) = g"g" (Z DD, My Mj + ZD M;. D, M ))
= 2¢"g" ZDU DMy M) = g7g"> " D,Dy MMy
= A(MP).
Isto significa que
1
g(AM, M) = SA(MP) — [DMP.

Agora, como « € (0, 1), pela Proposigao 3.4 podemos achar um ntmero 7 € [0, 1) tal
que (1 —t)scal > o em S? x [1 —n,1). Usando o Lema 3.8 e as observagoes anteriores,
temos
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9 a2
5 M) = 29(Dg M, M)
1
= 2 (AM—i— 1—tM_ scal - M,M)
2
= A(|M*) —2|DM* + :|M|2 — 2scal| M |?
< A(MP) - 2ADMP + 222w,

em S? X [1 —n,1). Usando o Principio do Maximo, concluimos que (1 —¢)?72*|M|? < C,
para alguma constante positiva C'. Dai conclui-se o Lema.

g

Proposigao 3.5. Fizado a € (0,1), existe uma constante positiva C' tal que

1 \2
sup <scalg(t) - ﬁ) < O(1 —t)*?
52 -

Demonstragao.
Inicialmente, note que

2 Z (DiejM)(ei, e;) = A(Af)+scalAf + g(dscal, df)

1 1
= A (1——15 — scal) + scal (1—15 — scal) + g(dscal, df)

1
tscal + g(dscal, df)

= —Ascal —scal® + 1

_ 0
ot 11—t

scal + g(dscal, df).

Denotando H = (1 —t)M e h = (1 —t)scal — 1, temos pelo que foi visto anteriormente,

2

23 (D2, H)es e5) = —och+ g(dh, df).

1,7=1

Pelo Lema 3.9, temos que, fixado « € (0, 1), existe uma constante positiva C, tal que
sup [H| < Cy(1—1t)%,
§2
para todo t € [0,1). Pelo 3.8 temos que

DagH:AH—scal-H,

de onde, o Corolério 2.5 implica que existe uma constante positiva Cs tal que

sup |[D*H|* < Oy(1 —t)** 2
SQ
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Vt € [0,1). Isto implica que existe uma constante positiva C5 tal que, vt € [0, 1),

‘%h + g(dh, df)‘ < O3(1 —t)*

Integrando a desigualdade acima de t a 7, temos
Cs o o
sup |h(p, t)| < sup |h(q, 7)| + —[(1 —1)* = (1 —7)%], (3.23)
peES2 qes? «

para todo t € [0,1) e 7 € [t,1). Assim, fazendo 7 — 1 em (3.23) e usando a Proposigao
3.4, obtemos

sup (1)) < 31—ty
peS2 (0%

— sup|(1 —t)scal — 1] < C(1 —t)**
S2

1 \2
= sup (scal - —) < O(1 —t)* 2
o 1—¢

para todo ¢ € [0,1). Em nosso caso, C = <.
O

Lema 3.10. Fize o € (0,1). Dado qualquer inteiro m > 1, podemos achar uma constante
positiva C' tal que

sup |Dmscalg(t)]2 < C(1 —t)?em=2
SQ

Demonstragao. Considere, como anteriormente, h = (1 — ¢)scal — 1. Observando que

%h = Ah +scal - h,

e, da Proposicao 3.5,
sup |h| < Ci (1 — 1),
SQ
podemos usar o Corolario 2.5 para concluir que
sup [D™h|* < Co(1 — )™,
S2
para todo ¢t € [0,1). Desta tltima desigualdade conclui-se o lema.

U

Teorema 3.2 (R. Hamilton). Considere gy uma métrica Riemanniana em S* com cur-
vatura escalar positiva e Vol(S?, go) = 8m. Considere g(t), t € [0,T), a tnica solugdo
maximal do fluzo de Ricci com métrica inicial go. Entao T = 1, e as métricas rescalo-
nadas g(t) = ﬁg(t) convergem em C* para uma métrica de curvatura escalar contante
tqual a 1.
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Demonstracao.
)

Pela Proposi¢ao 3.2 ja vimos que 7" = 1. Denotando por h(t) = £ §(t), temos

b = 5 (1590

9(t) 1
= - 1=l 90

1 1
= —: (Scalg(t) — :) g(t)

Fixado o € (0, 1), vimos pela Proposigao 3.5 que

sup {(1 — t)l_o‘ sup |h(t)|§(t)} < Q.
te[0,1) S2

Ainda mais, pelo Lema 3.10,

sup {(1 — t)l_o‘ sup |Dmh(t)|g(t)] < 00,
tel0,1) S2?

para m > 1 inteiro. Portanto,

1 1
m 1 (07 m
/ D) gt = / (1= 02 D) et
; L =1

L |
< c/_<oo.
o (I—1)~

Desta forma, o Teorema de Convergéncia para métricas implica que as métricas §(t)
convergem em C® para uma métrica § em S?. Utilizando a Proposicao 3.4, concluiremos
que g possui curvatura escalar constante igual a 1.

g

Para concluir este capitulo, daremos uma versao do Teorema Diferencidvel da Esfera
em superficies.

Teorema 3.3. Considere > uma superficie compacta munida de uma métrica riemanni-
ana gy com curvatura seccional positiva. Entao X € difeomorfa o esfera S* ou ao plano
projetivo RP?.

Demonstracao. Como ¥ é uma superficie, curvatura seccional positiva implica curva-
tura escalar positiva.

Se (X, go) € uma superficie orientavel, segue do Teorema de Gauss-Bonnet que ¥ é
homeomorfa a esfera e tem curvatura escalar positiva. Como os célculos realizados no
Teorema 3.2 dependem apenas da caracteristica, segue do Teorema 3.2 que X admite
uma métrica com curvatura seccional constante igual a 1, logo é difeomorfa a uma forma
espacial esférica. Como X é orientavel, segue que ¥ é difeomorfa a esfera.

No caso onde (X, gp) € nao orientével, consideramos seu recobrimento duplo orientavel
(X, 7go). Como 7 é uma isometria local, segue que (X, 7*gy) tem curvatura seccional
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positiva e, pelo Teorema de Bonnet-Myers (cf. Teorema 1.2), é uma superficie compacta.
Além disso ¥ é orientéavel. Utilizando os argumentos anteriores, serd possivel encontrar
uma métrica g, de forma que (3, goo) tem curvatura seccional constante igual a 1. Por
outro lado, (X, o) & localmente isométrica a (3, 7, ¢os ). Como isometrias locais preservam
curvatura, segue que (X, T.g) tem curvatura seccional constante igual a 1 e, portanto,
> é difeomorfa a uma forma espacial esférica. Como > é nao-orientavel, segue que > é
difeomorfa ao plano projetivo RP?.

g
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4 A TEORIA DE HAMILTON

Com o intuito de estudar algumas propriedades do fluxo de Ricci, torna-se necessario
analisar algumas condigoes de curvatura que sao preservadas pelo fluxo. Neste capitulo,
desenvolvemos técnicas gerais para verificar que uma dada condigao sobre a curvatura é
preservada pelo fluxo de Ricci. Estas técnicas serao baseadas no Principio do Méximo de
Hamilton, que sera demonstrado na secao 2 deste capitulo.

Na primeira sec¢ao, abordaremos algumas propriedades do cones normais e tangente
de um conjunto convexo, bem como condi¢oes necessarias para que um conjunto seja
invariante por uma EDO. Na segunda se¢ao, apresentamos o principio do Maximo de
Hamilton. Na secao 3, introduziremos a crucial no¢ao de conjunto pingante e, através
das estimativas de Shi, descreveremos um critério geral de convergéncia para o fluxo de
Ricci. Por fim, aplicaremos este critério para obter o importante resultado de Hamilton
que afirma que toda variedade compacta de dimensao trés que admite uma métrica de
curvatura de Ricci positiva é difeomorfa a uma forma espacial esférica. Este resultado,
que foi primordialmente demonstrado em [19], é uma generaliza¢ao do Teorema da esfera,
visto que curvatura seccional positiva implica curvatura de Ricci positiva.

4.1 Os cones normal e tangente de um conjunto convexo

No que segue a esta secao, V' denotara um espaco vetorial de dimensao finita munido
de um produto interno (-, ) que gera uma norma || - [|. Lembre que F' C V' é um conjunto
convexo se (1 —t)z+tye F,¥Vte 0,1l ex,y€ F.

Definicao 4.1. Considere F' C V' um subconjunto convexo e fechado. Para cada y € F,
definimos o cone normal a F' em y por

N,F ={zeV;{x—y,z) >0,Vr € F}.
Definimos também o cone tangente a F' em y por
T,F ={zxeV;(z,z) >0,Vz € N, F'}.
Observacao 4.1. Facilmente pode-se ver que Ny F e T, F' sao conjuntos fechados e con-
vezos. Além disso, se y estd no interior de F' C V entao N,F = {0} e T,F' =V. De
fato, se y € int(F) e z € N,F, 3¢ > 0 tal que y — ez € F. Portanto,
(y—e2)—y,2) >0= —¢||z|]?>0=2=0
Logo NyF' =0 e T, ' =V.
O

Lema 4.1. Sejam F C V wum subconjunto convezxo e fechado, y € F e z € V. Sao
equivalentes
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(i) d(z F) = [ly — 2|
(i) y— 2z € N F
Demonstracgao.
(i) = (ii). Considere z € F. Como F é convexo e x,y € F, segue que se s € [0, 1],
entdao sz + (1 — s)y € F. Por (i) temos que
lsz + (1 = s)y — z[| = d(z, F) = |ly — =]
A igualdade ocorre para s = 0. Desta forma, s = 0 é um ponto de minimo da fun¢ao

s+ 1/2||sz + (1 — s)y — z||*. Logo,

d
@y =2 ==| o+ (-sly—2P20

Como x € F foi tomado arbitrariamente, segue que y — z € N, F.
(ii) = (i). Supondo que y —z € N, F', temos que (z —y,y—z) > 0, para todo x € F'.
Assim,
o= 2[* = lle =yl + 2(z —y,y — 2) + [ly — 2l > [ly — =",
para todo x € F. Como y € F, temos
d(z, F) = [ly — z[| 2 d(z, F).

Disto, segue (ii).
]

Lema 4.2. Sejam F C V um subconjunto convexo e fechado de V., y € F ez € V. Se
d(z, F) = |ly — =[|, temos

0<d(z F)lly—zl+(z—yy—2),
para todo z € V.

Demonstragao.
Pelo Lema 4.1, segue que y—z € N, F'. Assim,sex € F'ez € V, usamos a desigualdade
de Cauchy-Schwartz para obter

< ezl fly==+(ZF-yy—=2)

Tomando o infimo de ambos os lados para todos x € F', concluimos o resultado
desejado.

g

Proposigao 4.1. Seja F C V um subconjunto convezxo e fechado de V. Sex : [0,T) — V
¢ uma curva diferencidvel tal que z(0) € F, temos

(i) Sex(t) e F,Vte€[0,T), entao 2'(0) € Ty F';
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(ii) Se 2/(0) estd no interior de Ty F, entdo existe € > 0 tal que z(t) € F, Vt € [0, ¢].

Demonstragao.

(i) Se x(t) € F, vt €[0,T), temos

(z(t) = 2(0),2) = 0,

para todos t € [0,T) e z € Ny F'. A igualdade ocorre se t = 0. Assim, ¢t = 0 é um
ponto de minimo da fun¢do s — (z(t) — x(0), z). Logo,

@(0).2) = ], 0~ 2(0).2) = 0

para todo z € Ny F. Isto significa que 2'(0) € Ty F.
(ii) Supondo que esta afirmagao ¢ falsa, podemos encontrar uma sequéncia (ty)reny em

(0,7) tal que

limt, =0 e z(ty) &€ F.
k—o0

Como F' é um conjundo fechado, podemos encontrar y, € F' tal que d(z(t;), F) =
llyx — x(tx)|| > 0. Defina

L Yr — ()
k— 5/, N
lyr. — (tx)|]

e observe, pelo lema 4.1, que y, — x(ty) € Ny, F'. Como N, F' é um cone segue que
2, € Ny, F, Vk € N. Assim, ja que z(0) € F, temos

(x(0) — yg, zx) > 0,Vk € N. (4.1)

Por outro lado,

<yk — x(tk), Zk> = ||yk — l’(tk)H > O,Vk € N. (42)
Adicionando (4.1) e (4.2) teremos

(2(0) — 2(ty), z) > 0,Vk € N. (4.3)

Agora, note que

lim ||y — z(t)|| = lim d(z(tx), F) =0,
k—o0 k—o0

donde y;, — 2(0) quando k — oco. Como ||z|| = 1, existe uma subsequéncia z;, — z
com ||z|| = 1. Como 2, € N, para cada k, segue que z € NyyF. Como 2'(0) esta
no interior de T o) F, temos que (2'(0), z) > 0. Logo, usando (4.3), teremos

0 que é um absurdo.
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g

Definicao 4.2. Considere um campo vetorial suave ® : V. — V. Diremos que F €
mwvariante pela E.D.O

Fat), = ®(x(t)
z(0) = o,
se x(t) € F, sempre que xog € F. Se isto ocorrer, diremos que F' é ®-invariante.

Proposicao 4.2. Sejam F C V um subconjunto fechado e ® : V. — V uma func¢ao
suave. Sao equivalentes:

(i) F ¢é P-invariante;

(i) (®(y),y —2) >0, para todosy € F' e z € V tais que d(z, F) = ||y — z||.

Demonstracao.

(i) = (ii). Considere y € F e z € V taisque d(z, F) = |ly—z||. Sejaz : [0,T) — V
uma solugao da E.D.O 2/(t) = ®(z(t)) com z(0) = y. Por hipotese x(t) € F, Vt € [0,T),
donde

le(t) = 2| = d(F’ 2) = [ly — =||.

A igualdade ocorre quando t = 0. Assim, t = 0 é um ponto de minimo da fungao
t — 1/2||z(t) — z||*. Dai

(B),y — =) = {&/(0),2(0) — 2 = &
t
como querfamos demonstrar.
(ii) = (i). Suponha que z : [0,7") — V ¢é uma solucao da E.D.O. 2/(t) = ®(x(t))
com z(0) = y € F. Suponha ainda, por absurdo, que 37 € (0,7 tal que z(7) € F. Como
F' é um conjunto fechado, kg € N tal que

1
Sl =P 2 0,

d(z(7), F) > ebom=
Para k > ky, definamos

e =sup {t € [0,7];d(x(t), F) < e}

Claramente temos que tj, € (0,T) e d(z(ty), F) = e ¥ > 0. Dai z(t;) ¢ F. Como F
¢ um conjunto fechado, segue que 3|y, € F' tal que d(z(tx), F) = ||z(tx) — yx|| > 0. Como
d(x(ty), F) = 0, quando k — oo, segue que ||y, —z(t)|| — 0 quando k — oco. Além disso,

d(z(t), F) > " vt € [ty 7].

Dai, se t € [tg, 7], temos

FUDd(z(t), F)
d(a(ty), F)
[y — 2 (t) I

MO lye — ()

(AVARLY,
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A igualdade ocorre se t = t,. Assim, t = ¢, € um ponto de minimo da funcao
t > ey, — z(t;,)||, donde

, 1d )
—kllyx — x(te)||” — (2 (tr), yi — 2(ty)) = 5% t:tk(ek(tk Ny — z(t)])* > 0

Desta forma,

(((t) ye — 2(t)) < —kllyx — 2(t) .

Como por hipotese temos que (P (yx), yr — z(tx)) > 0, concluimos que

(D) — P(x(te), ye — (t))) = kllyr — () (4.4)

Por outro lado, como & é uma funcao suave, segue que ® é localmente Lipschitz.
Como ||yx — z(tx)|| = 0 quando k& — oo, podemos tomar k suficientemente grande de
forma que y; e xj estejam contidos numa mesma vizinhanga onde ® é Lipschitz. Mas isto
¢ uma contadi¢do em vista da desigualdade (4.4). Deste absurdo concluimos o resultado
almejado.

g

Corolario 4.1. Sejam F' C V um conjunto convexo e fechado, e ® : V. — V uma fung¢ao
suave. Sao equivalentes:

(i) F ¢é ®-invariante;

(ii) ®(y) e T,F, Yy € F.

Demonstragao. Esta equivaléncia segue diretamente do Lema 4.1 e da Proposigao 4.2.

g

4.2 O Principio do Maximo de Hamilton para o Fluxo de Ricci

Considere V' um espaco vetorial de dimensao n munido de um produto interno. Deno-
taremos por (V') o espaco de todas as formas quadrilineares R: V x V x V xV — R
tais que

R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W) = R(Z, W, X,Y),

para todos vetores X,Y,Z, W € V. Além disso denotaremos por ¢5(V') o conjunto de
todas as formas quadrilineares R € € (V') que satisfazem a 1° Identidade de Bianchi:

R(X,Y,Z, W)+ R(Y,Z,X,W)+ R(Z X,Y,W) =0,

para todos vetores X, Y, Z, W € V. €5(V) é denotado como sendo o Espago dos tensores
curvatura algébricos em V.
A partir de agora, considere {ej, ea,...,e,} como sendo uma base ortonormal de V.
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Definigao 4.3. Dado qualquer tensor de curvatura algébrico R € €5(V), definimos

RYX,Y,Z,W) =Y R(X,Y,ep,e,)R(Z, W,e,,¢,)

p,q=1

e

R*(X,Y,Z,W) =2  R(X,ep, Z,eq)R(Y, e, W,e0)—=2 Y~ R(X, e, W,e)R(Y, €, Z, ),

p,g=1 p,g=1

para quaisquer X, Y, Z, W € V. Ainda mais, representaremos

Q(R) = R? + R*.

E facil notar que R?, R* e Q(R) pertencem a %' (V). A seguir provaremos que Q(R)
satisfaz a 1* Identidade de Bianchi e, portanto, pertence a €5(V).

Proposicao 4.3. Considere R € €5(V) um tensor de curvatura algébrico. Entao

Q(R)(X,Y, Z, W) + Q(R)(Y, Z, X, W) + Q(R)(Z, X, Y, W) = 0,
para todos vetores X, Y, Z, W € V. Consequentemente Q(R) € €5(V).

Demonstracao. Pela definicao de R*, temos

R¥(X,Y,Z,W)+ R*(Y, Z, X, W) + R*(Z,X,Y,W)
= 2 Z [R(Y7 6P7 X’ Gq) - R(X7 epv va €q>]R(Z7 epv W7 eq)
p,g=1

n

+2 ) [R(Z ey, Y, ¢q) = R(Y, €y, Z,¢0)|R(X, €5, W, &)

+2 Z [R(X7 6P7 Z, €q> - R<Zu 61’7 X7 €q)]R(Y, 6P7 VV; eq)

Lembrando que R(Y,e,, X,e,) = R(X,e,,Y,e,), R(X,e4Y.e,) = R(Y,e,, X,e,) e
R(Z,e,,W,e,) = R(W, ey, Z, ¢e,), temos

2 Z [R(Y7 Gp, X7 Gq) - R(X7 epu }/7 eq)]R(Z7 6177 VV7 eq)

p,q=1
n

- Z [R<Y7 €P7X7 eq) - R(X, 6P7Y7 Gq)]R(Z, 6P7VV7€¢I>

p,q=1
n

+ Z [R(Y, e, X, €y) — R(X, €, Y, €,)|R(Z, €q, W, €p)

q,p=1
n

= Z [R(Y, ep, X, €q) = R(X, €, Y, €)|[R(Z, €y, W, eg) — R(W. €, Z, €9)].

p,q=1
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Portanto,

R¥(X,)Y,Z, W)+ R*¥(Y,Z, X,W)+ R*(Z,X,Y, W)

= Z [R(Y, ep, X, €q) — R(X, €, Y, €)|[R(Z, €y, W, €q) — R(W, €, Z, )]

p,q=1
n

+ Z [R<Z’ Cps Y’ e(J) o R(Y’ Cps Z> eq)] [R(X’ Cps W, BQ) o R(W> €ps X7 eq)]

p,q=1
n

+ Z [R(X, ep, Z,eq) — R(Z, 5, X, €g)|[R(Y, €5, W, €q) — R(W, €, Y, €)].

p,g=1

Lembrando que R satisfaz a 1* Identidade de Bianchi e lembrando da definicao de R2,
temos

R¥(X,)Y,Z, W)+ R*(Y, Z, X,W)+ R¥*(Z,X,Y, W)

= - Z R(X,Y, ep, eq) R(Z, W, €p, €4)

p,q=1
n

— D R(Y,Z, ey, eg) R(X, W, e, ¢)

p,g=1
n

— Y R(Z X,y e R(Y, W, e, ¢,)
p,q=1

= —R¥X,Y,Z,W)—R¥Y,Z,X,W) - R*(Z,X,Y,W).
Disto concluimos o resultado almejado.
O

Defini¢ao 4.4. A E.D.O 4R = Q(R) no espago €(V) € conhecida como a E.D.O. de

Hamilton.

Definicao 4.5. Dado um tensor curvatura algébrico R € €5(V') e uma base ortonormal
{e1,e9,...,¢e,} de V', definimos uma forma bilinear Ric(R): V xV — R conhecida como
tensor curvatura algébrico de Ricci por

n
Ric(R)(X,Y) =) R(X.e,Y.¢p),
p=1
para quaisquer X,Y € V.
Definimos também a curvatura escalar algébrica como sendo a funcao linear scal :

¢(V) — R dada por

scal(R) = Z Ric(R)(e;, €;).
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Observacao 4.2. Como os conceitos correspondentes em variedades, o tensor curvatura
algébrico de Ricci e a curvatura escalar algébrica satisfazem as identidades

Ric(Q(R))(X,Y) =2 Z Ric(R)(e,,eq)R(X,e,,Y,e,) e scal(Q(R)) = 2||Ric(R)|*.

p,g=1

A partir de agora, consideraremos V' = R", M uma variedade compacta de dimensao n
e g(t), t € [0,T), uma solucio do fluxo de Ricci em M. Considere ainda £ —— M x [0, T)
a fibragao de Unlenbeck, como definida anteriormente.

Represente a métrica de M por (-,-). Para cada p € M, podemos identificar iso-
metricamente o espago tangente 7,M com R". Para isto, fixamos uma base ortonormal
{e1,e9,...,e,} de T,M e associamos a cada v € T,M o vetor ((v,e;)); € R". E conveni-
ente notar que duas identificagoes distintas estao relacionadas pela agao de uma isometria
linear ortogonal 7" € O(n) que corresponde a uma mudanga de base.

E facil notar quese R € €3(V), T € O(n) e Rp(X,Y, Z, W) = R(T(X),T(Y), T(Z), T(W)),
para quaisquer X,Y, Z, W € V', temos que Ry € €5(V). Visto isso, diremos que um con-
junto S C €5(V) é O(n)-invariante se Ry € S, VR € S e VT € O(n).

Denomine por Ag, ) @ (R", gean) — (1,M, g(t)) a isometria natural entre R" e T,M
com a métrica g(t). A, induz uma isometria, a qual também denominaremos por A, ),
que identifica um tensor de curvatura numa variedade (M, g(¢)) num ponto p com um
tensor curvatura algébrico. A,y : €5(R") — €(1,M) é dada por

(ApnR)(X, Y, Z,W) = R(AL X, ALY AL ZLACL W),

(pt (pt (p:t)
onde X,Y, Z W € T,M.
A partir de agora, consideraremos F' C ¢(R™) um subconjunto convexo, fechado e
O(n)-invariante. Definamos Fi, ) C €5(T,M) por Fi, ) = Apy(F).

Observacao 4.3. Como F € um conjunto O(n)-invariante, seque que F,; nao depende
da escolha da isometria A,y . De fato, se B,y € outra isometria entre R™ e T,M, temos
pelas observagoes feitas anteriormente que B(;lt) o Apy € O(n), de onde

Fpty = Ay (F) = By o (B © Apn)(F) = By (F)

Proposigao 4.4. Sejam M uma variedade compacta de dimensaon e g(t), t € [0,T), uma
solugao do Fluzo de Ricci em M. Considere ainda F C €5(R™) um conjunto convezo,
fechado e O(n)-invariante. Suponha que existam (po,to) € M x [0,T) e u € R tal que

N d(Rp ), F(p) < d(Bip o), Flo o)) (4.5)
onde R,y € o tensor de curvatura de g(t) emp € M, e (p,t) € M x[0,to]. SeS € Fip o) €
um tensor de curvatura algébrico satisfazendo d(Rpy10), F((porto))) = IS — Ripo,to) ||, valem

(i) <D<9tR(Po,t0)7S - R(po,to)> < _MHS - R(Po,to)H2
(ii) <Dg,vR(p0,t0)7 S — R(Po,t0)> >0, Vv e TpoM'

Demonstracao.
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i) Para cada s € [0,tg), seja P(s) : €5(Ep 10)) — E(E(,, 1,—s)) O transporte paralelo
) (po,to) (Po,to—s)
até o instante s da curva s — Ry, —s) com respeito a conexao D induzida em

¢B(E). Defina

H(s) = P(s)" (R(po, to — 5)) € Co(Epo.10)-

Desta forma, temos que H(0) = R(po,to) e P(s)H(s) = R(po,to — s). Como F é
O(n)-invariante e P(s) ¢ uma isometria, segue que P(s)(F(p10)) = Flpoto—s)s V5 €
[0,%0). Assim, usando que P(s) é uma isometria e a hipotese (4.5), temos

e d(H(s), Fipouo)) = €d(P(s)(H(s)), P(3)(Fipo.ts)))
- eusd(R(pOa to — S)a F(po,tofs))

< d(R(pmto)?F((po,to)))

= [|5=H(0), (4.6)
Vs € [O,to)
Observe Fp, 1) = Apuy(F) ¢ um conjunto fechado e convexo pois Agpy) ¢ uma

isometria e ' é um conjunto fechado e convexo. Usando o Lema 4.2 com y = 5,
A= Fp 1) € 2= H(s), segue que

0 < d(H(s), Fipo0)) 15 = H(O)|| + (H(s) = 5,5 = H(0)), (4.7)

Vs € [0,tp). De (4.6) e (4.7) segue que

0<e S —HO)*+ (H(s) — S, S — H(0)),

com a iguadade ocorrendo para s = 0. Isto significa que s = 0 é um ponto de
minimo da fungdo s — e #*||S — H(0)||* + (H(s) — S, S — H(0)). Portanto,

~ullS=H(O)P+{H(0), S—H(0)) = | _ (7|5~ H(0)|P+(H(s)~S, 5~ H(0)

Por outro lado, temos que
P(s)H'(s) = —-(P(s)H(s))
D
- ER(POJ()—S)

- _DBtR(po,to—s)7

donde H'(0) = =Dy Ry, 1) Substituindo esta expressao em (4.8), concluimos

<D3tR(P0,to)>S - R(po,t0)> < _/VLHS - R(p07t0)|l2
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(ii) Fixe v € T),M e considere a geodésica 7(s) = exp, (sv), s € R, onde exp é a apli-

cacdo exponencial relativa a métrica g(ty) em M. Considere P(s) : €5(E(py 1)) —
CB(E(y(s)t0)) O transporte paralelo ao longo de v com respeito a métrica g(ty). De-
fina

H(s) = P(S)_l(R('y(s),to)>,vs € R.

Desta forma, temos que H(s) € €p(E(pot0)), Vs € R. Além disso,

H(0) = R(po, to) e P(s)H(s) = R(y(s).t0)-

Como P é uma isometria e F' ¢ O(n)-invariante, temos que P(s)(Fp, 1)) = F(7(5), o).
Assim,

d(H(5)7 F(Po,to)) = d(R(W(S),to))

< d(R(Po,to)’ F(po,to))
= [[5=H(0)], (4.9)
Vs € R. Segue do Lema 4.2 que
0 < d(H(s), Fipo,t)) IS = H(O)[| + (H(s) = 5,5 = H(0)), (4.10)

Vs € R. Somando (4.9) com (4.10), temos

0<||S—HO)|>+ (H(s) — 5,5 — H(0)),

com a igualdade ocorrendo para s = 0. Assim, como fizemos anteriormente,

d2
(H"(0),S — H(0)) = —3 _0||S — HO)||>+ (H(s) = S,S — H(0)) >0. (4.11)
Por outro lado,
" ‘D2
P(s)H"(s) = @(P(S)H(S))
D2
= galtaew
= D29 Rirs) o)

donde H"(0) = D3 ,Ryy.+)- Disto e de (4.11), concluimos o resultado desejado.
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O resultado principal desta secao, que demonstraremos a seguir, assegura que uma
condicao de curvatura é preservada pelo Fluxo de Ricci, sempre quando um conjunto
correspondente I’ C €5(R") é fechado, convexo, O(n)-invariante e invariante pela E.D.O.
de Hamilton %R = Q(R). Este resultado ¢ conhecido como o Principio do Maximo de
Hamilton:

Teorema 4.1 (R. Hamilton, [21]). Assuma que F C €5(R™) é um subconjunto fechado,
convezo, O(n)-invariante e invariante pela E.D.O. de Hamilton 4R = Q(R). Ainda
mais, suponha que M é uma variedade compacta de dimensao n e g(t), t € [0,T), €
uma solugao do Fluro de Ricci com a propriedade que R,y € F(,0) para todos os pontos
p € M. Entao Ry, € Fipy), para todos (p,t) € M x [0,T).

Demonstragao. Considere a fungao u : [0,7) — R definida por

u(t) = sup d(R(th), F(p7t)).
peEM
Por hipétese, ja sabemos que u(0) = 0. Suponha, por absurdo, que exista 7 € (0,7)
tal que u(t) > 0. Existe ky € N tal que u(7) — "% > 0 para k > ko. Desta forma
o conjunto {t € [0,7);u(t) > 6’““’“2} ¢ nao vazio se k > ko. Definimos, para k > ko, a

sequéncia

t) = inf {t €0,7);u(t) > ekt_kQ} :

Temos que t; € (0, 7) para k suficientemente grande. De fato, pela definigao de #;, se
ty > 1, Vk, entao u(r) > M=+ k., o que ¢ um absurdo.

Ainda observamos que u(t) = etk 5 0 quando k — oo.

Como M ¢é compacta, existe p, € M tal que u(ty) = d(Rpyi0) Flprt)) = €
Como F' é um conjunto fechado, para cada k existe um tnico S, € F tal que

ktk—k‘2

u(te) = d(Ripy) Fiprt)) = 19 = Repya | > 0.
Como u(t) < ¥ vt € [0, 4], obtemos

_ 1.2
d(R(pk,tk)7F(pk7tk)) — €ktk k
k=t | o kt—k2
e u(t)

" d( Ry, Fp):

IV 1V

para todos (p,t) € M x [0,tx]. Usando a Proposigao 4.4 chegaremos que
(Dot Ripya)s Sk — Ripn)) < ISk = R 1%, (4.12)

<AR(Pk,tk)? Sk — R(Pk,tk)> > 0. (4.13)
Lembrando que Q(R) = Ds:R — AR, somamos (4.12) e (4.13) para obter

<Q(R (Pk>tr) ) Sk Rpk»tk)> < _k”sk - Pk i) H2 (4'14)

se k > k. Como F' é um conjunto fechado e Q-invariante, segue da Proposicao 4.2 que
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<Q(Sk>7 Sk - R(pkﬂfk)> Z 07 (415)
se k > kg. Subtraindo (4.14) de (4.15), obtemos

(Q(Sk) = Q(Repyt))s Sk — Ripyt)) = klISk — Ry I°-

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, chegaremos que

1Q(Sk) = Q(Ripya) | = KISk = Rt Il (4.16)

se k > ky. Como || Sy — Rp, +,)|| = 0, quando k — oo e Q(R) ¢ uma funcao suave, (logo
localmente Lipschitz), podemos tomar & suficientemente grande de forma que Sy e Ry, 1)
estejam numa mesma vizinhanga onde @) é k-Lipschitz. Isto contradiz (4.16).

Esta contradi¢ao surgiu do fato de supormos que existiria 7 € (0,7") tal que u(r) > 0.
Portanto u(t) = 0, Vt € [0,T).

4

4.3 O Teorema da Convergéncia de Hamilton

No que segue a esta se¢ao, descreveremos um método geral para provar resultados de
convergéncia para o Fluxo de Ricci. As normas || - || serao induzidas pela métrica g(t).
Quando necessario, explicitaremos qual a métrica que induz a norma. Iniciaremos esta
secao com algumas definicoes.

Definigao 4.6. Dados R € €5(V) e m C R"™ um plano bidimensional gerado pelos vetores
ortonormais {u,v}, definimos a Curvatura Seccional algébrica de 7 por

K(R,7) = R(u,v,u,v).

Observacao 4.4. Como no caso do tensor curvatura Riemanniana, a curvatura seccional
algébrica independe da base ortonormal escolhida.

Definicao 4.7. Considere R C €5(V) e § € (0,1). Diremos que R ¢é estritamente J-
pin¢ado se 0 < K (m) < K(m), para todos planos my, 79 C R™.

Diremos que R € fracamente d-pingado se 0 < dK(m) < K(m), para todos planos
m, ™y C R™.

Definigao 4.8. Um conjunto F' C €5(V) € denominado Conjunto Pingante se satisfaz
as sequintes condigoes

(a) F € fechado, convexo e O(n)-invariante;
(b) F ¢ invariante pela E.D.O. de Hamilton £ R = Q(R);
(c) Para cada § € (0,1), o conjunto {R € F; R nao é fracamente §-pingado} € limitado.

A partir de agora, consideraremos M uma variedade compacta de dimensao n > 3 e gy
uma métrica em M com curvatura escalar positiva. Seja ¢(t), t € [0,7'), a tnica solucao
maximal do fluxo de Ricci com condigao inicial g(0) = go.

Notagoes: Para cada (p,t) € M x [0,T), denotaremos
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Kax(p, t) = sup K(Rpyp), ™) e Kyin(p,t) = ﬂicnﬂgn K(Rpy, ).

TCR™

Também denotaremos

Kmax(t) = sSup Kmax(p7 t) € Kmin(t) == lnf Kmin(pa t)
pEM peM

Observagao 4.5. Se R, € estritamente d-pingado entdo

Kmin(p7 t)

> 0.
Kmax(pa t)

Se Rp) € d-pingado entdo
Kmin(p7 t) Z 5
Kmax (p7 t)

Daqui por diante, suporemos que existe um conjunto pingante F° C (V) tal que
R(p’o) € F(p,o), Vp e M.

Lema 4.3. Dado 6 € (0,1), eziste uma constante C' > 0 tal que
Kmin<p7 t) Z 5Kmax<pa t) - Ca
Vpe M eVt e [0,T). Em particular, temos que Kuyin(p,t) > —C/(1 —9).

Demonstracao.
Pelo Teorema 4.1 ja sabemos que R, ;) € Fpy), V(p,t) € M x [0,7T). Dividiremos esta
demonstracao em dois casos.

(a) Se R,y ¢ d-pingado, temos que

Kmin(p> t)
Kmax(pa t)
para todo C' > 0.

Z 0 = Kmin(pa t) 2 6Kmax(pa t) - Ca

(b) Suponha agora que R, nao é ¢-pingado. Como R, € F,y e F é um conjunto
pingante, temos que existe C' > 0, tal que

C
IRyl < 5-

Como |Knax(0, 1) 2 [|Rpn || € [ Kmin(p, )| < || R ||, teremos para todo 6 € (0,1) e
para todo (p,t) € M x [0,T),

ST
o Q

Kmin(p7 t) - (5Kmax(p7 t) 2 Kmin(p7 t) - Kmax(p7 t) 2 - = _Ca
o que conclui a demonstracao

A segunda afirmacao segue diretamente da primeira, pois Kyin(p,t) < Kpax(p, ).
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Corolario 4.2. Para cada € > 0, existe uma constante L > 0 tal que

| Ricgry || < eKmax(t) + L

Demonstracgao. Inicialmente, note que

o n o 2 o
| Ricy |I* = Z Ric; ;< L1 sup Ric (v, w)?,

ij=1 [v]=|w|=1

o
onde L; é uma constante que depende apenas de n. Lembrando a defini¢ao de Ric, teremos

0 1
|| Ric || < Cq { sup [Ric(v+ w,v +w)) — Ric(v — w,v — w)] + ﬁ(]v —wl* = v+ wl|?)
v]=|w|=1 n
(4.17)
Considere um vetor ndo nulo z € R" e e, = z/|z|. Seja {ej,e,...,e,} uma base

ortonormal de R". Dali, se |z|*> < Cj3, temos

n—1
RiC(Z,Z) = |Z|2ZR(enaei76n)ei)
i=1
< 03(n_1)KmaX<t>'

Similarmente podemos ver que Ric(z, z) > Cs(n — 1) Kpnin(t). Além disso,

scal = ZRiC(ei,ei)
i=1

= Z Z R(eiy €k, €4, ek)

i=1 keti
< n(n— 1) Kpax(t).

Como |v| = |w| = 1, segue que existe C3 > 0 tal que |[v+w|, |[v—w| < C3. Substituindo
as observagoes feitas acima em (4.17), temos

[ Ricll < Cil(n = 1)(Kumax(t) = Kuin(®) + (1 = 1) K1)
= C4(n — 1)(2Kmax(t) — Kpin(t)): (4.18)

Fixado € > 0, escolha § € (0,1/2] tal que 3Cy(n — 1)(1 —J) < e. Como 0 € (0,1/2]
segue que

_2-40 <1
T

Em vista do Lema 4.3, segue que existe uma constante C' > 0 tal que Kp,(p,t) >
O Kmax(p, t) — C. Substituindo em (4.18) e utilizando as observagoes anteriores, obtemos
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I Ric || < Ciln—1)[(2— 6)Kmax(t) + C]
< a?fl;_‘;)fcmx(t) + CCy(n—1)

S <C:[(max(i) + La

onde L é uma constante maior que 0.

Lema 4.4. Temos que T' < 0o e limsup Ky, (t) = 0o.
t—T

Demonstragao. Como estamos considerando scal > 0, segue da Proposigao 2.9 que
T < o0.

Supondo que sup;¢o 7 Kmax(t) < oo, terfamos do Lema 4.3 que infycp ) Kmin(t) >
—o0. Unindo estes fatos e usando o Corolario 1.1, chegaremos que sup;c( 7y || Ry || < oo
Mas isto é uma contradigao, em vista do Teorema 2.2. Assim, lim sup, 7 Kyax) = 0.

g

Lema 4.5. Seja t, uma sequéncia tal que klirn tr =T € Kpax(ty) > %maxte[o,tk][(max(t).
—00
Entao

. Kmin (tk)
1 I AT
kljgo Kmax (tk)

=1

Demonstragao. Fixe 0 < e < 1. Pelo Corolério 4.2, ja vimos que existe C; > 0 tal que

sup || Ricyy || < eKmax(t) + C1, YVt € [0,T).
M

Assim, usando nossa hipotese inicial,
sup || Ricg || £ 26 Ko (tr) + C1, VE € [0, 1. (4.19)
M

o
Ja vimos no Capitulo 2 que o tensor Ric satisfaz a equacao de evolugao

% Ric= A Ric +Rx Ric . (4.20)
Segue do Lema de Berger (cf. Lema 1.1) que
4 8
HRg(t)“ < §|Kmax(t)’ < §|Kmax(tk’)‘th € [Oatk]' (4'21)

Visto (4.19), (4.20) e (4.21), podemos utilizar a Estimativa de Shi (cf. Proposigao
2.11), para garantir que existe uma constante Cy(n) > 0 tal que

sup || D Ric ||2 < Co(n)| K maz ()| (26 K ppae (t) + 01)2. (4.22)

o
Como div Ric= ”2—_2Dscal e n > 3, segue que
n
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2 o
ldscal| =~ fzn div Ric || (4.23)
M — 0
< n_Q;HDei Ric || (4.24)
n? 0
< sup || D Ric |. (4.25)
— 270
Substituindo em (4.22), teremos
sup ||dscal||? < Cs5(n)?| K pmaz (tr)] (26 Kpnaa (te) + C1)?, (4.26)
M

para alguma constante positiva Cs(n).

Como M é um conjunto compacto, é possivel escolher p, € M tal que K,u0(pr, tr) =
Kinaz(te). Além disso, como scaly,) ¢ uma funcao suave definida na variedade compacta
M, temos que scaly,) ¢ uma fungao Lipschitz em M. Assim, utilizando (4.26), concluimos
que

scaly(r) (2) — scaly) ()| < Con) v/ Ko (00) 22 Ko (1) + C )yt (s ), (4:27)

onde dy(,) ¢ a distancia induzida pela métrica g(t).
A partir de agora, considere r > 7 e denote por 1, = m Além disso, considere
as bolas '

O = {x = M;dg(tk)<1?7pk) < rk}
De (4.27), segue que

|scalg,) (@) — scalyq,) (k)| < Cs(n)r(26 Konaa (te) + Ch), Vo € Q. (4.28)
Como ¢ € (0, 1), segue de (4.28) e do Lema 4.3 que, se z € (), entao

Kpin(z,ty) > (1 —¢e)Kpae(z,tr) — Ly
scalg(,) (1)
= -y R
scaly () (Pr) C5(n)r (26 Kopaz (ts) + C1)
= (== 5y ~1=9) n(n—1) L
= (1 - E)Kmm(pk, tk:) - %25[@%%(%) - L2(5)
> (1—9)[(1 —e)Knae(pr, tr) — L1] — 1Cy(n)e Kppaw(t) — La(e)
> [(1—¢)* = rCy(n)e] Knmax(tr) — Ls(e).

Pela forma que foram obtidas, segue que Cy(n) e L3(¢) s@o constantes positivas que
dependem de n e g, respectivamente.
Portanto,

Kmaz (tk>

L3(5>

> (1—¢)* —rCy(n)e — Kot
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Dai, usando o Lema 4.4, teremos

Kmin ) i
liminf | inf M
k—o0 wGQk Kmax(tk)
Fazendo ¢ — 0, chegaremos que

sz'n 7t
limint ( inf D@ o (4.29)
k—oo \2€% Kpaz(ty)

) > (1 —¢)* —rCy(ne.

Por outro lado, como K (2, 1) < Kpaz(tr), temos que

K. .
lim sup ( inf M) <1

4.30
k—o00 TEQy, Kmaw (tk) ( )

De (4.29) e (4.30), segue que

Jim (;élék Km—(t)) =L (4:31)

™

A partir de agora escolha n € (0, 1) tal que r > 7= Por (4.31), podemos tomar k
suficientemente grande de forma que

Kopin(x,tg) > (1 — ) Koz (tr), Vo € Q.

Tome v € T}, M tal que ||v||4¢,) = 1 e defina uma geodésica minimizante -, : [0, 7y] —
M com condigdes iniciais 7,(0) = pi € v,(0) = v. Como £(v,) = 7t € pr € Vu, SEgUE quUE
Y ([0, 7%]) C Q. Por outro lado,

™

\/(1 - n)Kmar(tk> 7

K<M7g(tk>) Z Kmax(pk;tk) = Kmaa:(tk)

T >

s
U(v0) > :
Kmax(tk)

Segue do Teorema de Bonnet-Myers (cf. Teorema 1.2) que diam(M) < Nl
mazxz\lk
Desta forma M = €. Usando (4.31) concluiremos
Kopin (T

miniTk) 4
k—o0 Kmaz (tk)

Proposicao 4.5. Temos que

Kmm (t)
Kinax(t)

quando t — T.
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Demonstragao. Considere uma sequéncia (tx)reny de tempos tal que limt, = 7. Para
cada k € N, considere 7, € [0,#;] tal que Kynax(Th) = supsepo ] Kmax(t). Como ja vimos
que lim sup,_,; Kpaz(t) = 00, segue das estimativas de Shi que 7, — 7T". Além disso,

Kmax(ﬂc) Z sup Kmaiﬂ(t>
tE[O,Tk]

1
> — sup Kpa(t).
2t€[0,7—k}

Assim, usando o Lema 4.5, temos

K .
lim min (Tk)

= 1.
k—o0 Kmaw(ﬂc)

Dai, se k ¢ suficientemente grande, podemos supor que K (7) > %Kmaz(rk). Como
j& vimos que a funcao t +— infy; scaly) € uma fungao nao decrescente, concluimos que,
para k suficientemente grande,

1 .
Koo (tr) > Y p— 1j\n4f scalg(s,)
1 .
> Y p— 11\11; scalg(r,)
1
Z §Kmaw(7—k)
1
> §maxt€[0,tk}Kmax(t)~

Desta desigualdade e do Lema 4.5, segue a Proposicao.

Corolario 4.3. Para todo € > 0, existe Ty € [0,T), tal que

o €
| Ricy I? < Escalz(t),‘v’t € [Ty, T)

Demonstragao. Se a afirmacao do Corolario fosse falsa, seria possivel escolher uma

sequeéncia de tempos ¢ € [T — 1/k,T) tal que || Ricy,) [|* > %scalﬁ(tk). Como
. ° 1
[RicywI* = II Ricy [I” + —scalgy,
segue que

+e 5
scalyy,)-

- 1
IRicy(,)||* >

Pela Proposicao 4.5, podemos escolher kj suficientemente grande de forma que

Konin(t) 1 1
Vit T—--—.T]|. 4.32
Knaz(t) o 1+¢’ < < ko’ } ( )
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Assim, se k > ko, temos

1 1+4+¢
2 . 2 2
Kma:p(tk) > m”Rlcg(tk)H n(n _ 1)Qscalg(tk)
> n(14 &) Kpin(te)?
Dai,

< < ,
Kpaz(ty)  (1+e)n  1+¢

o que é um absurdo em vista de (4.32).

U
Lema 4.6. Temos que
(T —1t) S]l\l/[p scalyy — g (4.33)
e
(T —1) i]1\14f scalyy — g, (4.34)

quando t — T.

Demonstracgao.
Fixe ¢ > 0. Lembrando a equacao de evolucao de scal e utilizando o Corolério 4.3,
segue que existe Ty € [0,7), tal que

0 2(1
gscal = Ascal + 2||Ric||* < Ascal + ﬂsoal{ (4.35)
n

para todos (p,t) € M x [Ty, T).
Segue do Principio do Minimo escalar aplicado a (4.35) que

nsup;,, scaly

lyry < ’
S}\l}) sCalg(ry > n — 2<1 + 5) sup scalg(t) (T - t)
M

para todo t € [Ty, T) e todo 7 € [t,T). Reorganizando os termos, temos que

n n

_ 1 —)> — 4.36

2 sup scaly(r) +(1te)lr—t) > 2supscaly()’ (4.36)
M M

para todo t € [Ty, T) e todo 7 € [t,T).

Como
Kmin
81A14p scalg(r) > n(n — 1) Kpin (1) = n(n — 1) <Kx((:;) Kinaz(T),
segue do Lema 4.4 e da Proposigao 4.5 que lim sup sup scaly() = oo.

T—T M
Assim, fazendo 7 — T e € — 0 em (4.36), teremos
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o n
hﬁljpf {(T — 1) s&p Scalg(t)} > 5 (4.37)
Usando a Proposicao 4.5, temos
Z < limi _
5 = 11£g17g1f _(T t) sup scaly( }
[ Kmax t
< liminf |(T —t)n(n — 1) ( > mm(t)]
t=T | mm t
. . [ max t
< liminf |(T — < ) inf scaly }
t—T i mm )
= h?i}lj{lf _(T —t) 1]r\14f scalg(t)] .
Assim,
n
. Yy . .
hggljpf [(T t) 1Ar}[f scalg(t)} =z 5 (4.38)
Usando a Proposicao 2.9, temos que
T—t<T<-—" Vtel,T)
-2 1nf scaly(p)’ T
Assim,
: n
lim sup [(T —t) mf scalg(p) } = (4.39)
t—T 2

Utilizando a Proposicao 4.5 de maneira analoga ao que fizemos concluimos que

limsup | (T —t) sup scalgsy | < < (4.40)
t—T 2
Unindo (4.37) e (4.40) temos (4.33). Unindo (4.38) e (4.39) temos (4.34).
U

A partir de agora, nosso objetivo seré encontrar resultados de convergéncia para as

2 . ~ t . , . ~
métricas rescalonadas g(t) = %. Veremos que a familia de métricas g(t) converge para
uma métrica de curvatura constante quando ¢t — T'. Para utilizar os resultados do Teo-
rema de Convergéncia de métricas em §(t), precisamos controlar as derivadas covariantes

Rlc Cot)

de £4(t) = (7?9)2 -2

Lema 4.7. Se A é (O,4)—tensor definido por

1
Aijit = Rijr + mSC@l(gikgjl - gugjk)7

entio || A||? = |[R|}2 — 250k

Ainda temos que, dado € > 0, existe T € (0,T") tal que

A < scal.

para todo t € (T1,T).
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Demonstracao. De fato,

IAI? = ¢"¢"°¢"¢" AijirAapea
= ¢"¢"¢"¢" RijiiRapea

scal’ ia jb ke ld
m(gikgjl_gilgjk)<gacgbd_gadgbc)g 999

2scal . .
_ evrer dajb ke ldR-- . '
n(n _ 1)9 999 Ukl(gacgbd gadgbc>

Assim,

[P = R+ st — 665 — 1)
TZQ(TL—]_)Q i7j P77 c’d c
2scal o .y
mszkl((s};éﬁlecgld o 5(@15ggkcgld)
2scal® 4scal R
— R 2 ki l]Ri'
— IR+ 2scal? B 4scal®
B nn—1) n(n-—1)
2scal®
= ||RI? = 22—
IR~ o

Agora, usando o Corolario 2.1, existe uma constante C' > 0 tal que

2scal? -
nn—1) —

- | (e ) e (s ) e

< [ (et ) 2 (el

|R||* — C(Kmaz(t) = Kpin())* 4+ 2n(n — 1) Koo (1) — 20(n — 1) K pin ()

Usando a Proposicao 4.5, a segunda assertiva segue.

Lema 4.8. Fizado o € (0, ﬁ), existe uma constante C' > 0 tal que

sup || Ricyy ||” < C(T —t)**72,vt € [0, 7).
M

Demonstragao.
Antes de mais nada, fixe ¢ > 0 de forma que

1 S 1 1+
— al>(n — ne | €.
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Desta forma,

(1—ni1+ne) 1+e)>(1-a).

Em vista do Lema 4.6, existe Ty € (0,7), tal que

(T — t)scalyyy < @,V(p, t) e M x [Ty, T). (4.41)
Pelo Lema 4.7, existe Ty € (0,T) tal que
1 2
HRijkl + mscal(gikgjl — gilgjk)H < 6280a1§(t),‘v’t e (T, T). (4.42)
o ij

Escolhendo Ty € (0,7") de forma que valham (4.41) e (4.42), e lembrando que Ric =
g™ g’ Ricpyn, temos

1 0 ik 0 gl 0
|:Rij]g[ + msoal(gikgﬂ - gilgjk)} Ric Ric < escalyy)| Ricye ||2

olk o 07'k0‘7l

Observando que g;; Ric = ¢r(Ric) = 0 e gug;x Ric Ric = || Ric ||, temos que

o ik o jl o ,  scalyy o ik o jl o ik o jl
Rijiw Ric Ric < escalyy || Ricgp) |7 — —( g 1 (gikgjl Ric Ric —gug;x Ric Ric )
n(n —
1 o
= (—n(n ) + 5) scaly (|| Ricge || (4.43)

para todo t € [Ty, T).
. . o Jjl ) o o ik
Notando que Ric’' = g™ g"Ric,n, =Ric +2Zscalyyg’' e || Ricy ||> = Ricy Ric | e
utilizando (4.41) e (4.43), temos

o ik ) ok [ o gl 1 |
Rijkl Ric Ric” = Rz‘jkl Ric Ric —i-ﬁscalg(t)gj
o ik o il geal o ik
= R, Ric Ric ——Ricy, Ric
J n

ot o Jl gegl o
= Ry Ric Ric —TH Ricg) &

1 1 ¥
< (‘5 R ) seslotol] Bt I

1 1 n(l+e), o .,
( E+m+e) m” Ricye [I7,

IN

para todo t € [Ty, T).
Usando o Corolario 2.3, concluimos que

0 ) o o ik .
&(” Ric |?) = A(]| Ric ||?) — 2| DRic||* + 4Ry Ric  Ric”
2 — 2«
T—t

< A(|| Ric [[?) — 2|| DRic||? + | Ric |12
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Em vista desta desigualdade, utilizamos o Principio do Maximo Escalar para garantir

o
que existe uma constante C' > 0, tal que (T — t)?*7**|| Ric ||*> < C, se t € [Ty, T). Disto
segue o Lema.

g

Lema 4.9. Fizados o € (0, ﬁ) e m > 1 inteiro, existe uma constante C > 0 tal que

sup || D™ Ro’écg(t) I? < C(T —t)* > ™2 vtelo,T).
M

Demonstragao. Pelo Lema 4.8, ja sabemos que
sup || Ricyy || < Cy(T —)*7 1,
M
onde C7 > 0 é uma constante. Lembrando que o tensor Ric satisfaz a equacao de evolugao

% Roic: A Roic + Rx Roic,

usamos as estimativas de Shi para obter o resultado almejado.
O
Lema 4.10. Fizados o € (0, ﬁ) e m > 1 inteiro, existe uma constante C > 0 tal que

sup || D™ Ricyw||* < C(T —t)** ™2Vt € [0, 7).
M

Demonstragao. Da Proposicao 1.1 segue que

n

5 (Do, Rio)(X, ex)g(Y, 2),

2

n —

(DxRic)(Y, Z) = (Dx Ric)(Y, Z) +

para todos campos de vetores XY, Z, e {e;} referencial ortonormal. Portanto, as deriva-
das covariantes do tensor Ric podem ser limitadas pelas derivadas covariantes do tensor

o
Ric. Desta forma, a assertiva segue do Lema 4.9.

Proposicao 4.6. Fizado o € (O, ﬁ), existe uma constante C' > 0 tal que

1 2

ST < O(T —t)* 2

g(t)

sup H Ricyy —
M
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Demonstragao. Lembrando da Proposi¢ao 1.1 que ||Ascaly || < 2n|[D*Ricy ||, segue
do Lema 4.10 que existe uma constante C'; > 0, tal que

| Ascaly || < C(T —t)*2. (4.44)

Pelo Lema 4.8, ja vimos que existe uma constante Cy > 0, tal que

1 Rng @ 7 < Co(T — 1)* 72 < CT*(T — )72, (4.45)

para todo (p,t) € M x [0,T).
Como

0 .
Escalg(t) = ASC&lg(t)+2||Rlcg(t)||2

° 2
= Ascalyy) + 2| Ricgy [|* + —scalg(t)

temos de (4.44) e (4.45) que

< [|Ascalygy|| + 2] Ricyg |

< OUT — )2 4 2C,T*(T — t)* 2
= Cs(T —t)* 2

2
scalg() — scalg(t)

|2

Como supomos no inicio que scaly(g) > 0, temos que T" < oo e, portanto, 0 < C3 < 0.
Lembre do Lema 4.6 que existe uma constante Cy > 0, tal que scali(t) (T —t)* > Oy,
Vt € [0,7). Assim,

0 1 2 1 0 2
2 2wl = = Iy — —scal?
H ot [scalg(t) n( >} scal op M) T S
< Cz‘;( t)°
scaly (T — t)?
S CS(T - t)a7

para todo (p,t) € M x [0,T). Cs é uma constante positiva que depende da dimensao e
de T'. Integrando a expressao acima, obtemos

(T — 1)~

— (Tt

| EPe
scalgy

T a+1

Novamente pelo Lema 4.6, temos que Fscaly) (7 —t) ¢ limitado para todo ¢ € [0, 7).
Assim,

n nscalg() 1 2
1 _—H = 9 ‘ ——T—tH
Hsca 90 2T — 1) 2(T — t) llscaly n( )
05 a—1 [N
< ] (T —t)*! [ascalg(t) (T — t)}
< Cs(T —t)* 1, (4.46)
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onde Cs > 0 e (p,t) € M x [0,T).
De (4.45) e (4.46), concluiremos que

1 0 1 1
S L
e~ g = [ et - s

0 1 n

= H Ric +E <SCalg(t) — m) g(t)H
O n

S || RlC || + Hscalg(t) — Q(T—_t)H

< CN’(T - t)a_17

onde C' >0 e (p,t) € M x [0,T). Disto segue nossa assertiva.

g

Teorema 4.2 (R. Hamilton, [19]). Considere M uma variedade compacta de dimensaio
n > 3 e go uma métrica Riemanniana com curvatura escalar positiva. Suponha que exista
um conjunto pin¢ante F C €p(R™) tal que o tensor curvatura de gy pertenca a F para
todos os pontos de M. Seja g(t), t € [0,T), a unica solu¢ao mazimal do Fluzo de Ricci
com g(0) = go. Entao, quando t — T, as métricas rescalonadas §(t) = mg(t)
convergem em C* para uma métrica de curvatura seccional constante iqual a 1.

Demonstragao. Definindo w(t) = %g(t), vemos que

B 9(t) Ricgey 1 : g(t)
O = T = =T =0 DT =1 |0 " 37—y

Assumindo que D ¢é a conexao de Levi-Civita de g(t), temos
DmRng(t)
(n—1)(T —1t)

Segue da Proposicao 4.6, que dado a € (0, ﬁ), existe uma constante positiva Cj,
que dependem apenas de «, tal que

Dmw(t) = —

Co
-1

N . C, o
(T —t)*% e sup || D"w(t)|y0 < ——=(T —t)* 22
M n—1

sup [[w(t) [[ge) <
M n
Desta forma,

lw(®)llgey = 2(n = (T = ) Jw(®) g < 2Co(T — 1)

Lembre que se D representa a conexdo de Levi-Civita da métrica rescalonada §(t),
entao D = D. Portanto, utilizando o Lema 4.10, encontramos constantes positivas C,
tais que

1" w(Bllgty = 2(n — (T = ]| Dw(t)lg) < 200(T — )% < 20,,(T — 1)

Feito isto, concluimos que
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T T
/ D™ w(t)|| 50 dt < Cm/ (T — t)*~'dt < o,
0 0

para todo m > 0 inteiro.
Segue do Teorema de Convergéncia de métricas, que as métricas g(¢) convergem na
topologia C'™° para uma métrica suave g, quando ¢t — 7. Pelo Lema 4.6, temos

scal; = }%scalg(t)

= lim 2(n — 1)(T" — t)scalyq

t—T
= n(n—1).

Utilizando a Proposicao 4.5, vemos que

)i _ lim (Komin)ar) _ m (Kmin) g(t)
(Kmax)g t=T (Kmax)ﬁ(t) t=T (Kmax)g(t)
de onde (Kpin)g = (Kimaz)g-
Por outro lado,

=1,

Isto significa que g possui curvatura seccional constante K.

Qi

n(n—1) =scal; = Z Z Rei, e, €, €5)
=1 j#i
= n(n—-1)K,

de onde concluimos que g tem curvatura seccional constante K = 1.

4.4 O Fluxo de Ricci em dimensao trés

No célebre artigo de Hamilton "Three Manifolds with positive Ricci curvature" ([19])
de 1982, além de provar a existéncia e unicidade do Fluxo de Ricci, o autor também
dedica-se ao estudo do Fluxo de Ricci em 3-variedades. Nesta secao, veremos que toda
variedade compacta tridimensional que admite uma métrica com curvatura de Ricci po-
sitiva é difeomorfa a uma forma espacial esférica.

Nosso objetivo a partir de agora seré, a luz do Teorema 4.2, construir um conjunto
pincante que contenha o tensor de curvatura da métrica de M.

Uma particularidade essencial das variedades tridimensionais é que o tensor de curva-
tura de Riemann é determinado pelo tensor de Ricci:

Lema 4.11. Considere V' como sendo um espaco vetorial de dimensao trés munido de
um produto interno g(-,-). Se R € €g(V), entao

. . . . 1
Rijr = Riciegj — Ricagj — Ricjrga + Ricjgix — 58001(9ik9jl — Giugjk)
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Demonstracao. Defina o (0,4)- tensor

. . . . 1
Rijii = Rijiw — (Riciygji — Ricyg;r — Ricjrgu + Ricjigin) + §SCa1(gikgjl — Gigik)-

Célculos §imples nos mostrardo que R é um tensor tal que }:%Z-jkl = — _jikl = Rklij.
Além disso, R satisfaz a 1* Identidade de Bianchi. Desta forma, R € €5(V).
Além do mais,

RiC(R)jl = gikRijkl
= Ricy — (scalgy — 0;Ricy — (5,’“Ricjk + d;Ricj;) + Escal((%gjl — 0;59i1)
1
= Ric;; — scalg;; + Ricj; + Ricj; — 3Ricy; + éscal(3gjl — gj1)
= 0.

Considere uma base ortonormal {e, es,e3} de V' e os planos m = [eg, e3], m = [e1, €3]
e m3 = [e1, e2]. Veja que

Kp(m) + Kg(m) = R(ea, e, ez, e3) + R(er, es,e1,e3) = Ric(R)(es,e3) =0

Analogamente, podemos ver que Kz(m) + Kg(m3) = 0 e Kp(ma) + Kz(ms) = 0. Dali,
temos que Kp(m) = Kp(m) = Kg(m3) = 0, de onde concluimos que todas as curvaturas
seccionais de R sao zero. Isto implica que R = 0.

O
A partir de agora, consideraremos V = R?® munido com a métrica canonica, isto &,
9ij = 0ij.-
Proposicao 4.7. Supondo que R(t), t € [0,T), é uma solu¢io da E.D.O. %R(t) =
Q(R(t)) em €p(R?), temos
d . o -2 . . 25 25
ERZCU = —4Ric;; + 3scalRic;j + 2|| Ricl|*d;; — scal 6y,
para todo t € [0,T).

3
Demonstragao. Como %R = Q(R) e Ric;; = Z Rijjk, temos que
k=1

d_. -
%Rlcij = ZQ(R)ikjk

k=1
3
= 2 E R,ICpq Riqu .
p,q=1

Observe que, em nosso caso,
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3
IRic||* = %6/ Ricy; = ) _ Ric}).
i,j=1

Desta forma, usando o Lema 4.11, temos

3
d 1
%Ricij = 2 E Ricpq |:(Ricij5pq - RiCiqCSjp — Riij(SZ‘q + Ricpq&-j) 28C&1(5 (qu 5iq5jp)

pg=1
= 2scalRic;; + 2||Ric||?0;; — scal®d;; + Ric;jscal — 4Ric?j
= —4R1(: + 3scalRicy; + 2||Ric||?6;; — scal®dy;.

g

Dado um tensor de curvatura algébrico R € é5(R?), consideraremos o (0, 2)-tensor
simétrico

Aij = SC&I(R)dZ’j — QRIC(R)U

Como A é uma forma bilinear simétrica, podemos considerar uma base ortonormal de
autovetores {vy, vo,v3} de A com autovalores associados Ay < Ay < 3. Cada \; é uma
fungao real em €p(R?).

A partir de agora, considere as fungoes sobre €(R3*): R+ A\, R — X3 e R
A + Ao + A3 = scal. E facil notar que se A\ < Ay < A3 sao os autovalores associados a
uma base de autovetores {vy, v9,v3} de A;; = scald;; — 2Ric;; entdo {vy,ve,v3} também é

uma base de autovetores de Ric com autovalores associados p; = %

Lema 4.12. R+ )\ € concava, R+ A3 € convexa e R+ scal € linear.

Demonstragao. A linearidade de scal segue diretamente.
Se R,S € €5(R%) e ui1(R), u1(S) sdo os maiores autovalores das formas bilineares
Ric(R), Ric(S), respectivamente, temos que

m(R) = sup [Ric(R)(v,v)| e u(S) = sup [Ric(5) (v, v)].
v|=1 v|=1
Assim, se a,b > 0 s@o reais, usamos a linearidade de Ric para obter que
p1(aR 4 bS) = sup |aRic(R)(v,v) + bRic(S)(v,v)| < aps(R) + bui (S).
[v|=1

Portanto,

M(I=t)R+tS) = scal((1 —t)R+1tS) —2u((1 —t)R+tS)
> (1 —t)scal(R) + tscal(S) — 2(1 — t)u1(R) — 2t (S)
= (1 —1t)(scal(R) — 2u1(R)) + t(scal(S) — 2u1(5))
= (I=t)A(R) +tA(9).

Assim R — A é uma funcao concava. Por um raciocinio analogo, pode-se ver que
R +— \{ é uma funcao convexa.
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g

Para facilitar as notacoes escreveremos A, \1, Ag, A3, R, Ric representando as mesmas
quantidades em funcao do tempo. Assim, s6 especificaremos o tempo quando necessario.

Proposicao 4.8. Se R(t), t € [0,T), é uma solu¢io da E.D.O. LR(t) = Q(R(t)) em

¢(R?), entdo
d

dt
para todo t € [0,T).

1
Ay = 245 — tr(A)Ay; — §||A||25ij — scal’d;;,

Demonstragao.
Antes de mais nada, observe que

A}, = scal’d;; — 4scalRicy;0;; + 4Ric],, (4.47)
tr(A)A;; = scal25z~j — 2scalRic;;, (4.48)
1 2 1 - 112 2
e
1 2 [
§tT<A) (51']' = 58(3&1 6” (450)

Como

d
Escal = 2||Ric|?,

segue da Proposicao 4.7 e das identidades (4.47), (4.48), (4.49), (4.50) que

d d d_.
EAij = (Escal) (5@' - QERICM
= 8Ric}, — 6scalRicd;; — 2||Ric|7; + 2scal’d;;

1
= 2AZ2J — t?“(A)AU — 5”14”2(5” — Scal25ij.
U

Proposicao 4.9. Se R(t) é uma solugio da E.D.O. L R(t) = Q(R(t)) em €5(R?), entdo
0s autovalores A\ (t) < Ao(t) < A3(t) de A(t) satisfazem

2, (1) M2+ Aa(B)As()
Ialt) = X(t)? + M()As(t)
Do) = M) + MBalt),

para todo t € [0,T).
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Demonstragao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que a matriz A(0) estéa
diagonalizada e que Aj1(0) < A9 (0) < As33(0). Se i # j, temos da Proposi¢ao 4.8 que

Segue do Teorema de existéncia e unicidade para solucao de EDO’s que A;;(t) = 0 se

i # 7, ou seja, podemos supor que A(t) é uma matriz diagonal para todo t € [0,7).
Desta forma,

iAH(t) = 245 (t)* — tr(A(t)) A (t) — %(An(t)Z + Ao (t)? + Asz(t)?) + %(tr(A(t))Q

dt
= A (t)? + Ag(t) Ass ().

Podemos encontrar identidades analogas para Ags(t) e Asz(t). Isto significa que temos
o sistema

LAN(t) = An(t)? + As(t)Ass(t)
%Agg(t) = Agg(t)Q =+ All(t)Ag,g(t)
LAs3(t) = As(t)? + An(t)Axn(t).

Para finalizar esta demontracao basta vermos que Ajq(t) = Ai(t), Axn(t) = Aa(t) e
As3(t) = A3(t), para todo t € [0,7). Como A(t) ¢ uma matriz diagonal, basta mostrarmos
que Ajp(t) < Aga(t) < Ass(t), para todo t € [0, 7).

Por absurdo, suponha que exista um 75 € (0,7") tal que Aj;(79) > Aga(79). Como
A11(0) < Ay (0), seria possivel encontrar 7 € (0,79) tal que Ay1(7) = Aga(7).

Desta forma se definimos () = Aan(t) — A11(t), temos que ¢ satisfaz a E.D.O.

{ To(t) = @t) (Au(t) 4+ Aga(t)) — Ass(t))
p(r) = 0

Pela unicidade da solugao desta E.D.O., segue que ¢ = 0, o que é uma absurdo pois
supomos inicialmente que ¢ (79) > 0.

Um argumento analogo nos mostrara que Ay (t) < Ass(t), para todo t € [0,7"). Por-
tanto, Ay1(t) = A1(t), Axa(t) = Aa(t) e Asz(t) = A3(t), para todo ¢t € [0,T).

O
Proposicao 4.10. Fizado 6 € [0,1], o conjunto

{R € €r(R*); A1 + Xy > 2673}
é invariante pela E.D.O. de Hamilton LR(t) = Q(R(1)).

Demonstragao. Considere R(t) uma solu¢ao da E.D.O de Hamilton tal que A\;(0) +
A2(0) > 26A3(0). Utilizando a Proposigao 4.9, temos

d

dt
= (A 4+ X —20A3) A3 + (1= 0) (AT +23) + 5(A — A2

Assim, se existir um 7 € (0,7) tal que (A1 + X2 —20X3)(7) = 0 segue que % (A + Xy —
203)(1) > 0.
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Proposigao 4.11. Fizados § € [0,1] e N > 0, o conjunto

{ReCHR); A+ A >20X3 e (A3— A1) < N+ A2)}
é invariante pela E.D.O. de Hamilton 4 R(t) = Q(R(t)).

Demonstragao.

Antes de mais nada, podemos assumir que A; + Ay > 203 pois ja vimos na Proposicao
4.10 que esta condicao é preservada pela E.D.O. de Hamilton.

Utilizando a Proposicao 4.9, veremos que

d
%log()\g — )\1) == )\1 - )\2 + )\3 S )\3.

Além disso,

d A2+ Aods A2 + )
Llog(h + ) = SLTfete Tl

dt A1+ A
A+ A3
= + A
M+ 0
1
> §(A1+A2)+A3
> (140)As.

Unindo estes fatos concluimos que

d
()\3_)\1)1—6

¢ monotona decrescente. Dai t —
A1+A2

Isto significa que a funcao t +— 10g<

()\3_/\1)1—5

S, também € monotona decrescente. Portanto, se

(A(0) — Ay (0))
A0 aa0) =

temos que

_ 1-5
Oalt) = 2(O) _
A1 (L) + Ao(2)
para todo t € (0,7). Em outras palavras concluimos que a condigao (A3 — A\;)'° <
N(A1 + A\2) é preservada pela E.D.O. de Hamilton.

4

Proposigao 4.12. Considere K C ¢g(R?) um subconjunto compacto. Assuma que todo
tensor de curvatura algébrico R € K possua curvatura de Riccit positiva. Entao, existe
um conjunto pingante F' C €(R?) tal que K C F.
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Demonstragao. Inicialmente, observe que se R € €5(R?) e Ric(R) > 0, temos, usando
as notacoes anteriores,

A1+ Ao = 2scal — 2(pq + o) = 2scal — 2(scal — pg) = 2us > 0.

Desta forma

K C {R € %B(Rg);/\l + Ay > 0}

Pela compacidade de K, é possivel encontrar constantes uniformes § € (0,1) e N > 0
tais que

K C {R € %B(R3), )\1 + )\2 Z 25/\3 (§ ()\3 - /\1)1+6 S N()\l + /\2)}

Considere o conjunto F' = {R € ERR3); A+ X >20)3 e (M3 — M) < N+ )\2)}.
Provaremos que F' é um conjunto pincante e, assim, concluiremos a demonstragao da Pro-
posicao.

Utilizando a Proposicdo 4.11, vemos que F é invariante pela E.D.O. de Hamilton. E
um exercicio simples verificar que F' é um conjunto fechado e O(3)-invariante.

Usando o Lema 4.12, vemos que Ryscal— (26—1)A3 e RS —(Ag—\)'H0 4+ Nscal— N \g
sdo fungoes concavas. Observando que scal — (20 — 1) A3 = Aj +Xo —20A3 e — (A3 — A )10+
Nscal — N3 = —(A3 — A)'0 + N (A + o), temos que F = f71([0,00)) N g71([0, 00)),
donde F' é um conjunto convexo.

Afirmamos que dado ¢ € (0,1), existe um conjunto compacto L C F tal que se
R € F/L entao R é e-pingado.

Para demonstrar isto, escolhemos p > 1 tal que p° > f—ive e consideramos L =
{R € F;\3 — A\ < p}. Facilmente podemos ver que L é um conjunto compacto. Se R € F,
temos que

)\1—5/\3 = —()\3—)\1>+(1—€)/\3
N(A+Ao)
————— + (1 —¢)As.

W (1=2)s

Se tomamos R € F/L temos que A3 — A\; > p, donde —(A3 — A\;)™° > —p~%. Assim,
lembrando que (1 — &) > 2Np~°, temos

M—eds > =N +X)p 0 +(1—e)Xs

> =N+ X)p ™’ +2Np A3
Np~[(As = M) + (A3 = o))
0.

V

Em outras palavras, provamos que se R € F/L entao R é e-pingado. Isto conclui a
prova de que F' é um conjunto pin¢ante.

g

Teorema 4.3 (R. Hamilton, [19]). Considere M uma 3-variedade riemanniana compacta
e go uma métrica riemanniana em M com curvatura de Ricci positiva. Considere ainda

g(t), t € [0,T), anica solu¢gao mazimal do Fluzo de Ricci com métrica inicial go. Entao,
quando t — T, as métricas rescalonadas ﬁg(?ﬁ) convergem em C™ para uma métrica

de curvatura seccional constante iqual a 1.
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Demonstracgao. Como M é uma variedade compacta, temos que o conjunto K =
{R(p,g); peM } ¢ compacto. Pela Proposi¢ao 4.12 é possivel encontrar um conjunto pin-
cante F' C ¢5(R?) tal que K C F. Dai, a assertiva segue do Teorema 4.2.

U

Corolario 4.4. Considere (M, go) uma variedade Riemanniana compacta tridimensional
com curvatura de Ricci positiva. Entao M € difeomorfa a uma forma espacial esférica
S3/T. Em particular, se M é simplesmente conexa entio M é difeomorfa a S3.

Demonstracao. Segue do Teorema 4.3 que M admite uma métrica de curvatura
seccional constante igual a 1. Segue da classificacao das formas espaciais conexas que M
¢ difeomorfa a S*/T', onde I' é uma agdo, livre de pontos fixos, de um subgrupo finito
' C O4).

|
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5 CONDICOES DE CURVATURA PRESERVADAS EM DIMENSOES MAI-
ORES

Neste capitulo abordaremos acerca de uma condi¢ao de curvatura que é preservada
pelo fluxo de Ricci em todas dimensoes: a curvatura isotropica nao negativa.

Na primeira se¢ao, introduziremos a nogao de curvatura isotropica nao negativa e, a
partir de nogoes de algebra linear complexa, caracterizaremos este conceito. Na segunda
secao, a partir de uma série de calculos, apresentaremos um importante teorema que
assegura que a curvatura isotropica nao negativa é preservada pelo fluxo de Ricci em
todas dimensbes. Apoés isto, abordaremos uma crucial construcao de S. Brendle e R.
Schéen: o cone C.

5.1 Curvatura isotrépica nao negativa

No artigo [26], Micallef e Moore introduziram o conceito de curvatura isotropica nao
negativa em conexao com o estudo do indice de Morse de 2-esferas minimas. O principal
resultado deste artigo afirma que toda variedade riemanniana compacta, simplesmente
conexa, com curvatura isotropica positiva é homeomorfa & esfera. Este resultado estende
o Teorema da Esfera de Berger e Kligenberg. No seguimento desta se¢ao, abordaremos o
conceito de curvatura isotrépica nao negativa bem como uma caracaterizacao que utiliza
alguns conceitos de algebra linear complexa (cf. Secao 1.4).

A partir de agora, assumiremos que V' é um espaco vetorial de dimensao n > 4 munido
de um produto interno g(-, -).

Definigao 5.1. Um tensor de curvatura algébrico R € €5(V') € dito ter curvatura isotro-
pica nao neqativa se

R(617 €3, €1, 63) + R(€17 €4, €1, 64) + R(€27 €3, €2, 63)
+R(€27 €4, €2, 64) - 2R(617 €2, €3, 64) Z 07

para todos conjuntos ortonormais {ei,es, e3,e,} C V. Se a desigualdade acima é es-
trita para todos conjuntos ortonormais {ey, ea, e3,e4} C V', diremos que R tem curvatura
150trdpica positiva.

A partir de agora, daremos uma caracterizacao alternativa da curvatura isotropica
nao negativa. Para fazer isto, consideraremos V¢ = V ®g C a complexificacdo de V e
estenderemos g : V x V — R a forma bilinear complexa g¢ : V¢ x V& — C dada por
gc(a +ib,c +id) = [g(a,c) — g(b,d)] + i[g(a,d) + g(b, ¢)], para todos a,b,c,d € V. Por
fim, estenda R € €3(V) a forma quadrilinear complexa R¢ : VE x VE x VE x VE — C.
Para enxugar as notagoes, consideraremos gc = g ¢ R¢c = R.

Proposigao 5.1 (M. Micallef, J. D. Moore, [26]). Considere R € €5(V') um tensor de

curvatura algébrica em V. Sao equaivalentes
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(i) R tem Curvatura Isotropica nao negativa;

(ii) R(¢,n,¢,7) > 0, para todos vetores ¢, n € VE tais que g(¢, ) = g(n,n) = g(¢,n) = 0.

Demonstragao. (i) = (ii). Considere ¢,n € V* dois vetores L.I. tais que g({,() =
g(n,m) = g(¢,n) = 0. Seja ¢ C V o plano gerado por ¢ e n. Segue do Corolério
1.3, que existe um conjunto ortonormal {ej, ey, e3,e4} C V tal que Z = e +iey € o
eW =e3+iey € 0. Como Z e W sao L.I., podemos encontrar a,b,c,d € C tais que
(=aZ +bW en=cZ+dW. Assim

R(¢,n,¢, ) = R(aZ +0W,cZ + dW,aZ + bW, cZ +dW)
= (ad —bc)(ad — be)R(Z,W, Z, W)
= lad — be|*R(Z,W, Z,W). (5.1)

Por outro lado, usando que R tem Curvatura Isotropica nao negativa, temos

R(Z,W,Z, W) = R(ej +iey, e3+ies,e1 —iey, e3 — iey)

Ry913 — 1R1314 — 11323 — Ri304 + 1 R1413 + Ri414

+Ri423 — 1R1424 + 1R2313 + Ro314 + Ra3o3

—iRa324 — Roa1z + 1Rog14 + 1 Roso3 + Rosoa

Ri313 + Rig14 + Rozo3 + Raazq + 2R3104 + 2Ra314

Ri313 + Rig14 + Ra323 + Raazq — 2R1034

0. (5.2)

Vv

Na penaltima igualdade utilizamos a 1* Identidade de Bianchi. Substituindo (5.2) em
(5.1), concluimos que

R(¢,m,¢,7) > 0.

(ii) = (i). Considere {eq,es,€3,e4} como sendo um conjunto ortonormal em V.
Definindo ¢ = e +iey e n = e3 +ieyq, vemos facilmente que g(¢,¢) = g(n,n) = g({,n) = 0.
Utilizando a hipotese (ii) e procendendo identicamente & demonstragao anterior, temos
que

0< R(¢,n,(,n) = Rley +iey, es+iey,er —iey,es3 —iey)
= Risiz + Rig14 + Rasoz + Rosoq — 2R1934.

Como a base ortonormal {ey, eq,e3,e4} foi tomada arbitrariamente, segue que R tem
Curvatura Isotropica nao negativa.

0
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5.2 A invariancia da Curvatura Isotrépica nao negativa pelo Fluxo de Ricci

A partir de agora, vamos nos concentrar em demonstrar que a curvatura isotropica
nao negativa é preservada pelo fluxo de Ricci. A série de lemas que demonstraremos
a seguir servira para demonstrar um resultado algébrico crucial para desenvolvimentos
posteriores.

Consideremos V' um espaco vetorial de dimensao n > 4 munido de um produto interno
g(+,+), R € €5(V) um tensor de curvatura algébrico em V' com curvatura isotropica nao
negativa e {ey, €9, €3, €4} um conjunto ortonormal em V' satisfazendo

R(ey, es,e1,e3)+ R(e1, eq, €1, e4) + R(ea, €3, €2, €3) + R(ea, €4, €2, e4) — 2R (€1, €2, €3,€4) = 0.

Sera conveniente estender o conjunto ortonormal {ej, es, €3, €4} a uma base ortonormal

{e1,€9,...,e,} de V.

Lema 5.1. Temos que

Rio13 + Rig42 + R3a13 + Ragao = Ri214 + Ri223 + R3a14 + Rago3 = 0

Demonstracao. Considere B = {ej, cos(s)es — sen(s)es, sen(s)es + cos(s)es, e4}, onde
s € R. Note que B é ortonormal para todo s € R. Como R tem curvatura isotropica nao
negativa, temos

0 < R(e,sen(s)es + cos(s)es, eq,sen(s)es + cos(s)es) + R(eq, eq, €1, eq)

+R(cos(s)es — sen(s)es, sen(s)es + cos(s)es, cos(s)ey — sen(s)es, sen(s)es + cos(s)es)
R(cos(s)ea — sen(s)es, ey, cos(s)ey — sen(s)es, e4)
+R(eq, cos(s)es — sen(s)es, sen(s)es + cos(s)es, e4)

= sen’(s)Ria12 + sen(s) cos(s)Rya1s + sen(s) cos(s) Riz1g + cos®(s)Risiz + R +
sen(s)? cos?(s) Rossp + cos(5) Rysas — sen®(s) cos?(s) Ragos + sen(s) Rspso
+ c0s® Rayps — sen(s) cos(s) Rogss + sen?(s) Rayzq + sen(s) cos(s) Rizoq
—sen(s) cos(s) Risss — sen’(s) Ryisoy + cos?(s) Riass

= COS2(S)(R1313 + Royoq — 2R1234) + Sen2(s)(R1212 + Rsaza + 2R1324) + Ria1a
+Raga3 + 2sen(s) cos(s)(Riz13 — Raaza — Rizos + Rizza)-

Assim, a funcao

s 5 cos?(8)(Ri313 + Rosos — 2R1934) + sen?(s)(Ryg1o + Raszs + 2R1304) + Riga
+ Rasos + 2sen(s) cos(s)(Ri213 — Roaga — Ri224 + Ris34)

é nao negativa, para todo s € R, e anula-se em s = 0. Portanto s = 0 é um ponto critico
de ¢, de onde

d
Rio13 — Roaza — Rioq + Rigsa = P p(s) = 0.

Pelas propriedades de simetria do tensor curvatura algébrica concluiremos que
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Ri913 + Rig42 + Raqiz + Rage = 0.

Substituindo o conjunto {ey,es,e3,e4} pelo conjunto {es, —ey, e3,e4} e raciocinando
da mesma forma que anteriormente, concluimos que — Ry203 + Ri434 + Ro114 + Ro334 = 0,
de onde

Ri214 + Ri923 + R3a14 + Rag03 = 0.

Lema 5.2. Temos que

4 4
Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Rl?qu34pq

p,g=1 p,q=1

4 4
= Z (Rlqu + R2p4q)<R3p1q + R4p2q) + Z <R1p4q - R2p3q)<R4p1q - R3p2q)
P,q=1

p,q=1

Demonstragao.
Um calculo direto nos mostrara que

4 4
Z (Rlplq + RQp2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Riy2pg R34pq

p,g=1 p,g=1
4 4

- Z (R1p3q + RQp4q)(R3p1q + R4p2q) - Z (Rlp4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)

pyg=1 pq=1
= (Ri212 + Rsas4) (Ri313 + Ris14 + Rosoz + Rosoa — 2R1934)
+2R1934(R1313 + Riaa + Rasos + Rosgs + 2R1349 + 2R1432)
—(Riz13 + Rioaz + Ranz + Raae)® — (Riaua + Rises + Raaa + Raos)?
= (Ri212 + Rsasa + 2R1234) (Ri313 + Rugia + Rogos + Rosos — 2R1234)
—(Ri213 + Riga2 + Rayis + R:3442)2 — (Ri214 + Risos + Raars + Raans)’.

Na tltima igualdade utilizamos que Rizso + Rise3 = —Ri034 pela 1¢ Identidade de
Bianchi. Segue da nossa condigao de que Ri313 + Ri414 + Roses + Rosoqs — 2R1234 = 0 e do
Lema 5.1 que o lado direito da igualdade se anula, de onde concluimos nossa assertiva.

0

Lema 5.3. Temos que

Ris3q + Risaq + Razoq = Raszq + Rosuq + Raag = 0,
para todo ¢ =5, ...,n.
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Demonstracao. Considere o conjunto ortonormal {cos(s)e; + sen(s)e,, €2, €3, €4}, onde
seReqg=5,...,n. Como R tem curvatura isotropica nao negativa, segue que

0 < R(cos(s)e; +sen(s)ey, es, cos(s)e; + sen(s)e,, e3)
+R(cos(s)er + sen(s)ey, eq, cos(s)er + sen(s)ey, e4)
+R(ea, €3, €2, €3) + R(ea, ey, €2, €4)
+R(cos(s)er + sen(s)eg, e, €3, €q)
= c0s*(s)(Ruz13 + Ria14) + sen’(s)(Ryzg3 + Ryaqa) + Rosas + Roans
+2sen(s) cos(s)(Risgs + Riaga) — 2 c0s(S) Ri234 — 2sen(s) Ryos4.

Desta forma, a funcao
S lﬂ (3082(8) (R1313 + R1414) + SeHQ(S)(ngqg + Rq4q4) + R2323 + R2424
+2sen(s) cos(s)(Risgs + Riaga) — 2€08(S) Ry234 — 2sen(s) R34

¢ nao negativa, para todo s € R, e anula-se em s = (. Portanto s = 0 ¢ um ponto critico
de 1, de onde

d
21303 + 2R14g0 — 2R 34 = Tal P(s) = 0.

Dai, concluimos que

Rigg3 + Riaga + Ryzeq = 0.

Substituindo o conjunto {ej,es,e3,e4} pelo conjunto {es, —eq, e3,e4} e raciocinando
da mesma forma que anteriormente, vamos obter que Raszq + [Ro4ga + R34 = 0, de onde

Rassq + Rosag + R3414 = 0

Lema 5.4. Temos que

4 4
Z(Rlplq + R2p2q>(R3p3q + R4p4q) - Z Ri2pg R3apq
p=1 p=1

4 4
= Z(Rlpi’»q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q> + Z(Rhﬂlq - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)v
p=1 p=1
para todo q =5,...,n.
Demonstracao.
Utilizando o Lema 5.3, temos que

2 2
Z(Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Ri2pq R3apq

p=1 p=1

= Roioq(Rs13¢ + Ra1aq) + Ri214(Rs23; + Ra2aq) — Ri214R3414 — Ri22¢R3424
Ri904(Ri33q + Riaaq + Ruzaq) + Ror14(Rassy + Rossq + Raang)
0.
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Também temos, pelo Lema 5.3 e pela 1* Identidade de Bianchi, que

4 4
Z(Rlp!%q + R2p4q)(R3plq + R4p2q) + Z(R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)

p=3 p=3
= (Rizsq + Rosaq)Razoq + (Riasq + Roaag) Raaig
+(R13ag — Razsq) Ruzig — (Riaaq — Roasg) Raaag
= Ruysaq(Rissy + Rosag — Rossq + Riaag) + Raang(Riasg + Rossg — Rizag + Rossg)
= Ruysaq(Russq + Raseq + Riaag) + Rsarq(Roaag + Rasrg + Rossg)
= 0.

Substituindo o conjunto {ej, es, €3, e4} pelo conjunto {es, ey, €1, €2} e raciocinando da
mesma forma que anteriormente, vamos obter que

4 4
> (Riptg + Ropag) (Rapisg + Raptg) = > RiopgRaspg = 0
p=3 p=3
e
2 2
Z(R1p3q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q) + Z(R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q) =0
p=1 p=1
Unindo os fatos supracitados, a nossa assertiva segue.
O
Lema 5.5. Sejam wy, ws, ws,wy € span{es,...,e,} . Entdo a expressao

R(wy, e3, w1, e3) + R(wy, eq, w1, e4) + R(wa, e3,ws, e3) + R(ws, €4, ws, €4)
+R(ey,ws, e1,w3) + R(ea, ws, e5,w3) + R(ey, wy, e, wy) + R(eg, wy, e, wy)
—2[R(eg, wy, e1,ws) + R(eq, wy, ea, w3)] — 2[R(eq, wq, €1, wy) — R(es, wy, ez, wy)]
+2[R(eq, we, €1, w3) — R(eg, wa, €3, w3)] — 2[R(es, wa, e1,wy) + R(eyq, wa, €, wy)]

_QR(w17 w2, €3, 64) - 2R(61a €2, W3, w4>
€ nao negativa.

Demonstragao. Fixadoi € {1,2,3,4}, considere v;(s) a tnica solu¢ao da E.D.O. linear

4

vi(s) = Y [{wils), ep)w; — (wils), wy)ey],

j=1

com condi¢do inicial v;(0) = e;. Claramente temos que v}(0) = w;. Além disso,
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Observando que

> lwils), enywn = (vils), wier, vys) )

=1

e,
—~
S
—~
w
S~—
S
Sl
—~
w
N—
~—
I
P

(vils), i[@j(s), erwn — (u5(s), wn)er] )

_|_
= > (wils), e)(wi,vi(s)) = Y (wils), wi)(er, vj(s))
> (wi(s), ) (wp, vils)) = > (vi(s), wi) (vils), e1)

= 0,

temos

(vis),v;(s)) = (vi(0),v;(0)) = (i, €5) = dij,
para todo s € R. Com isto, para cada s € R, o conjunto {v;(s),va(s),vs(s),va(s)} &
ortonormal. Como R tem curvatura isotropica nao negativa, a fungao

s %R(vl(S),03(3)701(3)703(8))+%R(Ul(s)a“4(5)’“1(3)’“4(‘9))

5 Rla(s),15(5), a(5), l5)) + 3 R(ea(s), 0a(5),v2(5), 14(5))

—R(vi(s), va(s), v3(5), v4(5))

¢ ndo negativa para todo s € R. Visto que v;(0) = ¢;, temos que s = 0 ¢ um ponto de
minimo de f. Desta forma, a segunda derivada de f em s = 0 é nao negativa. Podemos
calcular que

d
d_S 70R(/U/1(S)7/U2(S)7/U3<S)7'U4<S)) - _|w1|2R(61a62763764) - <w17w3>R(e3a62763764)

—(wy, wy) R(eq, €2, €3, €4) + R(wy, we, €3, €4)
+R(w17 €2, W3, 64) + +R(w17 €92, W3, 64)-

Assim,
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)8

1 d?

Syl R(Ul(s) v3(s),v1(s), v3(s))

(’w1|2 + ]w3| JR(e1, e3,€1,e3) — (wy, wa) R(ey, e3, €2, €3)
<w1aw4> (61763764763) - <w37w2>R(617€3761762)

—<w3, w4>R(€1, €3, €1, 64) + R(wla €3, Wy, 63) + R(el, ws, €1, w3)

—|—2R(€1, €3, Wy, ’wg) + 2R(€1, w3, Wy, 63),

1 d?
375 S:OR(Ul (s),v4(s),v1(5), va(s))

—(lw1? + [ws|*)R(eq, eq, €1, 1) — (wi, wa) R(eq, €4, €2, €4)
—(wq,ws)R(ey, eq, e3,e4) — (wy, wa) R(eq, eq, €1, €2)

—(wy, ws)R(eq, eq,e1,€3) + R(wy, eq, wy, eq) + R(eq, wy, €1, wy)
+2R(ey, €4, w1, wq) + 2R(e1, wy, wy, e4),

1 d?
375 SZOR(Uz(s), vs(s), v2(s), v3(s))

—(|wa|* + |ws|*) R(ea, €3, €3, e3) — (wa, w1 ) R(ea, €3, €1, €3)
—(wq, wy) R(es, €3, €4, €3) — (w3, w1) R(es, e3, ez, €1)

— (w3, wy) R(eq, €3, a9, €4) + R(wa, e3,ws, e3) + R(ea, w3, ea, w3)
+2R(ey, €3, wo, w3) + 2R(eq, w3, wo, €3),

1 d?
2ds? SZOR(vz(S),v4<8),vz<5)vv4(3))

—(|wa|* + |wa|*) R(ea, e4, €3, e4) — (wa,w1)R(ea, ey, €1, €4)
—(wq, w3) R(es, €4, €3, €4) — (wy, w1) R(es, €4, €3, €1)

—(wy, w3)R(ea, €4, €9, €3) + R(wa, eq, wa, e4) + R(ez, wy, €3, wy)
+2R(ey, €4, wo, wq) + 2R(eg, wy, wo, €4)

2
G| RO 5), 0209, 0s(5), ()
—(|wi)? + Jwa|* + |ws|?® + |wy|*)R(ey, ea, €3, €4)

—(wq, w3) R(es, e, e3,e4) — (wy,wy) R(ey, e, e3,€4)

—(w2, ws) R(e1, e3,e3,e4) — ( (e1,e4,€3,€4)

—(ws, w1)R(ey, ea, e1,e4) — (w3, wa) R(eq, e, €9, €4)
—(wy, wr)R(eq, ea, e3,e1) — (wy, wa) R(eq, es, €3, €3)
+2R(wq, wo, €3, €4) + 2R(w1, €9, w3, €4) + 2R(w1, g, €3, wy)
+2R(e1, ws, w3, e4) + 2R(e1, wo, €3, wy) + 2R (e, €, w3, wy).

W, w4>
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Lembrando que a segunda derivada de f em s = 0 é nao negativa temos que

0<IW 413 4 16 4 1@ _ 16),

Portanto,

0 < R(wi,es wy,es)+ R(wy,eq, wy,eq) + R(ws, e3,ws, e3)
+R(wy, eq,we, e4) + R(ey, ws, e1,ws3) + R(eq, ws, ey, ws3)
+R(e1,wy, e, wy) + R(eg, wy, €9, wy) + 2R(eq, €3, w1, w3)
+2R(ey, ws, wy, e3) — 2R
+2R(ey, wy, wy, e4) — 2R
+2R(eq, w3, woy, €3) — 2R
+2R(eq, wy, we, e4) — 2R
—2R(ey, €2, w3, wy)
—|wi*(Riz13 + Ria1a — Rizsa) — |wa|*(Rages + Rosza — Ri2za)
—|ws|*(Rizis + Ragas — Riosa) — |wal*(Ria1a + Raaza — Rissa)
+((w1, w3) — (wa, wa) ) (Ri214 — Rigsz + R3za — Riszs)
—((wy, wa) + (w2, w3))(Ri213 + Rioaz + R3134 + Roazs)
—2<w1, w2>(Rl323 + Rl424) - 2(w3, w4)(R1314 + R2324)

wy, €2, w3, €4) + 2R(eq, €4, w1, Wy

A~~~ I/~

( )
wy, €9, €3, wy) + 2R (e, €3, wo, w3)
61,11)2,'11)3,64) + 2R(e 64,'11)2,'11)4)

) ( )

€1,W2,€3,Ws) — 2R wy, Wa, €3, €4

Substituindo o conjunto {ey, ey, €3, €4} pelo conjunto {es, —eq, €4, —€3} € raciocinando
da mesma forma que anteriormente, temos

0 < R(wi,eq,wy,eq) + R(wy,es, wy,e3) + R(wsg, eq,ws, e4)
+R(wy, 3, wa, €3) + R(ea, ws, €9, w3) + R(e1, w3, er, ws)
+R(eg, wy, 9, wy) + R(eq,wy, e1,wy) + 2R (e, €4, w1, w3)
+2R(e9, w3, wy, e4) — 2R (w1, €1, w3, €3) — 2R(eq, €3, w1, wy)
—2R(eg, wy, w, e3) + 2R(wy, €1, e4,wy) — 2R(e1, €4, wo, w3)

—2R(eq1, w3, wa, e4) + 2R(eg, wo, w3, e3) + 2R(eq, €3, wa, wy)

—2R(e1, wy, way, e3) — 2R (e, wo, €4, wy) + 2R(wy, we, €4, €3)
+2R(ey, €1, w3, wy)
—|w1|*(Raaza + Razas — Roras) — |wa|*(Ria1a + Risiz — Roas)
—|ws|*(Ros24 + Riara — Roras) — |wal*(Rases + Riziz — Roas)
+((w1, w3) — (wa, wa) ) (Ro123 — Rorar + Raras — Rosaz)
+((w1, wy) + (wa, w3))(Ra124 + Rorz1 + Rygaz + Rizus)
+2(w1, wa) (Ros1a + Razz) + 2(ws, wy) (Roszs + Ria13).

Lembrando que Ri313 + Ris14 + Ro3o3 + Rosss — 2R1034 = 0, somamos as ultimas
desigualdades e dividimos por 2 para obter que
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0 < R(wy,es,wy,es) + R(wi,eq,wy, eq) + R(ws, e, w2, €3)
+R(wy, eq,we, e4) + R(e1, ws, e1,ws3) + R(es, ws, ey, ws3)
+R(e1, wa, €1, ws) + R(ea, wy, €2, ws)
+[R(e1, e3, w1, w3) + R(er, ws, wy, e3) — R(wy, e, ws, e4)
+R(eg, €4, w1, w3) + R(eg, ws, wy, eq) — R(wy, €1, ws, e3)]
+[R(e1, eq, w1, wy) + R(er, ws, wy, e4) — R(wy, ez, €3, wy)
—R(eq, e3,wy, wy) — R(eg, wy, wy, e3) + R(wy, €1, €4, wy)]
+[R(eq, €3, ws, w3) + R(eq, w3, ws, e3) — R(eq, wa, w3, e4)
—R(eq, eq, we, w3) — R(ey, ws, wy, e4) + R(ea, we, ws, 3)]
+[R(e2, €4, w2, wy) + R(€2, Wy, wa, e4) — R(e1, w2, w3, e4)
+R(ey, e3,wy, wy) + R(ey, wy, wo, e3) — R(es, wo, €4, wy)]
—2R(wy,ws, e3,e4) — 2R(e1, €9, w3, wy). (5.3)

Usando as relagoes de simetria de R e a 1* Identidade de Bianchi, teremos, por exem-
plo, que

+[R(e1, e3, wy, ws) + R(ey, w3, wy, e3) — R(wy, e1, w3, e3)
—R(wy, €9, w3, e4) + R(ea, €4, w1, w3) + R(eg, w3, wq, e4)]
[—R(es, wy, e1,w3) + (R(ey, ez, wy, w3) + R(wy, ey, e3,ws))
—R(eq, w1, €2, w3) + (R(wy, ez, e4, w3) + R(eyq, w1, €2, w3))]

= _Q[R(e?nwlaelaw?)) + R(@4,U)1,€2,U)3)].

Utilizando o mesmo raciocinio nos termos entre colchetes de (5.3), chegamos ao resul-
tado desejado.

O
Lema 5.6. Temos que
Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Ri2pg R3apq
P,g=5 P:g=5
= Z (R1p3q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q) + Z (R1p4q - RQp3q)(R4p1q - R3p2q)-
P,g=5 P:q=5
Demonstracgao. Denotemos por W = span {es,...,e,}. Definamos transformagoes

lineares A, B,C, D, E, F : W — W por

(Aep, eq) = Ripig + Ropag,  (Bey, €q) = Rapsq + Rapag
(Cep,eq) = Rapig + Rapag, (Dep, eq) = Raprg — Rapag
(Eep, eq) = Rizpg, (Fep,eq) = Raapg,
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onde p,q € {5,...,n}. Segue das relagoes de simetria do tensor de curvatura que A e B
sao simétricas e F e I’ sao anti-simétricas. Além disso, utilizando o Lema 5.5, veremos
que

(Bwy,wy) + (Bwg, we) + (Aws, ws) + (Awy, wy)
—2<CUJ1, U)3> — 2<Dw1, U}4> —|— 2<Dw2, w3> — 2<CU}2, w4)
—2(Fwy,wq) — 2(Ews, wy) > 0, (5.4)

para todos vetores wy, we, ws, wy de W. Para exemplificar que (5.4) decorre do Lema
5.5, note que, se escrevermos w; = a'e; € ws = Ve;, temos

—2(Cwy,w3) = —2<C(aiei), bjej>
= —2a't/(Ce;,e;)
= —2a't'(R3;1; + Ruioj)

= —2[R(e3,wy, e, w3) + R(eq, wy, ez, w3)]

Definamos transformacgoes lineares M, U : W X W X W x W — W x W x W x W

por

B F C* -D
-F B D' —C*

M=\ o p a4 E
-D —-C —-E A
e
0 0 id 0
0 0 0 —id
U=1_4d 0 0 o
0 id 0 0

Segue da simetria de A e B e da anti-simetria de E e F', que a transformacao M é
simétrica. Assim, usando a desigualdade (5.4), concluimos que M é positiva semi-definida.
Um calculo simples mostrara que

MUMU* =

onde cada B;j, 1 < 4,7 < 4, ¢ um bloco 4 x 4 e, além disso, By; = By = —(C*)? —
(D*)? + AB+ EF e B3y = By = —C? — D?* + AB + EF. Levando em conta que
tr(T+ V) = tr(T) + tr(V), tr(T*) = tr(T) e M & positiva semi-definida, concluiremos que



1
0 < tr(MUMU")

tr(AB) + tr(EF) — tr(C?) — tr(D?)

Z (Aey, €q)(Beg, €p) + Z (Eep, €q)(Feq, €p)

P,q=5 P,q=5
- Z (Cep, eq)(Ceq, €p) — Z (Deyp, eq)(Deg, €p)
D,q=5 0,q=5
Z (Aep, eq)(eq, Bep) — Z (Eep, eq)(eq, Fep)
D,q=5 P,q=5
- Z (Cep, eq)(Ceq, €p) — Z (Dey, eq)(Deg, €p)
P,q=5 »,q=5
Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Ri2pg R3apg
P,q=5 ,q=5
- Z (R1p3q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q)
P,q=5
- Z (R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)-
P,q=5

Isto finaliza nossa demonstracao.
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i

A série de Lemas que demonstramos ao decorrer desta secao servirao para demontrar
o crucial resultado algébrico que vem a seguir.

Proposicao 5.2. Considere R € €g(V) um tensor de curvatura algébrico em V' com
curvatura isotropica nao negativa. Seja {ey,es, e3,e4} um conjunto ortonormal em V

satisfazendo

R(ey,e3,e1,e3)+ R(ey, eq,e1,e4) + R(ea, €3, €2, €3) + R(ea, €4, €2, e4) —2R(eq, €2, €3, e4) = 0.

Entao

R#(e1,e3,e1,e3) + R¥ (e1, 4, €1, €4) + R¥ (2, €3, €2, €3)
+R#(€2a €4, €9, 64) + QR#(eh €3, €4, 62) + 2R#(€l7 €4, €2, 63) >0

Demonstracao.

Segue da definicao de R* que
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(R#)1313 + (R#)1313 + (R#)2323 + (R#)2424

2 Z (RlplqR3p3q + RlplqR4pqq + R2p2qR3p3q + R2p2qR4p4q)

p,g=1
—2 Z (RapagRaprg + RipagRaprq + RopsgRapag + RopagRapag)
p,g=1
= 2 Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) —2 Z RipsqRspiq
p,g=1 p,g=1
~2> " RipagRapig — 2 > RopsgRapng — 2 Y RopagRupay. (5.5)
p,q=1 p,q=1 p,q=1

Utilizando a 1 Identidade de Bianchi e as simetrias do tensor curvatura, temos que

2 Z R1p2qR4p3q -2 Z RpoqR3p4q

p,q=1 p,q=1
n
= —2 E :Rlqu(Rp43q+R3p4q)
p,q=1
n
= —2 E :Rlp?qR43pq
p,g=1
n n
= - E RpoqR34pq_ E R1q2pR34qp
p,g=1 q,p=1
n n
= - E :R34qp(R1p2q+R1qp2) == E R34qu12pq7
p,g=1 p,g=1

donde,

(R#)1342 + (R#)1423 = 2 Z R1p4qR3p2q -2 Z R1p2qR3p4q

p,q=1 p,g=1
n n
+2 E , Rlp?qR4p3q -2 E , Rlp?qR3p4q
p,g=1 p,g=1
n n
= 2 E - RipagRapog — § - Riopg Raapq
p,q=1 p,g=1
n
~2 > " RupogRapag. (5.6)
p,q=1

Somando as identidades (5.5) e (5.6), concluiremos que
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(R#)1313 + (R#)1414 + (R#)2323 + (R#)2424 + Z(R#)1342 + 2(R#)1423

= 2 Z (Ripiq + Ropzq) (R3p3q + Rapag) — 2 Z Ri2pg R3apq

pq=1 pq=1
—2 Z (Rlqu + R2p4q)(R3p1q + R4p2q) —2 Z (R1p4q - R2p3q>(34p1q - R3p2q)-
P,q=1 p,q=1

Segue dos Lemas 5.2, 5.4 e 5.6, que a expressao acima é nao negativa. Disto, concluimos
nossa proposicao.

|

Proposigao 5.3. Considere R € €5(V) um tensor de curvatura algébrico em V' com
curvatura isotrépica nao negativa. Seja {ey,es, e3,e,} um conjunto ortonormal em V
satisfazendo

R(ey,es,e1,e3)+ R(ey, eq,e1,e4) + R(ea, €3, €2, €3) + R(e2, 4, €2, e4) —2R(eq, €2, €3, e4) = 0.

Entao

Q(R)(el, €3, €1, 63) + Q(R)(el, €4, €1, 64) + Q(R)(ez, €3, €9, 63)
Q(R) (e, eq,€2,e4) —2Q(R)(e1, €2, €3,€4) > 0

Demonstracao. Observe que

R2(617 €3, €1, 63) + R2(617 €4, €1, 64) + R2(627 €3, €2, 63)

+R%(eq, €4, 09, €4) — 2R2(61, es, €2, e4) + 2R%(e1, €4, €3, es)

- Z (Rlqu)2 + Z (R14pq)2 + Z (R23p‘1)2 + Z (R24pq>2

p,g=1 p,g=1 p,g=1 p,g=1
n n
—2 Z R13qu24pq ++2 Z R14qu23pq
p,q=1 p,q=1
n n
2 2

= Z (Rispg — Ropg)” + Z (Riapg + Raspg)

p,q=1 p,q=1
> 0.

Usando a Proposicio 5.2, a desigualdade acima e lembrando que Q(R) = R? + R¥
satisfaz a 1 Identidade de Bianchi, teremos

Q(R)(el, €3, €1, 63) + Q(R)((fl, €4, €1, 64) + Q(R)<€2, €3, €g, 63)
+Q(R)(ea, €4, €2, €4) + 2Q(R)(e1, €3, €4, €2) + 2Q(R) (€1, €4, €2,€3) > 0

— Q(R) (61, €3, €1, 63) + Q(R) (61, €4, €1, 64) + Q(R) (62, €3, €9, 63)

+Q<R) (62, €4, €9, 64) — 2Q(R> (61, €9, €3, 64) 2 0
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Proposicao 5.4. O cone

C ={R € ¢5(R"); R tem curvatura isotrépica nao negativa}
é invariante pela E.D.O. de Hamilton 4R = Q(R).

Demonstracao.

Dado € > 0, considere R.(t) a tnica solugao da E.D.O £R.(t) = Q(R.(t)) + I, com
condigao inicial R.(0) = R(0)+¢cl. Aqui, I;jr = d:ix0;i—0:0; representa o tensor curvatura
da esfera canonica.

Suponha que R.(t) estd definido num intervalo [0,7;). Afirmamos que R.(t) pos-
sui curvatura isotropica positiva para todo ¢ € [0,7.). Argumentando por contradicao,
suporemos que existe ¢ € [0,7.) que nao possui curvatura isotropica positiva. Considere

7:=1nf {t € [0,7%); R-(t) nao possui curvatura isotropica positiva} .

Pela definigao de 7, existe um conjunto ortonormal {ey, es, e3,e4} tal que

R.(7)1313 + Re(7)1414 + Re(7)2323 + Re(T)2424 — 2R (7)1234 = 0.

Além disso,

R.(t)1313 + R=(t)1414 + Re(t)a323 + Re(t)2424 — 2R (t) 1234 > 0,
para todo t € [0, 7). Desta forma

Q(R)(1)1313+Q(R)=(7) 1414+ Q(R)(T) 2323+ Q(R) = (T) 2024 —2Q(R) (T ) 1234 +4e < 0. (5.7)

Como R.(7) tem curvatura isotropica nao negativa, segue da Proposi¢ao 5.3 que

Q(R)=(1)1313 + Q(R)(T) 1414 + Q(R):(T)2323 + Q(R)=(T) 2424 — 2Q(R)(T)1234 > 0,

o que contradiz (5.7). Portanto, R.(t) possui curvatura isotropica positiva para todo
te€0,12).

Segue da teoria de E.D.O. que T' < liminf. o7 e R(t) = lim._,o R.(t), para todo
t € [0,7). Consequentemente, R(t) tem curvatura isotropica nao negativa para todo
te[0,7).

0

Teorema 5.1 (S. Brendle, R. Schéen, [8]; H. Nguyen, [28]). Considere (M, gy) uma
variedade riemanniana compacta com curvatura isotropica nao negativa. Se g(t), t €
[0,7), € uma solugao do Fluzo de Ricci em M com condigao inicial g(0) = go, entao
(M, g(t)) tem curvatura isotrdpica nao negativa para todo t € [0,T).

Demonstragao.  Facilmente podemos ver que o cone C' definido na Proposicao 5.4
¢ fechado, convexo e O(n)-invariante. Também foi demonstrado na Proposigao 5.4 que
C' & invariante pela E.D.O. de Hamilton. Como Ry € C, segue do Teorema 4.1 que
Ry € C paratodo t € [0,T), isto é, (M, g(t)) tem tem curvatura isotropica nao negativa
para todo t € [0,7).

|
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5.3 O Cone C de Brendle e Schoen

Consideremos V' um espago vetorial de dimensao n > 4 munido de um produto interno
g(+,+). Seja R € €5(V). Definimos o tensor de curvatura algébrico R € ¢5(V x R?) por

~

R(UAI7UAQ7UA37/UA4) = R(U17U27U37U4)7
onde 9; = (v;,y;), com v; € V e y; € R

Definicao 5.2. Definimos o cone C' como

~

C = {R e es(V); R tem curvatura 1sotropica nao negativa}

Facilmente pode-se ver que o cone C' € um conjunto fechado, convexo e O(n)-invariante.
No que segue esta se¢ao caracterizaremos o cone C'.

Proposico 5.5. Considere R € €5(V) e R € €5(V x R?), como definimos acima. As
sequintes assertivas sao equivalentes.

(i) ReC;
(ii) Temos que

R(e1,e3,e1,e3) + AR(e1, €4, €1, €4)
+M2R(€27 €3, €2, 63) + M2A2R(627 €4, €2, 64)
—2\R (e, ez, e3,6e4) > 0,

para todos conjuntos ortonormais {ey, e, e3,e4t CV e todos A\, € [0, 1].

(iii) Temos que R((,n,(,7) > 0, para todos vetores (,n € VC,

Demonstracao.
(i) = (ii). Considerando um conjunto ortonormal {e;,es,e3,e4} CV e A\, u € [0,1],
definimos

e1 = (617 (070))7 €y = (ILL627 (07 1- MQ))>

ég = (63, (0,0)), é4 = ()\64, (\/ 1— /\2,0))

Podemos ver que {éy,és, €3, 64} ¢ um conjunto ortonormal em V' x R% Como R tem
curvatura isotrépica nao negativa segue que

A ~

R(é1,€3,€1,63) + R(é1, 64,61, 64)
+R(é27é3aé27é3) + (é27é47é27é4)
_2R(é17 é27 é37 é4) Z 0.

Substituindo nesta expressao os respectivos valores de €1, €5, €3 € €4 obtemos a assertiva

(ii).
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(ii) = (iii). Considere ¢,n € VC dois vetores L.1. e seja ¢ C VC o plano gerado por ¢
e 1. Pela Proposigao 1.2, podemos encontrar um conjunto ortonormal {ej, ez, e3,e,} C V.
e\, p € [0,1] tais que Z = ey +iues € 0 e W = ez +idey € 0. Como Z e W sdo L.IL,
podemos encontrar nimeros a, b, c,d € C tais que ( = aZ + bW e n = cZ + dW. Desta
forma, temos que

R(¢,n,(,7) = |lad — be|*R(Z, W, Z,W). (5.8)

Por outro lado, usando a hipotese (ii), temos que

R(Z,W,Z,W) = R(e1,es,e1,e3) + N Rleq, ey, e1,eq)
+12R(eg, €3, €, €3) + PN R(ea, 4, €9, €4)
—2\R(eq, e, e3,€4)
> 0, (5.9)

De (5.8) e (5.9) segue (iii).

(ii) = (iii). Considere {é;,¢éy,¢é3,é4} um conjunto ortonormal em V x R? onde
é; = (vj,y;), com v; € V e y; € R? para cada j = 1,2,3,4. Se definirmos ¢ = vy + vy e
n = v3 + ivy, segue da hipotese (iii) e da definigao de R que

0<R((,n,¢,n) = R(v1,v3,v1,03) + R(vy,v4,01,04)
+R(va, v3,v2,v3) + R(vg, Vg, Vg, vy)
—2R(vy, vg, V3, v4)
= R(dy, 03,01, 03) + R(0y, 04, 01, 0g)
R, 03, 03, B5) + R(ba, ba, 0, 0a)
—2R(0y, 0a, 03, 04)
Como o conjunto {éy, és, €3, €4} foi escolhido arbitrariamene, segue que R tem curva-
tura isotropica nao negativa.

0

Corolario 5.1. Se R tem curvatura isotropica nao negativa, entao R tem curvatura sec-
cional nao negativa.

Demonstragao. De fato, se {v;,v2} é um conjunto ortonormal qualquer em V', de-
finimos os vetores 91 = (v1,(0,0)), 0o = (0,(1,0)), 03 = (v2,(0,0)) e 04 = (0,(0,1))
em V x R2% Observando que {01, 0y, 03,04} € R tem curvatura isotropica nao negativa,
concluimos que

0 < R(vq,03,01,03) + R(01, 04,01, 04)
R(0, U3, 0g,03) + R(0g, 04, Vg, 04)
_ZR(/&D @27 ﬁ?n @4)
= R(Ul, Vg, U1, 1)2).
Como o conjunto {vy,vs} foi escolhido arbitrariamente, segue que R tem curvatura
seccional nao negativa.
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g

Corolario 5.2. Se R tem operador de curvatura nao negativo, entao R tem curvatura
1s0tropica nao negativa.

Demonstragao. Considere um conjunto ortonormal {eq, ey, e3,e4} C V' e nimeros reais
A, € [0, 1]. Defina

@ =e1 Nes+ Apes Aey € A2V

1/):)\61/\64+M62/\€3€A2V

Como R tem operador de curavtura nao negativo, segue que

0 S R(QO, 90) + R(wa ¢) = R(ela €3, €1, 63) + >\2R(€17 €4, €1, 64)
+/’L2R<627 €3, €2, 63) + ILL2)\2R(€27 €4, €2, 64)
_2>\:LLR<€17 €2, €3, 64)‘

Segue da Proposicao 5.1 que R tem curvatura isotropica nao negativa.

Proposicao 5.6. O cone C' ¢ invariante pela E.D.O. de Hamilton LR =Q(R).

Demonstragao. Se R(t), t € [0,T), ¢ uma solugio da E.D.O. de Hamilton com
R(0) € C, segue que R(t) é solugao da E.D.O. de Hamilton associada, pois

% Ao (%R) — Q(R) = Q(R).

Segue da Proposicao 5.4 que R(t) € C, para todo t € [0,T), donde R(t) € C, para
todo t € [0, 7).

g
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6 RESULTADOS DE CONVERGENCIA EM DIMENSOES MAIORES

Este capitulo seré dedicado a apresentacao do argumento final que demonstra o Teo-
rema da Esfera diferencidvel em dimensoes maiores que 3, com constante pincante 6tima
d = 1/4. Para isto sera fundamental o entendimento de uma construc¢ao de cones invari-
antes por Bohm e Wilking (cf. [6]) que sera desenvolvida nas duas primeiras se¢oes deste
capitulo.

6.1 A Identidade de Bohm e Wilking

Nesta se¢ao, abordaremos uma identidade algébrica obtida por Bohm e Wilking (cf.
[6]). Antes disso, precisaremos de algumas defini¢oes.

Definigao 6.1. Considere A e B duas formas bilineares simétricas em R"™. O produto de
Kulkarni-Nomizu entre A e B € definido e denotado por

(A® B)ijm = AixBji — AyBji, — Aji By + Aji Bk
Observacao 6.1. Da simetria de A e B seque que

(A® B)jim = AjpBi — Ay By, — AiBji + AyBji, = —(A© B)ijw

(A® B)pij = AriBij — AwjBii — AiBrj + AijBri = (A© B)iju.

Além disso,

(A® B)iji + (A® B)jrir + (A B)riji
= AyBj — AuBjr — A By + A By
+ Ay Bi — AnBij — AijB + A By
+A;i B — AjBri — AriBji + A Bij
= 0.

Desta forma, A® B € €5(R").

Definicao 6.2. Fizados dois nimeros reais a,b > 0, definimos uma transformagao linear
lop : Ca(R") — €B(R™) que a cada R € €5(R") associa o tensor

1
lap(R) = R+ DbRic(R) ® id + E(a — b)scal(R)id ® id
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Lema 6.1. Para cada R € €5(R"™), temos

Qlap(R))ijin — Q(R)ijm

=2b Z Ricpq(RiprqOjt — RipiqOjk — Riprqdir + Rjpiglik)
pg=1

+(4b + 2(n — 2)b%)(Rici, Ricj, — Ricy Ricjy,)

—2b*(Ric,0; — Ric3,0u — Ricj 85, + Ricsdi)

4
+ (262 + ﬁ(a —b)(1+(n— 2)b)) - scal( Ricyp6 4, — Ricjidy — Ricyd, + Ricjidu,)

8
+2b2|RZC|2(§Zk§]l - 5i15jk) + ﬁ(a - b) (b + (n - 1)a>50a12(5ik6jl — 5115]]9)

Demonstracao. Para abreviar as notagoes, escreveremos S = /,,(R). Temos que

(5%)ijie — (RB)ijm

n n
E , Siqusklpq - E : RiquRklpq

p,g=1 p,g=1
n

2
Z |:Rz‘qu + b(RiCZ’p(qu — RiCiq(Sjp - R,iij(;Z'q + R,iquéip) + E(a — b)SC&l(éip(;j — 52 (5]' ):| .

p,q=1

. . . . 2
|:Rklpq + b(Rlep(Slq — Rlckqélp — RlClp(Skq + RlClq(Skp) + E(a — b)SC&l(&kpdlq — (5kq(5lp)]

n
- E :RiquRklpq

p,q=1
- . . . . 2 Z”
b Z Riqu(RICkpélq — Rlckqélp — RlClpékq + RlClp(Skq) + E(CL — b)SC&l Riqu(ékpélq — 5kq6lp)
p,q=1 p,q=1

—|—b Z Rklpq(RiCip(qu — Riciqéjp - Riijéiq + Riquéip)
pyq=1

+07 ) (Ricydjq — Ricigds, — Ricjp0i + Ricjediy) (Ricgydy — Rickydy, — Ricydrg + Ricydyy)

pyq=1
2b(a —b -
42 (an ) seal 3" (Ricipbjq — Ricidsp — Ricspdiq + Ricsqdip) (Gepiq — Orgdty)
p,q=1
2b(a —b -
+- (an >scal Z (Ricypdiy — Ricggd, — Ricyrg + Riciyrp) (0ip0jq — 0igdip)
p,q=1
2(a - b) " 4(a _ b)2 n
+ n scal p;l Rklpq(éipéjq - 5iq5j ) * TSC&IQ p%:l((sip(sj - 5iq5jp)(6kp5lq - 5kzq5lp).

Lembrando que Y7, Ricg,Ricy; = Ric}

i;» arrumamos os calculos para obter que
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(52>ijkl — (Rz)i]‘kl = 2b Z (RijleiCkp + RijipRicy, + Ry, Ricy, + RklipRiij)
pg=1

8(a—b
+—(a 5 )ScalRZ’jkl + 462(RicikRicﬂ — Ric;Ricjy)
n

+2b%(Ric3, 65 — Rich o, — Rlcjkézl + Rlc 10ik)

—0)b
—i—Mscal(Ricikéﬂ — RiCil(Sjk — RiCjk5ﬂ + Rile5ik)

AV
MSC&P((S%(S]'[ — 5il5jk) (61)

+ o

Por outro lado, temos que

(S%)iju — (R )ijia

= 2 Z Sipkquplq -2 Z Siplqupkq —2 Z Ripqujplq +2 Z Riplqupkq

p,g=1 p,g=1 p,g=1 p,q=1

2
= 2 Z { ivkq T D(Ricig0p, — Ricig6pr — Ricprdiq + Ricygdir) + E(a — b)scal(d;0pq — 5iq5pk)] .

p,q=1

) ) . ) 2
{ijlq + b(Rlcjl(qu — Ricjg0p — Ricpidjg + Rlcpqdjl) + E(a - b)scal((sjl(qu - 5jq5pl)}

2
—2 Z [ inlq + D(Ricy0,q — Riciy0, — Ricyd;q + Ricygdi) + n(a — b)scal(d;10pq — 6zq5pl):| .

p,q=1

: . . . 2
[ijkq + b(Rlcjk(Spq — Ricjgpr — Ricprdjg + Rlcpqéjk) + ﬁ(a - b)Scal((sjk(Spq - 5jq5pk>1

—2 Z Ripqujplq +2 Z RiplquPkQ‘

p,g=1 p,g=1

Faremos este macante calculo por partes.
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(1) Temos que

20 ) Ripkg(Ricjidpq — Ricjgb, — Ricydsg + Ricpgdj)

p,q=1

+2b Z ijlq(RiCik(qu — Riciq5pk — RiCpk(Siq + RiCpqéik)

p,g=1

—2b Z Riplq(RiCjk(qu — Riqu(Spk — RiCpk5jq + RiCpq(Sjk)

p,g=1

2 Z Rjpkq(Ricidp, — Ricig0p — Ricydig + Ricygdir)

p,g=1

= =2b Z(Ricijilkp + RiCleipkj + RiCipRjklp + RiCkajpli)

p=1

+2b Z(Ricijiklp + RiCkaiplj + RiCiplekp + RiClejpki)

p=1

+2b Z Ricyg (RipkqOjt — RiptgOjr — RipgOi + Rjpigdix)
p,g=1

—|—4b(R1C]lR1C1k — RiCijiCil)

= =20 (Ric;,Ripks + Ricy, Rijiy + Ricip Ryjis + Ricy Rijpi)

p=1

+2b Z Ricpg (RipkqOjt — RiptgOji — Riprgit + Rjpigdix)
pyq=1
+4b(R1C]lRICIk - RiCijiCil).
Na dltima igualdade, utilizamos a 2* Identidade de Bianchi.

(2) Temos que

4(a—0b
n

)Scal Z [Ripkq((sjlcqu — 0jq0pt) + Ripig(GirGpg — digOpi)
P,q=1
_Riplq<5jk5pq - 6jq5pk) - ijkq((;ilépq - 5145;71)]
A(a —
= <an b) scal(Ricik(Sﬂ — Rilkj + Rile(Sik — Rjkli)
4(a —b)
n

—+ SC&l(—RiCil(Sjk + Riklj — RiCjk(;il + leki)

4(a—0b
= (an )scaI(Ricik(Sjl — RiCil(Sjk — RiCjk(Sil + Rile(Sik)
8(a — b)

n

scal Rk



(3) Como

temos que

(4) Observando que

n

> " (Ricikdpg — Ricigbpr — Ricprdig + Ricpgdin) (5055 — 65400)

Z (Ricik(qu - RiCiq(Spk — Ricpkdiq + RiCpq(Sik) .

pg=1

(Rile(Spq — Richépl — RiCpl(gjq + Ricpqéﬂ)

nRic;pRic;; — Ric;pRicy; — RicgpRicy; 4 Ricdjiscal
—RiCﬂRiCik + RiC?j(Skl + RiCiniCkl - (SleiC?k
—RiCﬂRiCik + RiClkRiCij + Riciléz-j - 5leiC?k

Ricj;d;,scal — Ric?léik — Ric?l&;k + 6ik5jl|Ric|2

(n — 4)RicikRicﬂ + QRiCZ’jRiClk + SC&I(RiCZ’kéﬂ + Rile(Sik)
—2(Ric§k5jl + Ric?l&-k) + Ric?j(skl + Riczléij5ik5ﬂ|Ric|2,

20” ) (Riciudpg — Ricigdpe — Ricprdig + Ricygdix) -
pq=1

(Rile(Spq — Riqu(Spl — RiCpl5jq + Ricpqéjl)

—2b* ) (Ricydpy — Ricigby — Ricudig + Ricygdy) -
pq=1
(RiCjk5pq - Richépk — Ricpk(sjq + RiCpqéjk)

= 2b*(n — 4)(RiciRicj; — RicyRicyy,)

—l—QbQ(RiCik(Sﬂ - RiCil(Sjk — RiCjkéil + Rile(Sik)
—4b*(Ricj, 0 — Ricjd;, — Rich,0u + Ric} 03,
+2b2|RiC|2(5ik5ﬂ — 5il5jk)

p,q=1

+ Z (Ricjidpg — Ricjqdp — Ricpdjq + Ricpgdji) (Gindpg — diglpk)

p,q=1

= (n - 4) (RiCik(Sﬂ + Rile(Sik) + 2(Rlcw5kl + RiCkl(Sij) + 25ik5jlscal,

teremos

123
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4b(a — b)

——scal > " (Ricikbpq — Ricigdpr — Ricpdig + Ricygdit) (3j10pg — 05q0,1)

p,g=1

4b(a — b . . . :
+¥scal Z (Ric;i6pq — Ricjq0p, — Ricyidjq + Ricpdii) (0ik0pg — 0igOpk)
pq=1

4b(a — b -
—%SC&I Z (Ricilépq — RiCiq(;IJZ — Ricpléiq + Ricpqéil)(éjmpq — 6jq6pk)

pyg=1
4b(a — b —~ . . : :
—%seal > (Ricjudpg — Ricjgbpn — Ricpdjq + Ricpgdjn) (5dpg — Sig0)
P,q=1

4b(a — b)(n — 4
= (a n)<n )scal(Ricik(Sﬂ — Ricil(Sjk — RiCjk(;il + Rile(;ik)

8b(a — b)

SC&12 ((Sik(Sﬂ — 5il5jk) .

Segue de (1), (2), (3) e (4) que

(S%)ijer — (R¥)ijua
= =20 (Ric;,Rips + Ricy Rijiy + Riciy Ryjis + Ricy Rijpn)
p=1

+2b Z Ricpq(Ripkgdji — Ripigjr — Rjpkgdut + Rjpigdin)

p,q=1

—-b
8(a )ScalRijkl + (4b+2(n — 4)()2)(Ricleicl-/yC — Ric;,Ricy)

n
—4b*(Ricj, 05 — Ricde — Rick,0u + Ricdy)

4
+ (2b2 + E(CL - b)(l -+ (n - 4)b)> SC&l(RiCikéjl - RiCil(Sjk - Ricjk&l + RiCﬂ(Sik)
8
+2b2’R1C’2(51k5ﬂ - 5il5jk) + ﬁ(a - b)(Qb + (TL - 2)a)scal2(5ik(5ﬂ — 5z15]k) (62)

Somando (6.1) com (6.2), obtemos o resultado desejado.

Lema 6.2. Para cada R € €5(R"™), temos
lap(Q(R))ijr — Q(R)iju

= 2b Z Ricpg(RipkqOjt — Riplg0jr — Rjpgdut + Ripigdin)

p,q=1

4 :
+E(CL — b)lRZC’2(5ik5ﬂ — 511(5]k>
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Demonstragao. Se escrevemos 7' = Q(R), ja vimos que

Ric(T)x = Z RiprgRic,, e scal(T) = 2[Ric/.
p,g=1

Assim, utilizando a defini¢ao de ¢, , segue que

ga,b(T)ijkl — T%jkl = b(RlC(T)lk(;]l — RlC(T)ll(Sjk — RIC(T)]k(Sll + RIC(T)]l(Sm)
2
+ﬁ(a — b)scal(T) ((5ik6jl — (Sﬂéjk)

= 2b Z Ricyg (Riprg0ji — RiptgOjk — RjprqOit + Rjpigdir)

p,q=1

4 .
—|—E(6L - b)|RlC|2<5ik(5jl - 6zl6]k)

OJ
Lema 6.3. Para cada R € €5(R"), temos
QUlap(R)) = Lap(Q(R )) (20 + (n — 2)b*) Ric ® Ric — 2b*Ric® ® id
+ (2 (a—b)(1+ (n— 2)b)> scalRic ® id

1

g(an —2(a — b))|Ric*|id ® id

4

+—(a—=b)(b+ (n— 1)a)scal’id ® id.
n
Demonstragao. Subtraindo as identidades obtidas nos Lemas 6.1 e 6.2, teremos
Q(éa’b(R)) - Ea,b(Q<R)) = (Qb + (n - 2)b2)(2RlCZkR1C]l - QRiCZlRiCJk)
—2b*(Rics, 0 — Richdjn — Rlcjkéll + Rlc 10ik)
4
+ | 26% + E(a —b)(1+ (n—2)b)| scal -
(Ricikéjl — RiCil(Sjk — Ricjkéu -+ Rile(sl'k)
1
+ﬁ(nb2 — 2(& — b))|R1C‘2(25zk5ﬂ — 25Z15jk)
4
—l—ﬁ(a —b)(b+ (n — 1)a)scal®(20,40; — 20461
Utilizando a definicao do Produto de Kulkarni-Nomizu, nossa assertiva segue.
O

Dado qualquer R € ¢(R™), considere
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Dup(R) = [(n—2)b® —2(a —b)] Ric ® Ric

o 2
+2aRic ® Ric + 2% Ric ®id
nb2(1 —2b) — 2(a — b)(1 — 2b+ nb?)

%d @ id.
n[l+2(n — 1)q] | Rie Pid o
Temos que D, ,(R) € €5(R™).
Proposigao 6.1. Dado R € €5(R™), temos que
: g 4 :
Ric(Dap(R)) = —4bRic® + —(2b+ (n — 2)a)scalRic
n

n?b? —2(n —1)(a — b)(1 — 2b
n(l+2(n—1)a)

4
t (a — b)scal’id

+2 )| Bie Pid

4n—1 0
scal(Dyp(R)) = Lascal2 — 4b| Ric |?
n

n?b* —2(n —1)(a — b)(1 — 2b
1+2(n—1)a

)\ Ric |2

Demonstracgao. Inicialmente, note que se A e B sao formas bilineares simétricas, temos
que

Ric(A® By, = Z (A® B)iju

n

Z Ay B — AuBjr — Ajx By + A Biy)

= Azk trB + sz ~trA — (AB + BA)Zk

Usando a linearidade do tensor de Ricci e a observacao acima concluimos que

Ric(D,4(R)) = —4bRic® + é(2b + (n — 2)a)scalRic
n
n?b* —2(n —1)(a —b)(1 — 2b

)| Ric %id

2
N n(l1+2(n—1)a)
4 ..
+ﬁ(a — b)scal“id (6.3)
Levando em conta que tr(Ric) = scal, tr(id) = n e tr(Ric*) = | Ric 2 + Lscal?,

tomamos o trago de (6.3) para obter que
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—1 o
—)ascal2 — 4b| Ric |?
n

n?b* —2(n —1)(a — b)(1 — 2b)
1+2(n—1)a

+2 | Ric |?

Proposigao 6.2 (C.Bohm, B.Wilking, [6]). Dado R € €5(R"™), temos que
Uap(Qay(R))) = Q(R) + Dyp(R).

Demonstragao. Lembrando que ROicij: Ric;; — %scaléij, segue da defini¢ao de D, ;(R)

que

Dus(R) = [(n—2)8* —2(a—1b)] (Ric _ %seal - id) o (Ric - %scal - id)

2 1
+2aRic ® Ric + 2b (Ri(:2 — —scalRic + —2sca121d> ®id

n n
nb*(1 —2b) —2(a —b)(1 — 20+ nb*) o . . .
do®id

* W[l +2(n = D)a] [ Ric [id ©1
= (2b+ (n — 2)b*)Ric ® Ric + 2b*Ric* © id

+nb2(1—26) —2(a —b)(1 — 2b+ nb?), o

n[l 4+ 2(n — 1)a] [ Rie [id o1
1
—|—ﬁ(nb2 —2(a — b))scal’id ® id
2
_ﬁ(an —2(a — b))scal - Ric ® id.

Assim, utilizando a observal¢ao acima, a defini¢ao de ¢, e a Proposicao 6.1, teremos
que
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lap(Dap(R)) = (2b+ (n — 2)b*)Ric ® Ric + 2bRic® ® id

nb?(1 — 2b) — 2(a — b)(1 — 2b 4 nb?) 2.
R d©id
+ n[l 4+ 2(n — 1)a] | Ric[id o1
1
n2 — (nb* — 2(a — b))scal’id ® id
2
—Z(nb* — 2(a — b))scal -Ric®id
n
+b [ 4bRic? + 2b + (n — 2)a)scal - Ric} ©id
~2 1-2b) o 4
+ 27’L (n —1)(a —b)( )| Ric |%id + — (a — b)scal’id| ® id
n(1+2(n—1)a) n?
1 4(n—1 .
ﬁ [ - >ascal2 4b| Ric |2] id®id
1 1)(a — b)(1 — 2b), o
+na—b{¥l 2n — L{a — b MREV%d®M

14+2(n—1)a
= (2b+ (n — 2)b*)Ric(Dyp(R)) ® Ric(D,,(R)) — 2b°Ric(D,5(R))* @ id

+ {2[)2 + %(a —b)(1+ (n— 2)b)} scal(Dgp(R))Ric(Dyp(R)) @ id

1 o
+=(nb* — 2(a — b))| Ric [*id ® id
n

1 . .
+ﬁ(n62 —2(a — b))scal(D,,(R))%d ®id
4 . .
+n2 (a—b)(b+ (n— 1)a)scal(Dgyp(R))*d © id.
Lembrando que |Ric|? = | Roic > + %scalQ, usamos o Lema 6.3, para concluir que

Qlap(R)) = Lap(Q(R)) + Lap(Dap(R)).

Disto segue nossa proposicao.

6.2 Contruindo uma familia de cones invariantes

Considere um cone C' C ¢5(R"™), com n > 4. Diremos que C satizfaz a condigao ()
se

C' é fechado, convexo e O(n)-invariante;

e C ¢ invariante pela E.D.O. de Hamilton 4R = Q(R);

Se R € C, entao R tem curvatura seccional nao negativa;

Se R € €5(R") tem operador de curvatura nao negativo, entao R € C.
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Um exemplo de um cone que satisfaz a condigao (%) é o cone C definido na secao 5.3
(cf. Corolarios 5.1 e 5.2 e Proposicao 5.6). No que segue esta sec¢ao, estabeleceremos duas
deformagoes de cones invariantes, demonstradas primordialmente por Bohm e Wilking

(ct. [6]).

Proposigao 6.3. Seja C' C €5(R™) um cone satizfazendo a condi¢io (x). Fizado b €
(0,1/2], considere

2 + (n — 2)b? 1
PV /LA R R S—
Tai -2 © 1+ (n—2)12

Entao, o cone
Cla) = {ﬁa,b(R); Re(C e Ric(R)> %scal(R) . id}

é tranversalmente invariante pela E.D.O. de Hamilton 4R = Q(R).

Demonstracao. Em vista da Proposi¢ao 6.2, basta mostrarmos que o conjunto

n

Cla) = {R e C;Ric(R) > éscal(R) : id}

é tranversalmente invariante pela E.D.O. 2R = Q(R) + D,,(R).
Para isto, considere um tensor R € 0C(a)/ {0} tal que Ric(R) > Zscal - id. Para
completar a demonstragao verificaremos as duas afirmagoes que se seguem:

(i) A soma Q(R)+ D,;(R) esta no interior do cone tangente TxC.

Como C' é invariante pela E.D.O. %R = Q(R), segue do Corolario 4.1 que Q(R)
pertence ao cone tangente TrC', para todo R € C.

Apo6s um recalonamento da métrica, podemos supor que scal = n. Considere uma

o o
base ortonormal {ej,es,...,e,} de R” que diagonaliza Ric, isto é, Ric (e;,e;) = 0,
se i # 7, e os autovalores de Ric serdo dados por \; =Ric (e;,¢;). Em particular,
temos que
. ° 1 .
Ric(e;, ej) =Ric (e;,e;) + —scald;; =0, se i # j,
n

e

0 1
Ric(e;, e;) =Ric (e;, €;) + —scald; = \; + 1.
n

Além disso, segue da condicdo Ric(R) > Zscal(R) - id que
, )
Ai + 1 = Ric(e;, e;) > —scaldy,
n

Lembrando a defini¢ao de 9, chegamos que

1

>0 —1l=——"—
b= 1+ (n—2)b%’
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para todo 1 < k < n.

Afirmamos que, se i # j, e; Ae; € um autovetor do operador de curvatura de D, ,(R)
com autovalor o;; = D, ,(R)(e;, €5, €;,€;). Isto pode ser demonstrado, observando
que se {e;} é uma base ortonormal de autovetores das formas bilineares simétricas
A e B sao com Ae; = ae; e Bej = bje;, temos

A® B(e; Nej) = (A® B)(e;,ej,¢€:,€5)
= Alei,ei)Blej, e5) — Ales, €5) B(ei, €5)
—A(ei, €5)Blei, ;) + Alej, €5) B(ei, e:)
= (a;bj + ajb;)(e; Nej).

Como {eq, ey, ...,e,} € uma base ortonormal de autovetores das formas bilineares

Ric, Ric e id, segue da observagao acima e da definigao de D, ;(R) que os autovalores
de D,(R) sao dados por o;;, onde

50 — ((n - 2)b2 - 2((1 — b)))\z/\]

+2a(Ni + 1)(N; + 1) +0° (A + A3)
2(1 —2b) —2(a —b)(1 -2 ) o
(A= 20) 200 =B =2 nb) ey
n(l+2(n—1)a)

Note que

[(n — 2>b2 - 2(CL — b)])\l/\J + 2@()\Z + 1)()\3 + 1)

= [(n — 2)b" + 20] (Ai + m> (Aj ’ m)

(n —2)b* +2b 1
AT T N
T m—2p NI ow
1 2a
2 [ N+ A - 2
+a( - j+1+(n—2)62) T+ -2

=202 (3t o) (o g
+(w+m> (”“%)

2a(n — 2)b?
+1 + (n —2)b?
2 1 1
= [(n —2)b° + Qb] ()\l + m) ()\j + m)
2a(n — 2)b?

+1—|—(n—2)b2’
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pois 2a = % Desta forma, temos que
1 1 1
o = (-2 (At —— V(N
27 [(n=2)0"+ ]( +1—1—(n—2)l)2><J+1+(n—2)b2)
2a(n — 2)b* 9/ 9 19
T LN TA)

nb*(1—2b) —2(a—b)(1 —2b+nb?), o ,
* n(l+2(n —1)a) | Ric %

Como a,b >0, n > 4 e vale (6.4), concluimos que

1 nb?(1 — 2b) — 2(a — b)(1 — 2b +nb?) o

S0y > Ric |°.
27 n(L+2(n — )a) | Ric|

Lembrando da definicao de a, temos que

nb*(1 — 2b) — 2(a — b)(1 — 2b + nb?)

= nb*(1 — 2b) — %(1 — 2b+ nb?) + 2b(1 — 2b + nb?)
=) (- DO ) e ()
= ﬁ[(n — 2)b°nb* 4 2b* + 2b(n — 2)b7]

—#biz)b?[(n — 2)b% — 2b(n — 2)b]

= %(1 + (n — 2)b)

>0,

pois b € (0,1/2]. Com isto, concluimos que o;; > 0, para todos 1 < i,j > n. Isto
significa que D, ,(R) tem operador de curvatura positivo. Como C' é um cone que
satisfaz a condigdo (), segue que D,4(R) € C. Dai, D,;(R) pertence ao interior
do cone tangente TrC. Como ja vimos que Q(R) € TrC, segue que Q(R)+ D, ,(R)
estd no interior do cone tangente TrC'.

(ii) Se v € R" é um vetor unitério tal que Ric(v,v) = Sscal - id, entdo

Ric(Q(R))(v,v) + Ric(Dyp(R)) (v, v) > %seal(Q(R)) + %scal(Da,b(R)).

Supondo que scal = n, teremos que Ric(v,v) = §, onde v € R™ é um vetor unitario.
Assim,

Ric(Q(R))(v,0) = 2 R(v,ex, v, ex)Ric(ey, ex)
k=1
> 20Ric(v,v)

= 202,
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scal(Q(R)) = 2[Ric|? = 2n + 2| Ric |

Desta forma,

Ric(Q(R))(v,v) — %SC&l(Q(R)) =-2)(1-9) — %5| Ric 2. (6.5)

Utilizando a Proposicao 6.1, também vemos que

Ric(Dyp(R)) = —4b5* +4(2b+ (n — 2)a)d + 4(a — b)
n?b? — 2(n — 1)(a — b)(1 — 2b)

2 Ric |2
i 1+2(n—1a | Rie %

scal(Dgp(R)) = 4n(n —1)a — 40| Ric B

n?b?* —2(n —1)(a —b)(1 —2b), o ,
9 )
+ 1+ 2(n—1)a | Ric |
de onde concluimos que
. 0
Ric(Dap(R))(v,v) — Escal(Da,b(R))
4 o
=4a(l —0) —4b(1 —6)* + §5| Ric |?
202 — 2(n — 1)(a — b)(1 — 2 0

Lo =2n = Dla =0 =20) 5 g (6.6)

1+2(n—1)a
Segue de (6.5) e (6.6) que

Ric(Q(R))(v,v) + Ric(Dyp(R))(v,v) — éscal(Q(R)) — éSC&LI(D(LZ)(_R))

> _9(1— 6)(5 — 2a + 2b(1 — ) — @(ﬂ Ric |
+2n2b2 —2(n—=1)(a—0b)(1 — 2[))(1 )] Ric 2,

1+2(n—1)a

Segue das nossas escolhas de a e  que 0 — 2a + 2b(1 — d) = 0, de onde obtemos que

Ric(Q(R))(v,v) + Ric(Dgp(R))(v,v) — éscal(Q(R)) — éscal(Da,b(R))

n n
> _@5‘ Ric E
n?b? — 2(n — 1)(a — b)(1 — 2b) o
2 1- i
i 1+ 2(n—1)a (1= 0)[ Rie|

— 2y Ric |°, (6.7)
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onde
n?* — 2(n — 1)(a — b)(1 — 2b) 1—2b
1 1+2(n—1)a (1-9) n ’
Como
1 (n—2)
1-5 5
teremos que
14+2(n—1)a
L2 D0, o 1) - 1)1 - 20)

—(142(n — 1)a)(n — 2)b*(1 — 2b)

= n’0*+ (n—1)(1+ (n—2)b%)(2b — 1)2a
+(1 —2b)(2(n — 1)b — (n — 2)b?)

= n%? + (n—1)(2b— 1)(2b + (n — 2)b*)

+(1 —2b)(2(n — 1)b — (n — 2)b?)

= b*(n* —n(n —2)(1 —2b))

= 2v°n(1+b(n —2))

> 0.

o o
Isto significa que 7 > 0. Observando que Ric (v,v) = § —1 < 0, temos que | Ric |? > 0.
Unindo estes fatos e os substituindo em (6.7), concluiremos que

Ric(Q(R))(v,v) + Ric(Dyp(R))(v,v) > gscal(Q(R)) + éscal(Da,b(R)).

n n

g

Proposigao 6.4. Seja C' C €5(R™) um cone satizfazendo a condicao (x). Fizado a €
(1/2,00), considere

1
b—= e §=1——
5 © n—2+8a

Entao, o cone

C'(a) = {€ »(R); R€ C e Ric(R) > gscal(R) id}

n

é tranversalmente invariante pela E.D.O. de Hamilton 4R = Q(R).

Demonstragao.
Como esperado, a demonstracao desta proposicao seguira os moldes da anterior. Pela
Proposicao 6.2, basta mostrarmos que o conjunto

J
C'(a) = {R € C;Ric(R) > Escal(R) : id}
¢ tranversalmente invariante pela E.D.O. 4R = Q(R) + D,,(R).
Para isto, consideraremos um tensor R € dC(a)/ {0} tal que Ric(R) > %scal-id. Para

completar a demonstragao verificaremos as duas afirmagoes que se seguem:
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(i) A soma Q(R) + D,,(R) esta no interior do cone tangente TrC. Como feito antes,
assumimos que scal = n e escolhemos uma base ortonormal {eq,es,...e,} de R”

tal que Ric(e;,e;) = 0, se @ # j, Ric (e;,e;) = A\; e Ric(e;,e;) = 1+ \;, para todo
1 <17 <n. Além do mais, temos que \; > 9 — 1.

Se fixamos dois indices ¢ # j, temos que e; A e; é um autovetor do operador de
curvatura de D, ,(R) com autovalor associado o;;. Além disso,

Oy = ((n - 2)b2 — 2(& — b))>\z/\]

+2a(Ni + 1)(N; + 1) + 07 (A + A3)
2(1 —2b) — 2(a —b)(1 —2 %) o
+nb( b) — 2(a — b)( b+nb)‘RiC’2
n(l+2(n—1)a)

2
_ (”I —2a) A+ 2a(0 + 1)\ + 1)

20 — 1
4(142(n —1)a)

1 o
+Z<)\12 -+ )\f) — | Ric |2,

pois b = 1/2. Note que

2

n—+2 4 4
= ()\i + n—> ()\j + n——|—2> — (N +N) +2a(N+ 1N+ 1)

4 +2
n+ 2 4 4 n—2
4 ( +n+2><]+n+2> n+2 (2a=1)
8 8
20 —1) [ N+ A\ 20 — 1
+(2a )( * J+n—2+8a) n—2—|—8a<a )
- n+2 \ 4+ 4 L 4 n—2
4 "2 Tn+2) n+2
t@a—1) (PR8N o ) A 4201 — )
n—2+8 B '

4
— ors.- Desta forma, temos que

1.. — n+2 )\,_{_i )\.+ 4 +n_2
2% T Ty T2\ VT 2) T
1
+(2a — 1) (n—w) + (20 = 1)(Ni + A +2(1 = 6))

n—248a
1
+Z(A$+A§)—

20 — 1

Ric [2.
I+ 200 = Dy | R

Como
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4
AN >0—1>— )
n-+2
e a > 1/2, concluimos que
1 n—2 n — 10+ 8a 20 —1 o o
—0; > 2a —1 — Ric |~ 6.8
20> g T (2 )<n—2+8a> 05 200 = Dy (6.8)

Agora, lembrando que A\; > 0 — 1, para todo 1 <i <mn, e

Z Ai = Z Ric (e;,€;) = tr(ROic) =0,
i=1 i=1

vemos que

0=X+> X=X+ (n—1)(5—1),
ik
de onde A\, < (1 —10)(n— 1), para todo 1 <k < n. Como Y ; \} = | Ric |2, teremos

que

Ak + (1 =0)][(n = 1)(1 = 8) = Al

@)
IA
WE

Ed

Sl

—

n

= D=8 =N+ (-1 -5 Y N

k=1 k=1
— n(n—1)(1—6)— | Ric %,
donde
| Ric |2 < n(n — 1)(1 - §)2.

Substituindo em (6.8), teremos
1 n—2 n— 10+ 8a 20 — 1 n(n —1)
Zog > 20 —1) [ = —=T"°%) _ : .
20 2 5 T (2 )(n—2—|—8a) 1+2(n—1a (n—2+8a)?

Utilizando que a > 1/2 e n > 4, concluiremos que
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n—2
n+2

1
§U¢j(n—2—l—8a) > (n —2+8a)+ (2a — 1)(n — 10 + 8a)
2a — 1 n(n —1)

1+2(n—1)a n—2+8a

n—2
> n+2(n—2+8a)+(2a—1)(n—10—|—8a)
—4(2@—1)21;
n—2 4
= n+2(n—2+8a)+(2a—1)(n—Q—n+2)
+(2a — 1) {8(&—1)—71?2—%”5_2]
- (2a—1)(n—2—n+2)+8(2a—1)(a—1)+n—2
= (2a—1)(n—2—n42)+(4a+3)2+(n—3)
> 0

Dai, 0;; > 0, para todos 1 < i,j > n. Isto significa que D,;(R) tem operador
de curvatura positivo. Como C' é um cone que satisfaz a condigao (x), segue que
D.y(R) € C. Assim, D,,(R) pertence ao interior do cone tangente TpC. Como
Q(R) € TrC, segue que Q(R) + D, (R) esta no interior do cone tangente TrC.

(ii) Se v € R" & um vetor unitério tal que Ric(v,v) = &scal - id, entdo

Ric(Q(R))(v,v) + Ric(Dyp(R))(v,v) > %SC&I(Q(R)) + %scal(Dayb(R)).

Assumindo novamente que scal = n e considerando {eq,es, ..., e,} uma base orto-
o
normal de autovetores de Ric, procedemos da mesma forma que na demonstragao

]
do Lema anterior para ver que | Ric |2 > 0 e

Ric(Q(R))(v,v) + Ric(Dyp(R))(v,v) — éscal(Q(R)) — éSC&l(D(Lb(R))

> _9(1— 6)(5 — 2a + 2b(1 — ) — @5\ Ric |
+2n2b2 —2(n—1)(a—b)(1 — Qb)(1 _5) e 2,

1+2(n—1)a

Comoa>1/2,b=1/2¢ (1 —¢) >0, segue que

Ric(Q(R))(v,v) + Ric(Dyp(R))(v,v) — %scal(Q(R)) — %seal(Da,b(R))

n

1 °
3 Tr2m—1a' O Ricl

>2(1—0)(2a — 1) +

> 0,
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como queriamos demonstrar.

6.3 A demonstragao do Teorema da Esfera Diferenciavel

No que segue a esta secio, fixaremos um inteiro n > 4. Considere C' C €p(R™) 0
cone introduzido na se¢ao 5.3. Segue dos Corolérios 5.1 e 5.2 e da Proposi¢ao 5.6 que C
satisfaz a condigao (x).

Definicao 6.3. Para cada s > 0, definimos o cone C’(s) por

é(s) = {Ea(s)b(s)(R); ReC e Ric> ?80&1- id} ,

onde

25+ (n — 2)s? L

0<s<=

2a(s) =4 1+ (n—2)2 = =2
2s, se s>%

N |+

<
2b(8):{28, se ()<ST

1, se 5> 3

1
1—— Se O<S<l
1+ (n—2)s? =3
5(s) = +(n4 )s 1
. — > 1
n—24+8s’ 5¢ 573

Note que as fungoes a(s), b(s) e d(s) sdo continuas em (0,00). Além disso, para cada
s >0, C(s) € um cone fechado, convexo e O(n)-invariante. O tensor ;i = 0;ix0;1 — 6i1dk
estd no interior de C(s), para cada s > 0.

Proposicao 6.5. Para cada s > 0 o cone C’(s) satisfaz as propriedades:
(i) Se R e C(s)/ {0}, entio Q(R) estd no interior do cone tangente TrC(s);

(i) Se R € C(s) para algum s > 1/2, entdo R € fracamente 52— -pingado.

Demonstracgao.

(i) Como C satisfaz a condicdo (%), se s < 1/2 a assertiva segue da Proposigao 6.3 e se
s > 1/2 a assertiva segue da Proposi¢ao 6.4.

(ii) Fixado s > 1/2, tome S € C(s), isto ¢, S = ls1/2(R) para algum R € C.

Como R tem curvatura seccional nao-negativa, dado um conjunto ortonormal {e;, €5} C
R™ temos

0 <2R(eq,ez,e1,e2) < Z[R<€la er, €1, exr) + R(ea, ex, ea, ex)]
k=1
= Ric(eq, e1) + Ric(ea, €2),
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de onde obtemos que

0 < R(ey, ez, €1,e2) < —(Ric(eq, e1) + Ric(eq, €3)).

N | —

Utilizando a defini¢ao de ¢,;(R), obtemos que

1. .. .
6871/2(R> (61, €9, €1, 62) = R(el, €9, €1, 62) + §[RIC(R) (61, 61) + RlC(PL) (62, 62)]

% <5 - %) scal(R)

(2s — 1)scal(R),

+

v
SRS

1. .
Es71/2(R) (61, €9, €1, 62) = R(el, €9, €1, 62) + §[R1C(R) (61, 61) + RIC(R) (62, 62)]
2 1
+-— <s - 5) scal(R)

%[RiC(R>(el7 e1) + Ric(R)(es, €2)]

IN

45 [Ric(R) er,e2) + Ric(R) (e, )

1
+—(2s — 1) scal(R)
n
2s—1+n
= ———scal.
n

25—1
254+n—1

Disto concluimos que o tensor R = £ /2(R) é fracamente pincado.

g

Lema 6.4. Fize um intervalo compacto o, B] € (0,00) e suponha que F' C €5(R™) € um
conjunto fechado, invariante pela E.D.O. de Hamilton e satisfazendo

Fc {R € 6p(R™): R+ I € é(s)},

para algum s € [, 5] e algum h > 0. Entao existe um nimero real ¢ > 0 que depende
apenas de o, B en tal que o conjunto

P= {Re FiR+2hl € C’(s—i—g)}
€ invariante pela E.D.O. de Hamilton e

{R € F;scal(R) < h} C F.
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Demonstracio. Se R e C(s)/{0} para algum s € [a, 3 + 1], segue da Proposicao 6.4
que Q(R) esta no interior do cone tangente TxC(s). Podemos achar uma constante N > 1
que depende apenas de a, e n com a propriedade de que se scal(R) > N e R € C’(s)
para algum s € [«, 8 + 1], entdo Q(R) esté no interior de TRO(S).

Como os cones C(s) variam continuamente em s, podemos achar um ntimero real
e € (0,1] dependendo apenas de «, ( e n, tal que

{R € €sR"); R+ 1€ C(s) e scal(R) < N} c {R € Cu(RM; R+ 21 € C, (s +¢)

(6.9)
para todo s € [a, (].
Provaremos que este ¢ satisfaz a propriedade almejada pelo Lema. Sem perda de
generalidade, vamos supor que h = 1. Considere F' C %5(R"™) um conjunto fechado e
invariante pela E.D.O. de Hamilton satisfazendo

Fc {RE%B(R”);R+I€O(5)}, (6.10)
para algum s € [«, 5]. Defina o conjunto Fc ¢ (R™) por

Fi= {REF;R+2]€C’(3+5)}.

De (6.9) e (6.10), concluimos que

{R e F;scal(R) < N} C F. (6.11)

Feito isto, basta mostrarmos que F' ¢ invariante pela E.D.O. de Hamilton. Para
isto, considere R(t), t € [0,T"), como sendo uma solugao da E.D.O. de Hamilton com
R(0) € F ¢ F. Como F ¢é invariante pela E.D.O. de Hamilton, ja temos que R(t) € F,
Vt € [0,T). No que se segue iremos provar que R(t) +2I € C(s+¢), Vt € [0,T), de onde
conluiremos a prova. Isto sera feito argumentando por absurdo.

Supondo que o conjunto {t € (0,T): R(t)+2I & C(s + 5)} ¢ nao vazio, poderiamos

considerar
to = inf {t € (0,T): R(t)+2I & C(s + 5)} .
Claramente, R(to) + 2I € C(s + ¢). Temos duas possibilidades:

(1) scal(R(tg)) > N. Segue da nossa escolha de N que Q(R(tg)) esta no interior do
cone tangente Tr(,1+1C(s + €). Segue do item (ii) da Proposicao 4.1 que existe
ty € (to,T) tal que R(t) +2I € C(s+¢), Vt € [0,11]. Isto contradiz a defini¢ao de
to.

(2) scal(R(ty)) < N. Por continuidade, existe t, € (0,7 tal que scal(R(t)) < N,
Vit € [to, t1]. Segue de (6.11) que R(t) + 21 € C(s +¢), Vt € [to, t1], 0 que contradiz
a definicao de .

g
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Proposicao 6.6. Considere K C €5(R"™) um subconjunto compacto. Além disso con-
sidere F' C €p(R™) o menor subconjunto contendo K que é fechado, convexo, O(n)-
invariante e invariante pela E.D.O. de Hamilton. Se existem constantes sq > 0 e hyg > 0
tais que

Fc {R € E(R"): R+ hol € é(so)} ,
entao F' € um conjunto pingante.

Demonstracao. Considere . como sendo o conjunto dos niimeros reais s > 0 tais que

Fc {R € €u(R"): R+ Il € é(s)},

para algum h > 0. Por hipdtese temos que sy € ., donde . # (). Considere o como
sendo o supremo dos elementos de . e (s;) € . uma sequéncia tal que s; — 0. Desta
forma, para cada j existe um ndimero real h; > 0 tal que

Fc {R € €3(R"):; R+ hl € é(sj)} .

Apo6s um rescalonamento da métrica, se necessario, podemos supor que

h; > sup {scal(R); R € K}, (6.12)

para todo j.

Afirmamos que o = co. De fato se a sequéncia (s;) estivesse contida num subintervalo
compacto de (0, 00), seguiria do Lema 6.4 que, para cada j, existiria um ¢ > 0 tal que o
conjunto

Fy={Re FiR+mIeC(s;+2)},

é invariante pela E.D.O. de Hamilton e

{R € F;scal(R) < h;} C F}. (6.13)

Segue de (6.12) e (6.13) que K C Fj, para cada j. Como os conjuntos F} sio fechados,
convexos, O(n)-invariantes e invariantes pela E.D.O. de Hamilton, segue da hipotese da
Proposicao que F' C Fj, para cada j. Isto implica que s; + ¢ € &, para todo j. E,
como ¢ é independente de 7, podemos considerar j suficientemente grande de forma que
s; +¢ > 0. Isto contradiz a definicao de o.

Portanto, lims; = ¢ = oo. Utilizando a Proposi¢ao 6.5 concluiremos que F' é um
conjunto pincante.

g

Corolario 6.1. Considere K C €5(R") um subconjunto compacto que estd contido no
interior do cone C'. Entao existe um conjunto pingante F' C €p(R™) tal que K C F.

Demonstracao. Considere F' como sendo o menor conjunto contendo K que é fechado,
convexo, O(n)-invariante e invariante pela E.D.O. de Hamilton. Como K esta contido no
interior de C', podemos encontrar um namero real so > 0 tal que K € C(sy). Como C/(sq)
¢ um conjunto fechado, convexo, O(n)-invariante e invariante pela E.D.O. de Hamilton,

segue que F' C C’(so). Segue da Proposicao 6.6 que F' é um conjunto pingante
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g

O Teorema que segue nos da uma condigao sobre o tensor curvatura de uma variedade
para que esta seja difeomorfa a uma forma espacial esférica.

Teorema 6.1 (S. Brendle, R. Schéen, [8]). Considere M uma variedade compacta de di-
mensao n > 4 e gy uma métrica riemanniana em M. Assuma que o tensor de curvatura
R, estd no interior do cone C para todos os pontos p € M. Seja g(t), t€1[0,T), aunica
solugao do fluxo de Ricci com métrica inicial go. Entao, quando t — T, a métricas resca-
lonaldas m convergem em C* para uma métrica de curvatura seccional constante
wqual a 1.

Demonstragao. Pelo Corolario 6.1 existe um conjunto pingante F° C ¢p(R") tal que
Ry, € I, Vp € M. Utilizando o Teorema 4.2 chegamos ao resultado desejado.

g

Para concluir o Teorema da Esfera Diferenciavel, devemos mostrar que o interior do
cone C' contém todos os tensores de curvatura estritamente 1/4-pingados no sentido pon-
tual:

Proposigao 6.7. Considere (M, g) como sendo uma variedade riemanniana de dimensao
n > 4. Entao

(i) Se (M,g) ¢ fracamente 1/4-pingada no sentido pontual, entdo o tensor de curvatura
de (M, g) estd no cone C, para todos os pontos p € M.

(if) Se (M, g) € estritamente 1/4-pin¢ada no sentido pontual, entdo o tensor de curvatura
de (M, g) estd no interior do cone C, para todos os pontos p € M.

Demonstragao. Se M é fracamente 1/4-pingada segue que 0 < K,4:(p) < 4K 00 ().
Usando o Lema de Berger (cf. Lema 1.1), temos que

2
R(eb €2, €3, 64) S _(Kmaz’(p) - szn(p)) S 2Kmm7

3

para todos conjuntos ortonormais {eq, e, e3,e4} C T,M. Desta forma,

R(ey, es,e1,e3) + A R(eq, ey, e1,€4)
+112R(eg, 3, €3, €3) + 12N R(eg, €4, €2, €4)
—2\uR(eq, e, e3,€4)
> (14 M+ 4 + X2p? — 4M1) Konin (p)
= ((1=M)* + (A = 11)*) Koin (p)

>

=

para todos conjuntos ortonormais {eq,es, e3,e4} C T,M e todos A, pu € [0,1]. Segue da
Proposicao 5.5 que (M, g) pertence ao cone C', para todos p € M. O mesmo se aplica ao
caso onde (M, g) é estritamente 1/4-pincada.

|
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Unindo a Proposicao 6.7 com o Teorema 6.1, concluimos o aclamado Teorema da
Esfera Diferenciavel:

Teorema 6.2 (S. Brendle, R. Schéen, [8]). Considere M wuma variedade compacta de
dimensao n > 4 e go wma métrica riemanniana em M. Assuma que (M, go) € fracamente
1/4-pin¢ada. Seja g(t), t € [0,T), a tnica solu¢ao do fluxo de Ricci com métrica inicial
go- Entao, quando t — T, a métricas rescalonadas m convergem em C*° para
uma métrica de curvatura seccional constante iqual a 1.
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