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Resumo

A dinamica de duas particulas quanticas interagindo em uma cadeia fracamente desordenada é
investigada. A interferéncia quantica espacial entre elas é caracterizada através da estatistica
das amplitudes de transi¢ao de duas particulas, relacionadas as correlagoes de Hanbury Brown-
Twiss na optica. O perfil de flutuagao do sinal pode discernir se as partes interagentes estao se
comportando como bésons idénticos, férmions ou particulas distinguiveis. Um regime de speckle
analégico totalmente desenvolvido, exibindo estatisticas de Rayleigh, é alcangado para bosons
interagentes. Desvios em dire¢ao a distribuigoes de cauda longa ecoam correlagoes quénticas
semelhantes a particulas idénticas nao interagentes. No limite de interacao forte, os estados
ligados de duas particulas obedecem a distribuig¢oes de Rician compostas.

Palavras-chave: Sistemas quanticos interagentes, Particulas idénticas, Speckles, Desor-
dem.

vil



Abstract

The dynamics of two interacting quantum particles on a weakly disordered chain is investigated.
Spatial quantum interference between them is characterized through the statistics of two-particle
transition amplitudes, related to Hanbury Brown-Twiss correlations in optics. The fluctuation
profile of the signal can discern whether the interacting parties are behaving like identical bo-
sons, fermions, or distinguishable particles. An analog fully developed speckle regime displaying
Rayleigh statistics is achieved for interacting bosons. Deviations toward long-tailed distributi-
ons echo quantum correlations akin to noninteracting identical particles. In the limit of strong
interaction, two-particle bound states obey compound Rician distributions.

Keywords: Interacting quantum systems, Identical particles, Speckles, Disorder.
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Capitulo 1

Introducao

A localizagao de Anderson é um fendémeno fundamental em fisica da matéria con-
densada, desempenhando um papel crucial na compreensao da propagacao e interferéncia
de ondas em sistemas desordenados [1]. Embora inicialmente estudado em sistemas de
particulas quanticas nao interagentes, a adicao da interacao pode resultar em fenémenos
complexos, como a localizagao de muitos corpos, que recentemente tem apresentado pro-
gresso significativo [2]. O crescimento exponencial da dimensionalidade em um sistema
de multi-particulas interagentes torna a exploragao desses efeitos muito desafiadora.

Apesar dessas dificuldades, sistemas que ja envolvem duas particulas interagentes
oferecem um terreno fértil para investigagoes mais detalhadas [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11].
Estudos anteriores se concentraram em identificar as condi¢oes sob as quais a interacao
entre as particulas pode resultar em um aumento no comprimento de localizacao, em com-
paragao com o caso onde nao hé interacao. Tal interesse foi inicialmente despertado pela
observagao de que, em cadeias desordenadas, dois elétrons interagindo podem se propagar
a distancias muito maiores do que seria esperado com base no comprimento de localizacao
de uma tnica particula [12]. Desde entdo, uma série de pesquisas tem se aprofundado
nesse mecanismo, especialmente em relacao a presenca de interagoes moderadas entre
particulas[13, 14, 15, 16, 17].

Fendmenos de localizacao nao se limitam apenas a sistemas desordenados; também
é possivel observéi-los em cadeias quase periddicas, onde uma mistura ressonante de esta-
dos de duas particulas nao interagentes desempenha um papel importante [18, 19]. Em
sistemas com apenas duas particulas interagentes, a interagao pode gerar novos estados
que sao mais propensos a se propagar por longas distancias, resultando em um aumento
no comprimento de localizagao quando comparado ao caso sem interacao.

Em sistemas de duas particulas, as correlagoes quanticas se manifestam mesmo
na auséncia de interagao entre elas [4, 5|. Essas correlagoes surgem da simetrizagao das
funcoes de onda para acomodar as propriedades bosonicas ou fermionicas das particulas
[7]. Além disso, sistemas de duas particulas podem ser facilmente implementados em redes

fotonicas, como uma rede quadrada de guias de onda, utilizando apenas fontes classicas
de luz [6, 7, 9, 11, 20].

A interacao entre a interacao e a desordem nesses sistemas é um aspecto complexo
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[17], dependendo de diversos fatores, incluindo a propriedade que estd sendo medida.
Muitas caracterizagbes exigem o conhecimento de varias amplitudes de fungoes de onda
simultaneamente, tal como a fungao participagao [11, 19].

Os padroes de speckle resultam da interferéncia entre multiplos componentes de
onda [21], manifestando-se tipicamente como texturas granulares aleatorias, bem conhe-
cidas em imagens e outros contextos. Embora possam indicar a presenga de um simples
ruido & primeira vista, tais padrdes possuem caracteristicas universais (distribuigoes de
probabilidade). Por isso, speckles oferecem uma gama de aplicagoes praticas, incluindo
imagens médicas |22, biossensores [23], caracterizac¢do de superficies [24], metrologia op-
tica [25], e até mesmo a manipulagdo de atomos frios [26].

Consequentemente, tem havido um esforgo consideravel para desenvolver técnicas
que permitam a personalizagdo desses padroes de speckle |27, 28]. Além das aplicagoes
praticas, o estudo dos padroes de speckle busca resolver questoes mais fundamentais. O
padrao de ruido pode fornecer informagoes valiosas sobre o sistema subjacente que, de
outra forma, seriam dificeis de investigar |23, 24]. A geracao sob medida de padroes de
speckle encontra aplicagdes em diversas areas [29].

Assim, o objetivo geral deste trabalho é investigar a dindmica de duas particulas
quanticas interagentes em uma cadeia fracamente desordenada, com foco na analise das
estatisticas das amplitudes de transicao. Esse enfoque permitiré caracterizar as sutilezas
da interferéncia quantica espacial entre as particulas. Além disso, buscaremos compreen-
der o comportamento dessa interagao abordando-a sob uma perspectiva da 6tica classica.
Portanto, para uma melhor compreensao do nosso modelo e resultados, organizamos a
dissertagao da seguinte forma:

No capitulo 2, abordamos a origem e algumas observagoes do fendémeno de speckles,
explorando conceitos fundamentais para sua descri¢ao. Inicialmente, discutimos a natu-
reza de uma caminhada aleatéria em duas dimensoes e estabelecemos premissas essenciais
para analisar as propriedades estatisticas da soma fossorial. Desse modo, derivamos duas
distribuicoes que sao importantes para a compreensao dos resultados apresentados. Por
fim, examinamos a estatistica de primeira ordem dos padroes de speckles.

O capitulo 3 serda dedicado a analise dos modelos de Bloch e Anderson, assim
como & investigacao da interacao entre particulas conforme apresentado inicialmente por
Mott. Inicialmente, iremos apresentar o modelo de Bloch, reproduzindo numericamente e
analiticamente alguns resultados importantes. Em seguida, examinaremos os resultados
do modelo de Anderson, buscando uma compreensao do fendémeno da localizacao de An-
derson. Posteriormente, abordaremos a interagao entre as particulas, conforme proposto
inicialmente por Mott.

No capitulo 4, nos dedicamos a uma descricao detalhada do modelo de duas par-
ticulas, onde apresentamos o formalismo a ser empregado para tratar as particulas como
bosons, férmions e particulas distinguiveis. Em seguida, discutimos alguns resultados
previamente estabelecidos na literatura, visando uma compreensao inicial do comporta-
mento do sistema de duas particulas e a validagao dos nossos codigos computacionais.
Finalmente, apresentamos uma abordagem sob a perspectiva de guias de onda do nosso
modelo, explorando o objetivo central do nosso trabalho.

No capitulo 5, introduzimos o formalismo de speckles na dindmica quantica de uma
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particula e o aplicamos a dindmica de duas particulas. A discussao dos resultados esta
dividida em trés casos: i) cenario sem interagao; ii) cenario com interacao; iii) padrdes de
speckle na banda de estados ligados. No ultimo capitulo, capitulo 6, apresentaremos as
conclusoes de nosso trabalho.
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Capitulo 2

Fenémenos de Speckles para uma luz co-
erente

2.1 Origem e Observacoes de Speckles

O fendémeno de speckle remonta as observagoes iniciais de padroes granulares no
século XIX. Em 1887, Exner descreveu a estrutura fibrosa observada quando a luz de
uma lampada de mercirio atravessava uma placa de vidro onde condensava vapor de sua
respiracao [30, 31]. Nas primeiras décadas do século XX, vérios trabalhos tedricos foram
produzidos abordando o tema [32, 33, 34]. No entanto, a compreensao aprofundada desse
fendmeno e suas aplicagoes praticas comecgaram a surgir apenas na década de 1960, quando
os lasers de ondas continuas se tornaram comercialmente disponiveis |35, 36, 37|.

Figura 2.1: Padrao de speckls.

0.0

Fonte : Autor, 2023.

A esséncia do fenomeno é que, quando a luz coerente, como a de um laser, se
propaga através de um meio que introduz variagoes aleatorias de fase e amplitude, ela
cria um padrao granular de intensidade luminosa, com areas brilhantes e escuras que se
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alternam, como mostrado na Figura 2.1. Esse tipo de granularidade é o que chamamos
de speckle.

A causa primaria dessas flutuagoes, prontamente identificada, esta relacionada as
irregularidades nas superficies onde a luz incide e é refletida, conforme documentado por
[35, 38]. Para entender melhor esse fenémeno, é essencial considerar as caracteristicas da
superficie. Quando a textura da superficie possui dimensoes que se aproximam da escala
de comprimento de onda da onda incidente, ocorre a geracao de padroes granulares,
conhecidos como speckles. Essa resposta nao se limita a um tnico tipo de onda, mas é
observada em uma variedade delas, incluindo ondas ultrassénicas, micro-ondas, ondas de
luz, raios X e até mesmo ondas de matéria [39, 40, 41, 21, 42, 43].

A configuracao tipica para observar o fenémeno de speckle, conforme ilustrado na
Figura 2.2, descreve um cenério no qual a luz coerente incide sobre uma superficie com
textura rugosa [44]|. Nessa configuragao, o fenémeno se desdobra da seguinte forma: a
luz proveniente da fonte coerente atinge a superficie, onde ocorre a reflexao. O ponto de
observagao, representado por P, estéa situado de tal maneira que capta a luz refletida em
varias direcoes pela superficie rugosa.

Figura 2.2: Processo de formagao dos speckles ao analisarmos a luz refletida de uma
superficie rugosa. Devido ao processo de reflexao da luz, observamos que a luz incidente
se propaga em diversas diregoes (representadas pelo sombreado vermelho); entretanto,
estamos particularmente interessados apenas naquelas que conseguimos observar no ponto
de observacao P.

Luz Incidente

Fonte : Autor, 2023.

O padrao de intensidade do speckle se origina do processo de interferéncia da
luz que foi refletida em varias dire¢oes devido as irregularidades presentes na superficie.
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Esse fenomeno se assemelha a uma série de pontos brilhantes e escuros intercalados,
que se alternam na regiao observada. Os pontos escuros correspondem a areas onde a
interferéncia é altamente destrutiva, ou seja, as ondas de luz estao fora de fase e interferem
de maneira a atenuar a intensidade luminosa. Em contrapartida, os pontos brilhantes
representam areas onde a interferéncia é altamente construtiva, indicando que as ondas
de luz estao em fase e se somam para produzir uma maior intensidade luminosa nesse
ponto, como mostrado na Figura 2.1.

Essa caracteristica peculiar do speckle fornece informagoes valiosas sobre as pro-
priedades da superficie e a natureza da luz incidente, tornando-o uma ferramenta ttil em
uma variedade de aplicagoes em Optica, ciéncia e tecnologia.

Alguns casos importantes incluem imagens de radar de abertura sintética (SAR) na
regiao de micro-ondas do espectro eletromagnético. Nesse contexto, o speckle é observado
nas imagens de alvos, como edificios e paisagens urbanas, e pode fornecer informagoes
valiosas sobre esses objetos. A Figura 2.3 apresenta uma imagem ilustrativa de um radar
de abertura sintética que demonstra claramente a presenca do speckle. Nessa imagem de
Moffett Field, Califérnia, a granulagao intensa do speckle é visivel, e é possivel distinguir
com detalhes as pistas de pouso, edificios industriais e até mesmo uma parte da Baia de
Sao Francisco na parte inferior direita da imagem. Essa imagem foi adquirida utilizando
um radar com um comprimento de onda de 5,67 cm e alcancou uma notéavel resolu¢ao no
solo de cerca de 20 metros [45].

Figura 2.3: A imagem de radar de abertura sintética de Moffett Field, Califérnia, mostra
granulagao intensa.

Fonte : Retirada da referéncia [45].

Além disso, o fenémeno de speckle também desempenha um papel fundamental
em imagens médicas de ultrassom de 6rgaos do corpo humano, sendo uma ferramenta
valiosa para diagnostico e visualizagao de estruturas internas. A Figura 2.4 exemplifica
essa aplicacao ao mostrar uma imagem ultrassonografica do figado humano na qual o
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speckle ¢ claramente visivel [21].

Figura 2.4: ITmagem de ultrassom (2,5 MHz) do figado humano mostrando granulagao.

Fonte : Retirada da referéncia [21].

Nesse contexto, o speckle proporciona informagcoes tinicas que sao essenciais para os
profissionais de satide. As flutuagoes na intensidade do speckle refletem as caracteristicas
das estruturas do 6rgao em estudo, como a textura, densidade e elasticidade. Isso permite
a deteccao de anomalias, como tumores, cistos ou inflamagoes, com base na analise das
variagoes do speckle. Além disso, a observacao do speckle em imagens ultrassonogréficas
pode contribuir para o monitoramento de doencas cronicas e a avaliacao da resposta ao
tratamento.

Portanto, o fenoémeno de speckle desempenha um papel vital tanto na area médica
quanto em aplicacoes de radar de abertura sintética. O speckle fornece informacoes nao
invasivas e detalhadas sobre a condigao dos 6rgaos e tecidos do corpo humano, destacando
sua versatilidade e aplicabilidade em diagnostico médico, pesquisa cientifica e tecnologia.
Além disso, nas imagens de radar de abertura sintética, as variagdes na intensidade do
speckle podem ser utilizadas para inferir informagoes sobre a rugosidade da superficie,
o tamanho dos objetos e a qualidade da retroespalhamento das ondas de radar. Isso
faz do fendmeno de speckle uma ferramenta essencial na anélise de imagens de radar,
especialmente em cenarios nos quais é necessario obter informagcoes detalhadas de alvos
na Terra, como edificios, veiculos ou objetos naturais.

Agora, ao considerar o speckle tratado como um caminho aleatério, podemos ex-
plorar ainda mais a natureza estocastica' desse fenomeno e como ele se assemelha a um
processo imprevisivel que evolui ao longo do tempo e do espaco.

'Um fenémeno estocéstico é caracterizado por um estado que nao pode ser determinado com certeza,
sendo influenciado por eventos aleatorios. Por exemplo, o langamento de dados constitui um processo
estocéstico, uma vez que cada uma das seis faces do dado tem probabilidades iguais de ficar virada para
cima ap6s o arremesso. Em outras palavras, a natureza imprevisivel e aleatoria dos eventos contribui
para a estocasticidade desse padrao.
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2.2 Speckles como uma caminhada aleatéria em 2D

Dado que os padroes de speckles resultam da interferéncia de varias componentes
complexas da luz, cada uma com amplitude e fase aleatérias, é essencial abordar as
propriedades estatisticas desse padrao.

O speckle, como explicado anteriormente, é formado por inimeras componentes
com comprimentos (amplitudes) e diregdes (fases) aleatorios. Quando essas componentes
sao somadas, resultam em uma caminhada aleatéria. A magnitude dessa soma pode ser
tanto grande quanto pequena, dependendo das fases relativas das componentes, isto é,
se a interferéncia construtiva ou destrutiva prevalece. A Figura 2.5 ilustra a caminhada
aleatoria que gera (a) um fasor? resultante grande e (b) pequeno, ambos representados
pela seta vermelha. Em ambos os casos, nenhuma contribui¢ao domina a soma, pois tanto
os comprimentos quanto as fases sao aleatorios. Nesse cenério, o quadrado da magnitude
do fasor resultado é a intensidade da onda observada, que é a quantidade mensurada.

Figura 2.5: Caminhadas aleatérias (a) soma construtiva e (b) soma destrutiva.

(a) Im (b) Im

Fonte: Autor, 2023.
Para simplificar a modelagem estatistica do speckle, assumimos que o campo inci-
dente no ponto de observagdo P em (x, y) é perfeitamente polarizado e monocromaético.

Dessa forma, uma onda monocromatica pode ser representada pelo seguinte sinal anali-
tico® [46, 47]:

u(z, y;t) = Az, y)e*™, (2.1)

onde v ¢é a frequéncia optica e A(z,y) é a amplitude complexa do fasor, expressa como

Az, y) = |A(z, y)[e". (2.2)

2Um fasor é uma representacio matematica complexa de uma onda senoidal, que descreve tanto a
amplitude quanto a fase da onda. Essa representacao é amplamente empregada na analise de circuitos
elétricos, por exemplo, o moédulo do fasor corresponde a intensidade da grandeza medida (tensdo ou
corrente), enquanto o angulo, medido em relagao a horizontal, indica a defasagem da corrente elétrica em
relagao & Tensao Elétrica em um componente especifico.

3Um sinal analitico ¢ uma representacio mateméatica de uma onda que inclui informacdes sobre am-
plitude e fase em uma forma complexa, facilitando a analise matematica.
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A intensidade I(z,y;t) de uma luz coerente é o quadrado da magnitude da equagao
2.1, ou seja,

I(z,y:t) = |u(z,y; )| (2:3)

Considere agora que o fenomeno de speckle é gerado por uma fonte de luz cujo
comportamento é intrinsecamente aleatério. Em outras palavras, a fun¢ao u(x,y;t) que
descreve essa luz é, em si, uma funcgao estocéastica.

Dado esse comportamento aleatorio, a intensidade em um ponto e tempo especificos
também se torna uma variavel aleatoria. Para lidar com essa aleatoriedade, introduzimos
a ideia de média de ensemble. Em termos simples, estamos tirando a média ao longo de
muitas repeticoes dessa fungao aleatoria, ou seja, ao observar o padrao de luz, como o
speckle, em um ponto ao longo do tempo, a cada observacao desse padrao realizamos uma
medicao em um instante particular. Cada medi¢ao representa uma realizacao tnica da
funcao aleatoria que descreve a luz nesse ponto e tempo, evidenciando a variabilidade do
comportamento aleatério da luz nessa situagao. A média de ensemble é simplesmente a
média dessas diferentes realizagoes. Isso nos ajuda a obter uma visao mais estavel e repre-
sentativa do comportamento médio da luz coerente nesse ponto especifico, considerando
sua natureza aleatoria. Podemos expressar esse processo da seguinte maneira:

I(z,y;t) = (Ju(z,y; 1)[?), (2.4)

com (-) representando a média de ensemble.

Além disso, por simplicidade, consideramos que a luz é estacionaria, o que significa
que sua intensidade média nao varia com o tempo. Isso cria um processo estatisticamente
estacionario, como mostrado na Figura 2.6(a). Em contraste, um processo nao estacio-
nario teria uma intensidade média variavel ao longo do tempo, como mostrado na Figura

2.6(b).

Outra forma que podemos escrever a a intensidade é :

L [T
I(z,y) = lim — lu(z, y; t)|2dt = |A(z, )|, (2.5)

onde a média de A é determinada pela média do tempo para um periodo tendendo ao
infinito (7' — o0), estamos considerando o que acontece & medida que o periodo. Nesse
caso, estamos interessados na média da intensidade do campo u ao longo de um periodo
de tempo muito grande.

Essa abordagem difere da expressao anterior para a média da intensidade. Antes,
consideramos a média de ensemble diretamente sobre muitas realizagoes da funcao alea-
toria, conforme a Equagao 2.4. Agora, ao introduzir o limite e a média temporal, estamos
analisando a média da intensidade durante um tempo extremamente longo em uma tnica
repeticao da funcao aleatoria.

Assim, em ambos os cendarios*, concluimos que a intensidade do padrao de spec-

4Para o primeiro caso, substituindo a expressdo para u(x,y;t) na equagao 2.4, ficamos com:
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Figura 2.6: (a) Uma onda estatisticamente estaciondria mantém uma intensidade média
I(x,y;t) constante ao longo do tempo. (b) Em contraste, uma onda estatisticamente nao
estacionéria possui uma intensidade média I(z,y;t) que varia conforme o tempo. Esses
graficos podem ilustrar, por exemplo, a intensidade da luz gerada por uma lampada in-
candescente alimentada por (a) uma corrente elétrica constante e (b) um pulso de corrente

elétrica.
, (a) Processo Estaciondrio \b) Processo Nao Estaciondrio

[u(, y; t)[?
lu(z, y;t)[?

I(z,y;t)
I(z,y;t)

Fonte: Autor, 2023.

kle é consistentemente determinada pelo quadrado da magnitude da amplitude do fasor

resultante.

Agora que compreendemos como expressar a intensidade do padrao de speckle, va-
mos abordar a representacao do fasor resultante no plano complexo para essa intensidade.
Até o momento, tratamos a caminhada aleatoria no plano complexo de maneira subjetiva.
Para simplificar, consideremos o instante t = 0, onde a amplitude do fasor resultante A é
a soma ponderada de vérias contribuicoes a,(z,%)/vN, onde n = 1,2,3,..., N.

I(@,y;t) = (|u(z, y; 1) |*) = (JA(z, y)e* ™).
Agora, expandimos a expressdo usando a propriedade dos modulos ao quadrado:

(A, y)?[e* ™ %).

Simplificamos a expressio, observando que |e2™*|? = 1:

I(z,y;t) = (|A(z,9)]).
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A(z,y) = Ae? = Z an (& y Zanemn (2.6)

Aqui, N representa o niimero de componentes fasoriais na caminhada aleatoria, A
é o comprimento do fasor resultante, 6 é a fase resultante, e a,, é a n-ésima componente
fasorial, um ndimero complexo. Introduzimos o fator de escala 1/ V/N para preservar o
segundo momento [21].

2.2.1 Estatistica da soma fasorial

Antes de explorarmos as propriedades estatisticas da amplitude da onda, é neces-
sario estabelecer algumas premissas relacionadas as estatisticas das componentes da soma
fasorial, conforme expresso na equacgao 2.6. Essas premissas podem ser mais compreensi-
veis ao considerarmos as partes reais e imaginarias do fasor resultante.

Considere a equacao:

N
1
= Vi Z 1, 08P, + jsend, (2.7)
n=1

onde consideraremos as partes reais e imaginarias :

{R = Re{A} = = Y00 ancoso, (2.8)

Z=Im{A}= \/LN SN ansene,

Dessa forma, assumiremos as seguintes premissas :

1. A amplitude e fase a, e ¢, sao estatisticamente independentes de a,, e ¢,,, desde
que m # n. Isto é, o conhecimento dos valores da amplitude ou/e da fase de um
dos fasores nao implica ter conhecimento da amplitude e da fase de qualquer outro
fasor;

2. Para qualquer n, a, e ¢, sao estatisticamente independentes entre si. Isto é, o
conhecimento da fase de uma componente fasorial nao implica no conhecimento dos
valores de amplitude do mesmo fasor, e vice-versa;

3. A fase ¢,,, é uniformemente distribuida no intervalo (0, 27). Isto é, todos os valores
de fases sao igualmente provaveis.

Essas suposi¢oes sao particularmente relevantes e frequentemente atendidas em
contextos que envolvem problemas de passeio aleatorio, nos quais as caracteristicas es-
tatisticas das amplitudes e fases das ondas sao essenciais para a modelagem precisa do
fenbmeno em questao.
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2.2.2 Soma Fasorial

Vamos analisar as implicagoes dessas trés premissas na parte real e imaginaria do
fasor resultante, utilizando o primeiro e segundo momentos. O primeiro momento é a
média, enquanto o segundo momento esta relacionado a variabilidade em torno da média

[48).

Iniciando com o primeiro momento, temos:

| X
(R) \/_ Z Ay, COS () = T ; Ay, COS G). (2.9)

Considerando a independéncia estatistica de a,, e ¢,, conforme nossas premissas,
obtemos:

N N
(R) = <\/LN ;an oS ¢y,) = \/L_HZ::I an)(cos ¢p) =0, (2.10)

uma vez que cos¢, ¢ uniformemente distribuido em (0, 27)5.

De forma anéloga para a parte imaginaria, temos:

N N
_ <\/LN;CL” sin ¢,,) = \/—1_ Z a,)(sin ¢, ) = 0. (2.12)

n=1

Ao aplicarmos o mesmo raciocinio para o segundo momento, obtemos:

) 1 N N
R > = N Z Z_ anam COS ¢n¢n> (213)

n=1m=1

onde observamos que:

e Se m # n: {(cos ¢y, cos ¢,) = (cos ¢, )(cos ¢p,) = 0
e Sem = n: (Cos ¢y, COS Ppy) = (COS Py, COS Pry) = (cO8? Pp) = (3 + 5 €082¢,) = 1

Portanto, considerando apenas os termos nao nulos, temos:

1 — 1 o (a2)
2 2 2 _
(R?) = D taieos’ on) = Z (2.14)
5Podemos escrever a media, também como :
27
(cospn) = / cosppdo, = 0. (2.11)
0
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e de forma anéloga para a parte imaginéria:

@) = 23 (@) sint ) = S0 ) (2.15)

Usando a defini¢ao de variancia:

o? = (X?) — (X)? (2.16)

podemos observar que a variancia das partes reais e imaginarias sao iguais para o segundo
momento, uma vez que ¢, é uniformemente distribuido em (0, 27). Assim,

o2 = (R2) = (12) = %Z <§L\;>. (2.17)

Realizaremos agora o calculo da fungao correlagao entre as partes real e imaginéria,
ou seja,

N N
I'rz=(RI) = <\/—1N Z @y, COS qﬁn\/% Z ay Sin ¢,)
n=1 n=1

I
=
WE

(anan)(cos ¢, sin ¢y,)

n=1
1 N in 26,
=y T
Lo (a2)
:N; 5 (sin2¢,) =0

onde (sin2¢,) = 0. Concluimos, portanto, que nao hé correlagao entre as partes R e Z
do fasor resultante sob as condig¢oes impostas.

Agora, ao considerarmos N muito grande, as partes real e imaginaria do fasor
resultante, A, serao constituidas por uma soma significativa de varidveis independentes
(a, e ¢,). Nessa perspectiva, recorremos ao Teorema do Limite Central [49], que es-
tabelece que a distribuicao da soma de um grande ntimero de varidveis independentes,
independentemente da forma original de suas distribuicoes, tenderd a se aproximar de
uma distribui¢ao normal. Dessa forma, a medida que N — oo, as partes real e imaginaria
se aproximarao assintoticamente de uma distribuigao normal.

Dessa maneira, expressamos as partes real (R) e imaginaria (Z) por meio de fungoes
de densidade de probabilidade normais:
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f(R) = - 1% exp (—% (%)2> (2.18)
() = - 127r exp <_% (0%)2) (2.19)

Conforme estabelecido anteriormente, os valores esperados de R e Z sao nulos,
e para simplificar, adotaremos ¢ = or = o7. Além disso, dado que R e Z sao nao
correlacionados, podemos formular a fun¢ao de densidade de probabilidade conjunta como
o produto das fungoes individuais.

pral®.2) = JR)- 10 = e {3 (B EE ). (2.20)

2702 2 202

Esse resultado reflete a independéncia estatistica entre R e Z. A densidade de
probabilidade conjunta no plano R x Z delineia circulos centrados na origem, conforme
ilustrado na Figura 2.7. As regides com curvas mais escuras (roxas e azuis) indicam uma
menor densidade de probabilidade, refletindo 4dreas onde os eventos tém uma probabilidade
mais elevada de ocorrer. Em contrapartida, as areas com curvas mais claras (verdes e
amarelas) representam regides de maior densidade de probabilidade, onde os eventos tém
uma probabilidade reduzida. A representagao grafica dessa distribuicao revela a natureza
circular do contorno, caracterizando o fasor complexo, A, como uma varidavel gaussiana
complexa circular.

Figura 2.7: Gréfico de contorno representando a densidade de probabilidade constante
para uma variavel aleatéria gaussiana complexa circular. O eixo ‘R’ representa a parte

real, enquanto o eixo ‘Z’ representa a parte imaginaria.
34
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R

Fonte: Autor, 2023.
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CAPITULO 2. FENOMENOS DE SPECKLES PARA UMA LUZ COERENTE 15

Devido & natureza circular desse contorno, o fasor complexo, A, é caracterizado
como uma variavel gaussiana complexa circular. Podemos estender essa discussao para
as grandezas de amplitude e fase, A e #, respectivamente, usando as regras da teoria da
probabilidade para transformagoes de variaveis [21]. Inicialmente, expressamos A e 6 em
termos de R e Z, onde para A multiplicamos pela sua complexa conjugada, resultando
em:

N 2 N 2
1 1
AA* = |A|2 = A% = (— Zancosqbn) + (— Zan5€n¢n) )
\/N n—1 \/N n=1

= A=VR2+ 712 (2.21)
e para 6 faremos:
T
0= t — 5. 2.22
arctan {’R} (2.22)

Considerando R = Acosf e T = Asin@, escrevemos a densidade de probabilidade
conjunta A e 0 apés a transformacao de variaveis como:

pas(A,0) = prz(Acost, Asinb)|J|, (2.23)

onde J ¢é a matriz jacobiana, dada por:

IR IR
|| = % g_g =A, (2.24)
0A 96
portanto,
A A?
pas(A,0) = 53 TP {—@} (2.25)

com A>0e0 <60 <27 Obtida a estatistica conjunta de A e 6, descreveremos agora
as estatisticas isoladas de A e 6. Para A, a funcao densidade de probabilidade Rayleigh é
dada por:

o A A2\ [ A A?
pa= /0 pao(A,0)do = 502 P {_Tc?}/o df = —zexp {_Tc?} : (2.26)

Essa expressao é conhecida como a funcao densidade de probabilidade Rayleigh, e
na Figura 2.8 podemos observar sua representagao grafica, evidenciando que a amplitude
do fasor resultante segue uma distribuicao Rayleigh.

Na figura 2.8, podemos observar que a distribuicao Rayleigh tem uma forma as-
simétrica e nao negativa, com a probabilidade concentrada em valores mais baixos de
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Figura 2.8: Funcao densidade de probabilidade Rayleigh

A

4
0.6

Fonte: Autor, 2023.

amplitude e diminuindo & medida que a amplitude aumenta. As curvas mais elevadas
indicam regioes de maior probabilidade, enquanto as curvas mais baixas correspondem
a regioes menos provaveis. Isso sugere que, no contexto do fasor resultante, amplitudes
menores sao mais provaveis de ocorrer.

Essa distribuicao ¢ comumente encontrada em sistemas nos quais a amplitude ¢é
influenciada por multiplos processos independentes e aleatérios. Além disso, ao conside-
rarmos a distribui¢do de probabilidade para a fase, representada por py(6), , podemos
calcular sua expressao como:

<A A 1
— [ Zempl-Zlaa=—. 2.2
po(6) /0 2T crp { 202 } d 2T (2.27)

Este resultado indica que a probabilidade de observar qualquer valor especifico da
fase 6 constante e independe da amplitude A. A partir desse resultado, percebemos que a
funcao densidade conjunta de A e # pode ser fatorada como um produto das distribui¢oes
pa(A) e pyg(0). Essa fatorizacao revela que A e 0 sdo variaveis aleatorias estatisticamente
independentes. Em outras palavras, o conhecimento da amplitude nao fornece informacoes
adicionais sobre a distribuicao da fase, e vice-versa.

2.2.3 Soma de fasores com um fasor constante

Além do cenario da distribuicao Rayleigh discutido anteriormente, outra situacao
relevante ocorre quando o fasor resultante é modelado como a soma de um fasor variavel
e um fasor constante, conforme ilustrado na Figura 2.9. Essa configuragao ampliada é
particularmente 1til para compreender fenémenos onde a contribuicao constante é signi-
ficativa.

Nesse contexto, para simplificar sem perder generalidade, consideramos que o fasor
constante esta alinhado completamente ao longo do eixo real. Dessa forma, as partes real
e imaginaria do fasor resultante sao expressas como:
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Figura 2.9: Soma fasorial, representada pelos vetores azuis, onde a 'nuvem azul’ indica
uma grande numero de componentes aleatéria gaussiana circular, ja o vetor vermelho é
o vetor contante, Ag, inteiramente no eixo real e o vetor resultando é representado pelo
vetor vermelho escuro.

Im
Re .
Fonte: Autor, 2023.
| N
R=A+— ) a,cos¢, (2.28)
7F

N
1
T=—)Y a,sendy, (2.29)
>

onde Ay representa o fasor constante conhecido. Essa modelagem oferece uma perspectiva
mais abrangente, permitindo a anéalise de fenomenos que envolvem tanto componentes
variaveis quanto constantes no fasor resultante.

A introducao do fasor constante adiciona uma média conhecida & parte real do
fasor resultante [21], podemos ilustra isso da seguinte forma: Imagine que estamos acom-
panhando a trajetoéria de um objeto em movimento ao longo do tempo. O fasor constante
seria como se tivéssemos uma ideia clara de onde o objeto geralmente se encontra, inde-
pendentemente do tempo. Isso se torna uma espécie de "ponto de referéncia"ou "meédia
conhecida". Entao, o que estamos fazendo é considerar nao apenas as variagoes aleatorias
do objeto, mas também adicionando essa "média"constante & equacao. Da mesma forma
como feito anteriormente, consideramos N — 0o, ou seja, um grande niumero de passos na
soma fasorial. Isso faz com que as partes real e imaginaria se aproximem assintoticamente
de uma distribuicao gaussiana, resultando em:

1
prz(R,I) = Q—exp {— (2.30)

e

(R+A0)2+IQ}.

202

Usando a mesma transformacao mencionada anteriormente, obtemos:
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pag(A,0) =prz(R = Acostd, T = Asend)|J|
A o {_ (Acost — Ag)? + (Asend)? }

2mo? 202
_ A cxp {_ (Acosh)? + (Asenf)? — 2AAgcost + A2 }
2mo? 2mo?
A A% —2AAgcost + A3
~ 2102 crp {_ 2mo? }

da mesma forma A > 0 e 0 € [0,27]. Assim para calcular a estatistica marginal de A e
A, procedemos da mesma forma que nos casos anteriores. Logo:

27 A 21 A2+2AA 0050+A2
pa(A) = / pao(A,0)do = 53 / egjp{_ 0 0} 7
0 o 0

202
A A%+ A2 /27r ” 2AAgcost
= ong2 P 202 0 “rp 202 ’

usando a inidentidade:

2w
/ ePostdt = 211y (b), (2.31)
0

onde Iy(+) é a funcdo de Bessel modificada do primeiro tipo. Assim, obtemos:

pa(A) = ieXp{—M}Io (AAO), (2.32)

2mo 202 o2

valido para A > 0. Agora, ao observarmos a representacao grafica dessa densidade na
Figura 2.10 para diferentes valores da razao Ay/o podemos extrair algumas informagoes
relevantes. Quando Ag/o = 0, a densidade de Rician assume exatamente a forma da
densidade de Rayleigh. Isso significa que, na auséncia do componente constante Ay, nossa
distribuicao se reduz a conhecida distribui¢ao de Rayleigh, que é comumente usada para
modelar situagdes onde nao héa contribuigao constante no sinal. Ja quando Ag/o # 0,
notamos uma mudanga. A densidade de Rician assume uma forma simétrica, indicando
que a presenca do componente constante influencia a distribuicao, tornando-a mais si-
métrica ao redor do seu valor médio. No limite que Ag/o é muito grande, a densidade
de Rician comega a se parecer cada vez mais com uma densidade gaussiana. Em outras
palavras, quando a contribui¢cao do componente constante é significativamente maior em
comparacao com a variabilidade do sinal, a distribuicao se aproxima de uma distribuicao
normal, também conhecida como gaussiana.

Vamos explorar em detalhes o processo para a fase, seguindo a mesma linha de
raciocinio. Ao realizar a integral para a funcao de densidade de probabilidade da fase
pa(0), obtemos a seguinte expressao:
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Figura 2.10: Fungao de densidade Rician para vérios valores de Ay/o.

A
0.6} — Ay =0
— = Agfo=2
-— Agfo =4
0.5} san Aol =6
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Ap/o =10
/\04_ \ /\ '/‘\ AoJo =12
< / 1! To®
= 0.3} b R
E v
S A
0.24 o
A
0.1 X
\4
0.6 YA SV .
7 9 11 13 15

Alo
Fonte: Autor, 2023.

> 1 AZ > A% — 2AAgcost
pe(0) = /0 pag(A,0)dA = 53 TP {—W} i Aexp {— 52 } dA.
(2.33)

Resolvendo apenas a integral, temos:

& A2 —2AA &0 A2 —2AA A% cos?f — A% cos?d
/ Aexp{— - ZOCOSQ}dA:/ Aexp{— 00089—1—2 2Ocos 0 & cos }dA,
0 o 0 o

2 a2 00 _ 2
:exp{AO;OS e}/ Aexp{_ (A :;xgcose) }dA’
g 0 ag

fazendo a seguinte mudanca de variavel, u = A — Agcosd = du = dA, entao resolvendo
apenas a integral, temos

[T d - (A=) baa [Cs amnen{- () L
:/Ooouexp{— (ﬁ)g}du+/oovocoseexp{— (%)Q}du
:/Ooouexp{— (ﬁ) }du—l—AocosG/Oooexp{— (LQU)

tendo em mente que:
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> 2n _ E)2 d — @ (9)2714-1
/0 * exp{ (a } v= VT n! \2 ’
/OO 22 oy d — <§>2 de — ﬂaznﬂ
0 p a - 2 I

com isso obtemos, onde para a segunda integral de 2.34, consideramos n = 0 em ambas

as integrais,
*° A — Agcost 2 \/?
Aexp — | ———— dA = 0® + Agy | =ocosb. 2.35
/0 P { < V20 ) } V2 (235)

Substituindo este resultado em py(#), obtemos:

exp(—A2/20° A2cos%0 T
pe(0) = p( 27r002/ ) exp {027} (02 + Ao\/;acos«9> ,

_ exp(—A2/20?) exp AZcos*0 L+ Eﬂcos@ '
27 202 20

essa solugao é valida para 6 € [0, 27[. Inicialmente, ao considerar Ag/o = 0, observamos
que a fase é uniformemente distribuida, um comportamento ja observado na distribuicao
de Rayleigh. Isso significa que, na auséncia de um componente constante significativo, a
fase do fasor resultante é igualmente provavel em todas as dire¢oes. Entretanto, & medida
que Ag/o aumenta, a distribuigao de fase torna-se mais concentrada ao redor do fasor
constante, i.e, # < 1. Isso indica que a presenga de um componente constante resulta
em uma maior probabilidade de ocorréncia de fases proximas aquela associada ao fasor
constante. Em outras palavras, a fase do sinal tende a se agrupar em torno da fase do
componente constante. Quando Agy/o é muito grande, a distribuigao de fase se aproxima
de uma distribuicao gaussiana. Essa transicao para uma distribuicao gaussiana implica
que, em cenarios onde o componente constante é significativamente maior em relagao a

variabilidade do sinal, a fase do fasor resultante segue uma distribuicao gaussianaS:

5Diante de todas as aproximacoes, temos:

A A
o 1+ Eiocosg =1+ 570, como AO/U > 1
20 20

AZcos?0 A? A? A26?
. easp{ 0202 } ~ exp{%'oz(l - 92)} = emp{%‘%} ea?p{— 2(;2 } (2.36)
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Essa distribuicao gaussiana possui média zero, o que significa que, em média, a
fase do sinal nao possui um desvio em relagao ao componente constante. O desvio padrao
dessa distribui¢ao gaussiana é dado por o/Ay, indicando a dispersao da fase em relagao
ao fasor constante.

2.3 Estatisticas de primeira ordem

Nesta secao, examinaremos as propriedades estatisticas de primeira ordem dos pa-
droes de speckles. Por primeira ordem, estamos considerando as propriedades estatisticas
em um dnico ponto no espaco. Vale destacar que a origem do speckle reside na adi¢ao de
uma série de contribui¢oes complexas em fase aleatoéria, geralmente amplitudes comple-
xas. Assim, os resultados da soma fasorial aleatéria das se¢oes anteriores serao de grande
ajuda para noés aqui. Assumindo que as condigoes estatisticas delineadas na segao 2.2.1
sao validas aqui para as componentes fasoriais.

Para isso, inicialmente, escreveremos a densidade de probabilidade em funcao da
intensidade I do campo de speckles, dada pela equacao 2.5. Considerando que a inten-
sidade I é uma variavel aleatoria que se relaciona com a amplitude |A| através de uma

transformacao monoétona de uma varidvel aleatoria’, expressa por:

[ = f(A) = A% (2.37)

Assim, a fungdo densidade de probabilidade p;(I) pode ser derivada da funcao
densidade de probabilidade pa(A), através da seguinte transformagao:

dA 1
1) = I |—|=——= I). 2.38
() = pa(VD) || = 5oznaltVD 239)

Este resultado nos permite especificar a funcao densidade de probabilidade da
intensidade para cada caso em que conhecemos a densidade de probabilidade da amplitude

A.

Quando lidamos com um grande ntimero de contribuicoes de fasores aleatorios, a
fungao densidade de probabilidade da amplitude segue uma distribuicao Rayleigh, con-
forme descrita pela equacao 2.26. Aplicando a transformacao anteriormente, descobrimos
que a intensidade do padrao de speckle é distribuida de acordo com a densidade de pro-
babilidade exponencial negativa:

“Uma transformacdo monétona de uma varidvel aleatéria é uma funcdo que preserva a ordem dos
valores dessa variavel aleatoria. Isso significa que se vocé tem duas observagoes X7 e X5 de uma va-
riavel aleatoria X, e X7 < X5, entao a transformagao mondtona aplicada a X; serd menor do que a
transformagao aplicada a Xs.
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1 1
= T‘z exXp —T‘Q y (239)

com [ > 0, podemos reescrever essa expressao em termos do primeiro momento. Para
isso, resolveremos a seguinte integral®. Obtemos:

(I) = /0 h Ip/(I)dI = 20*

com isso, conseguimos reescrever a densidade de probabilidade como :

pi(l) = %eXp (—%) : (2.40)

O speckle com essa distribuicao de probabilidade é frequentemente chamado de
speckle completamente de totalmente desenvolvido. Ao contrario de outros casos de
speckle, onde a distribuicao de fase dos fasores contribuintes pode variar, no speckle
completamente desenvolvido, a distribui¢ao da intensidade é mais previsivel e segue uma
tendéncia exponencial negativa, como podemos ver na figura 2.11. Esse termo "comple-
tamente desenvolvido"sugere que a complexidade do padrao é plenamente manifestada, e
a uniformidade na distribui¢ao de intensidade [21, 46].

Figura 2.11: A funcao de densidade exponencial negativa.
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Fonte: Autor, 2023.

8Considerando u = —I/20?%, = du = —dI/20*. Com isso, obtemos (I) = —20? fi)oo wexp udu, onde
resolvendo essa integral por partes, encontramos que o resultado dela é -1.
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Uma quantidade relevante para o nosso trabalho é o contraste, definido por:

c=2L (2.41)

onde o7 é o desvio padrao da intensidade. Essa medida nos ajuda a avaliar a intensidade
das flutuagoes em um padrao de speckle em relacao & sua intensidade média. Em outras
palavras, o contraste nos fornece uma indica¢ao de quao significativas sao as variagoes de
intensidade em relacao ao valor médio.

Para essa distribuicao exponencial, temos que o desvio padrao da intensidade ¢°

or = (I)=(I)* = 2(I)* — (I)* = (I)*
= o = (I), (2.42)

e, para uma distribui¢cao exponencial, o contraste é:

oy

C=-—-L=1, (2.43)

caracterizando um speckle completamente desenvolvido. Essa condigao de contraste igual
a 1 fornece um valor de referéncia para avaliar o grau de flutuagoes em um determinado
padrao de speckle. Em um speckle completamente desenvolvido, as flutuagoes de intensi-
dade sao tao intensas quanto a propria intensidade média, indicando uma distribuicao de
intensidade muito homogénea.

Assim, delineamos o tratamento estatistico do formalismo de speckle, destacando
que a intensidade de um padrao de speckle totalmente desenvolvido segue uma densidade
de probabilidade exponencial negativa. Dado que a distribuicao exponencial descreve o
comportamento da amplitude de speckle totalmente desenvolvida, podemos referir-nos
a ela como speckle de Rayleigh. No entanto, padroes de speckle que nao seguem essa
distribuicao sao denominados nao-Rayleigh, como no caso em que um fasor constante é
adicionado a soma fasorial.

Entretanto, ao considerarmos o tratamento estatistico do speckle de luz, surge
a seguinte indagacao: como descreveremos essa estatistica para um sistema quantico
de duas particulas interagindo localmente em um meio fracamente desordenado? No
entanto, antes de respondermos a essa questao, apresentaremos nos capitulos seguintes a
importancia e os principais resultados tanto do modelo de uma tnica particula, que sera
extremamente relevante em nossa descricao estatistica, quanto do nosso modelo de duas
particulas interagindo.

Ao avancarmos na compreensao desses modelos, estaremos melhor equipados para
abordar os desafios inerentes a descricao estatistica de sistemas quénticos complexos,
oferecendo uma base soélida para a analise de speckle.

9Nesse caso, ¢ necessario calcular a seguinte integral: (I?) = [ I?p;(I)dI. Para isso, usamos a
mesma mudanca de varidvel utilizada para encontrar (I), ou seja, u = —I/20% = du = —dI/202.

Dessa forma, a integral obtida é (I?) = 40* fgm u?e“du. Agora, integrando por partes, temos: (I?) =

4ot (—2 . ue“du) = 40%(=2)(—1) = 2(do) = 2(20%)% = 2(I)2.
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Capitulo 3

Estruturas cristalinas e desordenadas e o
modelo de duas particulas

3.1 Sistemas de rede Cristalina

No estado soélido, as estruturas cristalinas sao compostas por atomos ou moléculas
dispostos de maneira regular e peridédica no espacgo. Essas estruturas cristalinas sao exclu-
sivas dos solidos, sendo observadas em uma ampla variedade de materiais, como metais,
que exibem arranjos cristalinos. A caracteristica distintiva dessas estruturas é a sua re-
gularidade e repeticao periodica. A menor unidade dessa estrutura é chamada de "célula
primitiva". Assim, podemos entender que o volume total de um cristal ¢ formado pela
uniao de varias células primitivas, mantendo a periodicidade da rede cristalina|50].

A consequéncia dessa regularidade é que a rede permanece inalterada para trans-
lacoes sobre distancias que sao miltiplos inteiros do periodo da rede. Isso é vélido tanto
para um cristal ideal infinito quanto para um cristal finito sujeito a condig¢oes periddicas
de contorno.

O conceito fundamental aqui é a rede de Bravais, nomeada em homenagem a Au-
guste Bravais|51, 52]. Uma rede de Bravais(tridimensional, conforme mostrada na figura
3.1(b)) é um conjunto discreto de vetores nao coplanares' fechado sob as operagoes de
adicao e subtracao vetorial, de modo que a soma ou diferenga de dois vetores pertencen-
tes ao conjunto continue pertencendo ao conjunto. Os vetores que descrevem os pontos
da rede de Bravais podem ser expressos como uma combinacao linear de vetores base,
chamados de vetores da rede, conforme a equacao:

R = niay, + Neas + nzas. (31)

A Figura 3.1 ilustra uma rede bidimensional e tridimensional. Os pontos represen-
tam as unidades do cristal que se repetem na mesma estrutura, e os vetores primitivos
tém a mesma direcao, independentemente do ponto de referéncia na rede.

No entanto, é importante notar que a concepcao da rede de Bravais nao reflete

Vale destacar que os vetores da rede de Bravais s6 sdo coplanares em uma rede tridimensional.
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Figura 3.1: Rede de Bravais (a) bidimensional e (b) tridimensional.
(a) (b)
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P

..M

.
Fonte : Retirada da referéncia [50].

completamente a realidade, uma vez que em cristais naturais, muitas células unitarias

sao substituidas por impurezas ou apresentam deformacoes na rede. Essas alteracoes

conferem caracteristicas tinicas aos materiais, influenciando suas propriedades térmicas,
6pticas e eletronicas.

A seguir iremos apresentar o primeiro modelo de conducgao puramente quéantico,
proposto por F. Bloch. Em seu modelo ele incorporou a organizacao periddica dos fons,
como acabamos de ver e levou em conta a influéncia dos fons sobre os elétrons|53].

3.2 Modelo de Bloch

O modelo de Bloch foi o primeiro modelo de condugao a levar em consideragao
essa organizacao periddica dos fons. Bloch baseou seu modelo em uma estrutura crista-
lina periédica, incorporando interagoes com os ions por meio de um potencial periddico
U(r). Os ions da rede, organizados de maneira regular em posigoes fixas e espagados
uniformemente. Como resultado, o potencial gerado por esses fons segue a regularidade
da rede de Bravais, representada pelo vetor a:

U = U7+ a). (3.2)

A Figura 3.2 apresenta uma representagdo do potencial periddico U(F) gerado
pela organizacao cristalina dos fons em uma rede. O grafico destaca a periodicidade da
estrutura cristalina, onde os fons ocupam posicoes fixas e estao espagados uniformemente
ao longo do eixo r. Cada circulo vermelho representa um fon na rede. As curvas azuis
ilustram como o potencial varia espacialmente devido a distribui¢ao periédica dos fons na
rede cristalina. A forma especifica das curvas é determinada pela natureza do potencial,
que depende da interacao entre os elétrons e os fons na estrutura cristalina. O padrao
repetitivo das curvas reflete a repeticao periddica da disposicao dos ions na rede.

Para entender as propriedades dos elétrons em uma rede cristalina, Bloch propos
resolver a equacao de Schrodinger independente do tempo

Ho(7) = |5 7 00| 0009 = B 33)
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Figura 3.2: Ilustracao do padrao tipico de um potencial cristalino.

Ufr)

Q- 90— 9 00— -9~

Fonte : Autor, 2023.

onde temos que H é o operador hamiltoniano, ¥ (7) é a fun¢ao de onda do elétron, i é a
constante reduzida de Planck, U(7) é o potencial periddico associado a rede cristalina e
E ¢é a energia do elétron.

Devido a periodicidade da rede, encontramos que a solu¢ao da fun¢ao de onda tem
a forma?

Ye(r) = eFug(r), (3.4)

onde u(7) representa a fungao que incorpora a periodicidade da rede, significando que
u(7) = ug (7 + @). Esta equac@o é conhecida como teorema de Bloch .Outra maneira de
expressar essa equagao ¢ por meio da seguinte relacao:

V(P + @) = eF (7). (3.5)

O Teorema de Bloch é fundamental na teoria da conducao em soélidos cristalinos.
Ele estabelece que as solugoes para a equacao de Schrodinger de um elétron em um
potencial periddico sao caracterizadas pela multiplicagdo de uma fungao periodica wuy(7)
— que incorpora a periodicidade da rede cristalina — por um fator exponencial complexo
e’ onde k ¢ o vetor de onda. Dessa forma, a fungao de onda do elétron em um cristal
pode ser expressas como uma combinacao de ondas planas moduladas pela estrutura
periddica da rede cristalina. Devido a essa propriedade, a funcao de onda eletronica se

estende por toda a rede, caracterizando um comportamento metéalico.

Utilizando a aproximacao tight-binding [50| para discretizar o hamiltoniano de
Bloch. Nesta aproximagao, consideramos que os elétrons estao fortemente ligados aos
fons, resultando em estados localizados nos fons. Cada um desses estados possui um
custo energético de ligacao €,, refletindo a energia de acoplamento do elétron ao fon n.
Além disso, devemos assumir que a superposicao entre os estados localizados é desprezivel,
garantindo que esses estados se assemelhem aos de um elétron ligado a um fon isolado.
Contudo, essa superposicao deve ser grande o suficiente para que os ions estejam acopla-
dos. Dessa forma, introduziremos o termo J,, ,,, (chamaremos de termo de hopping), como
sendo o parametro que governa o acoplamento entre os fons n e m. Por simplicidade,
assumiremos que Jy, y, = Jy n, Uma vez que o hamiltoniano é hermitiano. Esse termo de
hopping é responsavel por possibilitar o movimento dos elétrons entre diferentes ions, adi-

2Demonstragio do teorema de Bloch pode ser encontrada na ref.[50].
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cionando um elemento dindmico ao nosso modelo. Essa descricao "tight-binding"oferece
uma abordagem clara e controlada para entender a interagao entre elétrons e fons em um
solido cristalino.

Vamos expressar o Hamiltoniano de Bloch para uma rede com N sitios usando a
abordagem tight-binding. Nesse contexto, o Hamiltoniano pode ser formulado da seguinte
maneira:

N
H= Z(enchn - Z Jpmcl cn), (3.6)
n=1 m=1,m#n

onde ¢! e ¢, sdo, respectivamente, os operadores de criagao e aniquilagdo. O termo e,
representa os elementos da diagonal, associados a interagao onsite. Essencialmente, este
termo descreve a energia de um elétron interagindo localmente em um sitio especifico da
rede. Uma vez que a rede é cristalina, todos os fons no sistema sao idénticos, resultando
em um custo energético de interagao com os fons uniforme em toda a rede, sendo o mesmo
para toda arede. O termo de hopping J,, , que compreende os elementos fora da diagonal,
¢é responsavel pela mobilidade do elétron na cadeia. Este termo cinético permite que os
elétrons se desloquem entre diferentes sitios. Devido a simetria de translagao presente no
Hamiltoniano de Bloch, o valor de J, ,, ¢ constante em toda a rede.

Diante desse cenério, escreveremos o hamiltoniano 3.6, usando a aproximagcao de
primeiros vizinhos® com m = %1 e, sem perda de generalidade, definimos o referencial de
energia €, = 0. Dessa forma, o Hamiltoniano pode ser reescrito como:

N
H=—J Z(CL+1cn + leflcn) (3.7)

n=1

onde consideramos J,, ,1+1 = J, tendo em vista o sistema cristalino com simetria transla-
cional.

Abordamos numericamente a equagao secular det[H — eI] = 0, onde, inicialmente,
estamos focados nos autovalores da hamiltoniana. Para realizar a diagonalizacao da matriz
e extrair os autovalores, utilizamos a linguagem de programac¢ao FORTRAN, empregando
as bibliotecas BLAS[54] e LAPACK]55]. Com os autovalores em maos, calculamos uma
quantidade fisica: a Densidade de Estados Normalizada.

A expressao para a densidade de estados é dada por:
1
DOS(E) = Zn: 5(E — E,), (3.8)

onde N é o tamanho da cadeia. Essencialmente, essa expressao quantifica o numero
de niveis de energia disponiveis para um elétron em um intervalo £ + dFE. Através da

3A aproximacdo de primeiros vizinhos é uma técnica comum em fisica da matéria condensada para
simplificar a descri¢cao de interagoes entre particulas em uma rede. No contexto da teoria de bandas, essa
aproximagao foca nas interagoes entre atomos adjacentes, ou seja, aqueles que sdo os primeiros vizinhos
uns dos outros na estrutura cristalina.
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densidade de estados podemos entender como os estados de energia estao distribuidos no
sistema.

Figura 3.3: Densidade de estados para um rede cristalina com N = 1000.
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Fonte : Autor, 2023.

Na figura 3.3, temos a densidade de estados para uma cadeia de tamanho N =
1000, com ¢ = 0 e J = 1. A distribuigdo de energia é simétrica, evidenciando um
maior numero de estados ocupados nas extremidades da rede. Esse padrao revela a
presenca de singularidades de Van Hove*. A singularidade de Van Hove destaca-se pela
concentracao de estados em regioes especificas da banda de energia. Notavelmente, a
DOS assume um maior nimero de estados nas extremidades da banda, indicando uma
extensao significativa ao longo da rede. Este fendmeno sugere uma consideravel mobilidade
dos elétrons, estendendo-se por toda a estrutura cristalina. Além disso, observamos que
as energias estao delimitadas dentro de um intervalo de [—2, 2], onde podemos escrevé-las
como:

E =¢—2Jcos(ka), (3.9)

que obtemos ao resolver a equagao de Schrédinger independente do tempo, como mostrado
no apéndice A.

Vamos agora explorar os aspectos dinamicos deste modelo resolvendo a equagao
de Schrodinger dependente do tempo:

d
i) = Hl). (3.10)

Para abordar essa equacao, utilizaremos uma solugao na forma:

) = taln), (3.11)

4Uma singularidade de Van Hove é basicamente um ponto nao suave na densidade de estados (DOS)
de um solido cristalino.
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onde |n) sao os estados da cadeia. Ao aplicar essa solugdo, encontramos uma rela¢ao de
recorréncia(eq. A.9, encontrada no apéndice A):

ih%wn(t) = — T (ns1 + Y1), (3.12)

esta expressao descreve a dinamica do pacote eletronico ao longo da cadeia. Nesta equacao,
i representa a unidade imaginaria e h a constante de planck. Conhecida como a Equao
de Schrdinger Discreta (DSE), essa formulagao captura a evolugao temporal dos estados
quanticos na cadeia, considerando o acoplamento entre sitios vizinhos.

Resolvemos numericamente a equacao acima através da expansao em serie de Tay-
lor do operador evolugao temporal em FORTRAN,

I :
) o (—iH !
D(At) = e A =1 4 E <Zl—!At), (3.13)

=1

onde [y é a ordem da expansao considerando A = 1. Assim, a fun¢ao de onda em um tempo
At é representada por [p(At)) = I'(At)|y(t = 0)). Para iniciar a evolugao temporal,
adotamos uma condicao inicial do tipo delta, concentrando toda a funcao de onda no
centro da rede.

Na Figura 3.4, apresentamos a evolugao temporal da fungao de onda em uma rede
N = 800, evoluindo até t = 200. Como podemos observar, a funcao de onda evolui
ao longo do tempo, demonstrando claramente sua extensao por toda a rede, conforme
previsto inicialmente por Bloch. Esse fendmeno sugere que os elétrons, inicialmente con-
centrados em uma regiao especifica da rede, gradualmente se dispersam por todos os sitios
da rede cristalina.

Figura 3.4: Evolucao temporal da funcao de onda em uma rede com N = 800.

[¥n]?

Fonte : Autor, 2023.
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Apesar de sua simplicidade, o modelo de Bloch desempenhou um papel significa-
tivo ao elucidar fatores importantes, como a teoria de bandas, e ao oferecer uma explica-
¢ao para a diferenciacao entre materiais condutores, semicondutores e isolantes, proposta
inicialmente por Wilson[56]. No entanto, mesmo sendo fundamental para compreender
diversos fendmenos fisicos, reconhece-se que a introducao de novos elementos, como im-
perfei¢coes na rede e interacoes elétron-elétron, pode modificar o comportamento da funcao
de onda. Em outras palavras, o sistema pode manifestar caracteristicas inéditas que nao
eram contempladas pelo modelo de Bloch. A seguir, veremos como essas imperfei¢oes
atuam no sistema, promovendo a localizagao do pacote de ondas.

3.3 Modelo de Anderson

O modelo de Bloch desempenhou um papel fundamental na exploragao e compre-
ensao de diversos fendémenos fisicos. No entanto, é importante ressaltar que estruturas
cristalinas perfeitas sao extraordinariamente dificeis de ser encontradas na natureza. A
realidade é que tanto os materiais naturais quanto aqueles fabricados em laboratorios fre-
quentemente exibem imperfeicoes em suas estruturas. Essas imperfei¢oes sao intrinsecas
e resultam de uma variedade de fatores. Esses defeitos alteram as propriedades fisicas dos
materiais, como propriedades térmicas, 6pticas e elétricas.

Uma abordagem que incorpora essas imperfei¢oes foi proposta por P.W. Anderson
na década de 50 [57]. Essas imperfei¢des sao denominadas desordens e sdo introduzidas
no sistema por meio de uma distribuicao aleatéria, seja no termo de energia potencial,
caracterizando uma desordem composicional, onde cada atomo é diferente, ou no termo
de energia cinética, caracterizando uma desordem estrutural, onde os espacamentos entre
os atomos variam. A representacao dessas situagoes pode ser observada na Figura 3.5,
em que a Figura 3.5(a) representa uma rede cristalina, a Figura 3.5(b) ilustra a desordem
composicional, e a Figura 3.5(c) mostra a desordem estrutural.

Figura 3.5: Ilustracdo de uma rede com desordem: (a) representa o caso sem desordemn,
(b) apresenta desordem composicional e (¢) mostra a desordem estrutural.

Fonte : Autor, 2023.

Diante desse contexto, na equacao 3.6 da hamiltoniana de Bloch, a presenca de
desordem provoca variagoes nos valores das distribuigoes de energia no sitio (onsite) e
nos termos de transigdo (hopping), os quais agora assumem valores aleatorios dentro
do intervalo [-W/2,W/2], onde W representa a largura da desordem. Mantendo as
aproximagoes anteriores, podemos expressar a hamiltoniana desse modelo da seguinte
forma:
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N

H= Z(ﬁncilcn - J(CLHCn + CL—lcn»v (3.14)
n=1

Nesse contexto, consideramos que apenas o potencial onsite é aleatorio, enquanto
as interacoes de hopping entre os primeiros vizinhos permanecem constantes, conforme
feito por Anderson em seu trabalho[57|. Para compreendermos de maneira geral o impacto
da desordem no sistema, realizamos as mesmas analises realizadas anteriormente no caso
de uma rede cristalina.

Utilizando a hamiltoniana 5.1, procederemos a diagonalizacao exata, resolvendo a
equagao secular para obter o espectro de energia. Com base nesse espectro, calcularemos
a densidade de estados, conforme expresso pela equagao 3.8 e representado na figura
3.6. Destaca-se que a presenca da desordem tem o efeito de suavizar a singularidade de
Von Hove. A medida que a intensidade da desordem aumenta, essa singularidade torna-
se menos acentuada, indicando uma modificacao na distribuicao dos estados eletronicos
devido & influéncia da desordem no sistema. Essa alteracao resulta em uma resposta
mais suave no espectro de densidade de estados, onde a desordem tende a aumentar o
intervalo das energias ocupadas, seguindo a relacao |E| < 2J + W/2 [58]. Essa expressao
evidencia a simetria presente mesmo diante da desordem no sistema. A dispersao dos
niveis de energia torna a densidade de estados mais continua, evitando a divergéncia
abrupta associada a singularidade de Von Hove. A auséncia dessa divergéncia ¢ um forte
indicativo da presenca de estados localizados.

Figura 3.6: Densidade de estados para uma cadeia desordenada no modelo de Anderson,
considerando a aproximacao de primeiros vizinhos, para diversos valores de largura de
desordem W. Para uma rede com N = 1000 e 200 amostras.
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Fonte : Autor, 2023.

Agora, com a intencao de realizar a analise temporal dos elétrons em um meio
desordenado, conforme feito anteriormente, resolveremos a equagao de Schrédinger de-
pendente do tempo. Obtém-se a seguinte relacdo de recorréncia(eq. A.9, encontrada no
apéndice A):
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ih%d;n(t) et — J(Wonr + Pnr). (3.15)

Assim como na se¢ao anterior, iremos desenvolver um codigo em FORTRAN para
simular a evolucao temporal do sistema utilizando a expansao em série de Taylor do
operador de evolugao temporal, conforme a equagao 4.21 (conforme mostrado na Figura
3.7(a)). Neste caso, aplicamos uma condigao inicial do tipo delta, também posicionada
no centro da rede.

Um dos principais resultados do modelo de Anderson foi a identificacao da localiza-
¢ao espacial das fungoes de onda. Em outras palavras, dependendo do grau de desordem
no sistema, a funcao de onda nao se estende por toda a rede. Para uma desordem fraca,
a funcao de onda se estende pela rede, porém perde a coeréncia de fase, de tal forma que
o comportamento do sistema ¢é tipicamente metalico [59, 60, 61, 62]|. Entretanto, para
um valor de desordem forte, temos a localizacao da funcao de onda. Esse fenémeno é
conhecido como localizao de Anderson. Uma caracteristica distintiva dessa localizagao é
o comportamento exponencialmente localizado das fungoes de onda. Isso implica que a
probabilidade de encontrar a particula diminui rapidamente a medida que nos afastamos
da regiao onde ela esta inicialmente localizada.

Ao observarmos a comparagao entre a Figura 3.4 (situagao sem desordem) e o caso
com desordem, representado na Figura 3.7(a), torna-se evidente que a fungao de onda
nao se estende mais por toda a rede na presenca de desordem. Em vez disso, a funcao
de onda permanece localizada proxima a sua posigao inicial. A Figura 3.7(b) apresenta
o perfil do pacote de ondas em um instante de tempo ¢ = 200, representado em escala
semi-logaritmica. Esse grafico ilustra o perfil exponencialmente localizado da funcao de
onda [63]. O envelope da funcio de onda ¢ descrito pela expressio e "~/ em que I ¢ o
comprimento de localizagao e (n) é a posigdo média do pacote. Essa formulagao destaca
como a probabilidade de encontrar a particula diminui exponencialmente & medida que
nos afastamos da posicao média do pacote.

Figura 3.7: (a) Evolug@o temporal da fun¢ao de onda em uma rede desordenada, W = 2,
com N = 800 (b) perfil exponencialmente localizado da funcdo de onda, alinha tracejada
representa e~ "~/ com (n) a2 400 e [ ~ 14.
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Fonte : Autor, 2023.

Apos as descobertas pioneiras de Anderson, o fenémeno da localizacao induzida
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pela presenca de desordem foi prontamente e extensivamente explorado em diversas areas.
Isso inclui pesquisas em optica |64, 65, 66|, condensados de Bose-Einstein [67, 68, 69, 70|
e transporte eletronico [57, 59, 71].

Uma contribuicao notavel que merece destaque é a Teoria da Escala desenvolvida
por Elihu Abrahams e colaboradores [59], baseada no trabalho de Thouless [72]. Nesse
contexto, Thouless considerou um sélido com volume (2L)¢, onde L representa o compri-
mento do sélido e d é a dimensao do sistema. Nesse cenério, as unidades fundamentais
deixam de ser sitios individuais e passam a ser caixas de volume que contém muitos si-
tios. Nessa abordagem, a Teoria da Escala propoe uma tnica quantidade, conhecida como
condutancia generalizada, que controla a transi¢ao entre estados estendidos e localizados.
Os pesquisadores demonstraram que, para dimensoes d > 2, a transi¢ao poderia ocorrer.
Por outro lado, em sistemas de baixa dimensionalidade, onde d < 2, nao existiam estados
estendidos na presenca de desordem.

Entretanto, estudos subsequentes abordando diferentes componentes revelaram
comportamentos nao previstos pela teoria da escala. Foi observada a presenca de cor-
relacoes entre termos que eram independentemente aleatorios, um fendmeno que emergiu
como um fator capaz de promover estados estendidos. Além disso, para distribuicoes
pseudoaleatorias, a presenga de estados estendidos também foi verificada |73, 74, 75].

Até este ponto, discutimos amplamente a localizacao de Anderson, um fenémeno
bem estabelecido na fisica [1]. Na mecénica quéntica, esse problema ¢é frequentemente
abordado para particulas nao interagentes, como ja mencionado anteriormente. A pre-
senga da interagao no sistema, para levar o sistema a fendmenos como a localizagao de
muitos corpos|2|. Nas se¢oes seguintes, revisaremos um dos primeiros trabalhos relacio-
nados a interacao e, posteriormente, apresentaremos uma abordagem mais simples para
estudar a influéncia da interagao no sistema.

3.4 Modelo de Mott e Hubbard

Em 1937, Mott e Peierls apresentaram um dos primeiros estudos sobre interacao
elétron-elétron, propondo que essa interagao fosse responsavel pelo cardter isolante de
alguns oxidos de metais de transi¢ao[76]. A explicagdo para esse comportamento foi
formulada por Mott em 1949[77|. Ele sugeriu que a formagao de um gap de energia,
impedindo a condugao, resulta da competicao entre a energia coulombiana, U, e a energia
cinética (hopping) entre sitios vizinhos. Mott demonstrou que a intera¢ao pode modificar
as propriedades de transporte do material, identificando assim os materiais com carater
isolante devido a essa interagao como "isolantes de Mott”.

Para compreender melhor o comportamento desses isolantes, é ttil recorrer a teoria
de bandas. Na teoria de bandas, a distin¢gao entre isolantes e condutores ¢ baseada no
preenchimento da estrutura eletronica. No isolante, a banda de valéncia esta completa-
mente preenchida, como mostrado na Figura 3.8(a), enquanto no condutor, a banda esté
parcialmente preenchida, conforme ilustrado na Figura 3.8(b).

Sob a perspectiva de Mott, a interacao entre elétrons divide a banda parcialmente
preenchida em duas sub-bandas, colocando o nivel de Fermi em um gap de energia. Isso
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Figura 3.8: Representacao grafica da densidade de estados para o modelo de elétrons nao
interagentes para um sistema (a) isolante e (b) condutor. (c¢) Densidade de estados para
o modelo de elétrons fracamente interagentes.
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Fonte: Retirada da referéncia [78§].

resulta no carater isolante do material, onde a energia de interagdo (U) controla se o
sistema ¢ isolante ou metélico.

O isolante de Mott pode ser descrito da seguinte maneira: em uma rede com
poucos elétrons, como podemos ver na figura 3.9(a), adicionar outro elétron a rede tem
baixo custo energético, pois a probabilidade de encontrar outro elétron no mesmo sitio é
pequena. No entanto, em uma rede semi-preenchida (um elétron por sitio, figura 3.9(b)),
o custo energético envolve repulsao coulombiana, aumentando o custo de adi¢ao do elétron
em U. Isso resulta no gap de Mott, conforme ilustrado na Figura 3.8(c). Quanto maior o
custo de dupla ocupagao (dado por U), mais a propagagao do elétron é inibida, levando o
sistema a apresentar comportamento isolante. Essa transicao metal-isolante causada pela
interagao entre elétrons é denominada "transigao de Mott"|79].

Figura 3.9: Ilustragao do isolante de Mott. Constituidada de uma rede quadrada, onda
as bolalas amaraleas representam os atomos, espagados igualmentes os pontos vermelhos
representam os na rede.

(¢) * (b)

Fonte: Autor, 2023.

A hamiltoniana que descreve a transicao de Mott foi proposta por Hubbard em
196480, 81, 82]:

H=—t Z(CITC]'T + CL{C‘]‘\L) +U Z CZTTCiTCLCiu (3.16)
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onde o sistema é governado pelos parametros ¢ (termo de hopping), que representa a
amplitude de probabilidade para um elétron pular entre sitios vizinhos, e U (termo de
interagao coulombiana), que se manifesta quando elétrons ocupam o mesmo orbital.

O modelo de Mott e Hubbard foi importante para explicar fenémenos que nao se
alinhavam com a teoria de bandas e recebeu suporte de estudos experimentais |83, 84|. No
entanto, apesar de sua aparente simplicidade, o modelo apresenta desafios, como o fato
de o termo de interacao nao ser suficientemente pequeno para ser tratado pela teoria da
perturbacao. Além disso, o esforco computacional é significativo, especialmente quando
o nimero de particulas aumenta, uma vez que o niimero de estados cresce exponencial-
mente com o nimero de particulas, e solugoes exatas sao conhecidas apenas para o caso
unidimensional [85, 86, 87, 88, 89].

Diante desse cenario desafiador, tem-se amplamente explorado sistemas que envol-
vem apenas duas particulas interagentes. Essa abordagem tem sido amplamente estudada
devido & sua relativa simplicidade em comparacao com sistemas mais complexos. A limi-
tagao a duas particulas oferece um terreno de pesquisa rico em recursos, possibilitando
uma andlise detalhada de interagbes e comportamentos emergentes|3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10].
Esse cenario mais controlado proporciona uma maneira acessivel de investigar aspectos
fundamentais da interacao entre particulas.

3.5 Modelo de Dois Elétrons interagentes

Como mencionado anteriormente, sistemas que envolvem interacao entre elétrons
apresentam desafios significativos, levando a necessidade de modelos mais simplificados.
Em 1994, Shepelyansky explorou o modelo de dois elétrons interagindo em uma rede
desordenada [12]. Seu objetivo era compreender os resultados da coexisténcia da interagao
entre elétrons e desordem em anéis mesoscopicos [90, 91, 92, 93].

O modelo proposto por Shepelyansky incorpora o termo de interagao onsite de
Hubbard a um potencial desordenado. Em sua pesquisa, ele demonstrou que, quando as
particulas estao inicialmente distantes uma da outra, a influéncia da interacao entre elas
é minima. No entanto, se a distancia entre as particulas se aproxima do comprimento
de localizacao de uma particula &, existe a possibilidade de as particulas se propagarem
coerentemente por uma distancia muito maior do que o comprimento de localizacao das
duas particulas &, enfraquecendo a localizagao de Anderson. Além disso, a relagao entre
os comprimentos de localizagao segue a seguinte expressao:

& o U, (3.17)

Assim, o modelo consegue capturar aspectos fisicos de sistemas com muitas parti-
culas [90, 91, 92, 93], conferindo grande importancia ao trabalho de Shepelyansky.

Esse cenario instigou uma série de estudos relacionados ao modelo. Inicialmente,
os primeiros trabalhos concentraram-se em validar o fendmeno inicialmente observado por
Shepelyansky, no qual a presenca da interac¢ao enfraquecia a localizagdo de Anderson [94,
13, 95]. Em numerosos estudos subsequentes, os mecanismos responsaveis pelo aumento
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do comprimento da localizacao na presenca de interagao particula-particula foram inves-
tigados com maior profundidade [13, 14, 15, 16, 96]. O aumento do comprimento de
localizac¢ao também foi documentado em cadeias quase periodicas [18]. Como vimos, isso
ocorre porque a interacao pode gerar novos estados mais propensos a se propagar por

longas distancias.
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Capitulo 4

Sistemas de Duas particulas

No capitulo anterior, discutimos as contribuigoes de Mott e Hubbard, que, embora
significativas, apresentam algumas dificuldades. Diante dessas limitagoes, o modelo pro-
posto por Shelpelyansk para duas particulas interagentes emerge como uma alternativa
atraente, uma vez que, além de ser um modelo relativamente simples, é capaz de resgatar
aspectos fisicos de sistemas de muitos corpos.

Além disso, mesmo na auséncia de interacao, correlagoes classicas e quanticas fo-
ram investigadas em sistemas de duas particulas |4, 5]. As correla¢oes quanticas, nesse
contexto, originam-se da simetrizagao das fungoes de onda para acomodar a natureza
bosonica ou fermionica das particulas |7].

No contexto delineado, abordaremos o sistema de duas particulas interagentes de
duas maneiras distintas. Inicialmente, consideraremos as particulas como indistinguiveis,
permitindo que a fun¢dao de onda obedeca ao postulado de simetrizagao da mecénica
quantica. Em seguida, abordaremos o caso em que as particulas sao tratadas como dis-
tinguiveis [97, 98|. Neste capitulo, realizaremos uma revisao abrangente das abordagens
previamente mencionadas, acompanhada da exposicao do formalismo necessario para ex-
trair as propriedades de interesse

4.1 Sistema de particulas idénticas

Na mecanica quantica, particulas idénticas sao verdadeiramente indistinguiveis.
Essa caracteristica decorre da impossibilidade intrinseca de especificar mais do que um
conjunto completo de observaveis para tais particulas, impedindo-nos de atribuir rétulos
distintos a cada uma.

Para ilustrar esse conceito, considere um experimento de espalhamento envolvendo
duas particulas idénticas. Inicialmente, essas particulas sao preparadas em pacotes de on-
das localizadas e bem separadas, movendo-se uma em direcao a outra, como representado
na figura 4.1(a).

Inicialmente, podemos rotular cada uma das particulas, mas durante a colisao,
ocorre uma superposi¢ao espacial dos pacotes de ondas. Essa sobreposicao resulta na
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Figura 4.1: Colisao entre duas particulas idénticas no referencial do centro de massa:
representagao esquematica da densidade de probabilidade das duas particulas. (a) Antes
da colisao, os dois pacotes de ondas, PI e P2, estao claramente separados e podem
ser rotulados. Quando se movem para colidir na origem, os dois pacotes de ondas se
sobrepoem, representado pela nuvem verde. Apos a colisao, a densidade de probabilidade
torna-se diferente de zero em uma regiao com formato de casca esférica, cujo raio aumenta
com o tempo. Devido a identidade das duas particulas, torna-se impossivel determinar
a qual pacote de ondas (P! ou P2) uma particula detectada estava associada antes da
colisao. (b) Representacao esquematica de dois tipos de "caminhos"que o sistema poderia
ter seguido ao passar do estado inicial para o estado encontrado na medicao, uma vez que
na regiao da colisdo (nuvem verde) como os dois pacotes sdo idénticas, ndo podemos
determinar o caminho que foi efetivamente seguido por cada uma.

Detector Detector

(a) P () »

;’, P1 ou P2
4

‘:
P1oupP2

Fonte: Autor, 2023.

perda da capacidade de rotular as particulas de maneira nao ambigua. Apds a colisao, ao
detectarmos uma particula no detector, torna-se impossivel determinar se ela pertencia
ao pacote P1 ou P2.

Visualizando duas trajetorias classicas, nas quais a particula detectada é associada
aP1 ou P2, conforme ilustrado na Figura 4.1(b). Suponhamos que a diregdo definida
pelo detector corresponda a um vetor P. Dado que estamos considerando a colisao no
referencial do centro de massa, onde o momento total é nulo, a outra particula deve ter
necessariamente um momento —P.

No entanto, a priori, nao temos conhecimento sobre qual das particulas estamos
medindo. Isso nos leva as seguintes possibilidades: |1 : P,2 : —P) e [1 : —P,2 : P).
Além disso, podemos também utilizar uma combinagao linear desses estados, resultando
em uma ambiguidade onde obtemos um conjunto idéntico de autovalores ao realizar a
medi¢ao. Essa ambiguidade também influencia os estados iniciais. Considere o caso de
duas particulas idénticas de spin 1/2, onde apenas os graus de liberdade sao relevantes.
Se inicialmente preparamos as particulas de modo que a componente do spin total ao
longo do eixo z seja nula, uma particula tera spin i/2, enquanto a outra teré spin —h/2
ao longo do eixo z. Com S; e S5 como os observaveis associados a cada particula, a base
ortonormal dos vetores de estados de Sy, e Sa, seréd |e; = +,e5 = £).

Dentro desse cenério, dois estados possiveis poderiam descrever a situacao de spin
total zero ao longo do eixo z:
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Dentro desse cenario dois estados possiveis poderiam descrever a sitiacao de spin
total zero ao longo do eixo z:

’¢(1)> = H_’ _>’ ‘¢(2)> = ‘_7"{')' (4'1)

Entretanto, usando o principio da superposicao, podemos criar uma mistura de
estados de spin diferentes. Através da combinacao linear:

|0) = al+, =) + Bl=,+) (4.2)

onde |a|? + |B|> = 1, podemos representar uma situagao em que nao podemos distinguir
qual particula tinha spin para cima e qual tinha spin para baixo. Essa incerteza na escolha
do estado inicial é chamada de "Degenerescéncia de Troca". Mais adiante, exploraremos
como resolver esse problema especifico. Por enquanto, vamos discutir uma ferramenta ttil
para lidar com essa degenerescéncia.

4.1.1 Operador de Permutacao

Vamos considerar inicialmente duas particulas distinguiveis. Assumiremos também
que elas possuem o mesmo spin, de modo que seus subespagos sao isomoérficos, ou seja,
h& uma correspondéncia biunivoca entre os estados dos espacos das duas particulas. Para
ilustrar, uma base completa em cada subespaco pode ser expressa como ]ﬁ, ms), onde
ReR3em, = —s,—s+1,...,s — 1,5, sendo s o spin da particula.

Podemos representar o espago da particula 1, denotado por £(1), com a base
lu;);i = 1,2, ..., da mesma forma que o espago da particula 2, denotado por £(2), pode ser
descrito com a base |u;);j = 1,2, .... Em termos de func@o de onda, isso pode ser expresso
da seguinte maneira:

{5(1) {7, ma|ug) = wi(T,ma), (4.3)

£(2) : (P2, maluy) = u;(72, ma).

Para formar uma base para o espago total das duas particulas, realizamos o produto
tensorial dos espagos individuais, resultando em & = £(1) ® £(2). Essa base pode ser
representada como |1 : u;;2 : u;), sendo importante observar que na notagao utilizada, o
niamero antes do elemento da base (1 ou 2) indica a qual espago (ou particula) pertence
aquele estado.

Essa notacao nos permite escrever:

<7?1,m1;7?2,m2‘1 LUy 2 Uj> = ui(f’l,ml)uj(@,mg). (44)

E importante notar que |2 : w;;1: u;) = |2 uj;1 1 u,), uma vez que &(1) ® £(2) =
£(2) ® £(1). Isso ocorre porque, em ambos os casos, a particula 1 esta no estado |u;) e a
particula 2 estd no estado |u;).

No entanto, vale ressaltar que |1 : u;;2 : w;) # |1 : u;;2 @ u;) quando ¢ # j. Isso
ocorre porque a ordem dos estados nas particulas importa. De fato, (1 : u;;2 @ uy)||1 :
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u;; 2 w;) = 9, 4, indicando que as particulas ocupam estados distintos quando i é diferente
de 7.

Diante deste contexto, vamos agora definir um operador linear P,; cuja agao na
base & é expressa por:

P271|1:ui;2:u]~):|1:uj;2:u,~). (45)

Essa acao consiste em trocar os estados das particulas. Algumas propriedades
importantes desse operador sao as seguintes:

1. P5; & hermitiano. Para mostrar isso, considere um elemento de matriz genérico:

(w32 ui|Pog|liwy; 2 wy) = (1 owis 2 ugfl s wy; 20 wy) = 85,5005
Mas
(1:up;2: uj/|P2T71|1 tups2 s ug) = (1w 20w Pog|lcup; 2t up))* =
(1:u; 2 ug|l w2 up) = 0500 5

Com isso, vemos que Ps; e PQJr , tém os mesmos elementos da matriz anterior.

2. P2_11 = P, ou seja, P»; é um operador unitario.

Assim, ao definirmos [¢)') € £ na base |1 : 71, mq;2 : 75, my) para as posigoes 7, e
componentes de spin Si,, com k = 1,2, como:

[¥') = Paaly) (4.6)

podemos calcular:

(1:7,ma;2 0 Py o)’y = (117, my; 2 1 o, ma| Paq i),
= (1:79,m9;2: 71, mq|)),
w;nl,mg (FbFQ) = ¢m2,M1 (F27F1)7 (47)

ou seja, a acao de P5; nas fungoes de onda consiste em trocar as coordenadas das par-
ticulas. Essa transformacao ¢ evidenciada pela equacao 4.7, refletindo a permutagao das
particulas e a consequente troca das suas coordenadas.

Além disso, podemos determinar os autovalores de P ;. Como P, ; é hermitiano,
seus autovalores sao reais. Comecando com a equacao secular Ps1[1)y) = Ali)y), aplicamos
P, 1 nesta equacgao, obtendo:

P31 Ja) = APaalia) = A2,
=MN=1= ==+l
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Assim, os autoestados de P»; com autovalor 1 sao chamados de simétricos, en-
quanto os que possuem autovalor —1 sao chamados de anti-simétricos. Em outras pala-
vras:

Poilts) = |vg) = [g) € simétrico,
Poaltha) = —|va) = [a) € anti — simétrico.

Essa distingao ¢ fundamental para compreender o comportamento das fungoes de
onda sob a permutacao de particulas. Os estados simétricos estao associados a configura-
¢oes onde a troca de particulas resulta em uma funcao de onda que permanece inalterada
(como é o caso de particulas bosonicas, como veremos na proxima segao). Por outro lado,
os estados anti-simétricos estao relacionados a configuragoes onde a troca de particulas re-
sulta em uma fungao de onda multiplicada por -1 (como é o caso de particulas fermionicas,
como veremos na proxima segao).

Considere agora os operadores:

1 1
S = 5(1+P271), A= 5(1—P271) (4.8)

Esses operadores sao hermitianos, uma vez que P; também ¢é hermitiano. Além
disso, podemos verificar que:

1 1 1
§% = L+ 2Py + Pyy) = 7 (24 2Pp1) = 5(1+ Poy) = S,

21

1 1
A 4(1—2P2,1+P22,1):1(2—2132,1):5(1_132,1):14'

Dessa forma, S e A sao projetores, o que significa que ao serem aplicados a um
estado, eles projetam esse estado em um subespaco especifico. Em outras palavras, eles
agem como "interruptores"que selecionam partes especificas do espago de Hilbert associ-
ado ao sistema quéantico.

Esses projetores sao particularmente interessantes, pois projetam em subespagos
ortogonais®. Isso implica que, para estados quaisquer [¢) e [1'), temos:

|0) = Sl); 1)) = AlY) = (¢l¢) =0,

ou seja, os estados resultantes da aplicacao desses projetores sao ortogonais entre si,
contribuindo para a separacao clara entre os subespacos associados a particulas simétricas
e anti-simétricas.

Além disso, é importante observar que esses subespacos sao complementares?, o

S, Al =0=SA={(1+P1)(1-Py1) = (1-P5 ) =0e AS = 1 (1-P21)(1+Po1) = ;(1-P3,) = 0,
ou seja, isso implica que os operadores compartilham autovetores em comum e, portanto, os subespagos
associados a esses autovetores sao ortogonais entre si.

2Subespacos complementares sao dois subespacos em um espaco vetorial tal que a soma deles é igual
a todo o espago. Isso ocorre com S e A: S+ A=1(14Poy)+ 3(1—Py) =1.

Insituto de Fisica — UFAL



CAPITULO 4. SISTEMAS DE DUAS PARTICULAS 42

que significa que a aplicacao conjunta dos projetores S e A cobre todo o espaco de Hilbert
associado ao sistema quantico.

Portanto, para estados [¢)) quaisquer, S|i) é simétrico e A|y) é anti-simétrico:

PoaSHE) = 3 Poa(1+ Po)l) = 5(Poa + DI) = S1),

PoaAl) = 5 Poa(l = Po)li) = 3(Pon — D) = —Al),

onde notamos que S|¢) é um autoestado de P»; com autovalor 1, tornando S um seme-
trizador. Da mesma forma, A|y) é um autoestado de Py com autovalor -1, classificando
A como um anti-simetrizador. Vale ressaltar que, nesta analise, consideramos o caso de
particulas distinguiveis. Além disso, veremos a seguir que esses operadores desempenham
um papel fundamental na descricao de estados simétricos e anti-simétricos em sistemas
com particulas idénticas.

4.2 Postulado da Simetrizacao

Podemos enunciar o postulado da simetrizagao da seguinte forma:

Quando um sistema contém vérias particulas idénticas, apenas determinados vetores de
estado do seu espaco de estados sao capazes de descrever os seus estados fisicos. A natureza
desses vetores de estado fisicos depende se as particulas idénticas sao completamente
simétricas ou completamente antissimétricas em relacao a troca entre elas. Particulas
para as quais os vetores de estado fisicos sao simétricos sao chamadas de bdsons, enquanto
aquelas para as quais sao antissimétricos sao chamadas de férmions.

O postulado da simetrizagao impoe restrigoes ao espago de estados de um sistema
de particulas idénticas, limitando-o de maneira que nao seja mais tratado como um espaco
de particulas distinguiveis. Em vez disso, ele é representado pelo produto tensorial, &, dos
subespacos de estados individuais das particulas que compoem o sistema. Esse postulado
estabelece que apenas um subespaco de £ é permitido, denominado &4 ou £g, dependendo
se as particulas sao bosons ou férmions.

Empiricamente,as particulas com spin semi-inteiro, como elétrons, prétons e néu-
trons, sao classificadas como férmions, enquanto aquelas com spin inteiro, como fétons e
mésons, sao consideradas bosons.

Uma consequéncia importante para noés desse postulado é que, ao considerarmos
um sistema com duas particulas idénticas, a degenerescéncia de troca ocorre devido a
possibilidade de um estado de duas particulas, onde uma ocupa o estado |¢) e a outra
ocupa o estado |x), ser descrito, em principio, por uma combinagao linear.

W) =all:¢;2:x)+B|1:x;2: ¢), (4.9)

com |a]? + |B]> = 1, sendo |@) e |x) ortogonais.
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O postulado da simetrizagao estabelece que apenas estados que sao autoestados de
P, ; sao permitidos. Dessa forma, podemos expressar esses estados da seguinte maneira:

PoY) =a|ll i x;2:¢0) + BI1:¢52: %),
=Aa|l:¢52:x) +AB[L:x;2: ),

para bosons, onde A = 1, e assumindo que o estado |1)s) esta normalizado (ou seja, o = [3),
obtemos:

1
=—|[1:0;2:x)+|1:x;2: ). 4.10
|¥s) \/5“ $;2:x)+[1:x;2: )] (4.10)
Enquanto para férmions, onde A\ = —1, e novamente considerando que [¢);) esta
normalizado (ou seja, « = —f3), temos:
1
[Ya) = —=[1:¢:2:x) = [1:x;2: 9)]. (4.11)

V2

Isso elimina completamente a degenerescéncia de troca. Vale ressaltar que se |y) =
|p), entao:

{|ws> = [1:¢52:9), (412

[Wa) = 0.

Concluimos, assim, que para férmions, é impossivel ocupar o mesmo estado. Isso é
conhecido como o Principio da Exclusao de Pauli, que afirma que particulas fermionicas
nao podem compartilhar o mesmo estado.

4.3 Duas particulas em uma rede cristalina

Dentro do contexto apresentado nas segoes anteriores, vamos inicialmente intro-
duzir o formalismo que sera utilizado para abordar o problema de duas particulas dis-
tinguiveis. Em seguida, destacaremos a abordagem que sera empregada para descrever
particulas idénticas em uma rede linear, utilizando as ferramentas discutidas anterior-
mente. Além disso, buscaremos reproduzir alguns resultados importantes presente na
literatura, que serao tteis para a compreensao dos resultados do nosso trabalho.

Como vimos no capitulo 3, iremos considerar duas particulas distinguiveis em uma
rede cristalina linear, constituida de N atomos, onde o hamiltoniano que descreve o sis-
tema é:

N-1
H=1J Z(a;Haj + b;Hbj + h.c.) + Z[ej(a;aj + b;bj) + Ua;ajb;bj] (4.13)
j=1 j=1
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Tty L~ C o~ L. .
onde a;, b; (aj, bj) sao os operadores aniquila¢do (criagao) de cada uma das particulas em
um sitio j. J é o termo de hopping entre os primeiros vizinhos, €; é o termo de energia

onsite e U ¢ o termo de interagao coulombiana quando as particulas estao no mesmo sitio.

4.3.1 Particulas distinguiveis

Conforme mencionado anteriormente, vamos comecar analisando o caso de duas
particulas distinguiveis (por exemplo, dois elétrons com spins opostos, conforme descrito
na literatura[99, 17, 100]). Nesse contexto, como as particulas sao distinguiveis, podemos
expandir a fungao de onda na representacao de Wannier da seguinte forma:

[ (m,n)) =Y fmalto(m,n))p. (4.14)

Nessa expressao, as variaveis m e n indicam as posicoes das duas particulas no
sistema. E importante notar que os autoestados do hamiltoniano existem no espaco
formado por todas as combinagoes possiveis das posi¢oes dessas duas particulas. Em
outras palavras, estamos expandindo nosso espaco em N2 funcoes de onda, o que significa
que o espago de Hilbert tem uma dimensao de 2. Cada combinagao tnica de m e n
contribui para a descrigao do sistema.

Utilizando a notagao da segunda quantizagao, expressamos nossos vetores de esta-
dos base como:

onde |0, 0) é o estado de vacuo. Vale ressaltar que o subindice D no vetor de estado indica
que estamos lidando com o caso de particulas distinguiveis. Inicialmente, realizaremos
uma anélise estatica, ou seja, resolveremos a equacao de Schrodinger independente do
tempo; com isso, resolveremos:

Hp(m,n)) = Elp(m,n)). (4.16)

Dessa forma, como mostrado no apéndice B, obtemos a seguinte relagao de recor-
réncia:

Efm,n = J(ferl,n + fm,nJrl + fmfl,n + fm,n71> + (5m + En + Uam,n)fm,n (417)

A equacao acima nos fornece a forma matricial do hamiltoniano 4.13 para o caso em
que assumimos as particulas como sendo distinguiveis. Por exemplo, considerando uma
rede com 3 sitios, teremos que o espaco de hilbert sera formando por 9 estado, lembrando
que N? e o numero todos de estados do espaco de hilbert, onde teremos a seguinte matriz:
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N=3| [1,1) |12 [[1,3)[120] 2,20 |123)]3,1)][3,2) | |3,3)
A1) [2e+0| J | 0 J 0 0 0 0 0
(1,2] J 2% | J | 0 J 0 0 0 0
(1,3] 0 J | 22| 0 0 J | o 0 0
o (21 J 0 0 | 2¢ J 0 J | o0 0
(2,2] 0 J | o0 J |22+U| J | 0 J 0
(2, 3] 0 0 J | o J 2 | 0 0 J
(3,1] 0 0 0 J 0 0 | 2= | J 0
(3,2] 0 0 0 0 J 0 J | 2 J
(3,3] 0 0 0 0 0 J | o J 24U

Neste contexto, procederemos a diagonalizacao da matriz mencionada, conside-
rando um N correspondente ao tamanho da rede. Utilizaremos a equagao secular det(H —
Al) = 0, seguindo uma abordagem semelhante a empregada no caso do Modelo de Bloch.
Da mesma maneira, conduziremos uma anélise estatica do sistema ao calcular a densidade
de estados, como previamente apresentado na Equacao 3.8. Entretanto, ¢ importante des-
tacar que substituiremos N por N?2. Desta forma, a expressao para a densidade de estados
torna-se:

DOS(E) = % > 4(E - E), (4.18)
=1

onde assumiremos € = 0 e J = 1, para o caso onde temos uma rede cristalina.

Na Figura 4.2, apresentamos a densidade de estados para duas particulas em uma
rede com N = 115 e U = 0, 2,6 nos casos cristalino e desordenado. Inicialmente, ao ana-
lisarmos a densidade de estados em uma rede cristalina, conforme mostrado nas figuras
4.2(a-c), observamos a singularidade de van Hove no centro da banda. Conforme aumen-
tamos a interagao entre as particulas, ocorre a formagao de uma sub-banda de estados
ligados, relacionados aos estados de dupla ocupacgao, para valores de interacao maiores
que zero [101]. No entanto, para valores pequenos de interagao, ocorre uma sobreposigao
entre a banda principal (estados nao ligados) e a sub-banda (estados ligados), exemplifi-
cado no caso de U = 2. No entanto, a sub-banda torna-se mais evidente & medida que
a interacao entre as particulas se fortalece, como evidenciado em U = 6, onde ela esta
completamente separada da banda principal.

Claro e colaboradores [102]* demonstraram por meio de célculos analiticos que os
limites da banda de estados ligados sao dados por U < E < /U?+16J2. Assim, a
separagao das duas bandas ocorre somente para U > 4J. Se considerarmos U = 6, a
banda de estados ligados deve estar entre 6 < F < 7.21, como evidenciado na Figura
4.2(c).

Na Figura 4.2(d-f), examinamos a densidade de estados para uma rede com de-
sordem composicional, semelhante ao que foi discutido no Capitulo 3, assumindo uma

3Na densidade de estados na auséncia de interacdo, temos a mesma configuracio apresentada no
modelo de Anderson 2D. Este resultado também foi apresentado por Claro e colaboradores [102], que
propoem uma equivaléncia entre o modelo para N elétrons interagentes em uma rede unidimensional
e 0 modelo de um tunico elétron em uma rede N-dimensional, com as interfaces dividindo o espago em
dominios simétricos.
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Figura 4.2: Densidade de estados para U = 0,2,6 e N = 115 de duas particulas intera-
gentes em uma rede (a-d) cristalina e (d-f) desordenada.
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a) b)
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E
Fonte : Autor, 2024.

largura de desordem W = 1. Podemos identificar o mesmo comportamento previamente
observado para particulas nao interagentes, conforme discutido no Capitulo 3. Nesse con-
texto, observamos que a densidade de estados para este cenério exibe um caréter irregular.
Além disso, a singularidade de van Hove é suavizada, e também, ocorre um alargamento
tanto na banda de estados ligados quanto na banda de estados nao ligados.

Semelhante ao caso sem desordem, & medida que aumentamos a interagao entre
as particulas, observamos o surgimento da sub-banda de estados ligados. Este fenémeno
mantém uma coeréncia com o que foi discutido anteriormente, destacando a influéncia da
interacao nas propriedades da densidade de estados, mesmo quando a desordem compo-
sicional esta presente.

Com o objetivo de analisar os aspectos dinamicos deste sistema, consideramos a
funcao de onda que deve satisfazer a equagao de Schrodinger dependente do tempo:

o,
iho V) = H|y). (4.19)

Realizando um procedimento analogo ao realizado anteriormente*, obtemos:

4Destacamos que, para este caso, assumimos que as amplitudes dependem do tempo. Ou seja, as
fungdes de onda na representagao de Wannier sao escritas como:|y)(m,n)) = > fmn(t)|[t0(m,n))p.
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Zh%fm,n(t) :‘](fm+1,n<t) + fm,n+1 (t) + fm—l,n(t)

+ fonn—1(t)) + (Em + €0 + Udpn) frun(t). (4.20)

Para realizar a evolugao temporal, desenvolvemos um programa em FORTRAN
para resolver a equagao acima utilizando a expansao em série de Taylor do operador
evolugao temporal:

lo . l
_ _—iHAt _ (—iHA)

=1

(4.21)

onde [y é a ordem da expansao. Assim, a funcao de onda em um tempo At é representada
por |p(At)) = I'(At)|(t = 0)). Neste caso, usaremos uma condigao inicial tipo delta, ou
seja, faremos |¢(t = 0)) = |mg, ng), onde mg e ng sao os sitios iniciais das particulas.

Figura 4.3: Extensao espacial para o sistema de duas particulas em uma a) rede cristalina
e b) desordenada com N = 500 para vérios valores de interagao até um tempo t = 700 e

At = 0.01.
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Fonte : Autor, 2024.

Para realizar a analise dinamica do sistema, calcularemos a extensao espacial da
funcao de onda, proporcionando uma ideia do raio do pacote de onda no plano formado
pelas duas particulas (m x n):

() =V (M — (1)) + (10 = (12 (6))2[mn (), (4.22)

onde

() =D miltomn () (4.23)
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representa o centroide da funcdo de onda (a posi¢ao média da funcao de onda).

Neste contexto, a Figura 4.3 apresenta a extensao espacial da fun¢ao de onda, para
os casos cristalino e desordenado, considerando diferentes valores de interacao. Na Figura
4.3(a), observamos o caso cristalino, no qual a extensdo espacial aumenta linearmente
com o tempo (£  t), independentemente do valor de intera¢ao. Esse comportamento é
caracterizado como balistico[19].

Ja na Figura 4.3(b), temos o caso desordenado com W = 1. Aqui, notamos que
a interacao entre as particulas influencia a extensao do pacote de onda. Para U < 1.5,
a interagao reduz o grau de localizacao do sistema. Isso é evidenciado em U = 1.5, no
qual a extensao espacial aumenta em comparagao com o caso U = 0, onde vemos que a
saturagao ocorre mais rapidamente com o tempo. No entanto, & medida que aumentamos
o valor de interacao, observamos um efeito oposto, no qual a extensao espacial diminui,
indicando um aumento no grau de localizagao de Anderson.

Figura 4.4: A média da extensao espacial em funcao dos valores de interacao entre as par-
ticulas para W = 1 e 2 com 20 amostras. Para calcular &,,.4, analisamos o comportamento
da extensao espacial ao longo do tempo, especificamente quando a extensao espacial sa-
tura. O procedimento é executado da seguinte maneira: considerando, por exemplo, 20
amostras para um valor especifico de desordem e interagao, na primeira amostra, soma-
mos todos os valores da extensao espacial para cada ponto dentro do intervalo de tempo
estabelecido. Em seguida, realizamos a divisao pela quantidade de pontos nesse intervalo
de tempo. Este procedimento é repetido para todas as amostras, resultando em 20 valo-
res. Finalmente, calculamos a média desses 20 valores correspondentes a cada amostra,
obtendo, assim, nossa &,,.q para um dado conjunto de U e W. Este processo ¢é repetido

para cada valor de interacao.
100

904

804

fmed
=

Fonte : Autor, 2022.

Na Figura 4.4, apresentamos o grafico da extensao espacial em relagao a interacao
entre as particulas para W =1 e W = 2. Destaca-se o comportamento nao monotonico
da localizagao [103], mencionado anteriormente. Para valores baixos de U (no intervalo
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de 0 < U < 1.5), observamos um enfraquecimento da localiza¢do. No entanto, a partir
de U > 1.5, ocorre uma inversao nesse comportamento. Vale ressaltar que esse padrao
persiste para W = 2, embora nao seja tao acentuado quanto para um grau de desordem
mais fraco (W = 1).

Essa anélise destaca a influéncia significativa que a interacao entre particulas exerce
na dindmica do sistema, com efeitos mais proeminentes em ambientes com menor grau
de desordem. Isso nos permite compreender de forma mais clara tanto o efeito da intera-
¢ao entre as particulas quanto a influéncia da desordem nesse sistema. Esses resultados
nao apenas contribuem para uma compreensao mais aprofundada do sistema em estudo,
mas também validam nossos codigos computacionais por meio da consisténcia com os
resultados esperados.

Na préxima secao, abordaremos a condi¢ao em que as particulas sao consideradas
indistinguiveis, apresentando nossa abordagem para estudar a dindmica nesse cenério e
discutindo as motivagoes por tras da investigacao desses casos especificos.

4.3.2 Particulas indistinguiveis

Da mesma forma feita no caso anterior expandiremos a funcao de onda na repre-
sentacao de Wannier:

[(m,n)) = fmnltb(m,n))s, (4.24)

onde acessaremos os sub-espago simétrico por meio de [¢)(m,n))s (ou [tb(m,n))4 para o
sub-espago antissimétrico), como vimos no inicio deste capitulo em um sistema de duas
particulas podemos acessar o sub-espaco simetrico ou antrisimetrico por meio do postulado
da simetriza¢ao. Dessa forma escreveremos o vetor de estado [i¢)(m,n))s como, usando a
notacao da segunda quantizacao:

2 (blal + bl al)|0,0) sem#n
— \/ﬁ( n-'m m-n ) ) 4 25
m,n))s .
i ) {binafnlo,m se m=mn, (4.25)
j& para a parte antissimétrica, teremos :
L (blal, — bl al)|0,0) sem #mn,
memAz{ﬁ( )10.0) (4.26)
0 se m =n,

onde al e bl sdo operadores de criagdo associados aos sitios m e n respectivamente, e |0)
¢ o estado de vécuo.

Essa metodologia é frequentemente empregada para analisar o comportamento de
particulas idénticas. Um exemplo pratico ¢ a investigacao de dois bdsons idénticos em
um conjunto de guias de ondas acoplados |7, 9, 104]. Além disso, essa abordagem tam-
bém é utilizada no contexto do transporte eletronico, especialmente ao examinar elétrons
indistinguiveis espacialmente que compartilham o mesmo estado de spin [95, 105, 106|
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Como mencionado anteriormente, nosso espaco de Hilbert é composto por N? esta-
dos das duas particulas, representados como |m,n) = b! al |0,0). No entanto, os vetores
de estado |¢p(m,n))s e [(m,n)) 4 dividirao esse espago de Hilbert em dois subespagos.

A combinagao simétrica, [¢)(m,n))g, incluird os estados de dupla ocupagao. Neste
subespaco, as particulas interagem através do hamiltoniano de Bose-Hubbard, descre-
vendo bosons idénticos. Por outro lado, a combinagao antissimétrica, |¢)(m,n)) 4, faz com
que as particulas se comportem como férmions indistinguiveis e nao interagentes sem spin.

Podemos visualizar isso de maneira mais clara no espaco de estados da seguinte
maneira:

Figura 4.5: Estrutura grafica hamiltoniana de duas particulas. (a) O espago de estados
de duas particulas distinguiveis em 1D pode ser mapeado em uma matriz 2D. A diagonal
com circulos pretos representa os estados de dupla ocupagao. (b) A mudanca de base
|th(m,n))s e |tb(m,n)) s desacopla o hamiltoniano em duas partes, onde uma delas repre-
senta um sistema de bosons idénticos (circulos vermelhos) e a outra representa férmions
sem spin (circulos azuis). O acoplamento entre os estados ligados bosonicos e os outros
circulos na diagonal secundaria é renormalizado por v/2 (arestas grossas).

(b)

Fonte: Retirada da referéncia [107]

Para ilustrar, consideremos uma rede com 3 sitios, resultando em um espaco total
composto por 9 estados, sao eles: {|1,1),|1,2),]1,3),]2,1),]2,2),2,3),|3,1),]3,2),|3,3)}.
Esses estados sao divididos em dois subespagos. O subespago bosonico incluird os seguin-
tes estados: {|1,1),|1,2),|1,3),]2,2),/2,3),|3,3)}. Ja o subespago fermidnico sera com-
posto por {|2,1),]3,1),]3,2)}. Em termos gerais, os subespagos simétrico e antissimétrico
conterao N(N +1)/2 e N(N — 1)/2 estados, respectivamente, para cada subespago.

E importante destacar que no subespaco bosonico, o hopping entre os estados de
dupla ocupagédo e seus vizinhos é renormalizado (indicado pelas linhas mais grossas na
Figura 4.5(b)). Isso ocorre devido ao vetor de estado [¢)(m,n))s.

Podemos encontrar a relagao de recorréncia para esse caso de maneira anéloga feito
no apéndice B, aplicando:
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\z/;(m,n)> = me,n|w(m>n>>57 (4.27)

no hamiltoniano. Entao para o caso simétrico temos as seguintes relacoes de recorréncia:

Efm,m = J\/i(fm,m—&-l + fm,m—i—l) + (25m + U(Sm,m)fm,m
Efm,erl = J(ﬁfm+1,m+l + fm,m+2 + fmfl,m+1 + \/§fm,m) + (gm + 5m+1)fm,m+1-
Efm,n - J(fm—i—l,n + fm,n—i—l + fm—l,n + fm,n—l) + (5m + 5n)fm,n'

Dessa forma temos a seguinte matriz para N = 3, teremos 6 estados nesse subes-

paco:
N=3] |1,1) | 1,20 | 15,3) | 12,20 | 12,3) | 3,3)
(1,1] |26+ U | JV2 0 0 0 0
(1,2] | JV2 |e1+e, J JV?2 0 0
H-= (1,3 0 J |el+es 0 J 0
(2,2 0 JV?2 0 |2+U| JV2 0
(2,3 0 0 J JV2 |eates| JV2
(3,3 0 0 0 0 JV2 | 2654+ U

Agora para a parte antissimétrica [)(m,n)), obtemos a seguinte relacao de recor-
réncia(encontrada no apéndice B),

Efm,n - J(fm—l—l,n + fm,n—i—l + fm—l,n + fm,n—l) + (5m + 5n)fm,n'

Assumindo N = 3, para esse subespaco teremos 3 estados e a matriz tera a seguinte
forma:

N3 21 [ 31 | [3.2)
H— <2,1| €1+ &9 J 0

(3,1 J €1+ &9 J

<3,2‘ 0 J €1+ €2

Assim, podemos observar que as matrizes obtidas descrevem os subespagos con-
forme discutido no inicio desta se¢dao. Na parte antissimétrica, as particulas se comportam
como férmions nao interagentes, enquanto o subespaco simétrico contém os estados de du-
pla ocupagao, onde as particulas se comportam como boésons idénticos.

Vamos analisar o comportamento dinamico do sistema usando a equagao de Schro-
dinger dependente do tempo:

d
H|y) = ih— |¢) (4.28)
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No entanto, para evitar lidar com véarias relacoes de recorréncia, como fizemos no
caso estatico, vamos explorar a relagao entre o hamiltoniano (equagao 4.13) e o operador
de permutacao (equagao 4.5). Observamos que [P, H] = 05. Isso implica que os operadores
P e H compartilham os mesmos autoestados. Assim, se o estado [1(ty)) que descreve o
sistema em um tempo especifico ty, é considerado um estado fisico, entao o mesmo deve
ser verdadeiro para o estado |¢(t)) obtido ao resolver a equagao de Schrédinger a partir
do estado inicial |¢(g)). Isso significa que se o estado inicial do sistema é um estado
fisico®, entao qualquer estado subsequente do sistema, calculado usando a equacio de
Schrodinger, também sera um estado fisico.

De acordo com:

(e + dt)) = (1 n ‘”H) (1)),

agora, aplicando P e utilizando o fato de que P e H comutam, obtemos:

Ploe+ d) = (1+ 511 ) Ploto),

se [1(t)) é um autovetor de P com autovalor especifico, entao |¢)(t + dt)) também é
um autovetor de P com o mesmo autovalor. Uma vez que |[¢)(t = 0)), por hipotese,
¢ completamente simétrico ou completamente antissimétrico (ou seja, |[(t = 0)) =
(|mo, no) % |no,m0))/V/2), essa propriedade é preservada ao longo de toda a evolucdo
[97].

O principio da simetrizacao é, portanto, consistente com o postulado que descreve
a evolucao temporal do sistema. A equacao de Schrodinger nao remove o vetor de estado
|1(t)) dos subespagos &5 e €4, quando as condiges iniciais sdo simétricas ou antissimé-
tricas.

Em outras palavras, se [¢)(t = 0)) representa o estado inicial do sistema, entao, de
acordo com a equagao de Schrodinger dependente do tempo, isso descreve como estado |t))

®Ao calcular o comutador [P, H] = PH — H P, obtemos:

PH[p(m,n)) = fmnlJ(Plm+1,n) + Plm,n + 1) + Plm — 1,n) + Plm,n — 1))

m,n

+ (em +en +Udp n)Plm,n),
=" fuald(Jn,m+ 1) + [n+ 1,m) + |nym — 1) + [n — 1,m))

m,n

+ (em +en + Udpn)|n, m)],

HP|p(m,n)) men (ln,m+1)+n+1,m)+n,m—1)+|n—1,m))

+ (em +en + Udpm,n)n, m)],

entdo [P, H] = 0.
6Se refere a um estado fisico ou um estado real do sistema.
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do sistema evolui no tempo quando sujeito ao operador H. Se sabemos que |1)(t = 0)) ¢
um autoestado compartilhado de P e H, podemos afirmar que esse mesmo estado é valido
para [¢(t)). Dessa forma, a natureza desse estado inicial persiste ao longo do tempo de
acordo com a evolucao determinada por H. Essa persisténcia é uma consequéncia do
fato de P e H compartilharem os mesmos autoestados, implicando que as propriedades
associadas ao estado inicial, capturadas pelos autoestados de P e H, nao mudam ao longo
do tempo.

Com isso, evitamos a necessidade de encontrar relagoes de recorréncia para cada
subespaco, como foi feito no caso estatico. Em vez disso, podemos empregar a relacao de
recorréncia estabelecida para o caso de duas particulas distinguiveis, conforme a equagao
4.20. Através dessa abordagem, acessamos os subespacos bosonicos e fermionicos, deter-
minando a condigdo inicial como |1 (¢t = 0)) = (Jmqg, n0) + |no, Mo))/+/2 para os bosons e
[v(t = 0)) = (Jmo,no) — |10, mo))//2 para os férmions.

Esse sistema de duas particulas, como ja citamos, desfruta de um implementacao
fotonica bastante conveniente baseada em uma rede quadrada de guias de ondas acoplados
usando, apenas fontes de luz classicas [6, 7, 9, 20, 104]. Um arranjo fotonico proposto
por Longhi em 2011 [20], baseado no transporte de luz espacialmente modulado em uma
rede quadrada de guias de onda 2D de modo que simula o movimento de dois elétrons
interagentes em uma rede unidimensional, este trabalho impulsionou a primeira observa-
¢ao experimental do dobramento da frequéncia de oscilagao induzido pela interagao entre
as particulas. Os autores, Corriolle e al. [9], utilizaram uma rede fotéonica como um
sistema de hamiltoniano estendido de Bose-Hubbard de duas particulas. Uma vez que o
experimento de particula tinica em uma rede quadrada apresenta caracteristicas tipicas
de um sistema de duas particulas em 1d, os autores aproveitaram-se deste fato para simu-
lar uma rede quadrada 2d projetada por guias de onda 6pticos acoplados e adicionaram
efeito entre as particulas através da fabricacao de guias de ondas com indice de refracao
diferente.

Na Figura 4.6, apresentamos uma representagao de guias de onda acoplados, onde
o termo (€, + &, + Ud,,n) € influenciado pela largura e pelo indice de refracao do guia
de onda. A amplitude de tunelamento(nosso hopping), denotada por J, define a cons-
tante de acoplamento entre os guias de onda. A interacao local U é alcancada, conforme
mencionado anteriormente, ao fabricar guias de onda diagonais com indices de refragao
ou larguras diferentes em comparacao com os guias de onda fora da diagonal.

Além disso, Changhyoup Lee e colaboradores [104] exploraram o efeito da interagao
em sistemas de caminhadas quanticas de dois elétrons em um meio desordenado tanto do
ponto de vista experimental em um conjunto de guias de ondas acoplados (ver figura 4.6),
quanto do ponto de vista tedrico. Eles desenvolveram um modelo para descrever esse
sistema e conduziram simulagoes numéricas para investigar a relacao entre a interacao e
a presenca de desordem. No decorrer deste estudo, os pesquisadores analisaram a funcao
participacao dos elétrons, observando um enfraquecimento na localizagao de Anderson,
conforme ja discutido anteriormente.

Entretanto, diante do contexto apresentado até o momento, a analise da relacao
entre as interagoes e a desordem nao é uma tarefa simples e depende de diversos fatores.
Isso inclui a propriedade especifica que esta sendo medida. Como vimos, a caracterizagao
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Figura 4.6: Uma matriz de guias de onda 2D, as setas azuis representa os feixe de luz
classica coerente.

Fonte: Retirada da referéncia [104].

requer a obtenc¢ao simultanea de varias amplitudes da func¢ao de onda. Isso é mostrado na
analise da fungao participacao, conforme abordado por Changhyoup Lee e colaboradores
[104], assim como na avaliacdo da extensdo espacial, conforme discutido por Dias et al.
[19].

Diante desse contexto, nosso trabalho propoe uma rota alternativa para obter in-
formagoes importantes sobre o sistema. Nosso foco recai sobre as estatisticas de medig¢oes
consecutivas de correlacao do tipo Hanbury Brown-Twiss do ponto de vista local. Em
um conjunto de guias de onda acoplados, isso implica monitorar a intensidade do feixe
em um unico guia de onda. Este procedimento gera padroes de speckle, para os quais
analisamos detalhadamente todas as distribui¢oes associadas. De forma surpreendente, o
contraste de speckle é capaz de identificar com precisao a natureza das particulas e o grau
de interacao entre elas. Essa identificacao se manifesta por desvios especificos em relagao
ao padrao de speckle exponencial completamente desenvolvido.

Dessa maneira, nosso objetivo é explorar a seguinte questao: que informacgoes sobre
os mecanismos fisicos subjacentes & geracao de speckle podem ser inferidas a partir de
estatisticas locais? A titulo de exemplo, os autores da Referéncia [108] investigaram as
estatisticas de speckle de dois fétons como meio de revelar informagoes relevantes sobre
suas propriedades de emaranhamento. Esta abordagem é particularmente atrativa para
fenémenos de ondas rebeldes em sistemas Opticos e quanticos. Recentemente, houve um
interesse renovado no papel da desordem na geracao de picos de amplitude de onda raros
e de curta duragao [109, 110]. Em um trabalho recente, Kirkby et al. [111] explora-
ram causticos do espaco Fock em modelos simples de Bose-Hubbard, que também estao
relacionados a eventos nao extremos. Nesse contexto, observamos que as correlacbes quan-
ticas intrinsecas devido a identidade das particulas resultam em distribui¢oes de cauda
longa. As ondas rebeldes sao frequentemente estudadas como fend6menos emergentes em
equagoes nao lineares de Schrodinger [112], descrevendo, por exemplo, condensados de
Bose-Einstein [113].
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Assim, possuimos praticamente todo o conjunto de informacoes essenciais tanto
sobre o modelo de duas particulas interagentes quanto sobre a teoria de speckle. Resta
agora compreender como abordaremos nosso modelo do ponto de vista da teoria de spec-
kle. No proximo capitulo, detalharemos o procedimento que empregaremos, utilizando o
modelo de uma particula apresentado no Capitulo 3. Essa etapa nos permitira, finalmente,
desenvolver o formalismo de speckle para o modelo de duas particulas interagentes. Essa
transi¢ao proporcionara uma visao mais clara e especifica sobre como as caracteristicas
do speckle podem ser aplicadas e interpretadas no contexto do nosso modelo.
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Capitulo 5

Speckle de duas particulas

Nos capitulos anteriores, exploramos conceitos ja conhecidos na literatura, abor-
dando a teoria de speckle no Capitulo 2 e examinando fenémenos relacionados as proprie-
dades de transporte eletronico em sistemas de uma e duas particulas nos Capitulos 3 e 4,
respectivamente. Com essa base, estamos agora preparados para analisar nosso sistema
quantico de duas particulas sob a perspectiva da teoria de speckle. Nossa abordagem
considera um modelo de duas particulas interagindo localmente em uma rede unidimensi-
onal fracamente desordenada, com condigoes periddicas de contorno. Ao investigarmos as
estatisticas da amplitude de transi¢ao das duas particulas, que estao relacionadas as cor-
relagoes de Hanbury Brown-Twiss [4, 5, 8, 11] , revelamos que as flutuagoes nao padroes
de speckle nos permitem caracterizar a natureza dessas particulas no sistema. Antes de
introduzirmos o formalismo de speckle aplicado ao sistema de duas particulas, ilustra-
remos a abordagem por meio do modelo tight-binding unidimensional. Este capitulo é
basea-se em nosso artigo intitulado "Non-Rayleigh signal of interacting quantum parti-
cles", publicado na revista Physical Review A [107]. Além disso, vale destacar que este
trabalho recebeu o Prémio de Exceléncia Académica da FAPEAL (Fundacao de Amparo
a Pesquisa do Estado de Alagoas), conforme o Edital Fapeal n® 03/2023 — Prémio de
Exceléncia Académica.

5.1 Formalismo de speckle da dinamica quantica de
uma particula

Antes de entrarmos nos detalhes do formalismo de speckle aplicado & dindmica de
duas particulas, vamos explicar essa abordagem usando como exemplo o modelo de uma
particula, como vimos no capitulo 3 é descrito pelo hamiltoniano:

N
H= Z(encilcn - J(cLch +c e, (5.1)

n=1

onde J ¢é o termo de hopping entre os primeiros vizinhos €; é a energia local do sitio,
distribuida aleatoriamente no intervalo de [—-1/2,7W/2], sendo W a largura da desordem
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no caso desordenado. No caso cristalino, consideramos €; = 0. Vale destacar também que
a rede possui condigoes periddicas de contorno.

Figura 5.1: Ilustracao de uma rede 1d, onde iniciamos a fungao de onda em um sitio p e
medimos a amplitude de transicao em um sitio m.

Fonte: Autor 2024.

Vamos calcular a amplitude de transicao entre os sitios m e p em uma rede uni-
dimensional, conforme mostrado na figura 5.1. Imagine que comecamos com a func¢ao
de onda inicial no sitio p e queremos avaliar como essa onda evolui ao longo do tempo,
especificamente medindo a amplitude de transicao no sitio m utilizando o operador de
evolucao temporal U = e~ . Dessa forma, faremos:

fo =(plUm) = (ple=™|m) = (ple=™* Y " n) (n|m),

= Z(p|e_mt|n> (n|m), onde |n) sao autoestados de H, i.e, H|n) = E,|n)

n
= Z et (p|n)(n|m) = Z ey U = Z ane” Ert = Aetf
n

n n

onde A = A(m7p7 t)a 0= 9(m7pa t) € ax = ak(m7p)‘

Embora a equagao anterior descreva uma evolugao temporal deterministica, a soma
nela contida pode ser considerada efetivamente como aleatoria. Em outras palavras,
mesmo que a evolucao temporal seja regida por equacoes deterministicas, o comporta-
mento das quantidades fisicas observadas, como a amplitude de transicao ou a fase, pode
manifestar um comportamento estatistico semelhante a um processo aleatoério. Isso sig-
nifica que essas quantidades podem ser tratadas como se fossem aleatérias devido as
caracteristicas estatisticas que emergem durante a evolucao do sistema.

A medida que o estado evolui ao longo do tempo, a fase E,t, onde E, é o autovalor
correspondente ao estado medido, varia uniformemente dentro do intervalo [0, 27| devido
a natureza periddica das funcoes trigonométricas. Essa descricao é vélida se a evolucao
for truncada em um passos de tempo At > J~1, ou seja, para passo no tempo conside-
ravelmente grandes. Nesse caso, o comportamento das fases pode ser ser aproximado por
um processo aleatoériol.

Quando o passo no tempo é pequeno, pode ocorrer que o comportamento estatis-
tico das amplitudes nao reflita completamente a natureza estocastica do sistema, como
mostrado na Figura 5.2, onde apresentamos o padrao de speckle para uma rede unidimen-
sional cristalina em diferentes passos no tempo. E importante ressaltar que, ao realizar a

Tsso pode ser interpretado também como uma aproximacao estocastica.
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evolucao temporal do sistema através da expansao em série de Taylor do operador evolucao
temporal, estamos adotando uma abordagem recursiva. Assim, reescrevemos At > J~1
como 1/At < J — At < J. Diferentemente da referéncia [107], onde a evolugdo do
sistema ¢é feita diretamente através do operador evolugao temporal, neste caso, utilizamos
At > J~1 Isso implica que estamos considerando pontos muito espacados na evolucao
do sistema, de modo que os pontos na evolugao possam ser tratados como aleatoriamente
independentes.

A figura 5.2 apresenta trés casos que exemplificam o regime adotado. Podemos
observar que a distribui¢do que melhor se ajusta é a distribui¢ao chi-quadrado (que sera
explicada com mais detalhes posteriormente) quando At = 100, ou seja, correspondendo
a curva vermelha. Assim, quando At ~ J~!, o comportamento das amplitudes pode nio
refletir completamente o comportamento estatistico do sistema.

Figura 5.2: Padrao de speckle para trés valores de At diferentes, para uma rede cristalina
usando.

100
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=
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°
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S
10—4...|...|...|...|...|.....L |
0 2 4 6 8 10 12 14

Fonte: Autor 2024.

Como discutido no capitulo 3, quando a desordem ¢ fraca, significa que o compri-
mento de localizagdo é grande, torna-se razoavel assumir que a,, ~ 1/N nesse cendrio.
Além disso, temo que devido a desordem as auto-energias iram flutuar de tal forma que
teremos uma distribuicao de energia aleatéria. Se permitirmos que o estado evolua por
um tempo suficientemente longo, podemos aplicar o teorema do limite central. Dessa
forma, a parte real e a parte imaginéaria de f?, conforme ilustrado na Figura 5.3, atin-
gem assintoticamente estatisticas gaussianas circulares centradas na origem, uma vez que
temos condigoes semelhantes as apresentadas no capitulo 2.

Portanto, dado que a parte real e imaginéria de f? atingem estatisticas gaussianas
circulares, podemos inferir que a amplitude A (onde A = |fP|) seguird a distribui¢ao de
Rayleigh:
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Figura 5.3: Ilustragao da distribuicao gaussiana circulas.
Im

Re
Fonte: Autor 2024.
A A?
pa = —5erp {—@} ; (5.2)

para 6 temos o mesmo resultado mostrado no capitulo 2, onde 6 é distribuido unifor-
memente por todo o circulo. Portanto a intensidade, I = A2, segue uma distribuicao
exponencial:

() = pa (VD) || = 5710 = cants 53)

com intensidade media (I) = s = 20%. A Estrutura estatistica acima ¢ valida para uma
tnica amostra de desordem e é contraida sobre uma evolucao temporal truncado da funcao
de onda em um tempo muito longo.

No caso de uma rede cristalina, conforme discutido no Capitulo 3, o sistema exibe
um forte grau de simetria. Para este cenario, mostramos no Apéndice A, a seguinte relagao
que encontramos:

E, = —2Jcos(nm/(N +1)).

A partir dessa expressao, podemos observar uma relacao especifica entre as autoe-
nergias em relagao ao centro da rede. Tomando N = 50 como exemplo, na Figura 5.4, onde
apresentamos as autoenergias em funcao dos sitios da rede, observamos padroes interes-
santes. Por exemplo, notamos que a energia Fjsg é igual a — F14, como destacado na figura
5.4, dessa forma temos o seguinte padrao o autovalor correspondente ao primeiro sitio da
rede é igual ao negativo do autovalor do ultimo sitio da rede, o segundo ¢ igual a menos
o penultimo. Essa simetria se mantém para outros pares de sitios, como evidenciado no
grafico. Assim, podemos generalizar essa relacao, escrevendo que E, = —Ey_(n_1).

De maneira analoga, é natural esperarmos padroes semelhantes para as amplitudes
a,. Na Figura 5.5, apresentamos as amplitudes a,(m, p) em fun¢ao dos sitios da rede para
diferentes combinagoes de m e p. Ao analisarmos em relagao ao centro da rede, dividindo-a
em duas regides (vermelha e branca), observamos comportamentos distintos.

Para a combinagdo m = 1 e p = 2, conforme mostrado na Figura 5.5a), notamos
que a amplitude na regiao branca é igual ao negativo das amplitudes na regiao vermelha,
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Figura 5.4: Autoenergia em relagao ao sitios da rede para uma rede com N = 50 e sem
desordem.

2.0 1A
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Fonte: Autor 2024.

seguindo uma relacao semelhante ao caso das energias: a,(m,p) = —an—_m-1)(m,p). Isso
ocorre para m impar e p par. No entanto, param = 3 e p = 7, os pontos na regiao vermelha
sao iguais aos pontos da regido branca, permitindo-nos escrever a,(m,p) = an—_(n-1)(m, p).
Essa relagao é valida para m e p impares.

Na Figura 5.5b), agora para m par e p impar, bem como para m e p pares. Observa-
mos, respectivamente, que a,(m,p) = —an—_(n-1)(Mm,p) € a,(m,p) = an_m-1)(m,p). As-
sim, concluimos que as amplitudes seguem a seguinte relacao a,(m, p) = £an_n-1)(m, p),
dependendo das escolhas de m e p.

Figura 5.5: Amplitude de transigdo em diferentes sitios para uma rede com N = 100 e

sem desordem.
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Fonte: Autor 2024.

—0.0100

Dessa forma, ao observarmos as partes real e imaginaria de f? . podemos reescreve-
las devido a simetria da rede da seguinte maneira:
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N
o Im{ff} =— Z apsen(Ept),
n=1

N/2 N
=— Zansen(Ent) + Z an—m-nsen(—En_n-1)t) ¢, como E, = —En_(_1),
n=1 n=N/2

N/2

N
- {Zansen(Ent) + Z an—m-nsen(Ent) ¢, uma vez que sen(—z) = —sen(x),
n=1 n:N/2
N/2 N
- — {Zansen(Ent) — Z an—n-nsen(Ent) o,

da mesma forma,

N
o Re{f’} == ancos(Eyt),
n=1
N/2 N
= — Zancos(Ent) + Z an—(n-1cos(—En_m-nt) ¢,
n=1 n=N/2
N/2 N
=— Z ancos(Ent) + Z an—(n—1cos(E,t) »
n=1 n=N/2
N/2 N
=— Z ancos(Ent) + Z an—(n-1cos(Ent) »
n=1 n=N/2
com isso temos que se a, = +an_(n,_1), entao A = |f2| = |Re{fP }| ja se a, = —an_(n-1)

temos A = [fP| = [Re{f}}|.

Figura 5.6: Ilustracao da distribuicao semi-normal.
Im

Fonte: Autor 2024.

Dessa forma, para simplificar, considerando A = |Ref? |, obtemos uma distribui-
¢ao semi-normal; conforme ilustrado na Figura 5.6. Podemos expressar a densidade de
probabilidade como:
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1 1 A2
PA(A) = 63317{—§§}>

oV2rm
= pi(D) =paVD)| %]
= 127Texp {—% (é) } 2—\1/7 , tomando z = I/,
_ %eww#. (5.4)

Assim, nesse caso, a distribui¢ao de intensidade segue uma distribui¢ao qui-quadrado
com um grau de liberdade.

Figura 5.7: Distribui¢do de speckle para uma rede a) cristalina e b) fracamente desorde-
nada (W = 0.01), em ambos os casos iniciamos a o pacote da fun¢ao de onda no sitio
50 e medimos no sitio 53, considerando uma rede com N = 100, realizando a evolugao
até o tempo 10°J~1.Curva solida representa a distribuigao exponencial [eq. 5.3] e a curva
tracejada a discritbui¢do chi-quadrada |eq. 5.4].
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Fonte: Autor 2024.

Na Figura 5.7, mostramos as distribuigoes de speckles, representadas por circulos
ciano, para dois casos discutidos anteriormente: cristalino e desordenado. Para obter
essas distribuicoes, usamos uma equacao de recorréncia encontrada no Capitulo 3, que é:

d
Zha?ﬁn(t) = _enwn - J(wn+1 + 1/1%1)-

Resolvemos numericamente esta equacao usando uma expansao em série de Taylor
do operador evolugao temporal em FORTRAN, conforme expresso na Equacao 4.21. As-
sim, a funcdo de onda em um intervalo de tempo At é dada por [¢p(At)) = ['(At)[h(t = 0)).
Usamos esse método de forma recursiva para obter a fungao de onda no tempo t. Fixamos
| =20 e At = 0.1 para todas as distribuicoes analisadas a partir deste ponto, que foram
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suficientes para conservar a norma da funcao de onda em todo o intervalo de tempo, com
precisao |1 — |[¢(1)[?] < 107°.

A condicao inicial do sistema é uma condicao tipo delta, |¢(t = 0)) = |po), com
po = 50. Evoluimos o sistema por um tempo suficientemente longo para poder fazer o
tratamento estatistico das amplitudes de transicao entre os sitios pg e m = 53. Nesse
contexto, observamos que a distribui¢ao de intensidade para o caso desordenado segue
uma distribui¢ao exponencial (Figura 5.7a)), enquanto a distribuigdo associada ao caso
cristalino segue a distribui¢ao qui-quadrado (Figura 5.7b)), como discutido anteriormente
em ambos 0s casos.

Agora que visualizamos a evolucao quantica de uma particula como um processo
aleatorio no tempo, vamos estender essa perspectiva para um sistema de duas particulas,
conforme discutido no Capitulo 4. Dividiremos nossos resultados em trés partes: primeiro,
trataremos do caso em que as particulas nao interagem, ou seja, U = 0; em seguida,
abordaremos o caso com interagao; e, por fim, observaremos o comportamento na banda
de estados ligados.

5.2 Particulas nao interagentes

Vamos abordar inicialmente o caso em que as particulas nao interagem. Comeca-
remos preparando as particulas nos sitios (m,n) (vamos chamar esse estado de "estado
de entrada") e mediremos a amplitude de transigdo para os sitios (p,q) (vamos chamar
esses de "estados de saida"). Como mencionado anteriormente, consideraremos que a
rede possui condigoes periddicas de contorno e é fracamente desordenada. Nesse cenério,
podemos expressar a amplitude de transicao como?:

Wb, = [P [ = Ay Ape %), (5.5)

Dado que as particulas nao interagem entre si, cada uma se propaga pela rede de
forma independente. Assim, podemos escrever a amplitude de transigao, A%, como um
produto das amplitudes de cada uma das particulas.

Como discutido na se¢ao anterior, o speckle de uma tnica particula em uma rede
fracamente desordenada segue uma distribuicao exponencial. Como as duas particulas
nao sentem a presenca uma da outra, temos que [; = A? ~ Exp(s;).

Se I e I, forem variaveis aleatoriamente independentes, é possivel mostrar que o
produto I = I, 1, segue a distribuicao K, onde:
1
K, 1|2¢/—v (5.6)
1

w5 ()

2A intensidade correspondente é anéloga a funcdo correlacio para duas particulas (a} bl a,b,), co-
nhecida como correlagdo Hanbury Brown-Twiss na optica [4, 5, 8, 10]

3Distribuicoes IC generalizadas resultam do produto de duas distribuicdes gama independentes, que
tém a distribuigao exponencial como caso particular.

-1
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onde K, (o) ¢ a funcdo de bessel modificada de ordem v do segundo tipo e u = s1$5. Para
esta distribuicao, é conhecido que o contraste pode ser escrito como:

Clv) = ,/”jQ. (5.7)

Portanto, a distribui¢ao de intensidade para particulas distinguiveis segue uma dis-
tribuicao L com v = 1, como pode ser observado na Figura 5.8, uma vez que a amplitude
de transicao das duas particulas pode ser escrita como um produto de cada uma indivi-
dualmente, e ambas seguem uma distribuicao exponencial. Essas distribui¢oes K surgem
sempre que se sabe que alguma intensidade obedece a estatistica exponencial, mas hé
uma incerteza sobre a sua média.*.

O caréter de cauda longa dos padroes de speckle para duas particulas distinguiveis
nao interagentes surge das correlagoes presentes no hamiltoniano das duas particulas.
Quando U = 0, o hamiltoniano pode ser expresso de forma diagonal como:

N
H =" Ennbl,a},10,0)(0,0]an,b,, (5.8)

1,12 ng 'ny
ni,n2

onde |0,0) ¢ o estado de vacuo e E,, ,, = E,, + E,,.

Assim as N2 fases, By, n,t sdo combinagoes de dois conjuntos idénticos de N estados
quanticos disponiveis para cada um das particulas.

No entanto, nem sempre [; e Iy serdo independentes (para a maiorias dos pares
de entrada (m,n) e saida (p,q), isso é verdade)Por exemplo, se medirmos a amplitude
de transicao na banda de estados ligados, isto ¢, m = n e p = ¢, as amplitudes se
tornam totalmente correlacionadas (I; = I3). Nesse caso, |h2P | = [fP|* ~ Exp(s), e a
intensidade I = |f? |* segue a distribuicao Weibull:

pr(y) = o™ (2y) " Pe VY, (5.9)

com y = [/a e a = 2s>. Essa distribuigao é representada pela curva sélida preta na
Figura 5.8, com o contraste C = v/5 ~ 2, 24. Observamos que o padrao de speckle gerado
pela medicao da intensidade na banda de estados ligados, representado pelos triangulos
cinza, segue a distribuicao Weibull.

Com base no mapeamento bidimensional realizado no Capitulo 4, os padroes de
speckle com maiores contrastes sao consequéncia de correlagoes estruturais. Em outras
palavras, a disposicao espacial das particulas influencia a formagcao de padroes de speckle
com contrastes mais acentuados. Assim, a regiao do espago onde as particulas estao
fortemente correlacionadas corresponde a diagonal no espago de Hilbert(m = n). No
entanto, veremos em breve que essas correlagoes sao parcialmente destruidas quando

U 0.

4Vale destacar que as distribuicoes IC surgem sempre que se sabe que alguma intensidade obedece 4 a
estatistica exponencial, mas ha uma incerteza sobre a sua media [21, 114].
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Figura 5.8: Funcoes de densidade de probabilidade escalonadas de intensidades de duas
particulas para uma tnica amostra desordenada com o tamanho da rede N = 40 sitios
e W = 0,01J. As estatisticas sao feitas usando a relacao de recorréncia apresentada
no capitulo 4 para o sistema de duas particulas, onde resolvemos de forma recursiva
essa relacao de recorréncia usando a expansao em série de Taylor do operador evolucao
temporal, da mesma forma descrita no caso de uma tnica particula, onde usamos At =
0.01. Nesse caso, as particulas ndo interagem (U = 0), preparamos as duas particulas no
sitio (m,n) = (20,22) e a intensidade I = |h%¢ |* é medida nos sitios (p,q) = (23,26).
Para o caso distinguivel, é mostrado pelas diamantes verdes, sendo a curva sélida verde
a funcdo distribuicdo K com parametro v = 1 e contraste C = v/3. Os triangulos cinza
representam a transicao entre a banda de estados ligados, I = |h£’,fm|2, com m = 20 e
p = 22. A curva sélida preta representa a distribui¢ao Weibull (C = \/5) Para referéncia,
a distribuicao exponencial é mostrada pela curva tracejada.
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Fonte: Autor 2024.

Vamos agora explorar o padrao de speckle para o caso em que temos bdsons idénti-
cos e férmions sem spin. Como discutido no Capitulo 4, cada conjunto pode ser acessado
injetando dois feixes coerentes em locais (m,n) e (n, m) com relagoes de fase simétrica ou
antissimétrica adequadas.

Assim, consideramos o caso bosbénico e fermidnico, e escrevemos a condi¢ao inicial
como:

— (fP f4 q fp o
{hm,n(B) (fmfn + fmfn>N , para bosons (510)

Py = (f2 2 — f4, fP) , para férmions

com N = 2-0mnt0.0)/2  Agsim, os padroes de speckle para os casos bosonicos e fermi-
onicos, representados na Figura 5.9, mostram que a distribuicao de intensidade segue a
distribuicao K com v = 2 e contraste C =~ V2 ~ 1.41. Nos dois cenarios, héa interferéncia

Insituto de Fisica — UFAL



CAPITULO 5. SPECKLE DE DUAS PARTICULAS 66

entre speckles distribuidos de acordo com a distribuicao K, o que é esperado devido a
natureza emaranhada dos estados de entrada, que podem levar a correlagoes nao classicas
entre as particulas.

Figura 5.9: Sob as mesmas condigoes da figura anterior (figura 5.8). Quando ambas as
particulas sao bosons ou férmions idénticos com simetria adequada, temos I = |hfr‘f7n( B)|2
el =, F)|2, respectivamente (quadrados vermelhos e circulos azuis). Para ambos os
casos, obtemos outra distribuicao K com parametro de forma v = 2 como consequéncia

do emaranhamento devido a simetrizagao da funcao de onda.
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F R
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Fonte: Autor 2024.

Na verdade, as correlagoes quanticas se manifestam nas estatisticas de speckle,
resultando em flutuagoes mais fracas do que aquelas observadas para particulas distingui-
veis. Para entender melhor isso, excluindo os estados ligados, consideremos:

P REE FL IR = Are® 4 Age'®, (5.11)

que é uma soma fasorial de duas componentes com amplitudes independentes seguindo
uma distribuigao K, isto €, A; ~ 2¢/LK(VT; 1, 1) com (A;) = m/1/4 e fase 6; distribuida
uniformemente. Aqui, assumimos uma média comum para ambas as variaveis. O speckle
pode ser avaliado por meio de uma versao modificada da féormula de Kluyver-Person®,
resultando em outra distribuigao IC, agora com parametro v = 2 e média y' = 2u, ou seja,

pr(I) = K(I; i/, 2).
Assim, o contraste é C = v/2 & 1.41, inferior ao obtido para particulas distinguiveis
(C = +/3). Para ilustrar isso, no caso de particulas distinguiveis, as correlacées quanti-

5A formula de Kluyver-Pearson da a distribuicao de intensidade para um nimero finito de fasores
de igual amplitude. Se estas amplitudes forem aleatorias e obedecerem a uma certa p4(A), é necessario
avaliar a distribuicdo composta [(I|A)pa(A)dA, onde p(I|A) é a funcdo de densidade de intensidade
condicional dependente do conhecimento de A (ver Sec. 3.2.4 da Ref. [21] para mais pormenores)
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cas sao limitadas e os padroes de speckle sao formados principalmente pela interferéncia
classica entre as ondas de cada particula, resultando em padroes com contrastes mais
acentuados. Por outro lado, no caso de particulas inicialmente emaranhadas, as correla-
¢oes quanticas podem suprimir a interferéncia classica entre as ondas de cada particula,
levando a uma redugao no contraste.

5.3 Particulas interagentes

Agora vamos examinar como a interagao local entre as duas particulas influencia a
estatistica de speckle. Quando U # 0, as amplitudes de transigao entre os estados quanti-
cos ja nao podem mais ser expressas unicamente em termos das fungoes de onda de uma
tnica particula. Inicialmente, vamos analisar a dindmica nos subespagos bosonico e fer-
mionico, onde é importante notar que, dada a condigao inicial simétrica ou antissimétrica,
o sistema evoluira independentemente em cada um desses subespagos, como discutido no
Capitulo 4.

Figura 5.10: Sob as mesma condigoes das figuras anteriores(figura 5.8 e 5.9), porem esta-
mos considerando U = 1.J, onde vemos que a distribuicao referente aos férmions idénticos
nao sobre influencia da interacao, enquanto que os bosons se ajustam a distribuigao ex-
ponencial.

Fonte: Autor 2024.

Para o caso bosonico, observamos que devido a presenca da interacao, ocorre uma
quebra de simetria no espectro de energial. Isso leva a uma mudanca na estatistica da

6A simetria que é quebrada é a simetria associada & descricdo das transicoes entre estados quanticos
das duas particulas. Inicialmente, quando a interagdo entre as particulas é nula (U = 0), as transigoes
entre os estados quanticos podem ser expressas em termos de fungoes de onda de particula tdnica, o
que preserva a simetria do sistema. No entanto, quando ha uma interagao local entre as particulas
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intensidade para um regime exponencial, como podemos ver na Figura 5.10. Por outro
lado, o padrao de speckle correspondente ao subespaco fermionico nao é afetado pela
interacao, mantendo seu perfil dado pela distribuicao K. Isso é esperado, pois neste
subespaco as particulas se comportam como férmions nao interagentes.

Essencialmente, quando ha interacao entre as particulas, ha uma quebra de simetria
no sistema, resultando em uma alteracao na estatistica da intensidade dos padroes de
speckle. Enquanto no subespago fermionico, onde as particulas agem como férmions nao
interagentes, a presenca ou auséncia de interacao tem pouco impacto nos padroes de
speckle observados.

Agora, vamos examinar as transi¢oes entre estados bosonicos em relagao a U, que se
aproximam muito da distribuicao exponencial. Para isso, plotamos o contraste em funcao
da interacao em diferentes escalas de tempo, como mostrado na Figura 5.11. Podemos
observar que, para U < J, a estatistica exponencial s6 é obtida no regime de tempo
longo. Isso ocorre porque o espectro bosodnico, que inicialmente nao possui interagao, é
ligeiramente alterado quando a interagao é introduzida. Leva algum tempo até que a
soma das amplitudes de transicao convirja para um padrao de speckle completamente
desenvolvido.

Quando U é fraco, tanto se os boésons estiverem ou nao localizados no mesmo
local (como veremos na proxima se¢ao), no regime de tempo curto, observamos flutuagoes
mais elevadas no contraste. Essas flutuagoes lembram o padrao de speckle associado a
distribuicao K. Para valores intermediarios de U, essa dindmica transitéria se torna menos
pronunciada e o padrao de speckle rapidamente assume uma distribuicao exponencial.

A medida que aumentamos U, como discutido no Capitulo 4, surge uma banda
menor de N estados ligados (£), para além da banda de estados nao ligados (ML) no
espectro de energia, que consiste em N(N — 1)/2 estados|3, 8]. Assim, ¢ conveniente
expressar a amplitude de transigao como a soma fasorial da seguinte forma:

Ws) = D e+ D be'™, (612)
keNL kel

Quando U > J, se ambos os bosons forem inicialmente colocados em locais di-
ferentes, eles exibem correlacoes semelhantes a férmions, como o antibunching espacial”
[8]. Isso ocorre porque quando as particulas estao relativamente distantes uma da outra,
aumentar a interagao resulta em um grande distanciamento energético entre as bandas
de estados ligados e nao ligados. Consequentemente, os estados que sao responsaveis por
correlacionar o movimento das duas particulas se tornam inacessiveis. Nesse cenério, a
dindmica dos dois bosons assemelha-se a dinamica de dois férmions nao interagentes sem
spin. Essa semelhanca é evidenciada pelo alto contraste em tempos curtos e intermediarios
no padrao de speckle (ver Figura 5.11).

Embora as transigoes entre os estados ligados e nao ligados permanecam insignifi-

(U # 0), a simetria é perdida. Isso significa que a descrigdo das transigoes entre os estados quénticos
de duas particulas ndo pode mais ser expressa apenas em termos de fungoes de onda de particula tnica,
indicando uma quebra na simetria do sistema.

7O antibunching espacial ocorre quando particulas evitam ocupar o mesmo estado simultaneamente
3]

Insituto de Fisica — UFAL



CAPITULO 5. SPECKLE DE DUAS PARTICULAS 69

Figura 5.11: Contraste do speckle bosonico C contra em funcao da interacao U numa
rede com N = 26 sitios e W = 0,01J. Para uma dada desordem, a estatis-
tica para I = |hf’7fn(B)|2 ¢ considerada em trés regimes de tempo diferentes, curto
(tJ € [0,Al; quadrados), intermediario (¢tJ € [10%,10% + AJ; circulos), e longo (tJ €
[10%,108 + A]; tringulos), com A = 10°, e A = 0.01. As curvas de contraste sdo médias
de 100 realizagoes independentes de desordem. Os dois bdsons sao carregados nos sitios
(10,11), com as medidas de intensidade sendo feitas em (13, 16).
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Fonte: Retirada da referéncia [107].

cantes, o speckle acabara se configurando como um speckle completamente desenvolvido
(C ~ 1) em um regime de tempo muito longo. Esse processo de convergéncia para um
padrao de speckle completamente desenvolvido envolve a combinacao de multiplos fato-
res, como a interacao entre as particulas e a disposicao espacial entre elas. Devido a esses
fatores, leva um tempo para que as diferentes componentes se ajustem e produzam um
padrao de speckle completamente desenvolvido. Vale ressaltar que a dinamica de anti-
bunching persiste indefinidamente. As relages de fase incorporadas na soma dos fasores
correspondentes fazem com que o teorema do limite central seja valido, apesar da persis-
téncia do antibunching. Além disso, as relagoes de fase presentes na soma levam a um
comportamento estatistico que se assemelha a uma distribuicao normal.

Agora vamos observar o padrao de speckle para o caso de particulas distinguiveis
em locais diferentes (m,n) e o referente aos estados ligados, m = n e p = ¢, como
mostrado na Figura 5.12. Inicialmente, para as particulas distinguiveis (representadas pela
curva verde), o speckle resultante em (p, ¢) surge como uma interferéncia entre os fasores
distribuidos por Rayleigh e K, componentes bosonicas e fermionicas, respectivamente.
Observamos que o speckle é quase exponencialmente distribuido, com excecao de uma
cauda longa (o contraste aqui é numericamente encontrado em cerca de C ~ 1, 05).

Nesse caso, as correlagoes fermionicas associadas ao subespaco antissimétrico im-
pedem a formagao de um speckle completamente desenvolvido. Portanto, esse contraste
C > 1 sempre sera mantido no limite de tempo infinito para particulas distinguiveis, inde-
pendentemente de U/J, no regime de desordem fraca W < J. Se a desordem for maior, o
contraste do speckle seria menor devido ao surgimento de modos de Anderson fortemente
localizados.
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Figura 5.12: Sob as mesma condigoes das figuras anteriores(figura 5.8 e 5.9), porem esta-
mos considerando U = 1.J, onde vemos que tanto o caso de particulas distinguiveis quanto
o de estados ligados se aproximam da distribui¢ao exponencial. A particulas distinguiveis
(diamantes verdes) apresenta uma cauda alargada. Quando apenas os estados ligados
(triangulos cinzentos) estdo envolvidos, a cauda retrai-se.

10°

Fonte: Autor 2024.

Ao observar a distribui¢ao cinza associada aos estados ligados, conforme mostrado
na Figura 5.12, notamos que sua cauda se retrai. Isso sinaliza o inicio dos modos com
comprimento de localizagao mais curto. A seguir, discutiremos um cenério referente aos
estados ligados no regime de U/J grande.

5.4 Banda de estados ligados e estatistica sub-Rayleigh

Agora vamos analisar o comportamento dos estados ligados em um regime de
interacao forte. Como observado no grafico anterior, Figura 5.12, podemos notar uma
retracao da cauda ja para U intermediario. No entanto, a medida que aumentamos a
interagao, ha uma diminuicao do contraste, conforme mostrado na Figura 5.13. Isso
ocorre quando tanto a condigao inicial do sistema quanto o estado de medi¢ao envolvem
os estados ligados. Isso é diferente do que observamos para o caso bosbnico, onde os
estados de entrada e saida nao incluiam os estados ligados.

Isso ocorre devido & diminuigao das energias acessiveis na banda de estados ligados
e ao distanciamento energético entre a banda de estados ligados e nao ligados. Essa
condi¢ao promove uma assimetria na soma fasorial relacionada apenas aos estados ligados.
Ao contrario do caso bosoénico, nossa soma fasorial é constituida apenas pelo somatorio
dos estados ligados na equacao 5.12. Na dindmica de duas particulas interagentes, em um
regime de interagao forte e para a condicao inicial sendo um pacote tipo delta, a dindmica
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Figura 5.13: Contraste do speckle bosonico C contra em funcao da interacao U numa
rede com N = 26 sitios e W = 0,01J. Para uma dada desordem, a estatis-
tica para I = |hf’7fn(B)|2 ¢ considerada em trés regimes de tempo diferentes, curto
(tJ € [0,Al; quadrados), intermediario (¢tJ € [10%,10% + AJ; circulos), e longo (tJ €
[10%,108 + A]; tringulos), com A = 10°, e A = 0.01. As curvas de contraste sdo médias
de 100 realizagoes independentes de desordem. Caso referente aos estados ligados, com
os dois bosons colocados em (10,10) e medidos em (11,11).
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Fonte: Retirada da referéncia [107].

do sistema ocorre predominantemente na banda de estados ligados [101]. Isso significa
que as particulas estao fortemente correlacionadas e nao acessam a banda de estados nao
ligados. Conforme aumentamos a intera¢ao no sistema, o intervalo de energias acessiveis
diminui, levando a uma diminui¢ao da distancia entre elas. Isso resulta em uma assimetria
na soma fasorial, onde um ou mais fasores se destacam em relacao aos demais. Os fasores
menos destacados seguem uma distribui¢ao exponencial com média s,,.

No caso mais simples, em que temos apenas um fasor dominante com intensidade
Iy, a intensidade segue uma distribui¢ao Rician (vista no capitulo 2), dada por:

R(I;r) = s;te H/sn) [g(23/Tr ) s,), (5.13)

onde Iy(+) é a funcdo de Bessel modificada do primeiro tipo de ordem zero e r = Iy/s,,.
O contraste nesse caso ¢ C = /14 2r/(1 + r). Entretanto, se temos mais de um fasor
dominante, podemos generalizar essa distribuicao sobre diferentes r, fazendo a seguinte
integral:

pD) = [ Ritlng(r)ar (5.14)

onde R(I|r) ¢ a distribuicdo Rician condicional ao conhecimento de r e g(r) é a funcédo
densidade de probabilidade. Essa forma generalizada da distribuicao Rician apresenta
um contraste menor que um. Em tultima analise, depende de U, bem como da distancia
entre os locais de entrada e saida, dado o perfil tipico dos modos localizados, lembrando
que existe uma relacao nao monotonica entre U e o grau de localizacao de Anderson. Ou
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seja, se tal distancia for suficientemente grande, esperamos que g(r) ~ Exp(sg), e entao a
Rician composta se transforma em uma distribuicao exponencial com média I = s, + sg.

Figura 5.14: Funcoes de densidade de probabilidade escalonadas associadas a transi¢oes
bosonicas de estado ligado. Aqui, I = [h5:? | com m = 20 e p = 22 considerando uma
cadeia comN = 40 sitios no regime U forte. As estatisticas sao obtidas em uma tunica
amostra de desordem com W = 0,01J evoluindo até o tempo tJ = 107 em passos de
100. Triangulos acima (& direita) representam o caso para U = 200J (U = 500.J). Curvas
solidas sao as ajustes Ricianas compostos obtidos isolando as quatro maiores amplitudes
da soma fasorial aleatéria correspondente para construir g(r). A distribui¢do exponencial
é exibida como uma curva tracejada para referéncia.
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Fonte: Retirada da referéncia [107].

Para ilustrar a distribuicao Rician composta em acao, direcionamos nosso foco
para o regime de U forte. A figura 5.14 confirma as estatisticas previstas para a am-
plitude de transicao envolvendo os estados ligados. Avaliamos numericamente a integral
J R(I|r)g(r)dr, onde a diferenca entre cada distribuido ocorre, pois g(r) depende tanto
de U quanto da distancia entre os estados de entrada e saida. Quando a distribuigcao
se aproxima de uma distribuicao exponencial, a distribuicao Rician padrao com apenas
um fasor dominante (com ¢(r) sendo uma funcdo delta de Dirac) deve ser suficiente. As
estatisticas sub-Rayleigh podem, assim, ser obtidas para particulas com forte interacao
em um meio fracamente desordenado.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho, apresentamos o estudo do speckle de duas particulas. Analisamos
diferentes cenarios que envolvem particulas distinguiveis e idénticas, e também conside-
ramos se hé interacao entre elas ou nao. Inicialmente, revisamos alguns resultados ja
presentes na literatura para fundamentar nossa descricao do fenémeno do speckle em sis-
temas de particulas interagentes. Além disso, é importante mencionar que nosso trabalho
foi reconhecido com o Prémio de Exceléncia Académica da FAPEAL (Fundagdo de Am-
paro & Pesquisa do Estado de Alagoas), conforme o Edital Fapeal n® 03/2023 — Prémio
de Exceléncia Académica, e foi publicado no PHYSICAL REVIEW A em 16 de agosto
de 2023[107].

Observamos que as flutuagoes associadas a esse fenomeno podem revelar sutis cor-
relacdes quanticas entre as particulas. E possivel extrair padrdes nao-Rayleigh da evolucao
temporal dessas particulas, que variam desde formas de baixo contraste obedecendo a dis-
tribui¢oes Rician compostas até padroes distribuidos por K, que apresentam flutuagoes
superiores as exponenciais. A dindmica de duas particulas pode ser prontamente adap-
tada a um conjunto de guias de ondas fotoénicos quadradas carregadas com luz classica |6,
7,9, 11, 20]. Os diferentes padrdes de speckles sao entao obtidos através da definigao da
relagdo de fase de entrada desejada (de modo a ativar o comportamento bosonico e/ou
fermionico) e do controlo da dessintonia entre os guias de onda diagonais e os outros [20].

Nossos resultados nao apenas tém aplicagoes diretas na oOptica, mas também se
estendem a caracterizacao de sistemas quanticos de forma geral. Demonstramos que me-
digoes locais na base computacional sao capazes de capturar correlagcoes quénticas sutis
envolvendo particulas idénticas. Mesmo quando as particulas sao distinguiveis, a dis-
tribuicao de speckle resultante exibe um contraste C > 1, uma propriedade que pode
ser atribuida a correlagoes fermionicas. Os padroes de speckle correspondentes a duas
particulas bosonicas também apresentam um contraste maior tanto nos limites de inte-
racao fraca quanto forte. E necessario um tempo transitério antes que suas correlacoes
intrinsecas se dissipem, resultando no surgimento de um speckle totalmente desenvolvido.
Essa caracteristica intrigante permite a manipulagao das estatisticas de speckle mantendo
o padrao dinamico geral|29]|, demonstrando mais uma manifestacdo de emaranhamento
decorrente da identidade das particulas com implicagoes praticas[115].

Mencionamos que estudos relacionados envolvendo estatisticas de speckle de dois
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fotons como uma sonda de emaranhamento podem ser encontrados nas Refs. [108, 116].
Trabalhos futuros podem aprofundar a resposta speckle no nivel multiparticula [117, 118|
e sua relagao com outras formas de emaranhamento.
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Apéndice A

Demostracao do Intervalo de Energia do
Modelo de Bloch

Partindo da equagao de Schrédinger, calcularemos o intervalo de energia per-
mitido do elétron,

H[p(r o)) = E[¢(7 to)), (A1)

onde t; é fixo, dessa forma podemos decompor a fun¢do de onda | (7, tg)) como
uma combinagao linear dos orbitais atomicos |n) usando a representacdo de Wannier:

[ (7 1)) = Y ln), (A.2)

assim, A.1 torna-se

H paln) = E> tbyln). (A.3)

Onde reescreveremos o hamiltoniano da equacao 3.6, como:

H=¢e) |n)(n|—J (In)(n+1|+n){n—1), (A.4)

substituindo A.4 em A.3, teremos:

ey In)(nl =Y (In)(n+ 1+ |n)(n = 1) | D _twln) = EY ).
Y [etwln)(nln’) = J(uln)(n + 1|0) + dwn)(n = 1n'))] = E Y ).

n,n’

da condigao de ortogonalidade do conjunto {|n>}, (n|n) = 6,, e aplicando (¢,
entao teremos
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Z [57%' ’n>5n,n’ - J(wn’ ‘n>6n+1,n/ + wn’ ’n>5n—l,n’)] =F Z w;‘;’wn’ |TL/>

n,n’

!

D lentbw (' |n) = T W (0 |0) + Ypua (W [0)] = E Y rtpu{n’|n)

e Uit — T > Un(ns1 + ) = B> i,

gwn - J(,@Dn-l—l + wn—l) = qubn (A5)

Sabendo que podemos podemos escrever as func¢oes de Bloch como um serie de
Fourier, ja que sao peridédicas na rede reciproca, iremos expressar as amplitudes como

wn = 1/10 eikna )

E¢06ikna _ 5¢Oeik”5 o Jw()(eik(n—i-l)i + ¢Oeik(n—1)6)7
Edjoeiknd’ — €¢0€iknd o oneiknd’(eikﬁ + efikd')7

E = ¢ — 2Jcos(ka).

Com isso, podemos observar que as energias permitidas estao dentro do intervalo
e—2J < E <e+2J. Dessa forma, podemos ver que a banda de energia é deslocada por
g, e a largura de energia depende de 4.J. Levando em conta que consideramos interagoes
entre orbitais de d&tomos vizinhos, os elétrons sao fortemente influenciados pelos orbitais
atomicos locais e movem-se entre os atomos. Quando lidamos com N &tomos idénticos,
cada um contribuindo com orbitais para a formacao de bandas de energia, onde esses
niveis atomicos sao nao degenerados, cada nivel atémico nao degenerado fornece um par
de orbitais. Como ha N atomos, o total de orbitais ¢ 2N [119].

Portanto, como existem 2N orbitais, podemos reescrever a relacao de dispersao

como:
k
BE(k) = —2J cos (é’) (A.6)
Como K = ]%Lfl, podemos escrever as autoenergias em funcao dos sitios da rede
como:
™
E,=-2J . AT
NES an

Agora para analisar os aspectos dinamicos do sistema a funcao de onda que deve
satisfazer a equagao de Schrédinger dependente do tempo:
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o,
iho ) = HIY), (A.8)

com isso obtemos:

1) = ety — T (Wt (A.9)
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Apéndice B

Demostracao da relacao de recorréncia
para particulas distinguiveis para o caso
estatico

Inicialmente, resolveremos a equacao de Schrodinger independente do tempo, i.e,

H{yp(m,n)) = Elp(m,n)), (B.1)
para o lado esquerdo da equagao acima temos:
Hl(m,n)) = JZW;H%‘ + b}+1bj + ajHa; + bj+1b})|¢(man>>

Jj=1

N
—+ Zsj(a;aj + b;b])hb(m, n))

J=1

+ ZUa a;bb; |1 (m, n))

onde, por simplicidade, podemos escrever a expressao anterior como:

Hlip(m,n)) = Hylip(m, n)) + Ha|yp(m, n)) + Hs|y(m, n))

sendo

Hulth(m,n)) = J Y (] ya; +bL1b + ajeaal + bjabh) [ (m,n))

7j=1

Hy|(m, n) Z% ala; +bib;)[1(m, n))
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PARTICULAS DISTINGUIVEIS PARA O CASO ESTATICO

87

Hs|y(m,n)) ZU& a;b b|wmn)>

Assim, para H; temos:

Hi|yp(m,n)) = JZ(Q}L‘H%’ + b}+1bj + ajHa; + bjﬂb})W(m, n)),

j=1
=J Z(a}Haj + b;—l—lbj + (Ij+1(1} + bj+1b}) Z fm,nw(m, n)>D,
7j=1 m,n
=7 (aly a5+ bl by + ajaal + b b)Y falm,n),
7j=1 m,n
=T > fmanla]iaa; +b10b; + ajaaf + b)) |m, n),
j=1 mn

= Jme,n(|m+1,n>+|m,n+1)+|m—1,n>—|—|m,n—1>),

m,n

agora para Hs, temos:

Hyly(m,n)) = Zq(&}ag’ + b}bJ)W(ma”)%

j=1

N

= Zej(a;r-aj + b;b]) Z fm,n|¢(m7 TL)>D,
j=1 m,n
N

= Z&‘j(@}&j + b;b]) me,n‘m7n>7

= Zmen Eja a; +€ijb m,n),

7j=1 m,n

- Z fm,n(5m|m’ n) + g”‘m’ n>)’

m,n

=" fun(Em +0)|m,n),

por fim para Hs, temos:
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Hs|(m,n)) = aajbb]wmn))

WE HMZ

Ual a]b b; menw m,n))p
1

.
Il

Ua ajb b; men|m n

Z ana ajb bjlm,n)
f

|
3M ||‘M2 WMZ

nUbmn|m,n)

dessa forma ficamos com,

Hp(m,n)) = TS fnn(lm + L) + lm,n + 1) + m — L) + [m,n — 1))+

m,n

Z Jmn(Em + €n)m,n) + Z JmnUbmn|m,n)

entao o valor esperado sera :

((m,n)|H|p(m,n)) Zmenfmnmn]Jmen]m+1 n) + |m,n+ 1)+

mnmn

lm —1,n) + |m,n—1)) + men Em +En)|m,n) + me,nUém,n|m,n>]

m,n m,n

dessa forma obtemos:

<1/1(m n)|HW1mn men fm+1n+fmn+l+fm 1n+fmn 1)
+ (57% +&n + U(Sm,n)fm,n]a

agora o lado direito de B.1, temos:

(W(m,n)|E[p(m,n)) = EY " frunfi o (m' 0 fm, n)

mnmn

=E> funin
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PARTICULAS DISTINGUIVEIS PARA O CASO ESTATICO 89
Com isso obtemos a seguinte relacao de recorréncia:
Efm,n - J(fm-l—l,n + fm,n-{—l + fm—l,n + fm,n—l) + (5m +ée,+ Uém,n)fmm (BQ)
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Apéndice C

Demonstracao da relacao de recorréncia
para o caso simétrico e antisimetrico

Podemos encontrar a relacao de recorréncia para esse caso de maneira anéloga feito
no apencice B, aplicando:

[(m,n)) = fnnlto(m,n))s, (C.1)

no hamiltoniano.

Dividindo o hamiltoniana em 3 partes, temos:

Hi|ip(m,n)) = JZ(CL}H%‘ + b;+1bj + aj+1a; + bj+1b;[‘>|¢(m7n>>

=1

Hal(m,m)) = D e5(aja5 +bjb;) |4 (m )

Hs|y(m,n) ZU@ a]bTb |t(m,n))

Assim para Hy, com m = n,temos:
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Hy[ip(m,m)) = J > (al, a5+ bl 1b; + ajaal + biab)) [ (m, m)),

=1
= JZ(a}Haj + bl 1bj + ajpral + b b]) Z Jmnltb(m,m))s,
i=1 mn
= JZ(a;Haj - b;Hbj - aj+1a; = bj“b;f.) Z fmn|m,m),
j=1 mn
= JZ Z fm,n(a;Haj + b;urlbj + ajﬂa; + bj+1b})|m, m),
=1 mn
= Jme,n(]mjL L,m)+|m,m+ 1)+ |m—1,m)+ |m,m—1)),

note que tanto o termo sublinhado quanto o termo sobrelinhado podem ser escrito
como uma combinacao simetrica para cada um dos estados, entao:

Hilg(m,m)) = T Y frm (V200 (m 4+ 1,m))s + V20b(m — 1,m))s),  (C.2)
para Hy e m = n, temos:

N

H2|¢(m7 m)> = Z(gja}aj + 6jb}bj) Z fm,m|m’ m>7

j=1

N
= fm Y _(gjaba; + e5blb;)[m, m),
m 7j=1

= fmm(Em + m)|m, m),

para H3 e m = n, temos:

N
Hs|(m,m)) = Z Ua;ajb;bj Z fmm|m, m),
j=1 m

N
= Z fm,m Z Ua}ajb;bﬂm, m),
m 7j=1

= Z fm,mUdm,m‘mv m>7

entao a eq. de Schordinger para m = n é:
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Hlp(m,m)) = J Y frnm(V2l(m +1,m))s + V200 (m - 1,m))s)
+ ) fnn (26m + U)o (m, m))
fazendo (p(m,m)|H |y (m, m)), temos:

Efm,m = J\/E(fm,m+1 + fm,erl) + (25m + Uém,m)fm,m

Fazendo agora n = m + 1, temos:

N
Hlp(m,m+1)) = J Y (al, 05+ b 41b; + ajiral +bjb]) [1h(m, m + 1)),

j 1

_JZ @410 + b 41by + ageaal + byabh) men\/ﬁ(lm,m+1)+|m+1,m>),

7j=1

jﬂaj —l—bﬁlb —|—aj+1a —|—bj+1b )(Im,m + 1) + |m + 1,m)),

||Mz

_Jmen (lm+1,m+1)+|m,m+2)+|m—1,m+1)

+‘m?m>+’m+27m>+’m+17m+1>+|m7m>+|m+17m_1>)
= Jme,n(ﬂ‘w(m +1,m+ 1>>S + ’w(mam + 2))5 + W(m —1m+ 1))5 + \/§|¢(mam)>s),

m,n

para Hs, temos:

Holp(m,m +1)) = memZ(sja]aJ+€JbTb)men\/_ﬂmm+ 1) + |m +1,m)),

—men €m+em+1)\/_(|m ;m+1) 4+ |m+1,m)),

== me,n gm + 6m+1)’w(m7m + 1)>S’

note que Hj é zero uma vez que m # n, entdo para m #n e n = m + 1, temos:

Hlp(m,m+1)) = Y fmn(V200(m +1,m + 1) + [ (m,m +2))s

+ |¢<m - 17m + 1)>S + \/§|77/}(m7m)>5) + Z fm,n(gm + 5m+1)|¢(m7m + 1)>57

m,n
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dessa forma:

Efm,m—f—l = J(\/gfm-‘rl,m—&-l + fm7m+2 + fm—l,m+1 + \/§fm,m) + <5m + 5m+1)fm,m+1~

Por fim, para m # n e n > m + 1, teremos:

N-—1

Hyl¢(m,n)) =T (al ja;+ bl 105 + ajal + biabD[(m,m+1))s,
j=1
N-1

=Y (al a;+ b}, b+ ajal + biybh) menﬁﬂm n) + |n,m)),

7j=1

N—
=Jmen Z aly ;401410 + ajeaal + byabh)(jm, n) + [n,m))
—Jmen |m+1n>+—|mn+ Y+ m —1,n) + [m,n — 1)

Hy[yp(m,m+1)) = J > frnn([o(m+1,0)) s+ (m, n+1)) s+ |1 (m—1,n)) 41 (m, n—1)) )

m,n

para H,, temos:

N-—
Hylp(m,n)) = Z 5]a]a] —H—t]bTb |(m,n))s,

Jj=1
N-1

M

(eja aj + gjb]b Z \/_fmn(|m ,n) + n,m)),

]:

1
= fm,n

m,n

= me,n ! (em +en)(m,n) + |n,m)),

2

m,n

1
(EJCLJCL] + 5]bTb )(Im,n) +[n,m)),

%I

2

<=

(€m + 5n)’w(m? n>>37

assim obtemos,

Efm,n — J(fm—l—l,n + fm,n—l—l + fm—l,n + fm,n—l) + (5m + 5n)fm,n'
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Entao para o caso simétrico temos as seguintes relagoes de recorréncia:

Efm,m - J\/ﬁ(fm,m+1 + fm,erl) + (25m + Uém,m)fm,m
Efm,m—l—l = J(\/ifm—&-l,m—l-l + fm,m+2 + fm—l,m—i—l + \/ifm,m) + <5m + E:m—&—l)fm,m—l—l-
Efm,n = J(fm—i—l,n + fm,n—l—l + fm—l,n + fm,n—l) + (5m + 5n)fm,n'

Agora para a parte antissimétrica |¢)(m,n)), teremos para H;:

N-1

HyJip(m, N)) = J Y (al,ya;+ bl b; + ajeaal + bab])[(m, m + 1)) 4,
j=1
N—-1

_JZ J+1a3+bj+1b +aa+1a +bﬂ+1b me"\@(’m n) — |n,m)),
—Jmen S(m - Ln) + fmon 1) o+ fm = L)~ . — 1)

—|n,m+1)—|n+1,m)—|n,m—1)+|n—1,m))
= I fral[(m+1,n)) 4+ [(m,n 4+ 1) 4+ [(m — 1,n)) 4 + [¢(m,n — 1)) ),

m,n

e para Hs, teremos,

N-
Hs|¢p(m,n)) = Z 5]ajaj —|—5J bj)|tp(m,n))a,

Jj=1
N

~1
1
= aaa +e:b bt — fn(lm,n) — n,m)),
Yot + ) 3 7z ol ) = o)

=> fmﬁn%(am + &n)(Im,n) — |n,m)),

= fmﬁn%(em +en)[Y(m, n))a,

note que para esse caso Hs nao contribui, uma vez que nao temos estados de dulpa
ocupagao nesse subspago. Assim obtemos a seguinte relagao de recorrencia,

Efm,n = J(ferl,n + fm,nJrl + fmfl,n + fm,nfl) + (sm + 8n)fm,n'
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