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RESUMO

O presente trabalho busca diminuir as dificuldades que muitos discentes apresentam na
resolucao de sistemas nao-lineares. Para este fim, dispomos de uma valiosa ferramenta, a
saber, polinomios simétricos. A discussao deste tema no ensino médio tem gerado grande
interesse entre os discentes, pois as idéias que aqui serao apresentadas foram aplicadas em
turmas especiais que prestam exame de acesso para Instituto Militar de Engenharia (IME)
ou Instituto Tecnoldgico da Aerondutica (ITA), e no treinamento das Olimpiadas de Ma-
tematica. A experiéncia de sucesso com essas turmas nos motivou a levar a discussao de
polinomios simétricos para as turmas convencionais da Educacao Basica, particularmente
no ensino médio. Assim, introduzimos, no Capitulo 1, os conceitos e algumas definigoes
e apresentamos alguns problemas que sugerem de modo gradual a importancia da teoria.
Destacamos especialmente o uso dos polinomios simétricos elementares e como estes estao
associados as relagoes de Girard e as somas de Newton. No Capitulo 2, apresentamos o
algoritmo de Van Der Waerden que mostra como escrever qualquer polinomio simétrico
em funcao dos polinomios simétricos elementares. Na sequéncia, destacamos o estudo
do discriminante para equagoes polinomiais do 2° e 3° graus. Finalmente, no Capitulo
3, incluimos a resolugao de varios problemas que servem de apoio para resolver outras
possiveis situacoes-problema envolvendo sistemas nao-lineares.

Palavras-chave: Polinomios simétricos elementares. Polindmios simétricos. Relagoes
de Girard. Somas de Newton. Discriminante. Sistemas nao-lineares.



ABSTRACT

The present work aims to reduce the difficulties that many learners present at the resolu-
tion of nonlinear systems. For this purpose we have valuable tools, symmetric polynomi-
als. The discussion about this theme in High School has generated great interest among
learners, since the ideas that will be shown here have been applied in special classes which
take exams for The Military engineering institute (IME), The Technological Institute of
Aeronautics (ITA) or while learners are preparing for The Mathematics Olympics. The
successful experience with these classes motivated us to take the discussion about the
symmetric polynomials to the conventional Middle School classes and, particularly to
the High School classes. This way, we introduce on chapter 1, the concepts and some
definitions and we present some problems that suggest, gradually, the importance of The-
ory. We specially point out the usage of elementary symmetric polynomials and how they
are associated with Girard’s relations and Newton sums. On chapter 2 we present the
Van Der Waerden theorem which shows us how to write any symmetric polynomials in
function of elementary symmetric polynomials. In sequence, we show the study of dis-
criminant of polynomial equation of the second and third degrees. Finally, on chapter 3
we have the solution of several problems that support us to solve other possible problem
situation which involve nonlinear systems.

Key words: Elementary symmetric polynomials. Symmetric polynomials. Girard’s
relations. Newton sums. Discriminant. Nonlinear systems.
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INTRODUCAO

Esta dissertagao apresenta polindmios simétricos com enfoque na Educacao Basica,
pois, neste nivel, ensinam-se produtos notaveis, fatoragoes, sistemas e polinomios, sem
que, no entanto, o tema, polindmios simétricos, seja mencionado. Assim, essa é uma
das razoes para discutirmos este conteudo. Além disso, a abordagem de polinémios
simétricos presente nas olimpiadas de matematica nao sé nos ajudou a incluir o tema no
ensino médio como também colaborou para a redacao do presente texto.

Inicialmente, podemos introduzir polinomios simétricos na Educacao Bésica, particu-
larmente no ensino médio, através das Relacoes de Girard que, na equacgao polinomial de
grau trés, pode se enunciada da seguinte maneira:

3

Afirmacao 1. Sea, b e c sdo raizes da equagdo do terceiro grau x3 —o1x* + 09w —03 = 0,

entdo o1y =a+ b+ ¢, 09 = ab+ bc+ ca e o3 = abe.

Embora tal propriedade seja muito conhecida, entre os discentes, em momento al-
gum fala-se de polinomio simétricos. Portanto, procuramos aprofundar a discussao sobre
polinomios simétricos através de exemplos praticos que desafiam os discentes do ensino
médio a pensar no tema. Com esse fim, enunciamos quatro problemas que sugerem de
modo gradual a importancia do estudo de polindmios simétricos no Ensino Médio. Os
dois primeiros serao resolvidos na Segao 1.2 e os outros na Secao 1.3.

Problema 1. Considere a,b e c trés niimeros reais nao-nulos que satisfazem a identidade
(ab+ ac + bc)® = abe(a + b + ).
(a) Mostre que a,b e ¢ sao termos de uma progressao geométrica.

(b) Se as raizes da equagao
32° — 262” + ax — 24 =0

estao em progressao geométrica, entdo qual é o valor de a?

Problema 2. As raizes do polinomio
f(x) =2 —T2° + 142 — 6

sao os comprimentos dos lados de um triangulo ABC. Determine o perimetro e a drea
deste triangulo.

Problema 3. Determine as raizes reais da equacio /33 — x + </ = 3.

Problema 4. Resolva o sistema de equacoes
a+b+c = 2
a>+ b+ =
ad+B+3 = 8

(@)
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O dltimo problema proposto representa um sistema nao-linear que muitas vezes o
discente resolve por inspecao, nesse caso, por exemplo, o terno (—1,1,2) é uma solugao.
A abordagem de polindmios simétricos para resolver esse sistema é muito pratica e es-
sencial para a compreensao de outros problemas. Com efeito, podemos afimar que os
trés primeiros problemas da lista também sao, de forma indireta, sistemas nao-lineares,
assim como o ultimo. Veremos que o fato desses quatro problemas estarem associados a
polinomios simétricos nos mostra a necessidade de introduzir o tema na Educacao Basica.

Assim, como dissemos, a dissertacao propoe uma discussao de polinomios simétricos
na Educacao Basica. As aplicacoes que sao feitas no texto nao sé visam mostrar a
importancia desse tema, como também apresentam varias técnicas de solucao que muitas
vezes nao sao exploradas com os discentes. Os argumentos que usamos ao logo do texto
exigem um conhecimento basico de algebra como produtos notaveis, fatoragoes e estudo
das raizes de uma equacao polinomial de grau n. Ao logo dessa dissertacao, usamos
varios livros que contém temas relacionados com topicos de algebra basica e polindmios
simétricos, ver [1], [2], [3], [4], [5], [6] e [7].
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1 POLINOMIOS SIMETRICOS

Neste capitulo, vamos definir os polindomios simétricos para x, s ..., x, indetermina-
das em K. Por exemplo, dadas as varidveis z,y € R um polinémio f(x,y) definido nessas
varidveis é simétrico se, e somente se, f(x,y) = f(y,x). Para nos ajudar, definimos uma
aplicagao ¢ nas indeterminadas de um polinémio que justifica quando este é simétrico nas
n indeterminadas. Além disso, destacamos, ao logo deste texto, os polindmios simétricos
elementares, que estao associados as relagoes de Girard, e as identidades de Newton, que
estao associados as somas de Newton.

1.1 DEFINICOES

Inicialmente, vamos definir um polindomio sobre vérias indeterminadas ou varidveis,
mas sempre levando em conta que, se uma propriedade ¢ valida para os conjuntos
numéricos N, Q, R ou C, entao diremos apenas que tal propriedade vale para o con-
junto K, isto é, teremos sempre que K é um desses conjuntos citados.

Definicao 1.1. Um polinomio f ¢ uma notacdo formal expressa da forma
f=f(x) = ans"™ + an_12" " 4 - 4 a1z + ay,

onde ay, Gp_1, ..., ag SGo 08 coeficientes de f pertencentes a K, com a, # 0. Neste caso,
dizemos que o polinomio f estd definido numa indetermidada x em K, ou, simplesmente,
f € Klz]. Quando dizemos que o polinomio f estd em K|x], isso significa que todos os
seus coeficientes pertencem a K. Desse modo, o conjunto K[z] representa todos os po-
linomios na indeterminada x, cujos coeficientes pertencem a K e, no caso em que a, =1,
dizemos que f é um polindbmio moénico.

Exemplo 1.1. O polindomio f(z) = 22% + = + V2 pertence a R[z], enquanto que o
polinémio f(x) = 52° — iz + 2 estd definido em C[z], onde i* = —1.

Definicao 1.2. Fizado o natural n > 0, chamamos de polinomio nas indeterminadas
r1,%a...,T, em K a expressdo

flxy, 2. .. ) = Z Qiyi..in Ty - 'xiZL’

onde a;,4,. ., € K e 0s expoentes iy,1s, ...,1, € N. Além disso, as operacoes de adigdo e
multiplicagcao para polinomios com n indeterminadas que pertencem ao conjunto

K[z, 22 ..., x,] seguem analogamente as conhecidas operacoes de adigao e multiplicagdo
definidas para polindmios com uma indeterminada, ou seja, para polinomios em K[z].

Exemplo 1.2. Seja o polinémio f(x,y, z) € K[z, y, z| definido por

f(@,y,2) = (x+y)(w+2)(y +2).

Se desenvolvermos os fatores dos produtos acima, obtemos o mesmo polinémio represen-
tado pela adicao de sete monomios, isto é,

f(z,y, 2) = 2%y + 2%z + 2y® + 2wyz + 22 + Pz + y22
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Exemplo 1.3. Seja o polinomio
fla,y,z,w) = a* + 3y + 25 + b € Koy, 2,0,
onde k € N. Esse polinomio ¢ formado por quatro monomios com quatro indeterminadas.

Exemplo 1.4. Um tipo importante de polinomio sao os o; € Kzy,xg,...,2,], 0 <
7 < n, definidos do seguinte modo:

UQ($1,$2,...,$n) = 1,

o121, T2, ..., Tn) = E Ti=T1+ X2+ + Tnp,
1<i<n

oo(x1,Tay ..., Tp) = E T Tiy = T1Tg + 123 + T1T4 + ... + Ty 1T,
1<iy <ig<n

oi(z1,20,...,2,) = E T Ty - .. Ty,
1<i1<i2<...<i;<n

On(T1, T, ..., Xy) = T1T2T3...Ty.

Visto que esses polinomios sao usados com frequéncia ao longo deste texto, denota-
remos 0;(21, Tg, - . ., Tn) POT 0 € 05(T1, T, ..., Ty 1) POr 0 . Assim, podemos escrever o
polinémio ; em fungao dos polinémios o’ e o7, através da relagao:

/
o1 = 01+ Ty,
/ /
Oy = 09+ Xp07q,
/ /
03 = 03+ T,09,
, , (1.1)
Oj = 0;+Tp0,_y,
— / /
On—1 = Op_1 + TnOpn_2;
_ /
Op = ZTn0,_1-

Posto isso, vamos considerar o seguinte resultado:

Lema 1.1. Sejam x1,x9,...,x, € K zeros do polinomio

flx)=(r—x1)(x —22) ... (x — ),

1sto €,

f(x1) = f(ze) =+ = f(zn) =0.
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Entao podemos escrever

flx)y=a" —oiz" ' 4+ (=1 02" 4+ (=1)"0,, (1.2)
onde 0;(x1,22,...,2,) € K[z1,29,...,2,), com j=1,2,... n.
Demonstracao. A prova serd feita por indugao sobre n > 2. Fazendo n = 2, o

resultado é imediato, pois

(x —z1)(x —29) = 2% — (21 + T2)T + 7129,
= 22— oz + 0.

Agora, assumindo que (1.2) é verdade para n = k, vamos mostrar que para n = k + 1
também é verdade. Com efeito, multiplicando f(x) por (z — xx+1), obtemos que

@)@ —zp) = (z—a)(@ —w2) - (& = 2p) (2 = Tppr),

= z(zx—x1)(x —x2) - (x — p) — Xp1(x — 1) (T — 22) - -+ (T — Tp).
Usando a hipdtese em (1.2) nas indeterminadas 1, Zs, . .., e agrupando, temos

fla)( —apn) = w(@® =0+ 4 (=1)f05) = 2 (2 — 0f2" T+ (=1)F0y)
= 2" — (o] + zpr)2t + -+ (1) (0 + zpga0f_y )l

+ 4 (—1)’“’1(0;“ + 04 Tht1)-

Analogamente as identidades em (1.1), para todo 1 < j < k + 1, podemos substituir
cada uma das parcelas o’ + x31107j_,, da equagao acima, por ;. Logo,

f(@)(x — 2py1) = 2" — opah + o0+ (D) o

Finalmente, podemos afirmar que para n = k + 1, também, é verdade. Pois,

(x—2)(x —29) ... (x —2) (2 — 2pp1) = 2" —opaF + o o (D) o
O
Defini¢ao 1.3. Seja ¢ : {1,2,...,n} = {1,2,...,n} uma aplica¢io. Dizemos que ¢ €
uma permutagao no conjunto {1,2,...,n}, se v é uma bije¢ao. Neste caso, S, representa
o conjunto de todas as permutacoes do conjunto {1,2,...,n}.

O conjunto S, possui n! elementos. De modo geral, definimos

“”Z(wﬁ o Z(n))

um elemento qualquer de S, onde ¢(1),(2),...,p(n) corresponde a uma lista de
1,2,3,...,n numa ordem arbitraria.

Exemplo 1.5. Temos que o conjunto S5 possui 3! = 6 elementos ou listas. De fato,

(123 (123 (123
Y1 = 1 2 3 ) P2 = 3 1 2 ) Y3 = 2 3 1 )
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(123 (12 3 /123
vi=\l1392) ¥=l213) ¥$713 21

sao os elementos do grupo de permutacao Ss.

O nosso objetivo é permutar as indeterminadas x1, 22, 23...,2, de um polindomio
f € Klzy,xq, ..., x,] através da bijegdo ¢; € S, e observar quais desses polindmios nao
se alteram. Assim, vamos considerar a seguinte aplicagao:

Sy X Klzy, ...z, — Kz, ...,z
(@i, flx1,22,.. ., 20)) = fP(x1,...,20) = f(@p1), -, Tpym)), 1=1,2,3,...,n!

A medida que @;, onde i = 1,2,3,...,n!, percorre todas os permutacoes do conjunto S,
a aplicacao transforma o polindmio

f(l'1,332, e 7xn) € K[l’l,l'g, v axn]
no polindémio
TP (@ ,1), Tu(2)s 5 Tu(n)) € K1, @2, ., 20).

Assim, o polinomio f¥% onde 1 < i < n!l, quase sempre, tem suas indeterminadas, em
relacao f, numa ordem diferente. Geralmente, a consequéncia disso é que ; aplicada as
indeterminadas do polinomio f resulta num polinomio diferente de f. Neste trabalho,
estamos interessados nos polinémios em f € K[z, zo, ..., x,] tal que f¥ = f, para todo
i=1,2,3,...,n

Exemplo 1.6. Considere o polinoémio f € K[zy, x2, 3] definido por
f(xlyl‘m $3) = X1 — Ty + T2T3.

Sabemos do Exemplo 1.5 que S3 possui 6 elementos. As permutacoes sao

@1(I1,$27$3) = ($1,$27$3);
802(561,332,373) = ($3713172172),
p3(x1, 2, 23) = (22,23, 71),
S04(I1,$27$3) = ($1,$37$2),
<P5($1,£C2,~’U3) = (1'2,95171173),
we(r1, T2, 03) = (x3,%9,77).

1 J— J—
S, w0, 23) = f(T0,010) Ty (2), Ty (3) = J(@1, 02, 23) = 11 — T3 + T3,
2 J— —
[P (x1, w0, 73) = fx 2(1)y Lipa(2)r Lipa(3) = f(ws, 1, %2) = 3 — T1 + T122,
f‘PS x1,T2,2T3 = f :f L2, T3, L1

Il
~

Tpa(1)r Tpyg(2)s Tepa(3) 1 — T3 + T3X2,
= [(@ps1), Tes(2)s Tips(3)

= f

(

(

(Ta(1)s Tipa(2) Ts(3)
(24

( 9 — X1 + T1T3,
(wy

~— — ~— ~— ~— “—

x
x

= Tg — T3+ T3T1,
x
x
x

Tipg(1)) Lpg(2)s L (3) 3 — T2 + Taly.
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Neste caso, observamos que apenas f¥' = f e para as demais f¥i sao diferentes, ou seja,

feRAEf [P ES, [P FEf, 95 # fe f¥ # f. Desse modo, dizemos que o polinomio f

nao é simétrico nas indeterminadas 1, xo € 3.

Agora, vamos definir o que sao polindmios simétricos nas n indeterminadas.

Definigao 1.4. Dizemos que um polinomio f(xy1,zs,...,x,) € simétrico se, e somente
se, para qualquer permutacao ¢ : {1,2,...,n} = {1,2,...,n} vale
[P (1, 2, . x0) = f(Zp01), Tpy(2)s - - - Ti(n)) = f(@1, @2, ..., ), 1=1,2,3,...,n!

Exemplo 1.7. Mostre que o polinomio f(z,y,z) € K|z, y, z|, definido por
flxy,2) = (@+y)(@+2)(y+2),
é simétrico.

Devemos mostrar que, ao aplicar ¢; € S3,i = 1,2, ..., 3! nas indeterminadas de f,
temos sempre f¥ = f. Assim, analogamente ao Exemplo 1.6, as permutagoes sao:

e1(2,y,2) = (2,9,2)
pa(r,y,2) = (z,2,y),
3(z,y,2) = (y,2,2),
pa(r,y,2) = (2,2,9),
os(r,y,2) = (y,7,2),
vo(r,y,2) = (2,9,)

Aplicando ¢; as indeterminadas de f, temos:

o (z,y, 2) f(z,y,2) = (z +y)(z+ 2)(y + 2),
[ (x,y,2) = f(zxy) (z+2)(2 +y)(z +y),
[Py, 2) = fly,z2) =(y+2)(y+2)(z+2),
[Py, 2) = f(xzy) (x+2)(= +y)(z+y),
[y 2) = flyx2)=(y+z)(y+2)(z+2),
[P (r,y,2) = f(z,yw) (z+y)(z+2)(y + ).

Agora, podemos concluir que f¥' = f¥2 = f¥ = fv4+ = f¥5 = f¥ = f portanto o
polinomio f é simétrico nas indeterminadas z,y e z .

Na préxima proposicao, vamos aplicar a bijecao ¢ € S, nas variaveis do polinomio
oj(z1,22,...,2,) € Klzy,29,...,2,], que foi definido no Exemplo 1.4, para provar que
esses polinomios sao simétricos.

Proposicao 1.1. Para cada 1 < 5 <n, o polinomio

oi(z1,29,...,2,) = g T\ Ty - .. Ty
1<i1<i2<...<i;<n
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¢ simétrico.
Demonstragao. Sejam xq,s,..., T, as raizes do polindmio ménico f(x1,za,...,2,) €

K|z, za,. .., z,], definido por

f=flr,m,. .. x,) = (x —21)(x —22) ... (T — ).

Vamos aplicar a bijecao ¢ € S, ver Definigao 1.3, na variaveis de f. Devemos observar
que f# = f é imediato, e para os demais casos, os fatores de f¥ estao numa ordem
diferente de f, no entanto o produto destes fatores nao se alteram. Logo,

Pi — _ y

[P (1, 2, 0) = f(Zg,0), Ty (2)s - - s Tun)) = f(@1, @2, ... 2),  i=1,2,3,...,nl
Assim, mostramos que f¥ = f para todo ¢ = 1,2,3,...,n!, ou seja, f é simétrico nas
variaveis x1, rs, ..., Z,. Para concluir a demonstracao, vamos mostrar que os coeficientes
de qualquer um dos polinémios de f¥i coincide com os coeficientes de f. De fato, como
ff = f, para cada i =1,2,3,...,n!, entao segue do Lema 1.1 que

1V, — (—1V 5.

( 1) Uj(x%u)?x%(z)? T 7x¢i(n)) - ( 1) Uj<x1a L2y -« - 7xn)7

para algum j fixado, com 1 < 7 < n.

Portanto, os polinomios o; = 0;(x1, 29, . .., x,) sdo simétricos para todo j = 1,2, ..., n.
O
Definigao 1.5. Os polinomios o; sobre K|xq,xa,...,x,], com 1 < j <n, definidos por
oj(x1, %9, . .., xy) = E Ty Ty - . Ty

1<d1<ia<...<i;<n

sao chamados polinomios simétricos elementares.

Exemplo 1.8. Vamos listar os polinomios simétricos elementares até n = 4.
Para n = 2 temos:

o1(x1,x2) = x1+ X9,

02(951,352) = I1Z2.
Para n = 3 temos:

o1(x1, 9, x3) = w1+ 22 + 3,
09(T1, T2, T3) = T1T2 + Tokz + ToT3,

03(55175152,333) = I1X273.
E para n = 4 temos:

= $1+$2+l’3+$4,

( )

09(T1, e, T3,T4) = T1T2 + T1X3 + T12T4 + ToT3 + ToTg + T3T4,
( ) = T1T2o%3 + T1T2Xy + T1X3T4 + ToX3ly,
( )

T1T2T3T4.
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1.2 RELACOES DE GIRARD

Uma aplicagao importante dos polinomios simétricos elementares sao as Relagoes de
Girard. Esse resultado estabelece uma relacao entre as raizes e os coeficientes de um
polinémio. Ademais, sobre as raizes de uma equacao polinomial, o0 mateméatico alemao
Karl F. Gauss, em sua tese de doutorado, em 1799, provou que todo polinémio sobre C
admite raizes em C. Esse importante teorema é conhecido na literatura como o Teorema
Fundamental da Algebra. A prova desse teorema pode ser vista em [2], [5] ou [6].

Teorema 1.1 (Relagoes de Girard). Dado o polinomio f(x) = a,a™ + ap_ 12" ' + -+ +
a1x + ag € K[z, sendo a, #0 e x1,xs,...,2, € K as raizes da equagao f(x) =0, entao

Qnp,
para todo 1 < 5 < n.
Demonstracao. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, as raizes xq,xo,...,T, do
polinomio
f(@) = anz™ + ap_12" ' + -+ ax + ag, (1.3)

fatoram completamente este polinomio, isto é, podemos escrever f(z) como
f(z) =ap(x —x1)(x — 29) -+ - (T — 2,).
Agora, devemos aplicar o Lema 1.1 para obter f do seguinte modo:

f@) = an(x —a)(z —x) - (2 — 2n)
= ap(z" — o™ o2 4+ (=1 oja" T 4 (—1)"0y)
= " — 018"+ 400" 4+ ay(—1) 0" + -+ a,(—1)"0,.
(1.4)
Assim, escrevemos f(z) de duas formas. Logo, igualando os coeficientes das equagoes
(1.3) e (1.4), temos

—ap01 = GQp-1,
an02 = Qap—2,
—0p03 = dAp-—3,
J _
an(=1Yo; = anj,
n _
an(—1)"0, = ayp.

Portanto, para todo 1 < j < n, temos

an(—=1)0; = a,_;.
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Logo,

0

Vamos resolver os dois primeiros problemas propostos da introducao deste trabalho.

Problema 1.1. Considere a,b e c trés nimeros reais nao nulos que satisfazem a iden-
tidade
(ab + be + ca)® = abe(a + b+ c)®. (1.5)

(a) Mostre que a,b e ¢ sdo termos de wma progressio geométrica.

(b) Se as raizes da equagao
32 — 262° + ax —24 =0

estao em progressao geométrica, entdo qual € o valor de a?

Solugao. (a) Se a, b e ¢ sado as raizes do polinomio monico f, ou seja,

flz) = (z—a)(z—b)(z—c)
= 2° —(a+b+c)x? + (ab + ac + be)x — abe,

entao segue do Teorema 1.1 que

oy = a-+ b+ c
oy = ab+bc+ac (1.6)
o3 = abc.

Além disso, observe que (1.5), pode ser escrito usando as equagoes (1.6) como o3 = 030%.

Se 01 # 0, podemos substituir o valor de o3 na equacao f(z) = 0 e encontramos as

igualdades
3
o
x3—01x2+02x——§ =0,
o7

3.3 _ 4.2 3 3 _
oyx” — 0,2 + og07x — 05 = 0,

oix® — o) — ola® + 090tz = 0. (1.7)
A expressao o3z — o3 corresponde a uma diferenca de cubos, assim
1 2 s )
3.3 3 2 2
ox” — oy = (012 — 09)(012° + o109 + 03). (1.8)

A expressido —oiz? + ga0ix pode ser escrita como
—olx(o1r — oy). (1.9)
Agora, substituindo (1.8) e (1.9) na equagao (1.7), vemos que
(012 — 09) (072 + 01097 + 03) — T x(01w — 09) = 0. (1.10)
De fato, fatorando a equagao (1.10), temos
(12 — 03) (022 — (0} — 0109)x + 05) = 0. (1.11)

Assim, ao analisarmos a equagao (1.11), temos as seguintes conclusoes:
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(1) O primeiro fator é a equagao o1z — o9 = 0, que nos dd uma das raizes, digamos que
o
seja b, logo b = —2;
01

(2) O segundo fator é a equagao quadratica oix? — (03 — 0109)x + 02 = 0, que contém

2

. . , o
as outras duas raizes, cujo produto destas raizes pelo Teorema 1.1 vale ac = —3
01

Desse modo, obtemos b? = ac, o que significa que a, b e ¢ sdo os termos de uma progressao
geométrica.

26

(b) Na equagao 323 — 2622 + azx — 24 = 0, devido ao Teorema 1.1, temos que o; = 3
a

oy =3z eo3= 8 e do item (a) sabemos que o3 = o30%. Assim, substituindo esses valores

obtemos a = 52.

Problema 1.2. As raizes do polinomio
flz) =a®—72° + 142 — 6

sao os comprimentos dos lados de um triangulo ABC. Determine o perimetro e a drea
deste triangulo.

Solugao. Inicialmente, denote os lados do triangulo ABC por AB = a, BC = b e
AC = c. Tais medidas, por hipdtese, correspondem as raizes do polinomio

f(z) =2* — 72° + 14z — 6.
Usando o Teorema 1.1, obtemos o sistema de equagoes:

oo=a+b+c = T,
oy =ab+bc+ac = 14, (1.12)
o3 =abc = 6.

Inicialmente, estamos interessados em calcular o perimetro do triangulo. O perimetro
¢é representado por 2p e indica a soma dos lados, ou seja, 2p = a + b + ¢. Desse modo,
usando a primeira equagao do sistema (1.12), calculamos o perimetro, que vale

7
2p:a+b+c:7ep:§. (1.13)

Agora, vamos calcular a area do triangulo, que denotamos por [ABC]. E conhecido
que, para calcular a area de um triangulo a partir dos lados, usamos a férmula de Heron:

[ABCP? = p(p — a)(p = b)(p — ¢). (1.14)
Devemos aplicar o Lema 1.1 na férmula (1.14) e obter

[ABCT? = p(p* — owp® + 02p — 03). (1.15)
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Com os valores (1.12) e (1.13), devemos substituir na equagao (1.15) para calcular a
area deste triangulo:

[ABC)? :g [(;)3 -7 <;>2+ 14 (g) —6] = 1—76.

[ABC] = g

Logo,

1.3 SOMAS DE NEWTON

Nesta secao estudaremos os polinomios

Sp=ab +ak .. 42k

que, segundo a Defini¢ao 1.3, é um polindomio simétrico. Essas expressoes sao comumente
chamadas de somas de Newton e foram generalizadas pelo grande matematico e fisico
inglés Sir Isaac Newton (1642-1716) em seu quarto livro Aritmética Universalis. Essa
obra teve um grande nimero de edi¢oes entre 1673 a 1683, provavelmente, para os cursos
de Newton em Cambrige, mas sé foi publicada pela primeira vez em 1707. Nesta obra,
Newton mostra como obter a soma das poténcias das raizes de um polinémio.

No entanto, o matemadtico italiano Geronimo Cardano (1501-1576) sabia que a soma
das raizes da equacao 2" +a; 2" ' +---+a, = 0 era —a;. O matemdtico francés Francdis
Viéte (1540-1603), contemporaneo de Cardano, conhecia a relacdo das raizes de uma
equacao com seus coeficientes que, s6 apds sua morte, foi demonstrada por Albert Girard
(1591-1633).

Albert Girard nao s6 demonstrou a relagao das raizes com os coeficientes da equacao,
como também, em 1629, mostrou, por exemplo, como calcular a soma dos quadrados,
dos cubos e das quartas poténcias das raizes de uma equacao em termos dos seus coefici-
entes. Embora outros matematicos tivessem discutido sobre o assunto, Newton foi quem
generalizou pela primeira vez a soma

Sp=af ok 4. ok

em termos dos coeficientes da equacao 2™ +a 2" ' +---+a, = 0, para todo k > 0. Além
disso, justificou que tais somas podem ser obtidas através de uma recorréncia.

Desse modo, o proximo teorema trata das identidades de Newton de modo bem geral,
ou seja, vamos obter a soma

Sp=af ok ... p a2k k>0,

em termos dos polindmios simétricos elementares. Esse teorema ¢é mais conhecido por
Somas de Newton. Os fatos histéricos que foram descritos podem ser vistos com mais
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detalhes nos livros [3] e [§].

Teorema 1.2 (Somas de Newton). Sejam f(z) = a,z” + -+ + a1z + a9 € Klz] e
Sp=rF+r5+--+r* k>n, ondery,ry, ..., 7, € K sio as raizes da equagio f(z) = 0.
Entao

Sk —01Sk-1+ -+ (=1)0;Sk—m-jy + -+ (=1)"0,5, = 0,k > n,

onde o; sao os polinomios simétricos elementares, sequndo a Defini¢ao 1.5.
Em particular, quando k = n, temos

Sp—01Sp1+ -+ (=1)"0,5% =0 e Sy=n.

Demonstracao. Se ri,7,...,7, € K so raizes de f(x) = 0, entdo, do Teorema 1.1,
temos
Ap—1
o1 = T+re+ - +ry=— 5
ap
Ap—2
g9 = 7’17“2"‘7“17’3—""'4‘7’”,17“”: s

n (1.16)

: .
05 = Z (7"117"12 o 'Ti]-) = (_1)J : :

1<i1 <ig << <n
Ademais, as r; raizes, i = 1,...,n, satisfazem as equagoes
-1
apry + oy A Fam +ay = 0,
-1
pry + ap_1ry A+ ara+ay = 0,
a4 Qo et ar, +ag = 0.
Multiplicando as equacdes acima, respectivamente, por r¥=" r&=" .. rE=" obtemos
k—1 k—(n—1 k—
anT¥ + Q17+ g (n=1) 4 apri™™ = 0,
k—1 k—(n—1 k—
anT§ +apary T+ arr, (=) +apgry " = 0,
_ k—(n—1 _
amﬁ%—an,lrﬁ 1—|—"‘+a17"n ( )+CL0T7]§ "= 0.

De fato, denotando Sy = rf + 75 + - +7r* k> 0 e adicionando as equacoes do sistema
acima, vamos obter

an Sk + An—1Sk—1 + -+ + a1.Sk—(n—1) + @ Sk—n = 0. (1.17)
Em particular, se k = n, temos
Spn=58o=r"+r9+- 410 =n.
Desse modo, vamos obter a recorréncia

Sy + ap_15,-1+ -+ a1.51 + agn = 0.
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Como a, # 0, entao podemos dividir a equagao (1.17) por a,, e obter

e U
LS+ =S gy = 0.

n an

Sk +

Vamos substituir cada um dos coeficientes da equagao acima pelas identidades em (1.16)
e obter a seguinte equagao

Sk —01Sk-1+ 025,22+ -+ (—1)j0jskf(n*j) =0.
No caso de k = n, temos
Sy —0jS-1+ 0252+ -+ (=1)"0,5% =0 e Sy =n.
O

Exemplo 1.9. Seja o polindémio f(z,y,2) = 2* + y* + 2* € K[, y, z]. Vamos escrever o
polinémio f em termos dos polindmios simétricos elementares.

Vamos admitir que x, y e z sao raizes de um polinomio p monico do terceiro grau em
K[t], tal que p(t) = t3 — 01t? + o9t — 3. O Teorema 1.1 nos diz que

r+y+z = o,

xy+yz+zr = o, (1.18)
ryz = 03.
Ademais, se p(z) = p(y) = p(2) = 0, entdo
2 — o2® 4 09w + 03 =0, (1.19)
Yy’ — o1y’ + o2y + 05 =0, (1.20)
22— 0122 4 092 + 03 = 0. (1.21)

Multiplicando (1.19) por z*, (1.20) por y* e (1.21) por 2*, obtemos o sistema

23 g b2 gt ¢ gk — 0,
k43 k42 k1 ko

Y — oy ooyt o3yt = 0,
23 g K2 4 g F T 4ok = 0.

Agora, devemos adicionar as equacoes acima e denotar
Sp=aF+yF+25 k>0, (1.22)
a fim de obter a recorréncia,
Skig = 01Sk12 — 09Sk11 + 035k, para k > 0. (1.23)
Vamos calcular Sy e S; diretamente de (1.22).

So=a"+ 40+ 2°
Si=z'+y' +2' = o1

I
w

(1.24)
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Com efeito, S5 é obtido tomando o quadrado de oy, ou seja,

of = (z+y+2)
2?2 +y? + 22 + 2(xy + yz + 22),
= SQ+20'2.

Assim, temos que
Sy = 02 — 20,. (1.25)

Para calcular S5, usamos k£ = 0 na recorréncia (1.23) e os valores em (1.24) e (1.25).

Sz = 0152 — 0251 + 0350,
= 01(0? — 203) — 0901 + 303,
= 03— 20109 — 0301 + 303.

Logo,
S3 = 0% — 30109 + 303. (1.26)

Finalmente, para calcular Sy, usamos k& = 1 na recorréncia (1.23) e os valores em
(1.26), (1.25) e (1.24).

54 = 0'1(0'%—30'10'2+30'3)—0'2(0'%—20'2)—1—0'30'1,
ot —doioy + 40103 + 203,
= (01— 203)* — (03 — 20,03).

Exemplo 1.10. Escreva f(z,y,z) = 2* + y* + 2* em fungao dos polinémios simétricos
elementares usando apenas produtos notaveis.
Os argumentos que vamos apresentar podem ser vistos em [2]. Vamos usar o seguinte
produto notavel
(a+b+c)? =a*+b*+ &+ 2(ab+ be + ca). (1.27)

Na identidade (1.27), denote a = 22, b = y* e ¢ = 2?, obtemos

2+ y? 4+ 22)? = a2t oyt + 2t 4 200y + PR + 2,
y

1.28
= 2t +yt+ 20+ 2l(zy +yz + 22)? — 2zyz(z +y + 2))]. (1.28)
Assim, isolando em (1.28) a expressao que procuramos, temos
fly,2) = o' +y* + 2
= (2 + 9?4+ 2%)? = 2[(zy + yz + 22)* — 2zyz(x + y + 2)] (1.29)

= [(z4+y+2)?—2xy+yz+ z22)P
—2[(zy + yz + 22)* — 2zyz(x + Yy + 2)].

Agora, vamos expressar (1.29) em fungao de oy, 03 e 03,
f(x,y, Z) - (O-% - 202)2 - 2(0'% - 20’10’3).

Vale ressaltar que nem sempre teremos sucesso usando produtos notaveis para escre-
ver as identidades de Newton em funcao dos polinomios simétricos elementares, como
fizemos no exemplo anterior. Embora pareca mais demorado o uso do Teorema 1.2 temos
uma recorréncia para calcular S, para todo k € N. Neste ponto, ha uma vantagem em
usar o Teorema 1.2, pois nao precisamos de nenhuma manipulagao algébrica, ou de algum
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produto notavel mais elaborado para escrever S em termos dos polinomios simétricos
elementares.

Agora, vamos resolver os demais problemas propostos na Introducao.
Problema 1.3. Determine as raizes reais da equagdo v/33 — x + /x = 3.

Solugao: Por inspecao, é facil perceber que x = 1 ou x = 32 sao solugoes desta equacao,
mas como saber se nao existem outras raizes reais? Inicialmente, denote

a=+/33—z, (1.30)
b=z (1.31)
Para eliminar os radicais, vamos elevar tanto (1.30) como (1.31) & quinta poténcia
a® =33 — x, (1.32)
v’ = . (1.33)
Adicionando (1.32) e (1.33), obtemos
a’ +b> = 33.

Portanto, determinar as raizes reais da equacao v/33 — z++/x = 3 é equivalente a resolver
o sistema.

a+b = 3,
a®+b = 33.

Agora, considere a e b raizes da equacao
2% — o1z + 0oy =0, (1.34)
onde 01 = a+ b e 09 = ab. A recorréncia segue diretamente do Teorema 1.2.
Sp = 015,-1 —025,_2, n>2, (1.35)
onde S, = a™ + 0" e Sy e 57 valem respectivamente,

SO = CL0+60:2,
Sl = al—i-bl:B.

Para calcular S5 em funcdo de oie oy, temos (1.35) e Sp =2 e S; = 3. Assim,

SQ = 351 —0'250 :9—20'2,

53 352 —0'251 :27—90'2,

84 383—0'282 :81—36024—20%,

85 = 384 — 0'283 = 243 — 1350'2 + 150%

Vamos resolver a equagao acima.
1505 — 13509 + 243 =33 < 05 — 90y + 14 = 0.

Suas raizes sao 09 = 2 ou 09 = 7. Assim, existem duas possibilidades para a equacao

2?2 — 012 + 09 = 0 com oy = 3, que sdo:
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(i) para gy = 2 temos 22 — 3x +2 =0, cujas rafzessaioa =1, b=2oua=2e b= 1;

(ii) e para oo = 7 temos 2% — 3z +7 = 0, cujas raizes nao sio reais, pois o discriminante
¢é negativo.

Apenas a primeira possibilidade tem solucao real. Como x = 0® e b =1 ou b = 2, entao
r=1oux=32.
Problema 1.4. Resolva o sistema de equagoes

a+b+c = 2
a>+ b+ =
A+ +cF = 8.

D

(1.36)

Solucao. Inicialmente, observe que as trés equagoes do sistema sao identidades de New-
ton do tipo S = a*+b*+c* parak =1, k = 2 e k = 3. Ademais, motivado pelo Teorema
1.1, vamos considerar que a, b e ¢ sao os zeros de um polindbmio monico do terceiro grau

f(z) =2 — 012* + 092 — 03, (1.37)
onde
or = a+b+c=2,
oy = ab+ be+ ca, (1.38)
o3 = abc.
Além disso,
Sp=a" +b"+ " ondek >0, (1.39)

e aplicando o Teorema 1.2 na equagao (1.37), obtemos a recorréncia
Sk+3 = UISk+2 — 025k+1 + Ugsk, onde k 2 0. (140)
Use a identidade em (1.39) para calcular,

So = a® +b 40,

Sy — 3. (1.41)

No Exemplo 1.9, mostramos o cdlculo feito para obter Sy em (1.25). Podemos reescrever
tal equagao para obter oy da seguinte maneira

20’2 = S% - SQ.

Agora, substituindo os valores do sistema em (1.36) nesta equagdo obtemos o
valor de o9,
20'2 = 22 - 6,

oy = —1. (1.42)

Finalmente, vamos calcular o3. Para isso, usamos a recorréncia em (1.40) com k = 0, os

valores em (1.36), (1.41) e (1.42).

Ss = 0152 — 0251 + 0350,
8 = 2.6—(—1)-2+ 303, (1.43)
o3 = —2.
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Desse modo, com os valores (1.42) e (1.43), o sistema (1.38) tem a forma:

a+b+c = 2,
ab+bc+ca = —1,
abc = —2.

Consequentemente, determinamos o polinémio em (1.37),
f(z) =2* —22° — 1+ 2,

onde a, b e ¢ sao suas raizes. Portanto, vamos determinar tais raizes fatorando o polinéomio
f(z). Com efeito,

fz) = 2* -2~z +2=2%*(2—-2)— (v —2)
= (z—-2)(2*—1)=(z —2)(z —1)(z +1).

Logo, qualquer uma das variagoes do terno (a,b,¢) = (—1,1,2) é solugdo da equagao

f(z) =0.
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2 TEOREMA FUNDAMENTAL DOS POLINOMIOS SIMETRICOS

Nesse capitulo estamos interessados em analisar polinomios simétricos no caso geral.
Vamos apresentar um algoritmo que vai escrever tais polinomios simétricos em termos dos
polinémios simétricos elementares. Além disso, discutiremos um importante polinomio
simétrico, o discriminante de uma equacao polinomial.

Inicialmente, vamos mostrar através de um exemplo de como o algoritmo ocorre e,
a partir do exemplo, discutir a teoria. A proposta e os argumentos que usamos seguem
as referéncias [1], [2] e [4]. Deixamos a prova do Teorema Fundamental dos Polindémios
Simétricos como desfecho da secao.

Exemplo 2.1. Seja o polinomio

f(x,y,2) = (x +y)(z +2)(y + 2) € K[z, y,2].

Vamos escrever o polinomio em fungao dos polinomios simétricos elementares.

Mostramos na Sec¢ao 1, no Exemplo 1.7, que o polinomio f é simétrico e, no Exemplo
1.2, desenvolvemos o polinomio f obtendo

flz, oy, 2) = (x+y)(x+2)(y+ 2) = 2%y + 22 + oy + 20yz + Pz + 222 +y2?, (2.1)

que corresponde a sete monomios de mesmo grau.

Vamos mostrar que podemos escrever f em funcao dos polindmios simétricos oy, o9
e 03. Para isso, vamos propor o algoritmo elaborado pelo matematico Bartel Leendert
Van der Waerden, que ficou conhecido por popularizar a Algebra Moderna no século XX
através do seu famoso livro “Modern Algebra”. De modo suscinto, consiste nos seguintes
passos:

1° passo: Determine o monomio de maior ordem lexicografica.

Observamos em (2.1) que os monémios de f tém o mesmo grau. Entdo, como po-
demos determinar qual deles é maior? Precisamos definir um critério para resolver essa
questao. Vamos chamar de ordem lexicografica o critério que ird distinguir os monoémios,
mesmo quando eles tém o mesmo grau. A defini¢cao a seguir nos mostrara o que é a ordem
lexicografica entre os monomios de um polinomio.

- ; Ao bl 0203 i 1,02 .03 j
Definigao 2.1. Dados dois monomios agyxy'xsxs ...x" e by xy’ey’ ...xdn
em Kz, z9, ..., x,] temos duas possibilidades:

(i) se (i1,i9,...,1n) = (j1,J2,---,Jn), OU S€ja, i, = j, para todo v = 1,....n, entdo
dizemos que os monomios tém a mesma ordem, consequentemente tém o mesmo
grau;

(i1) se (i1,09, ..., in) 7# (J1,92, -+, Jn), €xiste v = 1,2, ....n, tal que, na primeira vez que

ocorre de i, > j,, entdo dizemos que a ordem de ari'xywy ... x;r € maior que a
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ordem do mondémio bl xPalt ... xin e escrevemos do seguinte modo:

i1 12 13 7 J1,..J2 .33 j
apTy Ty Ts ooy = bgyr ryly’ Ll

Analogamente, a n-ésima lista de expoentes indicamos do mesmo modo, isto €,
(117227 s 77'71) - (]17.]2a s 7]’n)

Chamamos este critério de ordem lexicogrdfica dos monémios em Kz, 2o, ..., x,]. Além
disso, dizemos que o monomio de maior ordem lexicografica € denominado monomio lider
e naturalmente corresponde ao monomio de maior grau.

Inicialmente, escrevemos as ternas de expoentes de cada monomio de f,
(21,00 (201) (1200 (1,1,1) (021 (1,02)  (0,1,2)
/’2\ f’2\ /’? —— A > 5
f(x,yaz)=$y+x2+my +2zyz+ y°z + x2° + yz

Devemos observar que as ternas sao todas distintas duas a duas, isto é,

(2,1,0) # (2,0,1) # (1,2,0) # (1,1,1) # (0,2,1) # (1,0,2) # (0,1,2).
Logo, nenhum dos monomios possui a mesma ordem lexicogréfica.
Ademais, o monoémio de maior ordem lexicogréfica é x%y, pois a abscissa da terna

(2,1,0) é maior que as abscissas das demais ternas, salvo na terna (2,0, 1) que tem abs-
cissa igual. No entanto, a ordenada é menor. Segue abaixo a analise de cada terna:

Comparando as ordenadas temos que 1 > 0, entao (2,1,0) > (2,0, 1). Logo :L'2y - 222,
Comparando as abscissas temos que 2 > 1, entao (2,1,0) = (1,2,0). Logo 2%y = zy>.
Comparando as abscissas temos que 2 > 1, entao (2,1,0) = (1,1,1). Logo 2%y = 2J:yz
Comparando as abscissas temos que 2 > 0, entao (2,1,0) = (0,2,1). Logo 2%y = y* z
Comparando as abscissas temos que 2 > 1, entao (2,1,0) = (1,0,2). Logo 2%y = :vz
Comparando as abscissas temos que 2 > 0, entao (2,1,0) = (0,1,2). Logo 2%y = yz*.

Podemos passar diretamente para o 2° passo do algoritmo, pois 22y é o monoémio de
maior ordem lexicografica, mas preferimos ordenar todos os monomios de f a fim de fixar
bem o critério de ordem que foi dado.

Portanto, continuando, temos que o monoémio x?z é o préximo na ordem lexicogréfica,
pois a abscissa da terna (2,0, 1) é sempre maior que as outras cinco ternas. Segue abaixo
a analise de cada terna:

Comparando as abscissas temos que 2 > 1, entao
Comparando as abscissas temos que 2 > 1, entao

(2,0,1) Logo %z = zy*.

(2,0,1)
Comparando as abscissas temos que 2 > 0, entao (2,0, 1)

(2,0,1)

(2,0,1)

). 2
). Logo 2%z = 2xyz.
). Logo 2%z = y*z.

). Logo 2%z = xz2.
). 2

Logo 22z = yz°.

Comparando as abscissas temos que 2 > 1, entao
Comparando as abscissas temos que 2 > 0, entao

Na sequéncia, 0 monémio xy? é o préximo na ordem. Temos que sua terna (1,2,0) é
maior que as outras quatro ternas restantes. Segue abaixo a andlise de cada terna:



29

,1). Logo zy? = 2xyz.
1). Logo zy? > y22.
,2). Logo xy >~ xz
2). Logo zy* = yz°.

Comparando as ordenadas temos que 2 > 1, entao (1, 2,0) > (1,1
Comparando as abscissas temos que 1 > 0, entao (1,2,0) = (0,2
Comparando as ordenadas temos que 2 > 0, entao (1, ,0) = (1,
Comparando as abscissas temos que 2 > 1, entao (1,2,0) = (0,1,

O préximo monoémio é 2zyz, cuja terna é (1,1,1). Ela é maior que as ultimas trés
ternas, pois

comparando as abscissas temos que 1 > 0, entao (1,1,1) = (0,2,1), ou seja, 2zyz = y*z;
comparando as ordenadas temos que 1 > 0, entao (1,1,1) = (1,0, 2), ou seja, 2zyz = 2%
comparando as abscissas temos que 1 > 0, entao (1,1,1) = (0,1,2), ou seja, 2zyz = yz>.

Finalmente, a ordem de x2? é maior que a do dltimo 322, pois comparando as abscissas
das ternas (1,0,2) e (0,1,2) temos 1 > 0. Assim, podemos escrever que xz? = yz2.
Desse modo, os monomios, na ordem lexicografica, estao obedecendo a seguinte sequéncia:

22y = 2%z - xy? = 2wyz =yt = a2 -yt
Portanto, o polinomio, ordenado lexicograficamente, esta na forma
f(z,y, 2) = 2%y + 2%2 + xy® + 2wyz + x2° + P2 + y22,
onde 2%y é o monomio lider, pois é o monémio de maior ordem lexicografica.

2° passo: Devemos construir o polinémio gi(o1,02,03) € K[z, y, z] de tal modo que o
seu termo lider seja igual ao termo lider de f e depois calcular o polinomio f; = f — g.

Posto o 2° passo, vamos mostrar como ¢é construido o polinoémio g.

Proposicao 2.1. Sejam

ayr w3 et € Kl @g, ... 2], (2.2)

onde awy # 0, 0o monomio lider do polinomio simétrico f € Klzi,2s,...,2,] € g 0
polmomw definido por

g(o1,09,...,00) = ayoy" o> oy, (2.3)

onde g € Klxy, 2o, ...,x,] e 0,0 =1,2,...,n, sdo os polinomios simélricos elementares.
Entao o termo lider de g € igual ao termo lider de f.

Demonstracao. Inicialmente, vamos desenvolver (2.3) em func¢ao das indeterminadas
1, %a,...,T,. De fato,

a1 —as az—as
g = Qa) (Z xl> <Z a:i:cj> oo (g o) (2.4)

i<j
Agora, para obtermos o termo lider de g, devemos destacar no somatério (2.4) o produto

(o) T (@122) 2T (w1 @0w3) 3T L (2@ L. y,) " (2.5)
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Assim, agrupando as indeterminadas xq, xs, . .., Z,, em (2.5), obtemos
a]—a2ta2—az+...fan a2—a3taz—as+...+an @
A(a)T] x5 Cxp (2.6)

Logo, o termo lider de (2.2) é igual ao termo lider de g, pois segue-se de (2.6) que

a1 0 Q3 (%
A(a)T) Ty Tg™ ... Tp".

O

Retornando para o nosso exemplo, sabemos que o termo lider de f é x%y'2°, entdo o
polinomio associado a f, dado pela Proposicao 2.1, é denotado por ¢; é

g1 =07 oy %%, (2.7)
Substituindo o1 = x +y + 2z € 09 = xy + xz + yz em (2.7), temos
g1 =0100 = (x+y+2)(zvy + 22+ yz2). (2.8)
Assim, desenvolvendo (2.8), obtemos

g = 22y + 222 + 2y? + 3vyz + 2+ yPr + y2t (2.9)

Finalmente, com (2.9), calculamos a diferenca

i = f—an
{f1 — Taye (2.10)

3° passo: Se f; # 0, entao devemos repetir o 2° passo. Agora, denote o polinémio,
dado pela Proposicao 2.1, associado a f; e go. Assim, vamos calcular fo = f; — g9, onde
g2(01,09,03) tem o mesmo termo lider de f;.

Sabemos, em (2.10), que o termo lider de f; é —z'y'z!. Portanto, usando a Proposi¢ao

2.1, obtemos que
1-1_1-1_1

92 = —0p 0O O3
gs = —O03 (211)
ga = —xyz.

Assim, com (2.11), calculamos a diferenga,
2= fi—Jf
fo = —zyz+uayz (2.12)
fo = 0.

Isso encerra o algoritmo. Visto que, com as equagoes em (2.10) e (2.12), temos o sistema
que indica as etapas que foram concluidas.

{fl = f—a
fo = fi—9

Assim, substituindo a primeira equacao do sistema anterior na segunda equacao e usando
a igualdade em (2.12), obtemos

f=a1+g. (2.13)
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Agora, substituindo (2.8) e (2.11) em (2.13), temos
[ = 0102 —03. (2.14)

Finalmente, em (2.14), escrevemos f em fungao dos polinomios simétricos elementares,
ou seja,

flr,y,2) =(x+y)(x+2)(y+2)=(x+y+2)(vy + 22 +yz) — Y2,

O que torna possivel o algoritmo de Van der Waerden funcionar é que sempre que
calculamos o polinémio f; = fi_1 — ¢;, para f;_1 # 0, ele possui termo lider menor
(lexicograficamente) que f;_; e, assim, para cada proximo passo o termo lider diminui
e, como existe uma quantidade finita de monomios em f, garantimos que o algoritmo
se encerra. Portanto, para algum r > 0, temos no processo que f,., = 0. Deste modo,
organizando cada uma das etapas, obtemos o seguinte sistema:

fl = f_gb
f2 = fi— g
fr : frfl_gr-

Podemos adicionar as etapas acima, pois f, = 0, e obter o polinomio f em funcao dos
polinémios g1, g, . . ., g,. Logo,

f=0+g0+...+0

onde g;(01,09,...,0,) € Klz1,29,...,2,], e i € {1,2,...,7} e 0; s@o os polinoémios
simétricos elementares nas indeterminadas z1, o, ..., x,, para 1 < 7 < n.

Naturalmente, hd uma razao simples para que o algoritmo funcione, ou seja, para que
sempre apareca uma recorréncia. Este fato, esta resumido na proxima afirmacao.

Proposicao 2.2. Seazi"z5* ... 25" corresponde ao termo lider do polinomio simétrico

f € Klxy,xg,...,x,], entdo ag > g > ... > ay,.

Demonstracgao. Suponha que a; é o maior expoente para algum monomio de f,
mas, como f é um polinomio simétrico, temos certeza que a variavel z]* aparece em
algum monomio de f. Agora, escolha qualquer outro monomio, digamos a(i)x? .75;2 Sz
sabemos que a3 > i1, pois tomamos «; 0 maior expoente. Logo lexicograficamente

a@xi'ey ... xl» ndo pode ser o termo lider. Escolha dentre os monomios que contém z”

uma outra indeterminada com expoente maximo, que seja, ay. O argumento de que f é
simétrico impoe que existe um monoémio em f da forma x7"x5? com oy > ay e compa-
rando novamente com qualquer outro monomio de f, por exemplo, b(j)x]f xéﬁ ...xn isto
implica que j, < ag, devido a ordem lexicogréafica. Portanto, novamente este monomio
b(j)x{1x§2 ... 2J» nao pode ser o termo lider. Agora, temos que o termo lider de f contém
x7'xs? e devemos repetir este processo mais n — 2 vezes até chegarmos ao termo lider

AT xY? . ap, com o > g > L. 2> Q. O
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Teorema 2.1 (Teorema Fundamental dos Polinomios Simétricos). Seja f € Kz, ..., z,]
um polindmio simétrico. Entao, existe g € Klxq, ..., x,| tal que

f(xlwr% s an) = g(o-la 02, ... JO-’I’L)J
onde o € o j-ésimo polinomio simétrico elementar nas indetermindas 1, ..., Ty.

Demonstracao. Segundo o critério de ordem lexicografica, na Defini¢ao 2.1, considere

a2 s ... %" o termo lider do polindmio simétrico f € Klxq, s, ..., 2,], onde sabe-
mos da Proposicao 2.2 que a; > ag > ... > .
Além disso, escolha g1 € K[xy, 3, ..., x,] deste modo
— Q] —a2 _(2—Qa3 (07
G101, 09, ..., 0n) = a0t "oy oo,

Isto garante, segundo a Proposicao 2.2, possuir termo lider, igual a f. Portanto, o
primeiro passo é calcular o polinomio f; = f — g1, cuja ordem do termo lider segundo a
Proposigao (2.2), digamos

a(ﬁ)xlﬁle b
nao excede a ordem do termo lider de f, de modo que pelo menos o termo lider de f
desaparece quando passamos para f;. Além disso, se f; # 0, entao o termo lider de f; é

lexicograficamente menor que f, ou seja,

Qi .00 el B1,.B2 Jé;
A(a)T] Ty~ - .. T, = Q)T Ty~ ... Ty .
Assim, faremos analogamente a f1, os passos para fs, f3, ..., onde o nimero de monoémios

de f; decresce a cada nova etapa, a ponto de o algoritmo se encerrar para algum r > 0,
onde f, = 0. Posto isso, passamos a adicionar todas as etapas do processo,

hi = -0
fo = fi—o
f3 = fo—y3
Ir : Jfr-1—9- =0,

resultando na equacao
f=n+9+. .. +g,

o que encerra nossa demonstracao. Assim,

f(x17x27"'7xn) :g<017027"'70n)'

Exemplo 2.2. Escreva o polindmio simétrico
flay,2) =2 +y° +2°

em termos dos polinomios simétricos elementares.



33

Embora j& saibamos calcular f = 23 + y + 23 em termos dos polindomios simétricos
elementares o1, 0o e o3 através do Teorema das Somas de Newton, vamos usar o al-
goritmo proposto pelo Teorema Fundamental dos Polinomios Simétricos.

Solucao. O termo lider de f ¢ 23y°2°, entao, com

_ 3-0.0-0.0_ _3
g1 =01 0Oy 03 =0y,

podemos calcular
h=f-g=2+y+2 —(@+y+2)°
Lembrando que (z +y + 2)* = 2 + ¢* + 2° + 3(z + y)(z + 2)(y + 2), logo,

hi=f—g==38@+y)(z+2)(y+2)
Como ja sabemos em (2.14) que (z +y)(z + 2)(y + 2) = 0102 — 03, segue que o polindémio
f = h+an
= 0} —3(0102 — 03)

= ai’ — 30109 + 303.
Exemplo 2.3. Escreva o polindmio
fla,y,2) =2y +2) + (2 +2) + 22 +y)

em termos dos polinomios simétricos elementares.

Solugao. Inicialmente, vamos colocar na ordem lexicogréafica o polindomio
3 3 3 3,3 3
f=2y+2’z+2y’ +22° + 9’2+ y2°.
O termo lider é 23y'2°, com isso,

g =00y 00y = oloy = (v +y + 2)*(ay + 22 +y2).

Com efeito, ao desenvolver g;, temos,

g1 = ($2 +y? 4 22 + 22y + 222 + 2yz)(zy + xz + yz)
= 2Py+ 232+ oy + 22 + P2+ yd + 5ayz + SryPe + Sy’
= 2227 + 20227 + 2722
Assim, devemos calcular e arrumar os monomios na ordem lexicografica, isto é,

fi = f — g1 = —ba’yz — 20%y* — 22°2% — SayPz — bayz? — 227,

cujo termo lider é —5x2y'z!. Segue a partir daf que

g2 = =502 oy oy = —5o103 = —Swyz(r +y + 2).

Logo,
go = —5x%yz — bwy*z — bayz .
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Devemos repetir o processo e calcular a diferenca
fo=fi— go = =227 — 22%2% — 2y°2?

obtendo um novo termo lider —22%y%2°. Assim,

g3 = 2077 %05 %) = —2073
= 2wy +xz +y2)?

—22%y% — 20227 — 2y 2? — daPyz — day?y — dxyLt
Calculando mais uma vez
fs = fo— g5 = 4aPyz + day’z + day2?,
com termo lider 422y'z!, identificamos

g1 = 407 oy oy = doyos
= dayz(x+y+ 2)
= da’yz + dxy’z + dwy2.

Agora, devemos subtrair g4 de f3 e obter fy,
Ji=f3—92=0.

Finalmente, como f; = 0, o algoritmo encerra, pois organizando cada uma das etapas
feitas anteriormente, temos

fi=1[—g,
fo=f1— 92,
f3 = fa — g3,
Ji=[f3— g

Portanto, adicionando as equacoes acima, obtemos

f=01+ 92+ g3+ s,

onde
2 2
g1 = 0702, G2 = —H0103, g3 = —20,; € gy = 40103.

Logo, vamos obter o polinomio f em funcao dos polinomios simétricos elementares,
_ 2 2
f(xv Y, Z) = 0102 — 409 — 0103.

Podemos diminuir todos estes passos que foram dados, se na primeira etapa colocar-
mos
g = f+5axyz(z +y+2) +2[(xy + vz +yz)? — 2wyz(r +y + 2)).

Agora, substituindo pelos polinémios simétricos o1, o9 € 03, 030y = f + boyo3 + 2[05 —
20103] temos o mesmo efeito, isto é,

f(‘ra Y, Z) - 0%0-2 - 202 — 0103.
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Naturalmente, nesta ultima andlise, muitas vezes é necessario um conhecimento maior
de fatoragao e alguma criatividade para agilizar o algoritmo que estamos desenvolvendo.
Por exemplo, a expressao x3y° + 2323 + y32® pode ser representada diretamente por

22+ 222+ P — (y + w2+ y2)? = Bayz(r +y) (x4 2)(y + 2).

Como j& obtivemos
(z+y)(z+2)(y +2) = 0102 — 03,

entao podemos escrever imediatamente que
23y + 2?2+ P2 = 03 — 3010903 + 303

Desse modo, sempre que nos sentirmos suficientemente seguros podemos acelerar as eta-
pas do algoritmo promovendo em alguma etapa uma solugao por manipulagao algébrica.

Existem intmeras situagoes em que podemos escrever diretamente. Veja alguns casos:

eI+ 22 = (py a4 x,)? = 2@ay + -+ 2 2y)
= o7 — 20y,
vlas+aivs 42l 1 = (mme b F T 2,)E = 220 (v F Ayt 1)
= 02 — 20301,
ritas a2t = (i) (@R b+ ad) - 2@tk e 2R 2?)

= (07 — 209)* — 2(05 — 201,03).

2.1 ESTUDO DO DISCRIMINANTE

Nesta unidade, mostraremos quando as raizes de uma equagao polinomial do segundo
ou do terceiro grau sao distintas.Veremos que o fato de as raizes serem distintas ou nao
esta relacionado ao estudo de um polinomio chamado discriminante da equacao.

Inicialmente, vamos definir o discriminante de uma equacao polinomial.

Definicao 2.2. Dado o polinomio monico

f@)=2a"+a, 12" "+ ...+ arx + ag,

onde f(z) € Klz], tal que x1,x9,...,2, € K[z] sdo os zeros de f(z), dizemos que o
polinomio D nas varidveis x,xs, ..., x,, definido por
D= —[(xn — .Tn,1)<xn — xn,g) . (LEQ — .131)]2 = _Hi>j('ri — Jlj>2, (215)

€ o discriminante da equagao f(z) = 0.
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2.2 O DISCRIMINANTE DA EQUACAO DO 2° GRAU

Vamos determinar o valor do discriminante de uma equagao quadratica. Inicialmente,
vamos considerar uma equacao do 2° grau do tipo

22+ ax +ag =0, ap, a1 € R. (2.16)

Além disso, considere x; e x5 as raizes de (2.16). Entao, do Teorema 1.1, temos,

T+ Ty = —anq, (2 17)
T1Toy = Q. '
E o discriminante de (2.16), segundo a Defini¢ao 2.2, é
D = —(zy — x1)% (2.18)

Vamos calcular o valor de D em funcao dos coeficientes a; e ag. Para isso, vamos
desenvolver o quadrado da diferenca em (2.18) e obter,

(w9 — 21)* = 23 + 75 — 27179. (2.19)
Agora, sabemos que a soma de quadrados é dada pela identidade.

(r1 +29)* = 22 + 2my29 + 73,
2+ ai = (114 22)% — 23170.

Assim, substituindo (2.19) em (2.20), obtemos

(1'2 — .1'1)2 = (.1'1 + ilf2>2 — 2!1311’2 — 2.1'11’2, (2 21)
(SL’Q — 271)2 = (.Tl + SL’2>2 — 4$1$2. '
Logo, substituindo as equagoes do sistema em (2.17) na identidade (2.21), temos
D = —(a} — 4ay). (2.22)

Podemos escrever as solucoes da equacao quadratica resumindo na proposicao a seguir:

Proposicao 2.3. Sejam x1 e x5 as raizes da equacgao
22+ ax + ag = 0, onde ay,ag € R.
Entdao podemos afirmar que as trés assertivas sao equivalentes:

1) 22 +az+ag = (x — 21)(xr — 1) = 0;

2) { 1 +2Ty = —aq

T1T2 = Qop;

3) { T1+Ty = —aq

Ty — Ty = a% — 4ayg.
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Demonstracao. 1) = 2). Esta implicagao é imediata, pois

P rarta = (x—11)(r—19)

2
= x° — (v1 + x9)T + 2122
Da 1ltima identidade, temos
T1+ X9 = —a; € TiTo = ag.

2) = 3). Segue diretamente da identidade (2.22). De fato, sem perda de generalidade,
podemos considerar x; > 5. Entao

—D = (z; — 29)* = a} — 4ag = \/a? — 4ay.

T1+xTo = —aq (2.23)
Ty — 1y = /a2 — 4dag. '
3) = 1). Para essa implicacdo, ¢ suficiente resolver o sistema (2.23),

—ay + +/a? — 4ag oy — —a; — /a3 — 4ag
2

2

Portanto,

I =

e substituir na equacao x? + a1z + ag = 0, de modo a obter
2 2
] +ax;+ap=0 e x5+ arry+ap = 0.

O

Através do discriminante da equacao quadratica nao sé podemos dizer se as raizes sao

reais ou nao, mas também se sao distintas. Resumimos a importancia do discriminante
na proposicao a seguir:

Proposicao 2.4. Sejam x1 e x5 0s zeros do polinomio
f(x) = 2%+ ayx + ag € R[z].
Entao, sao validas as sequintes afirmacoes:
i) D =0 se, e somente se, as raizes x1, Ty SGO TEATS, COM T1 = Ty;
ii) D < 0 se, e somente se, as raizes Ty, Ty SGO TEAIS, COM Ti F Ta;

iii) D > 0 se, e somente se, as raizes r1 e To NaGo $Go Teais.

Demonstragao. Para provar cada uma das trés assertivas devemos usar a identidade
(2.22). Assim, temos na primeira afirmagao que

D=0 & (1;—-1)?=0 & x,—-2,=0 < 1z, =uaxy,0ndex,25 €R.
A segunda afirmacao, podemos escrever

D<0 & -D>0 & (11-22)*>0 & 11—20#0 & x; # 29,0nde 11,29 € R,
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A terceira afirmagao segue por exclusao das duas primeiras, pois

D>0 & —-D<0 & (1—22)°<0 & z,75¢R.

2.3 O DISCRIMINANTE DA EQUACAO DO 3° GRAU

Nesta secao vamos calcular o discriminante, segundo a Definicao 2.2, da equacao
cubica. Para isso, considere a equacao, sem perda de generalidade, na forma

23+ ayr® + a1 + ap = 0 € R[z].

Inicialmente, vamos apresentar o método desenvolvido por Cardano para encontrar
as raizes de uma equagao cubica, o que pode se visto com mais detalhes em [5] ou [7].
A primeira etapa consiste em eliminar o termo do 2° grau da equagao cubica. Assim,

vamos substituir z =y — % na equagao (2.23),
3 2
=) - Do e

Com efeito, desenvolvendo (2.24), conseguimos eleminar o termo de 22 e, reordenando os
termos semelhantes, obtemos a equacao na forma

2 3
3 as 2a5  a1a9
- = — — =0. 2.26
y+(a1 3>y+(27 3 +a0) (2.26)
Agora, denote
as 205  ajay
p=ar = eq:—27——3 + ap. (2.27)

Vamos substituir (2.26) na equacao (2.25) e obter a cibica (2.23) na sua forma mais
simples,
y* +py+q=0. (2.28)

Desse modo, para resolver a equagao (2.27), devemos fazer uma nova transformagao:
substituir ¥ = u + v na equagao (2.27) e desenvolver

y* = (u+v)? =3uww(u+v)+u*+0° = P =3uwy+ud+0°=—py—q  (2.29)
Portanto, segue da identidade (2.28), o sistema

u? 403 = —q,
s P (2.30)
27’

apresentando a adi¢ao e o produto de dois nimeros. Logo podemos usar a Proposi¢ao
2.3, ou seja,

I (2.31)
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Assim, reescrevendo a segunda equacgao (2.30), temos

ud + 03 = —q,
3 2.32
U3 _ ’U3 =9 q_ + p_ ( )
4 27
Com efeito, ao resolver (2.31), obtemos
3 ¢ P

3 _ _ 49 _ 2 Ll
v 2 T

Desse modo, com os valores (2.32), em y = u + v, obtemos a solu¢do da equagao cubica

m (2.27)
y—\/——+\/—+ﬁ+\/ \/—+2—7 (2.34)

Mas, para a equagao original, dada (2.23), devemos substituir (2.33) na identidade =z =

2 3 2 3
¢, | p q ¢ P a
=/-2 L4+ S Y S 2.
x 5+ 4+27+\/2 I 53 (2.35)

Naturalmente, o que fizemos até agora foi determinar apenas uma raiz da equacao
(2.23), através da férmula que deduzimos (2.34). Como encontrar as outras duas raizes
desta equacao? Antes, devemos lembrar que as raizes cibicas da unidade, dadas pela

equacao 2> — 1 = 0, sdo:

“1+ivV3  —1-iV3
’ 2 2 ’
—1+iv3

2
equacao 22 — 1 = 0 completamente da seguinte maneira:

~ 2L
) 3 0go,

1

Assim, denote a raiz da unidade por w = . Observe que podemos fatorar a

2—-1 = 0,
22 -1 (z—=1)(z*+24+1)=0,
Z-1 = (-1E-w)(z-w)=

3

2

Portanto, generalizando esse fato, para 22> — 1% = 0,onde r € C significa que r, wr e w?r
3 = 0, também se fatora completamente,

sao suas rafzes. Com efeito, a equacao 2% — r3

pois
B—rd =0,
B—rd = (z=1r)(Z2+rz+1r?) =0,
2B—rd = (z—r)(z—wr)(z —w)=0.

Esse fato, indica que cada um dos radicais dados por (2.33),

2 3 2 3
B S S B Y U
“_\/ 2TV Ty o \/2 1Ty
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possui trés raizes, ou seja,
u=r e v=1/s,
u=wyr e v=wys,
u=wyr e v=ws.
Agora, combinado esses casos, temos nove possibilidades. No entanto, se encontramos
uma dessas raizes, a outra esta determinada pela equacao uv = —g. Portanto, podemos

escrever as trés rafzes da ctibica, y® + py + ¢ = 0, do seguinte modo:

Yy = u+tv,
Yo = wu+ wv, (2.36)
ys = wu+ wo.

Agora temos as ferramentas para, segundo a Definicao 2.2, calcular o discriminante
da equagao cubica (2.23). Logo,

D = —[(x3 — x1) (23 — T2) (12 — 11)])%. (2.37)

a
Para determinar as raizes, substituimos (2.35), na identidade = = y — 32, assim,

)
r = u+v-— ?’

2 a2
Ty = wu+ wv— §7 (2.38)
Ty = wu + wo — 32

Agora, calcule as diferengas entre as equagoes (2.37), obtendo

r3— 2y = (w—1lw(u—),
r3—x1 = (w—1)(—wu+v), (2.39)
Ty —x1 = (w—1)(u—w).

Vamos multiplicar as equagoes (2.38) e usar as identidades w? = w, w® =1 e w?*+w+1 =
0.

(w3 —x1) (13 — X2) (W2 — 1) = —(w —1)3(u —v)(u — wv)(u — wv)

= —3V3i(u® —v%).
A identidade (2.39) ja conhecemos de (2.31):

(2.40)

3

2
3 3 q
—_d =/
u —v 4—1—

SE
ﬂ'

Logo,

¢ P
(l’g — ZIIQ)(Ig — 1’1)(3}2 — Il) = —6\/§’l Z + ﬁ
Portanto, para eliminar o radical, devemos elevar ao quadrado ambos os lados.

D = —[(z3 — x5) (23 — 22) (22 — 21)]* = 108 (qz + 5_7)
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Logo, o discriminante da equacao cibica é dado pela expressao

a? 203  ajasy
D =4p® +27¢%,onde p = a; — =2 -2 _ = )
D q-,onde p = ay 3 e q o 3 + ag

Com o discriminante da equagao ctibica podemos avaliar a condi¢ao das raizes serem
distintas ou nao e se possuem apenas uma ou as trés raizes reais. A demonstracao da
préxima proposicao segue na integra a referéncia [6].

Proposicao 2.5. Sejam 1, 9 € x3 0s zeros do polinomio
f(z) = 2° + ag2® + a1z + ag € R[z].
Entao, sao validas as sequintes afirmacoes:
i) D =0 se, e somente se, as raizes T1,To, T3 SGO TEAiS, COM T1 = To F# T3,
it) D >0 se, e somente se, a raiz x1 € real e as raizes xy € x3 $Go compleras nao-reais;

ii1) D <0 se, e somente se, as raizes Ty, Ty, Ty SGO T€ALS, COM T1 F# Ty F# T3.

Demonstracao.

i) D=0 = [(z3— 22)(x3 — 21)(m2 — 21)]* = 0, logo um desses fatores se anula,
digamos ro—x1 =0 = x5 = x1. Ademais, 3 € R, pois, se x3 € C serfamos obriga-
dos a admitir que T3 também seria raiz, o que é um absurdo. A reciproca é imediata.

ii) D > 0. Como —D é um quadrado, entao [(x3 — z2)(x3 — z1)(x2 — z1)]* < 0. Logo,
existe um desses quadrados que nao é real. Para a reciproca, colocamos o« € C — R
e € R. Assim, no produto

(0 —@)*(a = B)*(@— B)?,
temos que o conjugado de (a— f3) é (@ — ) logo (o — f)(av — ) é um real positivo.

Portanto, o sinal de D, depende apenas do sinal de —(a — @)? = 4[Im(a)]?, que é
positivo.

iii) D < 0. Esse caso decorre dos outros por exclusao.
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3 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Neste capitulo, procuramos colocar em pratica a teoria de polinomios simétricos que
desenvolvemos ao logo desta dissertagao. Os problemas que serao resolvidos nesta secao
servem de apoio e orientagao para muitos outros problemas. Neste ponto, desejamos pro-
porcionar uma visao mais geral da teoria. Os exemplos que colocamos é uma sugestao de
atividades que podemos desenvolver com nossos alunos. Assim, desejamos que se sintam
desafiados e estimulados a propor suas proprias respostas. Muitas destas questoes fo-
ram resolvidas pelos meus alunos e proporcionaram momentos de grande enriquecimento
matematico, sendo assim, que todos possam tirar o maximo de proveito dos exercicios
propostos e das resolugoes.

10 10
Problema 3.1. Calcule o valor de <1 i \/5> + (1 — ﬁ) .

2 2
1 5 1—+5
Solugao. Considere u = V5 ev = 2\/_. Agora, calculando u 4+ v e uv, vamos
obter
op=u+v=1 (3.1)
gy =uv = —1. (3.2)

2 _ 017 + 09. Assim, substituindo as

2_ g2 —1. Como u e v sdo

Deste modo, u e v sao raizes do polinomio f(x) = x
equagoes em (3.1) e (3.2), chegamos ao polinomio f(z) =z
raizes de f, entao

w—u—1=0 (3.3)
v’ —v—1=0. (3.4)
Ao multiplicar (3.3) e (3.4), respectivamente por u* e v*, com k > 0, temos
e Y S (3.5)
R kL gk — (3.6)

Agora, adicionando as equagoes em (3.5) e (3.6),
W2 g2 (L Ry (k4 k) =, (3.7)
Denominamos S = u* + v*. A equacdo em (3.7) se reduz & recorréncia
Sk+2 = Skt+1 + Sk, (3.8)

onde Sy e S satisfazem

So = w400 =2
S = u+tv=1.

Usando Sy e S; podemos, através da equagao em (3.8), calcular Sy, S3, Sy, . ... De fato,

Sy = S514+5=3
S+ 51 =4
534—52:7
55 = S4+53:11.

DR
[
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Para calcular Sjg, fazemos os seguintes calculos,

‘5'52 — (u5 + 115)2 = 10 + 10 + 21
S2 = Sy + 203

Sl(] = Sg - 20'3

Sy = 112 —2(=1)

Sio = 123

Problema 3.2. Sea, b e ¢ sdo raizes da equacio x° + 32 — 7x + 1 = 0. Determine o
valor de a® + b + & + a* + b* + .

Solugao. Segue das Relagoes de Girard que

o = at+b+c=-3
oy = ab+bc+ca= -7
o3 = abc= —1.

Além disso, a, b e ¢ sao raizes da equacao dada, entao

a*+3a*—Ta+1=0 (3.9)
b+ 30> —Tb+1=0 (3.10)
A +3c—Te+1=0. (3.11)

Multiplicando as equagoes (3.9) por a*, (3.10) por b* e (3.11) por ¢*, com k > 0, obtemos

ak+3 + 3ak+2 . 7ak+1 + ak _
bk—l—?) + 3bk+2 o 7bk+1 + bk —

k3 gkt gkl g ko

o o o

Ao somar as trés equacoes acima,
("33 ) £ 3(a P4 ) — T (P P T+ (aF 04 F) = 0. (3.12)

Agora, denotando Sy, = a* + b* + ¢, k > 0, podemos representar a equacio (3.12) por
meio da recorréncia

Skis = —3Sks2 + 7Skr1 — Sk, (313)
onde

So = a®+b 4+ =3

Sl = (11+b1+C1 =01 = —3.

Agora, para calcular Sy, devemos desenvolver o quadrado (a + b+ ¢)?, ou seja,
o =(a+b+c)=a*+ b+ +2(ab+bc+ca) = Sy + 20,

Assim,
Sy =0} —209=(-3)*-2-T = S,=-5.
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Finalmente, usando os valores Sy = 3,5, = —3 e S, = —5 e junto com a recorréncia
(3.12), podemos calcular S3 e S;. Com efeito,

Sy = =385+ 75— S =-9
84 = —383 + 752 - Sl == —5

Portanto, S3 4+ Sy = —14.

Problema 3.3. Sejam a e b numeros reais nao nulos, tais que x ey satisfazem o sistema

ar +by = 2
ar® +by? = 20
ard +by? = 56
ar* + byt = 272

Calcule o valor de ax® + by®.

Solugao. Sejam x e y as raizes da equagao
t? — oyt + 0y = 0, (3.14)
entao, das relagoes de Girard, temos

o = T+,
g9 = 2Yy.

Tendo em vista que z e y satisfazem a equagao (3.14), vemos que
2? — oz + 0oy =0, (3.15)

y* — oy + oy =0. (3.16)
Com efeito, devemos multiplicar (3.15) por az” e (3.16) por by, com k > 0, e obter

k+2 k

axkt? — gyax®t! + oraz® = 0,
byk+2 _ O.lbykJrl +02byk = 0.

Agora, vamos adicionar as duas equagoes, e obter
(ax® 2 4+ by *?) — oy (ax™ ™ 4+ byt + aa(ax® + by*) = 0. (3.17)

Vamos denotar Sy = ax® + by*, k > 0 e substituir na equacio (3.17), para obtermos a
recorréncia

Sk+2 = 015k+1 — O'QSk, k Z 0. (318)

Temos do sistema S; = 2, Sy = 20, S3 = 56 e Sy = 272. Os valores g1 e gy sao obtidos
usando (3.18)

Ss = 0152 — 02517

54 = 0153 — 0'252.
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Assim, temos o sistema
200'1 — 20’2 = 56,
560'1 - 20'2 = 272.

A solucao do sistema é 01 = 2 e 05 = —8. Logo, a recorréncia (3.8) tem a seguinte forma
Sk+2 = 25k41 + 85k, k> 0. (3.19)
Finalmente, o valor de S5, usando a recorréncia (3.19), é
S5 =25,+85S3 = S5;=2-27248-56 = S;=992.

Problema 3.4. Sejam a, b e ¢ as raizes da equagdo x* — 42* +x —1 = 0. Sabendo que

av?  opv2 o V2

_+T+_ = «
av?t  pv2 V2
wtete =7
av?t  pv2 V2
@ Ty e T

Calcule aV? + pv2 + V2,

Solugao. Estamos interessados na seguinte expressao geral

av?  opv2 o V2

Sk = +—— k>0eabc#0
c

raaa

sabemos que a, b e ¢ satisfazem a equacao x® — 422+ — 1 = 0. Logo,

a®—4a* +a—1=0 (3.20)
b —4b* +b—1=0 (3.21)
A —4ct +c—1=0. (3.22)
.. CL\/i b\/i c\/5
Multiplicando (3.20) por el (3.21) por s (3.22) por gt

av? a2  aV? oV?

aF 4ak+1 + akt2  gkt3 0
AL AC I E R A

T T s 0
Cﬁ Cﬁ C\/§ C\/§ .
ok Tkl + ck+2  ck+3 T 0,

somando as equagoes e denotando Sy por
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obtemos a recorréncia
Sk = 4Sk+1 — Sk42 + Sk+s, k> 0.

Além disso, sabemos que
S, =
Sy
Sy =

a
B
.
Como queremos calcular

So za‘/i—i—b‘/i—l—cﬁ,
entao podemos obter Sy por meio da recorréncia

So = 451 — 5+ S3
Sy = da—p[+1.

Logo,
a‘/i+b‘/§+c‘/§:4a—ﬁ—l—7.

Problema 3.5. Sejam a, b e ¢ as trés raizes distintas da equacdo x3 — 2% —3x —4 = 0.
B - B S—gd

a—>b b—c c—a

Ache o valor da expressao

Solugao. Como a,b e ¢ sao raizes da equacao z° — 222 — 3x — 4 = 0, entao, segue das
Relagoes de Girard, que

opr = a+b+c=2

o9 = ab+bc+ca= -3

o3 = abc=4.

Além disso, a, b e ¢ sao trés raizes distintas, ou seja, (a — b)(b — ¢)(c — a) # 0. Assim,
vamos determinar a expressao geral

ab — bk pF—ck k— gk

S =
a—>b b—c c—a
em funcao dos polindomios simétricos elementares o, 0o e o3, da forma a seguir. Inicial-
mente, partimos do fato que a, b e ¢ sao raizes de p(z) = 0. Assim temos as seguintes
equagoes satisfeitas:

a®—2a* —3a—4=0 (3.23)
b — 20 —3b—4=0 (3.24)
A =2 —3c—4=0. (3.25)
k k

i) Multiplique (3.23) por

primeira;

¢ ;€ (3.24) por —

; e depois subtraia a segunda da

bk k
ii) Multiplique (3.24) por 2 e (3.25) por bc

e depois subtraia a segunda da pri-

meira;
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k k
e (3.23) por

cC—a cC—a

iii) Multiplique (3.25) por

primeira;

e depois subtraia a segunda da

chegamos as seguintes equacoes:
qkt+3 _ pkt3 akt2 _ pht2 gkl _ phtt ok — pe
-2 — ) -3 ——— ) —4 = 0
( a—2b > ( a—b > ( a—2b > (a—b)
bk+3 _ Ck+3 Ly bk+2 o Ck:+2 . bk+1 o Ck+1 .y bk; o Ck' _ 0
b—c b—c b—c b—c
k3 _ k3 k2 k2 Rl gkt
D S I N e S U Y (A S R
(=) (=) (=)

que, adicionando as trés ultimas equacoes e denotando

W
VR
Q
(@) Bl
[ ] 1
Q|
Bl
N~
I
o

P VN S k k

c &’ —a
Sy = 3.26
b a—Db b—c c—a’ (3:26)
temos a recorréncia
Skaz = 2Sk10 + 3Sks1 +4Sk, k> 0. (3.27)
Para calcular Sy, S; e Ss usamos a identidade em (3.26),
0_p0 p0_ 0 0_ 0
S() = a4 + ¢ + ¢ a4 - O
a—>b b—c c—a
L_pt pl_ 1_ .1
S, — a n c N c—a _q
a—2b b—c c—a
2_ 2 22 2 2
Sy = + SR (fatorando os numeradores)
a—2b b—c c—a
Sy = a+b+bt+ct+cta
Sy = 2(a+b+c) =201, mas oy =2
Sy, = 4.
Com os valores Sy = 0, S; = 2 e S, = 4, juntamente com a recorréncia em (3.27),
podemos calcular Sz, Sy e S5,
Sz = 2554351 +45 =17
Sy = 253+ 35y + 45, =58
Sy = 25,4 3953+ 45, = 183.
Problema 3.6. Manipule a expressao
2y + 2%z + 2y + 22 + yPr + y2? (3.28)

para obter em termos dos polinomios simétricos elementares.

Solugao. Considere a expressao em (3.28) como um polinomio do 2° grau na variavel z,
ou seja,
(y + 2)2% + (y* + 22)x + (y + 2)zy, (3.29)
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substitua y?z2 por (y + 2)? — 2yz. Entdo, a expressao em (3.29) passa para a forma
(y + 2)2° + (y + 2)*r — 22yz + (y + 2)y=. (3.30)
Coloque y + z em evidéncia nas parcelas em (3.31) que possuem esse fator
(y+ 2)[2* + (y + 2)y +y2] — 2wyz (3.31)
fatorando em (3.31) a identidade
24 (y+ 2y +yz = (¢ +y)(r +2),

temos
(x4+y)(z+2)(y+ 2) — 2zy=. (3.32)

Agora, ficou muito facil, pois no Capitulo 2, pagina 26, temos que
(x+y)(x+2)(y+2) =010 — 03 € TYz = 03.
Portanto, podemos escrever a expressao como segue
22y + 2?2 + 2y’ + 127 + P2 + y2? = 0109 — 303,
ou seja,
vy +a?z oy a2 yPr by = (e y +2)(ay + 1z +yz) — 3wyz.

Problema 3.7. Dados a, b e ¢, explicite em termos de a, b e ¢, os coeficientes de um
polinomio monico de grau trés cujas raizes complexas sejam os cubos das raizes complexas
do polinomio x3 + ax® + bz + c.

solugao. Sejam x, y e 2 as raizes do polinémio 3 + ax? + bx + ¢ de modo que

o = x+y+tz=—a
oy = xy+rz+yz=>

o3 = TYr = —C.
Devemos construir o polindmio x® + az? + Bz + A cujas raizes sao z°, y* e 2%, ou seja,
B = 2%y 4 a8 4 g8
A = =3yt

Como ja sabemos escrever os polinomios «, 5 e A em termos de o1, 09 € 03, dos exemplos
que desenvolvemos, temos que

3+ y3 + 28 = azf — 30109 + 303,
$3y3 + 2323+ y3z3 = ag’ — 3010903 + 303%,

2y’ = a3
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Portanto,
2+ ar?+ Br+ A= (v — %) (2 —y)(x — 7).
Temos
a = —(0% —30109+ 303)
B = 03— 3010903+ 303
A = —os.

Devemos escrever o polinomio da seguinte maneira
2% — (a® + 3ab — 3c)a® + (03 — 3010903 + 303)x + . (3.33)

Uma consequéncia imediata desse processo é que a soma da poténcias das raizes da forma
S, = %" 4+ " + 23" que obtivemos, pela recorréncia S,.3 = —Sni2 — BSni1 — ASnt1,
pode ser calculada diretamente do polinomio p(r) = 23 + ax® + bz + c.
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