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Resumo

Neste trabalho, estudamos intersegoes estaveis e diferengas aritméticas de conjun-

tos de Cantor regulares.

Apresentamos técnicas que nos ajudam a detectar a existéncia de intersecoes esta-
veis ou extremais estaveis entre pares de conjuntos de Cantor. Iniciamos com o
Gap Lemma de Newhouse, que utiliza a espessura dos conjuntos de Cantor para
essa conclusdo, o Teste da Espessura Generalizado, que estuda a intersecao dos
dominios de Markov e, por fim, a existéncia de um compacto recorrente no espago

das configuragoes relativas desses conjuntos de Cantor.

Apresentamos também alguns exemplos que mostram como tais técnicas sao apli-
cadas. Em certos exemplos, destacamos que uma das técnicas funciona, enquanto
as demais podem falhar, mostrando assim a importéancia do estudo de cada uma

delas.

Finalizamos com um breve estudo da topologia da diferenca aritmética de con-
juntos de Cantor afins, apresentando uma familia de conjuntos de Cantor cuja

diferenga aritmeética é quase sempre um R-Cantorval.

Palavras-chave: Conjuntos de Cantor Regulares, Intersecoes Estaveis de Conjun-

tos de Cantor, Diferenca Aritmética de Conjuntos de Cantor.



Abstract

In this work, we study stable intersections and arithmetic differences of regular

Cantor sets.

We present techniques that help us to detect the existence of stable intersections
or extremal stable intersections between pairs or Cantor sets. We begin with the
Newhouse Gap Lemma, which makes use of the thickness of Cantor sets to its end,
and the Generalized Thickness Test, which analizes the intersections of Markov
domains and to conclude, the existence of a recurrent compact set in the space of

relative configurations of these Cantor sets.

We also present some examples which shows how such techniques are applied. In
certain examples, we emphasize that one of the techniques works, tough the other

may fail, in this way showing the importance of each of them.

We conclude with a brief study of the topology of the arithmetic difference of
Affine Cantor sets, presenting a family of Cantor sets whose arithmetic difference

is almost always a R-Cantorval.

Keywords:Regular Cantor Sets, Stable Intersection of Cantor Sets, Arithmetic

Difference of Cantor Sets
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1 Introducao

Os conjuntos de Cantor regulares surgem naturalmente no estudo de objetos
em Sistemas Dindmicos, Teoria dos Niimeros e outras areas. Nesse trabalho , estu-
daremos conjuntos de Cantor que sao dinamicamente definidos e veremos muitas
de suas propriedades topoldgicas e fractal-geométricas. Explicaremos como a soma
ou diferenga aritmética sao uteis no estudo de objetos em Sistemas Dinadmicos e
Teoria dos Numeros, exemplos disso podem ser encontrados em [16],[14] e [13]. Em
[5] e [15], temos exemplos de como a intersegdo e soma aritmética de conjuntos de
Cantor regulares sao utilizados no estudo de bifurcagées homoclinicas e no estudo

dos espectros de Markov e Lagrange.

Obtemos conjuntos de Cantor regulares como o conjunto maximal invariante
sob a iteragao de um mapa com propriedades bem determinadas. Mais precisa-
mente, dado um conjunto K, dizemos que K é um conjunto de Cantor regular se
podemos associar a ele um conjunto de intervalos compactos disjuntos Iy, ..., I,
que chamaremos de partigido de Markov de K, e um mapa expansor de classe C1 ¢,
V:LU.. .Ul — Conv([;U...UI,) tal que, para cada 1 <1 < r, existe m € N com
v™(K NI;) = K, e podemos expressar K como

K= (¥ (Lu..UL)
n>1

Veremos neste trabalho, como a colecdo de conjuntos de Cantor pode ser mu-
nida com uma topologia e, a partir desta topologia, estaremos interessados em en-
contrar condigOes suficientes para garantir intersegao estavel entre pares de conjun-
tos de Cantor. Dizemos que dois conjuntos de Cantor regulares possuem intersecao
estavel quando existe uma vizinhanca de tais conjuntos, na topologia C1*¢, onde
quaisquer pares de conjuntos de Cantor nessa vizinhanga possui intersegdo nao

vazia.

A existéncia de intersecéo estavel para um par de conjuntos de Cantor (K, K)
garante a existéncia de um intervalo na diferenca aritmética desses conjuntos. Aqui,
apresentaremos alguns critérios que nos ajudarao a decidir se um par de conjuntos

de Cantor possui intersegdo estavel.

Newhouse introduziu em seu artigo [14] o conceito de espessura, que denota-
remos por 7. Veremos que, na colegdo dos conjuntos de Cantor regulares (com a

topologia CHE), a espessura varia continuamente.
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O Gap Lemma de Newhouse nos diz que para um par de conjuntos de Cantor
(K,K), se T(K)-7(K) > 1, K nio est4 contido num gap de K ou K num gap de
K, entdo KNK #0.

Supondo entdo que a condigdo para a intersecdo ndo vazia seja satisfeita para
um par de conjuntos de Cantor (X, K ) que possua um par de gaps lincados, isto é,
Oe (5, respectivamente tais que O contém exatamente um ponto de bordo de Oe

vice-versa, o0 mesmo ocorrera para conjuntos de Cantor suficientemente préximos.

Mostramos também que se um par de conjuntos de Cantor regulares (X, K )
tem intersecao estavel garantida pelo Gap Lemma, entdo K + K = Conv(K) +
Conv(_f{ ).

O Gap Lemma de Newhouse apresenta uma condicao suficiente para a existén-
cia de intersegao estavel, mas ndo necessaria. Nesse trabalho apresentamos exem-
plos de conjuntos de Cantor cujo produto da espessura € menor que 1, mas que

possuem intersecao estavel.

Um primeiro resultado que melhora nossa conclusdo é o Teste da Espessura
Generalizado (GTT). Sejam K e K conjuntos de Cantor regulares do tipo afim
(definido por mapas afins, sobrejetores e que preservam orientagdo) com dominios
de Markov (unido dos intervalos da partigao de Markov) D, D, respectivamente.
Dizemos que (K,R’) satisfaz o GT'T se, para cadat € R e A € R* ou AD +t esta
contido num gap de D ou D esté contido num gap de AD+t ou (AD+1) ND +0.

Em nosso trabalho, mostramos que se um par de conjuntos de Cantor do
tipo afim (K, K ) satisfazem um GT'T e ndo estdo contidos um num gap do outro,
entdo (K, K ) possui intersegdo estavel. Mostramos ainda o GTT é uma condigéo
determinada pela existéncia de intervalos em D — AD. Quando tais intervalos sdo
determinados por desigualdades estritas dizemos que (X, K ) satisfaz o GT'T estri-

tamente e, neste caso, temos a existéncia de intersegdo estavel.

Em alguns casos, o GT'T também pode caracterizar a existéncia de intersegao
estavel. Apresentamos um exemplo onde o GTT é satisfeito se, e somente se, o
produto das espessuras é maior que 1. Contudo, o GT'T nao é uma generalizagao do
Gap Lemma. Apresentamos exemplos de conjuntos de Cantor que tém intersegao

estavel garantida pelo Gap Lemma, mas que nao satisfazem o GT'T.

Um método mais sofisticado para garantir intersegoes estaveis € a existén-
cia de compactos recorrentes nas configuracoes relativas de conjuntos de Cantor.
Para abordar esse novo contetdo, fazemos uso das geometrias limite, operadores

de renormalizagao e configuracoes do conjunto de Cantor.
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Apresentaremos um exemplo de infinitos pares de conjuntos de Cantor que
nao satisfazem o Gap Lemma ou GTT, mas que possuem intersegdo estavel, que
é garantida pela existéncia de um compacto recorrente para os operadores de

renormalizagao de tais conjuntos.

Em nosso texto, falaremos ainda sobre intersegdes extremais estaveis, que
ocorrem num par de conjuntos de Cantor regulares (K ,f{ ) se o extremo direito
de K coincide com o extremo esquerdo de K e, para conjuntos de Cantor pré-
ximos cujos fechos convexos se intersectam temos a existéncia de intersecao nao
vazia. Apresentamos um teorema que, sob suas hipéteses, caracteriza a existéncia

de intersegdo extremal estavel.

Ainda estudaremos a topologia da diferenca aritmética de dois conjunto de
Cantor afins. Mostraremos um teorema que nos dd uma familia de pares de con-
juntos de Cantor cuja diferenga aritmética é quase sempre um R-Cantorval. Um
R-Cantorval é um conjunto compacto, perfeito, com interior denso em fronteira
fractal. Tal familia de conjuntos de Cantor terdo intersecdo estavel garantida pela

existéncia de compacto recorrente.
Agora, daremos um breve esbogo de como se desenvolve o nosso texto.

No capitulo 2, abordaremos alguns contetidos preliminares. Na segdo 1, tra-
taremos da dimensao de Hausdorff de subconjuntos de R", dando sua definigao,
apresentando alguns resultados e exemplos importantes que servirao para fixar a
teoria. Na secdo 2, iniciamos o estudo dos conjuntos de Cantor regulares, daremos
sua definicao e apresentaremos resultados que decorrem imediatamente dela. Na
terceira segao, apresentaremos resultados sobre dimensao de Hausdorff para con-
juntos de Cantor regulares, que serdo uteis para a compreensdo de resultados e

exemplos dos capitulos seguintes.

No capitulo 3, iniciaremos nosso estudo da espessura de um conjunto de Can-
tor. A segdo 1 traz, além da definicdo de espessura e espessura lateral, daremos
alguns resultados iniciais e desigualdades que serdo uteis no calculo da espessura
de um conjunto de Cantor regular. Na segdo 2 desse capitulo, trataremos da conti-
nuidade da espessura e da ndo continuidade da espessura lateral, que serd mostrada
por meio de um exemplo. Esta ultima segao traz ainda um importante teorema que
trata da existéncia de um subconjunto aberto e denso de conjuntos de Cantor re-

gulares na topologia C1*¢ onde as espessuras laterais sio continuas.

No capitulo 4, iniciamos nosso estudo sobre intersegoes de conjuntos de Can-
tor. Na secao 1, apresentaremos o Gap Lemma de Newhouse, mostraremos que se

um par de conjuntos de cantor tem intersecao estavel garantida pelo Gap Lemma,
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sua soma aritmética corresponde a soma aritmética de seus fechos convexos e mos-
traremos ainda alguns resultados que envolvem espessura e dimensao de Hausdorff.
A secdo 2 desse capitulo serd dedicada a apresentar exemplos de intersecoes estaveis

de conjuntos de Cantor e um estudos sobre suas diferengas aritméticas.

No capitulo 5, falaremos do teste da espessura generalizado. Na secdo 1 desse
capitulo, falaremos do teste da espessura generalizado para conjuntos de Cantor
do tipo afim, afim e afim generalizado. Mostraremos algumas resultados que nos
ajudarao a decidir quando um par de conjuntos de Cantor regulares satisfazem o
GTT e que o GTT implica existéncia de intersegao estavel. Na secdo 2, falaremos

um pouco sobre o GT'T' para conjuntos de Cantor regulares.

No capitulo 6, falamos sobre as geometrias limite de conjuntos de Cantor.
Na secdo 1, daremos a definicdo de geometrias e exemplos praticos de como en-
contrar as fungdes envolvidas em sua definicdo. Na secao 2, definiremos os ope-
radores de renormalizagao como a agao do grupo afim em elementos que mais
tarde serao chamados de configuragoes do conjunto de Cantor. Na secao 3, defi-
niremos as configuracées de conjuntos de cantor, como classificar as intersegoes
entre configuragoes de pares de conjuntos de Cantor, daremos a definicdo de um
compacto recorrente de configuragoes relativas de conjuntos de Cantor e como sua
existéncia implica intersegdo estavel. Na secdo 4, apresentaremos um teorema que
nos permite transferir o operador de renormalizagdo para o espago X~ X L~ X R* X
R e ndo mais num espaco de configuracdes. No caso em que os conjuntos de Cantor
sao do tipo afim, isso reduz nosso estudos a encontrar um compacto recorrente em

R? para os operadores de renormalizagio transferidos.

No capitulo 7, daremos o exemplo de uma familia de conjuntos de Cantor
que nao satisfazem o Gap Lemma ou o GT'T, mas que possuem intersegdo estavel.
Para isso, utilizaremos seus operadores de renormalizagao, com uma simplificagao

conveniente, para achar um compacto recorrente.

No capitulo 8, estudaremos a topologia da diferenca aritmética de conjuntos
de Cantor afins. Na secdo 1, apresentaremos um critério que sera utilizado para
decidir a existéncia de intersegao extremal estavel em pares de conjuntos de Can-
tor, isso se darad pela existéncia ou ndo de uma vizinhanga de 0 em sua diferenga
aritmética. Na segado 2, definiremos R-Cantorval, e enunciaremos alguns resultados
que nos ajudarao a decidir se um conjunto é um R-Cantorval. Na secdo 3, apresen-
taremos uma familia de conjuntos de Cantor do tipo afim cuja diferenga aritmética

é quase sempre um R-Cantorval.
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2 Preliminares

2.1  Dimensao de Hausdorff

Os conjuntos de Cantor regulares possuem medida de Lebesgue nula, o que a
torna pouco tutil no estudo desses e de outros conjuntos fractais. Existem medidas
mais adequadas para trabalhar com esse tipo de conjunto, como é o caso da medida

e dimensao de Hausdorff, que trataremos nessa segao.

Dado um conjunto X C R™ e § > 0, chamamos de §-cobertura de X a uma

cobertura {U;} de X onde os didmetros dos U;’s ndo excedem ¢, isto é, |U;| < 4.

Seja X C R™ e s > 0 um numero real, definimos
Hi(X) = inf { > |Us1%;{U;} € uma §-cobertura de X}.
1

fazendo 6 — 0 obtemos uma sequéncia nado-decrescente de infimos que converge
(podendo ter limite infinito), ela nos permite definir a medida de Hausdorff s-
dimensional de X por
H5(X) = im H3(X)
6—0

que, de fato, define uma medida para subconjuntos de R™. A medida de Hausdorff é
um multiplo constante da medida de Lebesgue s-dimensional, geralmente utilizada
em RS,

Usando essa definigao, provaremos alguns resultados que nos ajudam a calcu-

lar a medida de Hausdorff de alguns conjuntos.

Chamamos de homotetia uma aplicagdo f : R™ — R™ tal que f(z) = Az para
algum A # 0. Nosso primeiro resultado sobre medida de Hausdorff trata do compor-

tamento dessa medida sob a agdo de homotetias.
Proposicao 2.1. Seja f: R" — R™ uma homotetia por um fator escalar A >0

e X CR", entdo H*(f(X)) = M*H*(X).

Demonstragdo. Seja {U;} uma 6-cobertura para X, entdo {f(U;)} é uma M-
cobertura para f(X), de modo que

YIFU)F =X Y (U
7 1
tomando o infimo sobre todas as coberturas, temos

H3s(f(X)) < M¥HF(X)
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e fazendo § — 0
H(F(X)) <APH(X)

Para a desigualdade inversa, observamos que f~! é uma homotetia com fator

escalar % e, aplicando a f(z),

Ho(X) =H(fTHA(X))) < %Hs(f(X)) = XH(X) <H(F(X)).
Donde H*(f(X)) = A*H*(F'), como queriamos. o

Definigao 2.1. Seja X CR" e f: X — R™ uma aplicacdo, dizemos que f
¢ (C,e)-Holder, se existem constantes C,e > 0 tais que, para cada z,y € X,
|f(z)— f(z)| < Clz—y|°. No caso em quee =1, dizemos que f é uma aplicagdo
Lipschitz.

Proposicgao 2.2. Seja X CR™ e f: X — R™ uma aplicacdo (C,e)-Holder, entdo,
para cada s, Hz (f(X)) < CeH3(X).

Demonstragdo. Seja {U;} uma d-cobertura de X, como
(XN < CIXNUJ* <CIU[*
{f(XNU;)} forma uma Cd*-cobertura de f(X). Assim,

YIFXNT)E <CEY () =CE Y|

1

tomando o infimo sobre todas as coberturas,
Mg (F(X) < CHH3(X)
e fazendo § — 0, obtemos
He(F(X)) < CEHA(X),
como desejavamos. O

Dados X C R"™ e § < 1, podemos observar que H3(X) é ndo crescente em s,
de modo que H?® € ndo crescente. Mais que isso, se t > s e {U,} é uma d-cobertura
de X

YOS =3O <&y (Ul
que nos da, tomando o infimo,

H5(X) <8 HI(X)
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e fazendo § — 0 vemos que, se H¥(X) < 0o entdo H!(X) = 0 para todo ¢ > s. Isso
nos permite definir a Dimensdo de Hausdorff de X, que denotaremos HD(X),
por

HD(X) =inf{s > 0;H°(X) =0} =sup{s > 0; H*(X) = oo}

o comportamento da medida de Hausdorff e sua relagao com a dimensao de Haus-

dorff esta esbogado no gréfico abaixo

HA(X)

0 HD(X) n

se s = HD(X), entdo H*(X) pode ser 0, co ou um numero real positivo.

Muitas vezes, na mateméatica procuramos invariantes. Por exemplo, espagos
vetoriais com dimensdo finita comportam-se como algum R" quando queremos
tratar de suas propriedades algébricas; isto ocorre porque existe um isomorfismo
entre o espago vetorial considerado e R™. Deste modo, espacos vetoriais com mesma
dimens3o (finita) sdo, sob o aspecto algébrico, essencialmente indistinguiveis. Ana-
logamente, se dois espagos vetoriais de dimensao finita sdo isomorfos, entao eles

tém a mesma dimensao.

Teriamos algum analogo para aspectos fractais-geométricos em R™? Mais pre-
cisamente, hd um invariante, mesmo que parcial, que nos permita concluir que dois
conjuntos distintos tém a mesma dimensdo de Hausdorff? A resposta é sim como

veremos a seguir. Antes apresentamos a definigao de aplicagao bi-lipschitz.

Definicao 2.2. Seja X CR"™ e f: X — R™, dizemos que f € bi-lipschitz se
existem constantes 0 < C1 < Cy < 00 tais que, para cada z,y € X, Ci|lz —y| <
f(z) = F(y)] < Calz—yl.

Proposigao 2.3. Seja X C R™, sdo vadlidas:
i) Se f:X —R™ é uma aplicagdo (C,e)-Holder, entdo HD(f(X)) < LHD(X);

1) Se f: X — R™ € uma aplicagdo bi-lipschitz, entdo HD(f(X)) = HD(X).
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Demonstragdo. Para o item (7), sabemos da Proposigdo 2.2 que
HE(f(X)) < CEH(X).
Assim, se s > HD(X), H*(X) = 0, segue que

HD(f(X)) < -HD(X).

Para provar o item (22), como f € lipschitz, pelo item (z) temos
HD(f(X)) < HD(X).

Resta mostrarmos a desigualdade inversa. Para isso, observamos primeiro que toda

aplicagao bi-lipschitz € injetiva. De fato, existe C7 > 0 tal que

Cilz -y <[f(z) - F(¥)l-
Assim,
f@)=fW)=1fz)-fy)|=0=[z-y/=0=z=y.
Segue que f é uma bijegdo sobre sua imagem, logo, possui inversa f~!: f(X) — X.
Sejam z = f(z') e y = f(¥'), =',¥' € X, temos
@)= Wl = 1FHE) - HG))
' —/|
1 / /
8= )

IA

eyl
c, tYl

Assim, f~! é lipschitz com constante menor ou igual a O% Novamente pelo item (2),
HD(f(f(X)) < HD(f(X)) quem implica HD(X) < HD(f(X)) dai, HD(f(X)) =
HD(X). O

O préximo resultado conecta a dimensao de Hausdorff de um conjunto com

sua conexidade.

Lembramos que um conjunto totalmente desconexo € um conjunto onde quais-

quer dois de seus pontos pertencem a componentes conexas distintas.

Proposicao 2.4. Um conjunto X C R™ com HD(X) <1 € totalmente desco-

nexo.
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Demonstragao. Dados z,y € X com z # y, mostraremos que z e y pertencem a
componentes conexas distintas. Para isso, defina f : R™ — [0,00) por f(2) = |z —z|.

Como f é lipschitz temos
HD(f(X)) <HD(X)<1

ou seja H1(f(X)) =0, isso nos diz que f(X) ndo tem medida de Lebesgue positiva,
logo, ndo pode conter intervalos ndo degenerados. Como f(X) tem interior vazio,

seu complementar R\ X é denso.

Podemos entéo escolher 0 < r < f(y) com r ¢ f(X), e definindo os conjuntos
Xi={zeX;|z—z|<r}eXo={z€ X;|z—z| > r}, temos

X=X1UXy

como X1 = f~Y(B(z,7)), Xo = f1(R™\B[z,y]) e f é continua, X1 U X, forma uma
cisdo ndo trivial de X, uma vez que z € X1 e y € Xo, (f(y) = |y —z| > r) portanto,
X é totalmente desconexo. O

O leitor pode se perguntar se HD(X) > 1 implica X conexo. A resposta € ndo.
O produto cartesiano de dois conjuntos de Cantor K, K éainda desconexo, mas ve-
remos que HD(K x K) = HD(K)+ HD(K), assim, basta consideramos conjuntos

de Cantor que fagcam tal soma ser maior que 1.

Veremos agora um exemplo do cédlculo da dimensao de Hausdorff. Apesar do
exemplo especifico, este calculo, em geral, envolve estimar superiormente e inferi-

ormente a medida de Hausdorff para determinados valores de s.

Exemplo 2.1. Seja K o conjunto de Cantor ternario, obtido a partir do intervalo
[0,1], ao removermos sucessivamente o terco médio dos intervalos. Se s = %g%,
entdo 1 <H(K) <1, donde HD(K) =s.

Os intervalos da k-ésima etapa da construgao de X formam uma 3~*-cobertura

para K com 2% intervalos de comprimento 3. Observamos entdo que
H_1(K) < 2F37hs
para obtermos H;_;(K) = 0 basta que

2k log2
%——)0:>3>_

se s = %%g%, temos H* < 2537ks = 1 e fazendo k — o0

HI(K) <1
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Para a estimativa inferior, mostraremos que
1

Z |Uz|s 2 - 3—5
; 2

para qualquer cobertura de K.

Tomemos {U;} uma cobertura de K, que pode ser assumida aberta e finita,

uma vez que K é compacto. Para cada U;, seja r um inteiro tal que
3—(r+1) < |Uz| <3

como os intervalos remanescentes do nivel r tém comprimento 37" (lembre que os
intervalos omitidos nesta etapa também tém comprimento 3~" e que os intervalos
omitidos anteriormente tém comprimento maior), U; pode intersectar no maximo

um deles.

Na etapa r + 1 restardo, no maximo, 2 intervalos que intersectam U; e, de
modo geral, na etapa j > r, U; intersecta, no maximo 27" intervalos de nivel j.
Observamos que para § = %%g%’ temos

21T = 27375 = 2735377 < 213%|U; [
se escolhermos 7 suficientemente grande para que 3-0+D) « |U;| para todo 2, como
{U;} cobre K, os intervalos desta cobertura intersectam todos os 27 intervalos da

etapa 7, os quais tém comprimento 377. Temos entdo
2 < S IFUL = ;=37 < |
i i
Como {U;} é uma cobertura finita qualquer, fazendo § — oo, temos § — 0, dai
S <H(K) <1

portanto, HD(K) =s = %%g%.
Agora definiremos a box-counting dimension (ou capacidade limite), que serd

utilizada nos proximos resultados.

Seja X C R néo-vazio e limitado, e seja Ns(X) o menor numero de conjuntos
de didmetro no maximo & que pode cobrir X (como X é limitado, seu fecho é

compacto, e esse numero € realmente finito).

Definimos a box-counting dimension inferior e superior, respectivamente por

d(X) = iming 108 Me(X)
6—0 —logd
log Ns(X)

A0 = BERP T Togs
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se esses valores coincidem, a box-counting dimension de X €
d(X) = d(X) = d(X)
Nosso primeiro resultado sobre a box-counting dimension a compara com a
dimensao de Hausdorff de um conjunto de Cantor qualquer.

Definicao 2.3. Seja K C R, dizemos que K é um conjunto de Cantor se ele

for compacto, perfeito (sem pontos isolados) e totalmente desconezo.
Proposicao 2.5. Seja K C R um conjunto de Cantor, entdo d(K) > HD(K).

Demonstracdo. Fixando t > d(K), existe dg tal que 6 < dp nos d& Ns(K) <671

Para s > t, temos
HI(K) < 676% =65

fazendo § — 0, temos 6°~¢ — 0, donde
H(K)=0

desse modo, HD(K) < s para qualquer s > d(K), ou seja HD(K) < d(K), como

queriamos. O

Abaixo temos um exemplo onde a igualdade entre as dimensoes ¢é valida.

Exemplo 2.2. Seja K o conjunto de Cantor terndrio, entdo d(K) = HD(K).

Em cada etapa k da construcdo de X temos 2 intervalos de comprimento
3%, de modo que Ns(K) < 2%, se 37% < § < 37*+1 daf,
log Ns(K) <1 log 2% klog2  log2

d(X) =1i i —1i — 982
(X) = limsup == 5= < Hmsup o srm1 = Wmsup ey s = Toga

Por outro lado, para cada § > 0 fixado, podemos tomar % tal que 37%*~1 < § < 37%
de modo que intervalos de comprimento ¢ intersectam, no maximo, um intervalo
da k-ésima etapa, assim, precisamos de pelo menos 2* intervalos para cobrir X,

donde Nj(K) > 2%, nos dando
log2
d(K)> —=
d(K) > log3
segue que
log2

como queriamos.
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Este exemplo ndo é um caso especial, veremos no préximo capitulo que HD(K) =
d( K) para qualquer conjunto de Cantor regular, como € o caso do conjunto de Can-
tor ternario (a definigdo de conjunto de Cantor regular também serd dada mais

adiante).

Agora veremos alguns resultados que tratam da dimensao de Hausdorff do

produto cartesiano de conjuntos. Claramente, se E = [0,1] é o intervalo unitario,
HD(ExE)=HD(E)+ HD(E)

em geral, para fractais isso nem sempre isso € verdade. Porém, para subconjuntos
X CR™ Y CR" que possuem, na sua dimensao de Hausdorff, medida de Hausdorff

nao nula e finita, temos
HD(X xY)>HD(X)+HD(Y)

ver [9]. Abaixo, veremos alguns casos nos quais a igualdade é garantida, e um exem-
plo no qual a dimensdo de Hausdorff do cartesiano € estritamente maior que a soma

das dimensoes.
Proposicao 2.6. Sejam X,Y C R quaisquer, entao

HD(X xY) < HD(X)+d(Y).

Demonstracdo. Fixemos s > HD(X) et > d(Y). Entdo existe §y tal que para todo
§ < & temos N3(Y) <4t
Tome uma §-cobertura {U;} de X por intervalos tais que » _|U;|° < 1. Usare-

1
mos tal cobertura para construir uma cobertura de X xY.

Para isso, considere, para cada ¢ uma cobertura {U; ;} de Y por Niy,| inter-
valos de comprimente |U;|. Deste modo, X x Y pode ser coberto por quadrados
{U; x U; ;}. Isso nos da

XxY C UU(UZ X Um‘)
i g
usando tais coberturas podemos estimar a medida de Hausdorff de X x Y por

HEHXXY) < ST |Ux Uyl
g

— ZZ(ﬁ)s+t|Ui|s+t
L]

< Yo Npy(V)27E Uyt
B
st _
< 27 YU |ult
B

s+t
2

< 2
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Fazendo 6 — 0 temos
HTHX xY) < 00

como s > HD(X) et > d(Y), concluimos que

HD(X xY)<s+t<HD(X)+d(Y).

Disto, segue imediatamente o préoximo corolario.
Corolario 2.6.1. Sejam X,Y € R™ conjuntos quatsquer. Se HD(Y) = d(Y),
entdo HD(X xY)=HD(X)+ HD(Y).

Veremos agora um exemplo onde HD(X xY) > HD(X)+ HD(Y).

Exemplo 2.3. Existem conjuntos X,Y € R com HD(X)+ HD(Y) =0 para os
quais HD(X xY) > 1.

Vamos construir conjuntos X e Y com tais propriedades. Para isso, considere

uma sequéncia de inteiros
O=mg<mi<myg<...

tais que, se jp = (ma2 —m1)+ (ma—m3) +...+(Mmp —Mmp_1) temos

log 107n . '
im Og— = lim Jn =0.
n—oo —Jog10~Mn+1 n—=00 Myt

Seja X o conjunto dos nimeros no intervalo [0, 1] que possuem um digito zero
na k-ésima casa decimal sempre que m,+1 < k <my,11 quando n é par.E seja Y
o conjunto dos nimeros em [0,1] que possuem um digito zero na k-ésima posigdo

sempre que my+1 <k <myy1 €n é impar.

Vamos primeiro calcular a dimensao de Hausdorff de X, para isso acharemos,
para cada n uma cobertura conveniente de X . Para cada n > 2 par podemos cobrir

X por 107" intervalos de comprimento 10~ "1,
Usaremos tal cobertura para calcular a box-counting dimension inferior de

X, que pelo modo como os m;, 2 =0,1,... foram tomados é 0. Deste modo,

HD(X)<d(X)=0= HD(X)=0.

Por um caminho similar, para cada n > 1 impar podemos cobrir Y por 10/
intervalos de comprimento 10™™7+1 e pelos mesmos argumentos utilizados anteri-
ormente, HD(Y) = 0.
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Agora, dado w € (0,1), podemos escrevé-lo como w =z +y, onde z € X e
y €Y, para isso, basta construirmos tal £ a partir de w colocando 0 no k-ésimo
digito decimal se my,+1> k> my41 se n € par e y a partir de w pondo 0 na

k-ésima casa decimal se mn, +1 >k > m, e n é impar.

Considerando a aplicagéo f : R? — R definida por f(z,y) =z 4y, que é lips-
chitz, temos
HD(X xY)>HD(f(XxY))>HD((0,1)) =1.

Portanto,
HD(X xY)>HD(X)+ HD(Y)

que € o resultado desejado.

2.2 Conjuntos de Cantor Regulares

Nesta segao, definimos conjuntos de Cantor regulares e mostramos algumas
propriedades desses conjuntos que seguem imediatamente de sua definicao, desde
sua conjugacao com um shift até propriedades menos diretas, como € o caso da
distorgdo limitada, que sera extremamente importante para o desenvolvimento do

nosso texto.

Definigao 2.4. Seja X C R uma unigo de intervalos, dizemos que uma aplicagao
f: X — R € expansora se pode ser estendida para uma funcdo deriwdvel numa
vizinhanga de X e existe A tal que |f'(z)] > A > 1 para todo z € X.

Definicao 2.5. Seja X C R™, chamamos de fecho convezo de X, denotado por

Conv(X), o menor conjunto fechado e convezo que o contém.

Definicao 2.6. Seja X C R, dizemos que uma aplicagdo f: X — R € de classe

C'*¢ se sua derivada é Holder com expoente €.

Definigao 2.7. Dizemos que K C R é um conjunto de Cantor Regular (ou

dinamicamente definido) se:

1) Ezistem intervalos compactos disjuntos {I,Is,...,I;} tais que K C I} U
LU..UlL,ed(;) CK, paral<i<r;

i1) Eziste um mapa expansor ¥ de classe C1T¢ definido numa vizinhanca de
LULU..UI, tal que ¥(I;) é o fecho convezo de uma unido de intervalos

I; satisfazendo:
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e Para cada 1 <1 <7, existe k sufictentemente grande tal que \Ifk(Kﬂ
I)=K;
0
e K= () ¥""™LUuLU..UL).
m=1
Dizemos que P = {I1,Is,...,I,} € a particio de Markov de K, e que D =
T
U I, € o dominio de Markov de K.

=1

o)
Na defini¢do acima, K = (| ¥~™([;UU...UI), no entanto, poderiamos
m=1
estudar esta intersecdo em momentos finitos, isto é

n
K'= (] ¥"™(hULU..UL).

m=1
Deste modo, K1 C K?C ...C K™ C...C K, K™ é o que chamamos de n-ésima etapa
da construcao de K, e com esta notagao,
[o.e]
K= K"
n=1
Nossa primeira observacao é de que a cadeia descrita acima é uma sequéncia

encaixada de compactos, logo, desde que cada um dos K™ seja ndo vazio, o conjunto

de Cantor K serd nao vazio e compacto.
Podemos também definir a particdo de Markov da n-ésima etapa da construgao

de K e seu dominio de Markov associado como segue.

Definicao 2.8. Seja K um conjunto de Cantor regular com particao de Markov
R=A{I,...,I;} e mapa expansor associado ¥. Definimos a particGo de Markov

da n-éstma etapa da construcdo de K por
R™ := {I™;I™ é uma componente coneza de ¥~ ""I(I;), I, ¢ R}.
O dominio de Markov nessa etapa € definido por

Dr= | I™
Agora, buscaremos dar uma representagao simbodlica para os pontos de um

conjunto de Cantor regular. Para isso, iniciamos definindo a matriz de transigao.

Definicao 2.9. Seja K um conjunto de Cantor regular com particao de Markov
R=A{hL,...,I;} e ¥ seu mapa expansor associado. Dados I;,I; € R, fazemos
1, se ;N¥YI)+0

mq; =
0, se ;NT1(;)=0
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a Matriz A= (my;), t,7 =1,...,v € chamada Matriz de Transi¢cdo (ou de ad-
jacéncia) do conjunto de Cantor K. Quando temos na matriz de transi¢do
m;; =1, dizemos que ij € uma sequéncia de simbolos permitida em {1, ...,7’}2.

Definimos o Shift de Markov associado a K por

Y4 :={a=(a1,as,as,...);,onde a; € {1,...,7} e (a;,a;4+1) € permatida V 1> 1}

Observe que %4 C {1,...,7‘}Z, assim, se o € o shift em r simbolos, pode-se
provar que existe uma conjugacao entre o restrito a £ 4 € o mapa ¥ que define
K, isto é, (X 4,0) e (K,¥) sdo topologicamente conjugados, ou seja, existe um
homeomorfismo h: 34 — K tal que YVoh =hoo.

Nossa afirmagdo pode ser vista da seguinte forma. Seja a = (a1,as,...,a,) uma
sequéncia na qual (a;,a;+1) é permitida, paratodo¢=1,...,n—1, temos entdo, pelo
modo como definimos a matriz de transicdo que se a € I, ¥(a) € I,,,... ,\ ¥ 1(a) €
I,,, isso permite a identificacdo de elementos de K com elementos de ¥4 pela

seguinte relacao
= (81,02, .., Gn,...) Sz € I, NI N...n e~ (=, )

que induz a conjugacao desejada.
Definimos

Ia,l,ag = {il) € R;{E S Ial N \If_l(Iaz)}

e, indutivamente,

Injap.an ={Z ER;z € I, NTY(I,,)N...n T~ ("=, )},

Nessa notacdo, a particao de Markov da n-ésima etapa da construcao de K se

torna

R"™ ={lz;a=(a1,a2,...,an),(a;,ai+1) é permitida para ,2=1,..,n —1}.

Uma importante propriedade dos conjuntos de Cantor regulares € a distorgao
limitada. Antes de enunciarmos a proposigao que trata desta propriedade provare-

mos alguns lemas.

Lema 2.1. Seja [a,b] CR, AC R aberto com [a,b] C A e f:A— R uma funcgdo
de classe C' numa vizinhanga de [a,b] com |f'(z)| > ¢ > 0 para todo T nessa
vtzinhanga. Entdo existe 0 > 0 tal que |f(z) — f(y)| > o|z —y| para cada z,y €
[a,b].
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Demonstracdo. Como f é de classe C! numa vizinhanca de [a,b], pelo Teorema
do Valor Médio, dados z,y € [a,b] existe & € (z,y) tal que

f@)—fy) = —y)=f@) - fWI =1 (E)llz -yl

pela continuidade de f’ e compacidade de [a,b], |f'(£)| atinge nesse intervalo um

valor minimo o, que é positivo, uma vez que |f'(z)| > ¢ > 0. Temos entdo

f(z) - F()| = oz -y
onde o > 0, como desejado. O

Lema 2.2. Seja X CR e f: X — R uma aplicagdo (C1,€)-Holder tal que |f(z)| >
o >0 para todo ¢ € X. Entdo a funcédo g(z) =log(f(z)) € (C,e)-Hélder.

Demonstragdo. Primeiro, observamos que A : [0,4+00) — R dada por h(z) = log(z)
é lipschitz. De fato, log(z) é derivavel longe no 0, e (log(z))' = %, como z > o, temos
|h'(z)| < 1. Dados z,y € [0,+00) o Teorema do Valor médio nos garante que existe

€ € (z,y) para o qual
n(z) — h(y)| = |f ©lle—] < ~Jo—y]

donde h(z) é Lipschitz com constante C; < X

Agora, como f é Holder, temos

|[log(f(z)) —log(f(y))| < C1lf(z) — f(¥)| < CLlalz —y[®
fazendo C = C1C5, temos que g é (C,e)-Holder. |

Proposicao 2.7 (Distorgdo Limitada). Seja K C R um conjunto de Cantor re-
gular com fung¢do expansora ¥. Entdo, dado § > 0, existe c(d) > 0 tal que para

todo q,§ en >1 com

) |97 (g) -9 <9,

ii) o intervalo [¥*(q),¥*(§)] estd contido no dominio de ¥ para todo 0 <14 <
n—1,

temos |log|(¥™) (q)| —log|(¥™)()|| < c(6). Além disso, c(d) converge para 0O
quando 6 — 0.
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Demonstragao. Como ¥ é expansora, o Lema 2.1 nos garante a existénciade o > 1
tal que

[TH(g) -V (@) < o T Eg) - (9]
)

IN

para i <n.

E como ¥'(z) > A > 1, pelo Lema 2.2, log|¥/(z)| é Holder para alguma cons-
tante de Holder C' > 0. Assim,

n—1

|log [(™)'(q)| —1og |(¥")'(@)I] = ;J |log [¥'(¥*(q))| —log | ¥'(¥*())

n—1 ) )
S ClY(g) ~ F (@)
1=0

VAN

VAN

n—1 )
Z 0(50.7,—1’7,)8
1=0

0.—6

l1—0—¢

< Co°

0-—8

Entdo basta tomarmos ¢(6) = Cé¢ g

O

Este resultado possui uma importante interpretagdo geométrica que serd bas-

tante utilizada posteriormente.

A proposigao acima nos diz que

log |(¥"(9))] —ed) < 1Y@ o)
og|(@ (@) = W7 S e ¢

Dados z,, z € K suficientemente préximos para que os intervalos (¥*(z), ¥*(y)),
(*(y), ¥*(z)) estejam contidos na partigdo de Markov de K paratodo 0 <7 <n—1.
Aplicando o Teorema do Valor Médio, existem ¢; € (z,y) e ¢ € (y,2) tais que
[ (z) — ¥ (y)| = [(¥") (c)l|z —yl e [¥"(y) — ¥"(2)| = [(¥")'(c2)l|y — z|. Donde
—elz—yl [¥(@) V"W o clz -yl

ly—z| = [¥7(y) -¥™(z)| = |y—2|

e ¢ ndo depende de n ou dos pontos z,y e z, mas apenas da distancia 4.

€

Essa propriedade nos diz que partes pequenas do conjunto de Cantor sao
semelhantes a partes maiores, a menos de um multiplo constante uniforme. Observe
que como ¢(d) — 0, a distorgdo é nula a partir de certa etapa da construgdo,
basta que o comprimento maximo dos intervalos remanescentes nesta etapa seja

suficientemente pequeno.
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No desenho abaixo, ilustramos uma escolha particularmente util de pontos

que satisfazem essa propriedade.

R ( )
U7 (1) : ¥ (y) ¥"(2)

—~~
o

Rn (

— (o — () ..

N~
—
~
-~

Essa configuragao nos diz que a partigao de Markov de qualquer etapa da construgao
de K tem seus intervalos com comprimentos que correspondem a uma contragao
das etapas anteriores por uma constante uniformemente limitada e dependendo
apenas de K. (Nesse desenho, supomos que ¥ preserva orientagdo, caso isso nédo

seja satisfeito podemos fazer uma andlise similar.)

Definicao 2.10. Dizemos que dois conjuntos de Cantor regulares K e K
estdo prézimos na topologia C'*¢ se existem n e #i tais que R™ = {I1,..., I}
e R7 = {J1,.., Jr} tém os intervalos correspondentes com extremos proximos,
as fungées U™ € C1te e ¢ € C1tE | definidas nesta etapa, estio Cl-prézimas,
0s expoentes € e € estdo proximos e as constantes de Holder, C e é’, estao

proximas.

Observagao. Na demonstracao da propriedade da distorgao limitada, a constante
¢ nao depende do conjunto de Cantor, apenas da disténcia entre os pontos, da
constante e expoente de Holder e da derivada da aplicagao expansora. Como dois
conjuntos de Cantor préximos na topologia C1*¢ tém constantes e expoentes de
Holder préximas e estdo Cl-préximas, concluimos que a distorgido depende conti-
nuamente do conjunto de Cantor K, no sentido de que se dois conjuntos de Cantor

estdo suficientemente préximos nessa topologia suas distorgoes também estarao.

Proposicao 2.8. Sejam K e K conjuntos de Cantor regulares suficientemente
prézimos na topologia C11¢, existe um homeomorfismo h: K — K Hélder com
inversa também Hélder prézimo da identidade que conjuga os mapas ¥ e ¥

que determinam K e K, respectivamente.

Demonstragao. Iniciaremos construindo uma A : K — K e, em seguida, mostrare-

mos que ela satisfaz tal propriedade.

Sejam R = {I1,...I,} e R = {Ji,...,J,} as particées de Markov de K e K,

respectivamente.
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Fixamos é > 0 tal que os extremos de I; e J; distam no maximo ¢, 2 =1,...,7,
set# 7, d(I;,I;) > 36 e d(J;, J;) > 36.

Suponhamos que, para algum % # j tenhamos ¥(I;) N I; # 0, como ¥(I;) é
o fecho convexo de uma uniao de intervalos da partigao de Markov de K, temos
I; C ¥(I;). Escrevendo I; = [a;,b;], temos J; C [a; — d,a; +d]. Por continuidade e su-
pondo, sem perda de generalidade, que ¥ preserva orientagdo (se inverter podemos
usar um argumento anélogo) temos ¥(I;) = [¥(a;), ¥(b;)]. Como ¥ e ¥ sdo conti-
nuas ambas continuas, podemos supor que estdo suficientemente préoximas para
que, ¥(J;) C [¥(a;) — 26, ¥(b;) + 26).

Se Ij = [aj,b;] C ¥(I;) = [¥(as), ¥(b;)], temos J; C [a; —8,b;+6] C F(J;), logo,
\TI(JZ) N J; # (. Repetindo esse argumento para cada n > 1, temos que dado z € K,
existe % € K tal que

"(z) € I; & ¥™(%) € J;,
afirmamos que existe um tnico Z com tal propriedade. De fato, se existisse § # Z,
[&™(%) — $™(§)] C J;, mas como ¥ é expansora, para n suficientemente grande, o
comprimento desse intervalo deve superar o comprimento de J;, o que seria um

absurdo.

Definimos entdo h : K — K por h(z) = %, onde % é o ponto construido acima.
Argumento de modo similar, podemos construir A1 : K — K com h_l(:i) =z, que

€ a inversa de h.

Para mostrar que A conjuga ¥ e U, observe que
¥ (h(z)) = ¥(2))
essa igualdade implica que ¥(%) = h(y), e pela definigéo de A,
I(a(y)) =¥ (@) = ¥"H(&) € Ji & V" (2) = V" (Y(2)) € Iy
para todo n .Pela unicidade da definigdo, temos y = ¥(z), dali,

¥(h(2)) = ¥(3) = h(¥(2)).

Para vermos que h esta préoxima da identidade, lembramos que, pela definigdo
de h, z e h(z) pertencem a intervalos correspondente na particdo de Markov R™
e R" da n-ésima etapa de K e K, respectivamente. Dado €1 > 0, supondo que K
e K estdo suficientemente préximos e que n é suficientemente grande, I ;E€ER e
J; € R™ tém comprimento menor que £, de modo que

€1 €1 €1
h(z) — ST BT
h(z) —z| < 5+ +5 =e
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assim, h estd préxima da identidade.

Agora, mostraremos que h é Holder, logo, continua. Sejam z,y € K tais que
|z —y| < den=n(z,y) >0 tal que

[ (z) ~ ¥ (y)| <26

e o intervalo [¥*(z), ¥*(y)] esta contido na partigdo de Markov de K para 0 < i <
n—1le

(9™ (z) —¥"(y)| > 26
tal n existe, uma vez que ¥ é expansora.

Agora, tomando K e K suficientemente préximos para que |h(z) — z| < g,
como ¥4(%) = h(¥*(z)), temos | ¥ (%) — ¥¥(z)| < % e [¥(§) — ¥i(y)| < %, de modo
que

8*(&) - &(9)| < 36
segue que, para cada 0 <1 <n —1, [¥*(%), ¥*(%)] estd contido em algum intervalo
da particdo de Markov de K.
Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢; € [¥*(z), ¥¥(y)] tal que

n—1
|z -yl 1;[ ['(&)| = [¥"(z) — ¥ (y)]
e g"z € [‘i”(:?;),\fﬂ(ﬂ)] tal que
n—1
|2 9| 1;[ V(&) = 9™ (&) - I™(9)|

tomando 0 < o < 1 tal que |¥'(&)[* < |¥'(£)|, temos

£-9] _ @) - (@)

< (diamK)-6°.
o—yl7 = [n(e)—un(y)l = (BemK)

Segue que h é Holder, logo, continua. Um argumento analogo pode ser utilizado
para h 1.

O

Observe que se K e K estdo suficientemente préximos, como ¥ e U estio
Cl-préximas, |¥'(£)| é quase igual a [¥/(£;)|, de modo que a pode ser escolhido

proximo de 1.

Além disso, como ¥ e ¥ sao mondtonas nos intervalos da particdo de Markov,

h também é mondtona.
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2.3 Dimenséao de Hausdorff de Conjuntos de Cantor Regula-

res

Esta segado serd dedicada a explorar resultados para a dimensdo de Hausdorff

que sao validos em conjuntos de Cantor regulares.

Nosso primeiro resultado trata da continuidade da dimensdao de Hausdorff
para tais conjuntos. Em sua demonstracao, utilizaremos o homeomorfismo que
conjuga mapas de conjuntos de Cantor regulares suficientemente proximos, que

construimos na Proposigao 2.8.

Proposicao 2.9. A dimensao de Hausdorff de um conjunto de Cantor regular

K depende continuamente de K.

Demonstracdo. Seja K um conjunto de Cantor regular suficientemente préximo
de K, e seja h : K — K o homeomorfismo que conjuga as aplicacdes expansoras ¥

e ¥ associadas a K e K, respectivamente.

Como h e h~! sdo Holder, digamos com expoente de Holder o, entdo
aHD(K)< HD(h(K)) = HD(K) < o 'HD(K)
como « esta préximo de 1, HD(K) est préximo de HD(K). o

O préximo teorema nos garante a igualdade entre a box-counting dimen-
sion e dimensao de Hausdorff de conjuntos de Cantor regulares. O coroldrio de
sua demonstragao é particularmente 1til e nos ajudard no calculo da dimensao de

Hausdorff de alguns conjuntos.

Teorema 2.1. Seja K C R um conjunto de Cantor regular. Entdo d(K) =

HD(K).

Demonstragao. Seja R™ a n-ésima particao de Markov de K. Para I € R™ fazendo
An,; = Inf|(T™Y|1] € An;=sup|(¥™)|;]

podemos definir oy, By, > 0 por

S aF=1e S A =C
IeR" IeR"

onde C é uma constante apropriada que especificaremos mais tarde. Dividiremos a

demonstragao nos seguintes passos
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1. d(K) < By para todo n;
2. HD(K) > ay, para todo n;

3. (Bn—an) — 0 quando n — oo.

Para (1), tome n > 1. Fixado B > d(K), existe dy tal que, para ¢ < §p temos
Ns(K) < 6P, assim, existe uma cobertura tf = {U;}™,, com m <6 P e |U;| < 6.

Podemos obter, para cada I € R", uma ((5)\;,1])-cobertura de KNI, formada

pelas pré-imagens por ¥"|; dos U;, 2 = 1,...,m que cobrem K, isso nos da
N(SA;}I(KHI) < 5F
e temos, para todo I € R™ e d A, 1 < do,

Ns(KNI) < (0An1)~?

definindo
An = SUD An,J
IeRrn
observando que Ns(AUB) < Ns(A)+ Ns(B),eque | (KNI)=K,

IeR"

N5(K)<67F 3 2.8
IeR"

para § < §oA, .

Similarmente, para k > 1 e 6 < foA*

Ns(K) <5~ P < - A,;f?)k.

IeR"

Segue que, como )\;kéo — 0 quando k —> o0

k
log <5_/3< > A;’;}) )
d(K) < lim TER™

~ koo 10g5_1

w3

logd—1

k
10g<< > A;’?) )
< f4+ lim IERM

kooo  log(Akdy )

= B+ lim
k—oo
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klog< S A,;ﬁ)
= B+ lim Ter™
Pt 5% Klog(hm) — 108(3 1)

10g< > AZ,’?)
IeRrn
log(An)

B+

fazendo g — d(K),

10g< >, Aﬁ“)
IER™
log(An)

como A, > 1,

1< S A
IcR"

e, pelo modo como B, foi tomado, temos d(K) < f,,. Isso prova (1).
Antes de mostrar (2), especificaremos a constante C' utilizada na definigdo
dos a,.

Tomando Be € [0,1] tal que By > By, para todon > 1 e ng tal que Y0 (K N
I) = K para todo I € R"™, definimos

C :=sup|(¥m0)/|P= > 1.

Para provar (2), suponhamos, por absurdo, que HD(K) < a, e tome HD(K) <
a < oy, entao
oK) =0,

como K é compacto, isso nos diz que existem coberturas com didmetro arbitrari-
amente pequenos para os quais a medida de Hausdorff é arbitrariamente pequena.
Dado € > 0, seja C® = {C’f};i(f) uma cobertura tal que

m(e)

S lcE <

=1
seja

2k == min{d(L;,I;); I;, I; € R", 1 # j}

1
—_ E . 7’ .
fazendo €9 = k¢, na cobertura C = C®, cada C;° intersecta no maximo um dos

intervalos I € R"™. Podemos definir

Cr={C® cC;c0nT 0}
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segue que, para qualquer I, C; tem menos elementos que C. Além disso, como
Yot (K NT) = K, temos que Cr := (¥+7|;)(Cs) é uma cobertura de K tal que

> VI* < (sup (BT N-AT - Y IC0”
vel; CSOEC]

como a < oy, < B < P, isso nos da

o VIF<CAZ Y0 G
Vel cioec;

usaremos isso para mostrar que

> V" <eo (2.1)
vely,

para algum I € R™. Suponhamos que nao exista Iy com tal propriedade, entdo

temos, para todo I € R™

> VI* > e
vel;
dai,
oIl = >0 > Ier®
c;eC IGR”CiEOE(jI
-1 -
> > CTAT > IVI® (2.2)
IeR™ VEC;IO
>C7h Y ALG e
IeR?

lembrando que, pelo modo como C foi escolhida

> ICR* <eo
C;€eC

e que como & < an, temos
Y AG>C
IERn
a desigualdade em 2.2 ndo pode ser satisfeita, logo, 2.1 estd provada.

Isso mostra que supondo HD(K) < a, e considerando uma cobertura finita
C, construimos uma nova cobertura C;, com menos elementos que C para a qual

>~ |V]* < 0. Repetindo esse argumento um niimero finito de vezes encontramos
vely,
uma cobertura de K sem elementos, que € um absurdo. Portanto,

on < HD(K)
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como queriamos.

Finalmente, vamos mostrar (3). Pela distorgao limitada, existe a = a(K) >0

para a qual A, 1 <al, s paratodon >1elcR".

Sendo A = inf |¥'| > 1, temos A" < A, ;. Encontraremos d,, para o qual

a’an+6n . )\_nén .C=1
isto é,
1 — aan—Hsn . )\—nén . C <:> 1 — aan . a5n . )\—nén . C
& g% A\ —gon . O
& log(a™-A") 6, =log(a®"-C)
_ log(a™-C)

" log(a~!-An)
anloga+logC
—loga+nlog)’
IeRnr IeR™

IerRn
glantdn) \—ndén ~_ 1

tomamos entéo 6, := temos

isso implica B, < ay + d,, que nos da

anloga +logC <HD(K)10ga+10gC
—loga+nlogA = —loga+nlogA

Br—on <

fazendo n — oo temos que B, — o, — 0. Logo, d(K) = HD(K), como desejado.

O

Coroléario 2.1.1 (da demonstragdo). Seja K um conjunto de Cantor com parti¢Go
de Markov R ={I1,..,I.} e mapa afim, crescente e sobrejetor em cada um dos
intervalos desta parti¢do, entdo a dimensdo de Hausdorff s= HD(K) de K €

o unico s € R que satisfaz
r
Sae=1
1=1
onde \; = |¢'|5], 1 =1,...,7.
A préxima proposigdo nos da uma informagao topoldgica da diferenga aritmé-

tica de pares de conjuntos de Cantor levando em conta a soma das suas dimensoes
de Hausdorff.
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Proposigao 2.10. Se K, K sdo conjuntos de Cantor tais que HD(K)+HD(K) <
1, entdo K — K tem interior vazio.

Demonstracdo. Consideramos em R o mapa f : R? — R dado por f(z,y) =z —,
que é Lipschitz. Usando o Teorema 2.1 juntamente com o Corolério 2.6.1 temos que
HD(K x K)=HD(K)+ HD(K) < 1. Segue que f(K x K) = K — K tem dimenséo
de Hausdorff menor que 1, pela proposicao 2.3, noutras palavras, este conjunto

possui medida de Lebesgue nula, em particular, interior vazio. O

No entanto, a seguir, mostraremos um teorema que nos diz que dados dois
conjuntos de Cantor K e K com dimensdo de Hausdorff s e §, respectivamente, se
s+35§>1, entdo K — AK tem medida de Lebesgue positiva para quase todo A € R.

Para enuncia-lo, precisaremos de algumas notagoes.

Dado A € R, tome 8 € (5, Z) tal que A = —tan6. E seja Lg a reta em R? com
vetor diretor vg = (cosé,sinf). Podemos entdo definir uma correspondéncia entre
LgeR, f:R— Lg pondo f(z) =z-vg. Com esta notagdo, podemos definir 7y como

a projegéo ortogonal de R? sobre a reta Lg.

Dados dois conjuntos de Cantor K e K, temos
m9(K x K) = (K,K)-(cos8,sinf) = K cosf + K sin6
colocando cosf em evidéncia e lembrando que —tanf = A, temos
mo(K x K) = cos8(K — \K)
(observe que cosé #0).

Teorema 2.2. Sejam Ki1,Ks C R conjuntos de Cantor e K = K1 X Ky C R2 tal
que HD(K) > 1, entdo me(K) tem medida de Lebesgue positiva para quase todo
0c(—5,%

Isso é consequéncia de um importante resultado devido a Marstrand trata da

projecao de conjuntos de cantor regulares.

Teorema 2.3 (Teorema de Marstrand). Seja X C R? um conjunto de Borel:

a) Se HD(X) <1, entdo HD(my(X)) = HD(X) para quase todo 6 € (5,5

b) Se HD(X) > 1, entdo mg tem medida positiva, e asstm, dimensdo 1 para

quase todo 6 € (5, %
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Demonstragao. Iniciamos a demonstracdao enunciando algumas afirmagoes que
serdo uteis na demonstragdo dos itens (a) e (b) e cujas demonstragdes podem ser

encontradas em [9].

1) Como my(X) C Lg, HD(mg(X)) <1, e lembrando que 7y € lipschitz, HD(mg(X)) <
HD(X), donde
HD(me(X)) <min{HD(X),1}.

12) Se existe uma medida com suporte limitado 4 em X para a qual

/ / dp(u)du(v) _

Cu—vl
entdo H*(X) = oo, logo, HD(X) > s.

111) Se H*(X) > 0, entdo existe uma medida com suporte limitado x em X com

L(u) = / / du(u)dp(v) _

Cu—vf
paratodo 0 <t < s.

1v) Se p é uma medida com suporte limitado em R tal que
0< /R|;1(P)|2 <00
entdo o suporte de u tem medida de Lebesgue positiva.

a) Sejas=HD(X), por (), HD(m(X)) < HD(X). Set < s < 1, por (211), existe

uma medida com suporte limitado u tal que

/ / du(u)dp(v) _

Clu—vff

segue do Teorema da Representacao de Riez, existe uma medida com suporte

limitado em R para a qual

J 7 @dus(@) = [ f(z-va)d(u)
para f continua.

Para cada 8, projetamos a medida u sobre a reta Lg para obter a medida ug

em Ty, assim, g € definida por

pe(la,b]) = p({z;a < Z-vs <b})

para cada intervalo [a,b], onde Z é o vetor unitario na diregdo de z.
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Temos entao

WA Y

A=

onde T € o vetor unitario na diregao u — v.

(2.3)

Pelo Teorema de Fubinni,

IR / Jo R s
o |7 'Ue|t// i) (2.4)

u—ff

//@@MM)

u—vf*

a8
¢= /hvw /mmfew

uma vez que t < 1 essa integral independe de 7. Donde

//due d,ue(y) <

lz—yl|

onde

para quase todo 6.
Logo, para todo t < s, HD(mg(X)) > t, pela afirmagao (22) HD(my(X)) = s
para quase todo 6.
b) Seja HD(X) = s > 1, pela afirmacéo (212), existe u tal que
//@WM@)

< 00.
|u—|

Concluiremos o resultado utilizando a afirmagéo (zv).

Para isso, como no item anterior, podemos obter uma medida com suporte

limitado wg para a qual

JF@dus(@) = [ f(z-ve)d(u)

estudaremos a Transformada de Fourier fig da medida ug assim definida. Te-

mos
~ 2 _ i up —1vUp
86(p)* = o [ ePduo(e) [ e Pdua(y)
1 .
_ = ip(z—y) 2.
o [ €™ Vdue(w)dps(y) (25)

1 p(u—v)-v
= - [ [ e dp(u)du(v)
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entao
8o + o0 = = [ [ cos(p(u—) ve)du(u)du(v)  (2:6)
como Lg = Ly, isso nos da
/ 7 o(p)|2d0 = % / o [ [, cos (p(w—v)- ve)du(w)du(v)ds
2
= %/R/R/O cos (p(u — v) - vg)dOdu(u)du(v) (2.7)
2
— % L[ cos (ol —v)cos6)dbdu(u)du(v)

como a integral em @ independe de u — v, podemos usar a fungdo de Bessel

1 2
dada por Jp = 9 / cos (zcosB)db e obtermos
7 Jo

/0% |to(p)|"d0 = /R/R Jo(p|u —v|)du(w)du(v)- (2.8)
Se 0 < m < 00, o Teorema de Fubini nos da
/_Z/(J%Iﬂo(p)leedp:/ / /m Jo(plu — v|)dpdp(u)du(v)
= [ e dsduu)du(o

m|u—v| |

(2.9)

onde z = p|u — v|. Como /R Jo(2)dz converge, existe M, ndo dependendo de
m, tal que

m|u—v|
/ Jo(2)dz < M.

—m|u—v|

Usando isso, temos

du(u)du(v
I /|m@|w@<M//‘ﬁ ﬁ) (2.10)
fazendo m —— oo e usando novamente o Teorema de Fubini,
du(uw)du(v
fo L maPas = [ o) [, [ #EE) < o (2.11)

dai,
. 186(p) Pdp < o

para quase todo 6. Pela afirmacgdo (iv), ug tem suporte com medida de Lebesgue
positiva, como o suporte de pg, mas o suporte de ug € a projegao do suporte de p,
que deverd estar contido na projegdo de X, segue que, para quase todo 6, me(X)

tem medida positiva, como queriamos.
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3 Espessura de Conjuntos de Cantor

No capitulo anterior, tratamos da dimensdo de Hausdorff que, comparando

com a de Lebesgue, é mais adequada para trabalhar com alguns conjuntos fractais.

Uma outra forma de “medir” conjuntos bastante util para conjuntos de Can-
tor é a sua espessura. A espessura de um conjunto de Cantor é util para estudar
desde propriedades desse conjunto e até sua intersecdo com outros conjuntos de
Cantor. Esse capitulo serd dedicado a definir e desenvolver resultados que tratam

da espessura dos conjuntos de Cantor regulares.

3.1 Definicdo e Resultados Iniciais

Dado um gap limitado O de um conjunto de Cantor K, ou seja, O é uma
componente conexa limitada do complementar de K, associamos os intervalos Fp
e Do» como os intervalos a esquerda e a direita que os separam dos gaps mais
préximos de tamanho, pelo menos |O], esses intervalos sdo chamados de pontes a

esquerda e a direita de O, respectivamente.

ol 0? 03
— — ——— e

Definicao 3.1. Seja K um conjunto de Cantor, e O um de seus gaps limitados.

Definimos a espessura a esquerda de O por Tg(O) = %, e a espessura a
.y _ |Dol . .
direita de O por 7p(O) = o] Definimos ainda

Te(K) =inf{7g(0); O é gap limitado de K}
como a espessura a esquerda de K, e
mp(K) = inf{7p(0O); O é gap limitado de K}
como a espessura a direita de K. Por fim,
7(K) =min(7g(K),7p(K))

€ a espessura de K.
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Uma outra forma de definirmos a espessura de um conjunto de Cantor K,
e que sera util na demonstragido de alguns resultados, é através das apresentacoes
desse conjunto de Cantor. Chamamos de apresentacdao de um conjunto de Cantor

K uma enumeragdo O = {O"} de seus gaps limitados.
Para z € 00", definimos a O-componente conexa de K em z, denotada por
n

Cy como sendo a componente conexa de I\ U O" que contém z, onde I é o fecho
1=1
convexo de K, com essa notagao podemos dar uma nova definigao de espessura.

Definicao 3.2. Seja K um conjunto de Cantor, O uma apresentacao de K e
. C "

z um extremo de um gap limitado de K. Fazendo 7(K,O,z) := % definimos

a espessura T(K) por

T(K) =supinf7(X, O, z)
O z

onde o infimo é tomado sobre todos os extremos dos gaps limitados e o su-

premo sobre todas as apresentacgoes.

A Definicao 3.1 é contemplada no comentdrio acima ao considerarmos as
apresentagdes dos gaps em ordem ndo crescente de tamanho, isto €, O = {O™} com
|O™| > |O™| se n < m. Apresentages com tal propriedade realizam o supremo, de

modo que as defini¢oes estao bem estabelecidas.

Uma importante observagdo € que, se K e K sdo conjuntos de Cantor regu-
lares suficientemente préoximos e h é o homeomorfismo que conjuga os mapas ¥ e
NG que definem K e K , respectivamente, entdo se O = {O"} é uma apresentacédo
de K, h(0) = {O™} é uma apresentagio de K (onde h se aplica nos extremos dos
gaps, onde ela estd bem definida). E, similarmente, dada uma apresentagdo O de

K, obtemos uma apresentagio de K tomando A~1(0).

Podemos também definir a densidade de um conjunto de Cantor K como

segue.

Definig¢ao 3.3. Seja K um conjunto de Cantor, O uma apresentacao de K e

z um extremo de um gap limitado de K. Definimos a densidade 8(K) por
6(K)= i%fsupT(K, O,z)
xz

onde o supremo € tomado sobre todos os extremos dos gaps limitados e o

infimo sobre todas as apresentacdes.
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Observe que, dado um conjunto de Cantor K, para quaisquer duas apresentagoes
0={0"} e O ={O™} de K, temos

sup7(K,0O,z) > i%fT(K, 0,z)

donde
T(K) <6(K).

Definicao 3.4. Defintmos a espessura local de K num ponto x € K como

Tioe( K, 2) =limsup7(K N (z —¢,z+¢))
e—0

stmilarmente, definimos as espessuras locais a esquerda e a direita, res-

pectivamente por (Tg)ioc(K,z) = limsuptg(KN(z—¢€,z+¢€)) e (TD)ioc(K,z) =
e—0

limsuprp(KN(z—e,z+¢)).

e—0

Do mesmo modo, podemos definir a espessura local de um conjunto de Can-
tor.

Utilizando a propriedade da distorgao limitada, pode-se mostrar que para um

conjunto de Cantor regular, a espessura local nao depende da escolha do ponto.

A seguir, provamos algumas proposigoes que relacionam a dimensao de Haus-

dorff com a espessura e densidade de um conjunto de Cantor.

Proposicao 3.1. Seja K C R um conjunto de Cantor, a dimensao de Hausdorff

: log2
de K satisfaz HD(K) > Ll.
log(2+ 7zy)
- . log2 .
Demonstragdo. Seja a = ————~, e U = {U;} uma cobertura aberta finita para
log (2 + ;)

K, mostraremos que
Z |U;|* > diam(K)“.

I3

Podemos supor, sem perda de generalidade, U disjunta. De fato, se & nao
é disjunta, existem dois elementos que se intersectam, entdo consideramos a co-
bertura U formada a partir de & ao substituirmos tais elementos por sua unido, e

como
ST <> |ua
7 7
nosso resultado néo sera afetado.

Como U é uma cobertura aberta, ela cobre tudo, exceto uma quantidade

finita k£ de gaps de K. Seja O = (z,y) um dos gaps ndo cobertos por K e sejam
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Cy e Cy as componentes conexas de T e ¥, respectivamente. Entdo existem abertos
Ay e Ay (possivelmente, unido de U;’s) que cobrem C; e Cy, respectivamente. Seja

A= A;UAy e ConvA o fecho convexo de A, temos entao

| Az| > |Ca| = T7(K)|O] = T(K)(|A] = |Az| — [Ay])

|Ay| > |Cy| = 7(K)|O] = 7(K)(|A] - | As| — | Ay])

uma vez queT(K) € o infimo da razdo entre comprimentos de pontes e seus respec-

tivos gaps. E temos entao
| Az | +[Ay|* = [AI

e substituindo A, e Ay por A em U, obtemos uma nova cobertura Y = {Ujl} tal

aue U} < SV
7 7

Repetindo esse argumento para todos os gaps nao cobertos por U, obtemos
uma cobertura U* = {U*} com >~ |UF|* < S |U; >
s i

Agora, como U* é uma cobertura de K,
YoIU* > U > | K|
4 s

e a proposigao estd provada.

O

Podemos provar um resultado similar para densidade de um conjunto de Can-
tor K.

Proposicao 3.2. Seja K C R um conjunto de Cantor, a dimensdo de Hausdorff
: log 2

de K satisfaz HD(K) < Ll.

Demonstragdo. Dado 61 > 6(K). Podemos tomar uma apresentagdo O = {O,} de

K tal que
sup7(K,0,z) <6
T

Usaremos essa apresentagao para formar uma sequéncia de coberturas para K. Para
isso, iniciamos com o fecho convexo de K, denotado por I, entdao para cadan > 1,
sejam O1,...,Op 0s 1 primeiros gaps dessa apresentagéo, U, = {U*} € a cobertura

n
de K formada pelos intervalos de I\ | ] O;.
J=1
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log 2

Seja § = ———————. Mostraremos que a sequéncia
ja g og(2 + 1) q q
S’n — Z |Uin|/3
UPEUn

é limitada. Para isso, observamos primeiro que a diferenca entre as coberturas U, 1
e Up, é o intervalo U™~ ! que contém o gap O, = (Tn,¥n), que serd substituido pelos

intervalos Cy,, e Cy,, isto ¢, a O-componente convexa de z e y, de modo que

SURP - > UPTHE = |G, 1P+ |Gy, P - U
U EUn, Ui"—leun_l

Por outro lado, |Cy,| < 61|On| € |Cy,,| < 61|Oy| temos entdo
|Ca:n|ﬂ+ |Cyn|ﬂ < |Un—1|ﬁ

o que nos da

> U < X o

Ut €ltn U €1
segue que S, é limitada e ndo-crescente.

Uma vez que o didmetro dessas coberturas tendem para 0 quando n — 00,
temos
HP(K) < o0

e da definigdo de medida de Hausdorff, segue que HD(K) < B.
Como 61 > 6 € arbitrario, a proposigao esta provada.

O

A proxima proposigao nos diz que a espessura € densidade de um conjunto de
Cantor regular nao pode ser nula ou infinita, noutras palavras, que a razao entre

comprimentos de gaps e componentes conexas sao sempre bem controladas.

Proposigao 3.3. Se K C R € um conjunto de Cantor regular, entdo 0 < 7(K) <
6(K) < oo0.

Demonstragao. Construiremos uma apresentacao O de K para a qual

0<iI%fT(K,U,ZIJ)SSUpT(K,U,ZE) < 00 (3.1)
Zz

Seja R ={I,I»,...,I,} a particdo de Markov de K e O!,...,O"1 os gaps entre

os intervalos dessa partigdo. Para qualquer gap O, tome s(O) > 0 o menor inteiro
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tal que ¥5(9) nio ests contido em nenhum dos I € R. Como o tamanho dos gaps,
bem como intervalos de uma etapa avangada sempre diminuem o comprimento com
relagdo a etapas anteriores, para cada §, o conjunto dos O para os quais s(0) <5 é
finito.
Podemos entdo construir uma apresentagdo O = {O} dos gaps de K de modo
que
1<J=5(0;) <s(0;)

mostraremos que a apresentagao assim obtida satisfaz 3.1.

Seja z € 80; e Cy a O-componente de K em z. Afirmamos que ¥™(C;) esta
contido em algum I;,, € R para todo 0 < n < s(O;) — 1. De fato, se assim néo fosse,
C, conteria um gap O; para o qual, pela definigéo de s(O;), temos s(O;) < s(0;),
e pela construgao de O isso nos da 7 < %, o que é um absurdo pela definicdo de

O-componente.
Segue da distorcao limitada que existe uma constante a > 0, dependendo

apenas de K e ¥ para a qual

1G]  [OE) (e
0] = [¥s(0)(0;)) 04|

ou mais precisamente,

[25(9)(C)|

4 [TON(G)|
[@©)(03)|

1259 (C))|

Mostraremos que os valores de T (0,)]
k3

sao limitados por 0 e o0.

Para isso, observamos primeiro que, pela definigdo de s(0;), us(0:) ¢ {O0%,...,
©O"1}, de modo que os possiveis valores |¥5(P:)(©;)| sdo limitados.

Agora, para ¥(%)(C,). Por um lado, se C, = [z,y] e y € 8O, entdo O é um
gap ilimitado de K ou O = O; para algum j < % e temos s(O) < s(0O;). Por ser
extremo de um gap, ¥*(9)(y) deve ser extremo de algum I € R, de modo que
IC \Ifs(oi), de modo que

0<m < |¥O)(C,)].

Por outro lado, diam(¥°(®)(C,)) < diam(K), logo,

1w5(O)(Cy)| < M < 0.

Segue que
0<o01<7(K,0,z) <0,



Capitulo 3. FEspessura de Conjuntos de Cantor 45

e isso vale para todo extremo de gap em O, logo
0<o1 < iI:%fT(K,O,:E) <sup7(K,0,z) < gy < 0
T
de modo que

0 < oy <inf7(K,O,z) <supinfr(K,O,z) = 7(K)
o

0(K) = igfsng(K,Z/{,:v) < sng(K,u,m) <oy <00
onde O é uma apresentacao de K
Por fim, lembrando que 7(K) < §(K), temos
0<7(K)<8(K)< o0
como queriamos.

O

Para encerrar esta segao, mostraremos que conjuntos de Cantor regulares sao
pequenos para a medida de Lebesgue, de modo que a dimensao e medida de Haus-

dorff se tornam essenciais para seus estudos.

Proposigao 3.4. Se K CR é um conjunto de Cantor regular, entdo a dimensdo

de Hausdorff e a box-counting dimension de K satisfazem
0<d(K)=HD(K) < 1.
Consequentemente, K possui medida de Lebesgue nula.

Demonstragao. Como a igualdade entre as dimensoes foi provada no Teorema 2.1,
mostraremos que 0 < HD(K) < 1.

Combinando as Proposicoes 3.1 e 3.2, temos

pela Proposigao 3.3, temos

log2 < log2

log2 < log2
log(2+ z) ~ log(2+ k)

< HD(K) < < <1
10g(2+ 5ry) ~ log(2+5;)

Uma vez provada essa desigualdade, o fato de K possuir medida de Lebesgue

nula segue da definicao de dimensao de Hausdorff.
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3.2 Continuidade da Espessura e Espessuras Laterais

Nesta secao, estudaremos a continuidade das espessuras e espessuras laterais
de um conjunto de Cantor Regular. Iniciaremos com o caso das espessuras, mos-
trando que se K um conjunto de Cantor regular e K esta suficientemente préoximo

de K na topologia C'*¢, suas espessuras também estdo préximas.

Para isso, mostraremos que se K estd préximo de K, 7(K,h(U),h(z)) esta
préximo de 7(K,U, x) para toda apresentagdo U e todo ponto z. A ideia é que, para
quaisquer z e U, se fizermos A suficientemente proxima da identidade as espessuras

estdo também proximas.

Teorema 3.1. A espessura e densidade de um conjunto de Cantor regular K

depende continuamente de K.

Demonstrac¢do. Fixados a,d§ > 0, suponhamos que K ests suficientemente pré-
ximo de K para que |h(z)— | < ad para todo z € K, onde h: K — K é o homeo-
morfismo que conjuga os mapas expansores ¥ e \/ que definem K e K , respectiva-

mente. (Ver Proposigao 2.8)

Vamos mostrar que se € > 0, a e § sdo suficientemente pequenos,
(1+ e)_ZG(K) —e(1 +6)_1 < G(f() <(1 —|—€)29(K) +e(l+¢) (3.2)
(14+e)27(K)—e(1+e) ' <7(K) <(1+&)*1(K)+e(1+¢) (3.3)

Fazendo A :=sup|¥'| e B :=20(K)+ 8. Se « é suficientemente pequeno, a
2ABa-vizinhanga de K e K estdo contidas no dominio de ¥ e ¥, respectivamente.
No que segue, ¥, ¥ ¢ h estdo sendo aplicadas apenas nos pontos de seus respectivos

dominios.

Sejam O = {O™} uma apresentagio de K e z € 80" para algum n, e seja C; a
O-componente de  em K. Tome k > 0 o menor inteiro tal que |[¥*(OUC,)| > Ba,
entao

[TE(OUC)| < [¥|[¥*F 1 (Ouc,)| < ABa.

; AB
Dai, se § < %7, temos que

[T (h(O)UR(Co))]

[TF(R(OUC,))
< ABa-+2ad
ABa—+ 2aATB
2ABa.

IN
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A distorgao limitada nos da

—c(ABa) c¢(ABa)
< Fel <e (3.4)

o0

\I'kk(h(C_-c))
e—c(2ABa) ~ [¥*(R(O))] < ec(24Ba)
< TR e (3.5)
[rO)
Se a é suficientemente proximo de 0 os limites inferiores e superiores de ambas as
equagoes ficam préximos de 1, de modo que podemos escrevé-las, respectivamente

como

<(1+e¢) (3.6)

[F*(h(Ca))l

(1+e)1< W < (1+¢). (3.7)
TRO)

Agora, separaremos nossos argumentos em dois casos, de acordo com o cres-

cimento de V.
No primeiro caso, suponhamos que |¥*(©®)| > a, entéo

[9*(Ca)|  |h(F*(Ca))I| _ ‘ (T4 (Co)[|R(Z*(0))| = [R(T*(Ce)) | [*(0)))
[THO)|  [R(TF(O)) [T (O)||R(T*(0)))]
‘I‘I’k(c )I[R(Z*(0))| = [¥*(C.)|[¥*(O))
[ TH(O)||R(T*(0))]
‘I’k(C [ ()| - |h(‘Pk(Cm))||‘I’k(O))|‘
[T (O)||h(TF(0))]
o [ ZH(CR)II[A(T*(0))] - [¥*(O)]]
- [ ¥H(O)||R(T*(O))
[ FO)[R(FF(C))| = [¥*(Co)
[T (O)||R(¥*(0))]
ABa2ad+ ABa2aé  4AB¢
a(a—2ad) T 1-26

(3.8)

. Se § > 0 é suficientemente pequeno, temos que

[Z5(Ca)l _ |h(T*(C))|
[TE(O) |h(¥*(0))]

(3.9)

Multiplicando por —1 a equagdo (3.7) e somando a (3.6) obtemos

h(Ce)| @ [¥*(Co)| _ [*(R(Cr))] )
R(O)] = TTHO)  TTRHRO))] ©

h(Cz))|
IR(O)

(1+)| | (1_|_)1|

(X |
(1+e) 2~ (1+¢) -

O]



Capitulo 3. FEspessura de Conjuntos de Cantor 48

De (z) e (3.9), temos que

o-1lCal o S IR(Ca)]
G*e o) ~ 0oy =#
o que nos da
(14+e) Y e+ (14+¢)"17(K,0,z)) < 7(K,h(O), h(z)). (3.10)

Combinando (%) e (3.9), chegamos na seguinte expressdo

|Cx| _1|M(Cz))|
e<(1+e¢) 0 —(1+¢)7! RO’
donde
7(K,h(0),h(z)) < (1+€)((1+¢&)7(K,0,z)+¢). (3.11)

Agora estudaremos o caso em que |¥*(O)| < a. Como [¥*(OUC,)| > Ba,
devemos ter
|\IIk(Cac)| 2 Ba-—a

usando isso e lembrando do modo como A foi tomada, temos
1T (R(O))] > a+2ab
o que nos da
|¥*(h(Cy))| > Ba—a —2ad.
Usando isso e a segunda desigualdade em (3.4), temos

% > eC(ABa) | Baa_ o — (B _ 1)e—C(AB°‘). (3.12)

Similarmente, com a segunda desigualdade em (3.5), obtemos

|h(C$)| > ec(ZABa) . Ba—a—2ab _ (B —1- 25) e—c(ZABa)'

(0] = at2as | 1+26 (3.13)

Agora, como B = 26(K) + 8, supondo «a e § suficientemente pequenos, as desigual-

dades (3.12) e (3.13) nos ddo, respectivamente

T(K,0,z) > 6(K)+3 (3.14)

7(K,h(0),h(z)) > 6(K) +3. (3.15)

Estamos prontos para provar (3.2) e (3.3).
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Dada qualquer apresentacao O de K, podemos construir, como se segue, uma

apresentacao O de K tal que

sup7(K,0,%) < (1+¢)?sup7(K,0,z)+e(1+¢).
7 Z

Z

Pelas propriedades de supremo e infimo, podemos supor, sem perda de generali-
dade
sup7(K,0,z) <6(K)+1.
T

Isso vale, em particular, tomando O= h(0O), e nesse caso, temos
T(K,0,z) <6(K)+1

para todo z, de modo que (3.14) ndo pode valer. Isso nos diz que estamos no caso
|¥*(0)| > a, que nos da

7(K,h(0),h(z)) < (1+€)((1+€)7(K,0,z)+¢)

para todo z. Lembrando que A é uma bijecdo, isso vale para todos os extremos
de gaps de K, agora como dada uma apresentacao de K associamos uma de K que
satisfaz a desigualdade, essa relagdo se segue para o infimo sobre todas as partigdes,

de modo que
0(K) < (14€)20(K)+(1+¢)e. (3.16)

Agora, dada uma apresentacao O de K, construiremos uma apresentagao O
de K tal que

(1+e) e+ (1+¢e) tsupr(K,0,z)) <sup7(K,O,%)
z &
supondo, sem perda de generalidade

sng(f{',C),:i) <H(K)+1

z

e se K est4 suficientemente préximo de K, usando (3.16),
sng(R', 0,%) <6(K)+2
&
isso vale, em particular, para O = h(O), e temos, de modo similar ao anterior,
7(K,0,%) < 0(K)+2
para todo #, de modo que (3.15) ndo pode valer, assim

(1+&) e+ (1+e)1r(K,0,1)) < 7(&, h(0), h(z)).
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como h é uma bijecio, isso vale para todos os extremos de gaps em K, logo, para o
supremo sobre todos os &. E como dada uma apresentacio de X conseguimos uma
em K para a qual a desigualdade ¢ satisfeita (aplicando h~1 a essa apresentagdo),
temos

e(14+e) 1 +(1+€)720(K) < 6(K). (3.17)

Finalmente, (3.16) juntamente com (3.17) prova (3.2).

Dada uma apresentacao Ode K , podemos construir uma apresentagao O de
K tal que
infr(K,0,%) < (1+&)((1 +e)inf7(K, O,z) +¢).
T

Supondo, sem perda de generalidade
T(K,0,z) < iI%fT(K,O,{E)—I— 1
Tomando o supremos sobre todas as apresentagdes, temos
7(K,0,z) < 7(K)+1.
Isso vale, em particular para O = h~1(0). Além disso
T(K,0,z) <7(K)+1<0(K)+1

onde a segunda desigualdade é valida porque 7(K) < §(K) para qualquer conjunto

de Cantor regular. Disto temos, novamente, que (3.14) ndo pode valer, dai
7(K,0,8) < (1+e)(L+e)7(K,h7(0),h71(&)) +e)

para todo #. Lembrando que h~! é uma bijecdo, a desigualdade vale para todos
os extremos de gaps de K, logo, para o infimo entre tais extremos. Ademais, a
cada apresentacao de K podemos associar uma apresentagao de K que satisfaz a
desigualdade, logo, esta propriedade vale para o supremo entre as partigoes. Isso
prova que

T7(K) < (1+e)*r(K)+ (1+¢)e. (3.18)

Finalmente, dada uma apresentacao O de K, vamos construir uma apresentagao

O de K para a qual
(14+e)" Y (1+&)™? il%fT(K, 0,z)+¢) <infr(K,0,%).
z
Suponha, sem perda de generalidade

7(K,0,%) < iI}fT(fi’,C),:ﬁ)—i—l.
Zz
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Tomando o supremo sobre todas as apresentagoes, temos que
7(K,0,8) < 7(K)+1.
Se K e K estao suficientemente préximos, usando (3.18), temos
7(K,0,%) < 7(K)+2
que por sua vez nos da
7(K,0,%) < 1(K)+2 < 6(K)+2.

Isso vale, em particular, quando O = h_l(()) e, neste caso, (3.15) ndo pode ser

satisfeita. Logo
(1+e) (1 +e) (K, hHO),h7H(#)) +¢) < 7(K,0,%).

Como h~! é uma bijegao, essa desigualdade vale para todos os extremos de gaps de
K, logo, continuard vélida ao tomarmos o infimo sobre todos os extremos. Como
dada uma apresentacdao de K conseguimos uma apresentagao de K para a qual a

desigualdade ¢ satisfeita (aplicando h a essa apresentagdo), temos
(1+e) Y ((1+e)'1(K)+¢)) < 7(K) (3.19)

Finalmente, de (3.18) e (3.18) temos provada (3.3).

Como € > 0 € arbitrario, temos provado que a espessura e a densidade de um

conjunto de Cantor regular K dependem continuamente de K, como queriamos.

O

Um resultado similar é valido para a espessura local de conjuntos de Cantor

regulares.

No exemplo abaixo veremos que, ao contrario da espessura, as espessuras
laterais nem sempre sdo continuas. Antes disso, daremos a definigdo de conjunto

de cantor afim.

Definicao 3.5. Chamaremos de conjunto de Cantor afim com particdo de
Markov {I1, I, ..., I;} ao conjunto de Cantor reqular K com esta parti¢do de
Markov e o mapa ¥; definido em cada um dos I; € afim e sobrejetor. No caso

em que ¥; € afim mas ndo sobrejetor dizemos que K € afim generalizado.

Chamamos de Conjunto de Cantor afim do tipo
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( A —
I ol I I,

ao conjunto de Cantor afim com essa partigcao de Markov e cujo mapa V¥, €

crescente em cada um dos intervalos dessa parti¢cao.

Exemplo 3.1. Considere o conjunto de Cantor afim K do tipo

—
3 4

o
N —~
(&) AN
~J

Sejam O! = (2,3) e ©? = (4,5) os gaps da primeira etapa de K, como |O!| = |0?|,
temos 7g(K)=7p(K)=1.
Modificamos rapidamente esta construgao para obter o conjunto de Cantor

afim K do tipo

—~~
Ol
~J

0 2 3—¢ 4

Fazendo O = (2,3 —¢), O? = (4,5), temos |O!| < |O?|, temos T5(K) = 1275 — 2

1+e

quando £ — 0 e 7p(K) = £

— 1 quando ¢ — 0.

Agora, seja K o conjunto de Cantor afim do tipo

o
N —~
w
S
o1
I
m
-3

Fazendo O! = (2,3) e ®? = (4,5 —¢), entdo | > |O?|, de modo que T5(K) =

- — 1 quando e — 0 e 7p(K) = 2t£

I— — 2 quando € — 0.

Segue que as espessuras laterais nao sdo continuas.

No entanto, em [5], C. G. Moreira mostrou encontrar um subconjunto aberto
e denso na topologia C'*¢ de conjuntos de Cantor regulares cujos elementos tém

essas espessuras variando continuamente.

Para mostrar isso, faremos uso do lema a seguir.

Lema 3.1. Os conjuntos de Cantor afim generalizados sGo densos na topologia
Cl*t¢. Ou seja, dado um conjunto de Cantor K, podemos aprozimd-lo por um
congunto K que coincide como subconjunto da reta com um conjunto de Can-

tor afim generalizado (que ndo precisa ser definido pela mesma aplicagdo).
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Demonstragao. Seja K um conjunto de Cantor regular, definido por uma aplicagao
¥ cuja derivada ¥’ é (C,e)-Holder, e com particdo de Markov Iy, I, ..., I, construi-
remos um conjunto de Cantor K que coincide como subconjunto da reta com um

conjunto de Cantor afim generalizado.

Para isso, consideramos K com a mesma particao de Markov de K, mas defi-

nido por uma nova aplicagao ¥ que construiremos a seguir.

Considere uma etapa avangada da construcdo de K, digamos uma etapa n,
para n suficientemente grande. Nesta etapa construimos ¥ como uma aplicacao
afim em cada um dos intervalos desta etapa, coincidindo com ¥ nos extremos dos
intervalos. Tomando dois intervalos consecutivos desta etapa I;,I;1, (ambos con-
tidos num mesmo intervalo da partigdo de Markov original), completaremos ¥ no

gap O; que os separa, faremos isso estendendo a derivada de T,

Primeiro, observamos que, pela propriedade da distorcao limitada, existe uma

constante A, dependendo apenas de n tal que |O| > A|L;|, 1 =7,7+ 1.

Ao aplicarmos o Teorema do Valor Médio a aplicagdo ¥ nos extremos dos
intervalos I;, obtemos ¥'(c;) = A; para algum ¢; € I;, 1 = j,j + 1. Como ¥ 6 linear
em I;,I;11 e coincide com ¥ nos extremos desses intervalos, temos U= )\; em I;,
i=7,7 + 1. Para completarmos ¥’ em O; = (a,b) continuamente (de modo que T
seja de classe C!), denotamos por ¢ o ponto médio de (a,b), e fazemos U’ afim em

(a,c) e (¢,b) assumindo valor A em ¢, onde A satisfaz a condicdo abaixo

/b\if'(t)dt — ¥(b)—¥(a)

(5757 (5°) (+57) = oo

A = aw(g) - M +2Aj+1
= 2V'(¢)- ¥'(c;) +2‘I’I(Cj+1)

para algum £ € (a,b). Mostraremos que ' é Holder. Dados z,y, temos algumas

possibilidades para as posigoes de x e .
® Z,YcC I’Laz :]7]+1

[¥'(2) ~9'(y)| =0 < Clz—yl%
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e zcljyc
V() - ¥ () = Xj—Ajn
= |¥'(c;) =¥ (cj+1)l
= Clej—cjnl

Agora, se |z —y| < |c; — ¢;j11|, temos que |¥'(z) — ¥'(y)| < C|z — y|¢. Caso

|z —y| < |c; —¢j41], como |z —y| > |a—b| = |U], temos

lcj—cjv1l < |z—al+]z—y|+]y—c

< |G|+ U+ |41
|z —y| lz—y
< 29y 22
2+ A
= |z—y A

onde a ultima desigualdade vale porque @ > |I|. De modo que
. . 2+A\°
¥(o)- ¥l < ¢ 24 ol

2+ A\°
diminuindo €, se necessario, podemos fazer <+T> préximo de 1, de modo
que

¥(2) -~ ¥'(y)| < Clz —yl®

com (C, &) préximo de (C,¢).

Abordando os demais casos com técnicas similares temos que a aplicagdo assim
construida é (C,&)-Holder com constante de Holder préxima de C e expoente de

Holder préximo de €, os detalhes ndo serdo apresentados aqui.

O

Teorema 3.2. Seja K a colecao dos conjuntos de Cantor regulares. Existe
U C K aberto e denso na topologia C1*¢ tal que a restricdo de Tg e Tp s@o

continuas.

Demonstra¢do. Dado um conjunto de Cantor K € K, tomamos K como o con-
junto de Cantor afim generalizado préximo a K garantido pelo lema 3.1. K assim
escolhido € definido por fungoes afins, ndo necessariamente sobrejetivas, os gaps da
n-ésima etapa da construgio de K sio da forma O™ = (¥—"(z), ¥~"(w)) e os gaps
da primeira etapa sio da forma O! = (z,y), isso nos da

O _ mima..mylz—y|

On) |w— 2|
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onde m; > 1,4 =1,..,n sdo as derivadas de ¥ restrita aos intervalos da partigdo de
Markov correspondentes. Segue que o conjunto das razdes limitadas entre gaps do

conjunto de Cantor € finito.

Agora, consideramos o conjunto W dos gaps O1 e Oy de K tais gue nao existe
um gap O’ entre O; e O; tal que |O'| > 2max{|O;|,|O|}. Pela observagio anterior,
basta analisarmos estas razdes entre os gaps das primeiras etapas da construgao
de K , de modo que este conjunto de gaps também é finito. Entdo, modificando
rapidamente, se necessario, o comprimento dos gaps de W, temos que para algum
0 >0,

[e 5]
~—— ou -—
(@) O

De fato, para cada dois gaps com o mesmo comprimento, basta modificarmos o

146 < <1-6.

comprimento de um deles de modo que a razao entre tais gaps seja diferente de 1,
obtendo um conjunto de Cantor K', que estd préximo de K. Como existe apenas
uma qualidade finita de possibilidades, tomamos o menor ¢ obtido ao analisarmos
cada par € a afirmacdo acima sera verdadeira. Agora, podemos utilizar argumentos
similares aos da demonstracao do teorema 3.1, para mostrar que os conjuntos de

Cantor K’ assim construidos sdo pontos de continuidade para as espessuras laterais.

O
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4 Intersecoes Estaveis de Conjuntos de

Cantor com Espessura Grande

Neste capitulo, veremos como a espessura pode nos ajudar no estudo de
intersegoes estaveis e diferengas aritméticas de conjuntos de Cantor regulares. Va-
mos provar o Gap Lemma, mostrar como a intersegdo nao vazia nos da informacoes
sobre a diferenca aritmética de conjuntos de Cantor e daremos alguns exemplos de

situagoes nos quais estes resultados podem ser utilizados.

4.1 O Gap Lemma de Newhouse

Veremos agora o primeiro resultado dessa segao, que usa a espessura de con-
juntos de Cantor regulares para estabelecer condigOes sob as quais sua intersegao é
ndo vazia. Esse teorema, que pode ser encontrado em [5], é uma versdo mais forte
do Gap Lemma de Newhouse, de fato, o obtemos o0 Gap Lemma de Newhouse como

seu corolario.

Teorema 4.1. Dados K1 e Ko conjuntos de Cantor. Se Tg(K1) -Tp(Ka) > 1
e (K1) -1e(K2) > 1, entdo ou Ky estd contido num gap de Ky ou Ky estd
contido num gap de K1 ou K1 N Ky # 0.

Demonstragdgo. Suponha que K7 nédo esta contido num gap de K> e que K3 nao

estd contido num gap de K7, mostraremos que K1 N Ky # 0.

Como nenhum deles esta contido num gap do outro, existe um par de gaps
(01,03), com O; € K1 e O, € K, se intersectando, podemos supor, sem perda de
generalidade a configuragao abaixo.

o
K1 1

—~

o
K, 2

an
~—

Como, por hipétese, 75(K1) - Tp(K2) > 1, temos

|EO1| . |DC’)2|

>1=|Ep,| > |0Oq| ou |Dp,| > |O1].
ol 1ol 12 o, > j0x] ou 1D > 04
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Logo, Ep, N80; # 0 ou Dp, N8O, # 0. Uma andlise similar pode ser feita para
TD(Kl) 'TE(KQ) > 1.

Tomando, sem perda de generalidade, u € Ep, N 0O, (os demais casos sdo
anélogos), se u € K1, temos K1 N K» # 0, uma vez que 805 C K». Se u ¢ K1, entéo
existe um novo gap O% tal que u € O%, neste caso repetimos a construcao para
(01,02).

Fazendo isso sucessivas vezes construimos uma sequéncia de gaps (O, O7*)
convergindo para um ponto de acumulagao de K; N K3, como este ponto estd na
fronteira de uma sequéncia de gaps, ele devera pertencer a ambos os conjuntos de
Cantor logo, K1 N Ky # 0.

O

Corolario 4.1.1 (Gap Lemma). Sejam K1, Ky conjuntos de Cantor. Se 7(K1)-
T(K3) > 1, entdo ou K estd contido num gap de Ko ou Ky estd contido num
gap de K1 ou K1N Ky # 0.

O seguinte corolario nos da condigdes suficientes para que a soma aritmética

de dois conjuntos de Cantor contenha intervalo.

Corolario 4.1.2. Sejam K; e Ky conjuntos de Cantor tais que 7(K1)T(K2) > 1
e I1,1, os fechos convexos de K1 e K5, respectivamente. Suponhamos que, I
tem comprimento maior que qualquer gap de Ky e que I, tem comprimento

maior que qualquer gap de K1, entao K1+ Ko =11+ Is.

Demonstragao. Consideramos os Conjuntos de Cantor K7 e K, cujos fechos con-

vexos correspondem a I; e I, respectivamente.

Tome k € I1 + I», entdo k — K7 ainda é um conjunto de Cantor e sua espes-
sura é preservada, uma vez que comprimentos de intervalos sdo invariantes por

translagdo e esta propriedade seguira para seu infimo.

Como 7(K1)-T(K32) > 1, temos 7(k — K1) - 7(K2) > 1. Além disso, os gaps de
K1 e k— K; possuem o mesmo comprimento, segue que k — K7 nédo esta contido em
qualquer gap de K>, e K5 ndo esta contido em qualquer gap de k — Kj.

Usando o Gap Lemma, temos (k— K;)N Ko # 0, dai k € K1+ K. Como k é
arbitrario em I + I, temos K1+ Ko = I1 + I». O

Uma situagao particularmente util de intersecao nao vazia entre conjuntos de
Cantor é quando esta propriedade segue sendo valida para conjuntos de Cantor

suficientemente proximos, isso € o que chamamos de intersegao estavel.
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Definicao 4.1. Dizemos que dois conjuntos de Cantor K1 e K5 tém intersecao
estdvel se houver uma wizinhanga do par (Ki,Ks) numa topologia adequada,
aqui consideraremos a C't€, tal que para (R’l,.f{'g) nesta vizinhancga, temos
f{lﬂ.f(g #0. (K1,K2) tém intersecdo extremal estduel se o extremo direito
de K1 coincide com o extremo esquerdo de Ko e, para conjuntos de Can-
tor (K1, K>), numa vizinhanca de (K1, K3), tais que seus fechos convezos se
intersectam temos K1 N Ky # 0.

Dado um par de conjuntos de Cantor regulares (X, K ) cujo produto das es-
pessuras € maior que 1, segue do Teorema 3.1 que esta propriedade é valida para
pares de conjuntos de Cantor regulares suficientemente préximos. Se K e K pos-
suem um par de gaps lincados, isto é, existe um gap ©® em K € O em K tais que
O contém exatamente um ponto de bordo de O e vice-versa, entdo (K, K) possui
intersecdo estavel, uma vez que o Gap Lemma garante intersegdo ndo vazia para

todo conjunto de Cantor regular suficientemente préximo.

Estudaremos agora um exemplo simples de intersegdo estavel, utilizando con-
juntos de Cantor do tipo afim com dois intervalos em sua particaio de Markov,
ou seja, a situagdo mais simples possivel. Neste contexto, ¢ mostrado em [5], que
existem muitos pares de conjuntos de Cantor desse tipo com intersegdo estavel

garantida pelo Gap Lemma.

Tomemos o conjunto de Cantor afim K do tipo

K

—~~
N

I O I

onde |I1| =a, [Iz| =ce |O| =b temos que Tr(K) = 7 e Tp(K) = ;. E o conjunto de
Cantor afim K do tipo

~

K

—~~
N

~

I

O
S

onde |I1| = &, || =ée|O| =b.
Desde que 75(K)-7p(K) = Z—Z >1erp(K) 15(K)= % > 1, os conjuntos K

e K tém intersecdo estavel sempre que um nao estiver contido num gap do outro.
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Além disso, se a+b+c=1, entdo HD(K) = A, onde A € o inico nimero real

tal que a* +c* = 1. Segue que, S=r=c=ar,dai

ar+cr=1 = ot +(ar)=1

= a*(1+r)=1

B 1
(14+72)%
e ainda
c A 1
(—) + = c>‘<—/\+1>:1
r T
1 r

= ¢

NCEE S (RS,
e finalmente,

1
(14+r)x—1—7

b=1—-a—-c=0b= i
(1+rH)3

Segue da Proposigdo 3.1 que se 7(K) > 1,

1
1 24 ——— | <log3
°g< +T(K>>—°g -

log2 > log2
log(2+alfj) ~ log3’

de modo que
log2 S log2

82+ 7xy)  log3
Sejam K e K' conjuntos de Cantor tais que HD(K),HD(K') < 0,6 temos, pela

observagdo acima, 7(K)-7(K') < 1 e ndo podemos utilizar o Gap Lemma para

HD(K) > ¢ > 0,6.
0}

garantir que K7 e K> tém intersegao estavel.

Temos, no entanto, o resultado abaixo.

Teorema 4.2. Dados A1,z € (0,1), com A1+ A2 > 1, existem conjuntos de Can-
tor K e K com dimensdo de Hausdorff A1 e Ay, respectivamente, e intersecdo
estdvel. Além disso, podemos obter (K,K) e (K,K +1) com intersecdo extre-

mal estavel.

Demonstra¢cao. Mostraremos este resultado exibindo conjuntos de Cantor que sa-
tisfazem as propriedades solicitadas.

Tomemos conjuntos de Cantor afim K e K com partigées de Markov {,L}

e {I1,I,} e gaps O e O, respectivamente. Sejam |I1| = a, || =¢, |O| =b, |[1| = &,

. . - ac ca ~

|I] = & e |O] = b, entdo, por observagdes anteriores, desde que —,— > 1, K e K

tém intersecgao estavel, supondo que um nao esteja contido num gap do outro.
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Se tais conjuntos estao na posigao onde seus extremos se tocam, temos que
K e K tém intersecio extremal estavel. Se o extremo esquerdo de K coincide com
o extremo esquerdo de K , K+1e K tém intersecdo extremal estavel, desde que
a+b+ré=1.

d+b+¢&=1. Suporemos ainda que

Continuaremos supondo a+b+c¢

(9}

=ac=a

=3

Q| O

c
a
de modo que

ac ac

—=>16 =

bb bb>1

queremos entdo que a¢ > bb (e consequentemente, dc > bb), ou seja, queremos r

satisfazendo
1 1
1 T >(1—|—7A1)A1—1—r (14+722)% —1—7
T’ 1 1 : 1
(1—1—7&1)? (1+7’A2)5 (1—|—r>‘1)ﬁ (1—1—7”"2)5

O que€ OcCorre se, € somente se

AV A\
r>(1+r")n —1—r)-(14+7"2)%2 —1—7)
por outro lado,
1
L LIt St S € L it
r—0+ rA r—0+ ArA—l
o O
oot A r—0+ ArA—1
1

e

Dai,

A1 %_ —_r). A2 %_ _
lim (1+7r™) 1—7)-(147r2) 1—7)

r—0+ r
1 1

(TN 1) (14 722)%2 —1—7) . (rhathe)
= lim Y

r—0+ r(riiti2)

1 1 . pA1+A2
= e

1
= i 0=0

de modo que a desigualdade € satisfeita para r suficientemente pequeno.

Logo, os exemplos acima podem ser tomado de modo que tais propriedades

sejam satisfeitas.
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4.2  Exemplos Sobre Diferencas Aritméticas e Intersecoes Esta-
veis

Nesta segao, veremos alguns exemplos interessantes de conjuntos de Cantor

afins, explorando algumas de suas propriedades.

Exemplo 4.1. Consideramos o Conjunto de Cantor K = { Z 9—;;51' € {0,4,6,8}},
1=1
que é o conjunto de Cantor afim do tipo
—— —t A
0 1 4 5 6 7 8 1
9 9 9 9 9

Mostraremos que 7joc(K) = 1 mas int(K + K) = 0.

Para construirmos K dinamicamente, consideramos a aplicacao ¥ : [0 1 U
) P G 19
[g: g] U [8: g] U [8,1] } [O) 1] definida por

9z, z €10,
9z —4, zcl[22
¥(z) = 53
9z -6, z¢€ [g,g]
9z -8, z€[§ 1]

Sejam Io = [0,3],1a = [§,5],16 = [§,%],1s = [§,1], temos que ¥(z) satisfaz todas
(o)

as condigbes da Definigdo 2.7 e que K = ﬂ U (IpUI4U g UIs), donde K é um
n=1
conjunto de Cantor regular e {Iy, 4, s, Is} sua particdo de Markov.
Denotaremos por Oé,(’)a‘ e 08 os gaps da primeira etapa da construgao. Os
intervalos da n-ésima etapa da construgao serdo denotados por I, onde a = aj...ay,
a; € {0,4,6,8} é uma palavra de quatro simbolos. Entdo, a (n+ 1)-ésima etapa sera

formada por intervalos do tipo I;, 2 = 0,4,6,8 € 0}, 7=1,2,3.

Calcularemos agora a espessura de K. Para isso, observamos que os compri-
mentos dos intervalos da (n + 1)-ésima etapa sdo dados por |Ig;| = w—1+f. De modo

similar, podemos estimar o comprimentos dos gaps dessa etapa por |0?| = |O3| =
1 3 B -
gn71) Para O3, temos |Og| = o
Segue que |O;| > |O3| = |O3|. Além disso, se |O}; é o maior gap da (1 + 2)-
ésima etapa, entdo |O};| =|OZ] =|0O3|. Com essas informagdes, podemos identificar

as pontes de cada gap.

Note que
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EO& = IQO DO}; = .[24 U Ogg U Ige U Ogs U Igg
Boz = las Doz = Ia
Bog = las Dog = Ia

de modo que

TE(OD

wlotw|

TD(OD =
e, claramemte, 75(0}) = 7p(04) = 1, 4 = 2,3. Logo, 7(K) = 3 <1

Agora calcularemos a espessura local de K. Como K € um conjunto de Cantor

regular, a espessura local nao depende do ponto na qual é calculada. Calcularemos

1 1 1
Tloc<K,§> = limsg)lp7'<Kﬁ <§ —e,§+e>>.
E—

1
Dado € > 0, podemos considerar m tal que gm < g. Deste modo, os intervalos e gaps

entdao em p = % :

em torno de % para qualquer etapa n > m estdo contidos em K N (% —€, % +6> . Por

1
TlOC <K, §> — 1

Podemos observar ainda que

nossas contas anteriores, temos

(0]
5‘
K+K = {z€[0,2]; xzzlg—;, 6 €{0,4,6,8} +{0,4,6,8}}
1=
= {zcl0,2];z= Z&’ 6; €40,4,6,8,10,12,14,16}}
1=1
HE e 51'
= {"”6[0’2];5:2&’ §; € {0,1,3,4,5,6,7,8}}.
i=1

Observe que o digito 1 ndo é permitido na expansao de § na base 9, logo, K + K

forma um conjunto de Cantor regular com medida nula, logo, com interior vazio, e

dimensao de Hausdorff A = iggggg < 1, que é o tnico numero tal que 8- (%)A =1.
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Finalmente,
K-K = {se[-L1;z=) 2, 6€{0,4,6,81-{0,4,6,8}}

1=1

= {ze[-Lie=3 5, 86 €{-8-6,-4,-20246:8}}
1=1
1 X4

— {ze[-1,1]; % =3 o 6:€40,1,2,3,4,5,6,7,8}).

=1
Temos entdo K — K = [—1,1], que é um intervalo.

Seja K um conjunto de Cantor regular, o conjunto K — K corresponde a
projecao de K x K a 45° sobre o eixo z, mais que isso, ao projetarmos o retdngulo
[a,b] X [¢,d] a 45°, obtemos o intervalo [a — d,b— c]. Essa relagdo sera explorada nos

exemplos abaixo.

Nos dois préximos exemplos, K, serd o conjunto de Cantor do tipo afim com

a particao de Markov abaixo.

—~~
~—

0 1-a a 1-a 1
2 D)

Exemplo 4.2. Vamos estudar K, para a € (0,3)U(3,1).

Iniciamos observando que, para A #0

TOK) = 7(Ka) = 78(Ka) = Tp(Ka) = 12_—a°‘

Deste modo, se a < %, T(Ka) > 1 e segue que, para todo A € R*, (K, AKy) tem

intersegdo estavel e K, — AK, contém intervalo.

Além disso, a dimensao de Hausdorff de K, é dada por

log2

HD(Kg) = “log(LE)

O que nos dd HD(K,) < % quando a > % Temos ainda que AK, é a imagem de

K, por uma aplicagao Lipschitz, logo
HD(AK,) < HD(K,).
Como K, é um conjunto de Cantor regular,

HD(Ky x AKy) = HD(Ky) + HD(\K,)
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por fim, como a projegao € lipschitz, temos
HD(Ky—MKq) <1

isso nos diz que K, — AK, tem medida nula para todo A € R.

Exemplo 4.3. Para o € (%,%), mostraremos que K, — K, tem medida nula,

mas existe um intervalo de valores de A para os quais K, — AK, tem medida de

Lebesgue positiva.

Para o primeiro resultado, estudaremos o conjunto K = K, x K. Na primeira

etapa da construgao teremos 4 quadrados de lados 1_Ta, ao projetarmos K num

angulo de 45°, a fim de calcular K, — K4, o quadrado superior direito se projeta
sobre o quadrado do canto inferior esquerdo, de modo que podem ser vistos como o

mesmo conjunto no calculo de K, — K, dai, a projegdo do primeiro estagio consiste

ool

Se a > %, temos —a < O‘T_l ea> 1_70‘, de modo que esta unido consiste de trés

1 7 7/
7/ e
Ve e
e 7/
e 7
7/ e
7 e
e 7/
7/ e
7/ e
. 4o .

’ 2 ’ ’ //
’

s
v
’
// // 2 //
s s s
s s s
s v v v
’ ’ ’ ’
s s s s
//450 // // //
s s s s
v v v
T T T T
—lta l-a 1

2 2

o 1+a
Pela autossemelhanca de K, a autodiferenga de K, é construida como um

da uniao de intervalos

componentes conexas.

,
,
,
,
,
4 ’
’ .
’ .
.
.
-
.
,
,
v
t

conjunto de Cantor afim do tipo

| ~~

( )
a—1

2

. &

[y
[N
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que, pela Proposigao 3.4, tem medida nula.

Para o segundo resultado do exemplo, vamos considerar A € [0,1]. E suficiente
mostrar que existem A tais que a projegdo do primeiro estagio de K = K4 X AK,
seja sobrejetiva, isto é, cubra o intervalo [— A, 1] e, pela autossemelhanga de K, isso
também ocorreria nos demais estagios da construgdo, o que nos da K, — AK, =

[—A, 1]. Desenvolveremos condigdes sob as quais isso acontece.

Calculando a diferenga da primeira etapa da construgao de K, e de AK,, isto

(Blutse)- (s

obtemos como resultado

[_Ajlga_A(l;a)]U[l;a_)\,l_W]

Ul_A(l;a))l;a]Ull;a_)\(lga)’ll’

e para que seja igual ao intervalo [—A, 1], precisamos que

(0D

1— AM1+a) 1+ 2
T Ty 2 AT T e 2 A

1— A(l;—a) Z _)\(12—04) N % 2 A

1—a 1+a M1l—a) 2a
e T Ty = g oA

ou

2a
l—a

primeiro conjunto de desigualdades ndo pode ser satisfeito.

Quando a > %, >1,como A<1,a 12_—°‘a > )X nunca pode ocorrer. Logo, o

Agora, como a < %, temos que [a, 1;—0‘0‘] € nao vazio. Este intervalo corresponde

a valores de A para os quais K, — AK, =[], 1], logo, contém intervalo.

Exemplo 4.4. Construiremos exemplos de conjuntos de Cantor afins cuja di-
mensao de Hausdorff é muito proxima de 1 e a autodiferenca aritmética tem medida

nula.

Consideramos K" o conjunto de Cantor afim com a particio de Markov

abaixo
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— L

0 _1 _4  _5 _8 _9 o 4n 1
4n+1 4dn+1 4an+1 4dn+1 4n+1 4n+1

denotando por E} a k-ésima etapa da construcdo de K™, temos

E"XE“ZLnJ 47 4541 ><LnJ 47 45+1
o dn+1'4n+1|" = [4n+1"4n+1

=0

ao projetarmos a 45°, obtemos

Ep - B} =

4(r—s)—1 4(r—s)+1
ol 4n+1 7 4n+41

'I"Q
;

l4j_1 4j+1]
n

= dn+1"4n+1

Além disso,
47+1 4(Qg+1)+1
an+1 n+1
Logo, os intervalos desta unido sao disjuntos. Pela similaridade das demais etapas

da construgdo de K™ x K™, K™ — K™ é um conjunto de Cantor afim cuja partigdo
de Markov é formada pelos intervalos que compde ET — ET' e sua dimensao de

Hausdorff e dada por
log(2n+1)

- " log2—log(4n +1)

A
2
que € o Unico numero tal que (2n+1) (M) = 1. Segue que K" — K" tem

medida nula.
Temos ainda que a dimensao de Hausdorff de K™ é dada por

_ log(n+1)
~ log(4n+1)

A
1
que € o unico numero para o qual (n+1) <m> —1. Como

log(n+1)
im ——— =
n—co log(4n+1)

temos o requerido.

Uma conjectura proposta por Palis e provada por Moreira e Yoccoz em [11],
nos diz que, genericamente, a diferenga aritmética de dois conjuntos de Cantor
contém um intervalo ou tem medida nula. O exemplo abaixo, apresentado por
Sanammi em [1] e Bamén-Plaza-Vera em [12], mostra que, de fato, isto nédo é valido

para todo par de conjuntos de Cantor.
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Exemplo 4.5. Construiremos exemplos de conjuntos de Cantor regulares cuja

autodiferenca aritmética tem medida positiva.

Para esse resultado, consideraremos o exemplo de Sannami e Bamoén-Plaza-

Vera, dos chamados conjuntos de Cantor centrais.
Para sua construgdo, consideramos que seja dada uma sequéncia o = (a1, @z, ...)
de numeros reais tal que lim o; —leq; < i
1—00 3 3

Iniciando com o intervalo [0, 1], remova um intervalo aberto central de proporgao
a1, isto é, o intervalo (1_2&, H%) Isso gera dois intervalos, um a direita e outro a

esquerda, que denotaremos por I7 e I3.

Na segunda etapa, removemos o intervalo aberto central de proporgao as
de cada um dos intervalos restantes. Para acharmos precisamente os intervalos

removidos nesta etapa, o intervalo Of = (z,7) removido de I}, tem seus extremos

=il 5m) - (570 (5
o= () (57 (52 = (57 (7).

Por simetria, o gap O3 removido de I} é obtido ao transladarmos por H’% Apods

sao dados por

= : : l—aiy(l-a>
a remocdo desses gaps, restam quatro intervalos de comprimento (=5**)(=5*2), os
quais denotaremos por I, I3, I? e I3.
Continuamos o processo removendo do centro cada um dos 2* intervalos da
k-ésima etapa intervalos abertos de proporcdo oy, e isso gera 2% intervalos que

denotaremos If, 1=1,...,2".

Ao continuarmos esse processo indefinidamente obtemos o conjunto de Can-

tor central K.

O conjunto K, assim obtido € um conjunto de Cantor regular, e sua regula-
ridade esta relacionada com a convergéncia da sequéncia a;. O leitor interessado

pode consultar a prova desse fato em [12].

Agora, observe que, como o, < % para todo n € N, se chamarmos K, o con-
junto formado pela unido dos 2" intervalos da n-ésima etapa da construgéo de Ky,

temos

n>1
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n
Além disso, K, é formado pela unido de 3" intervalos e comprimento 2 H a;, donde
1=1
K4 — K4 tem medida de Lebesgue positiva.



69

5 Teste da Espessura Generalizado

No capitulo anterior, estudamos exemplos pares de conjuntos de cantor cujos
produto das espessuras € maior que 1, deste modo, podemos usar o Gap Lemma

para garantir que possuem intersecao estavel.

Esse critério é suficiente, mas existem pares de conjuntos de Cantor cujo
produto da espessura € menor que 1, mas que possuem intersegao estavel. A seguir

veremos um exemplo disso.

Exemplo 5.1. Considere os conjuntos de Cantor afins do tipo

K { — )

0 0,35 0,4 0,42 0,58 0,6 0,65 1
K { )

0 0,35 0,65 1

como T(]’% ) = % > 1, segue do Gap Lemma que K possui autointersegao esta-
vel. Observando que K C K temos que K possui autointeresegao estavel. Porém,
T(K) = % < 1, de modo que o Gap Lemma nao poderia ser utilizado para garantir

tal intersegao.

Esse exemplo mostra que existem conjuntos de Cantor com intersecao estavel
cujo produto da espessura € menor que 1, e além disso, mostra que podemos ter
K C K com 7(K) > 1(K).

Neste capitulo, desenvolveremos critérios apresentados em [5], que sdo mais
gerais e podem ser utilizados para garantir a existéncia de intersegoes estaveis e
extremais estaveis. Iniciaremos abordando os conjuntos de Cantor afins, neste caso
serd possivel testar critérios para intersegdo estavel por meio de um algoritmo fi-

nito. Em seguida estudaremos conjuntos de Cantor regulares mais gerais.

5.1 Teste da Espessura Generalizado Para Conjuntos de Can-

tor do Tipo Afim e Afim Generalizado

Nesta secao, consideraremos conjuntos de Cantor do tipo afim com as particoes

de Markov abaixo
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K — )—b( a)—b( T
2 3

a b1 a 2 3 Qn bn

B ——H D — A .
a1 b1 az by as b3 am bm

cujos dominios de Markov sdo, respectivamente, D = Lnj [a;,b;] e D= G [&j,i)j].
j=1 j=1
Definigao 5.1 (Teste da Espessura Generalizado Para Conjuntos de Cantor
do Tipo Afim). Dados dots conjuntos de Cantor afins como acima, com
dominios de MarkovD e D. Dizemos que (K, f{) satisfaz o Teste da Espessura
Generalizado (GTT), se para cada t € R e A € R% quaisquer, ou AD+1t estd
contido num gap de D ouD estd contido num gap de XD+t ou ()\’D—f—t)ﬁf) +0.

Basicamente, esta definigao trata de conjuntos de Cantor do tipo afim para
os quais qualquer dilatagdo ou translagdo nos da uma conclusdo similar ao Gap
Lemma, mas desta vez para o dominio de Markov destes conjuntos. Observe ainda

que nao falamos sobre as espessuras destes conjuntos de Cantor.

Sejam R* a particio de Markov da i-ésima etapa de K e D* o dominio de
Markov associado a essa etapa e sejam R a particdo de Markov da j-ésima etapa

de K e DJ o dominio de Markov associado a essa etapa, vale a seguinte proposigao.

Proposicao 5.1. Sejam K e K conjuntos de Cantor do tipo afim, se (K, R’)
satisfaz o GTT com respeito aos dominios de Markov D D, entdo também

satisfaz com respeito aos dominios D* e D7, para quaisquer 1,7 > 1.

Demonstragao. Iniciamos supondo que algum A e ¢, temos AD +t contido num
gap de D, entdo AD*+t C AD +¢ também estara contido num gap de D, logo, num
gap de DI,

Agora, suponhamos que AD+t e D se intersectam, digamos, A\ +tNJ # 0
para I € R e J € R, entdo

(M +)NDHYN(ITND?) 0

ou (AI+t)NJ estd contida em algum gap duma etapa k < ¢ de AK +¢, logo, num
gap de XD+t ou Al +tN J esta contida em algum gap duma etapa anterior k< 7

de K, logo, de D?. Isso encerra nossa demonstragao.
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Isso nos diz que o GT'T nao depende da particao de Markov escolhida, assim,

considerar quaisquer uma delas nao representa restricao nos resultados obtidos.

Para continuar nosso estudo, buscaremos entender o conjunto dos t’s que
satisfazem essa definicdo. A préoxima proposigao € nosso primeiro resultado neste

sentido.

Proposicao 5.2. Dados dois conjuntos de Cantor do tipo afim K e f{, com
dominios de Markov D e D, respectivamente. O par (K,K) ou (D,D) satisfaz
o GTT se, e somente se, D— XD contém o conjunto dos t tais que D ndo estd
contido num gap de A\D+t ou AD+t ndo estd contido num gap de D para
qualquer A € R .

Demonstragdo. Iniciaremos supondo que (K K ) satisfazem o GTT. Entéo, fixa-
dos t e A, suponhamos que AD +¢ nao esteja contido num gap de D e D nao esta
contido num gap de AD +¢, entdo (AD +1)ND # 0.

Segue que existe y € (AD+t)ND, dai, existem £ € A\D+t e Z € D tais que

y=XM+t=F=t=%-Adz=teD-\D

Reciprocamente, suponha que se D néo estd contido num gap de A\D+t e
AD +t néo esta contido num gap de D, entdo t € D—AD, dai existemZ € Dez € D
tais que
t=F- A= Az+t=%2= (AD+t)ND %0

€ a proposigao estd provada. O

Com esse resultado, podemos buscar uma interpretacdo geométrica para tais
valores de ¢. Para cada A,t fixados, obtemos uma reta Az +¢ quando z varia em D.
A Definicao 5.1 nos diz que tais retas devem estar contidas num reténgulo do tipo
(bi,ait1) X [&1,5m] ou [a1,by] X (Ei,&i+1) ou intersecta D x D (duas dessas condigbes
nao podem ser satisfeitas simultaneamente). Observamos ainda que como A € R%,,
tais retas formam o conjunto das retas que cortam o eixo horizontal num angulo de

0 a 5 e satisfazem as condigdes citadas.
Algebricamente, o conjunto dos ¢ para os quais AD +t esta contido em algum
gap da forma (b;,a;41) de D é

m—1 m—1

| {t € R;[Aar +¢,Abp + 8] C (biydir1)} = | (B — Aa1,div1— Aby) (5.1)
1=1 1=1
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e 0 conjunto dos ¢ para os quais D est4 contido em algum gap de (Ab; +t,Aait1+1)
de AD +t e dado por
n—1 n—1

U {t € R;[d1,bm] C (Abi+t, 30541+ )} = | (b — Aait1,d1 — Ab;) (5.2)
1=1 =1

Como a diferenca aritmética D — AD é igual a
m n .
U U [d; — Abj,b; — Aaj]
i=17=1

temos pela Proposigdo 5.2 que (K K ) satisfaz o GTT se, e somente se, para qual-
quer A € R* ecadat € R temos que D — XD néo contém os ¢ satisfazendo as equagoes
(5.1) e (5.2), isto é,

| U [d: = Xbj,b; — Aay] C [d1 — Abp, b — Aa1]\AU B (5.3)
1=17=1
m—1 . n—1 .
onde A = U (bz - )\a,l,di+1 — )\bn) e B— U (bm - )\ai+1,dl — )\bz)

A condigdo dada em (5.3) é dada por um numero finito de intervalos, existem
finitas possibilidades para as posigoes relativas de seus extremos. Como os extremos
sao da forma z — Ay, para cada possibilidade de posigao existe um intervalo de
valores de A que a mantém, e tais valores sdo determinados por desigualdades do
tipo 1 — A\y1 < T2 — Ays ou 1 — Ay < T — Ays. Esses intervalos de valores de A

deverao ter seus extremos dados em fungao de a;,b;,a; € b;,2=1,...,n,7=1,...,m.

Neste ponto de vista, um conjunto de Cantor regular satisfaz o GT'T se e
somente se, as posigbes relativas de intervalos tais que (5.3) ndo vale correspondem
a intervalos de valores de A vazios. E podem ser obtidos por um numero finito de

~

desigualdades envolvendo a;, b;,d;,b;.

Se as desigualdades acima sdo estritas, dizemos que (K, K ) satisfaz o teste da
espessura generalizado estritamente. As condigoes do GT'T sao fechadas, enquanto

as do teste da espessura generalizado estrito sao abertas.

Observe que se (K, K ) satisfaz o teste da espessura generalizado, entdo (AK +

t, K ) também satisfaz o teste da espessura generalizado para quaisquer t € R e
AERY.

Proposicao 5.3. Sejam (K,f( ) conjuntos de Cantor regulares satisfazendo o
GTT, e sejam I um intervalo da i-éstma etapa da construgdo de K e J um
intervalo da 7-éstma etapa da construgdo de f(, entao (KﬂI,R’ﬁ J) satisfaz o
GTT.
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Demonstracdo. Sejam D* o dominio de Markov da i-ésima etapa da construgéo
de K e D? o dominio de Markov da j-ésima etapa da construcio de K, entdo I ND*
e JNDJ formam um dominio de Markov para INK e JN K , respectivamente.
Pela proposicdo 5.1, D e D7 satisfazem o GTT, segue que IND* e JND? também

satisfazem. O

Este resultado nos ajudard a provar a préxima proposicao.

Proposigao 5.4. Se (K, IE') satisfaz o GT'T, entdao ou K estd contido num gap
de K, ou K estd contido num gap de K ou KNK #0.

Demonstragao. Suponhamos que um nao esteja contido num gap do outro. Entao
existe um par de gaps @ da i-ésima etapa de K e @ da j-ésima etapa de K se

intercalando, como na figura abaixo

K { }
{ o 1/1
~ ( \
K U & ) ]

considerando, sem perda de generalidade o extremo u, que pertence a K, se u € K

a intersegdo € nao vazia.

Caso contrario, (K, K N J) satisfaz o GTT. Como K NJ néo est4 contido num
gap da particio de Markov R* de K nesta etapa, existe um gap de KnJ, digamos,
(51, que contém u, se intercalando com O e podemos repetir o argumento para
((9,(51), como os comprimentos dos intervalos da particio e Markov tende a O,
os comprimentos dos gaps envolvidos ndao devem diminuir em algum momento, e
argumentando como feito no Gap Lemma, obtemos um ponto na intersegao de K
e K.

O

Se (K, K ) satisfazem o teste da espessura generalizado estritamente e existe
um par de gaps se intercalando, (K K ) tem intersegdo estavel, e se o extremo di-
reito de K coincide com o extremo esquerdo de K, (K, K) tem intersegio extremal

estavel.

Definicao 5.2 (Teste da Espessura Generalizado Para Conjuntos de Can-
tor Afins Generalizados sem Mapas Decrescentes). Sejam K e K conjun-
tos de Cantor afins generalizados com parti¢ées de Markov R ={I1,....,I,} e

R=A{J1,...,Jm}, mapas expansores ¥ e ¥V que ndo sdo decrescente em qualquer
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intervalo da particdo de Markov e dominios de Markov D e D, respectiva-
mente. (K,K) satisfazem o Teste da Espessura Generalizado (GTT) se cada
par (¥(L;)ND,¥(J;)ND) satisfaz o GTT para conjuntos de Cantor do tipo

afim.

Abaixo veremos um exemplo que ilustra como podemos aplicar o GTT em
dois conjuntos de Cantor do tipo afim com dois intervalos em suas partigoes de
Markov.

Apesar de simples, esse exemplo é bem geral, e nos mostra como o GTT
pode ser utilizado para caracterizar intersegoes estaveis. Neste exemplo, satisfazer
o Teste da Espessura Generalizado é equivalente ao produto das espessuras direita
e esquerda dos conjuntos de Cantor ser maior que 1, que é uma condigdo similar
a que temos no Gap Lemma. No entanto, enquanto o Gap Lemma nos da uma
condigao suficiente para que a intersecao entre dois conjuntos de Cantor seja nao
vazia o GTT nos da uma equivaléncia, desde que um nao esteja contido num gap

do outro.

Exemplo 5.2. Considere os conjuntos de Cantor afins do tipo

( \
K { )
aq bl as b2
- ( \
K \ J
ax by az bo

Definindo os intervalos

Iy = [81,b1] —[Aag,Aby] = [G1 — Abg, by — Aag)
Iy = [41,b1]—[Xa1,Ab1] = [G1— Aby, b1 — Aaq]
Iy = [dg,b3] — [Aag,Aby] = [l — Aba, by — Aay]
Iy = [dg,b3]—[Xa1,Ab1] = [G2— Aby, by — Aaq]

observando que
(b1 — Aa1,dg — Abo) U (by — Aag, d1 — Aby) = Conv(Iy U I3)\(Jo U I3)

onde Conv(I; U I3) denota o fecho convexo de I» U I3. Temos, pela equagdo 5.3 que

(K, K) satisfazem o GTT se, e somente se,

HUlhulsUly D [&,1 — )\b2,52 - )\al]\(Conv(Ig UI3)\(IZ UI3)).
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18so ocorre S€E, € somente se
Ilﬂ(ngI:g) +0 e I4ﬁ(foI3) # 0.

o desenho abaixo ilustra uma disposicao particular da situacao descrita, que podera

ajudar o leitor na compreensao dos argumentos

I I I3 Iy

d1—Aby 41— Ab1 by —Aas by —Aard2— b2 d2—Abi by —Aas by — Aag

Buscaremos agora condicoes para que tais intersegoes sejam nao vazias.
LNL#0 < bi—d; > Mag—by)
LNIz3#0 < dy—b; < Aby—as)
NI #0 < dy—b; <A(by—a1)
=

NIz #0 by—dy > Aagz—by)

Noutras palavras,

by —d Gy — b
LN(LUL)#0 o -2 > > 2740
as — by by — a2
by —d Gy — b
LN(LUL) 20 o 2792 5, > 2277
as — by bi—ay

Assim, o GT'T vai ser satisfeito se, e somente se,
dz—bl < bl_&l o bl—&l‘bg—az
bo—ay — ax—b ds—by a2—b1

>1 & TE(k)-TD(K)Zl

dz — by < by — @y by—ay bi—as

= >1 & 1p(K)-m8(K) > 1.
bi—a1 — ax—b do—by a2—0b1 — p(K)-7s(K) =

Podemos concluir ainda que (X, K ) satisfaz o GTT estritamente se, e somente se,
T2(K)-1p(K) > 1e mp(K) -m8(K) > 1.
Generalizando o exemplo acima, podemos desenvolver um algoritmo finito

para decidir se dois conjuntos de Cantor do tipo afim ou afim generalizado sem

mapas decrescentes satisfazem o GTT.

Lembre que, um par de conjuntos de Cantor do tipo afim (K,_f{ ) satisfaz o
GTT se, e somente se, (AK,AK) satisfaz, para todos A\, A € R%.

Deste modo, ndo ha perda de generalidade em supor que o fecho convexo da

partigdo de Markov de K e K sdo ambos o intervalo [0,1].

Assim, K e K séo conjuntos de Cantor afins do tipo
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K — — .

Cl dl C2 C'n,—l dn—l CTL
Kk — — — —
¢1 di Co ém-1  dp_q Cm

comey+di+ ..t cCp1t+dn1+cn=1eé +di+...+En_1+dm_1+En=1. Entdo
definindo

= (€1,C2y--yCn)

d = (dl)dQ:"':dn—l)
é = (51,52,...,5m)
C_Z = (Jh&%“'ad‘m—l)

chamaremos este processo de normalizagao dos conjuntos de Cantor K e K.

Concluimos entdo que testar o GTT no par (X, K ) consiste em verificar um
numero finito de desigualdades do tipo f;(c,d,¢é, d) > 0. Pode-se verificar que, no-
vamente, (K,R’) satisfaz o GTT se, e somente se, (KﬁI,f{ﬁ J) satisfaz o GTT,

para quaisquer intervalos I e J na construgao de K e K, respectivamente.

5.2 Teste da Espessura Generalizado Para Conjuntos de Can-

tor Regulares

Agora, trataremos do caso em que os conjuntos de Cantor ndo sao necessari-
amente do tipo afim ou afim generalizado sem mapas decrescentes. Comegaremos
tratando de conjuntos de Cantor regulares que nao possuem mapas decrescentes

em qualquer intervalo de sua partigao de Markov.

Sejam (K, K) conjuntos de Cantor regulares, pelos comentérios feitos no final
da segao anterior, podemos, sem perda de generalidade, supor que tais conjuntos de
Cantor estao renormalizados e escolhermos intervalos I numa etapa % da construgao
de K e J numa etapa 7 da construgao K, respectivamente. De modo similar ao feito
para conjuntos de Cantor do tipo afim, aplicamos 0 GT'T em (¥*(D)N I, ¥ (D)NJ).

Neste caso, o GT'T sera dado por desigualdades do tipo
fie(¥(D)N D), d(F (D) N 1), (¥ (D) ), d(¥ (D) T)) > 0

e nao depende dos intervalos I e J quando os conjuntos de Cantor envolvidos sao

afins.
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No caso geral, dizemos que (X, K ) satisfaz o GTT se, e somente se
Ai(K, K) -=inf fi(c(¥(D)N 1), d(¥ (D) N 1),c(¥ (D) N J),d(¥ (D) J)) > 0.

(K,K) satisfaz o GTT estritamente se A;(K,K) > 0 para cada i e, neste caso,

também temos intersegao estavel.

Se qualquer das fungoes que definem K ou K sdo decrescente, o teste deve ser

feito para A € R*, e ndo apenas para A positivo.
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Limite de Conjuntos de

Cantor Regulares

6.1 Definicdo das Geometrias Limites

Iniciaremos esta capitulo com um exemplo que motivara as definigdes seguin-

tes.

Exemplo 6.1. Seja Ky o conjunto de Cantor regular com particdo de Markov

(LA

€ mapa expansor

Chamando Io =[0,3], I = [£,3], I4

f(lo)
f(I2)
f(I)

)

5z, z€0,1]
): 337_%: fEE[%,%]
=3¢+, zelf 1]

= [%,1] e I =IpUl,Ul, temos

Conv(I)
Conv(IpU L) = f*(I,) = Conv(I)
Conv(I,UI) = f%(I4) = Conv(I)

de modo que f determina o conjunto de Cantor regular K. Podemos associar a

Ky o alfabeto A = {0,2,4} e o conjunto de transigées permitidas

B ={(0,0),(0,2),(0,4),(2,0),(2,2),(4,2),(4,4)}.

Definindo os intervalos
I1(0)

I(0,0) :=

I(2,0) :=

I(4,2) =

e uma funcédo g(z) dada por

In, I(2) == I, I(4) := I4

Ioo, 1(0,2) := Ipo, I(0,4) := Ipa,
I, 1(2,2) = Iy,

Lo, I(4,4) = Iy
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5z, € 1(0,0)UI(0,2) UI(0,4)
9(z) =1{3z— &,z € I(2,0)UI(2,2)
32+ Y,z c1(4,2)UI(4,4)

temos

9(1(0,0)) = g(I(2,0)) = I(0)
9(1(0,2)) = 9(1(2,2)) = 9(I1(4,2)) = I1(2)
9(1(0,4)) = g(I(4,4)) = I(4).

Observe que, g define o conjunto de Cantor
(oe]
Kg={(1g™" <UI(a,b)>
B

n=0

que coincide com K, uma vez que apenas iniciamos sua construgao a partir da

segunda etapa.

O mapa ¢ construido acima é dito um mapa expansor do tipo Xp. Essa

definigao sera formalizada a seguir.

Seja A um alfabeto finito, B um subconjunto de A? determinando as sequén-
cias de dois simbolos permitidas que formam o subshift do tipo finito g C A%, o
qual assumiremos topologicamente misturador. Assumiremos ainda que toda letra
de A ocorre em Yig.

Definicao 6.1. Com a notag¢do acima, dizemos que g € um mapa expansor do

tipo Y se:
i) O dominio de g € a unido disjunta| JI(a,b), onde, para cada (a,b), I(a,b)
B
€ um subintervalo compacto de I(a), onde I(a) =1[0,1] x {a};

1) Para cada (a,b) € B, temos que 9|I(a,b) € um difeomorfismo suave para
I(b) satisfazendo |¢'(t)| > 1 para todo t.

A definigao acima generaliza a nogao de conjunto de Cantor regular.

Definicao 6.2. O conjunto de Cantor regular associado a um mapa g do tipo

Y € 0 mazimal invariante

K= g—n@f(a,b)).

n>0
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Observe que nossa definigdo anterior de conjunto de Cantor regular esta con-
templada nesta nova definicdo. De fato, dado um conjunto de Cantor K com
partigdo de Markov R = {Iy,...,I,} e mapa expansor ¥, basta considerarmos os
intervalos I(a) = I4, I(a,b) = I, onde (a,b) é uma transicdo permitida e conside-
rando g = flUI(a, b) Os conjuntos de Cantor obtidos sao os mesmos, uma vez que

B
apenas iniciamos a construgao do conjunto de Cantor a partir da segunda etapa.

Seja r € (1,400], o subespago dos mapas C"-expansores do tipo ¥z munido

com a topologia C" € denotado por Qf . A unido Qxy = U 0%, € munida da
r>1
topologia do limite indutivo.

Definimos agora o shift dual
Y = {(0n)n<0;(0:,0:41) € B paraz <0}
para § = (61,60s,...) #0 = (81,65,..) em Yz, e definimos
ONG = (0_n,0_ni1,...,00)
sef_; = é_j paraj=0,...,nel_n,_1# é_n_l.

Dados 6,6 € Y, fazemos

1, & ¢9~0

d(8,6) = ; -
118 0)], 60="6o

Isso define uma distdncia ultramétrica em Xz, ou seja, uma distancia tal que
d(8,8) < max{d(8,7) + d(l,é)} para todo 6, é,’_y € 3. De fato,

. d(6,6)=0
Temos OANE = (...,0-2,0_1,6p), dai,

d(6,0) = |1(6n8)| = [I(8)| =0
observe que I(8) = I(...,0_,...,0_1,6p) € um intervalo degenerado.

o d(6,6)=d(6,6)
Se d(8,8) = 1 isso é imediado. Caso contrario,

d(8,6) = |1(616)| = [I(8A6)| = d(8,6).

e Se7 = (7-2,7-1,%) € T, entéo d(6,) < d(8,70) + d(x,0)
Dividiremos em trés casos:
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i) O Y0 # éo:
d(8,7) +d(7,8) =141 > 1 =d(8,8);

ii) 6o # Y0 = éo:
d(8,7) +d(7,8) = 1+ |14l > 1=d(8,9);
iii) 90 =% = éo:
digamos que 8 e é diferem numa posigao n1, § e ¥ numa posigao ns
eye § numa posigdo m3. Suponhamos, sem perda de generalidade (os

demais casos sdo anélogos), ny < ny < ng, temos entéo, 1(8,8) C 1(0,7),
1(8,6) C 1(v,0) e 1(8,7) C I(7,8) que nos da

d(8,7) +d(1,6) = |1(6,7)| +11(7,8)| < |1(8,0)|-

Mais que isso, em virtude das continéncias, temos
11(8,0)| < max{|1(6,7),|7(7,0)[}-
Donde a distancia € ultramétrica.
Agora, para (a,b) € B definimos a contragao fop : I(b) — I(a,b) por
fap =19l10ap)]

Fixando uma palavra a = (ao,...,an) onde (a;,a;+1) € B parat=0,...,n—1.
para fa, 1., 2 I(an) = I(an—1), definimos

I(an-1,an) := Im(fan—l,an)

para
Jan_2,n-1,an ‘= fan_2,an_1° fan_1,an
definimos
I(an—2,an-1,an) := IM(fa,_,an_1,an)
indutivamente,
fa= fao,a1 S fCLl,CLQ ©...0 fan_l,lln
e

I(ao,al,...,an) — I(Q) = Im(fg)

Dado § € X, para cada n > 1, fazendo §" = (6_p,...,6-1,6p) temos o mapa
for 1 1(60) — I(8™) dado por

an = fe_n,e—'rH»l © f9_n+1,9—‘n+2 ©...0 f9_1,90
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e definimos também B(8") : I(6") — I(6y) como um mapa afim tal que o difeomor-
fismo
k& =B(8")o for

preserva orientagao.

kS assim definida é um difeomorfismo de I (6p) em I(6p) e a imagem de K N
I(6p) por k% é uma cépia ampliada de K N I(6").

Observe que, quanto estamos tratando de conjuntos de Cantor do tipo afim,
B(6™) = fe_nl, de modo que kf» = Id 1(60), €m particular, k% converge quando n —
00. Uma c_onvergéncia similar também ocorre para conjuntos de Cantor em geral,
isso é garantido pela préxima proposigdo, que pode ser encontrada em [3]. Antes
de enuncia-la, definimos um conjunto de Cantor K é de classe C” como um con-
junto de Cantor regular tal que o mapa expansor ¥ que o define é de classe C”
nos intervalos de sua particdo de Markov (considere derivadas laterais onde for

conveniente).

Proposicao 6.1. Ser € (1,400) e K é um conjunto de Cantor de classe C",
entao:

1) Para cada 6 € L existe um difeomorfismo de classe C" que preserva
orientacgdo k2 Igy — Ip, tal que k% converge para k& na topologia C% para

todo oo < r. A convergéncia € uniforme numa vizinhanca de ¥;

1) Ser > 2 é um inteiro positivo, entdo k% converge para k& em Diff", (Ig,)
(onde Diff, é o conjunto dos difeomorfismo de classe C" que preservam

orientagdo). Além disso, existe C > 0 tal que ||k% — k8||r-1 < ClIgn|.

Entéo, para § € Yz, definimos o conjunto de Cantor K&:= kQ(K ). Tais con-
juntos sdo chamados Geometrias Limites de K, e sdo tao diferencidveis quanto
K.

Para facilitar a compreensao das definicdes dadas nesta segao, a encerraremos

com um exemplo no qual encontraremos explicitamente cada uma dessas funcgoes.

Exemplo 6.2. O conjunto C(N), com N >2 inteiro, é o conjunto dos nimeros re-
ais cujos quocientes parciais de sua expansdo em fragoes continuas ndo ultrapassam

N, isto é,
C(N)={z =10;z1,22,...] € (0,1);1<z; <N, 1=1,2....}

onde [0;z1,Z2,...] é a expansdo em fragdes continuas de z.
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Usando a Transformagdo de Gauss, podemos mostrar que C(N) é um con-
junto de Cantor, isso € feito com detalhes em [13], onde sdo apresentados também
outros resultados interessantes, como o Teorema de Hall, que nos diz que R =

Z+ C(4)+C(4). Aqui nos restringiremos ao caso em que N = 2.

Destacamos que C(2) tem como partigdo de Markov
P ={[10;1,1,2],[0;1,2,1]},[[0;2,1,2],[0;2,2,1]]}
€ mapa expansor

, £€1[0;1,1,2],[0;1,2,1]]

Y(z)={% '

8= 8|~

Podemos associar a C(2) o alfabeto A = {1,2}, o conjunto das transigdes
permitidas é dado por B = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, e os intervalos

I =1[0;1,1,2],[0;1,2,1]], I(2)=1[[0;2,1,2],[0;2,2,1]]

fazendo

1(1,1) = [0;1,1,2,1],[0;1,1,1,2]],
1(1,2) = [[0;1,2,2,1],[0;1,2,1,2]],
1(2,1) := [0;2,1,2,1],[0;2,1,1,2]],
1(2,2) = [[0;2,2,2,1],[0;2,2,1,2]]

podemos definir
1 _1,ze1(1,1)UI(1,2)

z

L _2,zc1(2,1)UI(2,2)

z

9(z) =
de modo que podemos obter C(2) como

c(2) = ﬁ g~™I(1,1)NI(1,2)NI(2,1)N1(2,2))

n=0

e temos entao

fon(@) = .z €I(1,1)UI(1,2)

5.2 € 1(2,1)UI(2,2)

Observe que fq5(z) tem derivada negativa para quaisquer (a,b) € B. Segue
que, fixado € L, temos que fgn preserva orientagdo se m € par e inverte se n €
impar. De modo que, para n par, queremos que B(8™) preserve orientagdo, e inverta

se n for impar.
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No caso em que n é par, B(8") é dada por

1

B(Qn) = [O;Qn,m — [O;Qn,m (z— [O;Qn:m)'

Para n impar, B(8") é dada por

1

ny — _
BO) =g at-[0.6" 7.2

(z—10;0",1,2]) +1.

Segue que, uma vez fixado 8, k% também estd totalmente determinada.

6.2 Definicdo do Operador de Renormalizacao

Recordaremos brevemente a agao de um grupo num conjunto.

Definigao 6.3. Seja (G,-) um grupo, e S um conjunto. Dizemos que G age em

S se eriste uma aplicagdgo a: G xS — S tal que
a(l,s)=s, alg-h,s)=a(g,alh,s))
para quaisquer §,h € G, s € S, onde 1 € o elemento neutro de G.

Um exemplo de acdo de um grupo sobre um conjunto muito util em sistemas

dindmicos ¢ a iteracdo de um mapa.

Exemplo 6.3. Seja X C R e (Z,+) o grupo dos inteiros com a adigdo usual. Dada
qualquer funcao invertivel f : X — X, temos que f define uma acao de Z sobre X.
De fato, se a: Z x X — X é definida por

a(n,2) = f"(2)
Como 0 € o elemento neutro de Z, temos que
a(0,z) = fO(z) = Idx(z) = z.
E para m,n € Z quaisquer, vale
a(mn,z) = f*"(z) = f*(f™(2)) = a(n, f(m, z))

e isto vale para qualquer z € X.

Seja G um grupo agindo num conjunto S. Fixando g € G, temos que G define

um conjunto de fungdes, a: .S — S, dadas por a(g, s), que tem por inversa a(g~ 1, s).
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De outro modo, fixando s € S, podemos definir a érbita de s como sendo

O(s) :={a(g,s);9 € G}

isso nos da uma classe de equivaléncia em S, a qual denotaremos por [s] := O(s),

de modo que podemos considerar o conjunto quociente
S/G ={[s];s € S}.

Com esses conceitos, podemos definir o operador de renormalizagao como

segue.

Para cada r € (1,400 e a € A, definimos
P"(a);={h;h é um C"-mergulho de I(a) em R}.

Isto é, cada h € P"(a) é um difeomorfismo de classe C” sobre sua imagem.

Seja (Aff(R),0) o grupo das fungdes afins em R com a composigdo usual. A
aplicagdo a : Aff(R) x P"(a) — P"(a) dada por a(t,h) =toh define uma agdo de
Aff(R) sobre P"(a). De fato, sejam t1,t; € Aff(R), Idr a funcdo identidade em R e
h € P"(a),

a(z’dR, h) = id]RO h= h, a(t1 Otg, h) = tl Otg oh= a(tl,a(tg, h))
Denotaremos por P (a) o espago quociente gerado por esta agdo. Definimos também

P(a) = | P"(a)

r>1

P(a):= |J P (a)

r>1

e munimos cada um deles com a topologia do limite indutivo.

Definigao 6.4. Para (ag,a1) € B eg € Qf g definimos o operador de renormalizagao

Tfl’aoi'Pr(ao) — ’P’(al)
h +— ho fa,a-

Se a=(ag,a1,...,a,) € uma palavra com transi¢ées permaitidas em B, definimos
T4 : P (ao) — P"(an) por
T =T79 oT?¢ 0..o0TY

an,an—1 an—1,an—-2 ~° ai,ag*
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Segue da definigdo acima que

Tg = Tg @) Tg

ao,a1,a2 az,a1 ai,ag

(h) = ng,al (h'ofao,al) = hofao,al Ofal,a2 = hofao,al,az

e indutivamente,
TJ(h) =ho fa.

Observe que
a(t,ng(h)) = toTc_?(h) =tohof,

por outro lado,
T7(a(t,h)) = aft,h)o fa=toho fo

ou seja, a(t, T4 (h)) = Tz (a(t, h)), noutras palavras, o seguinte diagrama comuta

(Idase(r), TS)

AfE(R) x P"(ag) AfE(R) x P (an)

’PT(ao) ’P”(an)

a

o operador de renormalizacdo comuta com a agdo de Aff(R) em P"(a), de modo

que ela estd bem definida no espago quociente fr(a).

Neste caso, temos
Tgo,al :P(ag) — P(a1)
[A] = [hofag,ail-
Agora, estudaremos o conjunto limite dos operadores de renormalizagdo. Seja
A:={(09,A);0 € £z e A é um mergulho afim de I(fy) em R}

fazendo P" = | JP"(a), definimos o mapa candnico
A
B: A — P
8,4) — Aok?

observe que Aok? € PT(6p).



Capitulo 6. Geometrias Limite de Conjuntos de Cantor Regulares 87

Definimos também F? : I(8y) — I(8—1,80) como um mapa afim com a mesma

orientacao de fg_, g,-

Podemos elevar a agao dos operadores de renormalizagao para A fazendo,
para (90:91) €EB
Tel:eo(ga A) - (Q@l,AoFQt‘?l)‘

Os T, 4, assim definidos séo os ramos inversos dos mapas .S definidos por
S(6,4) = (071(8), Ao (F®)™)

onde ¢ € o shift definido em Xp.
Se fixarmos § € Xp, Aff(R) ainda age por composigdo a esquerda em A.

Para uso posterior, serd util considerarmos, para 6y € A,
Too (8, A) := (8, Ao F?)

onde 8 = (...,6p) € Ip.

6.3 Configuracoes, Compactos Recorrentes e Intersecoes Esta-
vels
Fixemos dois conjuntos de Cantor regulares K e K determinados, respecti-
vamente por (A,B,2p,9) € (A,B,Eg,g). Definimos K(a) := KNI(a) e K(&) :=
KnI@).
Considerando os conjuntos P(a) e P(&), dizemos que h € P(a) é uma configuragéo

suave para K(a) e h € P(&) uma configuragio suave para K (&)

Defini¢io 6.5. Dado um par (h,h) com h € P(a) e h € P(d) de configuracies
suaves para K(a) e K(&), respectivamente, dizemos que elas:

i) Bstdo ligadas, se h(I(a))Nh(I(&)) #0;
i) Tém intersecio, se h(K(a))Nh(K (&) #0;

111) Tém intersecdo estdvel, se a interse¢Go ndo vazia é mantida ao pertur-
barmos (h,k) € P x P ou(g,§) € Qxy ¥ Qs

onde, P =JP(a) e P =JP(a).
A A
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Considerando o subgrupo H C Aff(R) x Aff(R), dado por
H = {(t,t);t € Aff(R)}

com a operagdo de composigdo em cada entrada, entdo H age em P(a) X 75(5,) com
a aplicagao

a((t,t), (h,h)) = (toh,toh)

Claramente, se (h,ﬁ) estdo ligadas, tem intersecdo ou intersecdo estavel, o
mesmo ocorre para (toh,to 71). Por outro lado, se (to h,toﬁ) estdo ligados, tem
intersegdo ou intersegdo estdvel, o mesmo ocorre para (t " lotoh,t loto 71) =
(h, ;L) Lembrando que essa agao pode ser estendida para P e 75, temos a seguinte

definigao.

Definigao 6.6. Chamamos de Configuracées Suaves Relativas para K(a),
K(&) aos elementos do conjunto Q= (P x P)/H.

Lembrando que I(a,b) C I(a) e, para a1 # a2 temos I(a1)NI(az) =0, podemos
escrever
K(ao) = () g ™(JI(a,b))NI(ao)
n>0 (B

= (1 9"(UI(a0,b:)

n>0 B

= U fer(I(a0))

n>06" €5 (a0)

onde Z%(ao)~ € o conjunto das palavras do tipo 8" = (6_n, ...,6_1,a0) com transigoes

permitidas em B.
Assim, duas configuracoes suaves relativas se intersectam se, e somente se,
N[ U seten)os( U dpu@))] o
n>0L \g"cxi(ao)~ A
Tal intersecao pode ser reescrita como
N U zeeaen)n( U Tpue)|+o
n>0L A" eng(ao)” 8" s (o)~
Em particular, esta intersecdo é ndo vazia para cada n, isto nos dd uma sequéncia
em 7, formada por conjuntos compactos que é pré-compacta (tem fecho compacto).

Noutras palavras, duas configuracoes suaves relativas se intersectam se, e
somente se, podemos construir uma sequéncia relativamente compacta onde o
(n+ 1)-ésimo termo € obtido a partir do n-ésimo pela aplicagdo de um operador de

renormalizagao.
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Definigao 6.7. Chamamos de Configuragoes Suaves Relativas das Geometrias
Limites de K e K, determinadas por 8,8, aos elementos de C = (Ax A)/H.

Os elementos de C sdo da forma

(] = [((8, 4),(8,4))] = {((8,t0 A),(8,t 0 A));t € AFE(R)}.

Com essa nova definigao, podemos utilizar o mapa candnico

yiAXA = PxP
C — @

esse mapa se comporta como uma projegao do espago C no espago ). Ele nos per-
mite definir, de modo natural, configuragoes ligadas, com intersegao e intersegao

estavel em A x A ou C.

Definicao 6.8. Um conjunto compacto L € C € recorrente se, para cada
U= ((Q: A)’ (é: A)) €L

el,0>0 com{+Z>0, podemos escolher palavras a = (ag,...,ar), &= (do,...,4z),

2 e i}é; com ag = 8y, o = o tais que
(Ta(8, A), T4(8, A)) = v € int(L).

Dizemos que L é imediatamente recorrente se, além disso, £+ £ =1 para qual-

quer u € L.

Considerando g@;,d; palavras da forma (ag,...,a;), € (do,...,d;) (onde, para
cada ¢z uma das palavras tem, pelo menos uma das palavras tendo mais de uma le-
tra), podemos obter os conjuntos compactos Ly, ..., Ly formados por £ e suas ima-
gens pelos operadores de renormalizagdo determinados por (as,...,as),(ds,...,d;).
Temos entao

1) L= U/jé, onde £} é uma vizinhanca de £;, é uma vizinhanca de £;
1

ii) T,iT,: esta definido em L; e o envia em L.
Disto temos

1. L= U'Ci € um compacto imediatamente recorrente que contém L;
1
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2. Qualquer conjunto compacto recorrente para g,§ é também recorrente para

(¢9,§") numa vizinhanga de (g,§) € Qnyg X Q5ny;

3. Qualquer configuragao relativa contida num compacto recorrente tem intersecao.
De fato, elas formam uma sequéncia pela aplicagao sucessiva de operadores de
renormalizacdo que estd contida num compacto (imediatamente recorrente),
logo, é relativamente compacta, o que implica que tais configuracoes possui

intersecao nao vazia.

Podemos entao apresentar o seguinte teorema, demonstrado por Moreira e

Yoccoz em [11], que utiliza compactos recorrentes para garantir intersegdo estavel.

Teorema 6.1. Qualquer configuragdo relativa (de geometrias limites) contidas

num compacto recorrente L tem intersecdo estavel.

Demonstragao. Pelo item 1 das observagoes acima, podemos supor, sem perda de

generalidade, que £ estd contido num compacto imediatamente recorrente.

Dado u = ((6, 4),(8, 4)) em £, vamos associa-lo ao elemento v = B(u) = (Ao
kQ,Aofcé) em P(6p) x P(6p). Como u pertence a um compacto recorrente, pelo
item 3 acima, ela tem intersegdo ndo vazia, e como tal propriedade é mantida ao
aplicarmos 8, v tem intersecdo nao vazia. Pelo item 2, a intersegdo assim obtida é

mantida ao perturbarmos (g, §).

Para concluir a intersegao estavel, basta mostrarmos que ao perturbarmos v,
ainda obtemos configuragoes suaves com intersecao nao vazia. Essa perturbagao

pode ser escrita na forma
(ho Aokl hoAok?)

onde h e h estio CT-proximos da identidade para algum r > 1. Como tais composigoes
ainda estdo em P x P, podemos aplicar operadores de renormalizacio adequados.
Se separamos a imagem de numa parte com translacao e uma parte sem tran§1agéo,
e considerarmos apenas a parte livre de translacio (Ao Aok i 0 A' 0 k'), ob-
temos elementos que estdao na mesma classe de equivaléncia em @), pois diferem
por um mapa afim. &' e i’ deverdo estar mais préximos da identidade que & € h
segue, por continuidade, que [(¢', 4"), (8, A")] estdo préximos em C. Isso nos d4 uma
sequéncia onde os termos sao obtidos a partir do anterior pela aplicacao de ope-
radores de renormalizacdo, e, por estarem se aproximando (em @), possuem uma
subsequéncia convergente, segue que as configuragoes assim obtidas se intersectam,

como queriamos.
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6.4 Transferéncia do Operador de Renormalizagao no Espaco

SxR

Nesta segdo, apresentaremos um resultado demonstrado em [11] por Moreira
e Yoccoz, que nos ajudara a estudar os conjuntos compactos recorrentes das geo-
metrias limites de conjuntos de Cantor regulares. Mais precisamente, mostraremos

um teorema que nos permite transferir esse operador para um espago mais familiar.
Fixamos o alfabeto A = {1,2,..., N}, o conjunto de transi¢des permitidas B =
{(n,m);n,m € A}, o shift ¥z e o mapa expansor ¢ do tipo X3, definido, em cada
I(n,m), (n,m) € B por
®(z)|7(m,n)(T) = P(n,m)T + q(m,n)
temos entao definido um conjunto de Cantor regular do tipo afim K.

Escrevendo I(n) = [a},,a2] e I(n,m) = [a}, ;,,02 ], temos (I(n,m)) = I(m).

Desse modo, p e g sao dados explicitamente por

2 1 2 1
ap — 0y (a'n B a’n) 1 1
Pnm)= 53— 1 € Anm)= 5 — 1 GnmT0nm
an An,m n,m n,m

se ® preserva orientacao, e
1 2 1 2
a, —an an —0an 1

DPn,m) = a2 € 4nm) = 2
n’

a +a
2 _ 1 n,m n
a’n,m an,m '

m a"il‘L,m
se ® inverte orientacao.

Podemos entdo achar o mapa F%1 : [(0;) — I(6y,61), que, por definicio, é a
fungdo afim com a mesma orientagdo de [®| ](go’gl)]_l. Como @, e, portanto, sua

inversa sdo funcées afins, F% coincide com [®| 1(90,91)]_1.

Se Pgy,6, > 0, F%1 preserva orientacdo, e seré dada por

2 1
a —a
061 _ 60,601 60,61 1 1
F= (IE) - 2 _ 1 (m_a91)+a90,91-
ael a,gl

No caso em que pg, ¢, <0, F91 inverte orientacdo, e neste caso,

86 ag,.0, — %, 4
001 . _bo,51 0,91 1 2
FH () = —— (2 —ag,) +ag,e,-
ag, — Qg,
Em ambos os casos, obtemos
1 4(60,6
Fggl(a:) = T— (60,61

D(60,61) P(60,61)

Agora, definindo S := Xz X Zg x R*, temos o teorema abaixo.
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-

€ um homeomorfismo entre o espaco de configuracdes C e S X R.

Teorema 6.2. O mapa L:C — S xR, dado por

)

Q|
S

(8, az+5), (8,30 + )] (e,é,

g ‘

Demonstracdo. Iniciaremos mostrando que L estd bem definida. Para isso, toma-

mos dois representantes de uma mesma classe em C, digamos
[(8,a12 +b1), (8,812 + b1)] = [(8, a2z + b2), (B, daz + b))
Entdo existe um mapa afim ¢(z) = az + b tal que
axz+by = a(aiz+b1)+0b
Goz+by = a(G1z+b1)+0b

isso nos da . . .
as aa a1

a; aai 01

by — by B abi+b—ab; —b B b1 — by
as - ad - 5,1 ’
de modo que suas imagens devem coincidir.

Para mostrarmos que L ¢ sobrejetiva, tomamos (Q,é,a,b) € S x R arbitrario,

e entéo tomando [(8,z), (8, az + b)] € C, temos

L([(6,2), (6, az +D)]) = (6,6,a,).

Para a injetividade, suponha que existam [(8,a12+b1), (8, d12+b1)] e [(8, aoz +
by), (8,d2z + by)] para os quais

L[(Q7a'1$ + bl)a (éa a'lx + 51)] = L[(Q: axT +b2): (é: &'23: + 52)]:

pela boa definigao de L, podemos considerar representantes particulares destas
duas classes. Aplicando ¢1(z) = % — % em [(8,a1z + b1),(8,81z + b1)] e to(z) =
i 2—2 em [(8,a2z + bs),(6,d22 + b2)] podemos supor, sem perda de generalidade,
que a condigao acima pode ser expressa como

L[(Q,:IJ), (é’ ciz+ &1)] = L[(Q,{E), (é: Gz + ng)]

mas isso nos da é; = & e diy = dy, de modo que determinam a mesma classe.

Assim, L™! estd bem definida e L e L~! sdo ambas continuas, uma vez que

suas fungoes coordenadas o sao.



Capitulo 6. Geometrias Limite de Conjuntos de Cantor Regulares 93

Usando essa aplicagao, podemos transferir o operador de renormalizagao das

configuracoes relativas C para o espago S x R.

Iniciamos tomando (6,8,a,b) € S X R, e temos
L_l(Q: é: a, b) - [(Qa :E): (é: az + b)]

Agora, tomando ((61,60), (81,60)) € B x B, temos determinado o par de operadores
de renormalizacao (T91,6’o:'f'9”1 9”0)’ e aplicamos ao que obtemos no passo anterior,

que nos da

(T, 60 T3, 5,)((6:2), (B,az +b)) = ((861,[z]0 FE% (z), (861, [az + b0 FE1))
= <<Q01, 1 x—q“’"’e”),
D(69,61) p(eoﬂl)

- dis
<Q91, 9 g ~(9°’el)a+b>>.
Do ,61) PGo,61)

- dig 5
Além disso, L envia <<Q01, L T — 9(60,61) ), <Q01, — a T— ~(90’€1) a+ b>> em
D(6o,61)  DP(60,61) Dgo6)  Pigo,éh)

o q(éo, él)p(QO;el)

<Q91, éél:ma’p(%, 61)0 .
Do ,61) PGo,61)

a+ q(9o,91)>

que nos da a transferéncia desejada. Denotamos

T —-1._
Lo (T91’90’T9~1,9"o) oL "= T((Glﬂo),(éo,él))

e finalizamos definindo os seguintes casos particulares quando aplicamos o operador

de renormalizagao em apenas um dos conjuntos de Cantor:

T((61,00),id))(8,8,0,0) = (661,8,ap(g, 61, bP(60,61) + U(60,61))
o . a ‘7(5 61)
Ti i g (Q:Qaaab) = (Q:Qel) ~ :b_a~ 2= )
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7 Intersecoes Estaveis de Conjuntos de
Cantor do Tipo Afim

7.1 Intersecoes Estaveis de Conjuntos de Cantor do Tipo
Afim

Vimos em capitulos anteriores critérios suficientes para garantir a intersegao
estavel entre pares de conjuntos de Cantor, além de alguns exemplos que satisfazem

tais condigoes.

Nesta segdo, apresentamos um resultado demonstrado em [2] por Honary,
Moreira e Pourbarat, que apresenta uma familia de conjuntos de Cantor do tipo
afim, definidos por mapas expansores afins e com dois elementos em sua partigao
de Markov, que € o caso mais simples possivel, que possuem intersegdo estavel em
muitas posigoes relativas, mas que nao satisfazem o teste da espessura generalizado

nem o Gap Lemma.

Considere os conjuntos de Cantor afins do tipo

K —
0o 1 3 n+3

N

definido por
(n+3)z, z€l0,1]

Y(z)=
(n+3)(z—3)
BEPES, ze[3,n+3]
e
K ( )
0 3 5 8
definido por
8z
=, z€(0,3
®(z) = 3 0,3]

88 zels,8]
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Para ver que tais conjuntos ndo satisfazem o GTT, tome A = % et= —%,
assim 3 19 3 19 3 19
-.3-—<0<1l<-b—-—<--8——<3.
5 10 SO<is 5 10 < 5 10 <

De modo que, considerando os respectivos dominios de Markov, %D — % e D nao
- . 3N 19 —
estao contidos um num gap do outro, e (ED — E) ND = (0, para qualquer valor de

n.
Observe ainda que, paran > 1
13

T(K)-T(f{): 55 <1,

de modo que o Gap Lemma ndo pode ser utilizado para garantir intersegdo estavel.

Uma vez que os conjuntos de Cantor acima sdao do tipo afim, logo, com
mapas sobrejetores, vamos considerar apernas o alfabeto de simbolos, uma vez
que todas as transigoes sao permitidas, e considerando os devidos operadores de
renormalizacao, podemos associar a esse par de conjuntos de Cantor os seguintes

mapas, definidos em R* x R — R* x R

Ty = T(O,id)(aab) = ((n+3)a: (n+3)b)
T T(l’id)(a,b):<(n+3)a,(n+3)b—3(n+3)>

n n n

3
To = T(id,O)(aab):<§aab>

3
T = T(id’l)(a,b):<§a,b+5a>.

Temos entao o seguinte teorema.

Teorema 7.1. Se K e K sdo os conjuntos de Cantor definidos acima, entao
para n > 130, existe um compacto recorrente nao vazio de configuracoes rela-

tivas.

Demonstracao. Mostraremos que o conjunto compacto £ dado por

L‘,:{(a,,b);1§a§M

, 8a—|—b27eb§n—|—2}

é um compacto recorrente. Na figura abaixo apresentamos a particao desse con-
junto que serd utilizada na demonstragdo. Em cada um dos casos destacados, acha-
remos composicoes adequadas dos operadores de renormalizacdo que resultarao em

pontos de seu interior.
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n+2

Observe que 1 < a < ”TJFS <=~ e8a+b>11>7, logo, os pares (a,b) que

satisfazem essas desigualdades estdao em L. Aplicando 74, temos

(n+3)a (n+3)b_3(n+3)>-

Ti(a,b) = (

Agora,
1

2
. n+3 < (n+3)a§ (n+3) _ 3(n+3)
n n 3n 8
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onde a ultima desigualdade é valida para n > 24. Além disso,

3 3
g(n+2—3)<ﬂ> =n+2-— <n+2

0< (n—|—3)b_ 3(n?;|—3)

n n

7<8

(n+3) < 8(n+3)a+ (n+3)b_ 3(n+3)
n n n n
onde a primeira desigualdade vale para n > —3.

Como as desigualdades sdo validas estritamente, T4 (a,b) € int(L).

Caso 2: Se%ﬁ<a§@e3§b§n+2.

Quandon > 1, temos 1 < "TJ“Q’ e7< Sngﬁ < 8a+b,de modo que os pares (a, b)

que satisfazem essas desigualdades estdo em L. Aplicando T} o Th, temos

Tlo’f'o(a,b):T1<ga,b> _ (3(n+3)a, (n+3)b_ 3(n+3)>'

8n n n

Entao temos

3(n+3)2 3(n+3) _9(n+3)? 3(n+3)
<
ST oam ST 8n %S 6am S 8

1

onde a ultima desigualdade ¢ valida para n > 1,. Além disso,

3(n+3)? < 8-3(n+3)a+ (n+3)b_ 3(n+3)

T<8-
< 24n 8n n n

e b < n—+2 é andlogo ao caso anterior.

Como as desigualdades valem estritamente, T 074 (a,b) € int(L).

Caso 3: Se3§a§w,b<3,3a+b28.

Neste caso, se n > 1 temos n+2 > 3, de modo que (a,b) satisfazendo essas

desigualdades estd em £. Aplicando T, temos
- 3
To(a,b) = <§a,b>.

Entao, temos
9

1
< 64

3
<-a<—-(n+3)< g(n+3).

00| ©
ool w

Agora,
3
8-§a+b:3a+b28>7

e, por nossa hipdtese inicial, b < n+ 2, de modo que todas as desigualdades

sdo satisfeitas estritamente. Assim, Ty(a,b) € int(L).
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Caso4: Sel1<a<3,b<3e8a+b>10.

Caso 5:

(a,b) € L se n > 5. Como

Ty(a,b) = <(n+3)a’ (n+3)b_3(n+3)>

n n

temos

< (n+3) < (n+3)a > 3(n+3) < 3(n+3)
n n n 8
onde ultima desigualdade vale para n > 8. Além disso,

(n+3)b 3(n+3)
T n

0 2
- <0< (n+2)

paran > —1. B

(n+3)

8(n+3)a+ (n+3)

b= (n+3)(8a+b—3) >
n n n

como todas as desigualdades valem estritamente, T7(a,b) € int(L).

Sel<a<3e7<8a+b<10.
3(n—|—3)

Observando que 1 <a <3<

—=T>7

,paran>5e8a+b<10=5b<10< n+2

se n > 8, temos que os pares (a,b) que satisfazem essas desigualdades estao

em L.

Denotaremos

3u(a)
gi(a)-1 a

=
[e8)
o1

, c(a) =

=
> A
Q
VAN
[\
|
o)

z
AN
)
AN
w

: 2,
1(a) =
3

' 135

como 1 < a < 3, temos
9 < cla) < 81
8~ 64

e podemos supor, em particular, que

4 9 81 32
= < o 22
5 <g=ca)<g <

Precisaremos de algumas desigualdades, listadas abaixo:

3
1. 10—3-3m—3m2—c(a) < ’En(T”;)? valida para n > 42;

2. 4—3m > mg, valida para todo n ;

2
3. 3m2—i—wr3 c(a)<%,paran>0;

4. 4—32c(a) > ﬁ, para todo n;
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27 (n=17)
5. < n+3

6. 3+3m — (137’;113?3)m <Z—ié,paran>8;

7. 3+ oiam— 5(*5i3° +3) > 7fs, paran > 25.

m?, para n > 95;

Se tomarmos entdo n > 130 todas essas desigualdades sdo validas.

No que segue, encontraremos algumas composigoes apropriadas dos operado-
res de renormalizagao que associamos a K e K, escreveremos cada composigao

de um modo particularmente 1util que sera argumentado.

I. Cf’f(a) oTyoT} = <—r('"’:3)4 (%)i(a)a, —r(”:3)4 (8a+t—3—3m—3m?— c(a)))

Para mostrar que tal composigao tem essa forma, iniciamos supondo

1(a) = 2, e nesse caso, temos

‘ , 3 3 3
H o TyoTHa,h) = Tf(“)oT°(<n+3> “’(n+3> b’?’(n_H)

n n

_ 7@ ((n ?—;3)4 2 (7 :33)4 b_3)_3" :23)3 NG n+2 s))
(s
4 4
_3(nz3)_3>+5(n;3) - .g(n;;?)) a)
_ <<g>2(n:33)4 (n:3)4<(b 3)— 3?
- (@ (n £3), (ot 3) (b_ 3 3m— 32

3
+5a+5-§a>>

— <<§>2(n+3)4a, (n+3)° (b—3—3m—3m2

n3 n3

+8a + 5a§ — 3a> )
1(a) 4 4
B I G ) A G ) PP
8 n3 n3
—3m2—c(a)>>
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fazendo uma conta similar para i(a) = 3 temos o resultado desejado.
1. T o TyoT? = <(“—:§£(g)i(a) (43 (8a 4+t —3— 3m—c(a))>

Também iniciaremos supondo que z(a) = 2

. . 2
7@ o Ty 0 T2(a,0) = T{<a)oT0<<”:3> a,<”:3> (b—3)— 3(”:3»

_ e ((n+3)3 (n+3)3(b 3 (n+3)2>
b n
- << ) (n 3y (nis)g(b 3 3<n;3)2
(n—i—3)3+5 3\ (n+3)3
- §z(n+3)3 (n+3)2 (n+3)<8_> 112 )
- ((5) e B (P P00
(n:3)3+5 (2)(71:23)3)
= <<§>2(n :23)3a, (n;|71_23)3 <b—3—3m—|—5a—|—5ag>>

_ <<§> " (n ::23)3 o, (7 ;3)3 <8a +b-3-3m— c(a)) )

o caso em que (@) = 3 é mostrado de modo similar.
~ ~q _ 3 . 3
1L TooT ™ 0Ty o T2(a,b) = (%(g)d%, (8 (8a+b—3— gc(a))>

Agora, tomando i(a) = 3, temos

. ) 2
Too i o TooTia) = TooBi @ omy((%12) “’(ni?)) =)
_3<n+3>>
n
3
B ToT’(a) 1<(n+23) (n+3) (b—3)
n
_3(n+3)2>
n
2
s ((3 (n+3)3 (n+3)3
- A((5) el

3)2 33 3 3)3
—SM%—Sa(nJF2 ) +5a-—(n+2 ) )
n n 8 n

_ <<g>3(n+3)3 (n+3)3(b 3

n2
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PR N Gt P §(n+3)3>

n n2 8 n?
3 3 2
_ ((g) (n;l|—23) a’(ni—lB) ((n;l|—3)(b_3)_3>
+5a(n;;3)3+ ag(n:;?’)s)

- ((5) e e

n2

3 3

n2 8 n?

_ ((g)s (n ;;3)3(1, (n ;523)3 (b— 3— 3m+5a+5a§>>

_ <<g>i(a) (n+3)3a, (n+23)3 <8a+b_3_3m_26(a)>>

n? n

para i(a) = 2 o resultado ¢ obtido de modo similar.
IV. TyoTUD ™ o TyoTi(a,b) = <%(g)i@a, (43 (80 4+ b—3— gc(a))>

Novamente, suporemos %(a) = 3, e o caso ¢(a) = 2 serd obtido de modo

similar.

Toon(a)_loTooTl(a,b) = Toon(a)_loT0<(n:3)a, (n+3)(b—3)>

— Fhofi@- <(n+3)2 ,(n+3)2(b 3))

n

2
= ’f’o ( (g) (n+ 3)2 a, (n —;3)2 (b—3)+ 5a—(n + 3)2

. §m>
n

8
- <<§> (n+3)° (n;3)2<b—3+5a+5a§>>

B <<§>z(a) n+3)2 (n;3)2<8a+b_3_§c(a)>>

Por simplicidade, denotaremos por (&, b) as imagens de (a,b) pelos operadores

oo

oo

acima obtidos.
Iniciamos observando que

9P (2) a2

n
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e 0 mesmo pode ser feito com os demais valores de 4. Como % £ <c(a) < 15,

temos
(n+3)2 (n+3)2c(a)

8n 5— 8n

e
(n+3)4 o(a) < (n+3)4 32 (n+3)° '2.3(n+3) <3(n+3)
- 15 nd 45 8 8
como ("J;f’) < (”:23)3 < (”:33) , isso nos da
3
1<a <3( ; )

Para as demais desigualdades necessarias para mostrar que £ é um compacto

recorrente, dividiremos em alguns casos.

i) 8a+b>3+3m+ 3m? +n+3 m3

Aplicando o operador I, entao

. (n+3)4(3\"@ ~_(n—|—3)4
G="—73 3 a e b= 3 (8a+b—3—3m—3m?—c(a))

assim,
. 3)4
gatrh = (T3 (8-C(a)+8a+b>
n 8

4
- (”23) (8a+b—3—3m—3m?)

3

(n+ 3)*
n

—3—3m—3m2>
n+3

8
<3+3m+3m + m

(n+3)* 8m?
n®  (n+3)

(n+3)3 8n
nd  (n+3)3

> 7

além disso, pela desigualdade 1, temos

34
(nnL)U 3m—3m2—c(a)) <n+2
usando isso,
4
b = (n::a) (8a+b—3—3m—3m?—c(a))
(n+3)4

3 (7—3m —3m?—c(a))
< n+2
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1
ii) 8a+b<3+3m+ (Zis) m?+c(a)

Neste caso, aplicamos o operador II, e temos

n ia) . (n4+3)3
d= ( ;;23) <8> a e b= ( 1—3) (8a+b—3—-3m—c(a))

e usando a desigualdade 2, temos

a+b = (n;3)3(8-c(8a)+8a+b—3—3m—c(a)>
_ (nf)s(s +b—3—3m)
> (n+3)3(7 3—3m)
_ (n+3)3(4 3m)
(n—|—3)3 n
~ n? " (n+3)?
= 8(n+3)
> 7
P (n+3)
= 3 (8a+b—3—-3m—c(a))
< @(3%—3 +( nt )m 24 ¢(a) —3—3m—c(a)

(n—|—3)3.(n—|—1)' 'n,2
n?  (n+3) (n+3)?
= n+1

< n+2

iii) 8a+b6>3+3m+ (nafg)m2 +2¢(a) e néo estamos no caso (i)

Aplicaremos o operador III, neste caso,

3 i(a) 3
&:(n+3) <§> a e 5:(n+3) <8a—|—b—3—3m—§c(a)>

n? n?
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entao temos

84 +b

>

3)° 5
%<8a+b—3—3m— gc(a)>

3)3 8 5 5
(n ;; ) <3—|—3m+ n——|—3m2 + gc(a) —-3-3m-— gc(a)>
(n+3)3 8 n?

n? (n+3) (n+3)2

8
7

e, similarmente, usando a desigualdade 3, temos b<n+2
(n+1)

iv. 8a+b<3+

n+3

m+8c(a)

Aplicaremos o operador IV, assim,

a=

n

(n+3)?

(n+3)2

1(a)
§> o e b

: <8a+b—3— gc(a)>

<

donde, pela desigualdade 4,

8a-+b

e para b, temos

b

~

2
(n:’f&) <8C(8a) +8a+b—3— gc(a)>

_ (n+3)? 5
= - <8a+b—3— gc(a)>
> (77,4;3)2 (4—gc(a)>
(n+3)? n
n ° (n+3)?
= 8
> 7

@(m%—b—i%— gc(a)>
(n+3)? (n+1)
n <3+ n+3

(n+3)* (n+1) n
n (n+3)(n+3)
n—+1

8 8
m+ gc(a) —3— gc(a)>

n-+2

Agora, analisaremos duas possibilidades, de acordo com o intervalo onde a se

encontra.
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e 1(a)=3
Neste caso, a € (2¢,3) e, entdo c(a) < —g -3 =281 como
2 81 27
3 64 32

temos, pela desigualdade 5,

2 8127 s(n—7) 8m? (n+1)m? 5
36432 <™ ni3 Tnys " niz @30
isso nos da

3+3m+ s m? + c(a)<3—|—3m—|— +1m +c(a)
n+3 n—+3

e, temos, pelos itens ii e iii,

8 5 1
3+3m+——m2+-cla)<8a+b<3+3m+ im2+c(a)
n—+3 3 n—+3
de modo que a imagem de (a,b) por composi¢oes adequadas dos opera-

dores de renormalizagdo estdo em int(L).

N 256

[} 7,(0.,) = 2, ac [1,@]
Neste caso ndo conseguimos garantir a desigualdade acima. Caso ela con-
tinue valida, retornamos a ele, de modo que composicoes adequadas dos

operadores de renormalizagao estao no interior de L.

Observe que, para n > 4,

8 (n+1)
34+3m+3m*+—m3>3
+3m+3m +n+3m >3+ +3m + c(a)
e os pares (a,b) tais que
n+1 n+1

8 5 8
8a+b < min{3+3m+ n——|—3m2 + gc(a,),?>—i—3m—|—3m2 + n—+3m3}

nao estao contemplados nos casos anteriores. Suponhamos entao que tais
desigualdades sejam validas.
De

1 8 5
3+3m+im2+c(a) <8a+b<34+3m+——m?+ c(a)
n+3 n+3 3
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temos
(n+1) , 8m? 5 3m2(n—"17)
= = 4 2a) e 7.2
n+3 m +c(a)<n+3+3c(a) 2(n+3) <cla) (7:2)
além disso, como
1 8
3—1—?1—1_3m—|— —c(a) < 8a—+b < 3+3m+3m? +?m3
temos
3/(2n+38) 5 8 3/2n+16
- 3 —_— = 3 .
C(a)<8< ni3 ™ ) s\ ags T (7:3)
Aplicando a esses pares (a,b) o operador
'f'l O'f'o OTo(a,b) = OTo((’n,—i—3)a, (?’L—|— 3)b)

( (n+3)a, (n+3)b>

(n+3)a (n+3)(b+5- g ))

[\

49 9
8a+b—— —a>

(n+3)a,(n+3) 8a+b——c(a)>

(n+3)a,(n+3)

2

(
(n+3)a,(n+3) <8 +b— —a>

(

(

[\

ocolw o0olw oo w

temos entao

2 2
1< <g> (n+3) < <3> (n+3)a < (":3) gigg <3(n;3)

usando que 8a+b < 3+ 3m + n+3m + 2¢(a) e as desigualdades (7.2) e

6, temos

(n+3) (8a+b—%c(a)> — (n+3) 8a+b——c(a)——c(a)>

< (n+3)<3+3 + m2_3§'2$;2m2>
oo S
_ (’n+3)<3—|—3m—|— (EFM»
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. @1+3)<3+3ﬂ1+ m? (17n+443>>

n+3 3
(n+1)
< (n+3)—=
( )(n+3)
< n+2
e usando que 8a+b > 3+ (Zié)m—l— %c(a) e as inequagbes 7.3 e 7,

(n+3) <8<g>2a+8a+b— %c(a)) — (n+3) <s@ +8a+b— %c(a))

= (n+3) <8a +b— %C(@)

= 8a+b-— gc(a) - %GC(G,))

(n+1)
n—+3

16 3(2n+16
- +3
9 8\ n+3

> (n+3)<3+

como as desigualdades sio estritas, 71 0Ty 0 To(a,b) € int(L). Isso finaliza

o caso 5.

Caso 6: Se3§a§3@,8a—i—b27e3a+b<8.

Como b<3a+b<8<n+2sen>6, temos que (a,b) € L. E neste caso,
usando

T1(a,b) = (ga,b—l— 5a>

obtemos, para a primeira entrada

3 3 3 _(n+3) (n+3)
1<--3<-a<--3 3
R I T
para a segunda entrada,
(n+3)

b—|—5a:b—|—3a—|—2a<8—|—2a§8—|—2-ST <n+2
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onde a ultima desigualdade vale para n > 33. Além disso,
3
8- §a+b+5a: 8a+b>"7

quando essa desigualdade vale estritamente, junto com as outras, temos T (a,b) €

int(L). O caso onde a igualdade ocorre esta contemplado no caso 5.

Isso encerra a demonstracao do teorema.
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8 A Topologia da Diferenca de Conjun-
tos de Cantor do Tipo Afim

8.1 Uma Condicao Para a Nao Existéncia Interse¢oes Extre-

mais Estaveis

No exemplo 5.1, construimos, a partir de um conjunto de Cantor KCK
com T(I~( ) > 7(K), e isso foi feito omitindo intervalos da partigdo de Markov R =
{L,...,I;} de K e considerando o mesmo mapa ¥ que o define restrito a tais inter-

valos.

No exemplo citado, os intervalos omitidos nao estdo nos extremos do fecho
convexo de K, isto é, I; e I, ndo foram omitidos. Veremos como proceder para
obter uma construgao similar caso um desses intervalos tivessem sido escolhidos (€
claro que s6 obtemos um conjunto de Cantor caso existam 2 intervalos da partigdo
de Markov que ndo tenham sido omitidos, e assumiremos que isso é satisfeito).

Observe que esse caso € mais delicado, uma vez que o fecho convexo de K é alterado.

Seja K um conjunto de Cantor regular com particdo de Markov R ={I1,..., I}
e fungdo expansora ¥ tal que ¥|;, é crescente e sobrejetora e que 0 é o extremo
esquerdo de I;. Omitiremos o intervalo I,. Se ¥|I,_; é crescente e sobrejetora, to-
mamos b como sendo o unico ponto fixo de ¥ em I,_1, se ¥|;,_, é decrescente
e sobrejetora, tomamos b como sendo o extremo direito de I,—;. Obtemos entao
um conjunto de Cantor X C K, com particao de Markov R= {fl,...,f,_l}, onde
I; = ¥~1(]0,b]) N I;, e mapa expansor ¥ definido como a restrigio de ¥ aos inter-
valos de R. Observe que algum dos J; podem ser vazios. Caso isso ocorra, nossa
particao de Markov devera ter menos que 7 — 1 elementos. Isso ndo é um problema,

uma vez que a quantidade de intervalos remanescentes devera ser, no minimo 2.

Daremos um exemplo particular dessa construgao, que, juntamente com nosso
proximo teorema, mostrara que a existéncia de intersegdo extremal estavel depende

da ordem dos conjuntos de Cantor.

Exemplo 8.1. Considere o conjunto de Cantor do tipo afim

K ( )=

11 13 14

ot~
[e)

0
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construimos a partir de X um conjunto de Cantor K seguindo o caminho descrito

acima.

Como Y| 11 € sobrejetiva e crescente, tomamos b = %, que ¢ o unico ponto
fixo de ¥ljg,11] = ¥z — 8 Entdo K tera partigdo de Markov R = {[0, 26,2 e

sera dado por
28
6 _] ) .
3

FO 1 2 3

K= \If‘”([o,? U

n>1

Entao, se considerarmos o conjunto de Cantor

entdo (K, K) néo satisfaz o GTT. Para mostrar isso, basta considerarmos A = %,
t=114¢,0<e< %, entdo considerando os respectivos dominios de Markov, temos
que D nao esta contido num gap de %5—}— 11+¢, 2D+ 11+ ¢ néo est4 contido num
gapdeDe (3D +114e)ND=0.

Porém, 7(K) = £, de modo que, 7(K) - 7(K) = 51> 1, assim, (K,K) tem
intersegdo estavel garantida pelo Gap Lemma, como K C K, temos que (K,K)
tém intersegdo estavel. Além disso, (K +3,K), e assim, (K + 3,K) tém intersecéo
extremal estdavel. Porém, como %@4—) ¢ Q e para A = % et=11+4¢, temos KN
(3K +14) = 0, pelo teorema 8.1 K — K ndo contém intervalo, ou seja, (K, K + 14)

nao tem intersecdo extremal estavel.

Definig¢ao 8.1. Dados dois conjuntos compactos C1 e Cs com fechos convezos
[a,b] e [c,d], respectivamente, diremos que Ci1 — C> se, e somente se, a <
c, b<dec<bd.

O teorema abaixo, que foi demonstrado em [5], caracteriza quando a diferencga
aritmética de dois conjuntos de Cantor regulares K — K tais que o extremo direito
de K coincide com o extremo esquerdo de K contém um intervalo do tipo [0,4],
0> 0.

Teorema 8.1. Seja (K,R’) um par de conjuntos de Cantor regulares com
particées de Markov R = {Ii,...,I,}, R ={Ji,...,Js} e mapas expansores ¥
e U, respectivamente, tais que o extremo direito de K coincide com o extremo

esquerdo de K e, além disso, ¥'|1, e ¥'|;, sdo afins, crescentes, sobrejetoras

e % ¢Q. Entio K— K 7 [0,6] para todo § > 0 se, e somente se, existem
1

A>0etER tais que AK+t) — K e AK +t)NK = 0.
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Demonstragdo. Iniciaremos supondo que K — K 2 [0,0] para todo § > 0. Como
os extremos direito e esquerdo de K e K, respectivamente, coincidem, temos que
0 € K — K. Noutras palavras, K e K se intersectam. Mas como K — K 7 [0,0] para
todo 0 > 0, essa intersegdao ndo pode ser estavel, isso nos diz que, para qualquer
€ > 0, existe ¢ > 0 para o qual (K +t) — K, mas (K +t)NK =0.

Para a volta, fazemos A\ = ¥'|;, e Ay = ¥'|,, como a = %%g% ¢ Q, entao /\3%;—
para (m,n) pares de nimeros inteiros, é denso em R*. De fato, tomando o log, que

€ um homeomorfismo, temos que este conjunto é denso se, e somente se,

A = {nlog)\g—mlog)\l;n,mez}
log A1
= <logh — ; Z
{og 2<n mlog)\2>,n,m€ }

log A1
log A2

= log)\g{n—m ;n,mEZ}

é denso, o que de fato é verdade.
Definimos uma aplicagao
f:R = P(R)
v o K —vK

onde P(R) é o conjunto das partes de R. Mostraremos que f é continua conside-

rando em P(R) a métrica de Hausdorff, definida por
d(X,)Y)= .max{ supd(z,Y),supd(X, y)}
z€X yey
Entdo, dado § > 0, temos, para v; € R tal que |y; — | <4,
), fO) =max{ s dtK-mK), sp do,K-vK)|.

teK—yK veK—m K
Note que sup deve ser alcangado nos extremos, que devem ter a forma §—yy e §—
71y de modo que a distancia entre eles é menor que §, o que mostra a continuidade
de f.
Pelo exposto acima, dado ¢ > 0, existem infinitos pares de inteiros (m,n) tais

que

A ‘

—= —A| <.

‘/\’1”
Entdo, para é suficientemente pequeno, tomando ¢ ¢ K — A\K, temos que

,. A2 ,.
tg K — ﬁK = A"t ¢ "K -\ K.
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Para tais valores, temos
(A["K + ;") — A "K

Agora, como A1, Ay > 1, se z € KN (K + Aot), entdo = y+ A, "t para algum
y € K, isso nos da
z=A]"AT Y+ A= AT G+ A

pois y € K que é invariante por ¥. Temos ainda, pela ¥-invariancia de K, z = A"
para algum # € K. Isso mostra que z € A;"K N (A ™K + A, "t). Noutras palavras,

KN(K+Xt) CA"EN(AT™K + ;™)

Assim, se \;™t ¢ \;"K — AT™K, temos que A\;"t ¢ K — K, como A;™t pode ser

arbitrariamente pequeno, isso implica que, para todo § > 0, K—K7 [0,0].

8.2 Cantorvals

Nesta segao, vamos definir um Cantorval, um tipo de conjunto perfeito, com-
pacto, com interior denso e fronteira fractal. Tais conjuntos serdo tuteis para estu-
dar a estrutura topoldgica da diferenga aritmética de conjuntos de Cantor afins.
Diferengas aritméticas que sdo topologicamente um Cantorval contrastam com
aquelas onde as intersecoes sao garantidas pela espessura, nas quais a diferenca

aritmética é uma unido de intervalos.

No que segue, consideramos apenas os gaps limitados do conjunto, que sera
qualquer componente conexa limitada do seu complementar. Um intervalo é en-
tendido como um intervalo néo trivial, e um ponto é entendido como um intervalo
trivial. Além disso, usaremos R para indicar elementos a direita e L para indi-
car elementos a esquerda. Isso destoa de capitulos anteriores, onde utilizamos, por
exemplo, Tp para espessura direita e 7 para espessura esquerda. Essa modificagao

serd feita para seguirmos o padréo ja consolidado na teoria.

Definigao 8.2. Seja C C R um conjunto compacto e perfeito tal que qualquer
gap € acumulado em cada lado por infinitos intervalos e gaps € chamado de

M-Cantorval. Tal conjunto € formado por pontos, intervalos e gaps.

Um subconjunto C C R compacto e perfeito no qual todo gap tem um in-
tervalo adjacente a sua esquerda (direita) e é acumulado a direita (esquerda)

por infinitos intervalos e gaps € chamado de R-Cantorval (L-Cantorval).
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Podemos obter exemplos de um R-Cantorval (L-Cantorval) a partir de um
conjunto de Cantor expandindo todos os pontos finais a esquerda (direita) de gaps
em intervalos cuja soma dos comprimentos é finita. A construcao de exemplos é
analoga para M-Cantorvals, mas dessa vez utilizamos um subconjunto denso enu-

meravel do conjunto de Cantor.

Exemplo 8.2. Construiremos, a partir do conjunto de Cantor Ternério, K, um

R-Cantorval.

Para isso, iniciamos com o intervalo [0, 1] e removemos seu tergo médio, Oy =
(3,%), restando os intervalos I; = [0, 3] e I = [2,1].

Na segunda etapa removemos de /5 seu tergo médio, O,, restando trés inter-
valos: I1, 51, Is5. Na terceira etapa, removemos de 55 se tergo médio Oas, restando

os intervalos I1, 121, I221 € Ioas.

De modo geral, na 7-ésima etapa, removemos o terco médio de I o, onde a
palavra tem tamanho i-1, removemos o intervalo Oy -, também com palavra de
tamanho i-1, restando os intervalos I, I»1,...,I5. 21,...,I22, onde as palavras tém

tamanho 1,2,...,2— 1,17, respectivamente.
O conjunto obtido ao fim da construcdo ¢ um R-Cantorval.
Antes de prosseguirmos, daremos uma classificagao para os gaps que apare-

cem na soma aritmética de conjuntos de Cantor regulares.

Definicao 8.3. Dado um gap O na soma aritmética de dois conjuntos de

Cantor regulares, dizemos que O € um:

e RL-gap: Se O é um gap entre intervalos;

e R-gap: Se O é um gap com apenas um intervalo em seu extremo es-

querdo;
e L-gap: Se O € um gap com um unico intervalo em seu extremo direito,

e C-gap: Se O é um gap do tipo Cantor, ou seja, ndo contém intervalo em

seus extremos.

Observe que todos os gaps de um M-Cantorval sdo C-gaps, enquanto num

R-Cantorval(L-Cantorval) temos R-gaps (L-gaps).

A seguir, mostremos uma proposigao que apresenta um conjunto aberto U de
conjuntos de Cantor regulares, no qual para pares genéricos (K, K YeU, K+ Ké

um M-Cantorval.
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Dado um conjunto de Cantor K, com partigdo de Markov R ={I1,..., I, }, com

fecho convexo I e mapa expansor ¥ tal que ¥|;, := ¥() & crescente e sobrejetora.

Se ¥ é de classe C? e p € K um ponto fixo para ¥(*) com p € I (este ponto
existe pela sobrejetividade de \If(i)), segue do Teorema de Linearizagao de Poincaré
que existe um difeomorfismo ¢;) de K tal que ¥':= ¢;)0 Tio ¢(;)1 é afim em A~1(I;)

com inclinagao A;.

Definigao 8.4. Dado um conjunto de Cantor K com mapa expansor ¥, com
as notagdes acima e as restricoes de ¥ aos intervalos adequados, conside-
ramos ¥F = ¢, 0 v(r) o ¢;1 e ¥l .= g0 v o ¢1_1. Definimos o Conjunto de
Cantor Generalizado & Direita de K por KE := ¢-(K) e o Congunto de Cantor
Generalizado & Esquerda por K := ¢1(K).

A préxima definigdo sera bastante utilizada em nossos préximos resultados.

Definicao 8.5. Dados dois conjuntos de Cantor requlares K e K , dizemos
que o par (K, R’) satisfaz a Propriedade xL se exristem A >0 et € R tais que
KE — OAKE+t) e KEN(AKL +1)=0.

Dizemos que (K,K) satisfaz a propriedade xR de (K,K) satisfaz a pro-
priedade *L.

A demonstragdo da préxima proposicdo, apresentada em [4], nos d4 uma es-
tratégia para concluir quando um conjunto € um M-Cantorval. Essa ideia serd tutil

em nosso ultimo resultado. Para ela, faremos uso do seguinte lema.

Lema 8.1. Se dois conjuntos de Cantor requlares K, K possuem gaps © = (a,b)
de K e 0= (c,d) de K tais que a+c=b+d, entdo podemos perturbar um deles
de modo a obter um par de conjuntos de Cantor tal que a' +c# b +d para

qualquer conjunto de Cantor numa vizinhanc¢a deste par.

Pelo lema acima, o conjunto dos pares de conjuntos de Cantor regulares tais
que (K, K ) possui um par de gaps tais que a+ ¢ # b+ d tem interior denso, logo,
o conjunto dos conjuntos de Cantor onde essa propriedade ndo ¢ satisfeita é enu-

meravel.

Em particular, este argumento mostra que dado um par de conjuntos de Can-
tor regulares (K K ) existe apenas uma quantidade enumeravel de A para os quais
o par (K, )\f{) nao possui gaps tais que a+ ¢ # b+ d. Donde, para pares genéricos
de conjuntos de Cantor regulares (X, K ) existem gaps em K com extremos a,b e

em K com extremos c,d tais que a +c¢ # b+d.
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No que segue, considere Q = {(K,K); HD(K)+ HD(K) > 1}.

Proposigao 8.1. Sejald ={(K,K)} o conjunto dos pares de conjuntos de Can-
tor requlares definidos por funcées crescentes tais que (K,—K) e (K,—K)
satisfazem a propriedade %L, e HD(K)+ HD(IE') > 1. Entdo, para pares no

subconjunto residual U de Q, K + K é wm M-Cantorval.

Demonstragdo. Tomando (K, K) € U, temos que K + K = int(K + K). Vamos su-

por que existem gaps O = (a,b) de K e O = (c,d) de K tal que a+c#b+d e que
log(¥”|4(11)) 1og(¥F|g(r,)) ¢Q
log(¥155,))"" 108(¥F(s,))

Mostraremos que, sob tais hipoteses, K + K é um M-Cantorval. De fato, os

extremos de gaps de K + K sio da forma a+condea € K e c€ K. Se considerarmos
os extremos esquerdos dos gaps, entdo a e ¢ sao extremos esquerdos de gaps de K
e K, respectivamente. Segue que existe um gap de alguma etapa da construgao
de K cujo extremo esquerdo € a, logo, existe um intervalo U desta etapa tal que
U = [z,a] e, similarmente um intervalo de alguma etapa da construgdo de K da
forma V = [y,c]. Fazendo K' = KnNU e K'= _f(ﬂV, temos que os conjuntos de
Cantor linearizados de K’ e K’ sdo similares aos conjuntos de Cantor linearizados
de K ¢ K. Segue do teorema 8.1 que K + K nio contém intervalos adjacentes a
a -+ ¢, assim, a+ ¢ é acumulado por intervalos e gaps. Um argumento andlogo vale

para o extremo direito, de modo que X + K é um M-Cantorval.

Com argumentos similares podemos mostrar a seguinte proposigao.

Proposigao 8.2. Seja UE = {(K,K)} wm conjunto de pares de conjuntos de
Cantor regulares definidos por funcdes crescentes tais que (K,—R’) satis-
faz a propriedade xL e (K,—K) tem intersecdo extremal estdvel e HD(K)+
HD(K) > 1. Entdo, para pares genéricos (K,K) € UE, K+ K é um R-Cantorval.
Vale o resultado andalogo quando (f{ ,—K) satisfaz a propriedade xL, neste

caso, K+ K é genericamente um L-Cantorval.

8.3 Diferenca Aritmética de Conjuntos de Cantor do Tipo
Afim

Nesta secdo, usaremos os resultados das segoes 8.1 e 8.2 e os conjuntos de
Cantor definidos no capitulo 7 para estudar a topologia da diferenca aritmética

desses conjuntos de Cantor. Usaremos as notagdes das segoes e capitulo citados.
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Antes de enunciarmos nosso ultimo teorema, demonstrado por Honary, Mo-
reira e Pourbarat em [2], provaremos alguns lemas que juntos nos dardo a conclusio

desejada.

Lema 8.2. Paran € suficientemente grande e qualquer A >0, K e MK + (n+3)

tém intersecao extremal estavel.

Demonstragdo. Para provar o lema, é suficiente mostrar que, dado A > 0, existe
€ >0 tal que se
n+3—e<b<n+3

entdo K e AK + b tém intersecio estével.

Para tal, observe que

k
o o 3
FloTk = T&((%) a,

A L)
S =)
(
(

(22 -))

n n
k k
) 3 3
— (22 a,(i (—n 3+b)+n+3)
n n
j k
3 3
- << nts ) a,n+3—<n+ ) (n+3 b))
n n

Entao, tomando £ € N tal que

N
—k —k+1
3 3
2<—n+ ) <(n+3— b)<2< nt ) ,
n n

temos
3 3
2< <n+ ) (n+3- b)<2<n+ )
n n
Se € > 0 for tomado suficientemente pequeno, temos 0 < (n+3—b) < e < 2 ou

ainda, para a fixado e € pequeno, 0 < (n+3—b)a < € < 2. Temos entdo

2<<n;:3> (n+3— b)a<2<nz3>
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Multiplicando por (%)j

() <2 Qs ool 12

e reorganizando,

2 3\ (n+3\F/3)’ 2 3\ /n+3
2 (2} <[22 () e —=(2) (22,
n+3—5b\8 n 8 n+3—->b\8 n

Da primeira desigualdade, considerando 5 o maior inteiro tal que %H < (%)j,

o2 3\ (n+3 ’“a
n+3—0b\8 n )

Agora, pela segunda desigualdade, observamos que, se 7 € suficientemente grande,

(IC0)- )
(o2 el 59) 4

Para esses valores de k e 7, temos

(3 T (n+3 ka<8
8 n 3

também pelas desigualdades anteriores,

temos

e isso nos da

k
3
n+3— <%> (n+3-b)<n+3-2=n+1<n+2

3\’ 3\* 3\* 2(n+3
8(—) <ﬂ> a+n+3—<ﬂ> (n+3-b) > 8+nt3_ 23
8 n n n

Como as desigualdades séo satisfeitas estritamente, temos que TooT#(a,b) € int(L).
o

Teorema 8.2. Se ng € suficientemente grande, existe um subconjunto residual
de medida total R C (ng,+00) x (0,4+00) tal que se (\,n) € R, entio K — \K =
K(n)—AK é um R-Cantorval.
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Demonstragdo. Iniciamos observando que [0, + 3] e [0, 8] sdo os fechos convexos

de K e K, respectivamente, e tomando A = % et= ig, temos
3 19
(-K——=)—K
5 10

3 19 3 19
mas como §-3— 15 <0<1< 55— 13, temos

3. 19
SE-)nK =
GE—10) 0

de modo que (K, K) satisfazem a propriedade *R.

Além disso, pelo Lema 8.1, o conjunto dos A tais que A # d 2, para cada a,b
extremo de gaps em K e c¢,d extremos de gaps em K, é um conjunto genérico,
donde, para pares genéricos (A, n), temos %g)i) ¢Qelr#? d—e. Chamaremos de R
este conjunto e mostraremos que ele é o conjunto de medida total gue procuramos.

Para isso, precisamos mostrar que, para (A\,n) € R, K — AK é um R-Cantorval.

Fixando A, temos que o extremo direito de um gap limitado de K — AK é
sempre da forma a — Ac, onde a € K e c € K sdo extremos de gaps. Deste modo,
existem intervalos I' e J' da constrigdo de K e K, respectivamente, tais que a € o

extremo direito de I' e ¢ é o extremo direito de J'.

Consideramos os conjuntos de Cantor K’ = KNI' e K' = KN J'. Entéo, assim
como (K, K), (K', K") satisfaz a propriedade *R e %?)i) ¢ Q. Segue, do Teorema
o o 3
8.1, que K1 — AK 5 nao contém intervalos em torno de a — Ac.

Por outro lado, o extremo esquerdo de um gap limitado de K — AK é da forma
a—Xc,ondea € K e c € K sdo extremos de gaps. Entao existem intervalos, digamos,
I" e J" tais que a é o extremo esquerdo de I” e c o extremo esquerdo de J”. Fazendo
K'=KnI"e K"=KnNJ" temos que K" e K" sdo conjuntos de Cantor similares
a K e K, de modo que, como K — AK contém um intervalo  direita, K" — AK"

deverdo ter um intervalo anexado a direita também. Isso completa nossa prova.

O

Com uma demonstragdo similar, podemos mostrar que, para pares genéricos
(K',K") de conjuntos de Cantor regulares préximos de (K, K), o mesmo resultado
vale para A € (0,+00)\C, onde C é enumerével, K' — AKX’ é um R-Cantorval.
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9 Conclusao

No trabalho apresentado, estudamos conjuntos de Cantor regulares e apre-
sentamos alguns conceitos bésicos para o estudo de tais conjuntos, como medida e

dimensao de Hausdorff, espessura, densidade, geometrias limite e outros conceitos.

Estudamos a existéncia de intersegao estavel entre pares de conjuntos de Can-
tor, apresentando algumas técnicas que podem ser utilizadas para decidir sobre
sua existéncia. Dentre as técnicas apresentadas, podemos destacar a que utiliza a
existéncia de compactos recorrentes no espaco das configuracoes de geometrias li-
mite de pares de conjuntos de Cantor. Este método foi apresentado em [11], neste

artigo, Moreira e Yoccoz provaram que existe um aberto denso U C Q%°, onde
Q*° ={(K1,K>2), K1e Ky conjuntos de Cantor C"-regulares; HD(K1)+ HD(K>3) > 1}
tal que se (K1, K>3) € U, entdo I;(K1,K>) é densoem K1 — Ky e

HD((K1 — K2)\s(K1, K»)) < 1,

onde I,(K1,K) :={t € R; K7 e Ko+t tem intersecdo estavel}. Isso d4d uma res-
posta positiva para uma conjectura proposta por Palis, que nos diz que, para pares
genéricos de conjuntos de Cantor regulares da reta (K1, K»), K1 — K, tem medida

de nula ou contém intervalo.

Aqui, apresentamos também exemplos onde o Gap Lemma, teste da espessura
generalizados € o método de compactos recorrentes foram utilizados para decidir

sobre a existéncia de intersegdo estavel.

Fizemos ainda um breve estudo da topologia da diferenca aritmética de con-

juntos de Cantor, apresentando exemplos onde essa diferenca é um R-Cantorval.
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