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RESUMO

LINO, Lucas. Incorporacao de modelos elasto-plasticos ao Método dos Pontos Materiais para
simulacdo de problemas geomecanicos. 2022. 140 f. — Curso de Engenharia Civil, Universidade
Federal de Alagoas. Maceid, 2022.

O estudo do solo e das rochas constitui uma etapa essencial para o desenvolvimento de
estruturas mais econdmicas e eficientes na Engenharia Civil. Especificamente, os problemas
geomecanicos, ou seja, problemas que envolvem a investigacdo dos geomateriais (solo e rocha),
sao abordados pela Geomecanica, uma subdisciplina das geociéncias que estuda os conceitos
da Geologia associados ao seu comportamento mecanico. Devido a alta complexidade envolvida
na analise dos problemas geomecanicos, decorrente da grande variabilidade das propriedades
dos solos e das rochas, costuma-se empregar a modelagem computacional aliada ao uso de
métodos numéricos para predizer o comportamento das estruturas, dos geomateriais e da
interacdo entre eles. Isto posto, uma vez que grande parte dos problemas geomecanicos podem
incluir deformagbes com ordens de magnitude elevadas, a escolha de um método numérico
capaz desenvolver simula¢des que envolvem grandes deformacgdes é essencial, como é o caso do
Método dos Pontos Materiais. O MPM é um método numérico criado para resolver problemas
que compreendem grandes deformacgdes e onde a relagdo tensdo-deformacdo depende do histé-
rico da deformacao, caracteristicas necessdrias para a simulacdo de problemas geomecanicos de
diversas dreas, por exemplo, a analise da forma¢do de dobras e falhas (Geologia Estrutural),
estabilidade de pogos de petrdleo (industria de dleo e gas) e estabilidade de taludes (Engenharia
Civil). Além disso, as relagdes estabelecidas entre a tensdo e a deformagdo, denominadas
modelos constitutivos, definem o comportamento mecanico do material durante as simulacdes.
Assim, é necessaria a escolha de um modelo constitutivo adequado, pois a resposta mecanica
das simulacdoes no MPM esta relacionada diretamente as relacGes constitutivas estabelecidas.
Este trabalho apresenta a implementacdo numérica dos modelos constitutivos elasto-plasticos,
em que o comportamento inicial é eldstico linear, onde as deformagdes sdo recuperdveis, e
apds um certo nivel de tensdo o material apresenta comportamento plastico, onde ocorrem
deformagdes permanentes (caracteristica dos geomateriais). A partir dos modelos constitutivos
implementados, este trabalho apresenta a andlise dos resultados obtidos de simula¢des de
aplicacdes especificas da Geologia Estrutural. Conceitos introdutérios da Geologia Estrutural
sobre a formagdo de dobras associadas a regimes contracionais (alvo das aplicagdes escolhidas)
sao apresentados, dando suporte as discussdes dos resultados. Ademais, foram realizadas
comparacdes do efeito das propriedades dos materiais, e do modelo constitutivo utilizado, na
geometria das dobras, para cada aplicagdo.

Palavras-chave: Modelos constitutivos. Elasto-plastico. MPM. Geomecanica. Geologia Estru-
tural.



ABSTRACT

LINO, Lucas. Incorporating elasto-plastic models into the Material Point Method to simulate
geomechanical problems. 2022. 140 p. — Civil Engineering Course, Federal University of Alagoas.
Maceid, 2022.

The study of soil and rock is an essential step to develop more economical and efficient
structures in Civil Engineering. More specifically, gecomechanical problems, i.e., problems in-
volving the investigation of geomaterials (soil and rock), are addressed in Geomechanics, a
subdiscipline within the geosciences that deals with Geology concepts associated with its
mechanical behavior. Due to the high complexity involved in the analysis of geomechanical
problems, as soil and rock properties present great variability, one tends to apply computational
modelling and numerical methods to predict the behavior of structures, geomaterials and the
interaction between them. Furthermore, as most of the geomechanical problems comprise large
deformations, choosing a numerical method capable of simulating such behavior is crucial, such
as the Material Point Method. The MPM is a numerical method created to solve problems
concerning large deformations and history-dependent stress-strain relations, required features to
simulate geomechanical problems from different fields, for instance, analysis of the formation of
folds and faults (Structural Geology), wellbore stability (oil and gas industry) and slope stability
(Civil Engineering). In addition, the relation between stresses and strains, named constitutive
models, defines the mechanical behavior of materials during the simulations. Thus, one needs to
choose an appropriate constitutive model as the mechanical response of the simulations in MPM
is directly related to the established constitutive relations. This work presents the numerical
implementation of elasto-plastic constitutive models, in which the behavior is initially linear
elastic, with reversible deformations, and after a certain level of stress the material presents
plastic behavior, where permanent deformations take place (aspects of a geomaterial). After the
implementation of the models, this work presents the analysis of the results from simulations
of Structural Geology applications. Initial Structural Geology concepts about the formation
of folds related to contractional regimes (target of chosen applications) are presented, in
which give support to the discussion of results. Moreover, comparisons of the effect of material
properties, and the choice of constitutive model, on fold geometry are made, for each application.

Keywords: Constitutive models. Elasto-plastic. MPM. Geomechanics. Structural Geology.
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1 INTRODUCAO

Este capitulo apresenta, na secao 1.1, uma breve contextualiza¢ao histérica na qual o
trabalho estd inserido, os principais problemas geomecanicos aplicados no Método dos Pontos
Materiais (MPM), a relevéancia dos modelos constitutivos na resposta mecanica das simulagdes,
finalizando com uma breve revisdo bibliografica do tema abordado. O escopo do trabalho é
apresentado na secdo 1.2 e os objetivos gerais e especificos sao expostos na secdo 1.3. A
justificativa, metodologia e delimitacdo do trabalho s3o tratados nas se¢des 1.4, 1.5 e 1.6,

respectivamente. Por fim, a estrutura do trabalho é apresentada na secdo 1.7.

1.1 Apresentacdo

A Geomecanica é uma subdisciplina das geociéncias dedicada ao estudo da origem
e magnitude das tensOes presentes crosta terrestre, além das deformac¢des que também s3o
originadas (TURNER et al., 2017). No contexto da Engenharia Civil, é comum utilizar o termo
Geotecnia para designar o ramo que justapOe as areas da Geologia e Mecanica. Assim, a
Engenharia Geotécnica é o campo dentro da Engenharia Civil que lida com os materiais naturais
encontrados sob, ou perto, da superficie terrestre, as rochas e solos. Em suma, a Engenharia
Geotécnica e a Geomecanica sdo termos que caracterizam o estudo do comportamento mecanico
dos materiais naturais.

Os primeiros estudos que envolveram a Geologia e Mecanica, em termos da Engenharia,
abordaram taludes naturais, pesos unitdrios e teorias empiricas da pressdo da terra datados do
século 18 (SKEMPTON, 1985). Para os engenheiros, o solo é entendido como um aglomerado
de grdos de minerais relativamente soltos e matéria organica; ja as rochas, possuem fortes
forcas moleculares que impedem a desagregagdo desse conjunto de minerais (HOLTZ; KOVACS,
1981).

A medida que a ciéncia e a tecnologia avancaram, a demanda por estruturas mais
econdmicas e eficientes cresceu. Dessa maneira, o estudo das rochas e solos intensificou-
se, suscitando o aparecimento dos diferentes campos de estudo dentro da Geomecéanica e
Engenharia Geotécnica, como a Mecanica dos Solos e Mecanica das Rochas.

E censo comum que a publicacdo do trabalho desenvolvido por Karl Terzaghi, em
1925, deu origem a Mecanica dos Solos moderna. A partir de entdo, Terzaghi foi o responsavel
por guiar o avanco tecnoldgico no campo da Mecéanica dos Solos e da prépria Engenharia
Geotécnica ao redor do mundo (DAS; SIVAKUGAN, 2014). Mais adiante, na década de 60, a
Mecanica das Rochas foi oficialmente reconhecida como uma disciplina a parte e, em conjunto
com a formacdo da Sociedade Internacional de Mecénica das Rochas (ISRM), em 1963, houve
grande ganho tecnoldgico para a Engenharia e Geologia (HUDSON; HARRISON, 1997).

A Mecanica dos Solos é a aplicacao dos conceitos e principios da Mecanica e Hidraulica
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aos problemas de engenharia, lidando com as propriedades e comportamento do solo como um
material estrutural (MURTHY, 2002). De igual importancia, a Mecanica das Rochas tem por
objetivo o estudo das propriedades e comportamento de macigos rochosos acessiveis, voltados
para aplicagdes na Engenharia e Minera¢do (JAEGER; COOK; ZIMMERMAN, 2007).

Ambos os campos de estudo descritos dedicam-se a uma causa comum: a resolucao de
problemas geomecanicos. Dessa forma, suas atuagdes abrangem tépicos da Geologia Estrutural
(formag&o de dobras, falhas e fraturas em macicos rochosos), tépicos na inddstria de dleo e gas
(estabilidade de pogos de petréleo e métodos de extragdo de minérios), tépicos sustentdveis
(energia geotérmica e eliminag¢do de residuos radioativos), até tépicos mais direcionados ao
contexto da Engenharia Civil (estabilidade de taludes, muros de conten¢&o, aterros, barragens,
represas e tineis, para citar alguns).

A anélise de problemas geomecanicos constitui objeto de elevada complexidade devido
a grande variabilidade das propriedades dos solos e das rochas. O solo, por exemplo, é um
material heterogéneo constituido por um conjunto de particulas de minerais sélidos, e com
vazios em seu interior (preenchidos com ar, dgua ou ambos), gerando grande variabilidade em
suas propriedades de um ponto para outro. Rochas, possuem a presenca de poros e fissuras,
que promovem a nao linearidade da relacdo tensdo-deformacdo e introduzem um efeito escala
na andlise do seu comportamento (GOODMAN, 1989).

A modelagem computacional e utilizacdo de métodos numéricos na analise de problemas
geomecanicos costumam ser bastante empregadas, uma vez que se busca capturar e predizer o
comportamento da estrutura, solo e/ou rocha, e da intera¢do entre elas, através da simulagdo
de diversas condi¢des e cenarios (RAHMAN; ULKER, 2018). Na Geologia Estrutural, por
exemplo, a modelagem geomecanica ¢ utilizada para simular o processo de deformacdo dos
macicos rochosos, sobretudo da formacao de dobras e falhas, e a influéncia das propriedades
dos materiais na geometria e no histérico das tensoes e deformagdes dessas estruturas.

Ha diversos métodos numéricos aptos para a simulacdo do comportamento mecanico
dos geomateriais, sendo o Método dos Elementos Finitos (MEF) o mais comum e difundido
entre a comunidade académica. Durante sua analise, o MEF resolve as equacbes governantes
para obter o estado de tensOes e deformacdes devido ao carregamento, e discretiza o continuo
em uma malha de elementos finitos. No entanto, o MEF apresenta sérias restricoes com
simulacdes de grandes deformacdes por conta da distorcdo excessiva gerada na malha.

Métodos numéricos capazes de simular por completo o processo de instabilidade,
fornecer respostas adequadas para o processo de deformac3o e considerar relacdes tensio-
deformacdo dependentes do histérico da deformacdo sdo escolhas naturais, como é o caso
do Método dos Pontos Materiais (MPM). O MPM foi originalmente criado para resolver
problemas que envolvem grandes deformacgdes e onde a relacao tensiao-deformacio depende do
histérico da deformagdo do material (SULSKY; ZHOU; SCHREYER, 1995), pontos essenciais
nas simulacdes de problemas geomecanicos. Por estas caracteristicas, o MPM tem sido aplicado

a uma variedade de problemas geomecanicos, conforme ilustrado na Figura 1.
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Figura 1 — Problemas geomecanicos simulados com o MPM.
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Fonte: Adaptado de Fern et al. (2019).

A relacdo estabelecida entre a tensdo e a deformacdo é quem define o comportamento
mecanico do material durante as simula¢des. Essas relacoes, traduzidas na forma de equacgdes
matematicas, s3o conhecidas como modelos constitutivos. O estudo dos modelos constitutivos é
de fundamental importancia para predizer o comportamento mecanico dos materiais idealizados
para a simulagdo dos problemas geomecanicos no MPM. O modelo constitutivo mais simples é
o elastico linear isotrépico, onde, de forma mais geral, a tensdo é considerada proporcional a
deformagdo (0 = E - €, em que E é o médulo de elasticidade do material).

Para os problemas geomecanicos em geral, o modelo eldstico linear ndo é adequado, ja
que a atuacdo das cargas nos geomateriais tendem a causar deformacodes irreversiveis. Nesses
casos, modelos constitutivos elasto-plasticos sdo utilizados, onde deformacdes plasticas sao
geradas quando as tensdes atingem valores maiores que os estabelecidos pela superficie de
escoamento.

A definicao da superficie de escoamento faz parte de um conjunto de defini¢cGes para
a caracterizacdo completa de um material elasto-plastico. As demais definicdes sdo listadas
a seguir (FERNANDEZ, 2020; SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008; BELYTSCHKO et al.,
2014):

(a) Decomposicdo dos incrementos de deforma¢do em uma parcela eldstica (reversivel) e

plastica (permanente);

Regra de fluxo plastico (para a determinagdo dos incrementos de deformacio);

(b) Critério de ruptura (definicdo da superficie escoamento);
(c
(d) Fungdo da evolugdo da superficie de escoamento;

)
)
d)
e) Critérios de carregamento/descarregamento.

O primeiro item descreve uma das principais hipdteses compreendida na teoria da
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plasticidade de pequenas deformacdes: a decomposicdo aditiva do incremento de deformacao
em partes eldsticas e plasticas, de = de. + de,. O item (b), ja citado, se refere a definicdo da
superficie de escoamento, que representa o limite entre elasticidade e o comeco das deformacdes
plasticas. Os critérios de ruptura cldssicos, e, consequentemente, mais discutidos na literatura,
sao: Tresca, von Mises, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager. As defini¢cGes restantes, assim como
o detalhamento dos conceitos aqui introduzidos, serdao apresentados nos capitulos seguintes.

A implementagao numérica dos modelos constitutivos elasto-pldsticos classicos nao
é um desenvolvimento recente. Chen e Schreyer (1995) apresentaram, dentre os contetidos
abordados, formulagdes dos modelos constitutivos de von Mises e Drucker-Prager para materiais
quase frageis, considerando a plasticidade perfeita e endurecimento. A plasticidade perfeita
(quando a superficie de escoamento se mantém constante com o aumento de deformagio,
desde que o limite eldstico tenha sido atingido) e endurecimento (a superficie de escoamento
evolui com o aumento de deformagdo, apds alcancado limite eldstico) também serdo discutidos
neste trabalho.

A andlise e implementacao numérica, de forma mais geral, de modelos plasticos,
viscopldsticos e viscoeldsticos foram assuntos bem aprofundados por Simo e Hughes (1998).
Em seu trabalho, vale destacar os diversos algoritmos fornecidos atrelando conceitos como:
associatividade, n3o associatividade, endurecimento, amolecimento e diferentes algoritmos de
retorno. Por outro lado, os autores Zhang, Chen e Liu (2017) e Fernandez (2020) particularizaram
a implementacao dos modelos elasto-plasticos classicos para o contexto do MPM, trazendo
estratégias de divisdo da superficie de escoamento dos modelos de Drucker-Prager e Mohr-
Coulomb em diferentes zonas para facilitar a implementagdo do algoritmo de retorno das
tensoes para o dominio elastico.

Na implementagdo numérica desenvolvida por Souza Neto, Peri¢ e Owen (2008),
o modelo de Mohr-Coulomb ¢é tratado com uma representacdo multissuperficie, ou seja, a
superficie de escoamento é representada por um conjunto de superficies ndo suaves cujas raizes
definem seis planos no espaco das tensdes principais. Para o modelo de Drucker-Prager, o autor
desenvolve consideracOes extras afim de garantir o escoamento plastico e tratar a singularidade
existente na funcao da superficie de escoamento.

Este trabalho adotard o mesmo conceito de multissuperficie para a implementacado
numérica do modelo de Mohr-Coulomb. Para ambos os modelos de Mohr-Coulomb e Drucker-
Prager, a ndo associatividade também sera considerada. Todos os modelos aqui apresentados
serao capazes de simular o comportamento de endurecimento e amolecimento. Esses conceitos

e sua formulacdo tedrica serdao melhor detalhados nos capitulos 2 e 3.

1.2 Escopo do trabalho

Neste trabalho, daremos énfase no estudo tedrico e implementacdo computacional de
modelos constitutivos dentro de um framework /simulador de MPM. Os modelos constitutivos

implementados s3o: von Mises, Drucker-Prager e Mohr-Coulomb. O trabalho inclui aplicagcdes
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de problemas geomecanicos da Geologia Estrutural, focando na anélise dos efeitos dos diferentes

modelos constitutivos, e seus parametros, utilizados para as simulagoes.

1.3 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é realizar o estudo tedrico e implementacdo numérica
de modelos constitutivos elasto-plasticos no Método dos Pontos Materiais, analisando seus
efeitos nas simulagdes de problemas geomecanicos.

Os objetivos especificos sao:

(a) Aprofundar os conhecimentos sobre modelos constitutivos elasto-pldsticos para realizar a
implementa¢ao numérica.

(b) Investigar a aplicagdo de problemas geomecanicos da Geologia Estrutural no MPM para
compor as aplicacdes a serem simuladas.

(c) Desenvolver a implementagdo numérica dos modelos constitutivos de von Mises, Drucker-
Prager e Mohr-Coulomb, para simular as aplicages de Geologia Estrutural escolhidas;

(d) Validar a implementagdo numérica dos modelos constitutivos, por meio da compara¢o
com resultados-base fornecidos por frameworks de métodos numéricos consolidados na
literatura;

(e) Compreender o processo de deformagdo das rochas através da simula¢do das aplicacdes
escolhidas, utilizando os modelos elasto-plasticos implementados no simulador do MPM;

(f) Verificar o efeito das propriedades dos modelos constitutivos na simulagdo das aplicagdes
escolhidas;

(g) Realizar andlises qualitativas para os resultados encontrados nas simula¢des das aplicagdes,

comparando os efeitos entre cada modelo constitutivo utilizado.

1.4 Justificativa

O uso dos Métodos dos Pontos Materiais para simular problemas geomecanicos advém
da necessidade de capturar o comportamento em simulacdes que envolvem grandes deformagdes,
e quando os modelos constitutivos dependem do histérico da deformacdo. A utilizacdo de
modelos constitutivos elasto-plasticos deriva de sua capacidade de considerar deformacdes
permanentes nos geomateriais. Além disso, os modelos elasto-pldsticos (especialmente os
modelos sensiveis a pressdo hidrostatica) sdo essenciais para representar de forma minimamente
realista o comportamento dos geomateriais. Assim, a quantidade de problemas geomecanicos
que podem ser simulados de forma satisfatéria é um ponto-chave para a implementacao
de modelos elasto-plasticos no simulador do MPM. Por fim, a implementacdo de modelos
elasto-plasticos no MPM para simulaciao de problemas geomecanicos facilita a observacao e
analise de fenomenos complexos a partir da possibilidade de execucdo de diferentes cenarios

para um mesmo problema.
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1.5 Metodologia

A implementacdo numérica dos modelos constitutivos foi realizada, em um primeiro
momento, em linguagem MATLAB. As aplicacbes de verificacao foram desenvolvidas por meio
de simulagdes utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF) através do Abaqus CAE, um
programa comercial de andlise em elementos finitos consolidado no mercado. Para utilizar a
linguagem MATLAB, foi adquirida uma licenca de estudante, fornecida por um preco menor
e acessivel; e para o software Abaqus CAE, foi utilizada uma licenga gratis disponivel para
estudantes, contendo certas limitacdes em suas funcionalidades, mas adequada as necessidades
do trabalho. A implementacdo numérica dos modelos elasto-plasticos, acoplados ao framework
de MPM, realizou-se em linguagem C++.

De forma resumida, o desenvolvimento do trabalho foi composto das seguintes etapas:

(a) Revisdo bibliografica sobre a teoria de modelos constitutivos e aplicagdes escolhidas para
o trabalho;
(b) Revisdo bibliografica sobre o MPM e implementa¢do numérica de modelos constitutivos
elasto-plasticos;
(c) Implementagdo dos modelos de von Mises, Drucker-Prager e Mohr-Coulomb em linguagem
MATLAB;
(d) Formulagdo das aplicagdes de verificagdo dos modelos implementados em linguagem
MATLAB, finalizando na analise dos resultados;
Implementacdo dos modelos de von Mises e Drucker-Prager no framework de MPM;
Implementacdo do modelo de Mohr-Coulomb no framework de MPM,;

Modelagem e execucdo das aplicagcoes escolhidas para o trabalho;

)
)
)
h) Analise dos resultados obtidos das simula¢des;
) Escrita da monografia;
) Finalizages na redagdo para a entrega da monografia;
)

Apresentacao da monografia.

1.6 Delimitacdo do trabalho

Este trabalho simulou as aplicacdes utilizando um framework de MPM desenvolvido
pelos pesquisadores do Laboratério de Computagdo Cientifica e Visualizagdo (LCCV) da UFAL.
Especificamente, utilizou-se uma extensdo do MPM, o GIMP ( Generalized Interpolation Material
Point). Além disso, conceitos dos modelos constitutivos de forma mais geral sdo apresentados,
no entanto a modelagem e simulagdo numérica no MPM foi bidimensional.

A teoria da elasto-plasticidade é apresentada inicialmente para o caso de deformacdes
infinitesimais e generalizada para deformacodes finitas, sendo empregada nas simulacdes das
aplicacGes com a consideracdo de deformacdes finitas, onde somente a plasticidade independente
da taxa de deformacdo é considerada. Especificamente, implementou-se os modelos hipoelasticos-

plasticos afim considerar a formulacdo da plasticidade finita. Ademais, s3o desconsiderados
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efeitos da temperatura e ndo ocorre fluxo de calor, isto é, a teoria apresentada é desenvolvida
dentro de um contexto isotérmico.

Todos os modelos constitutivos elasto-pldsticos implementados apresentam compor-
tamento inicial eldstico linear, com uma lei de endurecimento/amolecimento isotrépico por
deformacdo linear por partes. Assim, neste trabalho estamos considerando materiais isotrépicos

e homogéneos.

1.7 Estrutura da monografia

A redacdo do texto se encontra divida em 5 capitulos principais. O capitulo 2 descreve
a teoria de modo geral sobre os modelos constitutivos, com énfase nos modelos elasto-plasticos.
O capitulo 3 expde a implementacdo numérica dos modelos constitutivos de von Mises, Drucker-
Prager e Mohr-Coulomb, finalizando na verificagdo de suas implementacdes. O capitulo 4
traz um breve resumo de conceitos-chave da Geologia Estrutural, e faz o detalhamento da
modelagem das simulagdes e andlise dos resultados dos problemas geomecanicos, da Geologia
Estrutural, escolhidos para este trabalho. O ultimo capitulo descreve as consideragdes finais e
as possibilidades para a continuacdo dos estudos realizados neste trabalho. Por fim, destaca-se
que o apéndice inclui uma explicacdo, de forma sucinta, sobre o Método dos Pontos Materiais,
contém os pseudo-algoritmos da implementacdo detalhada no capitulo 3 e os algoritmos dos
modelos Drucker-Prager e Mohr-Coulomb da implementag3o inicial realizada em linguagem
MATLAB.
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2 MODELOS CONSTITUTIVOS
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2.1 Nogdes gerais da modelagem constitutiva

A acdo de um conjunto de cargas sob um corpo deformavel é traduzida na forma de
deslocamentos, rotacdes e/ou deformagdes. A descricdo matemdtica da resposta do material do
corpo deformdvel, frente a agdo desse conjunto de cargas, corresponde a modelagem constitutiva
(FERNANDEZ, 2020).

Na modelagem constitutiva, relagdes tensao-deformacdo s3o estabelecidas para des-
crever o comportamento de diferentes materiais, por exemplo: borrachas, metais, concreto,
rochas, argilas, vidros e polimeros. Neste sentido, uma variedade de modelos constitutivos
foram concebidos, todos visando a representacdo da elasticidade, plasticidade, viscoelasticidade
e viscoplasticidade.

As teorias da elasticidade e plasticidade foram idealizadas baseadas na observacido, a
partir de experimentos em laboratdrio, do comportamento macroscépico de sélidos deformaveis
(CHEN; HAN, 1988). Isto posto, muitos conceitos e propriedades das rela¢des tensio-deformacdo
de materiais podem ser retirados da resposta fornecida por ensaios de tracdo uniaxial. Na
subsec3do a seguir, o ensaio de tracdo sera apresentado, evidenciando as caracteristicas relevantes

dos modelos constitutivos.



Capitulo 2. MODELOS CONSTITUTIVOS 27

2.1.1 Ensaio de tracao

No ensaio de tragdo uniaxial (Figura 2), o corpo de prova cilindrico é anexado a
uma maquina de ensaio de tracao, onde uma forca 7' é aplicada em sua linha central, sob
uma taxa prescrita. A distancia L entre dois pontos, o didametro D da secdo e a forca T
s30 medidas. A medida que a forca T varia, medidas de D e L sao tomadas, fornecendo as
seguintes informacdes (SHAMES; COZZARELLI, 1997):

(a) Tens3do real (0,): obtida pela expressdo T'/A, em que A é a drea da se¢do transversal
calculada a partir do diametro atual D;

(b) Tens3o de engenharia (0.): obtida pela expressdo T'/Ay, em que Ag é a drea da secdo
transversal calculada a partir do didametro inicial Dy;

(c) Deformagdo de engenharia (&.): obtida pela expressdo 6/Lg, em que 6 = L — Ly é o
alongamento e Ly é o comprimento inicial medido.

De posse dessas informacbes, é comum plotar a tensao de engenharia versus a
deformacdo. O uso da tensdo de engenharia, e n3o a tens3o real, é motivado pela dificil medicdo
da drea da secdo transversal, ja que contracGes laterais ocorrem a medida que a magnitude da
forca de tracdo é aumentada (esse fendmeno é chamado de efeito de Poisson e serd detalhado
mais adiante). Assim, a Figura 2 mostra o diagrama tens3o-deformag3o tipico de um corpo de
prova feito de aco de baixo carbono, que servird como base para discussao das propriedades

mecanicas nesta subsecao.

Figura 2 — Diagrama tensao-deformacao tipico de um ago de baixo carbono e esquema do
corpo de prova utilizado no ensaio de trac3o.

/ &= 0,002

Fonte: Autor (2022).

A primeira caracteristica notada no diagrama da Figura 2 é o trecho em forma de
linha reta, formado no inicio do carregamento. Durante esse estagio, a tensao é proporcional a

deformacgdo, sendo expressa matematicamente da seguinte maneira:

c=F ¢ (2.1)

onde E é o mdédulo de elasticidade. Popularmente conhecida como "Lei de Hook”, essa expressao

foi obtida por Robert Hook, no século 17, resumida em sua famosa declaracdo "ut tension,
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sic vis", traduzida aproximadamente para "como a extensdo, assim é a for¢ca” (SHAMES;
COZZARELLI, 1997).

Ao fim do trecho retilineo durante o carregamento, ha um ponto correspondente a
perda da linearidade entre a tens3o e a deformacdo, chamado de limite de proporcionalidade
(Figura 3a). Além disso, ha um nivel de tens3o, acima do limite de proporcionalidade, associado
a mudancas irreversiveis na geometria do material, quando este é descarregado. A esse nivel,
correspondente a mudanca do comportamento eladstico para o plastico, chamamos de limite
elastico (Figura 3a).

Para os acos, o limite de proporcionalidade e o limite elastico ndo sdo facilmente
medidos. Dessa forma, é comum a aplicacdo de uma definicao mais (til para a engenharia,
a tensdo de escoamento. A tensdo de escoamento é equivalente a um valor que resulta em
uma pequena deformac3o residual (arbitrada) durante o carregamento, usualmente ¢ = 0,002,

como ilustrado no diagrama da Figura 2.

Figura 3 — Diagramas tensdo-deformac3do para a definicdo de conceitos e propriedades dos
modelos constitutivos.

M elastico nao linear
inelastico
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limite elastico ’ /
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(a) Representagido figurativa do limite de (b) Diagramas tensdo-deformagio tipicos de
proporcionalidade, limite eldstico e tensao materiais elasticos ndo lineares e
dltima. ineldsticos.

Fonte: Autor (2022).

Outra caracteristica que os acos possuem é a proximidade entre o limite de proporcio-
nalidade e o limite elastico, de forma que muitas vezes nao se faz distin¢ao entre esses dois
pontos. Materiais que possuem essa particularidade, ou seja, o limite de proporcionalidade
muito perto do limite eldstico, sdo chamados de elasticos lineares. Em contrapartida, materiais
que possuem o limite de proporcionalidade muito menor que o limite elastico, s3o denominados
eldsticos n3o lineares (Figura 3b).

Apesar das diferencas entre materiais elasticos lineares e elasticos n3o lineares, ambos
possuem uma caracteristica em comum: o caminho que a curva de descarregamento toma,

retornando a configuracdo original do material, é igual ao caminho da curva de carregamento.
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Se um material retorna a configuracdo original através de uma curva de descarregamento
diferente da curva de carregamento, é chamado de ineldstico. A Figura 3b mostra os diagramas
de materiais eldsticos ndo lineares (linha azul) e ineldsticos (linha verde). Setas continuas
indicam carregamento e setas tracejadas indicam descarregamento.

Retornando as discussdes iniciais, vale destacar que até o ponto da tensio de esco-
amento, ou seja, durante o regime elastico, a drea da se¢do transversal ndo causa grandes
diferencas entre a tensdo de engenharia e tensdo real. No entanto, como destacado anteri-
ormente, a medida que a forca T' é aplicada, ha uma diminuicdo continua na drea da secdo
transversal do corpo de prova. A esse efeito de contracdo lateral é dado o nome "efeito de
Poisson”. Apds o ponto correspondente a tensdo de escoamento, ou seja, durante o regime
plastico, o aumento da carga aplicada causara deformacdes mais significativas, aumentando
também a desigualdade entre os valores de tens3o de engenharia e tensdo real, devido ao efeito
de Poisson.

A diminuicao constante da area da secao transversal reduzird a capacidade de resisténcia
do corpo de prova. Neste sentido, o valor da tensao de engenharia que representa a capacidade
maxima do corpo de prova é chamado de tensdo dltima (Figura 3a). Este valor corresponde ao
maior ponto em todo o diagrama tensdo-deformac3o, e apds atingido, a curva do diagrama cai
rapidamente até que o corpo de prova quebre (ocorre fratura). Especificamente, o rompimento
do corpo de prova ocorre devido ao fendmeno de "estiramento”, ou seja, a drea da secao
transversal é reduzida drasticamente devido ao fluxo plastico desenvolvido em seu dominio
(SHAMES; COZZARELLI, 1997).

Até aqui, discutimos as principais definices dos modelos constitutivos a partir do
ensaio de tracdo e do diagrama tensdo-deformacdo de um ago de baixo carbono. Nas subse¢bes
seguintes, serao introduzidos mais conceitos que servirao para o entendimento da Teoria da
Elasticidade e Teoria da Plasticidade.

2.1.2  Endurecimento/Amolecimento

Em muitos materiais, a curva do diagrama tens3o-deformacdo apresenta uma ascen-
déncia ou descendéncia predominante apds o ponto da tensdo de escoamento, como mostra a
Figura 4. Ao efeito de ascendéncia no diagrama, denomina-se endurecimento; e ao efeito de
descendéncia, denomina-se amolecimento.

Destaca-se agora um importante fenémeno que ocorre em materiais com as mesmas
caracteristicas como as apresentadas para o aco de baixo carbono (trecho inicial eldstico linear
e regime pldstico ocorre apds o ponto da tensdo de escoamento). No regime eldstico, apds o
descarregamento do material, as deformacdes sdo totalmente recuperadas e o material volta
a sua forma original. Além disso, a curva de descarregamento percorre 0 mesmo caminho da
curva de carregamento. Caso seja feito um descarregamento, com a carga no regime plastico,
a curva gerada nao percorre 0 mesmo caminho da curva de carregamento. A nova curva de

descarregamento localiza-se mais a direita da antiga curva, e com inclinacao semelhante ao
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trecho linear elastico inicial (Figura 4).
Figura 4 — Endurecimento e amolecimento com representacao dos ciclos de
carregamento/descarregamento.

ENDURECIMENTO AMOLECIMENTO

Fonte: Autor (2022).

Conforme simbolicamente representado na Figura 4, as novas curvas de carregamen-
to/descarregamento formam na verdade um Joop de histerese. Isso significa que hd uma
pequena perda de energia, geralmente na forma de calor. Na pratica, idealizacGes sdo feitas
para simplificar o modelo matematico representativo do comportamento do material. Conforme
mostra a Figura 5, as curvas de carregamento/descarregamento s3o consideradas ocupando o
mesmo caminho, suavizando a transicao entre o regime eldstico e o regime plastico.

Figura 5 — Detalhamento do comportamento de carregamento/descarregamento de um
material elastico linear com endurecimento.
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Fonte: Adaptado de Oliver e Saracibar (2017).

O fendmeno aqui discutido por ser resumido como ilustrado na Figura 5, onde setas

continuas indicam carregamento e setas tracejadas indicam descarregamento. Durante o primeiro



Capitulo 2. MODELOS CONSTITUTIVOS 31

ciclo de carregamento, o material se encontra no regime eldstico, caracterizado pelo médulo de
elasticidade E, e caso a carga ndo ultrapasse a tensdo de escoamento g, (ponto 1), deformagdes
eldsticas sdo produzidas ¢, (deformacdes recuperdveis). Quando a tensdo aplicada ao material
excede oy, inicia-se o regime pldstico. A partir de agora, as deformagdes ndo poderdo ser
recuperadas apds o descarregamento do material até tensdo nula (ponto 3), aparecendo uma
deformacao residual denominada deformagao pldstica ¢,,. Verifica-se entdo que durante um novo
ciclo de descarregamento/carregamento (pontos 2 — 3 e 3 — 2, respectivamente), o material
possui novamente o comportamento eldstico linear caracterizado pelo médulo de elasticidade
E. A diferenca entre o carregamento inicial e o carregamento 3 — 2 estd no ponto para que
o regime pldstico inicie novamente, sendo necessario atingir a tensdo maxima sob a qual o
material foi submetido anteriormente. Em mais um ciclo de carregamento, descarregamento e
recarregamento (pontos 2 — 4 — 5 — 4), verifica-se outra vez a formagdo de deformac3o pléstica
residual (ponto 5) e a necessidade de se alcangar um maior valor de tens3o para retornar ao
regime plastico (OLIVER; SARACIBAR, 2017).

2.1.3 Outras propriedades relativas ao ensaio de tracdo

Este capitulo iniciou as discussoes a partir do ensaio de trac3o, onde foi possivel extrair
diversas informacgdes para o entendimento dos modelos constitutivos. Além disso, o ensaio
de tracdo pode ser utilizado para o desenvolvimento de classificacdes e descricdo de outras
propriedades lteis para os modelos constitutivos, como sera visto mais adiante.

A forma como a fratura de um corpo de prova ocorre em um ensaio de tracdo pode
servir como base para a classificacdo de diferentes tipos de materiais. Materiais que n3ao exibem
deformacdes pldsticas expressivas até que a fratura ocorra, sao chamados de frageis. Materiais
onde deformacdes plasticas sdo relativamente elevadas antes da fratura, sdo chamados de
ducteis. Materiais frageis geralmente apresentam maior dispersdo nos resultados de ensaios de
laboratdrio, enquanto que materiais dicteis possuem boa reproducdo nos ensaios de laboratério.

Outra propriedade relevante diz respeito ao efeito de Poisson. O efeito de Poisson n3o
s6 induz contragdes laterais no material, quando este é submetido a uma carga de tracao, como
mencionado anteriormente, mas também expansoes laterais quando esta carga é de compressao.
No regime elastico, os ensaios de tracdao e compressao demonstram que a deformacao lateral é
proporcional a deformagdo longitudinal (SHAMES; COZZARELLI, 1997), matematicamente:

€lat = —V * Elong; (22)

onde v é denominado coeficiente de Poisson, possuindo um intervalo entre 0 e 0,5. Com a
introducdo do coeficiente de Poisson, é interessante considerar outros ensaios para caracterizacao
dos materiais, como o ensaio de cisalhamento puro e ensaios de pressao. No ensaio de
cisalhamento puro, uma torcdo é aplicada ao corpo de prova cilindrico, onde é possivel obter
a seguinte expressao matematica entre a tensdo cisalhante de engenharia e a deformacao

cisalhante de engenharia:
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Opy = G+ Vay, (2.3)

onde G é o mdédulo de cisalhamento. Nos ensaios de pressao, o corpo de prova é submetido
a uma pressao hidrostatica p = (0., + 0yy + 02.) /3 € a deformagdo volumétrica é medida

€y = Egg T+ Eyy + €22, Onde, durante o regime eldstico, obtém-se a seguinte relagdo:

p=—K-¢g,, (2.4)

em que K é o médulo volumétrico do material e o sinal negativo é adotado para considerar
pressoes de compressao com valores positivos. E importante ressaltar que nos ensaios discutidos
até este momento, assumiu-se temperatura baixa e uniforme do copo de prova. Além disso,
a taxa de aplicacdo da carga durante os ensaios é pequena o suficiente para evitar efeitos
dindmicos (regime quase estatico). A dependéncia da taxa de aplicacdo é um fendmeno
associado a materiais viscoelasticos e viscopldsticos, que serao brevemente introduzidos nas
subsecOes posteriores. Em relacdo aos efeitos térmicos, qualquer material sob condi¢des de
elevada temperatura, submetido a tensao constante sob um longo periodo de tempo, sofrera
deformagdes continuas com o tempo. O fendmeno descrito anteriormente é conhecido como
fluéncia, e possui especial relagdo com materiais viscoelasticos e viscoplasticos (SHAMES;
COZZARELLI, 1997).

2.1.4 Introducao aos modelos uniaxiais

Diante de todos os conceitos abordados, é nitida a complexidade dos diagramas tensao-
deformacdo para representar o comportamento real dos materiais. Neste sentido, idealiza¢des
sao feitas para facilitar a representacao e analise do comportamento mecanico dos diversos
materiais através dos diagramas tens3o-deformacdo, considerando o ensaio de tragdo uniaxial
sob carregamento lento e temperaturas moderadas (SHAMES; COZZARELLI, 1997). Modelos
sao criados para caracterizar essas idealizacoes, conforme serd apresentado a seguir.

As idealizagoes mais simples sdao dos materiais rigidos e eldsticos lineares, como
mostrado na Figura 6. Observe que no modelo rigido (Figura 6a), o material ndo apresenta
deformagdes eldsticas ou pldsticas. O modelo eldstico linear (Figura 6b) ja foi apresentado
anteriormente, onde apds o descarregamento as deformacdes elasticas €. s3o recuperadas
totalmente.

Aliado aos modelos rigidos, pode haver grande necessidade de considerar a plasticidade
a partir de certo ponto. Assim, a Figura 7a mostra o modelo rigido perfeitamente plastico,
onde a partir de certo nivel de tensdo, deformacdes plasticas ocorrem e a tensao mantém-se
constante. Caso o endurecimento seja considerado durante o regime plastico, obtém-se o

modelo rigido plastico com endurecimento, conforme a Figura 7b.
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Figura 6 — Modelos constitutivos uniaxiais mais simples.

o o

(a) Modelo rigido. (b) Modelo eléstico linear.
Fonte: Autor (2022).

Figura 7 — Modelos constitutivos uniaxiais rigidos plasticos.

o

—

(b) Modelo rigido plastico com
(a) Modelo rigido perfeitamente plastico. endurecimento.

Fonte: Autor (2022).

De forma semelhante aos modelos rigidos, ha casos que para representar o compor-
tamento do material a desconsideracao de deformacdes plasticas ndo pode ocorrer. Nesses
casos, emprega-se o modelo eldstico linear perfeitamente plastico, como mostra a Figura 8a.
Quando o material apresenta endurecimento durante o regime plastico, utiliza-se o modelo
elasto-plastico com endurecimento (Figura 8b). Por fim, destaca-se que muitos materiais ndo
apresentam um endurecimento na forma de linha reta. Assim, para uma representacao mais fiel
do fendmeno de endurecimento, emprega-se o modelo elasto-plastico com endurecimento n3o

linear, como mostra a Figura 9.
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Figura 8 — Modelos constitutivos uniaxiais elasticos lineares pldsticos.

o [¢)

(a) Modelo elastico linear perfeitamente (b) Modelo elasto-plastico com
plastico. endurecimento linear.

Fonte: Autor (2022).

Figura 9 — Modelo elasto-plastico com endurecimento nao linear.

o

Fonte: Autor (2022).

2.1.5 Modelos reolégicos

Na subsecdo anterior, mostrou-se que a partir do ensaio de tracdo uniaxial, sob regime
quase estatico e moderadas temperaturas, é possivel idealizar os principais modelos constitutivos
uniaxiais para materiais sélidos. As restricoes impostas de carregamento lento e moderadas
temperaturas nao sao validas para todos os tipos de materiais, sendo necessdria a formulagdo
de outras idealizacGes para a representacdo de seu comportamento.

Os modelos reoldgicos sdo idealizacdes feitas a partir da adocdo de elementos simples
(moIa, amortecedor e elementos que representam atrito), criadas para representar matemati-
camente o comportamento mecanico de materiais mais complexos (OLIVER; SARACIBAR,
2017). Esses elementos simples sdo combinados para formar modelos tnicos, idealizados para
reproduzir situacdes especificas, ou seja, reproduzir o comportamento de um material através

da combinag¢do de miultiplos modelos reolégicos.
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O comportamento eldstico linear é idealizado pelo elemento mola, que representa
a proporcionalidade entre a tensdao e a deformagdo, por meio de uma constante da mola

interpretada como sendo o mddulo de elasticidade F, ilustrado na Figura 10.

Figura 10 — Modelo reoldgico elastico linear.

Fonte: Adaptado de Oliver e Saracibar (2017).

Matematicamente, a idealizacdo do comportamento elastico linear a partir do elemento
mola utiliza os conceitos da lei de Hook para molas lineares (F' = k-4, onde ¢ é o deslocamento),
e pode ser evidenciada considerando uma barra uniforme eldstica, com comprimento L e drea
da secdo transversal A. A tensdo da barra o é proporcional a sua deformagdo ¢ (0 = FE - ¢, em
que E é o mddulo de elasticidade da barra), onde 0 = F//A, € = §/L e 0 é o deslocamento

sofrido com a aplicagao de uma forca uniaxial F'. Logo, podemos fazer as seguinte relacdes:

F )
AP
_ EA (2.5)
F=—"5
F=kFk-o.

Na equagdo anterior, simplificamos k = E'A/L, chegando na express3o final da lei de
Hook unidimensional para molas lineares (F' = k - §), confirmando a relagdo estabelecida entre
o elemento mola e o comportamento elastico linear.

O modelo reolégico com elementos de atrito provém da formulacdo do modelo de
atrito de Coulomb. No modelo de Coulomb, um bloco sélido é considerado sob uma superficie
aspera e sujeito a uma forca vertical N e horizontal F', sendo ¢ o deslocamento horizontal
sofrido pelo bloco apds a aplicacdo da forca F', conforme mostrado na Figura 11. Coulomb
estabeleceu que a forca de atrito R, contraria a forca F, ndo pode ser maior que uma forca
limite Fijm = i - N, em que p > 0 é o coeficiente de atrito de Coulomb.

Fazendo analogia com o modelo de Coulomb, a tensdo o representa a forca F' e a
deformacdo ¢ representa o deslocamento d, como mostra a Figura 11. Além disso, a forca

limite Fjiy, = 1o - N é representada pela tensao limite o,.
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Figura 11 — Modelo reoldgico de atrito linear.

Fonte: Adaptado de Oliver e Saracibar (2017).

Combinac¢des dos modelos reoldgicos elastico linear e de atrito linear podem ser feitas
para representar materiais rigidos plasticos e elasto-plasticos, como serd visto mais a frente.
Essencialmente, o modelo reoldgico de atrito linear é utilizado para representar o efeito da

plasticidade nos materiais. Matematicamente, pode ser descrito da seguinte forma (OLIVER;
SARACIBAR, 2017):

o<o,—Ac=0,
og=o0, = Aec#0, (2.6)
o > o, — nao € possivel,

onde o > 0 é tensdo correspondente a carga que estd sendo aplicada. Observe na equagdo acima
que uma vez que a tensdo limite € atingida ¢ = o, o valor de tensdo mantém-se constante
e deformacgdes residuais sao geradas Ae # 0, fendmeno que define a plasticidade perfeita.
Assim, o elemento de atrito linear configura plasticidade perfeita e para que seja idealizado o
endurecimento ou amolecimento dos materiais plasticos, é necessaria a sua combinacao com
outro elemento.

O modelo reolégico de amortecimento linear é utilizado para representar o comporta-
mento de materiais viscosos. Materiais viscosos assemelham-se ao comportamento dos fluidos
e, quando representados pelos modelos reolégicos de amortecimento linear, sao aqueles onde a
taxa de deformacao é proporcional a tens3o:

E_._ 0 (2.7)
dt n
onde 7) é o coeficiente de viscosidade. A Figura 12 mostra a representacao do modelo reoldgico de
amortecimento linear, que pode ser utilizado em combinacdo com os modelos reoldgicos elastico
linear e de atrito linear para a representacao de materiais com caracteristicas viscosas-elasticas

e viscosas-plasticas: sdo os materiais viscoelasticos lineares e viscoplasticos lineares.
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Figura 12 — Modelo reoldgico de amortecimento linear.

Fonte: Autor (2022).

Como descrito anteriormente, os modelos reolégicos sao usados principalmente para
a representacdo de materiais complexos a partir da combinacido dos elementos simples aqui
apresentados. Essas combinaces podem ser realizadas pois todos os elementos simbolizam
modelos reolégicos lineares. Mostraremos, em primeiro lugar, que os modelos uniaxiais da secao
anterior também podem ser obtidos a partir dessas combinacoes.

Como primeiro exemplo, tém-se o modelo rigido plastico com endurecimento, mostrado
na Figura 13, idealizado a partir da combinagdo em paralelo da mola e do elemento de atrito.
Em seguida, se aumentarmos um pouco mais a complexidade, utilizando novamente a mola
para formar uma combinacdo em série junto a combinac3o anterior, é possivel representar o

modelo elasto-pldstico com endurecimento linear, como mostra a Figura 14.

Figura 13 — Modelo reoldgico representativo do comportamento rigido plastico com
endurecimento.

o

—

Fonte: Autor (2022).
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Figura 14 — Modelo reoldgico representativo do comportamento elasto-plastico com
endurecimento linear.

F

Fonte: Autor (2022).

Para representar os materiais viscoeldsticos, costuma-se combinar o elemento mola
com o elemento amortecedor. Os modelos de Maxwell e de Kevin est3o entre os mais simples
encontrados na literatura. O modelo de Maxwell consiste na ligagdo em série do elemento mola
e amortecedor (Figura 15), enquanto que o modelo de Kevin é construido com a ligagdo em

paralelo desses dois elementos (Figura 16).

Figura 15 — Modelo de Maxwell.

€

n E - —
E*E AAAA :

Fonte: Autor (2022).

Para o modelo de Maxwell, quando um esforco é aplicado, cada elemento contribui
com uma parcela para a composicdo da taxa de deformacdo. No elemento mola, a taxa
de deformagdo é diretamente proporcional a taxa de tensdo (¢,, = ¢/FE); e no elemento
amortecedor, a taxa de deformacao leva em conta somente a tensiao no momento de aplicacdo
(éa = 0/n). Dessa forma, a taxa de deformagdo do modelo de Maxwell pode ser representada

da seguinte maneira:

o o
E=émtée=5 F ; (2.8)

A combinacdo em paralelo do modelo de Kevin fornece uma caracteristica interessante,
observada no diagrama da Figura 16. Veja que a mola sempre provoca o retorno do material

para sua configuracdo inicial. No entanto, o amortecedor é responsdvel por dissipar parte da
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energia durante esse retorno, provocando a diferenca mostrada entra a curva de carregamento
e descarregamento. Além disso, andlogo ao modelo de Maxwell, para o0 modelo de Kevin a

contribuicdo das tensdes dos dois elementos somam-se. Assim, a tensao é representada por

meio da seguinte equacao:
0=0m+0,=FE¢+ne. (2.9)

Figura 16 — Modelo de Kevin.
o

n

Fonte: Autor (2022).

Os modelos viscopldsticos representam materiais viscosos que apresentam comporta-
mento plastico apds determinado valor de tensdo. Como descrito anteriormente, costuma-se
empregar o elemento de atrito para representar a plasticidade nos modelos reolégicos. Como
exemplo de modelo viscoplastico, consideremos a combinacdo em paralelo do amortecedor e do

elemento de atrito, formando o chamado modelo de Bingham (Figura 17).

Figura 17 — Modelo de Bingham.
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Fonte: Autor (2022).

Para representar matematicamente o modelo dos materiais viscoplasticos, muitas vezes
€ necessaria a escrita de uma regra de fluxo, que dita a evolugdo da deformacdo em fungdo do

histérico da tensao. O modelo de Bingham possui a seguinte regra de fluxo:
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. 0 ,se o0 <oy
€= , (2.10)

(0 —0y)/n ,se 0 >0y
onde 7 € equivalente a inclinagcdo do trecho retilineo do diagrama mostrado na Figura 17. Por
fim, note que os diagramas das Figuras 13, 15 e 17 n3o s3o equivalentes entre si. Enquanto que
o diagrama do modelo rigido plastico com endurecimento plota a tensdo versus deformacdo, o
modelo de Maxwell plota a deformacao versus tempo e o modelo de Bingham plota a tensao

versus a taxa de deformacao.

2.2 Teoria da Elasticidade Linear

O comportamento eldstico é caracterizado por duas condicdes principais: a tensdo é
funcao lnica da deformacdo e o material é capaz de voltar completamente a sua configuracao
original apés a retirada da forca aplicada sob ele (MASE; MASE, 1999). Especificamente,
a teoria da elasticidade linear pode ser entendida como uma simplificacao da teoria geral
da elasticidade. As simplificacbes adotadas nesta secdo s3o: deformacdes infinitesimais e o
material se encontra em condicdes isotérmicas. Além disso, a teoria apresentada restringe-se
aos materiais homogéneos.

Nesta secao, apresentaremos os materiais elasticos lineares, iniciando as discussdes com
o modelo elastico linear isotrépico unidimensional, em seguida expandindo para o tridimensional
(Subsecdo 2.2.1). Na Subsecdo 2.2.2, serd apresentado uma generalizagdo do modelo eldstico
linear, onde as propriedades podem variar dependendo da direcdo da aplicagao da carga, ou

seja, a anisotropia é considerada.

2.2.1 Modelo elastico linear unidimensional e tridimensional

A lei de Hook unidimensional estabelece que a tensao o é diretamente proporcional a
deformacdo ¢, através da constante de proporcionalidade F/, chamada de mdédulo de elasticidade
(OLIVER; SARACIBAR, 2017). A Figura 18 mostra o diagrama tens3o-deforma¢do do modelo
constitutivo eldstico linear isotrépico unidimensional, e sua relagcdo constitutiva, como ja

apresentada na Secdo 2.1, possui a seguinte expressao:

c=F ¢ (2.11)

Nos modelos eldsticos lineares, a curva de descarregamento retorna pelo mesmo
caminho da curva de carregamento, como detalhado na Segdo 2.1. Vale apontar que por
conta da consideracao de isotropia na Equacdo 2.11, o médulo de elasticidade é o mesmo

independente da direcdo de aplicacdo da forca.
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Figura 18 — Modelo elastico linear isotrépico unidimensional e elemento de material
submetido a um estado triaxial de tensoes.

z
0::
/ g
n
S
L&
g
’ <
S
P Ox
zo“"/ s ? y
.
& / Oxx
(:bée E
/ 4
.
£
3 X

Fonte: Autor (2022).

Para o modelo tridimensional, considere o elemento de material submetido a um
estado triaxial de tensdes, conforme mostrado na Figura 18. E possivel obter as equac¢des
constitutivas para esse elemento, relacionando as deformacdes com as tensdes aplicadas, a
partir da superposicdo dos efeitos individuais das deformag¢des em cada direcdo, dado que as
equacgoes sao lineares. Por exemplo, utilizando a Equacdo 2.11, representamos a deformacao ¢
na direcdo x, do elemento submetido a um estado uniaxial de tensdes o,,, da seguinte forma:

O’l’l‘

=T 2.12
far = (2.12)

Devido ao efeito de Poisson, quando o material é alongado em uma dire¢do, ocorre
contragdes nas direcoes normais a esta. Logo, através da Equacao 2.2, pode-se escrever as

seguintes relagdes para as deformagdes ¢, e €., devido a tensdo o,,:

Eyy = —V - gy = —U 2
m = Ve =V
2.13
B o (2.13)
522——1/'€zx——y'7.

De maneira semelhante ao mdédulo de elasticidade, o coeficiente de Poisson v é
independente da direcdo do esforco aplicado. Analogamente, quando o elemento de material

estad sujeito a um estado uniaxial de tensdes na direcdo y, obtém-se as seguintes relacoes:

- Oyy
yy — E )
o
Epp = —V Eyy = —V+ —2, (2.14)
o
gzzz—y.gyy:_y.ﬂ.

Para a tensdo o,,, tem-se:
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O-ZZ
822 E )
Ozz
Epg = —V +Eyp = —U - ok (2.15)
. . O-ZZ
Eyy =~V Epy = —U- 7

Levando em conta o efeito conjunto de o,,, o, € 0.., ou seja, o elemento esta
sujeito a um estado triaxial de tensdes, obtemos as seguintes relagdes, via superposicao, para

as deformagdes €,,, €y € €..:

1

Exx = E : [Jxx -V (Uyy + Uzz)] ;
1

=g [oyy — V (04z + 022)], (2.16)
1

Epy = E . [Uzz — UV (Uxx + O'yy)] .

Neste ponto, duas caracteristicas que um material isotrépico possui valem a pena
ser destacadas: tensGes normais somente geram deformac¢des nas mesmas direcoes normais €
tensoes cisalhantes somente geram deformacgdes cisalhantes nas mesmas direcGes aplicadas
(SHAMES; COZZARELLI, 1997). Neste sentido, para a caracterizagdo completa do material
elastico linear tridimensional, lembre-se do ensaio de cisalhamento puro descrito na Secdo 2.1,
onde estabelece que a tensdo de cisalhamento o, é diretamente proporcional a deformagao
cisalhante de engenharia 7,, (Equagdo 2.3). Assim, considerando as parcelas individuais das

tensoes cisalhantes do elemento de material mostrado na Figura 18, temos:

Ty
Yoy = —~

G

Ty

Oz
Yz = ?a

onde o médulo de cisalhamento (G, devido a isotropia, é igual para todas as expressoes
anteriores. Superpondo as tensdes normais e cisalhantes, o modelo elastico linear tridimensional

é caracterizado por completo:

1 o
59696:5‘[%:1:_”(%3/""@2)}7 %cy:?ya
1 Oys
Eyy = E : [Uyy -V (Uxx + Uzz)] y Yyz = é y (218)
1 O e
Erz = E ' [Uzz -V (wa + Uyy)] y Yex = aq .

No exemplo dado, os valores de tensdo mostrados (normais e cisalhantes) representam
um campo de tensdo uniforme no dominio (cubo) do elemento. Por fim, ressaltamos que
somente duas das constantes F, v e G sdo independentes. A relacdo entre elas é feita a partir

da equacao:
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E
G = STt (2.19)

2.2.2 Generalizacdo do modelo eldstico linear

Na subsecdo anterior, tratamos dos materiais eldsticos lineares isotrépicos unidimensi-
onais (Equagdo 2.11) e tridimensionais (Equagdo 2.18). Nesta subse¢do, serd apresentado uma
generalizacdao do modelo elastico linear, considerando a anisotropia, ou seja, as propriedades do
material podem variar de acordo com a direcdo da tensao aplicada. A Equacdo 2.11 é escrita

na forma generalizada da seguinte maneira:

o=C:e, (2.20)

onde o é o tensor de tensbes de Cauchy, C é o tensor de constantes elasticas de quarta ordem e

€ é o tensor de deformagoes. Em notacao indicial, a Equagdo 2.20 é escrita da seguinte forma:

oij = Cijmen, 1,7,k = {1,2,3}. (2.21)

Como os tensores o e € sdo simétricos, os componentes de C também s3o simétricos:
Cijrr = Cjias

Cijii = Cijig.

Em geral, o tensor de constante eldsticas C pode depender da temperatura e varia

(2.22)

com a posicao em materiais heterogéneos, consideracdes que nao estao sendo abordadas na
teoria apresentada. Além disso, o tensor C possui originalmente 3* = 81 componentes. Por
conta da simetria, esse niimero é reduzido para 36. Para facilitar a representacao matematica
de um tensor na forma matricial, adotaremos a notacao de Voigt, escrevendo as constantes
eldsticas com algumas simplificagdes em seus indices (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2005):

(11) = 1 (23) — 4,
(22) -2 (31) — 5, (2.23)
(33) =3 (12) — 6.

Expandindo a Equagdo 2.21, com as simplificacdes das constantes elasticas, obtém-se

o seguinte sistema de equacgdes lineares:

Ouz = Cr1€ae + Cragyy + Cizezz + Cravyz + CisVew + Cro7ay,
oy = Corae + Cangyy + Cosee + Coryys + CosVae + Coory,
022 = Ca1820 + Caoeyy + Cazeze + Caayye + Casvae + C67ay, (2.24)
0y = Cuiege + Cuoeyy + Cuge + Cuayyz + Casvan + Cag Yy,
0z = Cs1€22 + Craeyy + Cozezz + Coavye + Cos720 + CogVay,

Ogy = Cﬁlexa: + CﬁQ?yy + C6382z + ((2647,7;2 + (C65’yza: + (CGG’Yacy-
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Na forma matricial, a Equagao 2.24 é escrita como:

5 =Cé, (2.25)

onde g e €, na notacao de Voigt, sdo vetores coluna 6 x 1 definidos da seguinte forma:

17, (2.26)

~ T ~
o= [waa Oyys 02z, Oyz, O zzs Uwy] ) €= [513:1:7 Eyys €22y Vyzs Vzas Yy

e C é uma matriz quadrada 6 x 6. Observe que o vetor € é construido utilizando 7,, = 2¢,.,
Vew = 26,5 € Ypy = 264,. Caso a matriz C seja simétrica, o nimero de constantes elasticas
é reduzido para 21 (C,, = C,,). Se considerarmos, além da simetria, que o material possui
direcOes preferenciais de forcas em trés planos mutualmente ortogonais, ou seja, trata-se de

um material ortotrépico elastico linear, reduzimos o niimero de constantes elasticas para 9:

Ci Cip C3 0
Cip Gy Cy 0
Ciz Cy3 C33 0
0 0 0 Cyu O
0 0 0 0 GCs5 O
i 0 0 0 0 0 (C66_

onde a matriz C é vélida somente nos eixos ortotrépicos de simetria. Considerando a isotropia

o O O

, (2.27)

o O O O

novamente, verifica-se que o tensor de constantes elasticas passa a ter somente 3 constantes

elasticas independentes e nao nulas:

@
A
[\o}

®)
S
o

®)

A
[N}

o

o o o

(2.28)

o O O O

0 0 0 Cyu O
0 0 0 0 Cy O
0 0 0 0 0 Ca

Fazendo relagdo com a Equacdo 2.18 (¢ = C ! ), é possivel representar a matriz

inversa C~! de constantes eldsticas para o modelo isotrdpico eldstico linear da seguinte forma:

[ 1)E -v/E —v/E 0 0 0
—v/E 1)E —v/E 0 0 0
ci_ |"WE —v/E YE 00 0 (2.29)
0 0 0 1/G 0 0
0 0 0 0 1/G 0
0 0 o 0 0 1/G

A matriz de constantes eldsticas C do modelo isotrépico eldstico linear é dada por
(BATHE, 2014):
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1 &£ &£ 0 0 0
= 1 = 0 0
c-_ LUy Jivoay L0000 (2.30)
I+v)(1=2v) | O 0 0 5725 O 0
00 0 0 g% 0
00 0 0 0 g

2.3 Teoria da Plasticidade

A Teoria da Plasticidade estuda os materiais nos quais deformacGes permanentes podem
ser geradas apds o descarregamento de uma forca externa aplicada sob eles (BELYTSCHKO et
al., 2014). As deformacdes permanentes, ou deformacdes plasticas, sdo desenvolvidas quando
a solicitagdo excede o limite eldstico do material (a tensdo de escoamento para os metais,
como visto na Se¢do 2.1). Traremos nossa aten¢do aos materiais elasto-pldsticos, aqueles que
apresentam comportamento linear elastico durante o inicio do carregamento e comportamento
plastico quando ultrapassado o limite elastico.

A teoria aqui apresentada é reduzia aos modelos constitutivos que nao apresentam
dependéncia da taxa de deformacdo. Além disso, apresentaremos inicialmente a formulacao
para o caso unidimensional baseada em pequenas deformacdes (infinitesimais). No entanto,
para os problemas tratados neste trabalho, grandes deformagdes e rotacGes sdo geradas. Nesse
contexto, a hipétese de deformacgdes infinitesimais podera piorar significativamente a precisdo
dos resultados (SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008).

A apresentacdo da elasto-plasticidade infinitesimal é mais simples e serve como ponto
de partida para o entendimento da plasticidade em regime finito. Assim, apresentaremos na
Subsecdo 2.3.1 a formulagdo do modelo elasto-pldstico unidimensional, estendendo para o caso
generalizado considerando a Teoria da Plasticidade de deformacgdes finitas na Subse¢do 2.3.2.

Sera considerado que os materiais se encontram dentro de um contexto isotérmico
(sem efeitos relacionados a temperatura). Por fim, somente a isotropia sera considerada na
formulacdo e os critérios de ruptura classicos serao apresentados na Subsecdo 2.3.3, discutindo
também sobre as regras de fluxo cldssicas e sobre a lei de endurecimento utilizada para cada

critério classico.

2.3.1 Modelo elasto-plastico unidimensional

Iniciaremos apresentando novamente o diagrama tensao-deformacao idealizado para o
modelo elasto-pldstico unidimensional com endurecimento (Figura 19). Como destacado na
Sec3o 2.1, ao inicio do carregamento, o material elasto-plastico possui um comportamento
eldstico linear, com a inclinacdo da reta definida pelo médulo de elasticidade E. Apds o ponto
correspondente ao limite eldstico o,,, o material se encontra no regime pldstico e deformagdes

residuais €, passam a ocorrer. A curva de endurecimento ¢ caracterizada pelo médulo de
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endurecimento H. Além disso, as curvas de descarregamento e carregamento, quando o

material se encontra no regime pldstico, sao idealizadas como percorrendo o mesmo caminho.

Figura 19 — Modelo elasto-pldstico com endurecimento.

(0)
H ,
o . A
o - - '/
/
E /j El
|
i | > €

. €p Ee
t

Fonte: Adaptado de Souza Neto, Peri¢ e Owen (2008).

Para um certo nivel de tensdo o, a deformacdo total € é dada pela soma entre as

deformagdes elasticas (recuperdveis) e plasticas (permanentes):

£ = €. + &p, (2.31)

conhecida como decomposicdo aditivada da deformacao, uma das principais hipdteses da teoria

da plasticidade de deformag¢des infinitesimais (SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008). Neste

sentido, um conjunto de definicdes sdo utilizadas para modelar o comportamento elasto-plastico:
(a) Decomposi¢do aditiva do incremento de deformagdo &;

b

C

d

e

Definicao de um critério de ruptura, ditando o comeco do regime plastico;

Definicdo de uma regra de fluxo para determinar os incrementos de deformacao;
Definicdo de uma funcdo de evolucao, caracterizando o fenémeno de endurecimento;
Definicao dos critérios de carregamento e descarregamento, conhecidos como condigdes
de Kuhn-Tucker.

As definicdes acima serdo apresentadas de forma generalizada na subsecdo seguinte, e

(b)
(c)
(d)
(e)
serdo detalhadas a seguir para o caso unidimensional.

2.3.1.1 Decomposicao aditiva da deformacao axial

No caso unidimensional, é realizado a decomposicao aditiva da deformacao axial total

€, em uma parcela eldstica ¢, e plastica ¢:

£ = €. + &p, (2.32)
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onde a deformacao eldstica pode ser definida por:

Ee = € — Ep, (2.33)

e o comportamento elastico linear inicial do material elasto-plastico determinado pela expressao:
o=FE-¢.. (234)

2.3.1.2 Func¢ao de escoamento

O dominio elastico, ou seja, o conjunto de valores de tensdo onde o material se encontra
no regime elastico, para o caso unidimensional, é delimitado pela tensdo de escoamento o,

sendo definido como:

E={o|®(0,0,) <0}, (2.35)

onde ® (0, 0,) é a fungdo de escoamento, que dita o fim do regime eldstico e inicio do regime

plastico. A funcao de escoamento, em geral, possui a seguinte forma:

@ (0,0,) = lo| ~ 0, (2.36)

onde |o| < 0,,. Dessa forma, vemos que ndo é admitido um valor de tensdo acima da tensdo de
escoamento. Assim, tensoes plasticamente admissiveis estdo localizadas ou no dominio elastico

ou na propria tensdo de escoamento. Portanto, tensGes admissiveis devem satisfazer a seguinte
relagdo (SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008):

®(0,0,) <0. (2.37)

O limite do dominio elastico é definido da seguinte forma:

Y={o|®(o,0,) =|o| —0,=0}. (2.38)

Caso a tens3o se encontre no regime eldstico, deformacoes elasticas estdo ocorrendo.

Quando valores de tens3o atingem o limite (tensdo de escoamento), dois fendmenos podem
estar ocorrendo: ou descarregamento eldstico ou carregamento plastico. Matematicamente,
essas condicoes de escoamento podem ser resumidas, comparando também com a taxa de

deformacdo plastica €,, da seguinte forma:

o estd no dominio elastico,o € E
®(0,00) <0 = |0| <0, = ;

Ep =20

o estd no limite do dominio elastico,oc € Y (2.39)
®(0,04) =0 = |o| =0, = { £, =0 quando descarregamento elastico

€p # 0 quando carregamento plastico
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2.3.1.3 Regra de fluxo plastico

Na Figura 19, mostramos somente o diagrama tensdo-deformacao para um corpo
de prova submetido a tracdo uniaxial. No entanto, testes de compressao também podem ser
realizados, e assumindo que a tensdao de escoamento em compressao € igual a de tracao. Na
pratica, verifica-se que a taxa de deformagdo pldstica ¢, é positiva quando o material estd
sujeito a tensdo e negativa quando em compressdo. Assim, a regra de fluxo plastico para o
modelo unidimensional pode ser representada por (SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008):

g, = Jsign (o), (2.40)

onde 4 é denominado multiplicador plastico e definido por:

v >0, (2.41)
satisfazendo a seguinte condic3o:
oy =0, (2.42)
e sign € a funcao sinal:
+1sea>0
sign (a) = , (2.43)
—1lsea<0

em que a é um escalar qualquer. Verificamos entao, como descrito na Equacdo 2.39, que a

taxa de deformacao plastica é nula no dominio eldstico:

D<) = =0 = &,=0, (2.44)

e o fluxo plastico pode ocorrer somente quando a tens3o atinge seu valor limite:

ol=0, = =0 = 4 >0. 2.45
o] =0y

As Equagdes 2.37, 2.44 e 2.45, sdao conhecidas como condi¢coes de Kuhn-Tucker, ou
condi¢Oes de carregamento/descarregamento, e definem quando fluxo pldstico comega a ocorrer,

podendo ser resumidas em:
d <0, 4 >0, A0 = 0. (2.46)

2.3.1.4 Lei de endurecimento

Para finalizar a modelagem constitutiva do material elasto-pldstico, é necessaria a
definicdo da funcdo de evolugcdo do limite do dominio eldstico, ou seja, descricdo da lei de
endurecimento. Para a incorporacdo do endurecimento, assume-se que a tensao limite é funcao

da deformagdo pldstica acumulada &,:
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o, =0y (&), (2.47)

onde £, é definida por:

t
ep=/0|s‘p|dt, (2.48)

onde para um ensaio de tragao tém-se &, = ¢, e para um ensaio de compressao, &, = —¢,. A
partir da Equacdo 2.48, é possivel obter a seguinte relacdo entre a taxa de deformacdo plastica

acumulada £, e a taxa de deformagdo pléstica:

gp = |Epl, (2.49)

em que, fazendo relagdo com a regra de fluxo plastico (Equagdo 2.40), obtém-se:
Ep=17. (2.50)

2.3.1.5 Resumo do modelo

Para finalizar, resumimos as equacdes constitutivas que caracterizam o modelo elasto-
plastico unidimensional com endurecimento:
|. Decomposicao aditiva da deformacao axial: € = e, + ¢;
[l. Equacdo constitutiva do modelo eldstico linear unidimensional para o trecho inicial:
oc=F-¢,

lll. Fungdo de escoamento: @ (0,0,) = |o| — 0y;
IV. Regra de fluxo plastico: €, = ¥sign (0);
V. Lei de endurecimento: o, = 0, (£,) € &, = %;
VI. Condi¢coes de Kuhn-Tucker: ® <0, >0, 5% =0.

2.3.1.6 Determinacao do multiplicador plastico

Para determinar o multiplicador plastico 7, considera-se a seguinte expressao:

dy =0, (2.51)

onde verifica-se que a taxa da funcao de escoamento é nula quando fluxo plastico ocorre, ou
seja, quando ¥y > 0. Ademais, durante o regime elastico, ¥ = 0, ® poderd assumir qualquer
valor. A condicao descrita anteriormente é denominada condicao de consisténcia, & = 0. Assim

a derivada funcao de escoamento em relacdo ao tempo é dada por:

® =sign (o) 0 — HE,, (2.52)

onde H é a inclina¢do da curva de endurecimento (médulo de endurecimento), definida da

seguinte maneira:
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doy

H=H(,) =" (2.53)

A partir da condicao de consisténcia e da Equacao 2.52, da equa¢ao constitutiva
elastica linear unidimensional ¢ = E - (¢ — ¢,,), combinando com as Equagdes 2.48 e 2.50,

fazemos as seguintes manipulagdes:

Hg,
(e
sign (o) (E=2%),
. Ee | Ee, .
5p:FS|gn(a)—7p5|gn(U),
Ee EA
ﬁ::-E;an(a)——igg[ﬂgn(oﬂ2, (2.54)
LB B
Y H'Y—Hs'gnaa
E+H . Eés. (o)
= —sign
H ’y H g 07

chegando a definicao do multiplicador plastico, ocorrendo durante fluxo pldstico:

E
sign (0) ¢ = 2|2l (2.55)

TTH+E
2.3.1.7 Mddulo tangente elasto-pldstico

O médulo tangente elasto-plastico é a constante de proporcionalidade que estabelece

a relacao entre a tensao e a deformacao durante o fluxo plastico:

6=E,,-¢. (2.56)

Utilizando novamente a equagdo constitutiva ¢ = E - (¢ — €,), combinada com as

Equacdes 2.40 e 2.55, obtém-se a seguinte expressao para o médulo tangente elasto-plastico:

_ FEH
Y E+H
Pode-se também expressar o médulo de endurecimento H em termos do médulo de

(2.57)

elasticidade e do mddulo tangente elasto-plastico:

E.
P (2.58)

H=—"2 _
1- E,/E

2.3.2 Generalizagdo do modelo elasto-plastico

O modelo elasto-plastico unidimensional apresentado anteriormente, dentro da Teoria
da Plasticidade de deformacdes infinitesimais, descreve as principais propriedades que serdo
estendidas nesta subsecdo para o caso generalizado e com a formulagao baseada na Teoria

da Plasticidade de deformacgdes finitas. A generalizacao é realizada a partir da mesma série



Capitulo 2. MODELOS CONSTITUTIVOS 51

de defini¢des (mostradas na Subse¢do 2.3.1.5). Assim, apresentaremos a forma generalizada
passando pelos mesmos items enumerados.

Em primeiro lugar, vale destacar que para os problemas de deformacgdes finitas, ha
dois tipos de modelos elasto-plasticos amplamente utilizados: o modelo hipoelastico-plastico
e o modelo hiperelastico-plastico (ZHANG; CHEN; LIU, 2017). A formulagdo do modelo
hipoelastico-plastico também leva em conta a decomposicao aditiva da deformacdo. Assim, de
forma analoga a decomposicao da deformagdo uniaxial, para o caso generalizado da plasticidade
finita tém-se a decomposicao aditiva do tensor taxa de deformacdo € em uma parcela elastica

€. e outra plastica &,:

E=é. 46, (2.59)

O modelo hipoelastico, adotado neste trabalho, diferentemente do modelo hiperelastico,
é aquele que n3o pode ser derivado a partir de um funcional para a energia de deformacgao
especifica (SIMO; HUGHES, 1998). Além disso, nos modelos hipoeldsticos, as equagdes
constitutivas sdo formuladas com o uso de taxas de tenses objetivas afim de manter as
propriedades de transformacdo de rotagdo corretas (HUGHES; WINGETS, 1980). A ndo
objetividade estd relacionada ao fato da derivada no tempo do tensor de tensGes depender do
referencial adotado. Existem varias taxas de tensoes objetivas diferentes, por exemplo: Zaremba-
Jaumann, Green-Naghdi e Truesdell. Aqui, serd utilizada a taxa de tensGes de Jaumann, definida

em func3o do tensor de tensdes de Cauchy o:

o=6—-Wo—aW7, (2.60)

onde W ¢é o tensor de rotacdo. Logo, a parte elastica do material elasto-plastico pode ser

definida da seguinte maneira:

o=C: (¢, (2.61)

em que C é o tensor de constantes elasticas de quarta ordem e deve ser isotrépico (SIMO;
HUGHES, 1998). Ademais, na forma mais geral, o modelo elasto-pldstico é fungdo de um
conjunto de varidveis internas a associadas ao fendmeno de endurecimento, determinadas pela

equacao:

& =+H, (2.62)

onde H = H (0,a) é o médulo de endurecimento generalizado, e define a evolugdo da superficie
de escoamento. Andlogo ao conjunto que define o limite do dominio eldstico, para o caso

generalizado o critério de ruptura define uma superficie de escoamento:

Y={o|®(c,a) =0}, (2.63)
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onde @ (0, ) é a fungdo de escoamento e deve ser uma fungdo isotrépica do tensor de tensdes
o (SIMO; HUGHES, 1998). A regra de fluxo plastico generalizada é dada por:

¢, = 4N, (2.64)

onde o tensor N = N (0, a) é denominado vetor de fluxo. Para completar a caracterizagdo do

modelo elasto-pldstico generalizado, as condi¢des de Kuhn-Tucker s3o definidas por:

®<0, 420, §0=0, (2.65)

caracterizando o desenvolvimento das deformacdes plasticas e varidveis internas do modelo
constitutivo. Outro aspecto da formulagcdo generalizada é a ado¢cdo de um potencial de fluxo
VU (0, a) para definir a regra de fluxo e/ou a lei de endurecimento. Assim, obtém-se o vetor de
fluxo e 0 médulo de endurecimento generalizado da seguinte forma:
N = 8_\11’ H = _8_\11' (2.66)
0o Oa
Quando adota-se a fungdo de escoamento ¢ (a,a) como o potencial de fluxo, ou
seja ¥ = P, o modelo é chamado de associativo. Quando usamos um potencial de fluxo
diferente da funcdo de escoamento, o modelo elasto-plastico é chamado de n3do associativo. De
forma analoga a formulacdo unidimensional, durante o regime plastico, a tensdo localiza-se na
superficie de escoamento e é necessario obedecer a condicio de consisténcia ® = 0, descrita
anteriormente. Dessa forma, a derivada temporal da funciao de escoamento é dada por:
0d v 09 .

b= ot a=0, (2.67)

onde utilizamos a seguinte identidade (BELYTSCHKO et al., 2014):

od . 0P v
% - o= % - o.
Combinando a relagdo constitutiva dada na Equagao 2.61, com as Equagdes 2.62,
2.64, 2.66 e 2.67, obtém-se:

(2.68)

0P . 0P .
8—U.C.(8—7N)+a—a-7H—O. (2.69)

Resolvendo para o multiplicador plastico 7, resulta em:

0b/0o :C : €
- 09/00 :C:N —0®/0a- H

De forma semelhante ao caso unidimensional, durante o regime plastico, a relagdo entre

5 (2.70)

a tensdo e a deformagdo 0 = C,,, : € é estabelecida através do médulo tangente elasto-plastico,
definido de forma generalizada como (BELYTSCHKO et al., 2014; ZHANG; CHEN; LIU, 2017):
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C ,sey =0
Cep = (C: N)® (0®/do : C) : (2.71)
C - ,sey >0
00/06 :C: N —0?/0a : H

onde C., é um tensor de quarta ordem e ® simboliza um produto tensorial (GURTIN, 1981).

Por fim, destaca-se que o modelo apresentado ¢ indicado para casos onde as deformacgdes
elasticas s3o pequenas se comparadas com as deformacdes plasticas geradas durante o regime

plastico.

2.3.3  Critérios cldssicos de escoamento

A modelagem constitutiva do material elasto-plastico foi apresentada a partir da teoria
de deformagdes infinitesimais, sob o contexto unidimensional (Subse¢do 2.3.1) e utilizando a
consideragdo de deformagdes finitas para a formulagdo generalizada (Subse¢&o 2.3.2). Para os
dois casos, a funcao de escoamento ® foi tomada em sua forma mais geral. Apresentaremos
em seguida os critérios de escoamento mais comuns encontrados na literatura: Tresca, von

Mises, Drucker-Prager e Mohr-Coulomb.

2.3.3.1 Critério de Tresca

O critério de escoamento proposto por Tresca, em 1868, especifica que plasticidade

comega a ocorrer quando a tens3o de cisalhamento maxima atinge um certo valor limite:

1
§(Umax — Omin) = Ty (@) , (2.72)
onde o limite é dado por 7, que é a tensdo cisalhante de escoamento, fun¢do de uma varidvel

interna que caracteriza o fenomeno de endurecimento «; € Omax € Tmin SA0, respectivamente,

as tensdes principais maximas e minimas, definidas como:

Omax — MaX {017 02, 03} )

(2.73)
Omin = min {01, 09,03},
em que a tensdo maxima de cisalhamento é dada por:
1
Tmax — 5 (0max - Umin) . (274)

A partir da Equagao 2.72, é possivel definir a tensdo de escoamento da seguinte

maneira:

% (0> = (Umax - Umin) — Ty (05> ) (275)

sabendo que o inicio do regime plastico ocorre quando ® = 0. Uma outra forma de representar

N =

a fungdo de escoamento de Tresca é fazendo uso da tensdo de escoamento uniaxial o, = 27,:
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® (0) = (Omax — Omin) — 0y (@) . (2.76)

Utilizando as Equacdes 2.75 ou 2.76, nota-se uma caracteristica em comum: ambas
sao insensiveis a pressao, ou seja, o componente hidrostatico do tensor de tensoes p nao exerce

influéncia durante o regime pldstico, sendo definido da seguinte maneira:

(01 + 09+ 03) . (2.77)

W —

=L o) =
P=3 =

Outra caracteristica importante é que o critério de escoamento de Tresca é isotrdpico,
ou seja, a sua funcio de escoamento é uma funcao isotrépica do tensor de tensdes de Cauchy,
caracteristica compartilhada entre todos os critérios abordados.

No espaco de tensdes principais, a superficie de escoamento de Tresca (® = 0) descreve
um prisma hexagonal infinito, com seu eixo principal coincidindo com o eixo hidrostatico (onde
o1 = 09 = 03), como mostra a Figura 20. E comum também mostrar a representacao
da superficie de escoamento a partir de sua projecdo no plano 7, o plano desviador (onde
O'1+O'2+0'3 :0)

Figura 20 — Superficie de escoamento de Tresca no espaco de tensdes principais e sua
projecdo no plano 7.
eixo hidrostatico
7
7
7

‘ "
& ‘ \

X7

02

s ~— 6/ \02

projegao

01

Fonte: Autor (2022).

2.3.3.2 Critério de von Mises

O critério de ruptura de von Mises estabelece que o regime plastico se inicia quando o
segundo invariante do tensor desviador de tensoes J, atinge um valor limite. Destaca-se entao

a decomposicdo do tensor de tensées de Cauchy em uma parcela desviadora e hidrostatica:

o=npl+s, (2.78)

onde p é o componente hidrostatico, como mostrado na Equacdo 2.77, e s é o tensor desviador

de tensoes. Assim, define-se J; da seguinte forma:
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1 1 )
J2 = 58 .8 = itr [8 } . (279)
Considera-se entao dois estados para a definicdo da funcao de escoamento de von

Mises: cisalhamento puro e tensdo uniaxial, respectivamente:

0 70 o 0 0
c=1|r 00|, wo=1]0 0 0f, (2.80)
000 000

onde, a partir da Equacdo 2.79, para o estado de cisalhamento puro encontramos J, = 7% e
para o estado uniaxial de tensdes encontramos J, = 1/3 - 02. Assim, é possivel obter a funcio

de escoamento de von Mises para o cisalhamento puro:

O (o) =+/J2(s(0)) — 7y, (2.81)

onde 7, é a tensdo cisalhante de escoamento; e para o estado uniaxial de tensoes:

O (o) =+/3J2(s(0)) — 0y, (2.82)

onde o, é a tensdo de escoamento e a parcela \/3.J; (s (o)) é chamada de tensdo equivalente
de von Mises.

O critério de von Mises, assim como Tresca, é insensivel a pressdo hidrostatica e
isotrépico. A superficie de escoamento de von Mises (& = 0), representada no espago de
tensdes principais, define um cilindro infinito coincidindo com o eixo hidrostatico. A Figura 21
mostra a representacdo da superficie de escoamento, em conjunto com sua proje¢ao no plano
7, comparando com a projecdo da superficie de Tresca. Assim, observa-se que os vértices do
hexdagono de Tresca intersectam o circulo de von Mises.

De maneira geral, adota-se uma regra de fluxo associativo (¥ = ®) para o critério
de ruptura de von Mises. A lei de fluxo associativa para von Mises é conhecida como lei de

plasticidade de Prandtl-Reuss, e o vetor de fluxo é definido da seguinte maneira:

0P 0 3 s
N:%:%{wm@ﬂzﬁﬁF (2.83)

e o tensor taxa de deformacao pldstica é:

3 s

SToll (2.84)

Ep =7
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Figura 21 — Superficie de escoamento de von Mises no espaco de tensdes principais e sua
projecao no plano 7, em comparacao com a projecao do critério de Tresca.

O3 O3

eixo hidrostatico
- von Mises

n / Tresca

< — ‘0/ \02

- projecao

Fonte: Autor (2022).

Em relacao a lei de endurecimento, para todos os critérios abordados é adotado
endurecimento isotrépico, isto é, a superficie de escoamento evolui uniformemente, sem
distor¢do ou translagdo (CHEN; HAN, 1988). Para o modelo de von Mises, o endurecimento
isotrépico equivale a um aumento no raio do cilindro definido no espago de tensdes principais.
Além disso, ha dois tipos de endurecimento isotrépico: endurecimento por deformacdo e
endurecimento por trabalho, sendo o primeiro adotado neste trabalho.

O endurecimento por deformacdo, visto de forma simplificada para a formulacdo
unidimensional do modelo elasto-pléstico, define a varidvel interna & como uma medida escalar

da deformagdo. Para o modelo de von Mises, utiliza-se a deformagdo acumulada (ou equivalente)

_ Lo ol
gy = S &,dt = 3 &, | dt, (2.85)
0 0

em que a expressao anterior é na verdade uma generalizacdo da Equacdo 2.48. Assim, seguindo

de von Mises:

a mesma ldgica apresentada para o modelo unidimensional, temos:

. 2. . 2.
Ep = gep “Ep = \/;Hep” ; (2.86)

onde comparando com a Equacao 2.84, encontramos:

gy = 4. (2.87)

O endurecimento ¢ incorporado a funcdo de escoamento de von Mises, assim como
para o modelo unidimensional, fazendo a tensdo de escoamento funcao da deformacdo pléstica

equivalente:

oy =0y (&), (2.88)
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onde para o endurecimento isotrépico linear por deformacao, a tensao de escoamento é definida

pela seguinte expressao:

oy (&p) =0y + H - &, (2.89)
em que o, € a tensao de escoamento indicando quando o regime plastico ¢ iniciado, H é o

modulo de endurecimento isotrépico linear e plasticidade perfeita é obtida quando H = 0.

2.3.3.3 Critério de Mohr-Coulomb

O critério de escoamento de Mohr-Coulomb é o exemplo cldssico de um critério sensivel
a pressao e pode ser entendido como uma generalizacdo do critério de Tresca. O critério de
Mohr-Coulomb expressa que a plasticidade ocorre quando a tensao cisalhante 7 e a tensao
normal o, atingirem a seguinte combinag¢&o critica (SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008):

T=c— 0, tang, (2.90)

onde ¢ é a coesao do material e ¢ é o seu angulo de atrito. A visualizacdo do conjunto de
valores de tensdo que obedecem a esse critério é facilitada com a representacao utilizando o
circulo de Mohr (BRADY; BROWN, 2004). A Figura 22 mostra a representacdo do critério de
Mohr-Coulomb, em comparacdo com o critério de Tresca, utilizando o circulo de Mohr. Observe
que o critério de Tresca é uma linha reta que representa a tensao maxima de cisalhamento 7.y.
Para o critério de Mohr-Coulomb, o fim do regime elastico ocorre quando o circulo de Mohr,
delimitado pelas tensdes méximas e minimas (0max € Omin), toca a linha tangente definida pela
Equacgao 2.90.

Figura 22 — Representacao dos critérios de Mohr-Coulomb e Tresca utilizando o circulo de
Mohr.

T = - oytan() _or0,

c
9 \
¢ On On

03 =0min 0 01 = Opmax 03 =0pin [o73 01 = Omax

MOHR-COULOMB TRESCA

Fonte: Autor (2022).

Considerando o inicio do regime plastico, a partir da Figura 22 é possivel estabelecer
a seguinte relagdo matematica para o critério de escoamento de Mohr-Coulomb em fun¢do das

tensoes principais 0y = Tmax € 03 = Omin:

s = O oy — (“max * i, Omex i gb) tang,  (291)
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que de maneira simplificada pode ser escrita da seguinte forma:

(Umax - Umin) + (Umax + Umin) sin ¢ = 2ccos ¢7 (292)

finalizando na definicdo da fun¢do de escoamento de Mohr-Coulomb:

D (0,¢) = (Omax — Omin) + (Tmax + Tmin) SIN ¢ — 2¢ cos ¢. (2.93)

A superficie de escoamento de Mohr-Coulomb possui a forma de uma piramide
hexagonal no espago de tensdes principais, alinhada ao eixo hidrostatico (Figura 23). O dpice da
piramide localiza-se no ponto p = ccot ¢ e define o limite de resisténcia a tracao do material,

caracteristica tipica de concretos, solos e rochas.

Figura 23 — Superficie de escoamento de Mohr-Coulomb no espago de tensdes principais e
sua projecao no plano 7.

eixo hidrostético

z / N -0

projecao

Fonte: Autor (2022).

Vale destacar que a representacido da superficie de escoamento de Mohr-Coulomb é
mostrada tomando as tensGes principais negativas (—oy, —09, —03) tendo em vista a convengdo
de sinais das tensdes normais adotada na mecanica do continuo (MASE; MASE, 1999). Para
facilitar a modelagem computacional, costuma-se representar a superficie de Mohr-Coulomb a
partir de uma representacao multissuperficie, definida pelo seguinte conjunto de fungdes de

escoamento:

01+ 03)sin ¢ — 2ccos @,
09+ 03)sin ¢ — 2c cos ¢,
sin ¢ — 2c¢ cos ¢,

)

)

o9 + 01)

o3 + 1) sin ¢ — 2c cos ¢,
)
)

(2.94)

03 + 02) sin ¢ — 2ccos ¢,

I
<)
[\
|
S
+
A~~~ o~~~

01+ 09) sin ¢ — 2ccos @,
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onde ®; (g, c) = 0 define os planos no espago de tensdes principais para cada i = {1,...,6}.

Dessa forma, o dominio eldstico é descrito da seguinte forma:

E={o|®;(0,c) <0,i={1,...,6}}. (2.95)

A superficie de escoamento de Mohr-Coulomb possui singularidades no encontro entre
os planos definidos pela Equagdo 2.94 e no apice da piramide hexagonal. Assim, quando usamos
a regra de fluxo associativa para o critério de Mohr-Coulomb (¥ = &), o regime pléstico pode
ocorrer a partir de uma face, das arestas dos encontros entre os planos individuais ou no apice

da piramide. Para a definicao da regra de fluxo, considera-se as tensoes principais ordenadas:

o1 2 02 2 03, (2.96)

de forma que a andlise é reduzida a uma das seis regides do plano 7 estabelecidas pela
representacao multissuperficie adotada. Na Figura 24, o plano 7 esta representado com os
eixos principais positivos e eixo principal ; na direcao vertical, de modo que 1 > 05 > 03 é
satisfeito na regido (3 pintada em azul. Assim, a ocorréncia da plasticidade é analisada na porcao
suave do plano principal (face da piramide de Mohr-Coulomb correspondente a regido 5 quando

visualizamos no plano 7), nos vértices (1) e (2) e no dpice da pirdmide de Mohr-Coulomb.

Figura 24 — Regra de fluxo de Mohr-Coulomb.

01

(2)

/ \\‘1// O,

02

Fonte: Adaptado de Souza Neto, Peri¢ e Owen (2008).

Quando a plasticidade ocorre na face, ou seja, a partir por¢ao suave do plano principal

(P =0, Py < 0e P <0), a regra de fluxo toma a seguinte forma:

&, =4N,, (2.97)

em que N, é normal ao plano ®; = 0 e definida da seguinte maneira:
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o,
“ o

onde os e; indicam as direcdes principais associadas as tensdes principais o;. Quando plasticidade

= (1 +sing)e; ®e; — (1 —sing)es ®es, (2.98)

ocorre nos vértices (1) e (2) (&1 =0, &5 <0 e $s <0), tém-se a seguinte regra de fluxo:

€, = YaN4 + Ny, (2.99)
onde para o vértice (1), o vetor de fluxo N, é normal ao plano ®; = 0 e definido da seguinte
maneira:

0P, ) )
Nb:a—:(l—l—sm(b)eg ®ey — (1 —sing)es ®es, (2.100)
o

e para o vértice (2), o vetor de fluxo N}, é normal ao plano ®g = 0, sendo definido da seguinte
maneira:
0%

Nb_ 90 :(1+Sin¢)61 ®61—(1—Sin¢)62 X es. (2101)

No apice da piramide de Mohr-Coulomb, todos os planos interceptam entre si, e a

forma mais geral da regra de fluxo é:

6
&= AN, (2.102)
=1

em que é possivel definir a parte volumétrica da taxa de deformacdo pldstica da seguinte

maneira:

6
Epwol = 25 Y i, (2.103)
=1

s

E comum estabelecer a regra de fluxo ndo associativa para o modelo de Mohr-
Coulomb a partir da substituicdo do angulo de atrito ¢ pelo angulo de dilatancia ¥ na fung¢do de
escoamento ®, afim de evitar dilatagBes excessivas quando utiliza-se ¢, onde 1) < ¢ (SOUZA
NETO; PERIC; OWEN, 2008).

Andlogo ao critério de von Mises, a lei de endurecimento isotrdpico linear por defor-
macao para Mohr-Coulomb pode ser definida tomando a coesdo como funcdo da deformacao
plastica equivalente de Mohr-Coulomb:

c(&,) =co+ H-¢&p, (2.104)
considerando o endurecimento associativo. A taxa de deformacdo plastica equivalente de

Mohr-Coulomb, em sua forma mais geral, é dada por:

6

i=1
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Quando a plasticidade ocorre no plano principal (porgdo suave), a taxa de deformagdo

plastica equivalente é dada por:

g, = 2cos (¢)%; (2.106)

e quando ocorre nos vértices (1) e (2), toma a seguinte forma:

Ep=2c080 (Y + ) - (2.107)

Destaca-se que podemos utilizar uma regra de fluxo associativa junto a um endure-
cimento n3do associativo ao se considerar, por exemplo, a definicao da taxa de deformacao
plastica equivalente de von Mises (Equagdo 2.86), em conjunto com a taxa de deformag&o
plastica de Mohr-Coulomb:

. 2. 2. .
b= 20l = 21, =16 (2.108)

2.3.3.4 Critério de Drucker-Prager

O critério estabelecido por Drucker e Prager consiste basicamente em uma modificagao
do critério de von Mises para introduzir a sensibilidade a pressao hidrostatica, estabelecendo
que plasticidade ocorre quando o segundo invariante do tensor desviador de tensdo .J; e a parte

hidrostatica do tensor de tensGes p, atingirem a seguinte combinacgdo critica (SOUZA NETO;
PERIC; OWEN, 2008):

Vo (s) +np =k, (2.109)

onde 1 e k sdo parametros do material. A superficie de escoamento de Drucker-Prager,
representada no espaco de tensdes principais, € um cone com seu eixo coincidindo com o eixo

hidrostatico, conforme mostra a Figura 25.
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Figura 25 — Superficie de escoamento de Drucker-Prager no espaco de tensdes principais e
sua projecao no plano 7, em comparagao com a projecao do critério de
Mohr-Coulomb.

eixo hidrostatico
- -O3

Mohr-Coulomb

Drucker-Prager (externo)

Drucker-Prager (interno)

- — —‘G/ ™~ 02

projecao

Fonte: Autor (2022).

Costuma-se escolher os parametros 7 e k para aproximar a superficie de Drucker-
Prager para o superficie de Mohr-Coulomb. Dessa forma, definimos a fun¢do de escoamento

de Drucker-Prager da seguinte maneira:

®(0,¢) =/ J2(s(0)) +np (o) - &, (2.110)

em que k foi tomado igual a &c, onde ¢ é a coesdo e os parametros 1 e & sao escolhidos
de acordo com a aproximacdo para a superficie de Mohr-Coulomb. As aproximacdes mais
utilizadas, e adotadas neste trabalho, s3o para os vértices internos e externos da superficie de
Mohr-Coulomb, conforme mostrado na Figura 25. Para os vértices internos, 1 e £ sao definidos
da seguinte maneira:
R e (2111)
V3 (3 + sin ¢) V3 (3 + sin ¢)
e para os Vvértices externos, e £ tomam a seguinte forma:
y = 651n<é - 6cos<é ‘ (2.112)
V3 (3 — sin ¢) V3 (3 —sin @)
Semelhante ao critério de Mohr-Coulomb, a superficie de escoamento de Drucker-
Prager possui uma singularidade em seu apice. Em qualquer outro ponto da superficie do cone,

o vetor de fluxo pode ser encontrado da seguinte maneira:

1 n
N=—————s+-I, 2.113
2v/J2 (8) 3 ( )

sendo utilizado para definir a regra de fluxo associativa de Drucker-Prager:

€, = AN, (2.114)
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onde pode-se utilizar também a decomposicdo do vetor de fluxo em uma parte desviadora N

e volumétrica N,, da seguinte forma:

1

No=—F—=s, N,=n.
2\/ J2 (8)

Assim como para Mohr-Coulomb, costuma-se definir a parte volumétrica da taxa de

(2.115)

deformacgdo pléstica para a regra de fluxo associativa de Drucker-Prager, dada por:

Epvol = V1)- (2.116)

Uma regra de fluxo ndo associativa pode ser escolhida, de forma analoga a Mohr-
Coulomb, com a adocao do potencial de fluxo ¥ definido como sendo a funcao de escoamento
de Drucker-Prager ® com a substituicao do angulo de atrito ¢ pelo angulo de dilatancia .

Assim, o potencial de fluxo é definido da seguinte maneira:

U(o,c) =+/J2(s(0))+ np, (2.117)
onde 7 substitui ¢ na aproximacao escolhida da seguinte forma:
_ 6 sin ¢
7 V3 (3£ siny)’

em que o sinal — indica ajuste para os vértices externos e o sinal + indica ajuste para os

(2.118)

vértices internos do hexdgono de Mohr-Coulomb (Figura 25). Utilizando Drucker-Prager ndo

associativo, a parte volumétrica do vetor de fluxo é dada por:

N, =1, (2.119)

e parcela volumétrica da taxa de deformacao plastica para a regra de fluxo ndo associativa é

obtida pela seguinte equacao:

Epvol = V1] (2.120)

A lei de endurecimento isotrdpica linear associativa para Drucker-Prager possui a
mesma forma do critério de Mohr-Coulomb, definindo a coesdo em funcdo da deformacao

plastica equivalente de Drucker-Prager:
c(&,) =co+ H-¢&p, (2.121)
onde a taxa de deformacdo plastica equivalente é definida da seguinte maneira:

. 0D
="V, =5 (2.122)
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3 IMPLEMENTACAO NUMERICA DOS MODELOS ELASTO-PLASTICOS
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3.1 Algoritmo de atualizagao das tensoes

No contexto do MPM, a implementacao numérica dos modelos constitutivos é, em
geral, formulada de maneira incremental, avaliando as tensGes e deformacGes para cada ponto
material do corpo considerado. Algoritmos que integram as relacdes constitutivas formuladas
com taxas sdo chamados de algoritmos de atualizagdo das tensbes (BELYTSCHKO et al.,
2014). Assim, a tens3o 0**! pode ser obtida, por meio de um método de integracio explicita,

k+1/2

a partir da taxa do tensor de tensoes & no instante t**1/2, da seguinte maneira:

ottt = ok 4 "L (3.1)

Como descrito no Capitulo 2, adotamos o modelo hipoelastico-plastico, que introduz
taxas de tensGes objetivas na modelagem constitutiva afim de estender a formulagdo infinitesimal
da elasto-plasticidade para o contexto de deformacdes finitas. Em especifico, utilizou-se a taxa

tk+1/2

de tensdes de Jaumann, que pode ser escrita no instante da seguinte maneira:

Skt1/2 _ ght1/2 _pktl/2gh _ gk (Wk+1/2)T . (3.2)

Combinando as Equagdes 3.1 e 3.2, é possivel obter o tensor de tensées de Cauchy

k+1

o1 no instante t**1, da seguinte forma:

oMt = g+ [FH gt (W) WG] A, (33)

onde a equacdo anterior pode ser simplificada para:
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ot = gk 4 gFHU2AL, (3.4)

em que g* é dado por:

o = o + [o.k (Wk+1/2)T+Wk+1/20k At (3.5)

e reflete o efeito das rotagdes no tensor de tensdes de Cauchy. E importante ressaltar que
esse tipo de algoritmo para a atualizacdo das tensoes somente assegura a objetividade da
relacdo constitutiva quando os incrementos adotados s3o suficientemente pequenos (HUGHES;
WINGETS, 1980; SIMO; HUGHES, 1998). Como o MPM é um método explicito, onde o critério
de estabilidade requer incrementos de tempo muito pequenos para assegurar a convergéncia,
o uso do algoritmo apresentado anteriormente para a formulacao da plasticidade finita é

justificavel.

3.2 Implementagcdao numérica do modelo Elastico Linear

A relacdo constitutiva generalizada do modelo eldstico linear, com a ado¢ao da taxa

de Jaumann, é definida da seguinte forma:

o=C:¢ (3.6)

e pode ser decomposta numa parte desviadora s e outra volumétrica p da seguinte maneira:

§=2Gé,, p=Ké, (3.7)

onde €4 é a parte desviadora do tensor taxa de deformacdo e €, é a taxa de deformacio

volumétrica, definidos da seguinte forma:

e =trld], ég=¢-— %”I. (3.8)

Ao substituir as Equagbes 3.7 e 3.8 na Equacdo 3.4 de atualizacdao das tensoes,
obtém-se:
st = sF 1 2GE PN, P = pf 4 KR, (3.9)

onde s* é a parte desviadora do tensor g*. Por fim, o Algoritmo 1 mostra o passo a passo para

se realizar a integracdo do modelo elastico linear (Apéndice B).

3.3 Implementag¢ao numérica dos modelos elasto-plasticos

Para os modelos elasto-plasticos, foi realizada a implementacdo numérica dos critérios
de von Mises, Drucker-Prager e Mohr-Coulomb. Os critérios de Drucker-Prager e Mohr-Coulomb,

devido a sua sensibilidade a pressao hidrostdtica, sao mais direcionados para os geomateriais.
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Os critérios de Tresca e von Mises sao mais simples do ponto de vista da implementacao
computacional. Dessa forma, foi implementado somente o critério de von Mises, por sua
implementacao mais simples que Tresca, e para completar as analises da simulacdo de casos
sem a consideracdo da pressao hidrostatica na formulacao do modelo.

Nos modelos elasto-plasticos, além da obtencdo das tensdes atualizadas o**!, o

algoritmo de integracdao do modelo constitutivo tem por objetivo a obtencdo das deformagdes

k+1
p

e o multiplicador plastico atualizado 4%+

, as varidveis internas associadas ao fendmeno de endurecimento
1

plasticas atualizadas ¢

1

atualizadas a*t . no instante t*t! dado seus

estados anteriores e’;, o e 4% no instante t*, a partir de um incremento de deformacio
Aghtt = ¢kH1/2 At (ZHANG; CHEN; LIU, 2017).
A integracdo numérica mais simples é obtida utilizando o método de Euler explicito.

No entanto, a integracdo com o método de Euler explicito gera valores de tensio o**!

que
n3o obedecem as condicdes de Kuhn-Tucker no instante t**! durante fluxo plastico, ou seja,
® (0,a) # 0 para ¥ > 0 (BELYTSCHKO et al., 2014). Por este motivo, é comum a utilizagdo
de algoritmos de retorno, que dividem a integracao em dois passos:

(a) No primeiro passo, é feito uma tentativa eldstica ao assumir que o material se encontra

no regime elastico. Com essa considerac3do, as tensdes atualizadas sdo obtidas ghtltent

atualizando-as a partir do incremento total de deformagdo Aeé*!;
(b) No segundo passo, verificamos se o material ainda se encontra em regime elastico. Caso
esteja em regime eldstico apds a atualizacdo das tensbes, o passo anterior é valido.

Caso contrario, as tensdes encontradas na tentativa elastica g*+1tent

sao corrigidas para
retornar a superficie de escoamento, garantindo a consisténcia do fluxo pldstico.

No método de Euler explicito, a taxa de deformacdo pldstica €, e a taxa da varidvel
interna & sdo avaliadas no instante t*. Utilizou-se neste trabalho o método de Euler implicito,
onde €, e & s3o avaliados no instante t*!, e a tens3o atualizada o**! satisfaz ® (,a) = 0
para 7 > 0. Assim, as equacOes para atualizacdo das varidveis elasto-plasticas utilizando o

método de Euler implicito sao:

eF 1 = gk 4 gFHIAL — gk 4 AghtT
1 _ ok kLA ok k1 ATk-+1

g, =g, € At=¢, + Ay N, (3.10)

"t = af + &AL = oF + AYTTHMT

k+1 — 4F+1At é o incremento do multiplicador plastico. Verificaremos agora como

onde A~y
é feita a correcio das tensdes encontradas na tentativa elastica *T1*" durante o segundo
passo do algoritmo de retorno. Como apresentado no Capitulo 2, através da Equacado 2.61, nos
materiais elasto-plasticos a taxa de tensdes de Jaumann é relacionada com a parte eldstica do

tensor taxa de deformacdo da seguinte maneira:

o=C:(E—¢,). (3.11)
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Fazendo relacio com a Equacdo 3.4, a atualizacdo das tensdes no instante "1 &

dada por:

o gt [(C : (ék+1/2 _ g;ﬂﬂﬂ At (3.12)

em que, explicitando para os incrementos de deformacao e agrupando a parte elastica da

equacao anterior, obtemos:

o't =gttt —C: Agyt, (3.13)

k—+1,tent

onde o é definido da seguinte maneira:

0_k+17tent _ gk +C: A8k+1. (314)

No segundo passo dos algoritmos de retorno, as tensdes sao corrigidas pela parcela

—C: Ae’;“ e a tensao deve obedecer a seguinte condicao:
O (6"*!) = @ (g" —C: Agytt) = 0. (3.15)

3.3.1 Modelo de von Mises

A implementacao do modelo de von Mises é realizada considerando fluxo plastico
associativo e endurecimento isotrépico por deformacao, linear por partes e associativo. A curva
de endurecimento linear por partes é montada a partir de um conjunto de pares [{,;,0y}]
fornecidos pelo usuario, interpolando para valores entre pares. Com essas consideracoes, é
possivel encontrar equagdes explicitas, mesmo utilizando o método de Euler implicito, para a
integracao do modelo de von Mises.

A fungdo de escoamento de von Mises é dada por:

@ (0) = /3% (5(0)) — 0, (&) (3.16)

onde, para a regra de fluxo associativa, tém-se:

. : 0P /3 s
€ =N =50 —’Y\/;m; (3.17)

e para a lei de endurecimento associativa, a taxa de deformac3o plastica equivalente é definida

. 3. :
f= /2l = 5 (3.18)

O primeiro passo é a tentativa eldstica, onde utilizamos o Algoritmo 1 para encontrar
k+1,tent k+1

por:

no instante t**1, com o incremento total de deformacdo Ae¥*!. Verifica-se

k—i—l,tent)

as tensoes o

k+1,tent

entao se o esta dentro do dominio elastico, ou seja, se ® (a < 0. Caso as tensoes
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da tentativa eldstica obedecam a condicao anterior, pode-se considerar o seguinte estado como

solucdo da integragdo:

eFtl =g + Aeht,

o.k-i-l — a.k—i—l,tent’ (319)
=k+1 __ =k+1ltent __ =k
€p = €p = Ep.

Caso ¢ (a’““’te”t) > (, é necessario aplicar o algoritmo de retorno descrito anteri-
ormente. Especificamente para o modelo de von Mises, a Equagao 3.10 pode ser escrita da

seguinte forma:

8k+1 — 8k + A€k+1,

2 sk—i—l

k1 _ ok k+1
g, =¢,+Ay —

3.20
P 3|sk+1|’ (3.20)

k1l _ zk k+1
S A

Sabendo que o vetor de fluxo de von Mises ndo possui parte volumétrica, e utilizando
a Equacdo 3.13, as tensGes encontradas na tentativa eldstica sao corrigidas pelas seguintes

expressoes:

k+1 __ _ k+1,tent
p - p )

9 ghtl (3.21)
k+1 k+1,tent k+1
§UTE =gttt A 2G| = ————.
! 3]s
A seguinte relacdo pode ser utilizada para simplificar a equagdo de atualizagao do

tensor desviador de tensdes (SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008):

sk+1 3k+1,tent
[sF+1]| - [ sh+ L tent||’ (3.22)
obtendo a seguinte expressao:
2 AyF+12@G ARURERIE:
k+1 k+1tent __ . k+1,tent
8 - L= g ||3k+17tent|| s =1 qk—l—Ltent 8 . ? (323)

onde gFtltent — | /3], (sh+1tent) refere-se 3 tensdo equivalente de von Mises proveniente da

tentativa eldstica e as tensoes devem obedecer a condicao:

® (") = ¢ -0, (E7) =0, (3.24)

p

em que a tensdo equivalente de von Mises pode ser corrigida da seguinte maneira:

g = @M — 3G AN = /3, (shHLent) — 3G Ay (3.25)

Substituindo a equacgdo anterior e terceira expressao da Equacdo 3.20 na Equagado
3.24, obtém-se:
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B (AyFT1) = gt 3GAYR — g (85 + Ay =0, (3:26)

k+1

onde a Unica varidvel desconhecida passa a ser Av***. Por fim, a equagdo anterior é resolvida

e as varidveis de estado sao atualizadas a partir das seguintes equagoes:

8k+1 — €k + A8k+17

gkt — <1 . A7k+13G> sk+1,tent7

qk+1,tent

(3.27)

0_k:+1 — sk:+1 +pk+1,tent1"

“k+1 __ =k k+1
g, =&, + Ay

Como descrito anteriormente, o modelo de von Mises adotado possui uma lei de

k+1

endurecimento isotrdpico linear por partes, possibilitando o calculo de Ay*** a partir de uma

expressdo fechada. A tensdo de escoamento o, (¢,) € definida considerando o conjunto de
pares [{£,:, 0y}, cOm i =1,... Npares € Npares representa o niimero total de pares de valores

fornecidos. Dessa forma, o, (£,) é dado por:

Oy (5]1;) =0y — H; (5]; - 5p,i) g
Oy,i+1 — Oy,
— )

Epi+l — Ep,i

(3.28)

com H; =
onde os subindices 7 € ¢ + 1 indicam os pares que definem a inclinacdo do trecho retilineo
da funcdo linear por partes onde é’; estd localizado. Assim, resolvendo a Equacdo 3.26 para

A7k+1, e com as consideracOes anteriores, encontramos:

k—+1,tent =k =
" =0y — H; (5p - 5p7i)

3G + H;

onde é necessario realizar um loop percorrendo todos os pares do conjunto fornecido que define

Ayt =4 , (3.29)

a fungdo linear por partes com o seguinte critério de parada:

Epy < el =gl + Ay <5 (3.30)

Plasticidade perfeita é atingida quando H = 0. Especificamente, a plasticidade
perfeita no algoritmo é considerada automaticamente no final de cada trecho retilineo ou
quando somente 1 par de valores é fornecido. Desse modo, para tratar a plasticidade perfeita,
um par adicional é sempre acrescentado ao conjunto [{&,, 0, }] fornecido pelo usudrio. Assim,

o conjunto de pares terda sempre a seguinte forma:

[{51” Uy}] = [{ép’i7 O-y:i} ’ {gp7i+17 Uy’l+1} A {gp,npares7 Uy,npares} )

(3.31)
{1e+100,0y ... } |

onde {1e+100, aympares} é o par adicional e a deformacgdo plastica equivalente foi tomada com

um valor aproximadamente infinto implicando em H = 0 (plasticidade perfeita). Note que
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o tamanho real do conjunto passa a ser 7npares + 1. A integracao do modelo de von Mises €
resumida no Algoritmo 2 (Apéndice B).

3.3.2 Modelo de Drucker-Prager

A funcdo de escoamento de Drucker-Prager é dada da seguinte maneira:

O (0,c) =+/J2(s(0)) +np(0) —Ec (&), (3.32)
onde os parametros 1 e £ sao escolhidos de acordo com a aproximacao definida para a superficie
de escoamento de Mohr-Coulomb. No entanto, a implementacao do modelo de Drucker-Prager
aqui apresentada é formulada considerando fluxo pldstico ndo associativo, com o potencial de

fluxo definido por:

V(o,c) = v Ja2(s(0)) +p, (3.33)

onde o parametro 7 depende da aproximacgdo escolhida para a superficie de escoamento de
Mohr-Coulomb, como detalhado do Capitulo 2. Desse modo, a regra de fluxo n3o associativa

para o modelo de Drucker-Prager é expressa por:

0w
o’

onde N é o vetor de fluxo. De forma andloga a implementacao de von Mises, adotaremos

€, =9N (3.34)
uma lei de endurecimento isotrdpica associativa linear por partes, definida para o modelo de

Drucker-Prager da seguinte forma:

_k _k _
¢ (Ep) =c— 1, (512 - 51?#) )
Civ1 — G (3.35)
com H; = ,H_—f7
Epi+l — Epyi
onde i =1,. .., Npares € Npares define o nlimero total de pares fornecidos para caracterizagdo da
funcao linear por partes. Seguindo a légica do algoritmo de retorno, o primeiro passo consiste

na tentativa eldstica, onde se calculam, com o Algoritmo 1, as tensdes elasticas g*+1tent

k+1 como descrito na

no instante t**!, considerando o incremento total de deformacdo Ae
implementacdo numérica do modelo de von Mises. Uma vez que a predicdo elastica falha, o
modelo de Drucker-Prager aplica o retorno para a superficie de escoamento de duas maneiras:
retorno para a porc¢do suave do cone (laterais) e, caso necessario, retorno para o apice do cone.

Na por¢do suave do cone, o vetor de fluxo ndo associativo é definido da seguinte

maneira:

ov 1 ]
—=——s5+_1I 3.36
Jdo 2\/Jr(s) 3 (330)

Substituindo a equacdo anterior na Equagdo 3.13 para a correcdo das tensdes elasticas,

obtém-se:
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G Kn

— s ly AL (3.37)
Jo (sk“) 3

De forma semelhante a implementacdo de von Mises, utilizamos a seguinte relagio

para simplificar a atualizacdo do tensor de tensées (SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008):

0_k+1 — 0_k+1,tent o (

sk+1 Sk:—i-l,tent
= , (3.38)
[J5 (s5F1) [ J (sFFLtent)
obtendo a seguinte expressao simplificada para atualizacao do tensor de tensoes:
a.k+1 — o.k—l—l,tent o G sk—l—l,tent + @I A’yk+1, (339)
Jo (3k+1,tent) 3

em que, dividindo numa parcela desviadora e outra hidrostatica, obtém-se:

karl — karl,tent . KﬁA’}/kJrl,

st — [ 1 — GAyM! gh+Ltent (3.40)
Ty (skz+1,tent) ’

A partir da Equagdo 3.38, é possivel obter a correcdo da parcela /.J5 (s¥*1), da

seguinte forma:

Vo (8FT1) = \/Jy (shritent) — GAAFHL (3.41)

Em conjunto com a equacdo anterior e a pressao hidrostdtica corrigida, utilizamos
a seguinte expressao da atualizacdo da deformacao plastica equivalente de Drucker-Prager

(particularizagdo da terceira expressdo da Equagdo 3.10):

entl = &b + AyMtle, (3.42)

onde substituimos em ® = () para assegurar a consisténcia do fluxo plastico na por¢do suave

do cone, resultando na seguinte expressao:

q) (A’yk+1) — /J2 (sk—l—l,tent) . GA’}/IH_I 4 n (pk+1,tent o KﬁA’yk+1)

(3.43)
—¢&c (é]; + Avkﬂf) = 0.
Novamente, para o modelo de Drucker-Prager, é possivel obter uma expressao fechada

¥+1 pois adotamos uma lei de endurecimento linear por partes (Equacio 3.35). Dessa

k+1

para A~y

forma, resolvendo a equagdo anterior em fungcao de Ay*™", obtemos a seguinte expressao:

k1 _ \/ o (sFFLtent) p ppftitent ¢ [ci + H; (C;I; — )]

Ay (3.44)
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Apés o calculo do incremento do multiplicador pldstico com a equagao anterior, o
tensor de tensoes é atualizado a partir da Equacdo 3.40. Para validar o retorno para a por¢ao

suave do cone, empregamos a seguinte condic3o:

\/ Jo (sFFLtent) — GANFTL > 0, (3.45)

Caso a condicdo anterior seja satisfeita, o retorno para a por¢cao suave do cone é valido
e podemos atualizar o restante das varidveis de estado. Caso contrdrio, o retorno para o apice

do cone deve ser realizado. O 4pice do cone de Drucker-Prager corresponde ao ponto onde:

p = ccot @, (3.46)

em que, fazendo relacdo com as Equagbes 2.111 e 2.112 dos parametros 7 e &, determinados

de acordo com a aproximacao escolhida, chegamos a seguinte equacao:

p=c (3.47)

S |

Como o estado de tensdes corrigido deve estar localizado no apice do cone, o primeiro
termo da Equacdo 3.40 é reescrito da seguinte forma:

_ § en _
c (gl; + é-A,.YkJrl) 5 — pk+1,t t K?]A’}/k+1 (348)

A equacdo anterior é reescrita novamente em termos da parcela volumétrica do

incremento de deformagdo plastica (Equagdo 2.120), dada por:
Afl;,té = A~yFtlg, (3.49)
chegando a seguinte equacdo de consisténcia para o retorno para o apice do cone:
A{_:k’-i-l
_k + 5 p,vol § i karl,tent + KAngrl — 0. (350)

€p — pvol —

n n

Para simplificacdo, adota-se as seguintes constantes:

c

§

o= §7 /8 = (351)
U] n
resultando na expressao simplificada do algoritmo de retorno para o dpice do cone de Drucker-
Prager:
¢ (élzj +a Asl;j\;il) B — phritent 4 KAel;jCil =0, (3.52)

k+1
p,vol*

k+1

onde a Unica varidvel desconhecida é Ac Da mesma forma que encontramos Avy**",

k+1

pode-se encontrar Ae 7,

a partir de uma expressao fechada, dada por:

B pk+1,tent -8B [Ci + H; (élg - épyi)}
povol afH+ K |

(3.53)
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Apods a resolucao da equacdo anterior, o tensor de tensdes e a deformacao plastica

equivalente s3o atualizados da seguinte forma:

5”;“ = é’; + aAglgj\jil, (3:54)
a.kr-i-l — (pk-i-l,tent . KAgl;:i\;cl)l) I,

onde € possivel observar que o tensor de tensoes atualizado possui somente a parcela hidrostatica,

ja que o apice do cone estd localizado no eixo hidrostatico. E importante frisar que no calculo

de AvF+l e As’;fgil, as mesmas consideracdes em relacao aos pares que caracterizam o

endurecimento s3o levadas em conta, ou seja, seu calculo é feito realizando um /oop em todos

os pares com o critério de parada definido pela Equagdo 3.30. Por fim, todo o procedimento

aqui descrito é resumido nos Algoritmos 3, 4 e 5 (Apéndice B).

3.3.3 Modelo de Mohr-Coulomb

Para a implementacdo numérica do modelo de Mohr-Coulomb, é utilizada a repre-
sentacao multissuperficie, descrita pela Equacdo 2.94 para um fluxo plastico associativo. No
entanto, fluxo plastico ndo associativo serd considerado para a formulagao aqui apresentada,
de forma que os vetores de fluxo sdo definidos a partir da seguinte equacg3o:

oY,

N, =~ .
=0 (3.55)

onde cada ¥; possui o mesmo formato de ®; na Equagao 2.94, com exce¢ao da substituicdo do
angulo de atrito ¢ pelo angulo de dilatancia v, com 1 < ¢. Ademais, considera-se também as
tensGes principais ordenadas (o > 09 > 03), simplificando a analise da regra de fluxo plastico
para somente uma das seis regides do plano desviador (plano 7), como ilustrado na Figura 24.

Como apresentado na Subsecdo 2.3.3.3, ha quatro possibilidades para que fluxo pldstico
ocorra: na por¢do suave do plano principal, nos vértices (1) e (2) e no dpice da piramide
de Mohr-Coulomb (Figura 24). Para o caso de fluxo n3o associativo, as regras de fluxo sdo
definidas da seguinte maneira:

(a) Fluxo plastico a partir da por¢do suave do plano principal:

0w,
o= at = (Ltsi —(1-si ,

g — (L Tsind)er®e — (1 —siny)e; @ e (3.56)
€y = uN,.

(b) Fluxo plastico a partir do vértice (1):

8\112 . 1
=St = (+sind)e, Ber— (1—sinv)e; Dy, (3.57)

ép - ’yaNa +’beb'

N,

(c) Fluxo pldstico a partir do vértice (2):

8\116 . 1
= = (1+siny)e; @e; — (1 —siny)es ® ey, (3.58)

ép - ’7aNa +’7bNb'

N,
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(d) Fluxo plastico a partir do dpice da pirdmide de Mohr-Coulomb:

6
€= YN (3.59)
=1

Para o modelo de Mohr-Coulomb, serd adotado uma lei de endurecimento isotrépica

associativa linear por partes, definida de maneira analoga ao modelo de Drucker-Prager:

(&) =i i (5~ 5),
com H; = —_CHI — C_Z , (3.60)
Epi+l — Epi
em que ¢ = 1,..., Npares € Npares define o niimero total de pares fornecidos para caracterizagao
da funcdo linear por partes. A evolu¢do da deformacdo pldstica equivalente £, é definida para o
plano principal e para os vértices (1) e (2) segundo as Equagdes 2.106 e 2.107, respectivamente.
Para o d4pice, a Equacdo 2.105 é utilizada e a seguinte relacdo entre a taxa de deformacao
plastica equivalente e a taxa de deformacao plastica volumétrica é utilizada pelo algoritmo de

integracao do modelo:

coS @
e = — &1 vol, 3.61
P~ ¢5p, ol ( )
onde para fluxo plastico ndo associativo, tém-se:
6
Epvol = 28I Y 4. (3.62)
i=1

De maneira semelhante aos modelos de von Mises e Drucker-Prager, no primeiro passo
é realizada a tentativa eldstica com o intuito de obter as tensdes a*t1te"t no instante tF*+1,

considerando o incremento total de deformacio Aeg*+!

. Se porventura a tentativa elastica falhe,
algoritmos de retorno s3o aplicados dependendo da posicdo das tensdes atualizadas ¢**! em
relacdo a superficie de escoamento de Mohr-Coulomb.

Como o modelo de Mohr-Coulomb utiliza as tensdes principais em sua integracdo,
apds a tentativa eldstica, é necessaria a decomposicao das tensoes eldsticas em suas respectivas

+1,tent 2 Oéz—&—l,tent 2 U§+1,tent

- e k i
tensGes principais ordenadas o . Dessa forma, a condi¢ao que

checa a ocorréncia de fluxo plastico pode ser escrita da seguinte maneira:

k+1,tent k+1,tent k-+1,tent k+1,tent) . —
O_1+ ten _0_3+ ten + (0,1+ ten _|_0_3+ ,en>81n¢—20 (&J;) cosgbg(), (363)

definindo se a tentativa eldstica é vélida (® < 0) ou ndo (® > 0). Caso seja necessaria a
aplicacao do algoritmo de retorno, as tensoes principais da tentativa eldstica sao corrigidas
utilizando a Equacdo 3.13 particularizada para o modelo de Mohr-Coulomb em termos das

tensGes principais, tomando a seguinte forma:
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J 3

6
okl — g;c—i-l,tent _ Z ArhH <2G [N’j}“l}j — KNi’fj1> ; (3.64)
=1

onde j = 1,23, NiT' = tr [Nf*'] = N{T' + NJf' + NiT' é a parcela volumétrica do
vetor de fluxo N¥' e [N’;jl]j denota o j-ésimo autovalor da sua projecdo no plano 7. Como
consequéncia das quatro possibilidades para a descricdo do fluxo plastico do modelo de Mohr-
Coulomb, ha quatro algoritmos de retorno distintos que podem ser empregados dependendo
da posicao das tensoes atualizadas encontradas. As quatro possibilidades de retorno para a
superficie de Mohr-Coulomb s3o descritas a seguir:
(a) A tens3o atualizada se encontra no plano principal (por¢do suave). Neste caso, o vetor
de fluxo é definido pela primeira expressdo da Equacdo 3.56. Substituindo a expressdo do
vetor de fluxo na Equacao 3.64, encontra-se as seguintes equacdes para a atualizacao

das tensGes principais:

ohtl = 0’f+1’tent — ArfHL [ZG (1 + %sin zb) + 2K sin w} ,
bt = JI;H’tent + APt (%G — 2K) sin 1, (3.65)
ot = J;’;H’tent + AAFT [2G (1 — %sin w) — 2K sin zﬂ )

Para o célculo do incremento do multiplicador plastico, utiliza-se as equacgdes
anteriores em conjunto com a particularizacdo da terceira expressao da Equacao 3.10
para o modelo de Mohr-Coulomb, que possui a seguinte forma:

entl = 28 + 2cos gAY (3.66)

Substituindo as Equagdes 3.65 e 3.66 na funcdo de escoamento para assegurar

a consisténcia do fluxo pldstico no plano principal (®; = 0 da Equagdo 2.94), obtemos a

seguinte expressao:

k+1 k+1,tent k+1,tent k+1,tent k+1,tent .
@(A7+):<01 — 04 )+<01 + oy )smgb

(3.67)
—2c (5’; + 2cos pAY ) cos ¢ — aAyFT =0,
em que a é descrito pela equacao abaixo:
a=4G (1 + ;singsiny) + 4K sin ¢ sin . (3.68)
Semelhantemente aos modelos ja apresentados, é possivel encontrar uma ex-
pressio fechada para Ay**!. Assim, resolvendo a Equacdo 3.67 para A+**1, obtém-se a
seguinte equacao:
O_Ilerl,tent o 0§+1,tent + <O_f+l,tent + 0_§+1,tent> Sinqzﬁ
—2cos¢ |¢; + (e —¢&,,) H;
AT — ¢ [ ( B ) } . (3.69)

a -+ 4H;cos? ¢
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k+1

Apds o calculo de A", seu valor é substituido na Equagao 3.65 para a

atualizacao das tensoes principais.

(b) A tensdo atualizada esta localizada no vértice (1). Neste caso, a taxa de deformac¢do
plastica é calculada a partir dos vetores de fluxo N, e N,. O vetor de fluxo N, ¢ igual
ao caso anterior e o vetor de fluxo N, é definido pela primeira expressdo da Equacio
3.57. Dessa forma, utilizando a Equagdo 3.64 em conjunto com a definicdo dos vetores

de fluxo, obtém-se as seguintes expressoes para a atualizacdo das tensdes principais:

o = GRTLN _ AGRTL (96 (14 Lsing) + 2K sing] + AyEt! (A6 — 2K) sin ),
ohFL = ghtltent | A kel (4G — 2K) sinep — Ayt [2G (14 §sin¢)) 4+ 2K siny]
gkt = U§+1,tent (A,yk# +A k“) [QG (1 — g sin w) — 2K sin w] )
(3.70)
De forma analoga ao caso anterior, a atualizacao da deformacao pléstica equi-

valente é feita da seguinte maneira:

Entl =gk 4 2cos ¢ (AT + Ayt (3.71)

No vértice (1), as tensGes principais atualizadas satisfazem tanto a fun¢do de
escoamento do plano principal, ®; = 0, quanto a fun¢do do plano a sua esquerda, &5 =0
(ver Figura 24). Dessa forma, as Equagdes 3.70 e 3.71 sdo substituidas em ®; e P,
resultando no sistema de equacdes a ser resolvido em fungdo de AyF*l e Avk“ da

seguinte forma:

(

0o —2cos ¢ {c; + [} + 2cosd (AYET + Ay ™) — 655] Hi} — alAyi ™!
o bA,.yk+1 0

oy —2cos ¢ {¢; + [Eh + 2cos p (Aya ™ + Ay ™) — &, Hi} — bAYST!

— aA7k+1 0

(3.72)
onde a ja foi definido no caso anterior (Equac3o 3.68) e as seguintes simplificacdes foram

adotadas:

b=2G (1—sing —siny — tsingsing) + 4K sin ¢sin ¢,
— O_iﬂ—l—l,tent . U§+1,tent + (O_llc—&—l,tent + éc—f—l tent> sin gb, (373)

k+1,tent k+1,tent k+1,tent k+1,tent .
Oy = Oy — 05 + <02 + 05 > sin ¢.

Para facilitar, utilizou-se um software de computacdo de expressoes algébricas e

simbdlicas para resolver o sistema de equacdes em funcao dos incrementos dos multipli-
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cadores plasticos. Portanto, Ay*1! e Afy{f“ podem ser calculados a partir de expressoes

fechadas da seguinte maneira:

4H; (0, — 0p) cos®> ¢ — 2 cos ¢ (a — b) [ci + (ék EW-) Hi] + aoc, — boy,

AR — P
Ta (a—) (8H;cos2 6+ a+ b) ’
A%l)wl _ —4H; (0, — 0p) cos®> ¢ — 2cos ¢ (a — b) [ci + (é’; — Ep,i) H,} + aop — baa‘

(a —b) (8H;cos? ¢ + a + b)
(3.74)

k41 e Ayt utiliza-se a Equagdo 3.70 para encontrar

De posse dos valores de Ay

as tensodes principais atualizadas.

(c) A tensdo atualizada esta localizada no vértice (2). O algoritmo de retorno para o vértice
(2) é totalmente andlogo ao apresentado para o vértice (1), com excecdo do vetor de
fluxo N, ser definido de acordo com a primeira expressao da Equacdo 3.58, resultando

nas seguintes equacoOes para a atualizacdo das tensoes principais:

Ullc+1 _ Ullc+1,tent . (A’ka + A’Y{f“) [QG (1 + %Sm w) + 2K sin 1/1] )

a

ohTh = o THET L AR (3G — 2K) sin g + Ay [2G (1 - Lsing) — 2K siny]
ohTh = o TN L AT [2G (1 — Lsingp) — 2K sing] + Ayt (3G — 2K) sin ).

(3.75)

Semelhantemente ao algoritmo para o vértice (1), a atualizagdo da deformacio

plastica equivalente é dada pela Equacdo 3.71 e as tensdes principais satisfazem tanto

a ®; = 0 quanto a &3 = 0, gerando o mesmo sistema de equagdes apresentado na

Equag3o 3.72 a ser resolvido em fungdo de A+l e A’y{f*l. No sistema de equacgdes, a

e 0, sao 0s mesmos apresentados no caso anterior, e b e 0}, sao definidos da seguinte

forma:

b=2G (1 + sin¢ + siny — %singbsinw) + 4K sin ¢ sin,

k+1,tent k+1,tent k+1,tent k+1,tent .
oy = 0y — 0y + (01 + o, > sin ¢@.

(3.76)

Apds a resolucao do sistema de equacdes descrito anteriormente, encontra-se as

mesmas expressoes fechadas para A~yF+!

T e Ay{f“ dadas pela Equacao 3.74, tao somente

com b e oy, definidos de acordo com a Equacao 3.76.

(d) A tens3o atualizada estd localizada no apice. O &pice da superficie de escoamento de

Mohr-Coulomb é o ponto ao longo do eixo hidrostatico onde:

p = ccot ¢. (3.77)

Andlogo ao algoritmo de retorno para o dpice do cone de Drucker-Prager, o
estado de tensdes corrigido deve localizar-se no apice. Para o modelo de Mohr-Coulomb,

a declaracdo anterior é traduzida matematicamente pela seguinte expressao:
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sin ¢ p,vol p,vol?
onde foi utilizada a particularizacdo da terceira expressdo da Equagdo 3.10 para o modelo
de Mohr-Coulomb, em conjunto com a Equacdo 3.61, para expressar a coes3o em

funcdo da deformacao pldstica equivalente. Além disso, verifica-se que a (nica varidvel

k+1

pvol- POrtanto, o incremento de deformagdo

desconhecida na equagdo anterior é Ae

plastica volumétrica pode ser encontrado a partir da seguinte expressdo fechada:

pk;-i,-l,tent — cot ¢ [Ci + (gk ép,i) H’}

»

Aehtl = 3.79
povol cotpaH; + K ’ (3.79)
onde v = cos ¢/ sin 1. Por conseguinte, apds encontrado o valor para As’;fgil, o estado
de tensdes e a deformacado pldstica equivalente s3o atualizados da seguinte forma:
k1 _ =k k+1
g, =&, tale ), (3.80)
k+1 k+1, k+1 ’
o = (p +ltent KAgp,J\:ol) I.

Com a possibilidade da aplicagdo de quatro algoritmos de retorno diferentes, é evidente

que é necessaria uma estratégia para a escolha correta de cada um deles durante a integracao.

Assim, os seguintes passos sao adotados para a escolha do algoritmo de retorno apropriado:

()
(b)

O retorno para o plano principal é aplicado primeiramente.
O retorno para o plano principal é valido se as tensGes principais atualizadas permanecerem
na regido do plano m em que a andlise esta sendo feita (ver Figura 24). Matematicamente,

Se:

ot > ghtl > ghtt (3.81)

entdo o retorno para a porcao suave do plano principal é vélido e o estado atualizado
encontrado estd correto.
Caso contrério, é aplicado o retorno para o vértice (1) ou para o vértice (2). Para a

escolha de qual vértice aplicar o retorno, calcula-se a equagao seguir:

S = (1 —singp) ob T — 9gi Tt L (1 4 gingp) gh TH, (3.82)

Caso S > 0, o retorno é aplicado para o vértice (2). Caso contrario, o retorno é
para o vértice (1).
O retorno para o vértice (1) ou (2) é validado. Portanto, caso a condigdo estabelecida
pela Equagao 3.81 seja satisfeita, o retorno é valido e as tensdes principais atualizadas
estao corretas.
Se nenhum dos retornos anteriores forem vélidos, o retorno para o apice da superficie de
escoamento de Mohr-Coulomb é aplicado. Como o resultado encontrado sera vélido, ndo

é necessdria a checagem da Equacao 3.81.
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Com o detalhamento dos algoritmos de retorno e da estratégia para a sua escolha
adequada, o algoritmo de retorno para o modelo de Mohr-Coulomb estd completamente definido.
Vale destacar que assim como para os modelos de von Mises e Drucker-Prager, o calculo de
Ayl e Aa’;j\gl é feito a partir de um loop nos pares que definem o endurecimento, seguindo o
critério de parada da Equacdo 3.30. Além disso, durante a decomposicao das tensdes eldsticas
em suas tensdes principais, as dire¢cOes principais também s3o computadas para que seja
realizada a montagem do tensor de tensoes atualizado apds o calculo das tensdes principais
atualizadas. Em conclus&o, destaca-se que os Algoritmos 6, 7, 8 e 9 (Apéndice B) descrevem

todo o procedimento abordado nesta subsecdo.

3.4 Verificagdo dos algoritmos implementados

Nesta secdo, sera apresentada a verificacdo da implementacdo numérica, descrita na
Secdo 3.3, dos modelos de von Mises e Drucker-Prager. Especificamente, em um primeiro
momento, decidiu-se implementar considerando a Teoria da Plasticidade com incrementos
infinitesimais de deformacdo. De forma bem resumida, na implementacdo numérica da plastici-
dade infinitesimal, a tens3o na tentativa eldstica é atualizada diretamente a partir tensor de

deformacdo da seguinte maneira:

8k:+1,tent — 61;: + A€k+1,

prlent _ peghelent (3.83)

k—+1,tent
sk+1,tent — 2G5d+ ,ten

Y

k+1tent _~ S . .
kiltent o sd+ " s30 as parcelas volumétrica e desviadora do tensor de deformac3o na

onde €
tentativa elastica, respectivamente. Além disso, no final do algoritmo é necessério atualizar a
parcela elastica do tensor de deformacdo da seguinte forma:

k+1

1 P
k+1 _ k+1
&= 0 + e I. (3.84)

A implementagdo dos modelos foi realizada em linguagem MATLAB. As fungdes

g

referentes aos Algoritmos 2 e 3 sao apresentadas no Apéndice C. Para a verificacao, utilizou-se
o software Abaqus CAE (SMITH, 2009), valendo-se uma versdo gratuita para estudantes. O
procedimento adotado pode ser descrito nos passos a seguir:
(a) No Abaqus CAE, realiza-se a modelagem da geometria, definicdo e introdugdo das
variaveis do material;
(b) Definicdo dos passos de tempo, no Abaqus CAE, onde sdo estabelecidas as condi¢cdes de
contorno e aplicacao de deslocamentos prescritos pequenos no modelo criado;
(c) Criagdo do job de andlise e simulagdo do modelo (no Abaqus CAE, a simulagdo também
¢ feita utilizando o médulo implementado com a Teoria da Plasticidade com deformacoes

infinitesimais);
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(d) Geragdo de relatério com os resultados simulados, exportando as seguintes varidveis:
tensao, deformacao, tensdo equivalente de von Mises, deformacdo pldstica e deformacao
plastica equivalente;

(e) Modificagdo do arquivo de entrada para o programa em MATLAB, introduzindo as
deformacgbes obtidas em cada passo de tempo na simulacdo pelo Abaqus CAE para o
calculo dos incrementos de deformacao;

(f) Simulagdo no programa em MATLAB;

(g) Andlise do grafico gerado e comparagdo da tensdo equivalente de von Mises obtida pelo
programa em MATLAB e pelo software Abaqus CAE, para validacao da implementacao
numérica.

Observe que a aplicacdo de um deslocamento prescrito pequeno, em cada passo de
tempo, nos permite facilmente gerar histdricos de carregamento/descarregamento. Por exemplo,
poderemos carregar o modelo a partir do aumento gradual do deslocamento prescrito até
um certo passo de tempo. Logo apds, se quisermos observar o comportamento durante o
descarregamento, poderemos realizar uma diminui¢cdo gradual desses deslocamentos em cada
passo de tempo.

No algoritmo em MATLAB, foi gerado um gréfico deformacdo equivalente versus
tens3o equivalente de von Mises para os dois modelos implementados, em que a deformacao

equivalente é calculada da seguinte forma:

;tr = (3.85)

onde g, € a parcela desviadora do tensor de deformacao, correspondente a variavel effective_strain
nas classes dos modelos constitutivos implementadas em MATLAB (ver algoritmos em MATLAB
no Apéndice C). Destaca-se que a implementac3o inicial para o modelo de Mohr-Coulomb
foi elaborada, apesar de que exercicios de verificacdo n3o foram realizados devido a grandes
diferencas encontradas entre a implementacdo adotada pelo Abaqus e adotada neste trabalho.
Assim, ndo foi possivel estabelecer uma relacdo entre os pardmetros utilizados nas duas
implementacGes para que fosse feita a comparacao dos resultados obtidos. Por fim, para maiores
detalhes do modelo do arquivo de entrada, ver Apéndice C. Para um melhor entendimento
sobre a implementacdo numérica com incrementos infinitesimais de deformac3o, recomenda-se
a leitura de Souza Neto, Peri¢ e Owen (2008). Vale a pena destacar que foram realizados outros

exemplos iniciais de verificacdo, no entanto serdo apresentados somente os mais relevantes.

3.4.1 Verificagdo do modelo de von Mises

Para o exemplo de verificagao criado para o modelo de von Mises em linguagem
MATLAB, foi realizada uma modelagem tridimensional no Abaqus afim de analisar a resposta
da implementacdo numérica sob comportamentos mais gerais de solicitacdo. Dessa forma, um

cubo foi modelado, como mostra a figura a seguir:
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Figura 26 — Representacado figurativa do modelo 3D criado, em comparagdo com o modelo
criado no Abaqus CAE.

Fonte: Autor (2022).

Conforme mostrado na Figura 26, deslocamentos prescritos u; sdo aplicados na
face da direita do cubo, na direcdo x; e uma condicdo de contorno é aplicada na face da
esquerda para trava-la. Os deslocamentos u; fornecidos sdo pequenos para que seja observado
o desenvolvimento do histérico da deformacao, desde o regime eldstico até o regime plastico.
Os parametros elasticos e o conjunto de pares {&,,0,} para caracterizar o endurecimento sio

mostrados na tabela abaixo:

Tabela 1 — Parametros do material do exemplo de verificacao do modelo de von Mises.

Médulo de Elasticidade, E (Pa) 210 - 10?
Coeficiente de Poisson, v 0,3

Deformacdo pldstica equivalente, £, Tensdo de escoamento, o, (Pa)

0 300 - 10°
0,002 500 - 106
0,0025 650 - 10°

Fonte: Autor (2022).

A partir da Tabela 1, é possivel observar que foram fornecidos 3 pares de valores
{&,,0,}, caracterizando um endurecimento linear por partes com uma curva com dois trechos
de inclinacdo diferentes. Ademais, um total de 170 passos de tempo foram criados, onde os
deslocamentos prescritos pequenos foram aplicados, de maneira que foi possivel observar a
evolucdo do histérico da deformacdo de forma suave. Os resultados para o exemplo 3 sdo

mostrados a seguir:
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Figura 27 — Histdrico de deformacdo do exemplo de verificagdo do modelo de von Mises.

x108
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N w £ [$)]
T T T T
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Deformacéo equivalente x1073

Fonte: Autor (2022).

Figura 28 — Erro relativo da tens3o equivalente do exemplo de verificagdo do modelo de von
Mises.
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Deformacgao equivalente x10°

Fonte: Autor (2022).

o

Na Figura 27, observa-se que o trecho inicial apresenta comportamento elastico linear,
definido pelo médulo de elasticidade £ = 210 - 10° Pa. Além disso, como o endurecimento é
definido por uma fungdo linear por partes, e 3 pares {£,,0,} foram fornecidos, dois trechos
lineares com inclinagdes diferentes caracterizam o regime plastico. Quando atinge-se 0 = 0, =

650 - 10° Pa, o material apresenta comportamento perfeitamente pldstico novamente.
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A Figura 28 mostra os erros relativos, em cada passo de tempo, da tensao equivalente
obtida no Abaqus em comparacdao com a tensao obtida em MATLAB. Assim, verifica-se que o
erro relativo varia bastante para cada passo de tempo, e é nulo apds uma tensdo equivalente
o = 650 - 10° Pa (plasticidade perfeita é atingida novamente). Vale frisar que esse erro n3o
significa que os valores do algoritmo em MATLAB est3o incorretos, e é proveniente de um
truncamento realizado nas casas decimais das varidveis exportadas do Abaqus. De fato, é
possivel verificar que mesmo no passo de tempo em que o maior erro absoluto é encontrado
(E, = 6,85 - 10* Pa), a magnitude da tensdo equivalente é t3o elevada (0 = 4,91 - 10® Pa) que

o erro relativo continua nulo até a quinta casa decimal (£, =1,4-1079).

3.4.2 \Verificagdo do modelo de Drucker-Prager

No modelo de Drucker-Prager, a verificacdo realizada a partir do software Abaqus
CAE possui uma particularidade, isto é, a formulacdo apresentada neste trabalhado difere
levemente da formulacdo empregada pelo Abaqus. Aqui, utilizamos os pardmetros £ e 1 na
funcao de escoamento de Drucker-Prager. No Abaqus, a entrada de dados é feita por meio
do angulo de atrito 3, taxa do fluxo de tensdo K e angulo de dilatancia . Quando define-se
K =1 no Abaqus, as fungdes de escoamento de Drucker-Prager apresentadas no Capitulo
2 e pelo Abaqus tornam-se semelhantes. Logo, para que as formulacdes implementadas no
Abaqus e em MATLAB concordem, apés definido K = 1, 3 e ¢, os parametros em MATLAB

sao tomados da seguinte forma:

_
77_ \/g ’
_ tanv

1

= ﬁ’
onde & = 1/\/§ é arbitrado para que a lei de endurecimento, tanto no Abaqus quanto em
MATLAB, seja definida pela coesdo c e pela deformacdo plastica equivalente &,,.

A modelagem do exemplo para verificar a implementacdo do modelo de Drucker-Prager
é semelhante a do exemplo para verificagdo do modelo de von Mises (Figura 26). No entanto,
uma modificacdo é realizada na tentativa de submeter o cubo a um estado mais generalizado

de solicitagdo, como mostrado a seguir:
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Figura 29 — Representa¢ao figurativa do modelo 3D do exemplo de Drucker-Prager, em
comparacdo com o modelo criado no Abaqus CAE.

P

-U;
3

Fonte: Autor (2022).

Conforme apresentado na Figura 29, condi¢coes de contorno de travamento sdo aplicadas
a 3 faces do cubo, enquanto as outras 3 s3o submetidas a deslocamentos prescritos. Observe
que em cada direcdo uma face é travada, e na outra um deslocamento prescrito é aplicado.
Nota-se também que os deslocamentos ndo possuem valores iguais: u;, na direcdo x; —u;/3,
na dire¢do y e u;/6 na direcdo z. As propriedades elasticas do material, bem como os pares

{&,, ¢} para definir o endurecimento sdo apresentados na tabela abaixo:

Tabela 2 — Parametros do material do exemplo de verificagdo do modelo de Drucker-Prager.

Médulo de Elasticidade, E (Pa) 210 - 10°
Coeficiente de Poisson, v 0,3

Deformagido plastica equivalente, £, Coesdo, ¢ (Pa)

0 300 - 10°
0,002 500 - 10°
0,0025 650 - 10°

Fonte: Autor (2022).

Os parametros 7, ¢ e 77 do modelo de Drucker-Prager foram definidos, em relacdo ao

Abaqus, como mostrado na tabela abaixo:

Tabela 3 — Pardametros do exemplo de verificagdo do modelo de Drucker-Prager.

Abaqus MATLAB
B=50° eta, n=0,68805
1 = 50° etabar, 7 = 0,68805
_ H _ 1
K=1 xi, & = 7

Fonte: Autor (2022).
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Na Tabela 3, como 1 = 7, um fluxo associativo é adotado. Ademais, a simulacao foi
realizada com 120 passos de tempo e, da mesma forma que para a verificagdo do modelo de von
Mises, calculamos a tensdo equivalente de von Mises para gerar um grafico de tens3o equivalente
versus deformacdo equivalente e comparar com a tensao equivalente obtida pelo Abaqus. Os

resultados para o exemplo de verificacdo do modelo de Drucker-Prager sao mostrados a seguir:
Figura 30 — Histdrico de deformacao do exemplo de verificagdo do modelo de Drucker-Prager.
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Fonte: Autor (2022).

Figura 31 — Erro relativo da tens3o equivalente do exemplo de verificagdo do modelo de
Drucker-Prager.
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Na Figura 30, vemos novamente no trecho inicial o comportamento elastico linear e,
ap6s a coesdo ¢ = 300 - 10° Pa, um regime plastico inicia, sendo caracterizado por dois trechos
retilineos com inclina¢Ges diferentes. Na Figura 31, mostramos o grafico do erro relativo, em
cada passo de tempo, para os resultados da tensao equivalente obtidos pelo Abaqus e em
MATLAB. Dessa forma, observa-se novamente que os erros relativos sdo irrisérios, e os erros
absolutos, com ordem de grandeza 102, n3o exercem grande influéncia nos resultados devido
3 magnitude das tensdes equivalentes, com ordem de grandeza 108. Destaca-se mais uma
vez que os erros encontrados s3o decorrentes do truncamento das casas decimais durante
a exportagdo das varidveis pelo Abaqus (item (d) do procedimento descrito na Secdo 3.4).
Ademais, verifica-se que a medida que a deformacdo do cubo aumenta, ha uma tendéncia de
convergéncia do erro absoluto em torno de 300 Pa. Por fim, considera-se que os valores da
tensao equivalente encontrados em MATLAB corroboram a implementacao numérica inicial do

modelo de Drucker-Prager.
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4.1 Introducdo a falhas e dobras

A Geologia Estrutural é o estudo do processo de deformacao das rochas que compdem
as camadas superiores da terra (SUPPE, 1985). A deformacdo sofrida é traduzida em mudangas
fisicas na forma e orientacao das rochas. Assim, pode-se dizer que a Geologia Estrutural tem
por objeto de estudo as dobras, falhas e outras estruturas deformacionais na litosfera, buscando
entender de que maneira foram formadas e como adquiriram sua configuracdo atual (FOSSEN,
2012).

Em especifico, falhas e dobras sao fenémenos geoldgicos formados em decorréncia da
deformacao gerada pela movimentacao dos macicos rochosos. As falhas podem ser definidas
como qualquer superficie ou faixa estreita em que um deslocamento causado por cisalhamento
é visivel (FOSSEN, 2012). Em outras palavras, as falhas atravessam as camadas de rochas,
gerando descontinuidades visiveis do fendmeno ocorrido. As dobras, sdo estruturas visualmente
fascinantes, sendo admiradas e analisadas com afinco pelos gedlogos devido as suas mais
variadas manifestagdes na natureza (SUPPE, 1985; DAVIS; REYNOLDS, 1996).

A forma como a rocha ird se deformar (dobra ou falha) depende de fatores como:
pressdo de confinamento (profundidade), pressdo de fluidos, temperatura, cinemdtica, além das
préprias caracteristicas da rocha. Em especial, a competéncia da rocha, ou seja, sua resisténcia
mecanica, é um fator caracteristico da rocha de importante influéncia para determinar o
desenvolvimento de uma dobra ou falha. As falhas, de forma geral, ocorrem em rochas de
maior resisténcia, enquanto que as dobras tendem a ocorrer em estruturas menos resistentes.

Falha ou dobra, a andlise e estudo da formacdo desses fenémenos sao cruciais para a
exploracao de petrdleo e gas natural, e para a explotacdo de minérios e outros recursos minerais.

As dobras, por exemplo, formam importantes armadilhas para petrdleo e gas e corpos de minério
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dobrados, possuindo grande importéncia econdmica (FOSSEN, 2012). Isto posto, as aplicagdes
escolhidas consistem na modelagem geomecanica, incorporando as propriedades mecanicas das
rochas nos modelos elasto-plésticos, e simulacdo da formacdo de dobras. Antes, porém, vamos
destacar alguns termos e definicdes importantes para as andlises a serem desenvolvidas.

As falhas n3o verticais separam os blocos denominados capa e lapa (Figura 32).
Quando a capa é rebaixada em relacdo a lapa, ocorre uma falha normal. Por outro lado, quando
a capa é elevada em relacao a lapa, ha uma falha reversa. Caso o movimento de falha seja
lateral, denomina-se falha transcorrente. Na pratica, o dngulo que define o rebaixamento ou
elevacdo da capa em relacdo a lapa pode variar bastante (angulo de mergulho). Falhas de baixo
angulo s3o aquelas com angulo de mergulho menor que 30°, enquanto que falhas com angulo
de mergulho maior que 60° sao denominadas falhas de alto angulo. Falhas reversas de baixo

angulo s3o denominadas falhas de cavalgamento.

Figura 32 — llustragcdo dos tipos bdsicos de falhas.
= L

FALHA NORMAL FALHA REVERSA FALHA TRANSCORRENTE

CAPA

Fonte: Autor (2022).

As dobras sdo formadas usualmente por uma zona denominada charneira que liga
dois flancos com diferentes orientagdes. O ponto de maxima curvatura em uma camada é
denominado ponto de charneira, que forma uma linha de charneira quando conectado aos outros
pontos de maior curvatura. A superficie axial conecta as linhas de charneira das superficies
dobradas, isto é, é a superficie ou plano que divide a dobra o mais simetricamente possivel
(Figura 33). Além disso, o trago axial de uma dobra é a linha de intersecdo da superficie

axial com a se¢do geoldgica de observacao, conectando os pontos de charneira das camadas
(FOSSEN, 2012).

Figura 33 — llustracdo dos aspectos geométricos das dobras.
TRAGO AXIAL ZONA DE-CHARNEIRA LINHA DE hary /\/\N /\
O ﬁ% /V\/ f\\ o -
KINK BAND DOBRAS EM CHEVRON ANTICLINAL FLANBAGEM
@ : ¢ ¢
DOBRAS EM CAIXA DOBRAS CONCENTRICAS SINCLINAL FLEXURA

Fonte: Autor (2022).
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H4 uma grande variedade de dobras, como: kink bands, dobras em chevron, dobras
concéntricas e as dobras em caixa, como ilustrado na Figura 33. Ha ainda outra classificagdo
importante para as dobras: antiformais ou sinformais. Uma dobra antiformal é aquela em que
suas camadas fecham para cima (os flancos se afastam da zona de charneira), e uma dobra
sinformal possui a forma de um canal. Quando a sequéncia estratigrafica é conhecida, as dobras
podem ser classificadas como anticlinais ou sinclinais. Uma antiforma é anticlinal quando
as camadas mais antigas compdem o nucleo da dobra. Analogamente, uma sinclinal é uma
sinforma em que as camadas mais novas compdem o nicleo da dobra (Figura 33).

A forma dos diferentes tipos de dobras esta fortemente associada a como o esforco
atua sobre as camadas da rocha, ou seja, a resposta geométrica das dobras estd principalmente
relacionada a orientacdo dos esforcos em relacdo a orientacdo das camadas. Na flambagem
(buckling), uma camada é encurtada a partir de um esforco compressivo em sua direcdo paralela,
e tendem a gerar dobras com aspecto senoidal. Na flexura (bending), o esforco compressivo é
aplicado através das camadas, isto é, possui um alto angulo com a orientacao das camadas
(Figura 33).

Um dos importantes processos na formacdo das dobras e falhas s3o estruturas de
deformacdo contracional, e de especial interesse para este trabalho. As estruturas contracionais
sdo formadas quando rochas sdo encurtadas por forgas tectdnicas ou gravitacionais (FOSSEN,
2012). Esse encurtamento pode ser acomodado por perda de volume, espessamento vertical
com as camadas mantendo sua forma original ou sendo dobradas por flambagem ou até
produzir falhas contracionais (Figura 34). Aqui, daremos énfase as falhas contracionais e,
consequentemente, suas dobras concebidas. Dessa forma, dobras e falhas contracionais sao
encontradas em diversas zonas de colisdo de placas tectonicas. Além disso, as falhas contracionais

sao exclusivamente falhas reversas e de cavalgamento.

Figura 34 — llustracao das falhas contracionais e flambagem.

DOBRAASSOCIADA A
FALHA CONTRACIONAL DOBRAS DE DESLOCAMENTO
CAVALO

DESLOCAMENTO DESLOCAMENTO

FALHAS CONTRACIONAIS FLAMBAGEM

Fonte: Adaptado de Fossen (2012).

Quando as rochas s3o encurtadas em colisbes continentais, podem formar massas
rochosas de grande extensdo de camadas tectdnicas empilhadas umas as outras (nappes),
separadas por falhas de cavalgamento. Esse sistema de nappes empilhadas sdo delimitados
inferiormente por uma falha mestra de base e superiormente por uma falha mestra de topo.
De forma geral, uma série de falhas reversas conectadas por uma falha mestra de base de

baixo angulo formam uma estrutura em leque denominada zona de imbricacdo. Caso haja
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uma falha mestra de topo limitando superiormente a zona de imbricacdo, todo o conjunto é
chamado de duplex (Figura 35). Em um duplex, cada unidade imbricada é denominada cavalo,
que apresenta em sua configuragdo normal uma geometria em S, mas pode ser dobrado e
rotacionado durante o cavalgamento, formando estruturas mais complexas.

Em regimes contracionais, as dobras estdo intimamente associadas ao modo como o
encurtamento é manifestado. Quando geradas por falhas contracionais, as dobras podem surgir
no momento em que uma rampa ¢ estabelecida, de forma que o bloco de capa é deformado por
uma dobra associada a falha (fault-bend fold). Um aspecto interessante das dobras associadas
a falhas é que as camadas da capa permanecem horizontais apds a passagem pela rampa. Por
outro lado, quando uma dobra é formada na extremidade de uma falha, denomina-se dobra
de propagacdo de<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>