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Smile though your heart is aching
Smile even though it’s breaking

When there are clouds in the sky, you’ll get by
If you smile through your fear and sorrow

Smile and maybe tomorrow
You’ll see the sun come shining through for you

Light up your face with gladness
Hide every trace of sadness

Although a tear may be ever so near

That’s the time you must keep on trying
Smile, what’s the use of crying?

You’ll find that life is still worthwhile
If you just smile

–– Smile, Nat King Cole.



Resumo

Esta dissertação se baseia nos resultados recentes de O. Munteanu, C.-J. Sung e J. Wang,
publicados em 2023 no artigo da referência [MSW23]. A nossa principal motivação reside no
estudo do crescimento da área de bolas geodésicas e estimativas para o espectro do opera-
dor Laplaciano em superfícies mínimas estáveis completas em uma variedade tridimensional
com limitação na curvatura escalar. Após uma revisão sobre os tópicos e técnicas envolvidos,
focamos inicialmente no caso do espaço Euclideano R

3. Neste caso, obtemos uma estima-
tiva de área ótima que nos permite afirmar que as superfícies mínimas estáveis possuem
crescimento de área exatamente como o plano Euclidiano. Isto é suficiente para provar que
superfícies mínimas estáveis completas em R

3 são planos. Esta é uma conclusão já conhe-
cida pelas contribuições de Do Carmo e Peng [dCP79], Fisher-Colbrie e Schoen [FCS80], e
Pogorelov [Pog81]. A técnica para provar a estimativa de área pode ser adaptada de modo
a obter estimativas de área no caso de uma variedade ambiente mais geral.

Na segunda parte do trabalho, focamos em estimativas superiores para o ínfimo do espectro
de hipersuperfícies mínimas estáveis. Inicialmente, recordamos que o ínfimo do espectro
está estreitamente relacionado com o crescimento do volume de bolas geodésicas. Motivados
por este fato, obtemos nossas estimativas utilizando funções testes que são construídas em
termos da função de Green. Por uma questão técnica, estas estimativas valem apenas para
hipersuperfícies mínimas estáveis em variedades completas com dimensão até seis.

Palavras-chave: Superfícies mínimas, estabilidade, estimativas de área, primeiro autovalor
do Laplaciano.



Abstract

This dissertation is based on the recent results of O. Munteanu, C.-J. Sung, and J. Wang,
published in 2023 in the referenced article [MSW23]. Our main motivation lies in the study
of the area growth of geodesic balls and estimates for the bottom of the spectrum of the
Laplacian operator on stable minimal surfaces in a three-dimensional manifold with scalar
curvature bounded from below. After a review of the topics and techniques involved, we
initially focus on the case of Euclidean space R

3. In this case, we obtain an optimal area
estimate that allows us to assert that stable minimal surfaces have area growth exactly like
the Euclidean plane. This is su�cient to prove that complete stable minimal surfaces in
R

3 are planes. This conclusion is already known from the contributions of Do Carmo and
Peng [dCP79], Fisher-Colbrie and Schoen [FCS80], and Pogorelov [Pog81]. The technique
for proving the area estimate can be adapted to obtain area estimates in the case of a more
general ambient manifold.

In the second part of the work, we focus on upper estimates for the bottom of the spectrum
of stable minimal hypersurfaces. Initially, we recall that the bottom of the spectrum is closely
related to the growth of the volume of geodesic balls. Motivated by this fact, we obtain our
estimates using test functions constructed in terms of the Green’s function. Due to technical
reasons, these estimates are only valid for stable minimal hypersurfaces in complete manifolds
with dimension up to six.

Keywords: Minimal surfaces, stability, growth of area, first eigenvalue.
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1 Introdução

O estudo de hipersuperfícies minimais estáveis representa uma tentativa de demons-
trar uma versão generalizada do teorema de Bernstein. Inicialmente, Bernstein estabeleceu
que um gráfico mínimo inteiro, ou seja uma hipersuperfície mínima representada pelo gráfico
em R

3 de uma função definida em todo o plano R
2, deve ser um plano. A validade do teo-

rema de Bernstein em dimensões superiores foi comprovada para gráficos inteiros mínimos
em R

n+1 com n Æ 6, graças às contribuições de vários autores, entre os quais se destacam
Simons [Sim68], Fleming [Fle62], Almgren [Alm66], e DeGiorgi [Gio65]. Contra-exemplos
para n Ø 7 foram obtidos por Bombieri, DeGiorgi e Guisti [BdGG69]. Dado que os gráficos
inteiros mínimos são minimizantes de área (e em particular, estáveis), surge naturalmente
a questão de saber se um teorema do tipo Bernstein é aplicável a hipersuperfícies minimais
estáveis. Mais precisamente:

Problema de Bernstein estável: Seja � uma hipersuperfície completa, mínima
estável no espaço Euclidiano R

n+1. Se 2 Æ n Æ 6, então � é um hiperplano.

Em 1979, do Carmo e Peng [dCP79] resolveram o problema de Bernstein estável
para o caso n = 2. Ou seja, eles mostraram que uma superfície completa, minimamente
imersa e estável em R

3 é obrigatoriamente um plano. Ao mesmo tempo, Fischer-Colbrie e
Schoen [FCS80], de maneira independente, demonstraram que uma superfície � completa,
estável e minimamente imersa em uma variedade tridimensional completa N com curvatura
escalar não negativa deve ser, conformemente, ou um plano R

2 ou um cilindro R ◊ S
1. No

cenário especial em que N = R
3, eles também mostraram que � deve ser planar.

Em 1981, Pogorelov [Pog81] publicou uma terceira prova para o mesmo resultado,
mas com uma abordagem diferente. A prova de Pogorelov se baseia numa estimativa de área,
a saber

A(r) Æ 4fi

3 r
2
,

onde A(r) denota a área da bola geodésica de raio r.

Neste trabalho, vamos apresentar um resultado recente, devido a Munteanu, Sung e
Wang [MSW23], onde é demonstrado uma estimátiva ótima para o crescimento de área de
superfícies mínimas estáveis em R

3. Mais precisamente temos:

Teorema (O. Munteanu, C.-J. Sung, J. Wang, [MSW23]). Se � é uma superfície mínima
completa e estável em R

3, então vale que

A(r) Æ fir
2
.

Isto nos mostra que o crescimento de área de bolas geodésicas para esta classe de
superfícies se comporta como o plano Euclideano. Estimativas de área (ou de volume) são de
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grande importância para resolvermos o problema de Bernstein estável. De fato, um impor-
tante resultado de Schoen, Simon e Yau [SSY75, SS81], estabelece que se � µ R

n+1 é uma
hipersuperfície mínima estável completa com A(r) Æ Cr

n, onde 2 Æ n Æ 6, então � é um
hiperplano.

Através desse resultado, Chodosh e Li [CL21,CL23] resolveram o problema de Bers-
tein estável para o caso n = 3 (veja também [CMR22]), e mais recentemente, Chodosh, Li,
Minter e Stryker [CLMS24], resolveram o problema no caso n = 4. Assim, atualmente, o
problema, sem condições adicionais, se mantém aberto nos casos R

6 e R
7.

No caso em que o ambiente é uma variedade tridimensional que possui curvatura
limitada inferiormente, temos o seguinte teorema.

Teorema (O. Munteanu, C.-J. Sung, J. Wang, [MSW23]). Considere � uma superfície
mínima completa e estável em uma variedade tridimensional M . Nesse caso, existe uma
constante absoluta C > 0 tal que, para todo R > 0,

A(R) Æ Ce
—R

, (1.1)

onde — = 2 se a curvatura escalar de M for tal que ScalM Ø ≠6, e — = 4Ô
7 se a curvatura

seccional de M atender a SecM Ø ≠1.

Recordamos que o crescimento de área de uma variedade completa também está rela-
cionado com o ínfimo do espectro do operador Laplaciano. O ínfimo do espectro do operador
Laplaciano de uma variedade completa � é a melhor constante onde vale a desigualdade de
Poincaré

⁄0(�)
⁄

�
Ï

2 Æ
⁄

�
|ÒÏ|2

para todas as funções Ï suaves e de suporte compacto. No artigo [LW06], extraímos a seguinte
relação entre o ínfimo do espectro e a área de bolas geodésicas:

⁄0(�) Æ 1
4

A

lim inf
RæŒ

ln A(R)
R

B2

.

Combinando a desigualdade acima com a estimativa de área na desigualdade (1.1)
obtemos uma nova demonstração do seguinte teorema.

Teorema (P. Bérard, P. Castillon e M. Cavalcante, [BCC11]). Seja � uma superfície com-
pleta mínima e estável em uma variedade M tridimensional.

(a) Se a curvatura escalar de M satisfaz ScalM Ø ≠6, então ⁄0(�) Æ 1.

(b) Se a curvatura seccional de M satisfaz SecM Ø ≠1, então ⁄0(�) Æ 4
7 .

A prova original, apresentada em [BCC11], é derivada por meio de estimativas de área
utilizando argumentos que dependem fortemente da dimensão do espaço ambiente. Pensando
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no problema análogo em dimensão mais alta, Munteanu, Sung e Wang propuseram uma
nova abordagem envolvendo a função de Green G. Nesta parte, a nossa estratégia é bastante
direta: escolheremos uma função de cut-o� Â de forma adequada para aplicar Ï = Â|ÒG|1/2

na desigualdade de Poincaré. Utilizaremos ferramentas conhecidas, como a desigualdade
de Kato e a fórmula de Bochner, para estimar |ÒG|, além de empregar a desigualdade
de estabilidade para os termos relacionados à curvatura de Ricci. Seguindo essa abordagem
estendemos o teorema de Bérard-Castillon-Cavalcante para hipersuperfícies mínimas estáveis
de dimensões até 5. Mais precisamente.

Teorema (O. Munteanu, C.-J. Sung, J. Wang, [MSW23]). Seja � uma hipersuperfície mí-
nima completa e estável em uma variedade M n+1 dimensional, onde n Æ 5. Se a curvatura
seccional de M satisfaz K Ø ≠Ÿ para alguma constante não negativa Ÿ, então

⁄0(�) Æ 2n(n ≠ 1)2

6n ≠ n2 ≠ 1Ÿ.
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2 Noções preliminares

O objetivo principal deste capítulo é estabelecer as noções essenciais para compreen-
der os capítulos subsequentes. Além disso, apresentaremos definições e resultados fundamen-
tais relacionados à geometria das variedades. Esses conceitos serão de extrema importância
para a teoria desenvolvida ao longo deste trabalho. Partimos do pressuposto de que o leitor
possui familiaridade com conceitos de geometria Riemanniana, tais como variedades diferen-
ciáveis, conexões afins e Riemannianas, geodésicas e curvaturas. Para uma abordagem mais
aprofundada, consulte [dC15], [Lee18] ou [Jos17].

2.1 Operadores diferenciais em variedades

2.1.1 O gradiente de uma função

Ao longo deste capítulo, M denotará uma variedade Riemanniana.

Definição 2.1.1. Para uma função suave f : M æ R definimos o gradiente de f como o
único campo vetorial suave Òf que satisfaz

ÈÒf, XÍ = X(f),

para todo X œ X(M).

Proposição 2.1.1. Sejam f : M
n æ R uma função suave e {e1, . . . , en} um referencial

ortonormal em uma vizinhança aberta U µ M . Então, em U temos

Òf =
nÿ

j=1
ej(f)ej.

Além disso, o segundo membro da igualdade acima independe do referencial escolhido.

Demonstração. Ao expressar o campo X œ X(M) na base {e1, . . . , en} temos X =
nÿ

i=1
aiei e

disso segue que

X(f) =
nÿ

i=1
aiei(f) =

nÿ

i,j=1
Èaiei, ej(f)ejÍ =

K

X,

nÿ

j=1
ej(f)ej

L

.

Pela definição de gradiente, segue que Òf =
nÿ

j=1
ej(f)ej. Além disso, considerando um outro

referencial ortonormal {E1, . . . , En} em U , então pondo Ej =
nÿ

i=1
aijei obtemos uma matriz

quadrada (aij)n◊n ortogonal em U . Donde segue que
nÿ

j=1
Ej(f)Ej =

nÿ

i,j,k=1
aijakjei(f)ek =

nÿ

i,k=1
”ikei(f)ek =

nÿ

i=1
ei(f)ei.

O que prova que o gradiente é independente do referencial ortogonal considerado.
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Proposição 2.1.2. Seja M uma variedade suave. Para funções suaves f, g : M æ R valem

(i) Ò(f + g) = Òf + Òg (ii) Ò(fg) = gÒf + fÒg.

Demonstração. Considerando um campo X œ X(M), temos

ÈÒ(f + g), XÍ = X(f + g) = X(f) + X(g)

= ÈÒf, XÍ + ÈÒg, XÍ = ÈÒf + Òg, XÍ .

Analogamente seguem as seguintes igualdades

ÈÒ(fg), XÍ = X(fg) = g · X(f) + f · X(g)

= g ÈÒf, XÍ + f ÈÒg, XÍ = ÈgÒf + fÒg, XÍ .

Como X é um campo arbitrário, fica demonstrado a proposição.

2.1.2 A divergência de um campo vetorial

Definição 2.1.2. Considere X um campo de vetores sobre M . A divergência de X no ponto
p œ M é a função suave div X : M æ R dada por

div X(p) = tr {v ‘æ (ÒvX)(p)} ,

onde v œ TpM e tr denota o funcional traço.

Definição 2.1.3. Um referencial ortonormal {e1, . . . , en} em um aberto U µ M é geodésico
em p œ U se (Òeiej)(p) = 0, para 1 Æ i, j Æ n.

Proposição 2.1.3. Sejam X um campo suave de vetores em M e {e1, . . . , en} um referencial

ortonormal em um aberto U µ M . Se X =
nÿ

i=1
aiei em U , então

div X =
nÿ

i=1
(ei(ai) ≠ ÈÒeiei, XÍ).

Em particular, se o referencial for geodésico em p œ U , então

(div X)(p) =
nÿ

i=1
ei(ai)(p).

Demonstração. Segue da definição de divergência de um campo vetorial que

div X =
nÿ

i=1
ÈÒeiX, eiÍ =

nÿ

i=1
(ei ÈX, eiÍ ≠ ÈX, ÒeieiÍ) =

nÿ

i=1
(ei(ai) ≠ ÈÒeiei, XÍ).

O resto é imediato a partir da definição de referencial geodésico.

Proposição 2.1.4. Sejam X e Y campos de vetores suaves em M e f : M æ R uma função
suave, então:
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(i) div(X + Y ) = div X + div Y . (ii) div(fX) = f div X + ÈÒf, XÍ.

Demonstração. O primeiro item segue do fato que o traço é um funcional linear. Para o
segundo item, iremos considerar um referencial ortonormal {e1, . . . , en} em U µ M . Pela
Proposição 2.1.3 temos

div(fX) =
nÿ

i=1
ÈÒei(fX), eiÍ =

nÿ

i=1
Èei(f)X + fÒeiX, eiÍ

=
nÿ

i=1
(Èei(f)ei, XÍ + f ÈÒeiX, eiÍ) = ÈÒf, XÍ + f div X.

2.1.3 O Laplaciano de uma função

Definição 2.1.4. De posse do gradiente da função suave f , definimos seu Laplaciano como
a função suave �f , dada por

�f = div(Òf).

Proposição 2.1.5. Seja f œ C
Œ(M) e {e1, . . . , en} um referencial ortonormal em uma

vizinhança aberta U µ M . Então

�f =
nÿ

i=1
(ei(ei(f)) ≠ (Òeiei)f) .

Em particular, se o referencial for geodésico em p œ U , então temos em p que

�f =
nÿ

i=1
ei(ei(f))

Demonstração. Considerando um referencial ortonormal {e1, . . . , en} numa vizinhança aberta
U µ M , segue da Proposição 2.1.3 que

�f = div(Òf) = div
A

nÿ

i=1
ei(f)ei

B

=
nÿ

i=1
(ei(ei(f)) ≠ (Òeiei) f) .

O resto é imediato a partir da definição de referencial geodésico.

Proposição 2.1.6. Dada as funções f, g œ C
Œ(M) vale que

�(fg) = f�g + g�f + 2 ÈÒf, ÒgÍ

Demonstração. O resultado é imediato a partir da definição, Proposição 2.1.2 e Proposição
2.1.4. De fato, note que

�(fg) = div(Ò(fg)) = div(fÒg + gÒf)

= div(fÒg) + div(gÒf)

= (fdiv(Òg) + ÈÒf, ÒgÍ) + (gdiv(Òf) + ÈÒf, ÒgÍ)

= f�g + g�f + 2 ÈÒf, ÒgÍ .



Capítulo 2. Noções preliminares 14

2.1.4 O Hessiano de uma função

Definição 2.1.5. Seja f : M æ R uma função suave. Definimos o Hessiano de f como o
tensor Hess f : X(M) ◊ X(M) æ X(M), definido por

(Hess f)(X, Y ) = ÈÒXÒf, Y Í ,

para todos X, Y œ X(M).

Segue prontamente da definição que

(Hess f)(X, Y ) = ÈÒXÒf, Y Í = X ÈÒf, Y Í ≠ ÈÒf, ÒXY Í

= X(Y (f)) ≠ ÒXY (f)

= Y (X(f)) + [X, Y ](f) ≠ (ÒY X)(f)

= Y (X(f)) ≠ (ÒY X)(f)

= Y ÈÒf, XÍ ≠ ÈÒf, ÒY XÍ = (Hess f)(Y, X)

para quaisquer que sejam X, Y œ X(M) e, portanto, Hess f é simétrico.

Outra propriedade crucial desse tensor se manifesta quando consideramos um refe-
rencial ortonormal {e1, . . . , en}. Nesse caso,

tr(Hess f) =
nÿ

i=1
(Hess f)(ei, ei) =

nÿ

i=1
ÈÒeiÒf, eiÍ = div(Òf) = �f.

Proposição 2.1.7 (Fórmula de Bochner). Seja f œ C
Œ(M), então vale

1
2�|Òf |2 = Ric(Òf, Òf) + ÈÒf, Ò(�f)Í + | Hess f |2. (2.1)

Demonstração. Fixa p œ M e seja {e1, . . . , en} um referencial ortonormal em uma vizinhança
U µ M de p que é geodésico em p. Então, temos em p que

1
2�|Òf |2 = 1

2 tr
1
Hess |Òf |2

2
= 1

2

nÿ

i=1

1
Hess |Òf |2

2
(ei, ei)

= 1
2

nÿ

i=1
ei (ei ÈÒf, ÒfÍ) =

nÿ

i=1
ei ÈÒeiÒf, ÒfÍ

=
nÿ

i=1
ÈÒeiÒeiÒf, ÒfÍ + | Hess f |2. (2.2)

Utilizando a definição do tensor de curvatura, para qualquer campo X œ X vale:
nÿ

i=1
ÈR(X, ei)Òf, eiÍ =

nÿ

i=1
ÈÒXÒeiÒf, eiÍ ≠

nÿ

i=1

e
ÒeiÒXÒf + Ò[X,ei]Òf, ei

f
. (2.3)

Vamos lidar inicialmente com o primeiro termo do lado direito da igualdade em (2.3). Como
o referencial é geodésico em p, temos (ÒXei)(p) = 0, para i = 1, . . . , n. Dessa forma, o
primeiro termo de (2.3) em p é

nÿ

i=1
ÈÒXÒeiÒf, eiÍ =

nÿ

i=1
(X ÈÒeiÒf, eiÍ ≠ ÈÒf, ÒXeiÍ) = X(�f) = ÈX, Ò(�f)Í . (2.4)
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Utilizando novamente que o referencial tomado é geodésico em p e que Hess f é um operador
simétrico, o segundo termo da direita de (2.3) em p é

nÿ

i=1
ÈÒeiÒXÒf + Ò[X,ei]Òf, eiÍ

=
nÿ

i=1

1
ei ÈÒXÒf, eiÍ ≠ ÈÒXÒf, ÒeieiÍ +

e
Ò[X,ei]Òf, ei

f2

=
nÿ

i=1
(ei ÈÒeiÒf, XÍ + ÈÒeiÒf, [X, ei]Í)

=
nÿ

i=1
(ÈÒeiÒeiÒf, XÍ + ÈÒeiÒf, ÒeiXÍ + ÈÒeiÒf, ÒXei ≠ ÒeiXÍ)

=
nÿ

i=1
(ÈÒeiÒeiÒf, XÍ + ÈÒeiÒf, ÒXeiÍ) =

nÿ

i=1
ÈÒeiÒeiÒf, XÍ . (2.5)

Substituindo (2.4) e (2.5) em (2.3), segue que
nÿ

i=1
ÈR(X, ei)Òf, eiÍ = ÈX, Ò(�f)Í ≠

nÿ

i=1
ÈÒeiÒeiÒf, XÍ . (2.6)

Em particular,
nÿ

i=1
ÈÒeiÒeiÒf, XÍ = ÈX, Ò(�f)Í ≠

nÿ

i=1
ÈR(X, ei)Òf, eiÍ

= ÈX, Ò(�f)Í +
nÿ

i=1
ÈR(ei, X)Òf, eiÍ

= ÈX, Ò(�f)Í + Ric(X, Òf).

Fazendo a escolha X = Òf na igualdade acima e substituindo em (2.2) obtemos (2.1).

2.2 Desigualdade de Kato

A desigualdade de Kato é essencialmente um resultado algébrico, contudo, será de
considerável utilidade em cálculos subsequentes ao longo deste trabalho. Sua versão para
operadores lineares num espaço vetorial de dimensão finita é a seguinte.

Proposição 2.2.1. Seja V um espaço vetorial n≠dimensional e A : V æ V um operador
linear autoadjunto tal que tr(A) = 0. Então para todo v œ V vale

ÎAvÎ2 Æ n ≠ 1
n

ÎAÎ2 ÎvÎ2
.

Demonstração. Considere {e1, . . . , en} uma base ortonormal composta por autovetores de
A, com {⁄1, . . . , ⁄n} sendo os autovalores associados, ou seja, Aei = ⁄iei. Assim, como A é
um operador autoadjunto segue imediatamente que

ÎAÎ2 = tr(A2) =
nÿ

i=1

e
A

2
ei, ei

f
=

nÿ

i=1
⁄

2
i .
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Dado que tr(A) = 0, temos
nq

i=1
⁄i = 0. Fixando um índice i, obtemos ⁄i = ≠ q

i”=j
⁄j. Pela

desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

⁄
2
i =

1 ÿ

i”=j

⁄j

22
Æ

ÿ

i”=j

1 ·
ÿ

i”=j

⁄
2
j = (n ≠ 1)

ÿ

i”=j

⁄
2
j .

Por outro lado,

n⁄
2
i = (n ≠ 1)⁄2

i + ⁄
2
i Æ (n ≠ 1)⁄2

i + (n ≠ 1)
nÿ

j=1
i”=j

⁄
2
j

= (n ≠ 1)
nÿ

i=1
⁄

2
j = (n ≠ 1) ÎAÎ2

.

Ou seja, para todo 1 Æ i Æ n vale ⁄
2
i Æ n ≠ 1

n
ÎAÎ. Para um vetor v œ V expresso como

v =
nq

i=1
viei, temos

ÎAvÎ2 =
.....

nÿ

i=1
vi⁄iei

.....

2

=
nÿ

i=1
⁄

2
i v

2
i Æ n ≠ 1

n
ÎAÎ2

nÿ

i=1
v

2
i = n ≠ 1

n
ÎAÎ2 ÎvÎ2

.

No caso de uma função v sobre uma variedade, obtemos a seguinte versão para a
desigualdade de Kato

|Ò|Òv||2 Æ | Hess v |.

A verificação desta desigualdade é bem simples. Escolha um referencial ortonormal
{e1, . . . , en} com |Òv|e1 = Òv. Usaremos a seguinte notação: vij = ej(ei(v)). Veja que esta
escolha de referencial implica em

|Ò|Òv||2 =
nÿ

i=1
ÈÒ|Òv|, eiÍ2 =

nÿ

i=1
(ei(|Òv|))2 =

nÿ

i=1
(ei(e1(v)))2 =

nÿ

i=1
v

2
1i (2.7)

Assim,

|Ò|Òv||2 =
nÿ

i=1
v

2
1i Æ

nÿ

i,j=1
v

2
ij = | Hess v |2.

No entanto, podemos melhorar esta desigualdade no caso em que a função considerada
é harmônica. E assim, obtemos a seguinte proposição.

Proposição 2.2.2. Se v é uma função harmônica sobre uma variedade n-dimensional, com
n Ø 2, então vale

|Ò|Òv||2 Æ n ≠ 1
n

| Hess v |2. (2.8)
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Demonstração. Poderíamos tentar imitar a prova da Proposição 2.2.1, porém escolhemos
uma abordagem mais elementar. Considere {e1, . . . , en} um referencial ortonormal e geo-
désico em p œ M sobre a variedade com |Òv|e1 = Òv. Como v é harmônica então, segue
que

nÿ

i=1
vii = tr(Hess v) = �v = 0.

Por outro lado, usando Cauchy-Schwarz segue

| Hess v |2 Ø v
2
11 + 2

nÿ

i=2
v

2
1i +

nÿ

i=2
v

2
ii

Ø v
2
11 + 2

nÿ

i=2
v

2
1i + 1

n ≠ 1

A
nÿ

i=2
vii

B2

= v
2
11 + 2

nÿ

i=2
v

2
1i + 1

n ≠ 1(�v ≠ v11)2

= n

n ≠ 1v
2
11 + 2

nÿ

i=2
v

2
1i,

onde usamos na última igualdade o fato de v ser harmônica. Agora de n Ø 2 segue n

n ≠ 1 Æ 2
e portanto (2.7) implica em

| Hess v |2 Ø n

n ≠ 1

A

v
2
11 +

nÿ

i=2
v

2
1i

B

= n

n ≠ 1 |Ò|Òv||2.

Como uma aplicação imediata da desigualdade de Kato podemos encontrar uma
desigualdade inspirada na fórmula de Bochner em (2.1).

Proposição 2.2.3. Seja v uma função harmônica sobre uma variedade n-dimensional, então
nos pontos em que Òv ”= 0 vale

�|Òv| Ø Ric(Òv, Òv)|Òv|≠1 + 1
n ≠ 1 |Ò|Òv||2|Òv|≠1

. (2.9)

Demonstração. Segue da Proposição 2.1.6 que o Laplaciano da função |Òv| é dado por

1
2�|Òv|2 = |Ò|Òv||2 + |Òv|�|Òv|.

Por outro lado, usando a fórmula de Bochner (2.1) e que v é harmônica segue que

|Ò|Òv||2 + |Òv|�|Òv| = Ric(Òv, Òv) + ÈÒv, Ò(�v)Í + | Hess v |2

= Ric(Òv, Òv) + | Hess v |2

Usando a desigualdade de Kato na desiguadaldade acima nos vem

|Ò|Òv||2 + |Òv|�|Òv| Ø Ric(Òv, Òv) + n

n ≠ 1 |Ò|Òv||2,
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ou ainda,

|Òv|�|Òv| Ø Ric(Òv, Òv) + 1
n ≠ 1 |Ò|Òv||2.

Assim, sempre que |Òv| ”= 0, basta dividirmos esta última desigualdade por este termo para
que encontremos a desigualdade (2.9).

2.3 Imersões isométricas

Denotaremos variedades diferenciais � e M de dimensões n e m, respectivamente.
Salvo quando mencionado, as variedades serão assumidas conexas. Uma função f : � æ M

é chamada de imersão se sua diferencial dfp : Tp� æ Tf(p)M é injetiva para todo p œ �. O
número k = m≠n é chamado de codimensão de f . Usualmente nos referimos a f , ou a f(�),
como uma subvariedade imersa de M . Em particular, quando a codimensão da imersão é
igual a 1 dizemos que � é uma hipersuperfície de M .

Definição 2.3.1. Uma imersão f : � æ M entre variedades Riemannianas com métricas
È·, ·Í� e È·, ·ÍM é dita ser imersão isométrica se

Èu, vÍ� = Èdfp(u), dfp(v)ÍM (2.10)

para todos p œ � e u, v œ Tp�.

Note que se temos uma imersão então (2.10) nos mostra um jeito de definir uma
métrica em � a partir de uma métrica de M . Quando isto ocorre, esta nova métrica é chamada
de métrica induzida por f . Munindo a variedade � pela métrica induzida, tornamos f uma
imersão isométrica de � em M . Por simplicidade denotaremos as métricas de � e M por
È·, ·Í e portanto deixaremos claro conforme o contexto qual métrica está sendo considerada.

Para cada p œ � o produto interno do espaço TpM induz a seguinte decomposição

TpM = Tp� ü (Tp�)‹
, (2.11)

onde (Tp�)‹ denota o complemento ortogonal de Tp� em TpM . Isto nos dá uma motivação
para estender campos definidos de abertos em � a campos definidos localmente em M .

Além disso, se Ò é a conexão de Levi-Civita de M , então para extensões X e Y de
X e Y a � definindo

ÒXY =
1
ÒXY

2€
,

onde ( · )€ é a projeção ortogonal de TM |� sobre T�, obtemos uma conexão Riemanniana
relativa a métrica induzida em �, uma prova desse fato pode ser vista em [Net14].
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2.3.1 Segunda forma fundamental

Denotaremos a conexão em M por Ò e a conexão em � simplesmente por Ò. Dado
uma imersão f : � æ M , definimos a segunda forma fundamental de f , representada por
II : X(�) ◊ X(�) æ X(�)‹, como

ĮI(X, Y ) = (ÒXY )‹ = ÒXY ≠ ÒXY. (2.12)

A prova da linearidade e simetria de ĮI é direta, pois temos ÒXY ≠ ÒY X = [X, Y ], onde
[X, Y ] representa o colchete de Lie.

Se assumirmos que � é uma hipersuperfície orientada, com ‹ sendo o campo normal
unitário sobre �, podemos também analisar a segunda forma fundamental escalar dada por

ĮI(X, Y ) = II(X, Y )‹.

Quando não houver risco de confusão, representaremos ambas as aplicações por II.

Um dos principais objetos geométricos tratados neste trabalho é a curvatura média,
que definimos agora.

Definição 2.3.2. Se � é uma hipersuperfície orientada em M , então a curvatura média
de � é o traço da segunda forma fundamental, ou seja H = trII. Dizemos que � é uma
hipersuperfície mínima se H = 0.

Vamos estabelecer também o operador forma A› de f em p œ �, em relação a › œ
(Tp�)‹, como segue:

ÈA›X, Y Í = ÈII(X, Y ), ›Í , (2.13)

onde X e Y pertencem a X(�).

Vejamos que X, Y œ X(M) e › œ X(M)‹, então
e
ÒX›, Y

f
= X È›, Y Í ≠

e
›, ÒXY

f
= ≠

e
›, ÒXY

f

= È›, ÒXY + II(X, Y )Í = ≠ È›, II(X, Y )Í = ≠ ÈA›X, Y Í

e disto concluímos que (ÒX›)€ = ≠A›X. Consideremos os campos X, Y, Z œ X(M) e
denotaremos pelos mesmos símbolos as suas extensões, então temos que

ÒXÒY Z = ÒX (ÒY Z + II(Y, Z)) = ÒXÒY Z + ÒXII(Y, Z)

= ÒXÒY Z + II(X, ÒY Z) + Ò‹
XII(Y, Z) ≠ AII(Y,Z)X. (2.14)

Por uma conta análoga obtemos

ÒY ÒXZ = ÒY ÒXZ + II(Y, ÒXZ) + Ò‹
Y II(X, Z) ≠ AII(X,Z)Y. (2.15)

Temos ainda que

Ò[X,Y ]Z = Ò[X,Y ]Z + II([X, Y ], Z). (2.16)
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Subtraindo (2.15) e (2.16) de (2.14) obtemos

RM(X, Y )Z =R�(X, Y )Z + AII(X,Z)Y ≠ AII(Y,Z)X + Ò‹
XII(Y, Z)

≠ Ò‹
Y II(X, Z) + II(X, ÒY Z) ≠ II(Y, ÒXZ) ≠ II([X, Y ], Z)

=R�(X, Y )Z + AII(X,Z)Y ≠ AII(Y,Z)X + (Ò‹
XII)(Y, Z) ≠ (Ò‹

XII)(X, Z), (2.17)

onde (Ò‹
XII)(Y, Z) := Ò‹

XII(Y, Z) ≠ II(ÒXY, Z) ≠ II(Y, ÒXZ). Tomando as componentes tan-
genciais e normais obtemos

(RM(X, Y )Z)€ = R�(X, Y )Z + AII(X,Z)Y ≠ AII(Y,Z)X (2.18)

(RM(X, Y )Z)‹ = (Ò‹
XII)(Y, Z) ≠ (Ò‹

XII)(X, Z). (2.19)

A expressão (2.18) é comumente referida na literatura como equação de Gauss, enquanto
a equação (2.19) é reconhecida como a equação de Codazzi. Relembrando a definição do
operador forma A› segue que

e
AII(X,Z)Y, W

f
= ÈII(Y, W ), II(X, Z)Í para quaisquer campos

X, Y, Z, W œ X(�) e daí tomando o produto interno com W œ X(�) em (2.17) segue

ÈRM(X, Y )Z, W Í = ÈR�(X, Y )Z, W Í +
e
AII(X,Z)Y ≠ AII(Y,Z)X, W

f

= ÈR�(X, Y )Z, W Í + ÈII(Y, W ), II(X, Z)Í ≠ ÈII(X, W ), II(Y, Z)Í . (2.20)

Em particular, se X, Y œ X(M) são ortogonais e unitários então vale

Sec�(X, Y ) = ÈR�(X, Y )Y, XÍ

= ÈRM(X, Y )X, Y Í + ÈII(X, X), II(Y, Y )Í ≠ ÈII(Y, X), II(X, Y )Í

= SecM(X, Y ) + ÈII(X, X), II(Y, Y )Í ≠ |II(X, Y )|2. (2.21)

As expressões (2.20) e (2.21) são igualmente referidas como as equações de Gauss.

Para o que se segue, representaremos as curvaturas de Ricci, escalar e seccional de
uma variedade como Ric, Scal e Sec, respectivamente. Para maior clareza quanto à variedade
considerada, adicionaremos o subíndice � ou M .

Proposição 2.3.1. Se � µ M é uma superfície de 2≠lados, então

ScalM = Scal� +2 RicM(‹, ‹) + |II|2 ≠ H
2
. (2.22)

Demonstração. Escolha uma base ortonormal {e1, . . . , en} para Tp� de modo a obter uma
base ortonormal {e1, . . . , en, en+1 = ‹} para TpM . Segue de (2.20) as seguintes igualdades

ScalM =
n+1ÿ

i,j=1
ÈRM(ei, ej)ej, eiÍ = 2

nÿ

i=1
ÈRM(‹, ei)ei, ‹Í +

nÿ

i,j=1
ÈRM(ei, ej)ej, eiÍ

= 2 RicM(‹, ‹) +
nÿ

i,j=1

1
ÈR�(ei, ej)ej, eiÍ + |II(ei, ej)|2 ≠ ÈII(ei, ei), II(ej, ej)Í

2

= 2 RicM(‹, ‹) + Scal� +(|II|2 ≠ |II(‹, ‹)|2) ≠ (|H̨|2 ≠ |II(‹, ‹)|2)

= Scal� +2 RicM(‹, ‹) ≠ H
2 + |II|2.
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Proposição 2.3.2. Seja �2 µ M
3 uma superfície mínima 2≠lados. Então

K� = 1
2 ScalM ≠

3
RicM(‹, ‹) + 1

2 |II|2
4

, (2.23)

onde K� representa a curvatura gaussiana de � .

Demonstração. Visto que � é uma superfície mínima, podemos escrever Scal� = 2K� e
H = 0. Ao substituir isso em (2.22) e realizar uma breve manipulação, obtemos a igualdade
desejada.

2.4 Desigualdade de Shiohama-Tanaka

Seja M uma variedade Riemanniana e distM(x, y) a função distância entre x e y em M

induzida pela métrica de M . Fixado p œ M , o comportamento da função r(x) = distM(x, p)
está intimamente relacionado à estrutura do cut locus de p. Lembre-se que o cut locus de
um ponto p œ M é definido da seguinte forma: para qualquer geodésica “u normalizada que
emana de p com a direção inicial u = “

Õ
u(0) œ TpM , existe o parâmetro ip(u) até o qual “u

é um segmento de geodésica minizante, ou seja, “u|[0,t] realiza a distância d(“u(t), p) para
0 < t Æ ip(u). Nos referimos a “u(ip(u)) como o ponto mínimo de p e ip(u) como a distância
de corte até p ao longo de “u. Então, o cut locus de p (ou lugar dos pontos mínimos) é
definido como

Cut(p) = {“u(ip(u)) | u œ TpM}.

É possível mostrar que q é um ponto mínimo de p ao longo de “u se, e somente se, existe
outra geodésica minimizante “v, com v œ TpM e v ”= u, que emana de p satisfazendo

“u(ip(u)) = q = “v(ip(u)),

ou q é um ponto conjugado de p ao longo de “u, o que significa que existe um campo de
Jacobi (não-trivial) Y (t) ao longo de “u com Y (0) = Y (ip(u)) = 0.

Desse modo, se q /œ Cut(p)fl{p}, então r é diferenciável em q e seu vetor de gradiente
Òr(q) é dado por “

Õ(L), onde “ é a única geodésica minimizante normalizada que une p a
q, onde L = distM(p, q) (veja [Sak96, Chapter II]). Em particular, deste resultado obtemos
que |Òr| = 1.

Denotando por Bp(R) = {x œ �; r(x) < R} a bola geodésica com centro em p e raio
R em �, vamos considerar as funções L(r) =

⁄

ˆBp(r)
ds e A(r) =

⁄

Bp(r)
dA, que representam,

respectivamente, o comprimento do círculo geodésico ˆBp(r) e a área de Bp(r).

Observe que pela fórmula da co-área segue

A(r) =
⁄

Bp(r)
dA =

⁄ r

0

A⁄

ˆBp(s)
ds

B

dt =
⁄ r

0
L(t)dt,

assim, segue que A
Õ(r) = L(r).
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Faremos agora um breve comentário sobre o Laplaciano da função distância. Consi-
dere uma hipersuperfície � de M , onde M é uma variedade (n + 1)-dimensional, e uma bola
geodésica Bp(r) de �. Note que Òr é um vetor unitário e normal a ˆBp(r), então isto nos
motiva a considerar o referencial {Òr, e1, . . . , en} sobre p œ �. Desse modo, utilizando que
|Òr| = 1 segue

�r = div(Òr) =
e
Òr, ÒÒrÒr

f
+

nÿ

i=1

e
ei, ÒeiÒr

f
= ≠

nÿ

i=1

e
Òeiei, Òr

f

= ≠
nÿ

i=1

=1
Òeiei

2N
, Òr

>
=

nÿ

i=1

e
IIˆBp(r)(ei, ei), Òr

f
=

e
H

ˆBp(r)Òr, Òr

f
= H

ˆBp(r)
,

onde IIˆBp(r) é a segunda forma fundamental de ˆBp(r) em � e H
ˆBp(r) é a sua curvatura

média. Em particular, quando n = 2, temos �r = Ÿg, onde Ÿg denota a curvatura geodésica
de ˆBp(r).

Suponha agora que � é uma superfície em uma variedade tridimensional M . Para
uma bola geodésica Bp(R) que não possui interseção com a fronteira de � ou com o cut locus
de p, o Teorema de Stokes e a fórmula da co-área fornecem:

d

dr
L(r) = d

dr

A⁄

ˆBp(r)
ds

B

= d

dr

A⁄

ˆBp(r)
ÈÒr, ÒrÍ ds

B

= d

dr

A⁄

Bp(r)
�r

B

=
⁄

ˆBp(r)
�r =

⁄

ˆBp(r)
Ÿg.

Desse modo, pelo Teorema de Gauss-Bonnet segue
d

dr
L(r) = 2fi‰(Bp(r)) ≠

⁄

ˆBp(r)
KM Æ 2fi ≠

⁄

ˆBp(r)
KM , (2.24)

onde KM denota a curvatura Gaussiana de M . A desigualdade em (2.24) foi primeiramente
introduzida na literatura pelo trabalho pioneiro em [Fia41]. Contudo, nos referiremos a esta
expressão como Desigualdade de Shiohama-Tanaka.

Inspirando-se no artigo [Pog81], apresentaremos mais resultado envolvendo a função
comprimento que se revelará crucial para alcançarmos uma das estimativas desejadas.

Proposição 2.4.1. Seja � µ R
3 uma superfície mínima, completa, orientável e simples-

mente conexa. A função L(r) é convexa e satisfaz

2fi Æ L(r)
r

Æ L(R)
R

,

para todo 0 < r < R.

Demonstração. Denotando por K� a curvatura Gaussiana de �, sabemos por (2.23) que esta
quantia é não-positiva uma vez que vale K� = ≠1

2 |II|2. Pelo Teorema de Hadamard, segue
que a função exponencial expp : Tp� æ � é um difeomorfismo e disso podemos escrever a
métrica de � utilizando coordenadas polares

dr
2 + g(r, ◊)2

d◊
2
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onde g(r, ◊) > 0 é suave e satisfaz para todos ◊ as seguintes igualdades:

g(0, ◊) = 0, gr(0, ◊) = 1.

É bem sabido que a curvatura Gaussiana em (r, ◊) pode ser expressa por K� = ≠grr

g
. Desse

modo, grr(r, ◊) Ø 0 e assim r ‘æ g(r, ◊) é uma função convexa. Logo, para todos r Ø 0 e ◊

obtemos
g(r, ◊) ≠ g(0, ◊)

r ≠ 0 Ø gr(0, ◊) = 1 =∆ g(r, ◊) Ø r.

Uma vez que L(r) =
⁄ 2fi

0
g(r, ◊)d◊ segue que

L(r) Ø 2fir (2.25)

para todo r Ø 0 e ainda ao derivarmos duas vezes sob o sinal de integral segue que L(r) é
uma função convexa. Donde, para 0 < r < R vale

L(r)
r

= L(r) ≠ L(0)
r ≠ 0 Æ L(R) ≠ L(0)

R ≠ 0 = L(R)
R

.

Juntando a expressão acima com (2.25) segue que

2fi Æ L(r)
r

Æ L(R)
R

,

para todo 0 < r < R.

2.5 Parabolicidade

Destacamos a seguinte observação: Quando M é uma variedade fechada, podemos
considerar u œ C

Œ(M) tal que u > 0 e �u Æ 0. Vamos definir a função v = ln u, assim,
Òv = Òu

u
Æ 0. Disso segue

�v = div(Òv) = div
3Òu

u

4
= 1

u
div(Òu) +

=
Ò

3 1
u

4
, Òu

>

= �u

u
+

=
≠Òu

u2 , Òu

>
= �u

u
≠ |Òv|2 Æ ≠|Òv|2 Æ 0

Em particular,
0 Æ

⁄

M
�v Æ ≠

⁄

M
|Òv|2 Æ 0.

Isso implica que u é uma função constante em M . No caso em que M é completa e
não compacta, existem exemplos nos quais uma função com Laplaciano não-positivo pode
ser constante ou não, ou seja, o espaço das variedades completas pode ser classificado em
duas categorias distintas, conforme a seguinte definição.

Definição 2.5.1. Definimos uma função u œ C
2(M) como superharmônica se �u Æ 0. A

variedade M é dita parabólica se toda função positiva e superharmônica em M for constante.
Caso contrário, M é dita não-parabólica.
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O trabalho pioneiro de S. Cheng e S. Yau em [CY75] apresenta um resultado que
estabelece uma conexão entre o conceito de parabolicidade e a ordem de crescimento de
área. Mais precisamente, nosso interesse está voltado para o seguinte resultado.

Proposição 2.5.1 (S. Cheng e S. Yau, [CY75]). Se � é uma variedade completa com cres-
cimento quadrático de área, então � é parabólica.

Demonstração. Suponha que u œ C
Œ(�) é tal que u > 0 e �u Æ 0. Vamos considerar a

função v = ln u, assim, Òv = Òu

u
e disso segue

�v = div(Òv) = div
3Òu

u

4
= 1

u
div(Òu) +

=
Ò

3 1
u

4
, Òu

>

= �u

u
+

=
≠Òu

u2 , Òu

>
= �u

u
≠ |Òv|2 Æ ≠|Òv|2 (2.26)

Considere f œ C
Œ
0 (�). De (2.26) e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz junto com

a desigualdade média aritmética-geométrica, obtemos
⁄

�
f

2|Òv|2 Æ ≠
⁄

�
f

2�v =
⁄

�
2 ÈÒv, fÒfÍ

Æ
⁄

�
2|Òv||f ||Òf | Æ 1

2

⁄

�
f

2|Òv|2 + 2
⁄

�
|Òf |2,

ou seja, ⁄

�
f

2|Òv| Æ 4
⁄

�
|Òf |2. (2.27)

Fixe p œ �. Denote por r = dist�(·, p) a distância intrínseca a partir de p e faça

f =

Y
_____]

_____[

1 se r
2 Æ R,

2 ≠ ln r
2

ln R
se R < r

2 Æ R
2
,

0 se r
2

> R
2
.

Observe que, quando R < r
2

< R
2, temos Òf = ≠2(r ln R)≠1Òr e Òf © 0 nos demais

casos. Além disso, dado que |Òr| © 1, concluímos |Òf |2 = 4(r ln R)≠2. Ao substituirmos a
definição da função f em (2.27), obtemos que

⁄

Bp(
Ô

R)
|Òv|2 Æ 4

⁄

�
|Òf |2 = 16

(ln R)2

⁄

Bp(R2)\Bp(R)
r

≠2

Æ 16
(ln R)2

ln Rÿ

k= 1
2 ln R

⁄

Bp(ek)\Bp(ek≠1)
r

≠2

Æ 16
(ln R)2

ln Rÿ

k= 1
2 ln R

1
e2(k≠1) Área(Bp(ek) \ Bp(ek≠1))

Æ 16
(ln R)2

ln Rÿ

k= 1
2 ln R

1
e2(k≠1) · Ce

2k Æ 8Ce
2

ln R
.

Fazendo R æ Œ, chegamos à conclusão de que v é constante, assim como u. Portanto,
podemos afirmar que � é parabólica.
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A proposição que acabamos de demonstrar nos fornece uma compreensão para o
fato curioso de que, para espaços Euclidianos, apenas a dimensão 2 não possui funções
superharmônicas positivas e não constantes.
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3 Variações de área e estabilidade

Neste capítulo, derivaremos a primeira e segunda variações do funcional área asso-
ciado a uma subvariedade. Isso será fundamental em nossa discussão posterior e também
será utilizado em nossos estudos das questões de estabilidade de subvariedades mínimas.
Tomamos [Li12] como a referência principal para todo o estudo desse capítulo.

3.1 Primeira variação de área

Sejam �n uma subvariedade de M
m com n < m. Consideremos a família a 1≠parâmetro

de deformações de � dada por �t = Ï(N, t) para t œ (≠Á, Á) com �0 = �. Denotando
{x1, . . . , xn, t} um sistema coordenado de � ◊ (≠Á, Á) definido numa vizinhança do ponto
(p, 0). Ponha ei = dÏ(ˆ/ˆxi) para i = 1, . . . , n e T = dÏ(ˆ/ˆt). A métrica induzida de
M em �t é dado por gij = Èei, ejÍ. Nós iremos assumir que {x1, . . . , xn} forma um sistema
coordenado normal em p œ �. Desse modo, temos que gij(p, 0) = ”ij e Òeiej(p, 0) = 0.

Podemos ainda associar a métrica induzida ao elemento de área dAt de Nt. Daí para
t suficientemente pequeno podemos escrever dAt = J(x, y)dA0. Veja que com respeito ao
sistema de coordenadas normal considerado a função J(x, t) é dada por

J(x, t) =

Ò
g(x, t)

Ò
g(x, 0)

,

onde g(x, t) = det(gij(x, t)).

Para derivarmos a fórmula da primeira variação de área para �, nosso foco está
em calcular a primeira derivada de J(x, t) com relação a t. Como estamos assumindo que
gij(p, 0) = ”ij então segue

J
Õ(p, 0) = d

dt

-----
t=0

J(p, t) = 1
2g

Õ(p, 0).

Levando em consideração um pequeno resultado sobre determinantes que pode ser
visto em [Lim81]:

Lema 3.1.1. Seja f : (≠Á, Á) æ R
n2 um caminho diferenciável com f(0) = I. Definindo a

função g : (≠Á, Á) æ R por g(t) = det f(t) temos que g é diferenciável e g
Õ(0) = tr(f Õ(0)).

Usando o Lema 3.1.1 junto com o fato de {x1, . . . , xn, t} ser um sistema de coorde-
nadas para � ◊ (≠Á, Á) imediatamente obtemos

g
Õ(p, 0) =

nÿ

i=1
g

Õ
ii =

nÿ

i=1
T Èei, eiÍ = 2

nÿ

i=1
ÈÒT ei, eiÍ = 2

nÿ

i=1
ÈÒeiT, eiÍ .
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Escrevendo T = T
t + T

n, onde T
t e T

n são, respectivamente, as componentes tangenciais e
normais de T , nos vem que

nÿ

i=1
ÈÒeiT, eiÍ =

nÿ

i=1

e
ÒeiT

t
, ei

f
+

nÿ

i=1
ÈÒeiT

n
, eiÍ

= div(T t) +
nÿ

i=1
ei ÈT n

, eiÍ ≠
nÿ

i=1
ÈT n

, ÒeieiÍ

= div(T t) +
e
T

n
, H̨

f
,

onde H̨ é o vetor curvatura média de �. Então acabamos de estabelecer a seguinte igualdade

d

dt

-----
(p,0)

dAt =
1
div(T t) +

e
T

n
, H̨

f2
dA0

---
(p,0)

. (3.1)

Se T é um campo com suporte compacto, então segue do Teorema da Divergência que

d

dt

-----
t=0

Área(�t) =
⁄

�

e
T

n
, H̨

f
. (3.2)

A equação (3.2) é conhecida como fórmula da primeira variação de área e dela decorre
facilmente que a curvatura média de � é identicamente nula se, e somente se, � é um ponto
crítico para o funcional área. Dito isto, definiremos o nosso principal objeto de estudo neste
trabalho.

A fórmula da primeira variação nos dá uma interessante curiosidade quando o am-
biente se torna o espaço Euclideano R

n. Mostraremos dois desses fatos, outros podem ser
consultados em [CM11]. Primeiramente vejamos o seguinte lema.

Lema 3.1.2. Considere �n µ M
n+1 como uma hipersuperfície e f : M æ R uma função

suave. Se restringirmos f a �, denotando essa restrição como f := f

---
�
, então a seguinte

relação é válida:
�Mf = ��f ≠

e
Òf, H̨

f
+ (HessM f)(‹, ‹), (3.3)

onde H̨ é o vetor curvatura média, e �M e �� representam respectivamente os operadores
Laplacianos de M e �.

Demonstração. Nesta demonstração denotaremos por Ò a conexão de M enquanto que Ò
representa a conexão de �. Considere um referencial ortonormal adaptado {e1, . . . , en, ‹} de

M . Uma vez que Òf̄ =
nÿ

i=1

e
Òf, ei

f
ei +

e
Òf, ‹

f
‹, então segue

�M f̄ = divM(Òf) =
nÿ

i=1

1
ei(ei(f)) ≠

e
Òf, Òeiei

f2
+

1
‹(‹(f)) ≠

e
Òf̄ , Ò‹‹

f2
. (3.4)
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Observe ainda que para i fixado temos

ei(ei(f)) ≠
e
Òf, Òeiei

f
= ei(ei(f)) ≠

K

Òeiei + II(ei, ei)‹,

nÿ

j=1
ej(f)ej + ‹(f)‹

L

= ei(ei(f)) ≠
K

Òeiei,

nÿ

j=1
ej(f)ej

L

≠ II(ei, ei)‹(f)

= ei(ei(f)) ≠ ÈÒeiei, ÒfÍ ≠
e
Òf, II(ei, ei)‹

f
.

Decorre da definição do hessiano de uma função as seguintes igualdades

(HessM f)(‹, ‹) =
e
Ò‹Òf̄ , ‹

f
= ‹

e
Òf̄ , ‹

f
≠

e
Òf̄ , Ò‹‹

f
= ‹(‹(f)) ≠

e
Ò‹‹, Òf̄

f
.

Aplicando as duas expressões acima em (3.4) obtemos

�M f̄ =
nÿ

i=1
(ei(ei(f)) ≠ ÈÒeiei, ÒfÍ) ≠

nÿ

i=1

e
Òf̄ , II(ei, ei)‹

f
+ (HessM f)(‹, ‹)

= ��f ≠
e
Òf̄ , H̨

f
+ (HessM f)(‹, ‹).

O que conclui a demonstração.

Proposição 3.1.1. �n µ R
n+1 é mínima se, e somente se, as funções coordenadas de R

n

são funções harmônicas em �.

Demonstração. De fato, para ver isto vamos denotar por {x1, . . . , xn+1} as funções coor-
denadas do M = R

n+1. Além disso denotaremos por Ò a conexão de M enquanto que Ò
representa a conexão de �. Assim Òxi = ei é o i≠ésimo campo coordenado de M , em
particular Òxi ”= 0. Temos ainda que �Mxi = 0 e para quaisquer campos X e Y vale

(HessM xi)(X, Y ) =
e
ÒXÒxi, Y

f
=

e
ÒXei, Y

f
= 0.

Relembrando (3.3), a saber,

�Mxi = ��xi ≠
e
Òxi, H̨

f
+ (HessM xi)(‹, ‹)

a afirmação segue imediatamente.

Proposição 3.1.2. Seja � uma hipersuperfície mínima 2-lados de R
n+1, onde ‹ denota o

campo normal unitário. Fixado um vetor a œ R
n+1, vale

� Èa, ‹Í + |II|2 Èa, ‹Í = 0. (3.5)

Demonstração. Pela Proposição 2.1.5 ao tomarmos um referencial geodésico {e1, . . . , en} em
torno de p œ M podemos calcular o Laplaciano da função Èa, ‹Í do seguinte modo

� Èa, ‹Í =
nÿ

i=1
ei(ei Èa, ‹Í) =

nÿ

i=1

e
a, ÒeiÒei‹

f
, (3.6)
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onde Ò denota a conexão em R
n+1. Então nos resta mostrar que

nÿ

i=1

e
a, ÒeiÒei‹

f
= ≠|II|2 Èa, ‹Í.

Para tal, note primeiramente que ao derivarmos |‹|2 = 1 encontramos
e
Òei‹, ‹

f
= 0 e

e
ÒeiÒei‹, ‹

f
= ≠

e
Òei‹, Òei‹

f
, assim,

nÿ

i=1

e
ÒeiÒei‹, ‹

f
= ≠

nÿ

i=1

e
Òei‹, Òei‹

f
= ≠

nÿ

i,j,k=1

ee
Òei‹, ej

f
ej,

e
Òei‹, ek

f
ek

f

= ≠
nÿ

i,j=1

e
Òei‹, ej

f2
= ≠|II|2. (3.7)

Além disso, ao derivarmos duas vezes a expressão È‹, ekÍ = 0 temos
e
ÒeiÒei‹, ek

f
+

e
Òei‹, Òeiek

f
= ≠

e
Òei‹, Òeiek

f
≠

e
‹, ÒeiÒeiek

f
. (3.8)

De
e
Òei‹, ‹

f
= 0 podemos afirmar que Òei‹ não possui componente normal e de (Òeiej(p))€ =

Òeiej(p) = 0 vemos que Òeiej não possui componente tangencial, logo, segue de (3.8)
e
ÒeiÒei‹, ek

f
(p) = ≠

e
‹, ÒeiÒeiek

f
(p)

= ≠
e
‹, ÒeiÒek

ei

f
=

e
‹, Òek

Òeiei

f
(p), (3.9)

onde foi usado na última igualdade que R
n+1 é flat. Relembre que � sendo mínima temos

q e
‹, Òeiei

f
= H = 0 e ao derivarmos segue

nÿ

i=1

e
‹, Òek

Òeiei

f
= ≠

nÿ

i=1

e
Òek

‹, Òeiei

f
(3.10)

Decorre de (3.9) e (3.10)
nÿ

i=1

e
ÒeiÒei‹, ek

f
(p) = ≠

nÿ

i=1

e
‹, ÒeiÒek

ei

f
(p) = ≠

nÿ

i=1

e
‹, Òek

Òeiei

f
(p)

=
nÿ

i=1

e
Òek

‹, Òeiei

f
(p) = 0, (3.11)

para todo k = 1, . . . , n. Por fim, retornaremos à equação (3.6) para concluir que

� Èa, ‹Í (p) =
nÿ

i=1

e
a, ÒeiÒei‹

f
(p) =

nÿ

i=1

K

Èa, ‹Í ‹ +
nÿ

k=1
Èa, ekÍ ek, ÒeiÒei‹

L

(p)

= Èa, ‹Í
nÿ

i=1

e
‹, ÒeiÒei‹

f
(p) = ≠|II|2 Èa, ‹Í (p).

Como p é arbitrário, a equação (3.5) segue.

3.2 Segunda variação de área

Observamos que uma subvariedade � de uma variedade Riemanniana M é mínima
quando é um ponto crítico do funcional área. Contudo, ser ponto crítico desse funcional
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não implica que � minimize o volume em M . Uma maneira de atacar este problema é
investigando o comportamento da segunda derivada do funcional volume, como faremos a
seguir.

Iremos agora voltar nossa atenção para a segunda variação de área. Seja Ï : � ◊
(≠Á, Á) ◊ (≠Á, Á) æ M uma família a 2≠parâmetros de variações de �. Continuaremos
escrevendo dÏ(ˆ/ˆxi) = ei para i = 1, . . . , n, e denotaremos os campos variacionais por
dÏ(ˆ/ˆt) = T e dÏ(ˆ/ˆs) = S.

Veja que nossa abordagem prévia nos mostra que num sistema de coordenadas po-
demos escrever

ˆJ

ˆt
(x, t, s) =

nÿ

i,j=1
g

ij ÈÒeiT, ejÍ J(x, t, s), (3.12)

onde (gij) denota a matriz inversa de (gij). Derivando a equação (3.12) com respeito a s e
aplicando no ponto (p,0,0) nos vem que

ˆ
2
J

ˆsˆt
=

nÿ

i,j=1

Ë
(Sg

ij) ÈÒeiT, ejÍ J + g
ij (S ÈÒeiT, ejÍ) J + g

ij ÈÒeiT, ejÍ S(J)
È

=
nÿ

i,j=1
(Sg

ij) ÈÒeiT, ejÍ +
nÿ

i=1
S ÈÒeiT, ejÍ +

nÿ

i=1
ÈÒeiT, ejÍ

nÿ

j=1
ÈÒeiS, ejÍ . (3.13)

Ao derivar a identidade
nq

k=1
g

ik
gkj = ”ij encontramos

nq

k=1
(Sg

ik)gkj = ≠
nq

k=1
(Sgkj) e assim

encontramos

Sg
ij =

nÿ

k,l=1
(Sg

ik)gklg
lj = ≠

nÿ

k,l=1
g

ik(Sgkl)glj = ≠Sgij = ≠S Èei, ejÍ

= ≠ ÈÒSei, ejÍ ≠ Èei, ÒSejÍ = ≠ ÈÒeiS, ejÍ ≠
e
Òej S, ei

f
. (3.14)

e ainda temos
nÿ

i=1
S ÈÒeiT, eiÍ =

nÿ

i=1
[ÈÒSÒeiT, eiÍ + ÈÒeiT, ÒSeiÍ]

=
nÿ

i=1
[ÈR(S, ei)T, eiÍ + ÈÒeiÒST, eiÍ + ÈÒeiT, ÒeiSÍ] . (3.15)

Aplicando as equações (3.14) e (3.15) em (3.13) nós concluímos

ˆ
2
J

ˆsˆt
= ≠

nÿ

i,j=1
ÈÒeiS, ejÍ ÈÒeiT, ejÍ ≠

nÿ

i,j=1

e
Òej S, ei

f
ÈÒeiT, ejÍ

+
nÿ

i=1
ÈR(S, ei)T, eiÍ +

nÿ

i=1
ÈÒeiÒST, eiÍ +

nÿ

i=1
ÈÒeiT, ÒeiSÍ

+
nÿ

i=1
ÈÒeiT, ejÍ

nÿ

j=1
ÈÒeiS, ejÍ .

(3.16)
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Para simplificar a equação (3.16), consideraremos agora que ambos os campos varia-
cionais são idênticos e ortogonais a �, resultando no seguinte:

ˆ
2
J

ˆt2

-----
t=0

= ≠
nÿ

i,j=1
ÈÒeiT, ejÍ2 ≠

nÿ

i,j=1

e
Òej T, ei

f
ÈÒeiT, ejÍ +

nÿ

i=1
ÈR(T, ei)T, eiÍ

+
nÿ

i=1
ÈÒeiÒT T, eiÍ +

nÿ

i=1
|ÒeiT |2 +

A
nÿ

i=1
ÈÒeiT, ejÍ

B2

= ≠
nÿ

i,j=1
ÈÒeiT, ejÍ2 ≠

nÿ

i,j=1

e
Òej T, ei

f
ÈÒeiT, ejÍ ≠

nÿ

i=1
ÈR(ei, T )T, eiÍ

+ div(ÒT T )t +
e
(ÒT T )n

, H̨

f
+

nÿ

i=1
|ÒeiT |2 +

e
T, H̨

f2
. (3.17)

Em contrapartida, ao contemplarmos o conjunto de vetores ortogonais {en+1, . . . , em} que
são perpendiculares a � em M obtemos, em virtude disso,

ˆ
2
J

ˆt2

-----
t=0

= ≠
nÿ

i,j=1

e
T, ĮIij

f2
≠

nÿ

i=1
ÈR(ei, T )T, eiÍ + div(ÒT T )t

+
e
(ÒT T )n

, H̨

f
+

nÿ

i=1

mÿ

k=n+1
ÈÒeiT, ekÍ2 +

e
T, H̨

f2
.

(3.18)

Assim, a fórmula segunda variação de área, relacionada a variações normais com suporte
compacto, é expressa por

d
2

dt2

-----
t=0

Área(�t) =
⁄

�

I

≠
nÿ

i,j=1

e
T, ĮIij

f2
≠

nÿ

i=1
ÈR(ei, T )T, eiÍ +

e
(ÒT T )n

, H̨

f J

+
⁄

�

A
nÿ

i=1

mÿ

k=n+1
ÈÒeiT, ekÍ2 +

e
T, H̨

f2
B

,

(3.19)

onde ĮI ij denota a segunda forma fundamental com valores no fibrado normal de �.

Podemos simplificar ainda mais a fórmula (3.19) ao considerar que � é uma subvarie-
dade mínima orientada de codimensão 1 e que M é orientada, pois qualquer variação normal
é da forma T = Â‹, onde Â é uma função suave de suporte compacto em � e ‹ é o campo
unitário normal definido sobre �. Então a segunda variação de área pode ser reescrita como

d
2

dt2

-----
t=0

Área(�t) =
⁄

�

I

≠
nÿ

i,j=1

e
T, ĮIij

f
≠ RicM(T, T ) +

nÿ

i=1
ÈÒeiT, ‹Í2

J

=
⁄

�

Ó
≠Â

2|II|2 ≠ Â
2 RicM(‹, ‹) + |ÒÂ|2

Ô
, (3.20)

onde II é a segunda forma fundamental de � e RicM(‹, ‹) é a curvatura de Ricci de M

avaliada sobre o vetor ‹ que é normal a �.
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3.3 Estabilidade de hipersuperfícies mínimas

Definição 3.3.1. Uma subvariedade mínima é considerada estável se, para variações com
suporte compacto, a seguinte condição é satisfeita:

d
2

dt2

-----
t=0

Área(�t) Ø 0.

Por esse motivo, no contexto de hipersuperfícies orientáveis, a estabilidade é equiva-
lente à validação da seguinte desigualdade:

⁄

�

1
RicM(‹, ‹) + |II|2

2
f

2 Æ
⁄

�
|Òf |2, (3.21)

para qualquer f œ C
Œ
0 (�). A desigualdade (3.21) é conhecida por desigualdade de estabili-

dade.

Observamos ainda que o conceito de estabilidade está intimamente relacionado ao
operador de estabilidade (também conhecido como operador de Jacobi), expresso como

L = � + RicM(‹, ‹) + |II|2. (3.22)

A justificativa para essa conexão reside na seguinte observação

d
2

dt2

-----
t=0

Área(�t) =
⁄

�
|ÒÂ|2 ≠

1
RicM(‹, ‹) + |II|2

2

= ≠
⁄

�
Â

1
�Â + RicM(‹, ‹)Â + |II|2Â

2
= ≠

⁄

�
ÂLÂ.

Há um critério interessante para estabilidade que relaciona este conceito com a exis-
tência de uma função positiva que anule o operador estabilidade. De forma mais precisa, o
seguinte resultado é válido.

Proposição 3.3.1. Considere � uma hipersuperfície mínima 2-lados, L seu operador de
estabilidade e um conjunto � µ � aberto. Se existir uma função u > 0 sobre � de modo que
Lu = 0, então � é estável.

Demonstração. Considere u > 0 tal que Lu = 0. Assim, �u = ≠
1

RicM(‹, ‹) + |II|2
2
u e fica

bem definida a função w = ln u. Desse modo, Òw = Òu

u
e usando Proposição 2.1.4 segue

�w = div(Òw) = div
3Òu

u

4
= 1

u
div(Òu) +

=
Ò

3 1
u

4
, Òu

>

= �u

u
≠ |Òw|2 = ≠

1
RicM(‹, ‹) + |II|2

2
≠ |Òw|2.

Seja f uma função de suporte compacto sobre �. Usando a identidade acima, temos:
⁄

�
f

2
1
|II|2 + RicM(‹, ‹)

2
+

⁄

�
f

2|Òw|2 = ≠
⁄

�
f

2�w =
⁄

�
2f ÈÒf, ÒwÍ

Æ
⁄

�
2|f ||Òf ||Òw| Æ

⁄

�
f

2|Òw|2 +
⁄

�
|Òf |2,

(3.23)



Capítulo 3. Variações de área e estabilidade 33

onde nos dois últimos passos utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade
das médias aritmética-geométrica. Finalmente, observe que (3.23) é equivalente à desigual-
dade de estabilidade e, dado que essa condição é válida para qualquer função f , conclui-se
que � é estável.

Corolário 3.3.1. Gráficos mínimos de R
n+1 são estáveis.

Demonstração. Basta considerar o caso em que xn+1 = f(x1, . . . , xn). Desse modo temos que
um vetor normal e unitário ao gráfico de f é dado por

N = 1
Ò

1 + |Òf |2

A

≠ ˆf

ˆx1
, . . . , ≠ ˆf

ˆxn
, 1

B

.

Escolhendo o vetor v = (0, . . . , 0, 1) œ R
n+1, segue que

ÈN, vÍ = 1
Ò

1 + |Òf |2
> 0.

Desse modo, função u = ÈN, vÍ é estritamente positiva e além disso pela Proposição 3.1.2
temos que �u + |II|2u = 0, assim o resultado segue da Proposição 3.3.1.

Teorema 3.1 (Teorema de Bernstein). Gráficos mínimos inteiros em R
3 são planares.

É bem sabido que o Teorema de Bernstein ainda é válido em R
n+1 se, e somente se,

2 Æ n Æ 7. Dessa forma, o Corolário 3.3.1 serve como estímulo para investigar se o Teorema
de Bernstein pode ser generalizado de modo a incluir superfícies estáveis. Em outras palavras,
isso equivale a buscar uma caracterização das superfícies mínimas completas e estáveis em
R

3, ou até mesmo em R
n+1.

O resultado afirmativo para esta questão foi obtida em 1979 por M. do Carmo e
C. Peng através da publicação do artigo [dCP79]. No ano seguinte, D. Fischer-Colbrie e R.
Schoen apresentaram uma nova demonstração do mesmo resultado em [FCS80]. Em 1981,
A. Pogorelov repetiu esse feito no artigo [Pog81]. Nas discussões a seguir, apresentaremos
uma prova para este teorema.

Teorema 3.2 (M. do Carmo e C. Peng, [dCP79]). A única superfície mínima orientada,
completa e estável em R

3 é o plano.

Ao assumirmos que alguma curvatura do ambiente é limitada inferiormente, podemos
empregar a desigualdade de estabilidade para obter informações geométricas relevantes sobre
a variedade em análise. Exemplos simples de resultados que surgem dessa perspectiva são os
seguintes:

Teorema 3.3 (J. Simons, [Sim68]). Se M
n+1 possui RicM > 0, então não existem hipersu-

perfícies mínimas estáveis fechadas de 2-lados. Se RicM Ø 0, então qualquer hipersuperfície
mínima estável e 2-lados é totalmente geodésica e satisfaz RicM(‹, ‹) © 0.
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Demonstração. Tomando f = 1 da desigualdade de estabilidade encontraremos
⁄

�

1
|II|2 + RicM(‹, ‹)

2
Æ

⁄

�
|Òf |2 = 0.

No caso em que temos RicM(‹, ‹) Ø 0 o integrando do lado esquerdo é não-negativo, então
este deve ser nulo. Portanto, podemos concluir que � é totalmente geodésica e RicM(‹, ‹) © 0.
Entretanto, surge uma situação impossível ao considerarmos RicM(‹, ‹) > 0.

Teorema 3.4 (Schoen–Yau, [SY79]). Seja � uma superfície mínima estável fechada e 2-
lados imersa numa 3-variedade que possui curvatura escalar positiva. Então, � é homeomorfo
a uma esfera.

Demonstração. Após uma manipulação da expressão encontrada no Corolário 2.3.2

K� = 1
2 ScalM ≠

3
RicM(‹, ‹) + 1

2 |II|2
4

,

e aplicar f = 1 na desigualdade de estabilidade nós obtemos

0 Ø
⁄

�

1
|II|2 + RicM(‹, ‹)

2
= 1

2

⁄

�

1
ScalM +|II|2 ≠ 2K�

2

Daí, segue do Teorema de Gauss-Bonnet que
1
2

⁄

�
(ScalM +|II|2) Æ

⁄

�
K� = 2fi‰(�). (3.24)

Como estamos assumindo que ScalM > 0 isto implica que ‰(�) > 0. Nesse caso, temos que
� é homeomorfa a uma esfera S

2.

Corolário 3.3.2. Seja �2 µ M
3 uma superfície mínima estável fechada, 2-lados e de gê-

nero g ”= 0 em uma 3-variedade com curvatura escalar não-negativa. Então � é totalmente
geodésica em M , possui gênero g = 1 e ScalM se anula em �.

Demonstração. Ao utilizar a condição ScalM Ø 0 na equação (3.24), podemos inferir que
‰(�) Ø 0. Dessa forma, como ‰(�) = 2(1 ≠ g) e sabemos que g ”= 0, concluímos que g = 1.
Isso implica que ‰(�) = 0, e ao empregar novamente a equação (3.24), deduzimos que tanto
a curvatura escalar ScalM quanto a norma da segunda forma fundamental |II| se anulam em
�. Em particular, concluímos que � é totalmente geodésica.

A seguir, investigaremos como a estabilidade de superfícies mínimas pode ser um
recurso valioso na obtenção de estimativas para a área de bolas geodésicas. Apresentaremos
a seguir uma adaptação de um resultado original de T. Colding e W. Minicozzi, este pode
ser consultado em [CMI02, Theorem 2.1].

Teorema 3.5 (Colding–Minicozzi, [CMI02]). Fixe s > 0 e considere uma variedade � e uma
bola geodésica Bp(s), centrada em p e de raio s, que não intersecta o bordo de �. Suponha
que o operador J = � + V ≠ cK�, onde c > 1/2, é tal que ≠J é não-negativo. Então,

1
s2 A(s) + 1

2c ≠ 1

⁄

Bp(s)

3
1 ≠ r

s

42
V Æ 2fic

2c ≠ 1 , (3.25)
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onde A(s) denota a área da bola geodésica Bp(s) e r = dist�(·, p) é a distância intrínseca a
partir de p.

Demonstração. Denote K(r) =
⁄

Bp(r)
K� e L(r) =

⁄

ˆBp(r)
ds. Relembre a desigualdade de

Shiohama-Tanaka
L

Õ(r) Æ 2fi‰(Bp(r)) ≠ K(r) Æ 2fi ≠ K(r). (3.26)

Considere f uma função suave com suporte compacto, onde f(s) = 0 para o mesmo s > 0
do enunciado. Integrando por partes nos vem que

0 Æ ≠
⁄

Bp(s)
fJ(f) =

⁄

Bp(s)

1
|Òf |2 ≠ V f

2 + cf
2
K

2

e daí
⁄

Bp(s)
V f

2 Æ
⁄

Bp(s)

1
|Òf |2 + cf

2
K

2
. (3.27)

Note que pela fórmula da co-área temos
⁄

Bp(s)
|Òf |2 =

⁄ s

0
(f Õ(r))2

L(r)dr (3.28)
⁄

Bp(s)
f

2
K =

⁄ s

0
f

2(r)K Õ(r)dr = ≠
⁄ s

0
(f 2(r))Õ

K(r)dr. (3.29)

Vale ressaltar que integração por partes foi aplicada na última integral acima, levando em
consideração o fato de que a função f se anula em s. Aplicando (3.26), (3.28) e (3.29) em
(3.27) segue

⁄

Bp(s)
f

2
V =

⁄ s

0
(f Õ(r))2

L(r)dr + c

⁄ s

0
(f 2(r))Õ

K(r)dt

Æ
⁄ s

0
(f Õ(r))2

L(r)dr ≠ c

⁄ s

0
(f 2(r))Õ(2fi ≠ L

Õ(r))dr

=
⁄ s

0
(f Õ(r))2

L(r)dr + 2ficf
2(0) + c

⁄ s

0
(f 2(r))Õ

L
Õ(r)dr. (3.30)

Escolha a função f(r) = 1≠ t

r
, donde temos f(0) = 1, (f Õ(r))2 = 1/s

2 e (f 2(r))Õ = 2
s

3
r

s
≠ 1

4
.

Donde (3.30) resulta que
⁄

Bp(s)
f

2
V Æ

⁄ s

0
(f Õ(r))2

L(r)dr + 2ficf
2(0) + c

⁄ s

0
(f 2(r))Õ

L
Õ(r)dr

= 1
s2

⁄ s

0
L(r)dr + 2fic + 2c

s

⁄ s

0

3
r

s
≠ 1

4
L

Õ(r)dr

= 1
s2 A(s) + 2fic + 2c

s

⁄ s

0

3
r

s
≠ 1

4
L

Õ(r)dr. (3.31)

Ora, a última integral da expressão acima por ser calculada como se segue
2c

s

⁄ s

0

3
r

s
≠ 1

4
L

Õ(r)dr = 2c

s

53
r

s
≠ 1

4
L(r)

6s

0
≠ 2c

s

⁄ s

0

L(r)
s

dr = ≠2c

s2 A(s).

Disso concluímos que (3.31) é equivalente a seguinte desigualdade
⁄

Bp(s)

3
1 ≠ r

s

42
V Æ 1 ≠ 2c

s2 A(s) + 2fic.

Manipulando a expressão acima obtemos a equação desejada.
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Observe que no resultado anterior, não impusemos nenhuma condição sobre as curva-
turas da variedade ambiente. Ao introduzirmos essa restrição, passamos a obter implicações
notáveis para nossos estudos.

Mais precisamente, estamos interessados na ordem de uma variedade �. Esta quan-
tidade é definida como o menor número � = �(�) tal que o limite lim inf

ræŒ

A(r)
r� é finito. Em

particular, quando � = 2 dizemos que � possui crescimento de área quadrático.

Corolário 3.3.3. Seja � uma superfície mínima estável orientada em uma 3-variedade M

com curvatura escalar não negativa, então � possui crescimento de área quadrático.

Demonstração. Suponha que ScalM Ø 0 e tome c = 1 e V = 1
2

1
ScalM +|II|2

2
Ø 0, assim,

consideremos o operador

J = � + V ≠ cK� = � + 1
2

1
ScalM +|II|2

2
≠ K�. (3.32)

Por outro lado, a equação de Gauss em (2.23) nos mostra que

K� + 1
2 |II|2 = 1

2
1
ScalM +|II|2

2
≠

3
Ric(‹, ‹) + 1

2 |II|2
4

.

Após uma manipulação algébrica simples, vemos que
1
2

1
ScalM +|II|2

2
≠ K� = Ric(‹, ‹) + |II|2

Portanto, deduzimos a partir de (3.32) que o operador J coincide com o operador de estabi-
lidade de �, o qual, como já sabemos, é não-negativo. Conforme estabelecido pelo Teorema
3.5, para s > 0 e c > 1/2, temos que

A(s)
s2 Æ A(s)

s2 + 1
2c ≠ 1

⁄

Bp(s)

3
1 ≠ r

s

42
V Æ 2fic

2c ≠ 1 .

Donde concluímos que
A(s) Æ Cs

2
,

onde C = 2fic

2c ≠ 1 . Portanto, � possui crescimento de área quadrático.

Conforme mencionado no início desta seção, apresentaremos agora uma prova do
célebre Teorema Do Carmo-Peng, Teorema 3.2, expressando-o no seguinte resultado.

Corolário 3.3.4. Seja � uma superfície mínima estável, 2-lados e completa em uma 3-
variedade M com curvatura escalar nula. Então � possui crescimento quadrático de área e⁄

�
|II|2 < Œ. Caso M = R

3, concluímos que � é um plano.

Demonstração. A primeira afirmação segue do Corolário 3.3.3. Fixe s > 0 e escolha r de
modo que 0 < r < s. Nesse caso, temos a seguinte relação: 1 ≠ r

2s
>

1
2 . Observe agora que

1
4

⁄

Bp(s)
|II|2 Æ

⁄

Bp(s)

3
1 ≠ r

2s

42
|II|2 Æ

⁄

Bp(2s)

3
1 ≠ r

2s

42
|II|2.
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De acordo com o Teorema 3.5, concluímos que a última integral é finita para todo s > 0.
Portanto, utilizando que � é completa, podemos afirmar que

⁄

�
|II|2 < Œ. Já para o que resta,

consideremos M como o espaço Euclideano R
3. Usando a minimalidade de � obtemos que

K� = ≠1
2 |II|2 e disso segue que a superfície possui curvatura total finita, isto é, ≠

⁄

�
K� < Œ.

Ao integrarmos L
Õ(r) Æ 2fi ≠

⁄

Bp(r)
K� seguimos com

L(s) Æ
⁄ s

0
L

Õ(r) dr =
⁄ s

0
(2fi ≠ K(r)) dr Æ Cr,

onde K(r) =
⁄

Bp(r)
K�. Defina a função teste

f(r) =

Y
_____]

_____[

1 se r Æ 1,

1 ≠ ln r

ln s
se 1 Æ r Æ s,

0 se r Ø s.

.

Desse modo,
⁄

Bp(s)
|Òf |2 Æ 1

(ln s)2

⁄ s

1

L(r)
r2 dr Æ 1

(ln s)2

⁄ s

1

Cr

r2 dr = C

ln s

Pela desigualdade de estabilidade em R
3 obtemos

⁄

Bp(1)
|II|2 =

⁄

Bp(1)
|II|2f 2 Æ

⁄

Bp(s)
|II|2f 2 Æ

⁄

Bp(s)
|Òf |2 Æ C

ln s

Fazendo s æ Œ concluímos que |II| = 0 em Bp(1). Portanto, como p é arbitrário segue que
� é um plano.
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4 Estimativas de área

Neste capítulo, buscamos extrair informações geométricas de uma hipersuperfície a
partir de restrições sobre as curvaturas da variedade ambiente. Essa é a motivação que conduz
a primeira parte do artigo [MSW23], cujos autores são Ovidiu Munteanu, Chiung-Jue Anna
Sung e Jiaping Wang. Este artigo serviu como a principal referência para o desenvolvimento
do presente trabalho.

Seguindo as mesmas linhas do artigo citado, iniciaremos com as estimativas de área
para uma bola geodésica sobre uma hipersuperfície mínima estável. Naturalmente, para esta-
belecer nosso método, iniciaremos com o ambiente Euclidiano e pretendemos usar argumentos
análogos para estender a técnica apresentada para o caso de uma 3-variedade.

4.1 Fórmulas integrais

Durante este capítulo assumiremos que � é uma superfície mínima estável de uma
3≠variedade M . Fixe p œ M . Denote por r(x) = dist�(x, p) a distância intrínseca em � e
Bp(R) = {x œ �; r(x) < R} a bola geodésica de centro em p e raio R em �. Além disso,
iremos denotar por L(r) =

⁄

ˆBp(r)
ds e A(r) =

⁄

Bp(r)
dA o comprimento do círculo geodésico

ˆBp(r) e a área de Bp(r), respectivamente.

Lema 4.1.1. Seja � uma superfície mínima estável em uma 3≠variedade M . Suponha que
Bp(R) não intersecte o cut locus de p em � ou o bordo de �. Assuma ainda que Ï = Ï(r) é
uma função Lipschitz, não-crescente em [0, R] com Ï(R) = 0.

(a) Se a curvatura escalar de M satisfaz ScalM Ø ≠6– para algum – Ø 0, então

≠2
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)LÕ(r)dr Æ 2fiÏ

2(0) +
⁄

Bp(R)
(ÏÕ)2 + 3–

⁄

Bp(R)
Ï

2
. (4.1)

(b) Se a curvatura seccional de M satisfaz SecM Ø ≠– para algum – Ø 0, então

≠4
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)LÕ(r)dr Æ 4fiÏ

2(0) +
⁄

Bp(R)
(ÏÕ)2 + 4–

⁄

Bp(R)
Ï

2
. (4.2)

Demonstração. Considere 0 < r < R. Relembre a desigualdade de Shiohama-Tanaka:

d

dr
L(r) = d

dr

A⁄

ˆBp(r)
ds

B

=
⁄

ˆBp(r)
Ÿg

= 2fi‰(Bp(r)) ≠
⁄

Bp(r)
K�dA Æ 2fi ≠

⁄

Bp(r)
K�dA, (4.3)

onde K� denota a curvatura Gaussiana de �.
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(a) Assuma que ScalM Ø ≠6–, para algum – Ø 0. Segue de (2.23) que a curvatura gaussiana
de � satisfaz

K� = 1
2 ScalM ≠

3
RicM(‹, ‹) + 1

2 |II|2
4

Ø ≠3– ≠
1
RicM(‹, ‹) + |II|2

2
.

Daí, por (4.3) obtemos

L
Õ(r) Æ 2fi +

⁄

Bp(r)

1
3– + RicM(‹, ‹) + |II|2

2

= 2fi + 3–A(r) +
⁄

Bp(r)

1
RicM(‹, ‹) + |II|2

2
. (4.4)

Multiplicando (4.4) por ≠2Ï(r)ÏÕ(r) Ø 0 e integrando sobre o intervalo [0, R] segue

≠2
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)LÕ(r)dr Æ 2fiÏ

2(0) ≠ 6–

⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)A(r)dr

≠ 2
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)

A⁄

Bp(r)
RicM(‹, ‹) + |II|2

B

dr (4.5)

Perceba que ao aplicarmos integração por partes a qualquer função f(r) com a condição
f(0) = 0, obtemos a seguinte igualdade

≠2
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)f(r)dr = ≠

Ë
Ï

2(r)f(r)
ÈR

0
+

⁄ R

0
Ï

2(r)f Õ(r)dr =
⁄ R

0
Ï

2(r)f Õ(r)dr (4.6)

Multiplique (4.6) por 3– e considere f(r) = A(r), assim, pela fórmula da co-área obtemos

≠6–

⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)A(r)dr = 3–

⁄ R

0
Ï

2(r)AÕ(r)dr

= 3–

⁄ R

0
Ï

2(r)L(r)dr = 3–

⁄

Bp(R)
Ï

2
. (4.7)

De modo similar, podemos aplicar (4.6) para a função f(r) =
⁄

Bp(r)

1
RicM(‹, ‹) + |II|2

2

e novamente pelo uso da fórmula da co-área seguimos com

≠2
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)

A⁄

Bp(r)
RicM(‹, ‹) + |II|2

B

dr =
⁄ R

0
Ï

2(r)
A⁄

ˆBp(r)
RicM(‹, ‹) + |II|2

B

dr

=
⁄

Bp(R)

1
RicM(‹, ‹) + |II|2

2
Ï

2

Æ
⁄

Bp(R)
(ÏÕ)2

, (4.8)

onde no último passo de (4.8) foi utilizada a desigualdade de estabilidade. Concluímos
de (4.5), (4.7) e (4.8) que

≠2
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)LÕ(r)dr Æ 2fiÏ

2(0) + 3–

⁄

Bp(R)
Ï

2 +
⁄

Bp(R)
(ÏÕ)2

.

E assim fica demonstrado o primeiro item.
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(b) Assuma que SecM Ø ≠–. Tome um referencial ortonormal {e1, e2, ‹}, assim a curvatura
escalar é dada por

ScalM = RicM(e1, e1) + RicM(e2, e2) + RicM(‹, ‹)

= 2(RM
1221 + R

M
2332 + R

M
1331) = 2R

M
1221 + 2 RicM(‹, ‹)

e substituindo em (2.23) obtemos

K� = 1
2 ScalM ≠

3
RicM(‹, ‹) + 1

2 |II|2
4

= R
M
1221 ≠ 1

2 |II|2,

logo,
≠2K� Æ 2– + |II|2. (4.9)

Usando a desigualdade de Shiohama-Tanaka em (4.3) nós encontramos

2L
Õ(r) Æ 4fi ≠ 2

⁄

Bp(r)
K� Æ 4fi + 2–A(r) +

⁄

Bp(r)
|II|2.

Multiplicando por ≠2Ï(r)ÏÕ(r) Ø 0 e integrando sobre [0, R] obtemos

≠4
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)LÕ(r)dr Æ 4fiÏ

2(0) ≠ 4–

⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)A(r)dr

≠ 2
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)

A⁄

Bp(r)
|II|2

B

dr. (4.10)

Ora, de SecM Ø ≠– segue RicM(‹, ‹) = SecM(‹, e1) + SecM(‹, e2) Ø ≠2– e ainda a
igualdade em (4.7) nos mostra que

≠2
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)

A⁄

Bp(r)
RicM(‹, ‹)

B

dr Ø 4–

⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)A(r)dr = ≠2–

⁄

Bp(R)
Ï

2
.

Note ainda que RicM(‹, ‹) Ø ≠2– implica ScalM Ø ≠6–, então vale a expressão (4.8),
donde podemos concluir a seguinte desigualdade

≠2
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)

A⁄

Bp(r)
|II|2

B

dr = 2
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)

A⁄

Bp(r)
RicM(‹, ‹)

B

dr

≠ 2
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)

A⁄

Bp(r)
RicM(‹, ‹) + |II|2

B

dr

Æ 2–

⁄

Bp(R)
Ï

2 +
⁄

Bp(R)
(ÏÕ)2

.

Combinando a expressão acima com (4.10) decorre

≠4
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)LÕ(r)dr Æ 4fiÏ

2(0) ≠ 4–

⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)A(r)dr ≠ 2

⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)

A⁄

Bp(r)
|II|2

B

dr

= 4fiÏ
2(0) + 2–

⁄

Bp(R)
Ï

2 ≠ 2
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)

A⁄

Bp(r)
|II|2

B

dr

Æ 4fiÏ
2(0) + 4–

⁄

Bp(R)
Ï

2 +
⁄

Bp(R)
(ÏÕ)2

,

isto completa a demonstração deste lema.
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Corolário 4.1.1. Seja � uma superfície mínima estável em uma 3≠variedade M . Suponha
que Bp(R) não intersecte o cut locus de p em � ou o bordo de �. Assuma ainda que Ï = Ï(r)
é uma função Lipschitz, não-crescente em [0, R] com Ï(R) = 0.

(a) Se a curvatura escalar de M satisfaz ScalM Ø ≠6– para algum – Ø 0, então
⁄

Bp(R)
(ÏÕ)2 + 2

⁄

Bp(R)
ÏÏ

ÕÕ Æ 2fiÏ
2(0) + 3–

⁄

Bp(R)
Ï

2
. (4.11)

(b) Se a curvatura seccional de M satisfaz SecM Ø ≠– para algum – Ø 0, então

3
⁄

Bp(R)
(ÏÕ)2 + 4

⁄

Bp(R)
ÏÏ

ÕÕ Æ 4fiÏ
2(0) + 4–

⁄

Bp(R)
Ï

2
. (4.12)

Demonstração. Por simplicidade manteremos as mesmas notações do Lema 4.1.1. Veja que
utilizando integração por partes nós obtemos

≠2
⁄ R

0
Ï(r)ÏÕ(r)LÕ(r)dr = ≠2

Ë
Ï(r)ÏÕ(r)L(r)

ÈR

0
+ 2

⁄ R

0

1
Ï(r)ÏÕÕ(r) + (ÏÕ)2(r)

2
L(r)dr

= 2
⁄

Bp(R)

1
ÏÏ

ÕÕ + (ÏÕ)2
2

.

Então no caso em que ScalM Ø ≠6–, onde – Ø 0, a desigualdade (4.1) implica que

2
⁄

Bp(R)

1
ÏÏ

ÕÕ + (ÏÕ)2
2

Æ 2fiÏ
2(0) +

⁄

Bp(R)
(ÏÕ)2 + 3–

⁄

Bp(R)
Ï

2
,

ou ainda,
⁄

Bp(R)
(ÏÕ)2 + 2

⁄

Bp(R)
ÏÏ

ÕÕ Æ 2fiÏ
2(0) + 3–

⁄

Bp(R)
Ï

2
.

Por razões análogas, quando SecM Ø ≠–, onde – Ø 0, a desigualdade (4.2) nos conduz a

4
⁄

Bp(R)

1
ÏÏ

ÕÕ + (ÏÕ)2
2

Æ 4fiÏ
2(0) +

⁄

Bp(R)
(ÏÕ)2 + 4–

⁄

Bp(R)
Ï

2
,

o que é equivalente à seguinte desigualdade:

3
⁄

Bp(R)
(ÏÕ)2 + 4

⁄

Bp(R)
ÏÏ

ÕÕ Æ 4fiÏ
2(0) + 4–

⁄

Bp(R)
Ï

2
.

Assim, a demonstração do corolário está concluída.

4.2 Estimativa de área em R
3

Ao considerarmos o cenário em que o ambiente M é o espaço Euclidiano R
3, podemos

empregar o Lema 4.1.1 e o Corolário 4.1.1 para derivar a primeira estimativa de área para
superfícies mínimas estáveis.
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Teorema 4.1. Seja � uma superfície mínima estável em R
3. Então existe uma constante

universal R0 > 0 tal que para uma bola geodésica Bp(R) que não se intersecta com o bordo
de � ou o cut locus de p, valem

L(r) Æ 2fir

3
1 + 10

ln R

4

e
A(r) Æ fir

2
3

1 + 10
ln R

4

para todo r Æ
Ô

R e R Ø R0. Em particular, se � é completa, então A(r) Æ fir
2 para todo

r > 0.

Demonstração. Como � µ R
3 é uma superfície mínima e as curvaturas de R

3 são nulas,
então podemos tomar – = 0 em (4.12), isto é, vale

3
⁄

Bp(R)
(ÏÕ)2 + 4

⁄

Bp(R)
ÏÏ

ÕÕ Æ 4fiÏ
2(0) (4.13)

para toda função de classe C
2 não-crescente em [0, R] com Ï(R) = 0. Daí, para a função

Ï(r) = ln(R + 1) ≠ ln(r + 1),

nos vem que a desigualdade em (4.13) se torna

3
⁄

Bp(R)

1
(r + 1)2 + 4

⁄

Bp(R)

ln(R + 1) ≠ ln(r + 1)
(r + 1)2 Æ 4fi ln2(R + 1).

Donde decorre ⁄

Bp(R)

ln(R + 1) ≠ ln(r + 1)
(r + 1)2 Æ fi ln2(R + 1). (4.14)

Relembre que a Proposição 2.4.1 nos mostra que

2fi Æ L(r)
r

Æ L(R)
R

(4.15)

para todo 0 < r < R. Vamos assumir por contradição que vale

L(r)
r

> 2fi

A

1 + 10
ln(R + 1)

B

(4.16)

para todo r œ [
Ô

R, R]. De (4.14) nós obtemos

fi ln2(R + 1) Ø
⁄ R

0

ln(R + 1) ≠ ln(r + 1)
(r + 1)2 L(r)dr

= 2fi

⁄ R

0

ln(R + 1) ≠ ln(r + 1)
(r + 1)2 rdr +

⁄ R

0

ln(R + 1) ≠ ln(r + 1)
(r + 1)2 (L(r) ≠ 2fir)dr

(4.17)

Veja que (4.16) é equivalente a L(r) ≠ 2fir >
20fir

ln(R + 1) . Substituindo em (4.17) temos como
consequência

fi ln2(R + 1) Ø 2fi

⁄ R

0

ln(R + 1) ≠ ln(r + 1)
(r + 1)2 rdr + 20fi

ln(R + 1)

⁄ R

Ô
R

ln(R + 1) ≠ ln(r + 1)
(r + 1)2 rdr.

(4.18)
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No entanto, integrando a primeira integral do lado direito de (4.18)

2fi

⁄ R

0

ln(R + 1) ≠ ln(r + 1)
(r + 1)2 rdr = 2fi ln(R + 1)

⁄ R

0

r

(r + 1)2 dr ≠ 2fi

⁄ R

0

ln(r + 1)
(r + 1)2 rdr

= 2fi ln(R + 1)
⁄ R

0

r

(r + 1)2 dr

+ 2fi

⁄ R

0

1
r + 1

3
ln(r + 1) + r

r + 1

4
dr

= ≠2fi ln(R + 1) + fi ln2(R + 1) + 2fi ≠ 2fi

R + 1
Ø ≠2fi ln(R + 1) + fi ln2(R + 1)

e substituindo em (4.18) segue

2fi ln(R + 1) Ø 20fi

ln(R + 1)

⁄ R

Ô
R

ln(R + 1) ≠ ln(r + 1)
(r + 1)2 rdr. (4.19)

Usando novamente integração por parte computamos
⁄ R

Ô
R

ln(R + 1) ≠ ln(r + 1)
(r + 1)2 rdr = ln

AÔ
R + 1

R + 1

B C

ln(
Ô

R + 1) 1
1 +

Ô
R

D

+ 1
2 ln2(R + 1) ≠ 1

2 ln2(
Ô

R + 1) + 1Ô
R + 1

≠ 1
R + 1

Ø 1
9 ln2(R + 1),

para todo R > R0 ¥ 116, 824. Ressalta-se que a desigualdade acima foi verificada por meio
de métodos computacionais. Voltando em (4.19) encontramos

2fi ln(R + 1) >
20fi

ln(R + 1) · 1
9 ln2(R + 1) = 10

9 · 2fi ln(R + 1)

o que é uma contradição. Portanto deve existir r0 œ [
Ô

R, R] tal que

L(r0)
r0

Æ 2fi

A

1 + 10
ln(R + 1)

B

.

Daí para r <
Ô

R segue de (4.15)

L(r)
r

Æ L(r0)
r0

Æ 2fi

A

1 + 10
ln(R + 1)

B

.

Portanto fica demonstrado a estimativa de comprimento e após integração segue prontamente
a estimativa de área.

No caso em que � é completo, as estimativas obtidas são verdadeiras para todos os
valores de R no recobrimento universal de �. Dito isto, seguem L(r) Æ 2fir e A(r) Æ fir

2

para todo r > 0.

É importante salientar que ao selecionarmos a função linear Ï(r) = R ≠r na equação
(4.13), obtemos imediatamente a seguinte estimativa, também encontrada por A. Pogorelov
em [Pog81]:

A(r) Æ 4fi

3 r
2
.
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Esta era a melhor estimativa conhecida até a publicação do artigo [MSW23]. Alternativa-
mente, é possível derivar essa mesma estimativa utilizando o método apresentado em [CM04,
Corollary 1.7]. Veja que se Bp(r) é disjunta do cut locus de p, então integrando duas vezes
a expressão L

Õ(t) ≠ 2fi Æ ≠
⁄

Bp(t)
K� obtemos

A(R) ≠ fiR
2 = ≠

⁄ R

0

⁄ t

0

A⁄

Bp(s)
K�

B

dsdt. (4.20)

Definindo as funções f(t) =
⁄ t

0

A⁄

Bp(s)
|II|2

B

ds e g(t) = (R ≠ t)2, é imediato verificar que

f(0) = f
Õ(0) = 0 e que g(R) = g

Õ(R) = 0. Assim, após utilizarmos integração por partes,
segue

⁄ R

0
f(t)gÕÕ(t)dt = [f Õ(t)g(t)]R0 ≠

⁄ R

0
f

Õ(t)gÕ(t)dt = ≠
⁄ R

0
f

Õ(t)gÕ(t)dt

= ≠ [f(t)gÕ(t)]R0 +
⁄ R

0
f(t)gÕÕ(t)dt =

⁄ R

0
f(t)gÕÕ(t)dt. (4.21)

Então, (4.21) e a fórmula da co-área implicam em
⁄

Bp(r)
(R ≠ r)2|II|2 =

⁄ R

0
(R ≠ t)2

A⁄

ˆBp(t)
|II|2

B

dt

=
⁄ R

0
f

ÕÕ(t)g(t)dt =
⁄ R

0
f(t)gÕÕ(t)dt

= 2
⁄ R

0

⁄ t

0

A⁄

Bp(s)
|II|2

B

dsdt. (4.22)

Como � é uma superfície mínima vale K� = ≠1
2 |II|2, então de (4.20) e (4.22) obtemos

4
1
A(R) ≠ fiR

2
2

= 2
⁄ R

0

⁄ t

0

A⁄

Bp(s)
|II|2

B

dsdt =
⁄

Bp(r)
(R ≠ r)2|II|2

Æ
⁄

Bp(R)
|Ò(R ≠ r)|2 = A(R),

onde a desigualdade de estabilidade foi utilizada no último passo. Reorganizando os termos,
obtemos a desigualdade desejada.

4.3 Estimativa de área em 3-variedades

Agora vamos considerar um ambiente um pouco mais geral. Neste caso obtemos o
seguinte teorema.

Teorema 4.2. Seja Bp(R) uma bola geodésica numa superfície mínima estável � em uma
3-variedade M . Assuma que Bp(R) não intersecta o bordo de � ou o cut locus de p em �.

(a) Se a curvatura escalar M satisfaz ScalM Ø ≠6, então

A(R) Æ C1e
2R

para alguma constante absoluta C1 > 0.
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(b) Se a curvatura sectional de M satisfaz SecM Ø ≠1, então

A(R) Æ C1e
4Ô
7 R

para alguma constante absoluta C1 > 0.

Demonstração. O primeiro caso a ser considerado será SecM Ø ≠1. Assim, pelo Lema 4.1.1
temos para qualquer função não-crescente, Lipschitz Ï = Ï(r) sobre [0, t] com Ï(t) = 0,

≠4
⁄ t

0
Ï(r)ÏÕ(r)LÕ(r)dr Æ 4fiÏ

2(0) +
⁄

Bp(t)
(ÏÕ)2 + 4

⁄

Bp(t)
Ï

2
, (4.23)

para algum R > t > 0. Por simplicidade, denotaremos a = 4Ô
7 . Considere Ï(r) = e

≠(a/2)r
Â(r),

onde Â = Â(r) é uma função não-crescente, Lipschitz tal que Â(t) = 0, para algum t > 0.
Desse modo, imediatamente obtemos

(ÏÕ)2 = a
2

4 e
≠ar

Â
2 ≠ ae

≠ar
ÂÂ

Õ + e
≠ar(ÂÕ)2 =

A
a

2

4 Â
2 ≠ aÂÂ

Õ + (ÂÕ)2
B

e
≠ar

≠4ÏÏ
Õ = 2ae

≠ar
Â

2 ≠ 4e
≠ar

ÂÂ
Õ =

1
2aÂ

2 ≠ 4ÂÂ
Õ
2

e
≠ar

.

Portanto, o lado esquerdo de (4.23) pode ser expresso do seguinte modo

≠4
⁄ t

0
Ï(r)ÏÕ(r)LÕ(r)dr = 2a

⁄ t

0
e

≠ar
Â

2(r)LÕ(r)dr ≠ 4
⁄ t

0
e

≠ar
Â(r)ÂÕ(r)LÕ(r)dr.

Mas como,

2a

⁄ t

0
e

≠ar
Â

2(r)LÕ(r)dr =
Ë
2ae

≠ar
Â

2(r)L(r)
Èt

0
+

⁄ t

0

1
2a

2
Â

2(r) ≠ 4aÂ(r)ÂÕ(r)
2

e
≠ar

L(r)dr

=
⁄

Bp(t)

1
2a

2
Â

2 ≠ 4aÂÂ
Õ
2

e
≠ar

. (4.24)

Aplicando (4.23) nos vem que
⁄

Bp(t)

1
2a

2
Â

2 ≠ 4ÂÂ
Õ
2

e
≠ar ≠ 4

⁄ t

0
e

≠ar
Â(r)ÂÕ(r)LÕ(r)dr = ≠4

⁄

Bp(t)
Ï(r)ÏÕ(r)LÕ(r)dr

Æ 4fiÏ
2(0) +

⁄

Bp(t)
(ÏÕ)2 + 4

⁄

Bp(t)
Ï

2

= 4fiÂ
2(0) +

⁄

Bp(t)

A
a

2

4 Â
2 ≠ aÂÂ

Õ + (ÂÕ)2
B

e
≠ar + 4

⁄

Bp(t)
e

≠ar
Â

2
.

Reordenando os termos acima obtemos

≠4
⁄

Bp(t)
e

≠ar
Â(r)ÂÕ(r)LÕ(r)dr Æ 4fiÂ

2(0) + 16 ≠ 7a
2

4

⁄

Bp(t)
e

≠ar
Â

2 +
⁄

Bp(t)
e

≠ar(ÂÕ)2

+ (4 ≠ a)
⁄

Bp(t)
e

≠ar
ÂÂ

Õ
.

= 4fiÂ
2(0) +

⁄

Bp(t)
e

≠ar(ÂÕ)2 + (4 ≠ a)
⁄

Bp(t)
e

≠ar
ÂÂ

Õ
.

Por fim, usando que a = 4Ô
7 Ø 1, segue 4 ≠ a Æ 3a, concluindo assim que

≠4
⁄ t

0
e

≠ar
Â(r)ÂÕ(r)LÕ(r)dr Æ 4fiÂ

2(0) +
⁄

Bp(t)
e

≠ar(ÂÕ)2 + 3a

⁄

Bp(t)
e

≠ar
ÂÂ

Õ
. (4.25)
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Para ÷ œ R com 0 < ÷ < R e ÷ Æ t, defina

Â(r) =

Y
_____]

_____[

1 se r Æ t ≠ ÷,

t ≠ r

÷
se r œ (t ≠ ÷, t),

0 se r Ø t.

(4.26)

Então de (4.25) obtemos

4
÷

⁄ t

t≠÷
e

≠ar
Â(r)LÕ(r)dr Æ 4fi + 1

÷2

⁄

Bp(t)\Bp(t≠÷)
e

≠ar ≠ 3a

÷

⁄

Bp(t)\Bp(t≠÷)
Âe

≠ar
. (4.27)

Veja que integrando por partes a primeira integral na desigualdade (4.27) nos vem

4
÷

⁄ t

t≠÷
e

≠ar
Â(r)LÕ(r)dr =

Ë
e

≠ar
Â(r)L(r)

Èt

t≠÷
≠ 4

÷

⁄ t

t≠÷
(≠ae

≠ar
Â(r) + e

≠ar
Â

Õ(r))L(r)dr

= ≠4
÷

e
≠a(t≠÷)

L(t ≠ ÷) + 4a

÷

⁄ t

t≠÷
e

≠ar
Â(r)L(r)dr + 4

÷

⁄ t

t≠÷
e

≠ar
L(r)dr

= ≠4
÷

e
≠a(t≠÷)

L(t ≠ ÷) + 4a

÷

⁄

Bp(t)\Bp(t≠÷)
e

≠ar
Â + 4

÷2

⁄

Bp(t)\Bp(t≠÷)
e

≠ar
.

Acompanhando a desigualdade em (4.27), concluímos que

3
÷2

⁄

Bp(t)\Bp(t≠÷)
e

≠ar + 7a

÷

⁄

Bp(t)\Bp(t≠÷)
Âe

≠ar Æ 4fi + 4
÷

e
≠a(t≠÷)

L(t ≠ ÷) (4.28)

para todo 0 < ÷ Æ t < R. Pondo t = ÷, obtemos

3
t2

⁄

Bp(t)
e

≠ar Æ 4fi

e isto implica em
e

≠at
A(t) =

⁄

Bp(t)
e

≠at Æ
⁄

Bp(t)
e

≠ar Æ 4fi

3 t
2
,

ou ainda,
A(t) Æ 4fi

3 t
2
e

at (4.29)

para todo t Æ R. A conclusão de nossa argumentação baseia-se no uso da seguinte afirmação:

Afirmação 4.3.1. Existe uma constante � > 0 tal que para todo · e s satisfazendo 0 <

2· Æ s < R ≠ 3·,

⁄

Bp(s)\Bp(s≠·)
e

≠ar Æ �· + �
·

⁄

Bp(s≠·)\Bp(s≠2·)
e

≠ar
. (4.30)

Prova da Afirmação. Veja que subtraindo 3·
2 na desigualdade 0 < 2· Æ s < R ≠ 3· obtemos

·
2 Æ s ≠ 3·

2 < R ≠ 9·
2 e ao definir ÷ = 4· e T = s ≠ 3·

2 nos vem que ÷
8 Æ T < R ≠ 9÷

8 .

Utilizando o Teorema do Valor Médio para a função f(t) =
⁄

Bp(t)
e

≠ar =
⁄ t

0
e

≠ar
L(r)dr

existe › œ (T ≠ ÷
8 , T + ÷

8) satisfazendo
⁄

Bp(T + ÷
8 )\Bp(T ≠ ÷

8 )
e

≠ar = f
Õ(›)

53
T + ÷

8

4
≠

3
T ≠ ÷

8

46
= ÷

4e
≠a›

L(›). (4.31)
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Denote por t = › + ÷ œ
1
T + 7÷

8 , T + 9÷
8

2
. Partindo da definição da função Â em (4.26) segue

⁄

Bp(t)\Bp(t≠÷)
Âe

≠ar Ø 1
2

⁄

Bp(t≠ ÷
2 )\Bp(t≠÷)

e
≠ar Ø 1

2

⁄

Bp(T + 3÷
8 )\Bp(T + ÷

8 )
e

≠ar
. (4.32)

Multiplicando a desigualdade acima por 7a
÷ e usando (4.28) junto com (4.31) obtemos

7a

÷

⁄

Bp(T + 3÷
8 )\Bp(T + ÷

8 )
e

≠ar Æ 7a

÷

⁄

Bp(t)\Bp(t≠÷)
Âe

≠ar

Æ 4fi + 4
÷

L(t ≠ ÷)e≠a(t≠÷)

= 4fi + 16
÷2

⁄

Bp(T + ÷
8 )\Bp(T ≠ ÷

8 )
e

≠ar
.

E assim existe � > 0 tal que
⁄

Bp(T + 3÷
8 )\Bp(T + ÷

8 )
e

≠ar Æ �÷ + �
÷

⁄

Bp(T + ÷
8 )\Bp(T ≠ ÷

8 )
e

≠ar (4.33)

Por fim, substituindo ÷ = 4· e s = T + 3·
2 em (4.33) verificamos a afirmação feita.

Para s Ø 6�, pondo · = 2� e interando (4.30) m =
Í

s
2�

Î
≠ 2 vezes

⁄

Bp(s)\Bp(s≠2�)
e

≠ar Æ 2�2
m≠1ÿ

k=0

1
2k

+ 1
2m

⁄

Bp(6�)
e

≠ar
,

como a série acima é convergente quando m æ Œ, segue de (4.29) para s œ (6�, R ≠ 6�) e
alguma constante C2 tal que ⁄

Bp(s)\Bp(s≠2�)
e

≠ar Æ C2. (4.34)

Fazendo uso do Teorema do Valor Médio concluímos que existe › œ (R ≠ 14�, R ≠ 16�)
⁄

Bp(R≠14�)\Bp(R≠16�)
e

≠ar = 2�e
≠a›

L(›). (4.35)

Aplicando (4.34) com s = R ≠ 14� segue de (4.35)

L(R ≠ ÷)e≠a(R≠÷) Æ C3

para alguma constante C3, onde ÷ = R ≠ › œ (14�, 16�). Agora, repetindo o argumento, de
(4.28) segue

3
÷2

⁄

Bp(R)\Bp(R≠÷)
e

≠ar Æ 4fi + 4
÷

L(R ≠ ÷)e≠a(R≠÷) Æ C4.

Já que estamos considerando r Æ R, segue

3
÷2 e

≠aR
⁄

Bp(R)\Bp(R≠÷)
dA = 3

÷2

⁄

Bp(R)\Bp(R≠÷)
e

≠aR Æ 3
÷2

⁄

Bp(R)\Bp(R≠÷)
e

≠ar Æ C4,

e desse modo obtemos ⁄

Bp(R)\Bp(R≠÷)
dA Æ Ce

aR
,
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para algum ÷ œ (14�, 16�). Em particular,
⁄

Bp(R)\Bp(R≠14�)
dA Æ Ce

aR
.

Substituindo R por R ≠ 14k� para k = 1, 2, . . . , n =
Í

R
14�

Î
≠ 1, encontramos

A(R) Æ A(14�) +
nÿ

k=0

⁄

Bp(R≠14k�)\Bp(R≠14(k+1)�)
dA

Æ C + C

nÿ

k=0
e

a(R≠14k�) Æ C + Ce
aR

Œÿ

k=0
e

≠14k� Æ Ce
aR

.

Isto finaliza a demonstração do caso considerado.

Para o segundo caso, o argumento é similar e portanto mostraremos os primeiros
passos. Considere que ScalM Ø ≠6. Então pelo Lema 4.1.1 temos

≠2
⁄ t

0
Ï(r)ÏÕ(r)LÕ(r)dr Æ 2fiÏ

2(0) +
⁄

Bp(t)
(ÏÕ)2 + 3

⁄

Bp(t)
Ï

2
.

Pondo
Ï(r) = e

≠r
Â(r),

onde Â é uma função não-crescente, Lipschitz em [0, t] tal que Â(t) = 0, segue da desigualdade
acima que

≠2
⁄ t

0
Â(r)ÂÕ(r)LÕ(r)e≠2r

dr Æ 2fi + 2
⁄

Bp(t)
ÂÂ

Õ
e

≠2r +
⁄

Bp(t)
(ÂÕ)2

e
≠2r

.

Considerando Â conforme definido na equação (4.26) e integrando por partes implica em

1
÷2

⁄

Bp(t)\Bp(t≠÷)
e

≠2r + 6
÷

⁄

Bp(t)\Bp(t≠÷)
Âe

≠2r Æ 2fi + 2
÷

L(t ≠ ÷)e≠2(t≠÷)

O restante do raciocínio prossegue pelo método anterior.

Corolário 4.3.1. Considere � como uma superfície mínima completa e estável em uma
variedade tridimensional M . Nesse caso, existe uma constante absoluta C > 0 tal que, para
todo R > 0,

A(R) Æ Ce
—R

,

onde — = 2 se a curvatura escalar de M for tal que ScalM Ø ≠6, e — = 4Ô
7 se a curvatura

seccional de M atender a SecM Ø ≠1.
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5 Estimativas de espectro

5.1 O problema de Dirichlet

Nesta seção, visamos estudar os autovalores do operador Laplaciano em variedades.
Seja � um domínio limitado com bordo suave em uma variedade Riemanniana M . Vamos
considerar o seguinte Problema de Dirichlet:

Y
]

[
�u + ⁄u = 0, em �,

u = 0, no ˆ�.

Se existe uma solução não identicamente nula para este problema, o número ⁄ é
chamado de autovalor do Laplaciano de � e u é uma autofunção associada ao auto-valor ⁄.

Usando as fórmulas de Green, vemos que para quaisquer u, v œ C
Œ
0 (M), funções

suaves com suporte compacto em M , vale
⁄

M
u�v =

⁄

M
v�u,

e isto implica que o operador ≠� é simétrico. Além disso, ao aplicarmos novamente as
fórmulas de Green, obtemos

≠
⁄

M
u�u =

⁄

M
|Òu|2 Ø 0.

Desse modo, o operador ≠� é positivo. Consequentemente para dois autovalores distintos
⁄ e µ, com as suas respectivas autofunções u e v, obtemos a partir da simetria do operador
considerado

0 =
⁄

M
(u�v ≠ v�u) = (µ ≠ ⁄)

⁄

M
uv.

Dessa forma, se denotarmos por E(⁄) o espaço próprio correspondente ao autovalor ⁄, os
espaços E(⁄) e E(µ) são ortogonais sobre o espaço das funções que possuem quadrado
integrável, ou seja, os autoespaços são L

2-ortogonais se, e somente se, ⁄ ”= µ.

Teorema 5.1 ( [Lab15, Theorem 4.3.1]). Sobre os autovalores do Laplaciano em �, as
seguintes afirmações são verdadeiras:

(a) O espectro de ≠� é discreto e consiste de uma sequência de números reais tais que

0 < ⁄1 < ⁄2 Æ · · · Æ ⁄n Æ · · · ø +Œ.

(b) Cada autovalor possui multiplicidade finita, e os subespaços próprios correspondentes a
autovalores distintos são ortogonais em L

2, e
n

kœN

E(⁄k) = L
2(�),
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onde o fecho é tomado sobre a norma ÎuÎ2
1,2 :=

s
� u

2 +
s

� |Òu|2. Ademais, no problema
de Dirichlet, cada autofunção pertence ao espaço de Sobolev L

2
0,1(�).

Em geral, se M é uma variedade com bordo, o completamento de C
Œ(M) com respeito

a norma definida no teorema anterior é conhecido como espaço de Sobolev e este é denotado
por L

2
1(M). Já o completamento de C

Œ
0 (M) é denotado por L

2
0,1(M). Além disso, é possível

demonstrar que a completude da variedade M implica que os espaços L
2
1(M) e L

2
0,1(M)

coincidem.

É importante destacar que, no problema de Dirichlet, todos os autovalores são po-
sitivos. De fato, pelo Teorema 5.1 basta considerarmos o primeiro autovalor. Suponha, por
absurdo, que ⁄ = 0 é autovalor. Então, existe uma solução u não trivial para o problema de
Dirichlet. Para essa função, devemos ter ≠�u = 0, e u deve se anular em ˆ�. Ao integrarmos
por partes, obtemos

0 = ≠
⁄

M
u�u =

⁄

M
|Òu|2.

Portanto, segue que Òu = 0, ou seja, u é constante em M . Usando a condição de contorno,
concluímos que u = 0 em M , o que é uma contradição.

Há outras propriedades sobre o primeiro autovalor. Resumimos duas delas na seguinte
proposição.

Proposição 5.1.1 ( [Lab15, Proposition 4.5.8]). Considere uma variedade compacta M .
Sobre o problema de Dirichlet valem as seguintes afirmações:

(a) A primeira autofunção não se anula e nem muda de sinal no interior de M .

(b) O primeiro autovalor é simples, isto é, sua multiplicidade algébrica é igual a 1.

5.2 Estimativas ínfimo do espectro

Continuaremos a abordagem da seção anterior, no entanto, agora assumimos que M

é uma variedade completa. Neste caso, podemos considerar uma exaustão por compactos
{�i} µ M com bordo suave para definir o ínfimo do espectro de M , ou tom fundamental de
M , pelo limite

⁄0(M) = lim
kæŒ

⁄1(�k). (5.1)

Afirmamos que para qualquer que seja a exaustão por compactos de M considerada
este limite sempre existe. Com efeito, considere uma exaustão por compactos {�i} µ M e
fixe k œ N. Defina o conjunto D(�k) = {u œ L

2
0,1(M) | u|ˆ�k

= 0, u ”= 0}. Veja que toda
função em œ D(�k) pode ser estendida de modo Lipschitz como zero em �k+1 \ �k e isso é
o suficiente para concluirmos que D(�k) µ D(�k+1). Donde segue da propriedade do ínfimo
que

⁄1(�k) Ø ⁄1(�k+1). (5.2)
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Daí, {⁄1(�k)}kœN é uma sequência decrescente e positiva, logo esta é uma sequência conver-
gente.

Como é de se esperar, o limite em (5.1) não depende da exaustão considerada. De
fato, considere duas exaustões por compactos {�i}iœN

e {�Õ
i}iœN

. Como a reunião dos �i é
M , segue que para todo i œ N deve existir ik œ N de modo que tenhamos �Õ

i µ �ik
. Pelo

mesmo argumento usado para mostrar (5.2) segue que

lim
iæŒ

⁄1(�i) Ø lim
ikæŒ

⁄1(�Õ
ik

) = lim
iæŒ

⁄1(�Õ
i).

Invertendo os papeis das exaustões e repetindo o argumento concluímos que ambos os limites
existem e coincidem.

Em particular, vemos que ⁄0(M) é a constante ótima que satisfaz a Desigualdade de
Poincaré

⁄0(M)
⁄

M
u

2 Æ
⁄

M
|Òu|2, (5.3)

onde u œ C
Œ
0 (M).

Segue do seguinte teorema que o ínfimo do espectro está relacionado com o cresci-
mento de área.

Teorema 5.2 (S. Cheng, S. Yau [CY75]; M. Batista, M. Cavalcante, N. Santos [BCS14]).
Se M é uma variedade Riemanniana completa com crescimento de área polinomial, então
⁄0(M) = 0.

Demonstração. Por hipótese existe C > 0 e k inteiro positivo tal que

A(r) Æ Cr
k
,

para todo r > 0. Fixe p œ M . Dado x œ M , denotemos r(x) a função distância em M

partindo de p. Dado r > 0 definimos a função

Ï(x) =

Y
_____]

_____[

1, em Bp(r)
2r ≠ r(x)

r
, em Bp(2r) \ Bp(r)

0, em M \ Bp(r).

Pela desigualdade de Poincaré,

⁄0(M)A(r) Æ ⁄0(M)
⁄

Bp(2r)
Ï

2(x) Æ
⁄

B2r

|ÒÏ(x)|2 =
⁄

Bp(2r)\Bp(r)

1
r2 Æ 1

r2 A(2r). (5.4)

Suponha, por absurdo, que ⁄0(M) > 0. Por (5.4) temos que A(r) Æ Cr
k≠2. Iterando o

argumento Âk/2Ê vezes obtemos A(r) Æ Cr
a, com a < 2. Usando novamente a desigualdade

em (5.4) nos vem
⁄0(M)A(r) Æ r

a≠2
.

Fazendo r æ Œ concluímos que M possui área igual a zero, um absurdo.
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O seguinte lema, que pode ser encontrado em [Li12, Lemma 24.3], nos permite estimar
o valor de ⁄0(Bp(R)), onde Bp(R) é a bola geodésica centrada em p com raio R, em função
da área dessa bola, denotaremos essa quantia por A(R).

Lema 5.2.1 ( [Li12, Lemma 24.3]). Seja M uma variedade Riemanniana completa. Então
para qualquer 0 < ” < 1, R > 2 e p œ M vale

⁄1(Bp(R)) Æ 1
4”2(R ≠ 1)2

C

ln
A

A(R)
A(1)

B

+ ln
3 12

1 ≠ ”

4D2

. (5.5)

Observe que não é necessário impor quaisquer hipóteses sobre a curvatura de M no
lema anterior. Ao deixar R æ Œ e, em seguida, ” æ 1, decorre como corolário da expressão
(5.5) a seguinte estimativa, conforme descrito em [LW01].

Corolário 5.2.1 (P. Li e J. Wang, [LW01]). Seja M uma variedade Riemanniana completa,
então para qualquer p œ M vale

⁄0(M) Æ 1
4

A

lim inf
RæŒ

ln A(R)
R

B2

. (5.6)

Desse modo, podemos utilizar a estimativa de área obtida no Corolário 4.3.1 para
obtemos um resultado devido a P. Bérard, P. Castillon e M. Cavalcante em [BCC11].

Teorema 5.3 (P. Bérard, P. Castillon e M. Cavalcante). Seja � uma superfície a mínima
e completa em uma variedade M tridimensional.

(a) Se a curvatura escalar de M satisfaz ScalM Ø ≠6, então

⁄0(�) Æ 1.

(b) Se a curvatura seccional de M satisfaz SecM Ø ≠1, então

⁄0(�) Æ 4
7 .

Demonstração. Pelo Corolário 4.3.1 segue que existe uma constante absoluta C > 0 tal que,
para todo R > 0,

A(R) Æ Ce
—R

,

onde — = 2 se a curvatura escalar de M for tal que ScalM Ø ≠6, e — = 4Ô
7 se a curvatura

seccional de M atender a SecM Ø ≠1. Então por (5.6) nós temos

⁄0(M) Æ 1
4

A

lim inf
RæŒ

ln A(R)
R

B2

Æ 1
4

A

lim inf
RæŒ

ln(Ce
—R)

R

B2

Æ 1
4

A

lim inf
RæŒ

ln C

R
+ —

B2

= —
2

4 .

Substituindo agora os valores de — nos casos em que ScalM Ø ≠6 e SecM Ø ≠1 conclui a
demonstração desse teorema.
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Vale a pena mencionar que tanto a prova original em [BCC11] quanto a demonstração
fornecida, por meio de estimativas de área, para o Teorema 5.3 baseiam-se em argumentos
fortemente dependentes das dimensões consideradas, uma vez que ambas utilizam versões
da desigualdade de Shiohama-Tanaka.

Para superar essa dificuldade, na próxima seção, adotaremos uma abordagem alterna-
tiva para demonstrar um teorema que estende a estimativa do ínfimo do espectro quando �
é uma hipersuperfíce mínima completa e estável em uma variedade ambiente com dimensão
mais alta.

5.3 Funções de Green

Seja M uma variedade compacta com bordo e vamos considerar o operador Laplaciano
� definido sobre funções com a condição de Dirichlet sobre o bordo de M . Definimos uma
função de Green como uma função G(x, y) defina sobre M ◊M \{(x, x) | x œ M} satisfazendo

⁄

M
G(x, y)�f(y)dy = ≠f(x), (5.7)

para todas as funções f definidas em M tais que f |ˆM = 0. Além disso, �xG(x, y) =
�yG(x, y) = 0, se x ”= y e G(x, y) = 0 para todo par (x, y) œ (M \ ˆM) ◊ ˆM (veja [Li12]).

Como tanto G quanto f satisfazem a condição de Dirichlet, podemos integrar por
partes de modo a obter

⁄

M
�yG(x, y)f(y)dy = ≠f(x). (5.8)

Isto é equivalente a dizer que
�yG(x, y) = ≠”x(y),

onde ”x(y) é a conhecida função delta em x. Escolhendo f(x) = G(z, x) em (5.8), pela
definição em (5.7), temos

G(z, x) = ≠
⁄

M
�yG(x, y)G(z, y)dy = G(x, z).

Portanto, G(x, y) é uma função simétrica. Quando fixamos y = y0 e consideramos a função
G(x) = G(x, y0), então temos que G(x) æ Œ quando x æ y0. Neste caso, dizemos que y0 é
o polo da função de Green G.

No cenário em que M é uma variedade completa, procuramos ainda uma função de
Green que mantenha as propriedades mencionadas anteriormente. A existência de tal função
foi demonstrada por Malgrange em [Mal56], embora seu trabalho não tenha apresentado uma
construção explícita para tal fato. Em 1987, Peter Li e Luen-Fai Tam publicaram um artigo
fornecendo, pela primeira vez, uma abordagem construtiva para a existência de funções
de Green em variedades completas. Apresentaremos um esboço das ideias fundamentais
encontradas no artigo [LT87].
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Fixe p œ M e considere uma exaustão por compactos de M satisfazendo

{p} µ �1 µ �2 µ · · · µ �i µ · · · µ M

e t
i �i = M . Sobre cada compacto �i consideremos a função positiva de Green com polo

em p, a qual denotaremos por Gi(p, · ). Aplicando o princípio do máximo aplicado sobre o
domínio �i \ Bp(r) segue que Si(r) = sup

ˆBp(r)
Gi(p, · ) é uma função monótona decrescente em

r, uma vez que Gi(p, · ) = 0 em ˆ�i. Em particular, se Gi(p, · ) converge monotonamente
para alguma função G(p, · ), então G é uma função de Green positiva monótona decrescente
em r. Nesse caso, observe que se ÂG(p, · ) é outra função de Green positiva, então o princípio
do máximo nos indica que sobre �i deve ocorrer ÂG(x, y) Ø Gi(x, y). Ao tomar i æ Œ,
concluímos que ÂG(x, y) Ø G(x, y). Em outras palavras, a função G possui, de certo modo,
uma propriedade minimizante.

No mesmo artigo mencionado, também foi demonstrado que quando a convergência
monótona de Gi(p, · ) não ocorre, podemos encontrar constantes ai de modo que Gi(p, · )≠ai

converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de M e esse limite é uma função de
Green. No entanto, essa construção depende da exaustão escolhida, e, portanto, a função
obtida pode não ser única.

Existe uma estreita relação entre o conceito de parabolicidade e funções de Green.
De fato, é possível mostrar que uma variedade completa é não-parabólica se, e somente se,
existe uma função de Green positiva, ver [Gri99, Theorem 5.1]. Por outro lado, temos o
seguinte resultado devido a Schoen e Yau.

Teorema 5.4 (R. Schoen, S. T. Yau, [SY79, Chapter II, Theorem A.3]). Seja M uma
variedade completa e não-compacta. Se ⁄0(M) > 0, então existe uma função positiva de
Green, e portanto, M é não-parabólica.

Em particular, afim de obter estimativas superiores para o ínfimo do espectro, pode-
mos supor que ⁄0(M) > 0 e assim usar a função de Green positiva de M .

Para encerrar esta seção, veremos mais algumas propriedades das funções de Green.
Visto que G é harmônica em M \ {p}, decorre da desigualdade de Kato (2.8) que

| Hess G |2 Ø n

n ≠ 1 |Ò|ÒG||2.

Além disso, usando a Proposição 2.2.3 segue

�|ÒG| Ø Ric(ÒG, ÒG)|ÒG|≠1 + 1
n ≠ 1 |Ò|ÒG||2|ÒG|≠1

, (5.9)

sobre M \ {p} sempre que |ÒG| ”= 0.

Ao considerarmos o caso em que G é positiva, a função v = ln G fica bem definida e
esta será de grande importância para nossos estudos futuros. Agora, vamos destacar algumas
propriedades que essa função satisfaz.
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Ao utilizar a harmonicidade de G em M \ {p}, obtemos a seguinte relação

�v = div(Òv) = div
3ÒG

G

4
= 1

G
div(ÒG) +

=
Ò

3 1
G

4
, ÒG

>

= 1
G

�G +
=

≠ÒG

G2 , ÒG

>
= ≠

=ÒG

G
,
ÒG

G

>
= ≠|Òv|2. (5.10)

Considerando um referencial ortonormal {e1, . . . , en} com |Òv|e1 = Òv, obtemos

|Òv|v11 = |Òv|e1(e1(v)) = |Òv|e1(|Òv|) = ÈÒ|Òv|, |Òv|e1Í = ÈÒ|Òv|, ÒvÍ . (5.11)

Proposição 5.3.1. Com a mesma notação da discussão acima, defina v = ln G. Vale
1
2�|Òv|2 Ø n

n ≠ 1 |Ò|Òv||2 + 1
n ≠ 1 |Òv|4 ≠ n ≠ 2

n ≠ 1
e
Ò|Òv|2, Òv

f
+ Ric�(Òv, Òv)

sobre M \ {p}.

Demonstração. Vejamos primeiramente que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz segue

| Hess v |2 =
nÿ

i,j=1
v

2
ij Ø v

2
11 + 2

nÿ

i=1
v

2
1i +

nÿ

i=2
v

2
ii

Ø v
2
11 + 2

nÿ

i=1
v

2
1i + 1

n ≠ 1

A
nÿ

i=2
v1i

B2

= v
2
11 + 2

nÿ

i=1
v

2
1i + 1

n ≠ 1(�v ≠ v11)2

= n

n ≠ 1v
2
11 + 2

nÿ

i=1
v

2
1i + 1

n ≠ 1(�v)2 ≠ 2
n ≠ 1v11�v. (5.12)

Como 2 Ø n

n ≠ 1 , ao seguir os mesmos passos de (2.7), deduzimos de (5.12)

| Hess v |2 Ø n

n ≠ 1v
2
11 + 2

nÿ

i=2
v

2
1i + 1

n ≠ 1(�v)2 ≠ 2
n ≠ 1v11�v

Ø n

n ≠ 1

A

v
2
11 +

nÿ

i=2
v

2
1i

B

+ 1
n ≠ 1(�v)2 ≠ 2

n ≠ 1v11�v

= n

n ≠ 1 |Ò|Òv||2 + 1
n ≠ 1(�v)2 ≠ 2

n ≠ 1v11�v. (5.13)

Utilizando a fórmula de Bochner em (2.1) junto com (5.10) obtemos
1
2�|Òv|2 = Ric�(Òv, Òv) + ÈÒ(�v), ÒvÍ + | Hess v |2

= Ric�(Òv, Òv) ≠
e
Ò|Òv|2, Òv

f
+ | Hess v |2

Somando e subtraindo o termo 1
n ≠ 1 ÈÒ|Òv|2, ÒvÍ no lado direito da desigualdade acima

nos vem que
1
2�|Òv|2 Ø Ric�(Òv, Òv) ≠ n ≠ 2

n ≠ 1
e
Ò|Òv|2, Òv

f
+ | Hess v |2 ≠ 1

n ≠ 1
e
Ò|Òv|2, Òv

f

Ø Ric�(Òv, Òv) ≠ n ≠ 2
n ≠ 1

e
Ò|Òv|2, Òv

f
+ n

n ≠ 1 |Ò|Òv||2

+ 1
n ≠ 1 |Òv|4 + 1

n ≠ 12v11|Òv|2 ≠ 1
n ≠ 1

e
Ò|Òv|2, Òv

f

Ø Ric�(Òv, Òv) ≠ n ≠ 2
n ≠ 1

e
Ò|Òv|2, Òv

f
+ 1

n ≠ 1 |Òv|4 + n

n ≠ 1 |Ò|Òv||2,
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na última linha utilizamos que (5.11) implica em 2|Òv|2v11 = ÈÒ|Òv|2, ÒvÍ.

Defina os conjuntos

L(a, b) = {x œ � | a < G(x) < b},

¸(t) = {x œ � | G(x) = t}.

Assim, L(–, Œ) µ Bp(1), onde – = max
ˆBp(1)

G. Uma propriedade das funções harmônicas, que é
válida em um contexto mais geral do que o considerado neste trabalho, pode ser encontrada
em [LW06, Lemma 5.1]. Em particular, pode-se mostrar que

⁄

¸(t)
|ÒG| = 1

e assim, pela fórmula da có-área obtemos a seguinte igualdade:
⁄

L(a,b)
|ÒG|2f(G) =

⁄ b

a
f(t)dt, (5.14)

para toda função integrável f , desde que tenhamos ⁄0(M) > 0.

Lema 5.3.1. Seja M uma (n + 1)-variedade completa com curvatura seccional limitada
inferiormente e n Æ 5. Para uma hipersuperfície completa mínima estável � em M com
⁄0(�) > 0, então sua função mínima positiva de Green G(x) := G(p, x) satisfaz

⁄

�\Bp(1)

|ÒG|4

G3 ln2q(1 + G≠1)
< Œ,

onde q > 1/2.

Demonstração. Ponha v = ln G e escolha um referencial ortonormal {e1, . . . , en} em � sa-
tisfazendo |Òv|e1 = Òv. Denote a segunda forma fundamental por (hij). Fixe um inteiro
1 Æ j Æ n, junto da minimalidade de � temos

|II|2 Ø h
2
jj +

ÿ

i”=j

h
2
ii + 2

ÿ

i”=j

h
2
ij

Ø h
2
jj + 1

n ≠ 1

Q

a
ÿ

i”=j

hii

R

b
2

+ 2
ÿ

i”=j

h
2
ij

= h
2
jj + 1

n ≠ 1(H ≠ hjj)2 + 2
ÿ

i”=j

h
2
ij

= n

n ≠ 1h
2
jj + 2

ÿ

i”=j

h
2
ij Ø n

n ≠ 1

nÿ

i=1
h

2
ij. (5.15)
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Usando a equação de Gauss e utilizando a desigualdade acima

Ric�(ej, ej) =
ÿ

i”=j

SecM(ei, ej) +
ÿ

i”=j

hiihjj ≠
ÿ

i”=j

h
2
ij

=
ÿ

i”=j

SecM(ei, ej) + (H ≠ hjj)hjj ≠
ÿ

i”=j

h
2
ij

=
ÿ

i”=j

SecM(ei, ej) ≠
nÿ

i=1
h

2
ij

Ø
ÿ

i”=j

SecM(ei, ei) ≠ n ≠ 1
n

|II|2. (5.16)

Como M possui uma curvatura seccional limitada inferiormente, como estamos supondo que
a curvatura seccional é limitada inferiormente existe uma constante C̃ œ R tal que

ÿ

i”=j

SecM(ei, ei) Ø ≠C̃(n ≠ 1).

Desse modo, por (5.16) concluímos que

Ric�(Òv, Òv) Ø ≠C̃(n ≠ 1)|Òv|2 ≠ n ≠ 1
n

|II|2|Òv|2

= ≠C̃(n ≠ 1)|Òv|2 ≠ n ≠ 1
n

1
|II|2 + RicM(‹, ‹) ≠ RicM(‹, ‹)

2
|Òv|2

= n ≠ 1
n

1
RicM(‹, ‹) ≠ nC̃

2
|Òv|2 ≠ n ≠ 1

n

1
|II|2 + RicM(‹, ‹)

2
|Òv|2. (5.17)

Usando novamente que a curvatura seccional de M é limitada inferiormente, então existe
uma constante C tal que

n ≠ 1
n

1
RicM(‹, ‹) ≠ nC̃

2
Ø ≠C.

Então de (5.17) segue

RicM(Òv, Òv) Ø ≠C|Òv|2 ≠ n ≠ 1
n

1
|II|2 + RicM(‹, ‹)

2
|Òv|2. (5.18)

Relembre que a Proposição 5.3.1 nos mostra que sobre M \ {p} vale

1
2�|Òv|2 Ø n

n ≠ 1 |Ò|Òv||2 + 1
n ≠ 1 |Òv|4 ≠ n ≠ 2

n ≠ 1
e
Ò|Òv|2, Òv

f
+ Ric�(Òv, Òv).

Multiplicando a expressão acima pela função de corte Ï
2 e integrando, mantendo em mente

a expressão (5.18), continuamos com

1
n ≠ 1

⁄

�
|Òv|4Ï2 Æ 1

2

⁄

�
Ï

2�|Òv|2 + n ≠ 2
n ≠ 1

⁄

�
Ï

2
e
Ò|Òv|2, Òv

f

≠ n

n ≠ 1

⁄

�
|Ò|Òv||2Ï2 ≠

⁄

�
Ric�(Òv, Òv)Ï2

Æ 1
2

⁄

�
Ï

2�|Òv|2 + n ≠ 2
n ≠ 1

⁄

�
Ï

2
e
Ò|Òv|2, Òv

f
≠ n

n ≠ 1

⁄

�
|Ò|Òv||2Ï2

+ C

⁄

�
|Òv|2Ï2 + n ≠ 1

n

⁄

�

1
RicM(‹, ‹) + |II|2

2
|Òv|2Ï2

. (5.19)
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Revisitando a desigualdade de estabilidade, podemos estimar a última integral do lado direito
da expressão acima da seguinte maneira:
⁄

�

1
RicM(‹, ‹) + |II|2

2
|Òv|2Ï2 Æ

⁄

�
|Ò(|Òv|Ï)|2 =

⁄

�
|ÏÒ|Òv| + |Òv|ÒÏ|2

=
⁄

�
Ï

2|Ò|Òv||2 + 2
⁄

�
Ï|Òv| ÈÒ|Òv|, ÒÏÍ +

⁄

�
|Òv|2|ÒÏ|2

=
⁄

�
Ï

2|Ò|Òv||2 +
⁄

�
Ï

e
Ò|Òv|2, ÒÏ

f
+

⁄

�
|Òv|2|ÒÏ|2.

Aplicando a desigualdade acima em (5.19) nos vem que

1
n ≠ 1

⁄

�
|Òv|4Ï2

= 1
2

⁄

�
Ï

2�|Òv|2 + n ≠ 2
n ≠ 1

⁄

�
Ï

2
e
Ò|Òv|2, Òv

f
≠ n

n ≠ 1

⁄

�
|Ò|Òv||2Ï2

+ C

⁄

�
|Òv|2Ï2 + n ≠ 1

n

5⁄

�
Ï

2|Ò|Òv||2 +
⁄

�
Ï

e
Ò|Òv|2, ÒÏ

f
+

⁄

�
|Òv|2|ÒÏ|2

6

Æ 1
2

⁄

�
Ï

2�|Òv|2 + n ≠ 2
n ≠ 1

⁄

�
Ï

2
e
Ò|Òv|2, Òv

f
+

3
n ≠ 1

n
≠ n

n ≠ 1

4 ⁄

�
|Ò|Òv||2Ï2

+ C

⁄

�
|Òv|2Ï2 + n ≠ 1

n

⁄

�
Ï

e
Ò|Òv|2, ÒÏ

f
+ n ≠ 1

n

⁄

�
|Òv|2|ÒÏ|2. (5.20)

Aplicando a seguinte manipulação em dois termos da desigualdade acima, conforme apre-
sentado a seguir:

n ≠ 1
n

⁄

�
Ï

e
ÒÏ, Ò|Òv|2

f
+ 1

2

⁄

�
Ï

2�|Òv|2

= n ≠ 1
n

⁄

�
Ï

e
ÒÏ, Ò|Òv|2

f
≠ 1

2

⁄

�

e
ÒÏ

2
, Ò|Òv|2

f

=
3

n ≠ 1
n

≠ 1
4 ⁄

�
Ï

e
ÒÏ, Ò|Òv|2

f

= ≠ 1
n

⁄

�
Ï

e
ÒÏ, Ò|Òv|2

f
.

Logo, (5.20) é o mesmo que

1
n ≠ 1

⁄

�
|Òv|4Ï2 Æ ≠ 1

n

⁄

�
Ï

e
ÒÏ, Ò|Òv|2

f
+ n ≠ 2

n ≠ 1

⁄

�
Ï

2
e
Ò|Òv|2, Òv

f
+ C

⁄

�
|Òv|2Ï2

≠ 2n ≠ 1
n(n ≠ 1)

⁄

�
|Ò|Òv||2Ï2 + n ≠ 1

n

⁄

�
|Òv|2|ÒÏ|2. (5.21)

Defina Ï = G
1/2

÷, onde ÷ é uma função cut-o� sobre � que se anula em Bp(1).
Observa-se que, para qualquer ” > 0, a desigualdade entre as médias aritmética-geométrica
nos mostra que ab Æ 1

”
a

2 + ”

4b
2 é válida para quaisquer a, b œ R. Utilizando esse fato,

prosseguimos com:
⁄

�
|Òv|2÷ ÈÒG, Ò÷Í Æ

⁄

�
|Òv|2|÷||Ò÷||ÒG| =

⁄

�
|Òv||÷||ÒG|G≠1/2 · |Òv||Ò÷|G1/2

Æ ”

4

⁄

�
|Òv|2÷2|ÒG|2G≠1 + C(”)

⁄

�
|Òv|2|Ò÷|2G.
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A desigualdade acima é útil para estimarmos um dos termos de (5.21), pois veja que
⁄

�
|Òv|2|ÒÏ|2 =

⁄

�
|Òv|2

----G
1/2Ò÷ + 1

2÷G
≠1/2ÒG

----
2

=
⁄

�
|Òv|2|Ò÷|2G +

⁄

�
|Òv|2÷ ÈÒ÷, ÒGÍ + 1

4

⁄

�
|Òv|2÷2|ÒG|2G≠1 (5.22)

Æ C(”)
⁄

�
|Òv|2|Ò÷|2G + 1 + ”

4

⁄

�
|Òv|4Ï2

, (5.23)

na última linha utilizamos a identidade Ï
2|Òv|2 = ÷

2|ÒG|2G≠1. Dessa forma, como con-
sequência das expressões (5.21) e (5.22), obtemos a seguinte desigualdade

1
n ≠ 1

⁄

�
|Òv|4|ÒÏ|2

Æ ≠ 1
n

⁄

�
Ï

e
ÒÏ, Ò|Òv|2

f
+ n ≠ 2

n ≠ 1

⁄

�
Ï

2
e
Ò|Òv|2, Òv

f

+ 2n ≠ 1
n(n ≠ 1)

⁄

�
|Ò|Òv||2Ï2 + C

⁄

�
|Òv|2Ï2 + n ≠ 1

n

⁄

�
|Òv|2|ÒÏ|2

Æ ≠ 1
2n

⁄

�

e
ÒÏ

2
, Ò|Òv|2

f
+ n ≠ 2

n ≠ 1

⁄

�
Ï

2
e
Ò|Òv|2, Òv

f
+ C

⁄

�
|Òv|2Ï2

≠ 2n ≠ 1
n(n ≠ 1)

⁄

�
|Ò|Òv||2Ï2 + C(”)

⁄

�
|Òv|2Ï2 + n ≠ 1

n
· 1 + ”

4

⁄

�
|Òv|4|ÒÏ|2. (5.24)

Usando agora que Ï = G
1/2

÷ e v = ln G segue que

Ï
2

e
Ò|Òv|2, Òv

f
= ÷

2
G

e
Ò|Òv|2, G

≠1ÒG

f
= ÷

2
e
Ò|Òv|2, ÒG

f
,

logo aplicando essas igualdades em (5.24).
A

1
n ≠ 1 ≠ 1 + ”

4 · n ≠ 1
n

B ⁄

�
|Òv|4Ï2

Æ ≠ 1
2n

⁄

�

e
Ò(G÷

2), Ò|Òv|2
f

+ n ≠ 2
n ≠ 1

⁄

�
÷

2
e
Ò|Òv|2, ÒG

f

+ C(”)
⁄

�

1
÷

2 + |Ò÷|2
2

|Òv|2G ≠ 2n ≠ 1
n(n ≠ 1)

⁄

�
Ï

2|Ò|Òv||2

Æ ≠ 1
2n

⁄

�
G

e
Ò÷

2
, Ò|Òv|2

f
+

3
n ≠ 2
n ≠ 1 ≠ 1

2n

4 ⁄

�
÷

2
e
Ò|Òv|2, ÒG

f

+ C(”)
⁄

�
(÷2 + |Ò÷|2)|Òv|2G ≠ 2n ≠ 1

n(n ≠ 1)

⁄

�
Ï

2|Ò|Òv||2. (5.25)

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz junto com a desigualdade média aritmética-
geométrica segue que para todo ” > 0 vale

≠n ≠ 2
n ≠ 1

⁄

�

e
Ò÷

2
, ÒG

f
|Òv|2 Æ n ≠ 2

n ≠ 1

⁄

�
2|÷||Ò÷||ÒG||Òv|2

Æ n ≠ 2
n ≠ 1

⁄

�
2|÷||Òv|2G1/2 · |Ò÷||ÒG|G≠1/2

Æ ”

⁄

�
|Òv|4÷2

G + C(”)
⁄

�
|Ò÷|2|ÒG|2G≠1

= ”

⁄

�
|Òv|4Ï2 + C(”)

⁄

�
|Ò÷|2|Òv|2G. (5.26)
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Utilizando a harmonicidade de G em � \ {p} segue

div
1
÷

2ÒG

2
= ÷

2div(ÒG) +
e
Ò÷

2
, ÒG

f

= ÷
2�G +

e
Ò÷

2
, ÒG

f

=
e
Ò÷

2
, ÒG

f
. (5.27)

Pelo Teorema da Divergência segue que

0 =
⁄

�
div

1
|Òv|2÷2ÒG

2
=

⁄

�
|Òv|2div

1
÷

2ÒG

2
+

⁄

�

e
Ò|Òv|2, ÷

2ÒG

f
.

Usando (5.27) verificamos a seguinte igualdade
⁄

�
÷

2
e
Ò|Òv|2, ÒG

f
= ≠

⁄

�

e
Ò÷

2
, ÒG

f
|Òv|2.

Combinando o fato mencionado acima com (5.26) e aplicando isso em (5.25), obtemos
A

1
n ≠ 1 ≠ 1 + ”

4 · n ≠ 1
n

≠ ”

B ⁄

�
|Òv|4Ï Æ C(”)

⁄

�

1
÷

2 + |Ò÷|2
2

|Òv|2G. (5.28)

Dado que estamos considerando n Æ 5, podemos escolher ” = ”(n) suficientemente grande
para que o termo 1

n≠1 ≠ 1+”
4 · n≠1

n ≠ ” seja estritamente positivo. Assim, asseguramos a
existência de uma constante absoluta � > 0 tal que

⁄

�
|Òv|4Ï2 Æ �

⁄

�

1
÷

2 + |Ò÷|2
2

|Òv|2G, (5.29)

para qualquer que seja a função de corte ÷ que se anule em Bp(1).

Para 1/2 < q < 1 fixado, defina ÷ = Âw(G), onde Â é uma função cut-o� satisfazendo
Â = 0 em Bp(1) fi (M \ Bp(2R)), Â = 1 em Bp(R) \ Bp(2) e

w(G) = 1
lnq(AG≠1) ,

com A = e
2
Ô

�
– e – = max

ˆBp(1)
G. Assim, temos a seguinte cadeia de implicações:

A Ø e
2
Ô

�
G =∆ AG

≠1 Ø e
2
Ô

� =∆ ln(AG
≠1) Ø 2

Ô
� =∆ 1

ln2(AG≠1)
Æ 1

4� . (5.30)

Veja que podemos estimar um dos termos do lado direito de (5.29) do seguinte modo.
⁄

�
÷

2|Òv|2G =
⁄

�
Â

2
w

2|ÒG|2G≠1 Æ
⁄

L(0,–)

|ÒG|2

G ln2q(AG≠1)
.

Observe ainda que (5.14) implica em
⁄

L(0,–)

|ÒG|2

G ln2q(AG≠1)
=

⁄ –

0

dt

t ln2q(A/t)
=

C
1

(2q ≠ 1) ln2q≠1(A/t)

D–

0

= 1
(2q ≠ 1) ln2q≠1(A/–)

=

1
2
Ô

�
21≠2q

2q ≠ 1 . (5.31)
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Inspirado na desigualdade |a + b|2 Æ 2a
2 + 2b

2, onde a, b œ R são quaisquer, chegamos em
⁄

�
|Ò÷|2|Òv|2G =

⁄

�
|wÒÂ + ÂÒw|2|Òv|2G

Æ 2
⁄

�
|ÒÂ|2 |ÒG|2

G ln2q(AG≠1)
+ 2

⁄

�
Â

2|Òw|2|Òv|2G (5.32)

Além disso, por (5.30) e como Òw = qÒv

lnq+1(AG≠1)
= qwÒv

ln(AG≠1) , Â = Ï

G1/2w
e |Òv|2 = |ÒG|2

G2

2
⁄

�
Â

2|Òw|2G|Òv|2 = 2
⁄

�

Ï
2

Gw2 · q
2
w

2|Òv|2

ln2(AG≠1)
· G|Òv|2

= 2
⁄

�

q
2

ln2(AG≠1)
Ï

2|Òv|4 Æ 1
2�

⁄

�
Ï

2|Òv|4

Voltando em (5.32) concluímos que
⁄

�
|Ò÷|2|Òv|2G Æ C + 1

2�

⁄

�
Ï

2|Òv|4. (5.33)

Fazendo uso de (5.33) juntamente com (5.29), podemos obter de (5.29)
⁄

�
|Òv|4Ï2 Æ C + 1

2

⁄

�
|Òv|4Ï2

.

Portanto, concluímos que
⁄

�
|Òv|4Ï2 =

⁄

Bp(R)\Bp(2)

|ÒG|4

G3 ln2q(AG≠1)
Æ C.

Ao permitirmos R æ Œ, podemos inferir
⁄

�\Bp(2)

|ÒG|4

G3 ln2q(AG≠1)
< Œ.

Isto conclui a prova do lema.

Veja que usando o Lema 5.3.1 e a desigualdade de Cauchy-Schwarz segue
A⁄

�\Bp(2)

|ÒG|3

G2 ln2q(AG≠1)

B2

Æ
A⁄

�\Bp(2)

|ÒG|4

G3 ln2q(AG≠1)

B A⁄

�\Bp(2)

|ÒG|2

G ln2q(AG≠1)

B

Æ C

A⁄

�\Bp(2)

|ÒG|2

G ln2q(AG≠1)

B

.

Utilizando (5.31) podemos garantir que a integral acima é finita para q > 1/2. Portanto,
⁄

�\Bp(2)

|ÒG|3

G2 ln2q(AG≠1)
< Œ. (5.34)

Necessitamos agora de um resultado técnico. Para o que segue vamos continuar deno-
tando por G(x) = G(p, x) a função positiva de Green com polo em p œ �. Tendo em mente
o conjunto

L(a, b) = {x œ � | a < G(x) < b},
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para Á > 0 suficientemente pequeno, vamos considerar a função

‰(x) =

Y
_____]

_____[

1 em L(Á, +Œ),
ln(G(x)) ≠ ln(Á2)

≠ ln Á
em L(Á2

, Á),

0 em L(0, Á
2).

. (5.35)

Veja que ‰ talvez não possua suporte compacto, uma vez que G possa não convergir para
zero quando x æ Œ. Portanto, consideraremos uma função cut-o�

Â(x) =

Y
____________]

____________[

0, em Bp(1),

r(x) ≠ 1, em Bp(2) \ Bp(1),

1, em Bp(R) \ Bp(2),

R + 1 ≠ r(x), em Bp(R + 1) \ Bp(R),

0, em � \ Bp(R + 1).

(5.36)

Lema 5.3.2. Seja � uma hipersuperfície mínima completa e estável em uma variedade M .
Suponha que para algum A Ø 0 e C > 0 valha

(⁄0(�) ≠ A)
⁄

�
|ÒG|Ï2 Æ C

⁄

�
|ÒG||ÒÏ|2, (5.37)

para Ï = ‰Â, onde Ï e Â são as funções definidas em (5.35) e (5.36), então temos

⁄0(�) Æ A.

Demonstração. Sem perda de generalidade podemos assumir que ⁄0(�) > 0 e assim � é
não-parabolica. Inspirado na desigualdade |a + b|2 Æ 2a

2 + 2b
2, onde a, b œ R são quaisquer,

chegamos em
⁄

�
|ÒG||ÒÏ|2 =

⁄

�
|ÒG||‰ÒÂ + ÂÒ‰|2

Æ 2
⁄

�
|ÒG||ÒÂ|2‰2 + 2

⁄

�
|ÒG||Ò‰|2Â2

. (5.38)

Note que para o primeiro termo da direita de (5.38) podemos utilizar (5.34) de modo a obter
⁄

�
|ÒG||Ò‰|2Â2 Æ 1

ln2
Á

⁄

L(Á2,Á)

|ÒG|3

G2 Æ C

ln2
Á

ln2q(1 + Á
≠2),

Já para estimar o outro termo do lado direito de (5.38) veja que
⁄

�
|ÒG||ÒÏ|2‰2 Æ

A⁄

Bp(R+1)\Bp(R)
|ÒG|2

B1/2 A⁄

(Bp(R+1)\Bp(R))flL(Á2,Á)
‰

2
B1/2

+ C.

Iremos agora exibir duas estimativas de integral encontradas em [LW06]:
⁄

�\Bp(R)
G

2 Æ C exp
3

≠2
Ò

⁄0(�)R
4

,

⁄

�\Bp(R)
|ÒG|2 Æ C exp

3
≠2

Ò
⁄0(�)R

4
.



Capítulo 5. Estimativas de espectro 63

Em particular,
⁄

(Bp(R+1)\Bp(R))flL(Á2,Œ)
‰

2 Æ 1
Á4

⁄

�\Bp(R)
G

2 Æ C

Á4 exp
3

≠2
Ò

⁄0(�)R
4

disto segue, ⁄

�
|ÒG||ÒÂ|2‰2 Æ C

Á2 exp
3

≠2
Ò

⁄0(�)R
4

+ C.

E assim, a desigualdade (5.38) se transforma em
⁄

�
|ÒG||ÒÏ|2 Æ C

ln2
Á

ln2q(1 + Á
≠2) + C

Á2 exp
3

≠2
Ò

⁄0(�)R
4

+ C.

Retornando à desigualdade (5.37), nos vem que

(⁄0(�) ≠ A)
⁄

�
|ÒG|Ï2 Æ C(”)

C
ln2q(1 + Á

≠2)
ln2

Á
+ Á

≠2 exp
3

≠2
Ò

⁄0(�)R
4

+ C

D

(5.39)

Vamos dar atenção ao primeiro termo do lado direito da expressão acima. Utilizando a regra
de L’Hospital duas vezes nos vem que

lim
Áæ0+

ln2q(1 + Á
≠2)

ln2
Á

= lim
Áæ0+

≠2q ln2q≠1(1 + Á
≠2)(1 + Á

≠2)≠1(≠2Á
≠3)

2Á≠1 ln Á

= lim
Áæ0+

≠2q ln2q≠1(1 + Á
≠2)

(Á2 + 1) ln Á

= ≠2q(2q ≠ 1) lim
Áæ0+

ln2(q≠1)(1 + Á
≠2)(1 + Á

≠2)≠1(≠2Á
≠3)

2Á ln Á + (Á2 + 1)Á≠1

= 4q(2q ≠ 1) lim
Áæ0+

ln2(q≠1)(1 + Á
≠2)

(Á2 + 1)(2Á2 ln Á + Á2 + 1) = 0.

Utilizamos a regra de L’Hospital na primeira e na terceira igualdades expostas acima. No
primeiro uso utilizamos que 1/2 < q e na última igualdade utilizamos q < 1.

Tendo em mente (5.39), ao tomar R æ Œ e, em seguida, Á æ 0, concluímos

(⁄0(�) ≠ A)
⁄

�\Bp(2)
|ÒG| Æ C(”). (5.40)

Contudo, como |Òr| = 1, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz segue

ˆG

ˆr
= ÈÒG, ÒrÍ Æ |ÒG||Òr| = |ÒG|

e usando que G é uma função de Green, então �G(x, p) = ≠”x(p) logo temos
⁄

ˆBp(r)

ˆG

ˆr
=

⁄

Bp(r)
�G = ≠1,

decorre da fórmula da co-área que
⁄

�\Bp(2)
|ÒG| =

⁄ Œ

2

A⁄

ˆBp(t)
|ÒG|

B

dt Ø ≠
⁄ Œ

2

A⁄

ˆBp(r)

ˆG

ˆr

B

dt = Œ.

Portanto concluímos de (5.40) que vale ⁄0(�) Æ A.
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Teorema 5.5. Seja � uma hipersuperfície mínima completa e estável em uma variedade
(n + 1)-dimensional M , onde 2 Æ n Æ 5. Se a curvatura seccional de M satisfaz SecM Ø ≠Ÿ

para alguma constante não negativa Ÿ, então

⁄0(�) Æ 2n(n ≠ 1)2

6n ≠ n2 ≠ 1Ÿ.

Demonstração. Sem perda de generalidade iremos supor que Ÿ = 1 e ⁄0(�) > 0. Como já
sabemos, estas condições implicam que � é não-parabólica. Fixado Á > 0 suficientemente
pequeno, definamos as funções ‰ e Â como em (5.35) e (5.36). Além disso, considere a função
Ï = ‰Â. Utilizando a desigualdade 2ab Æ ”a

2 + b
2
/”, nós obtemos

⁄

�
Ï ÈÒÏ, Ò|ÒG|Í Æ

⁄

�
|Ï||ÒÏ||Ò|ÒG|| =

⁄

�
|Ï||Ò|ÒG|||ÒG|≠1/2 · |ÒG|1/2|ÒÏ|

Æ ”

⁄

�
Ï

2|Ò|ÒG||2|ÒG|≠1 + C(”)
⁄

�
|ÒG||ÒÏ|2

para todo ” > 0. Já pela desigualdade de Poincaré (5.3) obtemos

⁄0(�)
⁄

�
|ÒG|Ï2 Æ

⁄

�
|Ò(|ÒG|1/2

Ï)|2

= 1
4

⁄

�
|Ò|ÒG||2|ÒG|≠1

Ï
2 +

⁄

�
Ï ÈÒÏ, Ò|ÒG|Í +

⁄

�
|ÒG||ÒÏ|2

Æ
31

4 + ”

4 ⁄

�
|Ò|ÒG||2|ÒG|≠1

Ï
2 + C(”)

⁄

�
|ÒG||ÒÏ|2, (5.41)

Veja que de (5.9) e (5.16) chegamos em

�|ÒG| Ø 1
n ≠ 1 |Ò|ÒG||2|ÒG|≠1 + Ric�(ÒG, ÒG)|ÒG|≠1

Ø 1
n ≠ 1 |Ò|ÒG||2|ÒG|≠1 ≠

3
(n ≠ 1) + n ≠ 1

n
|II|2

4
|ÒG|.

Logo, multiplicando a desigualdade acima por Ï
2 e integrando nos vem que

1
n ≠ 1

⁄

�
|Ò|ÒG||2|ÒG|≠1

Ï
2

Æ
⁄

�
Ï

2�|ÒG| + (n ≠ 1)
⁄

�
|ÒG|Ï2 + n ≠ 1

n

⁄

�
|II|2|ÒG|Ï2

= ≠
⁄

�

e
ÒÏ

2
, Ò|ÒG|

f
+ (n ≠ 1)

⁄

�
|ÒG|Ï2 + n ≠ 1

n

⁄

�
|II|2|ÒG|Ï2

. (5.42)

Por outro lado, a desigualdade de estabilidade nos mostra que o último termo da desigualdade
acima por ser majorado do seguinte modo
⁄

�
|II|2|ÒG|Ï2 Æ

⁄

�
|Ò(|ÒG|1/2

Ï)|2 + n

⁄

�
|ÒG|Ï2

Æ 1
4

⁄

�
|Ò|ÒG||2|ÒG|≠1

Ï
2 +

⁄

�
|ÒG||ÒÏ|2 + 1

2

⁄

�

e
ÒÏ

2
, Ò|ÒG|

f
+ n

⁄

�
|ÒG|Ï2

.

Desse modo, segue de (5.42) que
3 1

n ≠ 1 ≠ n ≠ 1
4n

4 ⁄

�
|Ò|ÒG||2|ÒG|≠1

Ï
2

Æ 2(n ≠ 1)
⁄

�
|ÒG|Ï2 + C

⁄

�
|ÒG|ÒÏ|2 + C

⁄

�

---
e
ÒÏ

2
, Ò|ÒG|

f---

Æ 2(n ≠ 1)
⁄

�
|ÒG|Ï2 + C(”)

⁄

�
|ÒG||ÒÏ|2 + ”

⁄

�
|Ò|ÒG||2|ÒG|≠1

Ï
2
. (5.43)
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Uma vez que
1

n ≠ 1 ≠ n ≠ 1
4n

≠ ” = 6n ≠ n
2 ≠ 1 ≠ 4n(n ≠ 1)”

4n
,

após uma manipulação simples dos termos de (5.43) obtemos
⁄

�
|Ò|ÒG||2|ÒG|≠1

Ï
2 Æ 8n(n ≠ 1)2

6n ≠ n2 ≠ 1 ≠ 4n(n ≠ 1)”

⁄

�
|ÒG|Ï2 + C(”)

⁄

�
|ÒG||ÒÏ|2.

Portanto, aplicando na expressão (5.41) decorre
A

⁄0(�) ≠
31

4 + ”

4 8n(n ≠ 1)2

6n ≠ n2 ≠ 1 ≠ 4n(n ≠ 1)”

B ⁄

�
|ÒG|Ï2 Æ C(”)

⁄

�
|ÒG||ÒÏ|2.

Com base no Lema 5.3.2, obtemos

⁄0(�) Æ
31

4 + ”

4 8n(n ≠ 1)2

6n ≠ n2 ≠ 1 ≠ 4n(n ≠ 1)” .

Finalmente, ao fazer ” æ 0, concluímos que

⁄0(�) Æ 2n(n ≠ 1)2

6n ≠ n2 ≠ 1Ÿ.

Isto completa a demonstração deste teorema.
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