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Smile though your heart is aching

Smile even though it’s breaking

When there are clouds in the sky, you’ll get by
If you smile through your fear and sorrow
Smile and maybe tomorrow

You’ll see the sun come shining through for you

Light up your face with gladness
Hide every trace of sadness

Although a tear may be ever so near

That’s the time you must keep on trying
Smile, what’s the use of crying?
You’ll find that life is still worthwhile

If you just smile

— Smile, Nat King Cole.



Resumo

Esta dissertacdo se baseia nos resultados recentes de O. Munteanu, C.-J. Sung e J. Wang,
publicados em 2023 no artigo da referéncia [MSW23]. A nossa principal motivagao reside no
estudo do crescimento da area de bolas geodésicas e estimativas para o espectro do opera-
dor Laplaciano em superficies minimas estaveis completas em uma variedade tridimensional
com limitacdo na curvatura escalar. Apds uma revisao sobre os topicos e técnicas envolvidos,
focamos inicialmente no caso do espaco Euclideano R?. Neste caso, obtemos uma estima-
tiva de area dtima que nos permite afirmar que as superficies minimas estaveis possuem
crescimento de area exatamente como o plano Euclidiano. Isto é suficiente para provar que
superficies minimas estdveis completas em R? sdo planos. Esta é uma conclusdo ji conhe-
cida pelas contribuigoes de Do Carmo e Peng [dCP79], Fisher-Colbrie e Schoen [FCS80], e
Pogorelov [Pog81]. A técnica para provar a estimativa de drea pode ser adaptada de modo

a obter estimativas de area no caso de uma variedade ambiente mais geral.

Na segunda parte do trabalho, focamos em estimativas superiores para o infimo do espectro
de hipersuperficies minimas estaveis. Inicialmente, recordamos que o infimo do espectro
estd estreitamente relacionado com o crescimento do volume de bolas geodésicas. Motivados
por este fato, obtemos nossas estimativas utilizando funcoes testes que sdao construidas em
termos da funcdo de Green. Por uma questao técnica, estas estimativas valem apenas para

hipersuperficies minimas estaveis em variedades completas com dimensao até seis.

Palavras-chave: Superficies minimas, estabilidade, estimativas de area, primeiro autovalor

do Laplaciano.



Abstract

This dissertation is based on the recent results of O. Munteanu, C.-J. Sung, and J. Wang,
published in 2023 in the referenced article [MSW23]. Our main motivation lies in the study
of the area growth of geodesic balls and estimates for the bottom of the spectrum of the
Laplacian operator on stable minimal surfaces in a three-dimensional manifold with scalar
curvature bounded from below. After a review of the topics and techniques involved, we
initially focus on the case of Euclidean space R3. In this case, we obtain an optimal area
estimate that allows us to assert that stable minimal surfaces have area growth exactly like
the Euclidean plane. This is sufficient to prove that complete stable minimal surfaces in
R3 are planes. This conclusion is already known from the contributions of Do Carmo and
Peng [dCP79], Fisher-Colbrie and Schoen [FCS80], and Pogorelov [Pog81]. The technique
for proving the area estimate can be adapted to obtain area estimates in the case of a more

general ambient manifold.

In the second part of the work, we focus on upper estimates for the bottom of the spectrum
of stable minimal hypersurfaces. Initially, we recall that the bottom of the spectrum is closely
related to the growth of the volume of geodesic balls. Motivated by this fact, we obtain our
estimates using test functions constructed in terms of the Green’s function. Due to technical
reasons, these estimates are only valid for stable minimal hypersurfaces in complete manifolds

with dimension up to six.

Keywords: Minimal surfaces, stability, growth of area, first eigenvalue.
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1 Introducao

O estudo de hipersuperficies minimais estaveis representa uma tentativa de demons-
trar uma versao generalizada do teorema de Bernstein. Inicialmente, Bernstein estabeleceu
que um grafico minimo inteiro, ou seja uma hipersuperficie minima representada pelo grafico
em R? de uma funcdo definida em todo o plano R?, deve ser um plano. A validade do teo-
rema de Bernstein em dimensdes superiores foi comprovada para graficos inteiros minimos
em R™™! com n < 6, gracas as contribuicoes de varios autores, entre os quais se destacam
Simons [Sim68], Fleming [Fle62], Almgren [Alm66], e DeGiorgi [Gio65]. Contra-exemplos
para n > 7 foram obtidos por Bombieri, DeGiorgi e Guisti [BAGG69]. Dado que os graficos
inteiros minimos sao minimizantes de drea (e em particular, estdveis), surge naturalmente
a questao de saber se um teorema do tipo Bernstein é aplicavel a hipersuperficies minimais

estaveis. Mais precisamente:

Problema de Bernstein estavel: Seja ¥ uma hipersuperficie completa, minima

estavel no espaco Euclidiano R™*!. Se 2 < n < 6, entdo ¥ é um hiperplano.

Em 1979, do Carmo e Peng [dCPT79] resolveram o problema de Bernstein estavel
para o caso n = 2. Ou seja, eles mostraram que uma superficie completa, minimamente
imersa e estavel em R? é obrigatoriamente um plano. Ao mesmo tempo, Fischer-Colbrie e
Schoen [FCS80], de maneira independente, demonstraram que uma superficie ¥ completa,
estavel e minimamente imersa em uma variedade tridimensional completa N com curvatura
escalar nao negativa deve ser, conformemente, ou um plano R? ou um cilindro R x S!. No

cenario especial em que N = R3, eles também mostraram que ¥ deve ser planar.

Em 1981, Pogorelov [Pog81] publicou uma terceira prova para o mesmo resultado,
mas com uma abordagem diferente. A prova de Pogorelov se baseia numa estimativa de area,
a saber

A(T) S ?7127

onde A(r) denota a area da bola geodésica de raio r.

Neste trabalho, vamos apresentar um resultado recente, devido a Munteanu, Sung e
Wang [MSW23], onde é demonstrado uma estimativa étima para o crescimento de area de

superficies minimas estdveis em R3. Mais precisamente temos:

Teorema (O. Munteanu, C.-J. Sung, J. Wang, [MSW23]). Se ¥ é uma superficie minima

completa e estdvel em R3, entdo vale que

A(r) < mr.

Isto nos mostra que o crescimento de area de bolas geodésicas para esta classe de

superficies se comporta como o plano Euclideano. Estimativas de area (ou de volume) sdo de
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grande importancia para resolvermos o problema de Bernstein estavel. De fato, um impor-
tante resultado de Schoen, Simon e Yau [SSY75,SS81], estabelece que se ¥ C R™! é uma
hipersuperficie minima estével completa com A(r) < Cr", onde 2 < n < 6, entdo X é um

hiperplano.

Através desse resultado, Chodosh e Li [CL21, CL23]| resolveram o problema de Bers-
tein estavel para o caso n = 3 (veja também [CMR22]), e mais recentemente, Chodosh, Li,
Minter e Stryker [CLMS24|, resolveram o problema no caso n = 4. Assim, atualmente, o

problema, sem condicoes adicionais, se mantém aberto nos casos R® e R”.

No caso em que o ambiente é uma variedade tridimensional que possui curvatura

limitada inferiormente, temos o seguinte teorema.

Teorema (O. Munteanu, C.-J. Sung, J. Wang, [MSW23|). Considere ¥ uma superficie
minima completa e estdvel em uma variedade tridimensional M. Nesse caso, existe uma

constante absoluta C' > 0 tal que, para todo R > 0,

A(R) < Ce™T, (1.1)

onde = 2 se a curvatura escalar de M for tal que Scaly; > —6, e = % se a curvatura

seccional de M atender a Secpy; > —1.

Recordamos que o crescimento de area de uma variedade completa também esta rela-
cionado com o infimo do espectro do operador Laplaciano. O infimo do espectro do operador
Laplaciano de uma variedade completa ¥ é a melhor constante onde vale a desigualdade de

Poincaré
() [ < [ Vel
b b
para todas as fungoes ¢ suaves e de suporte compacto. No artigo [LW06], extraimos a seguinte

relacdo entre o infimo do espectro e a area de bolas geodésicas:

1/, . ImA(R)\"

Combinando a desigualdade acima com a estimativa de drea na desigualdade (1.1)

obtemos uma nova demonstragao do seguinte teorema.

Teorema (P. Bérard, P. Castillon e M. Cavalcante, [BCC11]). Seja ¥ uma superficie com-

pleta minima e estavel em uma variedade M tridimensional.

(a) Se a curvatura escalar de M satisfaz Scaly > —6, entdo A\o(X) < 1.

(b) Se a curvatura seccional de M satisfaz Secpr > —1, entdo Ao(X) <

SIS

A prova original, apresentada em [BCC11], é derivada por meio de estimativas de drea

utilizando argumentos que dependem fortemente da dimensao do espago ambiente. Pensando
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no problema analogo em dimensao mais alta, Munteanu, Sung e Wang propuseram uma
nova abordagem envolvendo a fun¢do de Green GG. Nesta parte, a nossa estratégia é bastante
direta: escolheremos uma funcao de cut-off ¢ de forma adequada para aplicar ¢ = |V G|/?
na desigualdade de Poincaré. Utilizaremos ferramentas conhecidas, como a desigualdade
de Kato e a férmula de Bochner, para estimar |VG|, além de empregar a desigualdade
de estabilidade para os termos relacionados a curvatura de Ricci. Seguindo essa abordagem
estendemos o teorema de Bérard-Castillon-Cavalcante para hipersuperficies minimas estaveis

de dimensoes até 5. Mais precisamente.

Teorema (O. Munteanu, C.-J. Sung, J. Wang, [MSW23]). Seja 3 uma hipersuperficie mi-
nima completa e estavel em uma variedade M n+1 dimensional, onde n < 5. Se a curvatura

seccional de M satisfaz K > —k para alguma constante nao negativa k, entao

2n(n —1)?
WM< —m———2 K.
Ao )_671—712—1}€
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2 Nocoes preliminares

O objetivo principal deste capitulo é estabelecer as nogdes essenciais para compreen-
der os capitulos subsequentes. Além disso, apresentaremos defini¢oes e resultados fundamen-
tais relacionados a geometria das variedades. Esses conceitos serdao de extrema importancia
para a teoria desenvolvida ao longo deste trabalho. Partimos do pressuposto de que o leitor
possui familiaridade com conceitos de geometria Riemanniana, tais como variedades diferen-
ciaveis, conexdes afins e Riemannianas, geodésicas e curvaturas. Para uma abordagem mais
aprofundada, consulte [dC15], [Leel8] ou [Jos17].

2.1 Operadores diferenciais em variedades

2.1.1 O gradiente de uma funcao
Ao longo deste capitulo, M denotard uma variedade Riemanniana.

Definicao 2.1.1. Para uma funcao suave f : M — R definimos o gradiente de f como o

unico campo vetorial suave V f que satisfaz

(Vf, X) = X(f),
para todo X € X(M).

Proposicao 2.1.1. Sejam f : M™ — R uma func¢io suave e {ey,...,e,} um referencial

ortonormal em uma vizinhanga aberta U C M. Entao, em U temos

V=3 e(f)er

i=1

Além disso, o sequndo membro da iqualdade acima independe do referencial escolhido.

n
Demonstragdo. Ao expressar o campo X € X(M) na base {eq,...,e,} temos X =) ae; e
i=1
disso segue que

n

X(f) = éaiexf) =S (s es(f)e;) — <X,

n
ij=1 =

ej(f)€j>-

7j=1

Pela defini¢ao de gradiente, segue que V f = Z e;(f)e;. Além disso, considerando um outro

j=1
n

referencial ortonormal {E}, ..., E,} em U, entdao pondo E; = > a;je; obtemos uma matriz
i=1

quadrada (a;;)nxn ortogonal em U. Donde segue que

n

iEj(f)Ej = Zn: aagie;(fey = Zn: dinei(flew = ei(fei

i,5,k=1 ik=1 i=1

O que prova que o gradiente é independente do referencial ortogonal considerado. O
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Proposicao 2.1.2. Seja M uma variedade suave. Para funcoes suaves f,q: M — R valem
(i) V(f+9)=V[+Vyg (ii) V(fg9) =gV f+fVy.
Demonstrag¢io. Considerando um campo X € X(M), temos

(V(f+9),X)=X(f+g9)=X(f)+X(9)
=(Vf,X)+(Vg,X) =(Vf+Vyg,X).

Analogamente seguem as seguintes igualdades

(V(fg),X)=X(fg) =g - X(f)+ [ X(9)
=g(Vf,X)+ f(Vg,X) = (gVf+fVgX).

Como X é um campo arbitrario, fica demonstrado a proposicao. n

2.1.2 A divergéncia de um campo vetorial

Definicao 2.1.2. Considere X um campo de vetores sobre M. A divergéncia de X no ponto

p € M ¢é a funcao suave div X : M — R dada por
divX(p) =tr{v— (V,X)(p)},
onde v € T, M e tr denota o funcional trago.

Definicao 2.1.3. Um referencial ortonormal {ey,...,e,} em um aberto U C M é geodésico

emp e Use (Ve;)(p) =0, paral <i,j7 <n.

Proposicao 2.1.3. Sejam X um campo suave de vetores em M e {es, ..., e,} um referencial

ortonormal em um aberto U C M. Se X = Zaiei em U, entao
i=1

divX = zn:(ei(a,-) — Ve, X)).

i=1
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entdo
n

(div X)(p) = D_ eilai)(p).

=1

Demonstracao. Segue da definicao de divergéncia de um campo vetorial que

n n

divX = i (VeiX, €i> = Z(GZ <X, 6i> - <X, Veiez)) = Z(el(az) - <Vei€i7X>)-

=1 =1 =1

O resto é imediato a partir da definicao de referencial geodésico. n

Proposicao 2.1.4. Sejam X eY campos de vetores suaves em M e f: M — R uma funcao

suave, entao:
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(i) div(X +Y) = divX +divY. (i) div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Demonstracio. O primeiro item segue do fato que o traco é um funcional linear. Para o
segundo item, iremos considerar um referencial ortonormal {ej,...,e,} em U C M. Pela

Proposicao 2.1.3 temos

n

(Ve,(fX),e0) =D (e /)X + Ve, X, )

i=1

((es(fle, X) + (Ve X, e) = (Vf, X) + fdivX.

[M]=

div(fX) = .

@
I
—

-

&
Il
—

2.1.3 O Laplaciano de uma funcao

Definicao 2.1.4. De posse do gradiente da fungao suave f, definimos seu Laplaciano como
a funcao suave Af, dada por

Af = div(V ).

Proposigao 2.1.5. Seja f € C®°(M) e {ey,...,e,} um referencial ortonormal em uma

vizinhanga aberta U C M. Entdo
Af =) (ele(f) = (Vee)f) .
i=1
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entdo temos em p que

AF =Y el s)

Demonstragio. Considerando um referencial ortonormal {eq, ..., e,} numa vizinhanga aberta

U C M, segue da Proposicao 2.1.3 que

Af = div(Vf) = div (Z ez-<f>ez-) S (eleslf)) = (Vue) ).

i=1 =1

O resto é imediato a partir da definicdo de referencial geodésico. O

Proposicao 2.1.6. Dada as fungoes f,g € C°(M) vale que
A(fg) = fAg+gAf+2(Vf Vg)

Demonstracao. O resultado é imediato a partir da definicao, Proposicao 2.1.2 e Proposicao

2.1.4. De fato, note que

A(fg) = div(V(fg)) = div(fVg + gV [)
= div(fVg) + div(gV f)
= (fdiv(Vg) +(Vf,Vg)) + (¢div(Vf) + (V. Vg))
= [Ag+gAf+2(Vf,Vg).
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2.1.4 O Hessiano de uma funcdo

Definigao 2.1.5. Seja f : M — R uma fungao suave. Definimos o Hessiano de f como o
tensor Hess f : X(M) x X(M) — X(M), definido por

(Hess f)(X,Y) = (VxV/[,Y),

para todos X,Y € X(M).

Segue prontamente da definicdo que
(Hess /)(X,Y) =(VxV[,Y) = X(V[Y) = (V[,VxY)
— X(Y(f)) ~ VxY(f)
=Y(X(f) + X, Y](f) = (Vv X)(f)

= Y(X(f) = (Vv X)(f)
=Y (Vf,X) = (Vf, VyX) = (Hess f)(Y, X)

para quaisquer que sejam X,Y € X(M) e, portanto, Hess f é simétrico.

Outra propriedade crucial desse tensor se manifesta quando consideramos um refe-

rencial ortonormal {eq, ..., e,}. Nesse caso,

n n

tr(Hess f) =Y (Hess f)(ei, e;) = Y _(Ve, VS e) = div(Vf) = Af.

i=1 i=1

Proposicao 2.1.7 (Férmula de Bochner). Seja f € C(M), entdo vale
1
iA]Vf\Q = Ric(Vf,Vf) + (Vf, V(Af)) + | Hess f |*. (2.1)

Demonstragio. Fixap € M e seja {eq, ..., e,} um referencial ortonormal em uma vizinhanga
U C M de p que é geodésico em p. Entao, temos em p que

*A|Vf‘2 §tr (Hess\Vf’ ) ;i(Hess\VfP) (€i,€;)

i=1

Zez €; Vf,Vf)) Zei <vezvavf>
i=1

=1

[\D\»—t

(Ve, Ve, VI, V) + |Hess f|*. (2.2)

||
M=
)

Utilizando a definicao do tensor de curvatura, para qualquer campo X € X vale:

S (R(X,e)V,e) =Y (VxVe Vi e) =S (Vo VxVf+ Vixe Vie). (2.3)
i=1 i=1

i=1
Vamos lidar inicialmente com o primeiro termo do lado direito da igualdade em (2.3). Como
o referencial é geodésico em p, temos (Vxe;)(p) = 0, para @ = 1,...,n. Dessa forma, o

primeiro termo de (2.3) em p é

n n

Z (VxV. Vf e)= Z (X (Ve, V&) = (Vf, Vxe)) = X(Af) = (X, V(Af)).  (24)

i=1 =1
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Utilizando novamente que o referencial tomado é geodésico em p e que Hess f é um operador

simétrico, o segundo termo da direita de (2.3) em p é

Z<Vez‘vaf + V[Xuei}va ei>

i=1

znj (e: (VxVF,e) = (VxVF Vee) + (Vixe Vi e))

s
Il
—

I
NE

(61 <v Vf X> <V€zvf7 [Xa 62]))

@
Il
—

(<v6iv€ivf’ X> + <V€ivf7 veiX> + <veivf7 vXei - velX>)

Il

=1
N (Vo VOV X) 1+ (VoVEVxed)) =S (Vo VUYL X) .  (25)
i=1 i=1
Substituindo (2.4) e (2.5) em (2.3), segue que
S (R(X.e)Vi,e) = (X, V(Af) =3 (V. V. VLX) (26)
=1 =1

Em particular,

n

S (Ve Ve,V X) = (X, V(Af)) —

=1

M:

(R(X,e)Vf, e

1

.
I

NE

= (X, V(Af))+ > (R(e;, X)V [, e;)

1

<.
Il

= (X,V(Af)) + Ric(X, V).

Fazendo a escolha X = V f na igualdade acima e substituindo em (2.2) obtemos (2.1). O

2.2 Desigualdade de Kato

A desigualdade de Kato é essencialmente um resultado algébrico, contudo, serd de
consideravel utilidade em calculos subsequentes ao longo deste trabalho. Sua versao para

operadores lineares num espaco vetorial de dimensao finita é a seguinte.

Proposicao 2.2.1. Seja V' um espaco vetorial n—dimensional e A : V. — V um operador

linear autoadjunto tal que tr(A) = 0. Entdo para todo v € V wvale

2
[ Av]

Demonstragio. Considere {eq,...,e,} uma base ortonormal composta por autovetores de

A, com {\1,..., A\, } sendo os autovalores associados, ou seja, Ae; = \;e;. Assim, como A é

um operador autoadjunto segue imediatamente que

AP = tr(A%) = 3" (A% e) = DAL
=1 =1
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Dado que tr(A) = 0, temos i A; = 0. Fixando um indice i, obtemos \; = — 3 A;. Pela
i=1 i#j
desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

M= (EA) <YLY =D

i#] i#] (] i#]
Por outro lado,

A2 = (n— DN+ A< (n— 1A+ (n—1)3 N2
2
i)
— (-1 A= (n—1)]A|*.

=1

n—1

Ou seja, para todo 1 < i < n vale \? < ||A]|. Para um vetor v € V expresso como

n
v = > v;e;, temos
i=1

1Av]* =

2 n n
n—1 2 n—1 2 2
:Z)\?Ufﬁin IAI* Y vf = — Al
=1 =1

n
Z Vi€
i=1

]

No caso de uma funcao v sobre uma variedade, obtemos a seguinte versao para a
desigualdade de Kato
|V|Vo|]? < |Hessv|.

A verificacdo desta desigualdade é bem simples. Escolha um referencial ortonormal
{e1,...,e,} com |[Vuvle; = Vu. Usaremos a seguinte notagao: v;; = e;(e;(v)). Veja que esta
escolha de referencial implica em

n n n

IVIVol? =3 (VIVule)” = Y (elIVo))? = Y (eiler(v))” = ivi (2.7)

i=1 i=1 i=1
Assim,
n

n
IVIVol[? =07, < 3 vl = |Hess v,
i=1 ij=1

No entanto, podemos melhorar esta desigualdade no caso em que a fun¢ao considerada

¢ harmonica. E assim, obtemos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.2.2. Se v é uma fungdo harmonica sobre uma variedade n-dimensional, com

n > 2, entao vale

—1
V|Vol|? < nT‘ Hessv |2, (2.8)
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Demonstracio. Poderiamos tentar imitar a prova da Proposicao 2.2.1, porém escolhemos
uma abordagem mais elementar. Considere {ej,...,e,} um referencial ortonormal e geo-
désico em p € M sobre a variedade com |Vv|e; = Vo. Como v é harménica entdo, segue

que

> vy = tr(Hessv) = Av = 0.

i=1

Por outro lado, usando Cauchy-Schwarz segue

n n
|Hessv |* > vf; +2) vf, + > 7

=2 i=2
2
n 1 n
i=2 - i=2

" 1
=0} + 221}% + H(Av —vpp)?
i=2

n n
_ 2 2
T 1V +22“1ia

=2
n
onde usamos na ultima igualdade o fato de v ser harmonica. Agora de n > 2 segue ] <2
e portanto (2.7) implica em
n - n
Hessv|? > —— (v, +) %) = VIVl 2.
Hessof > 0 (4302 ) = v
O

Como uma aplicacdo imediata da desigualdade de Kato podemos encontrar uma

desigualdade inspirada na férmula de Bochner em (2.1).

Proposicao 2.2.3. Seja v uma funcao harmaonica sobre uma variedade n-dimensional, entdao

nos pontos em que Vv # 0 vale
A[Vo| > Ric(Vo, Vo) Vol + LIV\WHQIWH (2.9)
Demonstragao. Segue da Proposicao 2.1.6 que o Laplaciano da fung¢ao |Vu| é dado por
;A\w? = |V|Vo|* + |Vv|A| Vol
Por outro lado, usando a férmula de Bochner (2.1) e que v é harmoénica segue que

IVIVol|? + |[Vv|A| V| = Ric(Vo, Vo) + (Vu, V(Av)) + | Hess v |?
= Ric(Vv, Vv) + |Hess v |?

Usando a desigualdade de Kato na desiguadaldade acima nos vem

IV|Vo|2 + |Vu|A|Vo| > Ric(Vo, Vo) + %mwu?,
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ou ainda,
1
|VU|A|VU| > RiC(V?}, VU) + m|V|V’U||2

Assim, sempre que |Vo| # 0, basta dividirmos esta tltima desigualdade por este termo para

que encontremos a desigualdade (2.9). O

2.3  Imersoes isométricas

Denotaremos variedades diferenciais ¥ e M de dimensoes n e m, respectivamente.
Salvo quando mencionado, as variedades serao assumidas conexas. Uma funcao f : 3 — M
¢ chamada de imersao se sua diferencial df,, : T,X — Ty, M ¢ injetiva para todo p € X. O
niumero k = m —n é chamado de codimensao de f. Usualmente nos referimos a f, ou a f(X),
como uma subvariedade imersa de M. Em particular, quando a codimensao da imersao é

igual a 1 dizemos que X é uma hipersuperficie de M.

Definicao 2.3.1. Uma imersao f : X — M entre variedades Riemannianas com métricas

(-, )x € (-, )y € dita ser imersdo isométrica se
(u,v)5, = (dfp(u), dfp(v)) (2.10)

para todos p € Y e u,v € T,X.

Note que se temos uma imersao entao (2.10) nos mostra um jeito de definir uma
métrica em X a partir de uma métrica de M. Quando isto ocorre, esta nova métrica é chamada
de métrica induzida por f. Munindo a variedade ¥ pela métrica induzida, tornamos f uma
imersao isométrica de ¥ em M. Por simplicidade denotaremos as métricas de ¥ e M por

(-,+) e portanto deixaremos claro conforme o contexto qual métrica esta sendo considerada.

Para cada p € ¥ o produto interno do espago 7, M induz a seguinte decomposi¢ao
T,M =T,Y & (T,%)*, (2.11)
onde (7,%)* denota o complemento ortogonal de 7,3 em T, M. Isto nos d4 uma motivagao

para estender campos definidos de abertos em ¥ a campos definidos localmente em M.

Além disso, se V é a conexao de Levi-Civita de M, entdo para extensoes X e Y de
X eY a X definindo
— T
VxY = (VgY) |
onde (-)" é a projecio ortogonal de TM|x sobre TS, obtemos uma conexao Riemanniana

relativa a métrica induzida em 3, uma prova desse fato pode ser vista em [Net14].
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2.3.1 Segunda forma fundamental

Denotaremos a conexdo em M por V e a conexao em Y simplesmente por V. Dado
uma imersao f : ¥ — M, definimos a sequnda forma fundamental de f, representada por
I:X(2) x X(X) = X(X)*+, como

I(X,Y)=(VxY)' =VxY — VY. (2.12)
A prova da linearidade e simetria de I ¢ direta, pois temos VyY — Vy X = [X,Y], onde
[ X, Y] representa o colchete de Lie.

Se assumirmos que Y é uma hipersuperficie orientada, com v sendo o campo normal

unitario sobre X, podemos também analisar a sequnda forma fundamental escalar dada por

—

I(X,)Y)=1I(X,Y)v.
Quando nao houver risco de confusao, representaremos ambas as aplicagdes por II.

Um dos principais objetos geométricos tratados neste trabalho é a curvatura média,

que definimos agora.

Definicao 2.3.2. Se ¥ é uma hipersuperficie orientada em M, entdo a curvatura média
de ¥ é o traco da segunda forma fundamental, ou seja H = trll. Dizemos que X é uma

hipersuperficie minima se H = 0.

Vamos estabelecer também o operador forma A¢ de f em p € 3, em relagao a § €
(T,%)*, como segue:
(A X Y) = (I(X,Y),§) , (2.13)

onde X e Y pertencem a X(X).
Vejamos que X,Y € X(M) e £ € X(M)*, entdo

(Vx6Y) =X (V) = (6, VxY) = = (£ VxY)
= (6, VaY +1(X,Y)) = — (£ I(X,Y)) = — {4X,Y)

e disto concluimos que (Vx¢)" = —AX. Consideremos os campos X,Y,Z € X(M) e

denotaremos pelos mesmos simbolos as suas extensoes, entao temos que

vayZ - vX (VyZ —|— ]I(Y’, Z)) — vxvyz —|— vX]I<Y7 Z)
=VxVyZ + I[(X, VyZ) + Vj'(]I(Y, Z) - A]I(Y,Z)X- (214)

Por uma conta andloga obtemos
VyVxZ =VyVxZ +1(Y,VxZ) + VyI(X, Z) — Ayx.2)Y. (2.15)
Temos ainda que

7[X7Y]Z = V[X,y}Z + H([X, Y], Z). (2.16)
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Subtraindo (2.15) e (2.16) de (2.14) obtemos
Ru(X,Y)Z =Rs(X,Y)Z + Aux,2)Y — Ary X + VLY, 2)
- Vyl(X, Z2) + (X, Vy Z) = (Y, VxZ) - I([X,Y], Z)
=R5(X.Y)Z + Aux,2)Y — AurppX + (VxI)(Y, Z) — (VxI)(X, Z), (2.17)
onde (VxI)(Y, Z) := VxI(Y,Z2) —I(VxY, Z) — (Y, VxZ). Tomando as componentes tan-
genciais e normais obtemos
(Ru(X,Y)Z)" = Re(X,Y)Z + Axx.)Y — Anyn X (2.18)
(Ru(X,Y)Z)" = (VxI)(Y. Z) = (VxI)(X, Z). (2.19)
A expressao (2.18) é comumente referida na literatura como equagio de Gauss, enquanto
a equagao (2.19) é reconhecida como a equag¢io de Codazzi. Relembrando a definigdo do
operador forma A, segue que <A]I(X,Z)Y, W> = (I(Y,W),I(X, Z)) para quaisquer campos
XY, Z, W € X(X) e dai tomando o produto interno com W € X(X) em (2.17) segue
(Rur(X,Y)Z,W) = (Rs(X,Y)Z,W) + (Aix.)Y = Auwiy X, W)
— (Ro(X,Y)Z,W) + (I(Y, W), I(X, 2)) — (I(X, W), I(Y, Z)). (2.20)
Em particular, se X,Y € X(M) sao ortogonais e unitarios entao vale
SeCE<X7 Y) = <RE(X7 Y)Y7 X>
= Secy (X, Y) + (I(X, X), (Y, Y)) — [I(X,Y)|>. (2.21)
As expressoes (2.20) e (2.21) sao igualmente referidas como as equagoes de Gauss.

Para o que se segue, representaremos as curvaturas de Ricci, escalar e seccional de
uma variedade como Ric, Scal e Sec, respectivamente. Para maior clareza quanto a variedade

considerada, adicionaremos o subindice X ou M.

Proposicao 2.3.1. Se X C M ¢ uma superficie de 2—lados, entdo

Scaly; = Scaly +2 Ricy (v, v) + |I]* — H?. (2.22)
Demonstragio. Escolha uma base ortonormal {ey, ..., e,} para 7,3 de modo a obter uma
base ortonormal {ey, ..., e, e,11 = v} para T,M. Segue de (2.20) as seguintes igualdades
Scaly; = ‘g:ll (Ru(eiej)e;,e) =2 Zn; (Ry(v,ei)ei, v) + ﬁ:l (Rum(ei,ej)ej, €i)
ij= i= ij=
= 2Ricy (v, v) + Zn:l <<R2(6i7 e;)es e + [Mes, e))> — (W(ey, ), ey, €j)>)
ij=

= 2 Ricys (v, v) + Seals + (I — [I(v, v)[?) = (|[H|* - |I(v,v)]?)
= Scaly, +2 Ricys (v, v) — H? + |12
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Proposicao 2.3.2. Seja X2 C M3 uma superficie minima 2—lados. Entao
1 , 1,
Ky = 5 Scaly — (Rch(V, v)+ §|]I| > : (2.23)
onde Ky, representa a curvatura gaussiana de X .

Demonstracao. Visto que ¥ é uma superficie minima, podemos escrever Scaly = 2Ky e
H = 0. Ao substituir isso em (2.22) e realizar uma breve manipula¢do, obtemos a igualdade
desejada. O

2.4 Desigualdade de Shiohama-Tanaka

Seja M uma variedade Riemanniana e dist;(x, y) a func¢do distancia entre z e y em M
induzida pela métrica de M. Fixado p € M, o comportamento da fungéo r(z) = disty,(x, p)
esta intimamente relacionado a estrutura do cut locus de p. Lembre-se que o cut locus de
um ponto p € M ¢é definido da seguinte forma: para qualquer geodésica v, normalizada que
emana de p com a diregdo inicial v = ~,,(0) € T,M, existe o pardmetro i,(u) até o qual 7,
¢ um segmento de geodésica minizante, ou seja, .|, realiza a distancia d(v,(t),p) para
0 <t < iy(u). Nos referimos a 7,(i,(u)) como o ponto minimo de p e i,(u) como a distancia
de corte até p ao longo de ~,. Entdo, o cut locus de p (ou lugar dos pontos minimos) é

definido como
Cut(p) = {vu(ip(w)) | u € T,M}.

E possivel mostrar que ¢ é um ponto minimo de p ao longo de v, se, e somente se, existe

outra geodésica minimizante v,, com v € T,M e v # u, que emana de p satisfazendo

Yulip(w) = ¢ = 1(ip(u)),
ou ¢ ¢ um ponto conjugado de p ao longo de ~,, o que significa que existe um campo de
Jacobi (nao-trivial) Y (¢) ao longo de =, com Y (0) = Y (i,(u)) = 0.

Desse modo, se ¢ ¢ Cut(p) N{p}, entao r é diferenciavel em ¢ e seu vetor de gradiente
Vr(q) é dado por 7/(L), onde 7 é a tnica geodésica minimizante normalizada que une p a
q, onde L = distp(p, q) (veja [Sak96, Chapter I1]). Em particular, deste resultado obtemos
que |Vr| = 1.

Denotando por B,(R) = {z € ¥;r(x) < R} a bola geodésica com centro em p e raio

R em X, vamos considerar as fungoes L(r) = ds e A(r) = / dA, que representam,
OBy (r) o (r
respectivamente, o comprimento do circulo geodésico 0B,(r) e a drea de B,(r).

Observe que pela féormula da co-area segue

Alr) :/Bp(r) dA:/OT (/BBP(S) ds> dt:/OrL(t)dt,

assim, segue que A'(r) = L(r).
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Faremos agora um breve comentario sobre o Laplaciano da funcao distancia. Consi-
dere uma hipersuperficie ¥ de M, onde M é uma variedade (n + 1)-dimensional, e uma bola
geodésica B,(r) de X. Note que Vr é um vetor unitario e normal a 0B,(r), entao isto nos
motiva a considerar o referencial {Vr ey, ..., e,} sobre p € ¥. Desse modo, utilizando que
|Vr| =1 segue

n n

Ar = div(Vr) = <Vr, vaVr> +> <e,~, 762.V7“> =) <veiei, VT>

=1 i=1
n o N n
= — Z <(V€iei) ,VT> = Z <HaBp(T) (eia 6i)7 VT> — <]_IaBp(7')v7n7 VT’> — HaBp(r),
=1 i=1
onde T9%(") 4 a segunda forma fundamental de O0B,(r) em X e HBr(1) ¢ 4 sua curvatura

média. Em particular, quando n = 2, temos Ar = k,, onde £, denota a curvatura geodésica

de 0B,(r).

Suponha agora que X é uma superficie em uma variedade tridimensional M. Para
uma bola geodésica B,(R) que nao possui intersecao com a fronteira de ¥ ou com o cut locus

de p, o Teorema de Stokes e a formula da co-area fornecem:

d d d
Ry o —— ds) = & d
dr (r) dr </aBp(r) S) dr </83p(7~) VT V) S)

d
dr < By(r) T) OB, (r) r OB, (r) g

Desse modo, pelo Teorema de Gauss-Bonnet segue

Ky <21 —/ K, (2.24)

d
%LOﬁ) = 27TX(Bp(T)) - / 9Bp(r)

9Bp(r)
onde K denota a curvatura Gaussiana de M. A desigualdade em (2.24) foi primeiramente

introduzida na literatura pelo trabalho pioneiro em [Fia41]. Contudo, nos referiremos a esta

expressao como Desigualdade de Shiohama-Tanaka.

Inspirando-se no artigo [Pog81], apresentaremos mais resultado envolvendo a fungao

comprimento que se revelara crucial para alcancarmos uma das estimativas desejadas.

Proposicao 2.4.1. Seja ¥ C R3 uma superficie minima, completa, orientdvel e simples-

mente conexa. A funcao L(r) é convezra e satisfaz

L6) _ LR)
r — R’

21 <
para todo 0 < r < R.
Demonstra¢io. Denotando por Ky, a curvatura Gaussiana de X, sabemos por (2.23) que esta
1
quantia é nao-positiva uma vez que vale Ky = —=|l[|>. Pelo Teorema de Hadamard, segue

que a fungao exponencial exp,, : T, — 3 ¢ um difeomorfismo e disso podemos escrever a

métrica de X utilizando coordenadas polares

dr® + g(r,0)*do*
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onde g(r,0) > 0 é suave e satisfaz para todos 6 as seguintes igualdades:

9(0, 6) = 07 gT(07 0) =
Grr

E bem sabido que a curvatura Gaussiana em (r, §) pode ser expressa por Ky = —=—. Desse

modo, g,.(r,0) > 0 e assim r +— ¢(r,0) é uma funcdo convexa. Logo, para todos r > 0 e 6

obtemos

g(T, 6) — 9(070)
r—0

2m
Uma vez que L(r) = / g(r,0)do segue que
0

>09-.(0,0) =1 = g(r,0) >r

L(r) > 2nr (2.25)

para todo r > 0 e ainda ao derivarmos duas vezes sob o sinal de integral segue que L(r) é

uma funcao convexa. Donde, para 0 < r < R vale

L(r)  L(r)— L(0) < L(R) —

)
T r—20 - R—-0 R

Juntando a expressao acima com (2.25) segue que

2 < L(r) < @

r — R
para todo 0 < r < R. O

2.5 Parabolicidade

Destacamos a seguinte observacao: Quando M é uma variedade fechada, podemos

considerar u € C*°(M) tal que u > 0 e Au < 0. Vamos definir a fungdo v = Inwu, assim,

U
Vv = — < 0. Disso segue

u Av = div(V ( ) _ —dlv (V) + <v (i) vu>

u
A
2u < >=—|VU|2 Vo2 <0

Em particular,

03/ Avg—/ IVol? < 0.
M M

Isso implica que u é uma funcao constante em M. No caso em que M é completa e
nao compacta, existem exemplos nos quais uma fun¢do com Laplaciano nao-positivo pode
ser constante ou nao, ou seja, o espaco das variedades completas pode ser classificado em

duas categorias distintas, conforme a seguinte definigao.

Definigao 2.5.1. Definimos uma funcao u € C?(M) como superharmonica se Au < 0. A
variedade M é dita parabdlica se toda funcao positiva e superharménica em M for constante.

Caso contrario, M é dita nao-parabdlica.
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O trabalho pioneiro de S. Cheng e S. Yau em [CY75] apresenta um resultado que
estabelece uma conexao entre o conceito de parabolicidade e a ordem de crescimento de

area. Mais precisamente, nosso interesse estd voltado para o seguinte resultado.

Proposicao 2.5.1 (S. Cheng e S. Yau, [CY75]). Se ¥ é uma variedade completa com cres-

cimento quadrdtico de drea, entdo Y € parabolica.

Demonstra¢io. Suponha que u € C®(X) é tal que u > 0 e Au < 0. Vamos considerar a
u

funcao v = Inwu, assim, Vv = — e disso segue
u

Av = div(Vv) = div (Vu) = ldiV(Vu) + <V <1) ,Vu>
u u
_Suy < W > - % —[Vol < —|Vof? (2.26)

u

Considere f € C5°(X). De (2.26) e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz junto com

a desigualdade média aritmética-geométrica, obtemos
[ 19l < = [ 2av= [ 20, V)
) > b
1
< [2Avoll v < 5 [ 290P +2 1972
b 2 Js b

ou seja,
/f2|wy §4/ IV fI2. (2.27)

) 2
Fixe p € . Denote por r = disty(+, p) a distancia intrinseca a partir de p e faga

1 se 2 < R,

1 2
f=132- 11111;) se R<r?<R?,
0 se r? > R2.

Observe que, quando R < r? < R? temos Vf = —2(rInR)"'Vr e Vf = 0 nos demais
casos. Além disso, dado que |Vr| = 1, concluimos |V f|?> = 4(rIn R)~2. Ao substituirmos a

defini¢ao da fungao f em (2.27), obtemos que

16
v 2<4/ V2 — / 2
/Bpw?z)’ RNy S (I R)? Jo, (rp, )
InR )
< _
- IHR & 1ZIHR~/BP(6 NBp(e
16 InR 1
< Yo S Area(B,(e") \ By(e" )
—
(In R)? k:%mReQ( 1
16 nf 1 8Ce?
< _ . 2k < .
~ (InR)? k_lleeQ(k—l) cet < InR
=35In

Fazendo R — oo, chegamos a conclusao de que v é constante, assim como u. Portanto,

podemos afirmar que X é parabdlica. O
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A proposi¢do que acabamos de demonstrar nos fornece uma compreensao para o
fato curioso de que, para espagos Fuclidianos, apenas a dimensao 2 nao possui fungoes

superharmonicas positivas e nao constantes.
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3 Variacoes de area e estabilidade

Neste capitulo, derivaremos a primeira e segunda variagoes do funcional drea asso-
ciado a uma subvariedade. Isso serd fundamental em nossa discussao posterior e também
serd utilizado em mnossos estudos das questoes de estabilidade de subvariedades minimas.

Tomamos [L.i12] como a referéncia principal para todo o estudo desse capitulo.

3.1 Primeira variacao de area

Sejam " uma subvariedade de M™ com n < m. Consideremos a familia a 1—parametro

de deformagoes de ¥ dada por ¥; = ¢(N,t) para t € (—&,e) com X5 = Y. Denotando

{x1,...,x,,t} um sistema coordenado de ¥ x (—¢,¢) definido numa vizinhanga do ponto
(p,0). Ponha e; = dp(0/0x;) para i = 1,...,n e T = dp(0/0t). A métrica induzida de
M em ¥, é dado por g;; = (e;, e;). Nés iremos assumir que {z1,...,z,} forma um sistema

coordenado normal em p € X. Desse modo, temos que g¢;;(p,0) = d;; e V,e;(p,0) = 0.

Podemos ainda associar a métrica induzida ao elemento de area dA; de N;. Dai para
t suficientemente pequeno podemos escrever dA; = J(z,y)dAy. Veja que com respeito ao

sistema de coordenadas normal considerado a fungao J(x,t) é dada por
J(x,t) = ——,

onde g(z,t) = det(g;;(x,1)).

Para derivarmos a férmula da primeira variacdo de area para X, nosso foco esta
em calcular a primeira derivada de J(x,t) com relagao a ¢t. Como estamos assumindo que

gij(p, 0) = 6;; entao segue

d 1
J(p,0)=—| J(pt)==4(p0).
(p,0) i, (p:t) = 59'(p,0)
Levando em consideragao um pequeno resultado sobre determinantes que pode ser

visto em [Lim81]:

Lema 3.1.1. Seja f : (—e,€) — R™ um caminho diferencidvel com f(0) = I. Definindo a
fungdo g : (—¢,e) — R por g(t) = det f(t) temos que g é diferencidvel e g'(0) = tr(f'(0)).

Usando o Lema 3.1.1 junto com o fato de {z1,...,x,,t} ser um sistema de coorde-

nadas para ¥ x (—¢,¢) imediatamente obtemos

n n n

g (P.0) = g, => Tleie;) =2 (Vrei,e5) =2 (Ve T,e;).
i—1 i=1 i=1

i= ] i=1
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Escrevendo T' = T +T™, onde T* e T" sdo, respectivamente, as componentes tangenciais e

normais de 7', nos vem que
<veiT> €i>
1 4

= div(T") + Z e; (T", e;) — Z (T, Ve
i=1

=1

(Ve e0) + > (Ve T, €)

1 i=1

n n n

2

=

= div(T") + (1", H),
onde H é o vetor curvatura média de . Entdo acabamos de estabelecer a seguinte igualdade

d

. : t n Iy
) dA, = (div(T") + (1", H)) dA()’(p’O). (3.1)
p,0)
Se T" é um campo com suporte compacto, entao segue do Teorema da Divergéncia que
7, Area(s,) = /E (T, H). (3.2)

A equagdo (3.2) é conhecida como formula da primeira variagio de drea e dela decorre
facilmente que a curvatura média de ¥ é identicamente nula se, e somente se, > é um ponto
critico para o funcional area. Dito isto, definiremos o nosso principal objeto de estudo neste
trabalho.

A férmula da primeira variacdo nos da uma interessante curiosidade quando o am-
biente se torna o espaco Euclideano R™. Mostraremos dois desses fatos, outros podem ser

consultados em [CM11]. Primeiramente vejamos o seguinte lema.

Lema 3.1.2. Considere ¥* C M™! como uma hipersuperficie e f : M — R uma funcdo

suave. Se restringirmos f a X, denotando essa restricio como f = f|_, entdo a sequinte

27
relagdo € valida:

AM?:AEf—<vf,ﬁ>+(Hesst)(l/,y), (3.3)

onde H ¢ o vetor curvatura média, e Ay e Ay, representam respectivamente os operadores

Laplacianos de M e .

Demonstracio. Nesta demonstracdo denotaremos por V a conexao de M enquanto que V

representa a conexao de X. Considere um referencial ortonormal adaptado {ey, ..., e,, v} de

M. Uma vez que Vf = Zn: <vf, ei> e; + <vf, V> v, entao segue
i=1

n

A f = divi (V) = Y (ealeil£) = (V£ Vee)) + (vw()) = (VFV0)) . (34)

=1
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Observe ainda que para ¢ fixado temos

ei(ei(f)) — <Vf,veiei> =ei(ei(f)) — <Velez +1(e;, €;)v, zn:e] fe; +v f)y>

— e f) <vz b ) = Mot )
= ei(ei(f) = (Veer, V) = (V Uei e0)v)

Decorre da definicao do hessiano de uma fungao as seguintes igualdades

(Hessas f)(v,v) = <V,,Vf, 1/> = 1/<Vf, 1/> — <vf,v,,y> =v(v(f)) — <V,,1/, Vf>.

Aplicando as duas expressoes acima em (3.4) obtemos

AMf_:il(el(elUc)) - <Ve¢€iavf i< elael V>+(HeSSM f)(]/,y)

=1
= Ay f — <Vf, ﬁ> + (Hessys f)(v,v).
O que conclui a demonstragao. O]

Proposicao 3.1.1. ¥ C R*"! ¢ minima se, e somente se, as funcoes coordenadas de R™

sdo fungoes harmonicas em 3.

Demonstragio. De fato, para ver isto vamos denotar por {zi,...,x,.1} as fungdes coor-
denadas do M = R"". Além disso denotaremos por V a conexdao de M enquanto que V
representa a conexao de X. Assim Vz; = ¢; é o i—ésimo campo coordenado de M, em

particular Vz; # 0. Temos ainda que A,x; = 0 e para quaisquer campos X e Y vale
(Hesspr z;)(X,Y) = <7XV:EZ-,Y> = <vxe,~,Y> = 0.
Relembrando (3.3), a saber,
Az = Asa; — <Vx,-, FI> + (Hessps ;) (v, v)
a afirmacao segue imediatamente. O

Proposicao 3.1.2. Seja ¥ uma hipersuperficie minima 2-lados de R™, onde v denota o

campo normal unitdrio. Fizado um vetor a € R", vale
A{a,v) + [I)? (a,v) = 0. (3.5)

Demonstracao. Pela Proposicao 2.1.5 ao tomarmos um referencial geodésico {ey, ..., e,} em

torno de p € M podemos calcular o Laplaciano da funcao (a,v) do seguinte modo

n

Ala,v) = éei(ei (a,v)) =" <a, veﬁei@ : (3.6)

=1
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n

onde V denota a conexdo em R™™. Entdo nos resta mostrar que » | <a, Veiveiy> = —[I? {(a,v).
i=1

Para tal, note primeiramente que ao derivarmos |v|> = 1 encontramos <Vel.y, V> =0e

Weﬁeiu, 1/> = — <?eiu, vei@, assim,

S (VT = =3 (Vw V) = = 3 (Teme)y e, (TVuvier) )

i=1 7

= (Tame) = (37)

Além disso, ao derivarmos duas vezes a expressao (v, ex) = 0 temos

<veiveiya 6k> + <veiya veiek> = - <veiya veiek> - <V7 veiveiek’> . (38)
De <§ei v, V> = 0 podemos afirmar que Vv nio possui componente normal e de (V,e;(p))" =
Veej(p) =0 vemos que V., e; ndo possui componente tangencial, logo, segue de (3.8)
<veiveiya €k> (p) = - <Va veivei€k> (p)
= — <1/, @V%@ = <V, ﬁek?ei€i> (p), (3.9)

onde foi usado na ultima igualdade que R"*! ¢ flat. Relembre que ¥ sendo minima temos

> <1/, Ee» = H = 0 e ao derivarmos segue

zn:<y7 vekvei€i> = _Z<vek’/7 veiei> (3.10)

=2 (Ve Verei) (p) = 0, (3.11)

para todo k = 1,...,n. Por fim, retornaremos a equagao (3.6) para concluir que
A{a,v) (p) = <a, veiveiz/> (p) =>_ <<a, vyv+ > (a,ex) e, Veivez.l/> (p)
i=1 i=1 k=1

= (0.) 3 (1 V. Vo) () = ~ 11 (a.0) ().

Como p é arbitrario, a equagao (3.5) segue. ]

3.2 Segunda variacdo de area

Observamos que uma subvariedade ¥ de uma variedade Riemanniana M ¢é minima

quando é um ponto critico do funcional area. Contudo, ser ponto critico desse funcional
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nao implica que ¥ minimize o volume em M. Uma maneira de atacar este problema é
investigando o comportamento da segunda derivada do funcional volume, como faremos a

seguir.

Iremos agora voltar nossa atencao para a segunda variacao de area. Seja ¢ : X X
(—e,e) X (—&,6) — M uma familia a 2—parametros de variagoes de . Continuaremos
escrevendo dyp(0/0x;) = e; para i = 1,...,n, e denotaremos os campos variacionais por

dp(0/0t) =T e dp(0/0s) =

Veja que nossa abordagem prévia nos mostra que num sistema de coordenadas po-
demos escrever 57 .
E(m,t,s) =Y g7 (VT e;) J(x,t,s), (3.12)

ij=1
onde (¢g) denota a matriz inversa de (g;;). Derivando a equagdo (3.12) com respeito a s e

aplicando no ponto (p,0,0) nos vem que

ggt Z [(Sg) (Ve Tye) T+ g7 (S (Ve Toe;)) J + g7 (Ve T, ej) S(J)]
= 3 (S (VL) + XS (VL) + L VT ) 3 (Vo). (313
ij= i= i =
Ao derivar a identidade g: g*gr; = d;; encontramos 1;:(5 9y = — gi:l(S gr;) € assim
encontramos
Sg” = é_:l(sg k19" é_: 9" (Sgr)g"” = —Sgi; = =S (e, ¢;)
= — (Ve e;) — (e, Vge;) = —(V, S, e5) — <VejS, ei> : (3.14)

e ainda temos

n

> S(VeT, €)=

=1

\E

(VsVe. T, e;) + (VT Vge;)]

s
Il
—

Il

@
Il
MR

[(R(S, &) T ei) + (Ve, VT, ei) + (Ve, T, Ve, S)] . (3.15)

Aplicando as equagoes (3.14) e (3.15) em (3.13) nds concluimos

9*J o -
D50t = — Z <v€is7 €j> <V61T7 ej> - Z <vejS7 6i> <veiT’ €j>
i,j=1 6j=1
+ Z <R(S, ei)T, €i> + Z <veivST> 6@') + Z <v3iT7 veiS> (316)
=1 i=1 i=1

+ > (Ve Te) Y (Ve S, e)
1

=1 j=
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Para simplificar a equagao (3.16), consideraremos agora que ambos os campos varia-

cionais sao idénticos e ortogonais a X, resultando no seguinte:

2 n n n
?91;2] - Z vezT e]> - Z <v6jT7 €i> <V61T e]) + Z <R(T, ei)T7 €i>
t=0 1,j=1 1,j=1 i=1

3

+Z (V, VT, e;) +Z|V€ZT|2 (Z (V.. T,ej)
i=1 i=1

- _ Z (V.T, ej>2 — Z <VejT, ei> (Ve,T,e;) z”: R(e;, T)T,e;)

ij=1 ij=1 i=

+div(VeT) + (VoT)" ) + SOV TP + (1, H7)". (3.17)

=1

—_

Em contrapartida, ao contemplarmos o conjunto de vetores ortogonais {e, 1,..., €y} que
sao perpendiculares a ¥ em M obtemos, em virtude disso,

0%

o ,_,

= Y A{TL,) — Y (Rlen, DT, ) + div(VT)!
ij=1

=1

+ (Vo) >+Z S (VT e + (T, 87)".

i=1 k=n+1

(3.18)

Assim, a formula sequnda variacao de drea, relacionada a variagoes normais com suporte

compacto, € expressa por

Area(Zt / { Z <T ]Iw> zn: R(e;, T)T,e;) + <(VTT)n,ﬁ> }

2

di?|,_

= =t (3.19)
S\ 2
+ [ <Z S (VT +(T.1) )
=1 k=n+1

onde f[ij denota a segunda forma fundamental com valores no fibrado normal de X.

Podemos simplificar ainda mais a féormula (3.19) ao considerar que 3 é uma subvarie-
dade minima orientada de codimensao 1 e que M ¢é orientada, pois qualquer variagao normal
¢ da forma T' = yv, onde 1 é uma funcao suave de suporte compacto em ¥ e v é o campo

unitario normal definido sobre ¥. Entao a sequnda variacao de drea pode ser reescrita como

n

Area(Et) = /2 { — Z <T, ]T,]> Ricpy (T, T) —f—z V.. T, v) }
=1

3,j=1

d2

dt?|,_,

:/Z{_¢2\H|2_¢2R10M(y,u)+\VW}, (3.20)

onde I é a segunda forma fundamental de ¥ e Ricy/(v,v) é a curvatura de Ricci de M

avaliada sobre o vetor v que é normal a .
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3.3 Estabilidade de hipersuperficies minimas

Definicao 3.3.1. Uma subvariedade minima ¢é considerada estdvel se, para variagoes com

suporte compacto, a seguinte condigao é satisfeita:

d2

Area(%,) > 0.
dt?|,_,

Por esse motivo, no contexto de hipersuperficies orientaveis, a estabilidade é equiva-

lente & validacao da seguinte desigualdade:

/E (RiCM(V, v) + |]I|2) < /2 IV ]2, (3.21)

para qualquer f € C3°(X). A desigualdade (3.21) é conhecida por desigualdade de estabili-
dade.

Observamos ainda que o conceito de estabilidade esta intimamente relacionado ao

operador de estabilidade (também conhecido como operador de Jacobi), expresso como
L = A+ Ricy(v,v) + |TJ% (3.22)

A justificativa para essa conexao reside na seguinte observacgao

d2

e Area(%,) = / |V|? — (RiCM<I/, v) + |]I\2)

t=0

- _/ Avp + Ricy (v, v) + T2 w / YLap.

H& um critério interessante para estabilidade que relaciona este conceito com a exis-
téncia de uma funcao positiva que anule o operador estabilidade. De forma mais precisa, o

seguinte resultado é valido.

Proposicao 3.3.1. Considere ¥ uma hipersuperficie minima 2-lados, L seu operador de
estabilidade e um conjunto €2 C X aberto. Se existir uma funcao u > 0 sobre  de modo que

Lu =0, entdo € € estdvel.

Demonstragio. Considere u > 0 tal que Lu = 0. Assim, Au = —(RiCM(V, v) + |]I|2>u e fica

bem definida a fun¢do w = Inu. Desse modo, Vw = v e usando Proposicao 2.1.4 segue
u

1 1
Aw = div(Vw) = div (v“) — Ldiv(Vu) + <v () ,Vu>
u u u
A
i‘ —~ [Vul? = — (Ricar(v,v) + |I2) — [Vul®.
Seja f uma funcao de suporte compacto sobre 2. Usando a identidade acima, temos:

/f |]I|2+R10M 1/1/ /f |Vw|? = /Qf2Aw:/92f<Vf,Vw>

< [2AfIVAIvel < [ £Vl + [ 92,
(3.23)
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onde nos dois ultimos passos utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade
das médias aritmética-geométrica. Finalmente, observe que (3.23) é equivalente a desigual-
dade de estabilidade e, dado que essa condigao é valida para qualquer funcao f, conclui-se

que €2 é estavel. n

Coroléario 3.3.1. Grificos minimos de R"* sdo estdveis.

Demonstracio. Basta considerar o caso em que x, .1 = f(x1,...,x,). Desse modo temos que

um vetor normal e unitario ao grafico de f é dado por

A <3f..._afl).

1+ V]2 Cox, ) 0wy,

Escolhendo o vetor v = (0,...,0,1) € R"™! segue que

1
(No)= ——" >0

V1+ VP
Desse modo, fun¢ao u = (IV,v) é estritamente positiva e além disso pela Proposigao 3.1.2

temos que Au + |I|?u = 0, assim o resultado segue da Proposigao 3.3.1. O

Teorema 3.1 (Teorema de Bernstein). Grdficos minimos inteiros em R3 sdo planares.

E bem sabido que o Teorema de Bernstein ainda é vdlido em R se, e somente se,
2 < n < 7. Dessa forma, o Corolario 3.3.1 serve como estimulo para investigar se o Teorema
de Bernstein pode ser generalizado de modo a incluir superficies estaveis. Em outras palavras,
isso equivale a buscar uma caracterizagao das superficies minimas completas e estaveis em

R3, ou até mesmo em R+

O resultado afirmativo para esta questao foi obtida em 1979 por M. do Carmo e
C. Peng através da publicagao do artigo [dCP79]. No ano seguinte, D. Fischer-Colbrie e R.
Schoen apresentaram uma nova demonstragao do mesmo resultado em [FCS80]. Em 1981,
A. Pogorelov repetiu esse feito no artigo [Pog81]. Nas discussoes a seguir, apresentaremos

uma prova para este teorema.

Teorema 3.2 (M. do Carmo e C. Peng, [dCP79]). A dnica superficie minima orientada,

completa e estdvel em R3 € o plano.

Ao assumirmos que alguma curvatura do ambiente é limitada inferiormente, podemos
empregar a desigualdade de estabilidade para obter informacoes geométricas relevantes sobre
a variedade em andlise. Exemplos simples de resultados que surgem dessa perspectiva sao os

seguintes:

Teorema 3.3 (J. Simons, [Sim68]). Se M™*! possui Ricys > 0, entdo ndo existem hipersu-
perficies minimas estdveis fechadas de 2-lados. Se Ricy; > 0, entdo qualquer hipersuperficie

minima estavel e 2-lados € totalmente geodésica e satisfaz Ricy(v,v) = 0.
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Demonstracao. Tomando f = 1 da desigualdade de estabilidade encontraremos

/2 (|]I|2 + Ricy (v, y)) < /Z IVf]2 = 0.

No caso em que temos Ricy/(v, ) > 0 o integrando do lado esquerdo é ndo-negativo, entao
este deve ser nulo. Portanto, podemos concluir que 3 é totalmente geodésica e Ricy (v, v) = 0.

Entretanto, surge uma situagao impossivel ao considerarmos Ricy, (v, ) > 0. O

Teorema 3.4 (Schoen—Yau, [SY79]). Seja ¥ uma superficie minima estavel fechada e 2-
lados imersa numa 3-variedade que possui curvatura escalar positiva. Entdo, ¥ é homeomorfo

a uma esfera.

Demonstracio. Apdés uma manipulagao da expressao encontrada no Corolario 2.3.2
1 . 1
Ky = 5 Scaly — (Rch(V, v)+ §|]I| > :
e aplicar f = 1 na desigualdade de estabilidade nds obtemos

0> /2 (]]I|2 + Ricy (v, V)) = ;/2 (ScalM +]]I|2 _ QKE)

Dai, segue do Teorema de Gauss-Bonnet que

;/E(ScalM +I?) < /EKE = 2mx (). (3.24)

Como estamos assumindo que Scaly; > 0 isto implica que x(X) > 0. Nesse caso, temos que

Y é homeomorfa a uma esfera S2. O]

Corolério 3.3.2. Seja ¥* C M? uma superficie minima estdvel fechada, 2-lados e de gé-
nero g # 0 em uma 3-variedade com curvatura escalar nao-negativa. Entdo Y € totalmente

geodésica em M, possui género g =1 e Scaly; se anula em .

Demonstra¢io. Ao utilizar a condigdo Scaly; > 0 na equagao (3.24), podemos inferir que
X(2) > 0. Dessa forma, como x(X) = 2(1 — g) e sabemos que g # 0, concluimos que g = 1.
Isso implica que x(X) = 0, e ao empregar novamente a equagao (3.24), deduzimos que tanto
a curvatura escalar Scaly, quanto a norma da segunda forma fundamental |I| se anulam em

3. Em particular, concluimos que Y é totalmente geodésica. O

A seguir, investigaremos como a estabilidade de superficies minimas pode ser um
recurso valioso na obtencao de estimativas para a area de bolas geodésicas. Apresentaremos
a seguir uma adaptagao de um resultado original de T. Colding e W. Minicozzi, este pode
ser consultado em [CMI102, Theorem 2.1].

Teorema 3.5 (Colding—Minicozzi, [CM102]). Fize s > 0 e considere uma variedade ¥ e uma

bola geodésica B,(s), centrada em p e de raio s, que nao intersecta o bordo de X. Suponha

que o operador J = A+V — cKy, onde ¢ > 1/2, € tal que —J ¢ nao-negativo. Entdo,

1 1 r\? 27c

—A (1 — ) V< 3.25
3A(s) + 2¢ — 1 JB,(s) - (3:25)

S S 2¢c—1’
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onde A(s) denota a drea da bola geodésica By(s) e r = dists(-,p) € a distincia intrinseca a

partir de p.

Demonstragio. Denote K(r) = ( Ky e L(r) = / )ds. Relembre a desigualdade de
By(r) OBp(r

Shiohama-Tanaka
L'(r) < 2mx(B,(r)) — K(r) <27 — K(r). (3.26)

Considere f uma fungao suave com suporte compacto, onde f(s) = 0 para o mesmo s > 0

do enunciado. Integrando por partes nos vem que
0s—[ fIN= [ (IVIE-VE+efK)
Byp(s) Bp(s)
e dai

By(s) vits /B () (IVS*+cf*K) (3.27)

p(S

Note que pela férmula da co-area temos

[ VP = [ UerLed (328)

/ PE = [ POR @) == [P K@ (3.29)

Vale ressaltar que integragao por partes foi aplicada na tultima integral acima, levando em

consideragao o fato de que a funcdo f se anula em s. Aplicando (3.26), (3.28) e (3.29) em
(3.27) segue

LIV = / r)dr + c/os(fZ(r))’K(r)dt
< / (r))°L(r) r—c/ﬂs(f2(7“))’(27r—L'(r))dr
/ PYdr + 2mef2(0) + /0 (PR L (r)dr, (3.30)

P

2
Escolha a funcao f(r) = 1—7, donde temos f(0) =1, (f'(r))* =1/s*e (f*(r)) = = <T - 1).
r s \s
Donde (3.30) resulta que

Lo 7Y </ P)dr -+ 2mef2(0) + ¢ [ (f)Y L )dr
- L(r)dr 4+ 2mc+ — / <—1)L()d7«

- 81214(5) + 2mc + 3/0 <s - 1> L'(r)dr. (3.31)

Ora, a tultima integral da expressao acima por ser calculada como se segue

2¢ 08 (7“ _ 1> Lrydr = 2 [( _ 1> L(r)r L2 L), —ijA(s).

S S S S 0 S JOo S

Disso concluimos que (3.31) é equivalente a seguinte desigualdade

2 1-2
/ <1 — T) V< CA(S) + 2me.
By(s) s s

Manipulando a expressao acima obtemos a equacao desejada. O
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Observe que no resultado anterior, ndo impusemos nenhuma condigdo sobre as curva-
turas da variedade ambiente. Ao introduzirmos essa restricao, passamos a obter implicagoes
notaveis para nossos estudos.

Mais precisamente, estamos interessados na ordem de uma variedade Y. Esta quan-

¢é finito. Em

tidade é definida como o menor nimero © = ©(X) tal que o limite lirg inf —5
r—oo

particular, quando © = 2 dizemos que ¥ possui crescimento de area quadratico.

Corolario 3.3.3. Seja X uma superficie minima estdvel orientada em uma 3-variedade M

com curvatura escalar nao negativa, entao X possui crescimento de drea quadrdtico.

Demonstrac¢io. Suponha que Scaly; > 0etomec=1eV = (ScalM +|]I]2) > 0, assim,

N —

consideremos o operador
1
J=A+V-cKe=A+2 (Scaly +1%) — K. (3.32)
Por outro lado, a equagdo de Gauss em (2.23) nos mostra que
K+ S = 2 (Scaly +1P) (Ric(w ) + 1\11\?)
% 9 2 M ) 2 .
Apds uma manipulagao algébrica simples, vemos que
1 2 . 2
5 (ScalM +/1 ) — Ky, = Ric(v,v) + |1

Portanto, deduzimos a partir de (3.32) que o operador J coincide com o operador de estabi-
lidade de ¥, o qual, como ja sabemos, é nao-negativo. Conforme estabelecido pelo Teorema

3.5, para s > 0 e ¢ > 1/2, temos que

2
A(s)SA(s)+ 1 (1_r) V< 27 ‘
52 52 2¢c — 1 JB,y(s) s 2c—1
Donde concluimos que
A(s) < Cs?,
onde C' = . Portanto, ¥ possui crescimento de area quadratico. O

C —

Conforme mencionado no inicio desta secao, apresentaremos agora uma prova do

célebre Teorema Do Carmo-Peng, Teorema 3.2, expressando-o no seguinte resultado.

Corolario 3.3.4. Seja X uma superficie minima estavel, 2-lados e completa em uma 3-
variedade M com curvatura escalar nula. Entdao Y possui crescimento quadrdtico de drea e

/ > < 0co. Caso M = R3, concluimos que ¥ é um plano.
2

Demonstracio. A primeira afirmagido segue do Corolario 3.3.3. Fixe s > 0 e escolha r de

) . r 1
modo que 0 < r < s. Nesse caso, temos a seguinte relacao: 1 — % > —. Observe agora que
s

1 2 2
cLomps [ (=D Es [ (1= )
4 JB,(s) Byp(s) 2s B,(2s) 2s
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De acordo com o Teorema 3.5, concluimos que a ultima integral é finita para todo s > 0.
Portanto, utilizando que ¥ é completa, podemos afirmar que / II|* < oo. J& para o que resta,
b

consideremos M como o espaco Euclideano R3. Usando a minimalidade de Y obtemos que

1
Ky = —§|]I|2 e disso segue que a superficie possui curvatura total finita, isto é, — / Ky < o0.
b
Ao integrarmos L'(r) < 27 — Ky seguimos com
Byp(r)
L(s) < / L'(r)dr = / (2 — K(r))dr < Cr,
0 0
onde K(r) = ( )KE. Defina a fungao teste
Bp(r
1 ser <1,
1
fry={1-21 se1<r<s,.
Ins
0 ser > s.

Desse modo,

J,

Pela desigualdade de estabilidade em R? obtemos

J,

P

()|Vf|2§ ! /SL(r)dr<1/scrdr:C
s 1 1

. (Ins)? 72 =~ (Ins)2/r 2 In s

C
]IZ_—/ H22</ ]I22</ Vi?2< —
(1)‘ | B,,(1)‘ = B,,(s)| = Bp(s)’ = Ins

Fazendo s — oo concluimos que || = 0 em B,(1). Portanto, como p é arbitrario segue que

3} é um plano. O]
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4 Estimativas de area

Neste capitulo, buscamos extrair informagdes geométricas de uma hipersuperficie a
partir de restri¢oes sobre as curvaturas da variedade ambiente. Essa é a motivagao que conduz
a primeira parte do artigo [MSW23], cujos autores sao Ovidiu Munteanu, Chiung-Jue Anna
Sung e Jiaping Wang. Este artigo serviu como a principal referéncia para o desenvolvimento

do presente trabalho.

Seguindo as mesmas linhas do artigo citado, iniciaremos com as estimativas de area
para uma bola geodésica sobre uma hipersuperficie minima estavel. Naturalmente, para esta-
belecer nosso método, iniciaremos com o ambiente Euclidiano e pretendemos usar argumentos

analogos para estender a técnica apresentada para o caso de uma 3-variedade.

4.1 Foérmulas integrais

Durante este capitulo assumiremos que ¥ é uma superficie minima estavel de uma
3—variedade M. Fixe p € M. Denote por r(z) = disty(z,p) a distdncia intrinseca em 3 e
B,(R) = {x € ¥;r(x) < R} a bola geodésica de centro em p e raio R em 3. Além disso,

iremos denotar por L(r) = o ds e A(r) = / dA o comprimento do circulo geodésico
OBp(r By(r

0B,(r) e a area de B,(r), respectivamente.

Lema 4.1.1. Seja X uma superficie minima estdvel em uma 3—variedade M. Suponha que
B

P
uma fungdo Lipschitz, nao-crescente em [0, R] com ¢(R) = 0.

(R) nao intersecte o cut locus de p em ¥ ou o bordo de ¥. Assuma ainda que ¢ = o(r) €

(a) Se a curvatura escalar de M satisfaz Scaly > —6a para algum o > 0, entdo

() + 3a/ @ (4.1)

By(R)

R
—2 [ ()¢ () L' (r)dr < 2m%(0) +

Bp(R)

(b) Se a curvatura seccional de M satisfaz Secyy > —a para algum o > 0, entdo

(PP +da [ R (4.2)

R
_4AwW¢WUWW§“ﬁ@+ By(R)

Bp(R)

Demonstracao. Considere 0 < r < R. Relembre a desigualdade de Shiohama-Tanaka:

d d
2100 ([, 4) -
dr (r) dr ( OB, (r) 8) OB, (r) "9
— 2mx(B,(r)) — / L KmdA<or— [ KvdA, (4.3)
Bp(r

By(r)

onde Ky denota a curvatura Gaussiana de X.
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(a) Assuma que Scaly; > —6q, para algum o > 0. Segue de (2.23) que a curvatura gaussiana
de X satisfaz

1 1
KE = 5 SC&IM — (RiCM(V, V) + 2‘]1‘2) > —3a — (RiCM(Va y) + |]I’2) .

Dai, por (4.3) obtemos

L'(r) <2m+ By (r) (3a+RiCM(V7 v) + |H|2)

— 21 + 3aA(r) + / (Ricar(v,v) + |IP) . (4.4)
By(r)
Multiplicando (4.4) por —2¢(r)¢'(r) > 0 e integrando sobre o intervalo [0, R] segue

) / '(F)dr < 270%(0) — 6 /0 * () (M) A(r)dr

— 2/0R90(r)<,0'(r) (/B . Ricy (v, v) + ]]I|2> dr (4.5)

Perceba que ao aplicarmos integracdo por partes a qualquer fungao f(r) com a condigao

f(0) = 0, obtemos a seguinte igualdade

-2 /OR o(r)e'(r) f(r)dr = — { 2(r) f(r) +/ r)dr = /OR O*(r)f'(r)dr (4.6)

Multiplique (4.6) por 3« e considere f(r) = A(r), assim, pela férmula da co-area obtemos

—6a /OR o(r)' (r)A(r)dr = 3a /OR ©*(r)A'(r)dr
= 3« /OR ©*(r)L(r)dr = 304/3 o> (4.7)

p(R)

De modo similar, podemos aplicar (4.6) para a funcao f(r) = / o (RiCM(l/, V) + ]]I\2>
Bp(r

e novamente pelo uso da féormula da co-area seguimos com

—Q/ORgo(r)go’(r) (/Bp(r) Ricy (v, v) + |]I|2> dr = /OR ©*(r) </83p(r Ricy (v, v) + |]I|2> dr
—/ RICMVI/>+|]I|>

BP(R)W) , (18)

onde no tultimo passo de (4.8) foi utilizada a desigualdade de estabilidade. Concluimos

de (4.5), (4.7) e (4.8) que

—2/ "(r)dr < 2mp*(0) +3a/ ©? +/ (¢')?
By(R) By(R)

E assim fica demonstrado o primeiro item.
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(b) Assuma que Secy; > —a. Tome um referencial ortonormal {eq, es, v}, assim a curvatura

escalar é dada por

Scalys = Ricy(eq, e1) + Ricpr(ea, e2) + Ricy (v, v)

= 2(R131 + Riis + Ri%s) = 2R{35; + 2 Ricy (v, v)

e substituindo em (2.23) obtemos

1 1 L
Ky, = 3 Scalyr — (RicM(y, v) + 2|]1|2> = R{% — §|]I|27

logo,
—2Ky < 2a + T2 (4.9)

Usando a desigualdade de Shiohama-Tanaka em (4.3) nds encontramos
2/(r) <4r—2 [ Ky <dm+20A0)+ [ 0P
Byp(r) By(r)

Multiplicando por —2¢(r)¢’(r) > 0 e integrando sobre [0, R] obtemos
R

4 [ () r)r < g (0) o [ () (VA

- Q/OR o(r)¢'(r) (/Bp(r) |]I|2> dr. (4.10)

Ora, de Secy; > —a segue Ricy (v, v) = Secy (v, e1) + Secy (v, e2) > —2a e ainda a

igualdade em (4.7) nos mostra que

—2/0Rg0(7”)g01(7”) (/Bp(r) Ricp (v, y)) dr > 4o /()Rgp(r)go'(r)A(r)dr = —204/B o2,

p(R)

Note ainda que Ricy(v,v) > —2« implica Scaly; > —6¢, entao vale a expressao (4.8),

donde podemos concluir a seguinte desigualdade

_2/01%@(71)%0,(?) (/B . mﬁ) dr = Q/Och(r)SO/(r) (/B -

b p\T

- Q/ORnp(r)go’('r’) (/Bp(r) Ricy (v, v) + |]I|2> dr

By(R) Bp(R)< )

Combinando a expressao acima com (4.10) decorre

Ricy (v, V)) dr

R

4 [ ) (L (rdr < am(0) — da [ o) (DAY =2 [ olr)el ) ( Lo 11112) dr

= 47¢*(0) + 2a /Bp(R) o Q/OR (1) (r) (/Bp(r) |]I]2> dr

< 47*(0 —i—4a/ ©* + )2,
© By(R) Bp(R)< )

isto completa a demonstracao deste lema. O
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Corolario 4.1.1. Seja ¥ uma superficie minima estdavel em uma 3—variedade M. Suponha
que B,(R) nao intersecte o cut locus de p em ¥ ou o bordo de ¥. Assuma ainda que ¢ = ¢(r)

¢ uma fungdo Lipschitz, ndo-crescente em [0, R] com ¢(R) = 0.

(a) Se a curvatura escalar de M satisfaz Scaly, > —6a para algum o > 0, entdo

242 " <omp(0)+3a [ R 411
L @r ) eet <om0)tsa [ (411)

Bp(R)

(b) Se a curvatura seccional de M satisfaz Secyy > —a para algum o > 0, entao

3 (¢’)2+4/ 0 < 412 (0) +4a/ o2, (4.12)
Bp(R) Bp(R) B,(R)

Demonstracao. Por simplicidade manteremos as mesmas notacoes do Lema 4.1.1. Veja que

utilizando integragao por partes nés obtemos

—2 [C o) )L 0)r = =2[p (e DL, +2 [ (606" (0) + ()0 L)

_ 2
=2 By(R) (pe" + (7).

Entao no caso em que Scaly; > —6¢, onde a > 0, a desigualdade (4.1) implica que

2/ <,0<,D—I— ))SQW@ —1—/ +304/B(R)4,02,
D

ou ainda,

2 " 2 2
© +2/ pp <21 0+3a/ p°.
/Bp(R)( ) Byp(R) ©

Bp(R)

Por razoes andlogas, quando Secy; > —a, onde a > 0, a desigualdade (4.2) nos conduz a

4/ gogo "+ ( ))§47T90 +/ +4oz/B(R)g02,

o que é equivalente a seguinte desigualdade:

3 ¢’ 2+4/ 0" < 4mp*(0 —i—4a/ ©°.
Bp(R)( ) By(R) © By(R)

Assim, a demonstracao do corolario esta concluida. O]

4.2 Estimativa de area em R?

Ao considerarmos o cenério em que o ambiente M é o espaco Euclidiano R?, podemos
empregar o Lema 4.1.1 e o Corolario 4.1.1 para derivar a primeira estimativa de érea para

superficies minimas estaveis.
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Teorema 4.1. Seja ¥ uma superficie minima estdvel em R3. Entdo existe uma constante
universal Ry > 0 tal que para uma bola geodésica B,(R) que ndo se intersecta com o bordo

de X ou o cut locus de p, valem

10
L(r) <2 1+ —
(r) < 2ar ( * In R)

10
<o (14 45)
A(r) < mr 1+lnR

para todo v < VR e R > Ry. Em particular, se ¥ é completa, entio A(r) < 7r? para todo
r > 0.

Demonstracio. Como ¥ C R? é uma superficie minima e as curvaturas de R3 sao nulas,

entao podemos tomar o = 0 em (4.12), isto ¢, vale
3 (@R e <are(0) (4.13)
By(R) Bp(R)
para toda fungio de classe C? nao-crescente em [0, R] com ¢(R) = 0. Dai, para a fungdo
o(r)=In(R+1) —In(r+ 1),

nos vem que a desigualdade em (4.13) se torna

4/ In(R+1) —In(r+1)
By(R)

1
3/ < Ar (R + 1).
By (r+ 12 S Amh i

(r+1)2
Donde decorre (R 4 1) — In( D
n(fA+1)—In(r+ 2
<7mln“(R+1). 4.14
/ij(R) (r+1)2 s TR +1) (4.14)
Relembre que a Proposicao 2.4.1 nos mostra que
L(r) _ L(R)
21 < < — 4.15
=T, =R (4.15)
para todo 0 < r < R. Vamos assumir por contradicao que vale
L(r) 10
2r [ 1+ ————— 4.1
. 7T< +1n(R+1)> (4.16)
para todo r € [V/R, R]. De (4.14) n6s obtemos
Eln(R+1) —1In(r+1)
In? 1) > / I
mln*(R+1) > ; 1) (r)dr
R] 1) —1 1 R] 1) —1 1
= 27r/ n(f+1) = In(r+ )rdr +/ n(f+ 1)~ In(r+ )(L(r) — 27r)dr
0 (r+1)2 0 (r+1)2
(4.17)
. , . 207r o
Veja que (4.16) é equivalente a L(r) — 27r > mERLD) Substituindo em (4.17) temos como
consequeéncia
Eln(R+1) —1In(r+1) 207 EIn(R+1)—1In(r+1)
n*(R+1) 2 27 [ d / .
iR 2 2w ) (r+1)2 " MR Jur (r+1)2 e

(4.18)
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No entanto, integrando a primeira integral do lado direito de (4.18)

Eln(R+1)—In(r+1) R R In( 7“—1—1
27/0 T frdr—27rln(R+1)/O (r+1 ~ o /
L
:27r1n(R+1)/0 CESIE

+2 /R ! <1(+1)+ 4 )d
n
7T0 7“+1 T +1 T

T
2T
= 2rln(R+1 In*(R+1) + 27 —
Ttln(R+1)+7ln"(R+1)+ 27 Rl
> 27 In(R+ 1) + 7In*(R + 1)
e substituindo em (4.18) segue
20 R In(R+1)—In(r+1)
ol / dr. 4.1
TR 2 Ry o (r 1) e (4.19)
Usando novamente integragao por parte computamos
R In(R+1)—1In(r+1) VR+1 1
dr =1 In(VR+1
/\/ﬁ (r+1)2 rdr=In{ T ) (VRS )1+\/}_%
1 1 1
“In*(R+1)— -In*(VR+1 — —
+2n(+) 2n( +1)+ Tl Rl

1
> §1112(}?,+ 1),

para todo R > Ry ~ 116, 824. Ressalta-se que a desigualdade acima foi verificada por meio
de métodos computacionais. Voltando em (4.19) encontramos
20m

1 10
ol 1)>—— . ~1In? 1) = — .27l 1
mIn(R + )>ln(R—|—1) 9n(R+) 9 mIn(R+1)

o que é uma contradicio. Portanto deve existir ry € [V/R, R] tal que

LYO) <o (1 n hl(é(:_l)> .

Daf para r < v/R segue de (4.15)

Lir) < LE@ < o <1 n hl(f%OJrl)> .

Portanto fica demonstrado a estimativa de comprimento e apds integragao segue prontamente

a estimativa de area.

No caso em que ¥ é completo, as estimativas obtidas sao verdadeiras para todos os
valores de R no recobrimento universal de 3. Dito isto, seguem L(r) < 27r e A(r) < 7r?

para todo r > 0. O

E importante salientar que ao selecionarmos a funcao linear ©(r) = R—r na equagao
(4.13), obtemos imediatamente a seguinte estimativa, também encontrada por A. Pogorelov
em [Pog81]:
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Esta era a melhor estimativa conhecida até a publicacao do artigo [MSW23]. Alternativa-
mente, é possivel derivar essa mesma estimativa utilizando o método apresentado em [CM04,
Corollary 1.7]. Veja que se B,(r) ¢ disjunta do cut locus de p, entdo integrando duas vezes

a expressao L'(t) — 27 < — K obtemos
P

A(R) — 7R? = / / <B,, Kg> dsdt. (4.20)

t

Definindo as fungoes f(t) = / (/ | |]I|2> ds e g(t) = (R — t)?, é imediato verificar que
0 By(s

f(0) = f'(0) =0 e que g(R) = ¢’(R) = 0. Assim, ap6s utilizarmos integracdo por partes,

segue

= OO0+ [ 0 war= [ fog' 0 @)

Entao, (4.21) e a férmula da co-drea implicam em

/pr(r)(R_T)2|]I|2 _ /OR<R_t)2 (/wp |]I|2> g

= [" oo = [ g

_ Q/OR/; (/Bp(s) \]IP) dsdt. (4.22)

1
Como ¥ é uma superficie minima vale Ky, = —§|]I|2, entdo de (4.20) e (4.22) obtemos

4 (A(R) —R?) = 2/0R/0t (/Bp(s) \]1|2> dsdt = /B (=P

[ VB =) = A(R)

onde a desigualdade de estabilidade foi utilizada no tltimo passo. Reorganizando os termos,

obtemos a desigualdade desejada.

4.3 Estimativa de area em 3-variedades

Agora vamos considerar um ambiente um pouco mais geral. Neste caso obtemos o

seguinte teorema.

Teorema 4.2. Seja B,(R) uma bola geodésica numa superficie minima estdvel ¥ em uma

3-variedade M. Assuma que B,(R) nao intersecta o bordo de ¥ ou o cut locus de p em 3.

(a) Se a curvatura escalar M satisfaz Scaly, > —6, entdo
A(R) < Cye*®

para alguma constante absoluta Cy > 0.
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(b) Se a curvatura sectional de M satisfaz Secyy > —1, entao
=R
A(R) S C’leﬁ
para alguma constante absoluta C7 > 0.

Demonstracio. O primeiro caso a ser considerado sera Secy; > —1. Assim, pelo Lema 4.1.1

temos para qualquer fun¢ao nao-crescente, Lipschitz ¢ = ¢(r) sobre [0,t] com ¢(t) = 0,

4 / ‘(ydr < 4r*(0) + [ ()44 o (4.23)
By(®) By(®

para algum R >t > 0. Por simplicidade, denotaremos a = %. Considere p(r) = e~ (@2 (r),
onde 1 = 1(r) é uma fungao ndo-crescente, Lipschitz tal que ¥ (t) = 0, para algum ¢t > 0.
Desse modo, imediatamente obtemos

2

2
((,0/)2 — azefarw2 _ aefarwwl + efar(wl)Q — (C;wQ - awwl 4 (lpl)2> e~ ar
_49090/ — 2ae—arw2 . 46—arwwl _ (2aw2 N 4ww/) e o

Portanto, o lado esquerdo de (4.23) pode ser expresso do seguinte modo

—4/ '(F)dr = 2a/ —ary2(1) L (r) dr—4/ e~ () (r) L (1) dr

Mas como,
Qa/ot e Y (r)L (r)dr = {2ae b2 (r)L(r) —|—/ Qa — dap(r)y (r )) e " L(r)dr
- / 4a¢¢) e (4.24)

Aplicando (4.23) nos vem que

[, (e i) e i [ Ll = =4 [ o) ()L e

Bp(t)

< 4mp*(0) + ; (t)(sa’)2+4 - @

2
— a0 + [ m(z !+ (@ )-M+4/ —org?,

Reordenando os termos acima obtemos

—ar / / 2 16 — 7a? —ar, ;2 —ar(,/\2
4O ) < ang0)+ = [ et [ e (@)

4 (4—a) /B &Y
=am(O0)+ [ e TWP H(—a) [ e

Por fim, usando que a = \% > 1, segue 4 — a < 3a, concluindo assim que

4 / ~T () (r) L (r)dr < 4m?(0) + e (¥')* + 3a / e Yy (4.25)

By(t) By(t)
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Paran € Rcom 0 <n < Ren<t, defina

1 ser <t—mn,
t —
W)= serelt-n) (4.26)
0 ser >t.
Entao de (4.25) obtemos
4 rt 1 3
—/ e~ (r)L' (r)dr < 4w + —2/ e — 22 pe . (4.27)
N Jt—n 1" 7 Bp(t)\Bp(t—n) 11/ Bp(t)\Bp(t=n)

Veja que integrando por partes a primeira integral na desigualdade (4.27) nos vem

4 t —ar —ar t 4 t —ar —ar
f/ e ()L (r)dr = [ u(r) L) _7/ (—ae~"y(r) + e~/ (r)) L(r)dr
n Jt—nm n n Jt—
4 da [t 4
= e L)+ [ )L+~ [ L)
n n Ji—n N Ji-n
4 4 4
= ——e "Lt —n) + ﬁ/ e+ — e .
n 1N JBp(t)\Bp(t—n) n= JBp(t)\Bp(t—mn)

Acompanhando a desigualdade em (4.27), concluimos que

3 —ar (@
e+ —

4
) Ye~ " < Ar 4 —e DLt — 1) (4.28)
1% ) By(O)\By(t—n) 1 JBy()\By(t-n) U

para todo 0 < n <t < R. Pondo t = 7, obtemos

3
—/ e Y <Admw
t2 JB, (1)

e isto implica em
4
e—atA(t) :/ e—at S e~ar S It2,
By (1) By (1) 3
ou ainda,

AT
A(t) < gt%at (4.29)
para todo t < R. A conclusao de nossa argumentacao baseia-se no uso da seguinte afirmacao:

Afirmacgao 4.3.1. Ezxiste uma constante A > 0 tal que para todo T e s satisfazendo 0 <
21 < s < R — 3T,

A
/ e~ < AT+ = ear. (4.30)
Bp(s)\Bp(s—T) T JBp(s—7)\Bp(s—27)

Prova da Afirmagdo. Veja que subtraindo 377 na desigualdade 0 < 27 < s < R — 37 obtemos

%Ss—% <R—%Teaodeﬁnirn:4TeT:s—3§nosvemquegSTt<R—9§".
Utilizando o Teorema do Valor Médio para a fungao f(t) = / ()e_‘”” = / e " L(r)dr
By(t 0

existe £ € (T' — 1, T + 1) satisfazendo

e = f(8) [(T 4 77) _ (T _ ”)} 6! (4.31)

/Bp<T+g>\Bp<T—g 8 8
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Denote por t =& +n € (T + %’7, T+ %"). Partindo da definigao da funcao ¢ em (4.26) segue

1 1
e " > e "> - e . (4.32)

/Bp(t)\Bp(tn) =2 Bp(t—3)\Bp(t—n) T 2 JBy(T+3)\Bu(T+1)

Multiplicando a desigualdade acima por % e usando (4.28) junto com (4.31) obtemos

Ta —ar (@
n Bp(T+3§n)\Bp(T+%) 1N JBp(t)\Bp(t—n)

e*(lT

4
< Am 4 —L(t —n)e
n

16 —ar
= 47'(' + - / e .
n° I By(T+\Bp(T—§
E assim existe A > 0 tal que
_ A _
/ e "< An+— e (4.33)
Bp(T+ )\ Bp(T+3) 1 Bp(T+3$)\Bp(T—3)
Por fim, substituindo n =47 e s =1+ 3{ em (4.33) verificamos a afirmagao feita. O]

Para s > 6A, pondo 7 = 2A e interando (4.30) m = {ﬁJ — 2 vezes

m—1
1 1
e~ ar < 2A2 — 7/ efm"7
/Bp(s)\Bp(s—QA) ,;) 2k 2m JB (6A)

como a série acima é convergente quando m — oo, segue de (4.29) para s € (6A, R — 6A) e

alguma constante Cs tal que

/ e~ < O, (4.34)
BP(S)\BP (s—24)

Fazendo uso do Teorema do Valor Médio concluimos que existe £ € (R — 14A, R — 16A)

/ e~ = 2Ne € L(E). (4.35)
Bp(R—14A)\ B,(R—16A)

Aplicando (4.34) com s = R — 14A segue de (4.35)
L(R —n)e B < Oy

para alguma constante C3, onde n = R — ¢ € (14A, 16A). Agora, repetindo o argumento, de

(4.28) segue

3 4
- e <4m+ —-L(R — n)e’“(R’") < (4.
n° JBp(R)\Bp(R—n) n

Ja que estamos considerando r < R, segue

3 3 3
— 7aR/ dA:j/ efaRgi/ efargclb
n Byp(R)\Bp(R—1) n" J Bp(R)\Bp(R—n) N JBp(R)\Bp(R—n)
e desse modo obtemos
dA < Ce“R,

/Bp(R)\Bp(Rn)
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para algum 7 € (14A, 16A). Em particular,

dA < CeR.

/Bp<R>\Bp(R—14A>

Substituindo R por R — 14kA para k=1,2,...,n = {%J — 1, encontramos

A(R) < A(14A) / JA
( ) +Z Bp(R—14kA)\Bp(R—14(k+1)A)

<O+ CZ ea(RfléLkA) < C + CeaR Z 6714kA < C@aR.

k=0 k=0
Isto finaliza a demonstragao do caso considerado.

Para o segundo caso, o argumento ¢é similar e portanto mostraremos os primeiros

passos. Considere que Scaly; > —6. Entao pelo Lema 4.1.1 temos

—2/ r)L (r)dr < 27p?(0 +/ () 243 0>
By(t

By (t)
Pondo
p(r) = e "Y(r),

onde ¢ é uma fungao nao-crescente, Lipschitz em [0, ¢] tal que ¥ (t) = 0, segue da desigualdade

acima que

_2/¢ VL ( )_2Tdr<27r—|—2/ il —2r+/ )2e 2,

Considerando ¢ conforme definido na equagao (4.26) e integrando por partes implica em

1 . 6

2
— e+ f/ Ye ™ < 2m 4 ZL(t — n)e 2
11" J Bp()\Bp(t—n) 1/ Byp(t)\ By (t—n) Ui

O restante do raciocinio prossegue pelo método anterior. n

Corolario 4.3.1. Considere ¥ como uma superficie minima completa e estdvel em uma
variedade tridimensional M. Nesse caso, existe uma constante absoluta C' > 0 tal que, para
todo R > 0,

A(R) < CePF,

onde = 2 se a curvatura escalar de M for tal que Scaly, > —6, e B = = se a curvatura

V7
seccional de M atender a Secpy;y > —1.
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5 Estimativas de espectro

5.1 O problema de Dirichlet

Nesta secao, visamos estudar os autovalores do operador Laplaciano em variedades.
Seja €2 um dominio limitado com bordo suave em uma variedade Riemanniana M. Vamos

considerar o seguinte Problema de Dirichlet:

Au+Au=0, em €,
u =0, no J2.

Se existe uma solugao nao identicamente nula para este problema, o nimero A\ é

chamado de autovalor do Laplaciano de Q) e u é uma autofungdo associada ao auto-valor \.

Usando as férmulas de Green, vemos que para quaisquer u,v € C§°(M), fungoes

suaves com suporte compacto em M, vale

/uAv:/ vAu,
M M

e isto implica que o operador —A ¢é simétrico. Além disso, ao aplicarmos novamente as

férmulas de Green, obtemos

—/ uAu:/ |Vul*> > 0.
M M

Desse modo, o operador —A é positivo. Consequentemente para dois autovalores distintos
A e u, com as suas respectivas autofuncgoes u e v, obtemos a partir da simetria do operador

considerado
0:/ (uAv — vAu) = (u—)\)/ uv.
M M
Dessa forma, se denotarmos por E()) o espago préprio correspondente ao autovalor A, os

espagos F/(A\) e E(u) sdo ortogonais sobre o espago das fungoes que possuem quadrado

integravel, ou seja, os autoespacos sdo L2-ortogonais se, e somente se, \ # /.

Teorema 5.1 ( [Labl5, Theorem 4.3.1]). Sobre os autovalores do Laplaciano em 0, as

sequintes afirmacoes sio verdadeiras:

(a) O espectro de —A € discreto e consiste de uma sequéncia de niumeros reais tais que

D<A <A< <A\, <+ 1 +o0.

(b) Cada autovalor possui multiplicidade finita, e os subespagos proprios correspondentes a

autovalores distintos sdo ortogonais em L?, e

D E(\) = L*(Q),

keN
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onde o fecho é tomado sobre a norma ||ulls , := Jou® + fo |[Vul?. Ademais, no problema

de Dirichlet, cada autofungdio pertence ao espago de Sobolev L, (Q).

Em geral, se M é uma variedade com bordo, o completamento de C*° (M) com respeito
a norma definida no teorema anterior é conhecido como espaco de Sobolev e este é denotado
por Li(M). J& o completamento de C§°(M) é denotado por L§,(M). Além disso, é possivel
demonstrar que a completude da variedade M implica que os espagos Li(M) e L§ (M)

coincidem.

E importante destacar que, no problema de Dirichlet, todos os autovalores sio po-
sitivos. De fato, pelo Teorema 5.1 basta considerarmos o primeiro autovalor. Suponha, por
absurdo, que A = 0 é autovalor. Entao, existe uma solucao u nao trivial para o problema de

Dirichlet. Para essa funcao, devemos ter —Au = 0, e u deve se anular em 0f2. Ao integrarmos

0:—/ uAu:/ |Vul?,
M M

Portanto, segue que Vu = 0, ou seja, u é constante em M. Usando a condi¢ao de contorno,

por partes, obtemos

concluimos que u = 0 em M, o que é uma contradicao.

H4 outras propriedades sobre o primeiro autovalor. Resumimos duas delas na seguinte

proposicao.

Proposicao 5.1.1 ( [Labl5, Proposition 4.5.8]). Considere uma variedade compacta M.

Sobre o problema de Dirichlet valem as sequintes afirmagoes:

(a) A primeira autofunc¢io ndo se anula e nem muda de sinal no interior de M.

(b) O primeiro autovalor é simples, isto €, sua multiplicidade algébrica é igual a 1.

5.2 Estimativas infimo do espectro

Continuaremos a abordagem da se¢do anterior, no entanto, agora assumimos que M
¢ uma variedade completa. Neste caso, podemos considerar uma exaustao por compactos
{;} € M com bordo suave para definir o infimo do espectro de M, ou tom fundamental de
M, pelo limite

Ao(M) = lim Ay (). (5.1)

k—o0

Afirmamos que para qualquer que seja a exaustao por compactos de M considerada

este limite sempre existe. Com efeito, considere uma exaustao por compactos {€2;} C M e

fixe k € N. Defina o conjunto D(Q) = {u € L§ (M) | ulsq, = 0,u # 0}. Veja que toda

fungao em € D() pode ser estendida de modo Lipschitz como zero em Q.1 \ Qf e isso é

o suficiente para concluirmos que D(€.) C D(€+1). Donde segue da propriedade do infimo
que

A (%) > A1 (k1) (5.2)
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Dai, {\(Q%)}ren ¢ uma sequéncia decrescente e positiva, logo esta é uma sequéncia conver-

gente.

Como é de se esperar, o limite em (5.1) ndo depende da exaustao considerada. De

fato, considere duas exaustoes por compactos {€2;};.y € {€%},.. Como a reuniao dos €; é

ieN
M, segue que para todo i € N deve existir i, € N de modo que tenhamos 2, C 2;,. Pelo

mesmo argumento usado para mostrar (5.2) segue que

1—00 1) —>00 1—>00

Invertendo os papeis das exaustoes e repetindo o argumento concluimos que ambos os limites

existem e coincidem.

Em particular, vemos que \o(M) é a constante 6tima que satisfaz a Desigualdade de

Poincaré
(M) [ wt< [ |Vl (5.3)
M M
onde u € C§°(M).

Segue do seguinte teorema que o infimo do espectro estd relacionado com o cresci-

mento de area.

Teorema 5.2 (S. Cheng, S. Yau [CY75]; M. Batista, M. Cavalcante, N. Santos [BCS14]).
Se M é uma variedade Riemanniana completa com crescimento de drea polinomial, entdo
Mo(M) = 0.

Demonstracao. Por hipétese existe C' > 0 e k inteiro positivo tal que
A(r) < Crt,

para todo r > 0. Fixe p € M. Dado x € M, denotemos r(x) a fun¢ao distancia em M
partindo de p. Dado r» > 0 definimos a funcao

1, em B,(r)
2r —r(x)
pla) = L e By (20)\ By(1)
0, em M\ By(r).
Pela desigualdade de Poincaré,
1 1

No(M)A <>\M/ 2 </ 2:/ — < —A(2r). 5.4
ODAE) <200 [ P < [ Ve@P= [ < AR, (6

Suponha, por absurdo, que Ao(M) > 0. Por (5.4) temos que A(r) < Cr*=2. Iterando o
argumento |k/2| vezes obtemos A(r) < Cr®, com a < 2. Usando novamente a desigualdade

em (5.4) nos vem

Mo(M)A(r) < r*2,

Fazendo r — oo concluimos que M possui area igual a zero, um absurdo. O
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O seguinte lema, que pode ser encontrado em [Li12, Lemma 24.3], nos permite estimar
o valor de A\o(B,(R)), onde B,(R) é a bola geodésica centrada em p com raio R, em funcao

da drea dessa bola, denotaremos essa quantia por A(R).

Lema 5.2.1 ( [Lil2, Lemma 24.3]). Seja M wuma variedade Riemanniana completa. Entao

para qualquer 0 < 6 <1, R>2 ep & M wvale

M@MR»§4&G;4Vlm<ix?>+m<l?5ﬂ2' (5.5)

Observe que nao é necessario impor quaisquer hipéteses sobre a curvatura de M no

lema anterior. Ao deixar R — oo e, em seguida, § — 1, decorre como coroldrio da expressao

(5.5) a seguinte estimativa, conforme descrito em [LWO1].

Corolério 5.2.1 (P. Li e J. Wang, [LWO01]). Seja M uma variedade Riemanniana completa,

entao para qualquer p € M wvale

No(M) < i <lim inf IH%R» . (5.6)

R—o0

Desse modo, podemos utilizar a estimativa de area obtida no Corolario 4.3.1 para
obtemos um resultado devido a P. Bérard, P. Castillon e M. Cavalcante em [BCC11].

Teorema 5.3 (P. Bérard, P. Castillon e M. Cavalcante). Seja ¥ uma superficie a minima

e completa em uma variedade M tridimensional.

(a) Se a curvatura escalar de M satisfaz Scaly > —6, entdo

M(X) < 1.

(b) Se a curvatura seccional de M satisfaz Secpy > —1, entdo

Ao(2) <

|~

Demonstracao. Pelo Corolario 4.3.1 segue que existe uma constante absoluta C' > 0 tal que,
para todo R > 0,
A(R) < CePF,

onde § = 2 se a curvatura escalar de M for tal que Scaly; > —6, e f = % se a curvatura

seccional de M atender a Secy; > —1. Entao por (5.6) nés temos

1/ WmAR)\ _1(. . .InCePH\*> 1( . _InC 2B

Substituindo agora os valores de  nos casos em que Scaly; > —6 e Secy; > —1 conclui a

demonstragao desse teorema. O]
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Vale a pena mencionar que tanto a prova original em [BCC11] quanto a demonstracao
fornecida, por meio de estimativas de area, para o Teorema 5.3 baseiam-se em argumentos
fortemente dependentes das dimensoes consideradas, uma vez que ambas utilizam versoes

da desigualdade de Shiohama-Tanaka.

Para superar essa dificuldade, na proxima secao, adotaremos uma abordagem alterna-
tiva para demonstrar um teorema que estende a estimativa do infimo do espectro quando X
¢ uma hipersuperfice minima completa e estavel em uma variedade ambiente com dimensao

mais alta.

5.3 Funcoes de Green

Seja M uma variedade compacta com bordo e vamos considerar o operador Laplaciano
A definido sobre fungdes com a condicao de Dirichlet sobre o bordo de M. Definimos uma

fungao de Green como uma fungao G(z, y) defina sobre M x M\{(z,z) | x € M} satisfazendo

| Gl Aty = ~f(), (57)

para todas as fungoes f definidas em M tais que flopy = 0. Além disso, A,G(z,y) =
A,G(z,y) =0,se z #y e G(zr,y) =0 para todo par (z,y) € (M \ OM) x OM (veja [Lil2]).

Como tanto G quanto f satisfazem a condi¢ao de Dirichlet, podemos integrar por

partes de modo a obter

| MGy = ~f (@) (53)

Isto é equivalente a dizer que
AyG<$,y) = _(Sx(y),

onde 0,(y) é a conhecida funcao delta em z. Escolhendo f(z) = G(z,z) em (5.8), pela

defini¢do em (5.7), temos

G(z,z) = — /M AG(z,y)G(z,y)dy = G(z, 2).

Portanto, G(z,y) é uma fungao simétrica. Quando fixamos y = y, e consideramos a fungao
G(z) = G(x,y0), entdao temos que G(z) — oo quando = — yy. Neste caso, dizemos que gy, é

o polo da fungdo de Green G.

No cenario em que M é uma variedade completa, procuramos ainda uma fun¢ao de
Green que mantenha as propriedades mencionadas anteriormente. A existéncia de tal funcao
foi demonstrada por Malgrange em [Mal56], embora seu trabalho nao tenha apresentado uma
construcao explicita para tal fato. Em 1987, Peter Li e Luen-Fai Tam publicaram um artigo
fornecendo, pela primeira vez, uma abordagem construtiva para a existéncia de fungoes
de Green em variedades completas. Apresentaremos um esboc¢o das ideias fundamentais

encontradas no artigo [LT87].
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Fixe p € M e considere uma exaustao por compactos de M satisfazendo
{ptchcCc---CcQC---CM

e U; 2y = M. Sobre cada compacto €); consideremos a funcao positiva de Green com polo
em p, a qual denotaremos por G;(p,-). Aplicando o principio do méximo aplicado sobre o

dominio Q; \ B,(r) segue que S;(r) = sup G;(p,-) é uma funcdo mondtona decrescente em
9Bp(r)

r, uma vez que G;(p,-) = 0 em 0€2;. Em particular, se G;(p,-) converge monotonamente
para alguma fungao G(p,- ), entdo G é uma fungao de Green positiva monétona decrescente
em r. Nesse caso, observe que se G (p,-) é outra fungao de Green positiva, entdao o principio
do maximo nos indica que sobre Q; deve ocorrer G(z,y) > Gi(z,y). Ao tomar i — oo,
concluimos que é(m, y) > G(x,y). Em outras palavras, a funcdo G possui, de certo modo,

uma propriedade minimizante.

No mesmo artigo mencionado, também foi demonstrado que quando a convergéncia
mondétona de Gy(p, - ) ndo ocorre, podemos encontrar constantes a; de modo que G;(p,-) —a;
converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de M e esse limite é uma funcgao de
Green. No entanto, essa construcao depende da exaustao escolhida, e, portanto, a funcao

obtida pode nao ser tnica.

Existe uma estreita relagdo entre o conceito de parabolicidade e fungoes de Green.
De fato, é possivel mostrar que uma variedade completa é nao-parabdlica se, e somente se,
existe uma fungdo de Green positiva, ver [Gri99, Theorem 5.1]. Por outro lado, temos o

seguinte resultado devido a Schoen e Yau.

Teorema 5.4 (R. Schoen, S. T. Yau, [SY79, Chapter II, Theorem A.3]). Seja M wuma
variedade completa e ndo-compacta. Se \o(M) > 0, entao existe uma fung¢io positiva de

Green, e portanto, M ¢é ndo-parabolica.

Em particular, afim de obter estimativas superiores para o infimo do espectro, pode-

mos supor que A\g(M) > 0 e assim usar a funcao de Green positiva de M.

Para encerrar esta secao, veremos mais algumas propriedades das fungoes de Green.

Visto que G é harmonica em M \ {p}, decorre da desigualdade de Kato (2.8) que

n

| Hess G |* > IVIVG]*.
n—1
Além disso, usando a Proposicao 2.2.3 segue
1
A|VG| > Ric(VG,VGQ)|VG| ™ + HWWGH%VGFI, (5.9)

sobre M \ {p} sempre que |VG| # 0.

Ao considerarmos o caso em que G é positiva, a funcao v = In G fica bem definida e
esta serd de grande importancia para nossos estudos futuros. Agora, vamos destacar algumas

propriedades que essa funcao satisfaz.
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Ao utilizar a harmonicidade de G em M \ {p}, obtemos a seguinte relagao

Av = div(Vv) = div (VGG> _ Cl;div(VG) + <v (é) ,VG>
1 VG VG VG
— 7A - = —( - = — 2_ 1
G G+< G2’VG> <G’G> Vel (5.10)
Considerando um referencial ortonormal {ey,...,e,} com |Vv|e; = Vv, obtemos
|Vouluy = |Vulei(er(v)) = [Voler(|[Vo]) = (V|Vul, [Vuler) = (V|Vol], Vo). (5.11)

Proposicao 5.3.1. Com a mesma notagdo da discussio acima, defina v =1InG. Vale

(V|Vo[?, Vo) + Ries(Vv, Vo)

1 n 1 n—2
—AlVu]2 > ——|VIVu||? + ——|Vo|* =
SAIVoP > 9|V + —— |t —

sobre M \ {p}.

Demonstracao. Vejamos primeiramente que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz segue

n n n
|Hessv > = > v >0}, +2> v}, + > v,
=1 i=2

ij=1
2 " 2 1 S ’
2“11+22“1i+7n_1 > i
i=1 =2

v 1
= ’U%l + 22”%7, + m(AU — Ull)Q

=1

n i 1 2
— mvfl + 2;@. + H(AU)Q - mvnm. (5.12)
Como 2 > [» 80 seguir os mesmos passos de (2.7), deduzimos de (5.12)
n " 1 2
| Hess v |* > p— 11}%1 + 221@ + F(Av)z - m’vnAv
> v+ zn:vf + L(Av)2 - v11Av
“n-—1 = n—1 n—1
n 9 1 9 2
= —(Av)” — Av. 1
n_1|V|Vv|| -I—n_l( v) —vulv (5.13)

Utilizando a férmula de Bochner em (2.1) junto com (5.10) obtemos
1
§A|VU|2 = Ricy(Vv, Vo) + (V(Av), Vo) + | Hess v |
= Ricy(Vo, Vo) — <V|VU|2, Vv> + | Hess v |

1
Somando e subtraindo o termo — (V|Vv|?, Vo) no lado direito da desigualdade acima
nos vem que
1 9 ) n—2 9 9 1 9
5A‘VU| > Ricy(Vv, Vo) — ] <V]Vv\ ,Vv> + |Hessv |* — — <V]Vv| ,Vv>
. n—2 9 n 9
> Ricg(Vu, Vo) — ] <V]Vv\ ,Vv> + E‘V’VUH
+L|VU’4+ 2011 | Vo|? — L<V]Vv|2 Vv>
n—1 n—1-" n—1 ’

n—2
n—1

1
Z RiCE(VU, V’U) — <V’VU‘2,VU> + E‘V"Url + %|V‘VU||2,
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na ultima linha utilizamos que (5.11) implica em 2|Vv|?vy; = (V|Vv|?, Vo). O

Defina os conjuntos

L(a,b) ={z € X |a < G(x) < b},
((t)={z e X|G(x) =t}

Assim, L(a, 00) C B,(1), onde av = grsga()lc) G. Uma propriedade das fungdes harmonicas, que é
p
valida em um contexto mais geral do que o considerado neste trabalho, pode ser encontrada

em [LW06, Lemma 5.1]. Em particular, pode-se mostrar que

/Rmbl
0)

e assim, pela férmula da cé-area obtemos a seguinte igualdade:

VGPF@) = [ ) 5.14
Jon IVEPH@) = [ st (5.14)

para toda funcao integravel f, desde que tenhamos A\o(M) > 0.

Lema 5.3.1. Seja M uma (n + 1)-variedade completa com curvatura seccional limitada
inferiormente e n < 5. Para uma hipersuperficie completa minima estdvel ¥ em M com

Mo(X) >0, entdao sua fun¢io minima positiva de Green G(x) := G(p,x) satisfaz

/ IVG[* P
S\B,(1) G3In?(1 4+ G-1) ’

onde ¢ > 1/2.

Demonstra¢io. Ponha v = In G e escolha um referencial ortonormal {ey, ..., e,} em ¥ sa-
tisfazendo |Vuv|e; = V. Denote a segunda forma fundamental por (h;;). Fixe um inteiro

1 < j < n, junto da minimalidade de ¥ temos

> > h3, + > hi +2> hi,

i#] ]
2
>h4—<2m0442ﬁ3
i#] i#]

1
— 32 2 2
_%+n1m—%ym%%

(5.15)

T h_1 JJ+22h
i#£]
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Usando a equacgao de Gauss e utilizando a desigualdade acima

Rng(ej, €j) = Z SGCM(Gi, €j) + Z hiihjj — Z h?]

Py Iy =y

=Y Secur(eise;) + (H — hyj)hy; — D I3
i#j i#£]

= Secu(es, e5) — Y h;
oy i=1

> 3" Sec(eo, ) — TP (5.16)
i#]

Como M possui uma curvatura seccional limitada inferiormente, como estamos supondo que

a curvatura seccional é limitada inferiormente existe uma constante C' € R tal que

ZSecM(ei, e) > —C’(n —1).
i#j

Desse modo, por (5.16) concluimos que
Ricy(Vv, Vo) > —C(n — 1)|Vo]* — |]I] |Vol?
—C(n—1)|Vo]? - " <|]I| + RlCM(l/ v) — Ricy (v, V)) Vol
n—1

= (Rica (v, V)—nC’)|VU|2 (|]I|2+R1(3M( v)) Vo2 (5.17)

Usando novamente que a curvatura seccional de M é limitada inferiormente, entdo existe

uma constante C' tal que
n—1

(RicM(V, V) — né) > —C.
Entéao de (5.17) segue

Ricar (Yo, Vo) > ~C|Vof — = (ym + Ricy (v, 1)) [Vl (5.18)
Relembre que a Proposigiao 5.3.1 nos mostra que sobre M \ {p} vale
fA]Vv|2 ]V\VUHQ ]VU\4 <V\VU\2 Vv> + Ricy(Vo, Vo).

Multiplicando a expressdao acima pela funcio de corte ¢? e integrando, mantendo em mente

a expressao (5.18), continuamos com

EEy MWUF no2 [ VIVl v

|2 2—/ RicE(Vv,Vv)goz

/@2A|V |2—i— 7/ V|Vv|2 VU

n—

+O [[1VuPe? + 1/E(RicM(y,u)+|]I| )|Vv| S (5.19)
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Revisitando a desigualdade de estabilidade, podemos estimar a tltima integral do lado direito

da expressao acima da seguinte maneira:

[ (Riear(,v) + 10P2) [Vof* < [ [V(0lp) = [ [oVIV0]+ V0|Vl
= [I9IVol2+2 [ o1Vo] (VI V0], Vo) + [ [Vo?Vipl?
= [SVIVolE+ [ o (VIVoP, Vi) + [ 190Vl

Aplicando a desigualdade acima em (5.19) nos vem que

1
IVl
n—1Js

- ;/E¢2A\VU|2 / (V|Vol2, Vo) — "jl/zw\wuw
+C [ Voot + = [/ VIVl + [ ¢<V|w2,w>+/2|va2\%|2]
< ;/ngww? / (VIVoP, Vo) + (”;1 e 1)/2\vywu2gp2

(5.20)

+c/2\w12¢2+7/2¢ (VIVu2, Vi) + =

Aplicando a seguinte manipulacdo em dois termos da desigualdade acima, conforme apre-

sentado a seguir:

n—1

/E¢<V¢,V|Vv|2>+;/2902AWU|2
:ngl/ <V¢,V|VU| > /<V80 V[Vl >

— (";1 —1>/Eg0<Vg0,V|Vv| )

_ —711/250<V¢,V|Vv|2>.

Logo, (5.20) é o mesmo que

-2
2 < ——/ ¢<V90,V|Vv|2>+L/ 0 <V|VU|2,VU>+C/ |Vol2?
n—1Js pX
2n —1 n—1
- s LIVl + T Ve vel, (5.21)
) Js n Jx

n(n—1

Defina ¢ = G215, onde 1 é uma fungdo cut-off sobre ¥ que se anula em B,(1).

Observa-se que, para qualquer § > 0, a desigualdade entre as médias aritmética-geométrica

nos mostra que ab < ~a? + —b? é valida para quaisquer a,b € R. Utilizando esse fato,

J

prosseguimos com:
LIVoEn (VG vy < [ 9o inl[Val [V G| = [ [Volinl[VGIGT2 - 90l [Vy|6H?

<0 [ IVuPpIvaPeT +C) [ Vol vnPa,
4 Js by
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A desigualdade acima é 1til para estimarmos um dos termos de (5.21), pois veja que

1 2
2| Gii2yy + nG‘WVG‘

L IVu el =
b

_/ Vo2V G+/ Vol?n (Vn, VG) + /|Vv|2n2|VG| G (5.22)

1+0

Vel (5.23)

< C) [ IVoP VPG +

na tltima linha utilizamos a identidade ¢?|Vov|? = n?|VG|?*G~!. Dessa forma, como con-

sequéncia das expressoes (5.21) e (5.22), obtemos a seguinte desigualdade

1
< —f/ (Yo, VIVul?) + / (VIVul?, Vo)
n
2n —1 n—1
o |V|Vv||2<,o2+o L1voPet + 2= [ Vo vef?
nin—1) Js
1
< _ 2 2 2
< 2n/<w V|Vof?) 1/ (VIVul?, Vo) +0/ Vo2
~1 149

. 2 2 2,2 4 2
=T /EIV!WH@ +C0) Vot + S = [Vl Ve (5.24)

n(n
Usando agora que ¢ = G'/?n e v = In G segue que
©* (VIVo]?, Vo) = G (V|Vo|*, GT'VG) = * (V|Vu]’, VG)
logo aplicando essas igualdades em (5.24).
R e
< —21n/Z<V(Gn2),V|Vv]2>+Z:?/Zn2 (VIVol, V@)
+C0) [ (1 + 90 VG~ s [ 2917l
< —2171/ZG<V7)2,V|VU|2> + (5 j - 21n>/ > (VIVoP, V@)

+CO) [0+ IVaRIToPe - s [ AV (525

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz junto com a desigualdade média aritmética-
geométrica segue que para todo d > 0 vale

n—2
n—1Js

-2
(v, VG) Vol < =2 [ 21yl| V)|V G [Tof?
n_
< 22 [ ol VePa - (walvGIG?
<o [ IVel'?G +C(o) [ IValPIVGEG
> >

:5/ ]VU|4g02+C'(5)/ Vi |Vul2G. (5.26)
by by
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Utilizando a harmonicidade de G em X \ {p} segue
div (’VG) = ?div(VG) + (V?, VG)

= 1’AG + (Vi VG)

= (Vi?,VG). (5.27)
Pelo Teorema da Divergéncia segue que

0= / div (|Vo**VG) = / Vo2 div (nVG) +/ (VIVo]?, ’VG) .
5 2 2
Usando (5.27) verificamos a seguinte igualdade
/ 7 (VIVo]2, VG = —/ (Vi VG) [V,
) 2

Combinando o fato mencionado acima com (5.26) e aplicando isso em (5.25), obtemos

1 1+ n—1 A , , ,
_ , B _
<n_ 1~ 1 - 5>/E|Vv! p < 0(5)/E (n* + [Vn?) [VuPG. (5.28)

Dado que estamos considerando n < 5, podemos escolher § = d(n) suficientemente grande

1Bl seja estritamente positivo. Assim, asseguramos a
n—1 4 n

existéncia de uma constante absoluta I' > 0 tal que

para que o termo

LIvole <1 [ (2 + V) [90PG, (5:29)
2 )
para qualquer que seja a funcao de corte n que se anule em B),(1).

Para 1/2 < g < 1 fixado, defina n = ¥w(G), onde ¢ é uma funcao cut-off satisfazendo
p=0em B,(1) U(M \ B,(2R)), ¥ =1 em B,(R) \ B,(2) e

1
Q)=
w(G) In?(AG-1)’
com A=eTaea= ggaé() G. Assim, temos a seguinte cadeia de implicacoes:
1 1
A>eVTG = AG' > e®T = MAGH)>2T = ———— < —. (530
= = n(AGT) 2 wacy) S O3

Veja que podemos estimar um dos termos do lado direito de (5.29) do seguinte modo.

[vepre = [wervere < | __IVGP
> 2 ~ JLo0) GIn*(AG-1)
Observe ainda que (5.14) implica em

o

/L(o,a) GlrJZ(i‘Gl) B /oa tlnzj(tA/t) B l(Zq — 1)111124_1(A/t)]

1 (2vT) "
T 2D (AJa) | 2q-1 (5.31)

0
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Inspirado na desigualdade |a + b|? < 2a* + 2b%, onde a,b € R sdo quaisquer, chegamos em

/|vn|2|wy2c;=/ WV + PVl VPG
>
el
<2 [ Vol grmagy T2 L PTG 6

VG
GQ

qVv _ quwVv
™ (AG-1)  In(AG™1)

Além disso, por (5.30) e como Vw = RUES e |V =

(;1/2

2 202 | Vo2
9 2 2 2_ 9 vooqw | ) 2
/2w Vel GVl /sz2 w2ac- ¢V

2 1
2 4 = 2 4
IVl < 5= [ Vel

q

= 2 B
s In*(AG-1)

Voltando em (5.32) concluimos que
1
LIvnRIvepe <o+ [ vl (5.33)
by 2I' /s
Fazendo uso de (5.33) juntamente com (5.29), podemos obter de (5.29)
1
LIvefet <ot 5 [ v

b 2 Js

Portanto, concluimos que

o var
= C.
/|Vv] /Bp R\B,(2) G3In*1(AG-1)

Ao permitirmos R — oo, podemos inferir

/ VG4 =
\B,(2) G3 1n2q(AG_1) '

Isto conclui a prova do lema. O

Veja que usando o Lema 5.3.1 e a desigualdade de Cauchy-Schwarz segue

[ VG ) [ VGl [ VGP
\B,y(2) G2In*1(AG-1) ) ~ \Us\B,@ G31n*(AG-Y) \B,(2) G In?(AG-1Y)

VG|?
<C — .
- (/E\BP(Q) GIn*(AG-Y)

Utilizando (5.31) podemos garantir que a integral acima ¢é finita para ¢ > 1/2. Portanto,

VGP?
. 34
/E\Bp 2) G2 In*(AG-1) = (5:34)

Necessitamos agora de um resultado técnico. Para o que segue vamos continuar deno-
tando por G(x) = G(p, ) a fung¢do positiva de Green com polo em p € ¥. Tendo em mente

o conjunto

L(a,b) ={x € ¥|a< G(x) < b},



Capitulo 5. Estimativas de espectro 62

para € > 0 suficientemente pequeno, vamos considerar a fungao

1 em L(e,400),
x(z) = ln(G(:E_))ln—Eln(s ) em L(g%¢e), - (5.35)
0 em L(0,g?).

Veja que x talvez nao possua suporte compacto, uma vez que GG possa nao convergir para

zero quando x — oco. Portanto, consideraremos uma funcao cut-off

0, em B (1),
r(z) =1, em B,(2) \ By(1),
U(z) =41, em B,(R) \ B,(2), (5.36)
R+1—r(z), em By(R+1)\ B,(R),
0, em ¥\ B,(R+1).

Lema 5.3.2. Seja ¥ uma hipersuperficie minima completa e estavel em uma variedade M .

Suponha que para algum A > 0 e C' > 0 valha
(ol(Z) = 4) [ [VGI¢? < € [ VG4l (5.37)
2 )
para @ = x¥, onde p e sao as fungoes definidas em (5.35) e (5.36), entdo temos

M(D) < A.

Demonstra¢io. Sem perda de generalidade podemos assumir que A\g(X) > 0 e assim X é
nao-parabolica. Inspirado na desigualdade |a + b|*> < 2a? + 202, onde a, b € R sao quaisquer,

chegamos em

LIVGIVeE = [ [VGIxTv +uvy?
2 2

<2 [ VGVl +2 [ IVGIwxPe (5.39)
s s
Note que para o primeiro termo da direita de (5.38) podemos utilizar (5.34) de modo a obter
1 VG|? C
VG||Vx[2y? < / < ——1n*Y(1+4¢72),
/2| VX < e Joere G2~ Infe w1427

Ja para estimar o outro termo do lado direito de (5.38) veja que

1/2 1/2
fweivere < () wer)(/ ) e
bX By (R+1)\Byp(R) (Bp(R+1)\Bp(R))NL(e2,¢)

Iremos agora exibir duas estimativas de integral encontradas em [LWO06]:

/ G? < Cexp <—2 Mo(2) ) :
S\ Bp(R)

L. IVGP < Cexp (-2 (D) ) .
E\Bp(R)
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Em particular,

1
XQSj

C
/ / G? < —exp (—2 AO(E)R>
(BaRENBp(RINL(2,00) b Iovmy(m) e

disto segue,
[ IvGIvep < gexp (-2/%)R) +C
2

E assim, a desigualdade (5.38) se transforma em
2. O oy, C
[IVGIV? < o 11+ 72) + S exp (—2 )\O(E)R> +C.
b In“e g2

Retornando a desigualdade (5.37), nos vem que

anq(l +e72)

nZe +e 2exp (—2 )\O(E)R> + C] (5.39)

() - 4) [ V6157 < o) |
Vamos dar atengao ao primeiro termo do lado direito da expressao acima. Utilizando a regra

de L’Hospital duas vezes nos vem que

In*(1 + &2 —2¢In* (14 e72)(14e72)7H(—2e73
fg 2 220 (e (e (22
e—0+ In“ e e—0+ 2¢ 1lne
. —2qIn* (1 +4e72)
= lim
e—0F (e241)Ine
In2@=1Y(1 -2)(1 —2)-1(_9.-3
= —2¢(2¢ — 1) lim - (L+e)(1+ )7 (=2e7)
e—0+ 2elne+ (2 +1)e!
N~ (1 4 ¢72)

=4q(2¢—1) li =0
a(2q )ag(l)1+ (e241)(2e2lne+€2+1)

Utilizamos a regra de L’Hospital na primeira e na terceira igualdades expostas acima. No

primeiro uso utilizamos que 1/2 < ¢ e na tltima igualdade utilizamos ¢ < 1.

Tendo em mente (5.39), ao tomar R — oo e, em seguida, ¢ — 0, concluimos

(Mo(D) - 4) [

VG| < O©). (5.40)
S\Bp(2)

Contudo, como |Vr| = 1, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz segue

oG
e (VG,Vr) <|VG||Vr| = |[VG]
e usando que G é uma func¢ao de Green, entao AG(x,p) = —d,(p) logo temos

/mapm %f B /BP(T’) AG =-1,

decorre da féormula da co-area que

/Z\Bp@) Vel = /200 </83p(t) |VG|> == /:o (/aBp(r) %f) dt = oo.

Portanto concluimos de (5.40) que vale \g(X) < A. O
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Teorema 5.5. Seja X uma hipersuperficie minima completa e estdvel em uma variedade
(n+ 1)-dimensional M, onde 2 < n < 5. Se a curvatura seccional de M satisfaz Secpyy > —kK

para alguma constante ndao negativa Kk, entao

2n(n — 1)3
MY < ——— k.
of )_6n—n2—1"i

Demonstragio. Sem perda de generalidade iremos supor que k = 1 e \g(X) > 0. Como ja
sabemos, estas condi¢bes implicam que ¥ é ndo-parabdlica. Fixado ¢ > 0 suficientemente
pequeno, definamos as fungoes x e 1 como em (5.35) e (5.36). Além disso, considere a funcao
¢ = x1. Utilizando a desigualdade 2ab < da® + b*/§, nés obtemos

Lo (Ve vIVGD) < [ IelIVellVIVE] = [ IelIVIVGIIVGI 2 V6|2 vy
<3 [ PIVIVGIFIVG™ +C0) [ V6]Vl
para todo 6 > 0. J& pela desigualdade de Poincaré (5.3) obtemos
(D) [IVGIe* < [ IV(IV620)
= 1 LIVIVGIPIVGI" 6 + [ o (Ve, VIVl + [ V6]Vl
< @+5>/Z|V|VG||2|VG|—1¢2+C<5)/E|VG||w|2, (5.41)
Veja que de (5.9) e (5.16) chegamos em

1
AIVG| > m|V|VG||2WG|-1 + Ricg(VG, VG)|VG|™

1 —1
> < [VIVGIFVGI™ — ((n = 1)+ "= |LF) V6]
n—1 n
Logo, multiplicando a desigualdade acima por ¢? e integrando nos vem que

1
[ [VIVGIFVEy?
n—1Js

—1
< 2 _ 2, N 2 2
< [@AIVGI+ (n—1) [IVGle* + "= [ [IPvGe
n—1
— _/ <V@2,V|VG|>+(n—1)/ |VG|¢2+—/ T2 VG| (5.42)
P % %

n
Por outro lado, a desigualdade de estabilidade nos mostra que o tltimo termo da desigualdade

acima por ser majorado do seguinte modo
[ EVGI < [ IVVE o) +n [ 9G]
by by by
1 1
< LIVIVGIENG ¢+ [ IVGIVel + 5 [(V6* VIVG]) +n [ VG,
4 Jx b 2Js b
Desse modo, segue de (5.42) que

1 n—1 9 1 9
( ) LIVIVGIFvEI s

n—1
<2n-1) [[[VGl*+C [[VGIVeP +C [ [(Vet, vIVEl)|

§2(n—1)/2\VG|<,02+C(5)/E|VGHVQO|2+5/E|V]VG||2|VG]_1¢2. (5.43)
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Uma vez que
1 n—1 5_6n—n2—1—4n(n—1)5
n—1 4n N 4n ’

ap6s uma manipulagao simples dos termos de (5.43) obtemos

8n(n —1)?
6n —n?—1—4n(n

2 —-1,.2 < 2 2.
LIVIVGIEIvG] e < 15 J,IVG1e? +C0) [[IVGIIT

Portanto, aplicando na expressao (5.41) decorre

(- (3 +0) groinli= ) [t <o | vt

Com base no Lema 5.3.2, obtemos

1 ) 8n(n —1)?

<|(- .
Mo(E) < (4+5 6n —n?—1—4n(n—1)¢0

Finalmente, ao fazer § — 0, concluimos que

2n(n —1)?
6n —n?2—1 "

M(2) <

Isto completa a demonstracao deste teorema. O
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