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Resumo

Considere uma sequéncia de grafos, (G,,)nen, onde cada G,, é tomado com distribui¢ao
CM(ﬁ(”)). Fixado h € N e assumindo certas condicoes de regularidade da sequéncia
(D™),,cn, Bordenave e Caputo provaram em [Bordenave e Caputo 2015] que a probabilidade
assintotica de G, nao ter ciclos de tamanho < h é positiva. Como corolario, temos
em |Bordenave e Caputo 2015] uma férmula assintotica para a cardinalidade do conjunto
dos grafos com mesma sequéncia de graus de GG,,, que tém ciclos de tamanho curto, que
também foi apresentada e provada aqui. As provas desses resultados aqui apresentadas
foram divididas em varios outros resultados menores, com o intuito de deixar o caminho o
mais linear possivel durante a leitura. Além disso, nos preocupamos em trazer uma riqueza
muito maior de detalhes durante as demonstracoes, assim como os requisitos, afim de

tornar o trabalho (quase) autocontido.

Palavras-chave: grafos, modelo de configuracoes, probabilidade.






Abstract

Consider a sequence of graphs, (Gy, )nen, where each G, is taken with distribution CM(D™).
Fixing h € N and assuming certain regularity conditions on the sequence (D™),cy,
Bordenave and Caputo proved in [Bordenave e Caputo 2015| that the asymptotic probability
of G, not having cycles of size < h is positive. As a consequence, in [Bordenave e Caputo
2015|, we have an asymptotic formula for the cardinality of the set of graphs with the
same degree sequence as (,, that have short cycles, which was also presented and proven
here. The proofs of these results presented here were divided into several smaller results,
alming to make the path as linear as possible during the reading. Additionally, we aimed
to provide a much greater wealth of details during the demonstrations, as well as the

requirements, in order to make the work (almost) self-contained.

Keywords: graphs, configuration model, probability.
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1 Introducao

O modelo de configuragoes é um “método” para gerar grafos aleatérios com uma
estrutura em comum: a sua sequéncia de graus. O tipo de grafos que estamos gerando
importa muito no processo, como teremos varias oportunidades de ver. No texto, trataremos
de grafos que sao sobreposicoes de varios multigrafos e varios multigrafos direcionados.
Faremos a sobreposicao definindo uma coloragao sobre V', onde V' é o conjunto pretendido
para ser o conjunto dos vértices, que nada mais é do que uma colecao de mapas que
defininem ou multigrafos, ou multigrafos direcionados. Nosso objetivo aqui é estudar
propriedades assintoticas a respeito da presenga de ciclos num determinado regime, que

chamaremos esparso.

No Capitulo 2, veremos defini¢oes e primeiros resultados a respeito de teoria de
grafos. Um grafo é uma dupla (V, E), formada por um conjunto V', que denominaremos
o conjunto dos vértices do grafo, e £ um conjunto formado por pares nao-ordenados de
elementos de V', que chamaremos o conjunto das arestas. Definiremos sequéncia de graus e
a ideia de isomorfismo entre grafos. A Se¢ao 2.5 é dedicada ao estudo de emparelhamentos
perfeitos, no sentido de grafos. Veremos ainda que o conjunto das arestas de um grafo
pode ser definido via uma funcao V2 — {0, 1} que é simétrica e anula na diagonal; por sua
vez, a se¢ao seguinte foi reservada para o Teorema de Erdds-Gallai, um teorema central na
teoria de sequéncias graficas (i.e, sequéncias que realizam algum grafo simples). Ja a Secao
2.7 & de leitura opcional, e traz a prova da Formula de Cayley para arvores rotuladas. O

teorema diz que a quantidade de arvores com conjunto de vértices [n], é n" 2.

Prosseguindo, no Capitulo 3 trazemos a definicao de multigrafos, junto com o
primeiro passo em dire¢ao ao modelo de configuracoes generalizado. A primeira vez que
uma configuracao aparece é aqui. Na ocasiao, trataremos uma configuragao como sendo um
emparelhamento no conjunto W associado a uma sequéncia d que realiza algum multigrafo.
O conjunto das configuragdes (no sentido de multigrafos), sera denotado por ¥;, enquanto
o conjunto dos multigrafos cuja sequéncia de graus é d ser4 denotado por Mg(ci) Depois,
introduziremos uma funcao I' : ¥; - MG (cf), que provaremos ser sobrejetora. O principal
resultado do capitulo é um teorema que calcula a cardinalidade da pré-imagem de um

grafo H por I', em termos da funcao w! que define H.

O Capitulo 4 é bem parecido com o Capitulo 3, sendo nele definido multigrafo
direcionado. O modelo de configuracao construido neste capitulo foi para esse tipo de
grafos. Nesse caso, trataremos uma configuragao simplesmente como sendo uma bijegao
dos conjuntos W; e W, associados as sequéncias d_i e d_é que realizam um multigrafo

1

. . , . .7 d .
direcionado. Também associaremos a cada sequéncia d = ( d~2) um conjunto W = W7 U W,
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satisfazendo W; = U}, Wi(j), onde [W;(j)| = w;i(j) e a unido ¢ disjunta.

No Capitulo 5, é introduzida a coloragao (de arestas) utilizada para definir multi-
grafos direcionados coloridos, onde faremos modelo de configuragoes. Uma cor 14 é definida
como sendo uma dupla ¢ = (i, 7), onde 1 < ,j < L para algum L inteiro positivo. Cada
cor ¢ = (i,7) tem sua propria cor conjugada ¢ = (j,7). Claramente ¢ = (i,7) = ¢, para
todo i € [L]. Cada par de cores (c,¢) determinarda um multigrafo (se ¢ = ¢); ou um
multigrafo direcionado (se ¢ # ¢). Cada multigrafo direcionado colorido é, portanto, a
sobreposi¢ao dos multigrafos de cor ¢ € C— cuja funcao que define as arestas (i, j) é w.(i, j);
e dos multigrafos direcionados de cores (c,¢), onde ¢ € C, cujas fungoes que definem as
arestas saindo de ¢ e chegando em j e as arestas saindo de j e chegando em i, sao dadas,
respectivamente, por w.(i,j) e wz(i, 7). Por fim, definimos o multigrafo dalténico de um
grafo direcionado colorido, obtido ao ignorar a cor das arestas, ou seja, dado pela fungao
w(i,J) = Yeec weli, J)-

Definidos os modelos de configuragoes para multigrafos e multigrafos direcionados,
e também os multigrafos direcionados coloridos, definiremos no Capitulo 6 um modelo
de configuragoes que é a medida produto sobre modelos de configuragoes de multigrafos
e multigrafos direcionados. A justificativa para isto é que o modelo de grafos abordado
no trabalho, como ja dito anteriormente, é sobreposigao de multigrafos (indexados pela
diagonal de [L] x [L]) e multigrafos direcionados (indexados pelos pares (i, j) e (j,7), onde
i # ).

Quase no fim, o Capitulo 7 estabelece boa parte das notagoes que serao utilizadas
de maneira especifica em algum ponto da prova. Claro que muito do que é definido
também é utilizado como ferramenta recorrente durante as demonstragoes no Capitulo 8.
A primeira é a variavel aleatéria Y que conta o nimero de copias fiéis de um multigrafo
H dado dentro de um grafo (G. Prosseguindo, definimos uma nova variavel aleatéria que
conta a quantidade de copias isomorficas de um grafo H dado dentro de um grafo G.
Depois, veremos que elas duas se relacionam via grupo de automorfismos de H, i.e, das
fungoes bijetivas V(H) — V(H) que deixam H invariante. Como os grafos que estamos
interessados em contar sao os ciclos de tamanho < h, definiremos dois conjuntos: um
dos ciclos com conjunto de vértices [l], com | < h, o conjunto L<p; e outro dos grafos
isomorfos a algum elemento de L, com conjunto de vértices contido em [n], que na
ocasiao denotaremos H. Entao definiremos o excesso de um grafo GG, que é simplesmente
a quantidade de arestas que o seu grafo daltdnico tem a mais que vértices, que seréd de

grande utilidade. Para finalizar o capitulo, definiremos um tipo especial de uniao de grafos.

Toda a construgao dos capitulos anteriores (salvo alguns tépicos do Capitulo 2)
tem como objetivo dar definigbes e notagoes utilizadas na demonstracao do Teorema 8.1.1,
no Capitulo 8. Neste, definiremos o que é uma sequéncia de sequéncias de graus D™

ser (6, P)-esparsa. O regime esparso consiste em tomar uma sequéncia de grafos G,, com



19

distribuicao CM(E(”)). Dada uma sequéncia tomada no regime esparso, provaremos que,
assintoticamente, é positiva a probabilidade de nao existir ciclos de tamanho menor ou
igual a qualquer nimero h € N previamente fixado. Para provar o teorema, introduziremos
uma nova variavel aleatoria, 7, que conta o nimero de ciclos de tamanho < A em um
grafo G dado. Com essa defini¢ao, é suficiente provar que

lim P(Z(G,,h) =0) =0.

n—oo

Para obter tal resultado, provaremos que Z(G,,, h) converge em distribui¢do para uma
variavel aleatoria Poisson. Por sua vez, para provar essa convergéncia, faremos isso provando

que (Z(G,,h)), — A", onde X é o parametro da Poisson que procuramos.
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2 Teoria de Grafos

Dado um conjunto V, estaremos interessados em estudar as relagoes entre os
elementos desse conjunto. Elas (as relagoes), podem ser das mais diversas. Por exemplo,
¢é de interesse dos donos de uma rede social estudar as relagoes entre usuérios desta
rede. Quando dois usuarios tém interesses e amizades em comum, espera-se que eles se

relacionem, ja que isso ¢ crucial nesse ramo de negocios.

Para estudar essas relagoes, podemos utilizar uma ferramenta poderosa: os grafos.
Estes sao estruturas que nos permitem fazer as relagoes com os elementos de um dado

conjunto (que chamamos de conjunto de vértices do grafo).

2.1 Grafos Simples

Faremos a seguinte brincadeira: dados dois elementos distintos u, v de um conjunto
V., queremos saber se eles estao relacionados (por exemplo se u,v € N, ver se eles sao
primos entre si). Se estiverem, indicaremos isto guardando o par nao-ordenado {u,v} em

um segundo conjunto F£.

Durante o texto, representaremos o conjunto dos pares nao-ordenados de V' por
(‘2/) A escolha da notacao se justifica pelo fato de que esse conjunto tem exatamente (";')

elementos.

Definicao 2.1.1. Um grafo simples, ou mais simplesmente um grafo, é uma dupla
G = (V, E), formado por um conjunto V' e um subconjunto E de (‘2/) Chamamos de

vértices os elementos de V| e aos elementos de £, damos o nome de arestas.

Ao conjunto dos grafos simples daremos o nome GS. Chamaremos ainda o conjunto

dos grafos simples de n vértices de GS,,.

Dado um grafo GG, representaremos graficamente os seus vértices por pontos ou

circulos e cada aresta uv sera representada por um arco ligando u e v.

Exemplo 2.1.1 (Exemplo simples de grafo). Um exemplo de grafo é o que é formado por
dois vértices u e v, e a aresta {u,v}. O grafo do qual estamos falando é o par G = (V, E),

onde V = {u,v} e E = {{u,v}}, que esta desenhado na Figura 1 abaixo.

U e———- 7

Figura 1 — Um exemplo simples de grafo
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Sempre que escrevermos V(G) e E(G), estaremos nos referindo ao conjunto dos
vértices de G e ao conjunto das arestas de (G, respectivamente. Por simplicidade, quando

nao houver possibilidade de confusdo, escreveremos uv para representar a aresta {u,v}.

Definigao 2.1.2. Seja G um grafo. Diremos que os vértices u,v € V(G) estao conectados

em G, e denotaremos u ~ v, se uwv € E(G).

Abaixo daremos alguns exemplos de grafos simples e destacaremos as conexoes de

alguns vértices.

Exemplo 2.1.2. O grafo G com conjunto de vértices V(G) = {vy,...,vs} e conjunto de
arestas F(G) = {vyva, 0103, 0104, 0105, U106, VgU7, VU } esta representado na Figura 2 com

a aresta vivy destacada em vermelho, para ilustrar o que é ter vy ~ vs.

V4

Vo Clrd
U1 Ve

Figura 2 — Um grafo com a conexao v,vy destacada

Exemplo 2.1.3 (Grafo estrelado). Quando algum vértice, digamos vy, de um grafo G esté
conectado a todos os outros e todos os outros estao conectados apenas a v, costumamos
dizer que G é um grafo estrelado, ou uma estrela. Abaixo, na Figura 3 desenhamos uma

estrela. O vértice v; ligado a todos os outros esta destacado em vermelho.
Uy

U1

(%) Vg

Ug

Figura 3 — Um grafo estrelado

O motivo do nome “estrelado” fica evidente no desenho: o nosso grafo se parece com uma
estrela. Cada estrela é um grafo bipartido (veja Definigao 2.2.2).

Uma entidade que sera de grande importancia durante todo o texto, é o grau de

um vértice que definiremos a seguir.
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Definigao 2.1.3. Seja G = (V, E) um grafo. Definimos o grau do vértice v € V| e
denotamos por d(v), a cardinalidade do conjunto dos vértices conectados a v em G. Em
simbolos,

dv) =#{ueV :u~uv}

Dado novamente o grafo do Exemplo 2.1.2, temos que d(v;) = 5,d(vy) = d(v3) =
d(vs4) = d(vs) = d(v7) = d(vg) = 1 e d(vg) = 3. Note que a soma s = %, d(i) = 14 ¢ um

ntmero par. Veremos abaixo que isso acontece para qualquer grafo simples.

Fixe G = (V, E) um grafo e dois vértices u,w € V. Quando fazemos a soma s dos
graus de todos os vértices v € V, isto é,
s=> d(v),
veV
note que contamos a aresta uw duas vezes. De fato, contamos ela uma vez quando olhamos

para d(u) e outra quando olhamos para d(w). Concluimos dai que s = 2|E|.
Proposicao 1. Seja G = (V, E) um grafo. Entao
s=>_d(v)=2|E|.
veV

Corolario 1. A quantidade de vértices de grau tmpar num grafo é par.

Com efeito, se fosse impar, terfamos s impar, o que contraria o fato que s é par.

Definigao 2.1.4. Chamaremos de sequéncia de graus de um grafo G = ([n], F), o vetor

cujas entradas sdo os graus dos vértices em G, (d(1),...,d(n)).

A Proposicao 1 deixa evidente que uma condi¢ao necesséria para que uma sequéncia
(d(1),...,d(n)) seja sequéncia de graus de algum grafo, é que se tenha que s = -7, d(i) é

um ndmero par.

Outra condigao necessaria é que d(i) < n — 1 para todo i, ja que ndo podemos

ter um vértice ligado a mais do que n — 1 outros no grafo. Esta condi¢ao implica que
. v

Sy d(i) < n(n—1) =2[(3)]-
Veremos no exemplo a seguir, no entanto, que nao basta que a soma dos termos de

uma sequéncia de n nimeros inteiros seja par e a soma dos d(i) seja menor ou igual do

que a cardinalidade de (g) para que haja um grafo que admita essa sequéncia de graus.

Exemplo 2.1.4. Nao existe nenhum grafo de 4 vértices cuja sequéncia de graus seja
(1,1,3,3), muito embora d(i) < 3 para todo i. Pode-se verificar isto olhando todos os
grafos de 4 vértices. Uma vez que ha 6 espacos para se preencher com 0,1,..., 5 ou 6

arestas, temos 2% = 64 grafos distintos para testar.
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2.2 Alguns Grafos Famosos

Nesta se¢ao mostraremos alguns exemplos de grafos.

Definigao 2.2.1. Um grafo G de n vértices é dito ser completo quando d(v) =n — 1,

para todo v € V(G). Denotaremos por K,, o grafo completo de n vértices.

Um grafo completo de n vértices é um grafo cujos vértices se ligam, via arestas, a

todos os outros vértices. Portanto, G = (V, E) é completo se, e somente se, F = (g)

Exemplo 2.2.1. O grafo K, e as suas 6 arestas.

pas

Definigao 2.2.2. Um grafo G = (V| F) é dito ser grafo bipartido quando conseguimos
escrever V = V3 U V;, com Vi e V5 disjuntos, de modo que se uv € E, entao u € V; e
veVy,ouuelVyevel.

De maneira equivalente, um grafo é bipartido se é possivel escrever V' como uma
uniao disjunta V1UV;, de modo que se u, v € V;, i = 1,2, entao uv € E. Quando escrevermos

V =V, U Vs, queremos dizer que V; e V, fazem de G bipartido como na defini¢ao.

Chamaremos de grafo bipartido completo um grafo G = (V] U V5, E) bipartido
tal que d(v) = |V;| para todo v € V; com i # j. Ou seja, num grafo bipartido, todos os

vértices de V) se ligam a todos os vértices de V5.

Se |V1| = n e |V4| = m, entao denotaremos o grafo bipartido completo com conjunto

de vértices Vi U Vi por K, ,,.

Exemplo 2.2.2. O grafo bipartido K33 e suas também 6 arestas.
6oy
oo

2.3 Grafos Conexos e Arvores

Nesta se¢ao mostraremos varios resultados sobre arvores, um dos quais (o Teorema

2.3.1) garante que todo grafo conexo de n vértices tem pelo menos n — 1 arestas (um
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resultado que é bastante intuitivo). Falaremos ainda sobre caminhos e definiremos o que é

o grafo H estar contido no grafo G.

Para o que segue, fixe G um grafo.

Definicao 2.3.1. Um caminho (em G) de tamanho k& é uma sequéncia de vértices (de
G) [v1,va, ..., 0] que ndo repete vértices, exceto possivelmente o primeiro e o altimo, que

sao tais que v; ~ v;j11, paratodot =1,... . k — 1.

Intuitivamente, quando olhamos para um caminho ligando v a v, pensamos na
trajetoria que algo faz por cima do grafo partindo de u, passando por cima de vértices
utilizando as arestas que os ligam como estrada, de modo que nao se passe pelo mesmo

vértice duas vezes no meio da trajetoria, até chegar em v.

Defini¢ao 2.3.2. Um caminho [vy, ..., 51| de tamanho k é dito ser caminho fechado

ou ciclo se v; = Vg4 1.

Diremos que v pertence a um caminho se v for um dos termos da sequéncia que

define o caminho.
Iremos considerar que existe um caminho ligando v a v, o caminho unitario [v].

Se existe um caminho [u, uy, . . ., uy,, v] ligando u a v, entao o caminho [v, uy, ..., uy, u]

liga v a u.

Note que existir um caminho ligando u, v dois vértices é uma propriedade transitiva.
De fato, se existem dois caminhos [u, u1, ..., u,,w] e [w, vy, ..., vs,v] ligando u a w, e w a

v respectivamente, com u; # v; para todo 1, j, entao a concatenagao
[U, Uy .oy Uy, W, VY, .. Vs, V]

¢ um caminho ligando u a v. Por outro lado, considere agora o conjunto S dos indices ¢
tais que existe j para o qual u; = v;. Se S é nao-vazio, considere m o seu menor elemento.

Seja n o indice tal que u,, = v,. Entao o caminho
[u7u17---aum = Un, Un41y---,Us, U

liga u a v.

Assim, pelo que foi visto acima, estd provado que a relagao (u,v) definida por
“existe um caminho em G ligando u a v” é de equivaléncia. Logo, temos em G uma particao
no conjunto dos vértices, i.e, conseguimos uma familia de indices A e representantes v
tais que

V= U U/\)\,
A€A

onde vy = {u € V : (u,v,)} e a unido é disjunta.
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Definigao 2.3.3. Dizemos que H = (V1, E}) é subgrafo de G = (V4, E5), quando V; C V,
e Fy C Es, e escrevemos H C (. Neste caso, diremos que G contém uma cépia fiel de

H, ou que H esta contida em G, ou ainda que H acontece em G.

Ao maior subgrafo de G (no sentido da continéncia) que tem conjunto de vértices v,

damos o nome de componente conexa de v (ou de qualquer vértice em v), e denotaremos
por C,. Dado v € V(G), defina o conjunto D = {H C G : V(H) = v}. Entao

¢, = | H

HeD

Um grafo G = (V, E) é dito ser conexo se dados u,v € V existe um caminho
ligando u a v. Chamaremos de &rvore um grafo conexo e sem ciclos. Equivalentemente,

G é conexo se dado v € V, entao V =70

Proposicao 2. Um grafo T € uma drvore se, e somente se, entre cada par de vértices

existe um unico caminho que os liga.

Demonstracao. Primeiro suponha que T é uma arvore. Pelo fato de T' ser conexo, sabemos
que existe pelo menos um caminho ligando cada par de vértices. Provaremos a unicidade

por contrapositiva.

Suponha que T' é um grafo conexo, e existem dois caminhos diferentes ligando
algum par de vértices u,v € V(T), digamos [u = 79,71,...,Tm_1,0 = Tp| € [u =
80,81y -+, Sn_1,U0 = Sp|. Seja ¢ < min{m,n} o primeiro indice para o qual r; # s;.
Chame v = r;_1 = s;_1. Agora considere (j,k) o par com j (e portanto k) minimo tal
que j, k >ier; = s; (note que tal par sempre existe pois 7, = s,,). Chame v' = r; = sj.
Entao o caminho fechado [v/,7;, ..., 71,7, Sp_1,. .., s;,¢] € um ciclo. Concluimos que T

nao é uma arvore.

Por outro lado, se para cada par de vértices em T ha um tnico caminho que
os liga, em particular T" é conexo. Suponha por absurdo que T contenha algum ci-
clo. Entao existe um caminho fechado formado por pelo menos trés vértices distintos.
Seja [v1, ...,V ..., 0s,v1] este caminho. Entao ele é a concatenagdo de dois caminhos:
(U1, V2, ., U1, U] € [V, Upa1, - . ., s, 01], que por definigao de ciclo sdo caminhos distintos.
Mas ambos ligam v; a v,, um absurdo, uma vez que supomos que o caminho ligando
qualquer par de vértices de T era tinico. Concluimos assim que 7" nao pode conter ciclos.

Juntando isso ao fato de que ele é conexo, concluimos que 7' é uma arvore. O

Decorre imediatamente da Proposicao acima que toda aresta em uma arvore é uma
ponte, isto é, uma aresta de um grafo conexo que ao ser removida o torna desconexo. De
fato, dados T uma &arvore e uv uma aresta em 7', temos que a remocao dessa aresta faz T’

desconexo, ja que [u,v] é o tnico caminho em 7' ligando u a v.



2.3. Grafos Conexos e Arvores 27

Seja T uma arvore. Fixe uv uma aresta de T'. Entéo conseguimos particionar V' (7')
em dois conjuntos fazendo o seguinte. Considere V,, o conjunto dos vértices w de 1" cujo
tnico caminho ligando w a u nao contém v, e V, o conjunto dos vértices w cujo tnico

caminho ligando w a v nao contém u. Entao
V(T)=V,UV,.

Com efeito, dado w um vértice de T, entao existe um tinico caminho ligando w a u. Se v
nao pertence ao tal caminho, entao w € V,,. Por outro lado, se v pertence ao tal caminho,
temos que ele é da forma [w, ..., v, u], uma vez que v ~ u. Entao [w,...,v] € um caminho
ligando w a v que nao contém wu, e portanto w € V,,. Que eles sao disjuntos é evidente pela
definicao de V,, e V.

Tomando os maiores subgrafos de T' que contém os conjuntos de vértices V,, e V,,
obtemos como resultado duas arvores T, (u) e T, (v), respectivamente. Em T;,(v), chamamos

u de referéncia e v de raiz.

Exemplo 2.3.1. Considere a arvore 17" desenhada abaixo.

O O=OS=e
©

Figura 4 — A arvore T

Como 1 ~ 2, podemos obter as componentes T5(1) e T1(2) de 7. Mostramos as duas na

Figura 5 — As componentes T5(1) e 77(2) de 7.

Figura 5.

Intuitivamente as componentes sdo obtidas “retirando-se” a aresta {1,2} e separando as

duas componentes, cada uma delas sendo tratada como uma arvore separadamente.

Um resultado bastante divertido sobre arvores é que toda arvore finita com mais

de um vértice tem duas folhas, i.e, vértices de grau 1.

Proposigao 3. Seja T uma drvore finita com mais de um vértice. Entao existem pelo

menos dois vértices de T' que tém grau 1.



28 Capitulo 2. Teoria de Grafos

Demonstrag¢ao. Considere o caminho de maior tamanho ligando dois vértices em T. Os
extremos desse caminho, digamos os vértices u e v, devem ter grau 1. Com efeito, se um dos
dois, digamos v, tivesse grau pelo menos 2, entao teriamos o caminho [u, u1, . . ., Uy, v] e um
outro vértice w conectado a v. Mas ai seria [u, uy, ..., u,, v, w] um caminho de tamanho
maior que o caminho de maior tamanho em 7', um absurdo. Segue que o grau de u e v é
1. ]

Mostraremos a seguir que dada uma arvore 1" e um vértice u de T, a adicao de um

novo vértice v ao grafo, junto da aresta uv, torna o grafo resultante ainda uma arvore.

Lema 2.3.1. Seja T' = (V, E) uma drvore. Seu € V ev &V, entao T" = (V', E") é uma
drvore, onde V' =V U{v} e E' = E U {uv}.

Com efeito, v se liga a algum outro vértice w de forma tnica pelo caminho
[v,u,...,w], que provém do tnico caminho em T que liga u a w. Para ligar qualquer outro
par de vértices em T, nao podemos passar por v, pois se nao terfamos um caminho da
forma [wy,...,u,v,u,...,wy], que nao é possivel pois repete a aresta uwv. Dai, a tnica
forma de ligar um par de vértices wy, ws # v em T”, é tomando o mesmo tnico caminho

que os liga em 7. Isso prova que T' é uma arvore.

Exemplo 2.3.2 (Ilustrando o Lema 2.3.1). Considere a arvore T" e o seu vértice u € V(T')
destacado (do lado esquerdo) na Figura 6. Obtemos uma nova arvore 7" (a direita na

mesma figura), adicionando um vértice v que nao esta no conjunto de vértices de V', e a

S0 T

Figura 6 — A esquerda a arvore T, e a direita a arvore 7" obtida por se adicionar a T' o
vértice v e a aresta uv.

aresta uv.

Agora daremos mais uma caracterizagao para as arvores.

Proposicao 4. Seja T um grafo de n vértices. T é uma drvore se, e somente se, T €

conexo e tem n — 1 arestas.

Demonstracao. A prova de que toda arvore de n vértices tem n — 1 arestas é por inducao
e é completamente analoga a prova acima. Primeiro note que a arvore de 1 vértice tem 0
arestas, e a unica arvore de dois vértices tem uma aresta. Agora dada uma arvore T de n

vértices, olhando as duas componentes ao arrancar uma aresta uv de T, uma tem k — 1
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arestas e a outra n — k — 1. Juntando as n — 2 arestas das duas componentes e a aresta

arrancada, temos que 7' tem n — 1 arestas, o que desejavamos provar.

A prova da volta seré por inducao. Suponha que todo grafo conexo de n vértices e
n — 1 arestas ¢ uma arvore. Considere agora um grafo 7" = (V, E') conexo de n + 1 vértice
e n arestas. Afirmamos que 7T tem pelo menos um vértice de grau 1. Com efeito, se nao
tivesse, entao seria d(v) > 2, para todo v € V, uma vez que T' é conexo e nao pode ter

vértices de grau 0. Dai terfamos

2n=2|E|=> dv)> > 2=2|V|=2n+2,

veV veV

um absurdo. Seja, pois v € V de grau 1, e u o tnico vértice ligado a v em T'. Considere
o grafo T" obtido por remover de T o vértice v e a aresta uv. Entao 7" ainda é conexo
(pois removemos um vértice de grau 1), e tem n vértices e n — 1 arestas. Por hipotese de
inducdo, 7" é uma arvore. Pelo Lema 2.3.1, a adicao do vértice v e da aresta uv & arvore
T’ torna o grafo resultante uma arvore. Mas o grafo resultante é justamente T, de onde

concluimos que 7' é uma arvore. O

No futuro, precisaremos utilizar o fato de que todo grafo conexo de k vértices

contém uma arvore de k vértices. Este é o contetido do teorema a seguir.

Teorema 2.3.1. Se H é um grafo conexo de k vértices, entdo existe uma drvore K C H

de k vértices.

Demonstracao. Seja H um grafo conexo com k vértices. Construiremos um subgrafo
conexo de H com k vértices e k — 1 arestas. Para tal, comece adicionando ao nosso grafo
a aresta vivy de F(H) e os vértices vy,vy € V(H). Prosseguindo, tome u; # vy, vy, um
vértice de H. Como H é conexo, existe um caminho [ug, ug, . .., up, v1]. Se u; # vy, v9, para
todo 2 <4 < n, adicione o vértice u,, e a aresta u, v, ao nosso grafo, e chame u,, = v3. Por
outro lado, se u; = v; ou vy para algum 2 < i < n, tome j o menor indice que satisfaz essa
propriedade e adicione o vértice u;_; e a aresta u;u;_; ao nosso grafo e chame u;_; = vs.
Note que se continuarmos tal construgao, sempre teremos que v; # vy, ..., v;_1. Continue
0 processo até obter um grafo com conjunto de vértices {vy, vq, ..., v }. Note que o grafo é
conexo pois o n-ésimo vértice adicionado se liga a algum dos n — 1 vértices que ja haviam
sido adicionados. Além disso, como comegamos com uma aresta e dois vértices, e a cada
passo adicionamos uma aresta e um vértice, o grafo resultante tem k — 1 arestas. Chame
de K o grafo que resulta desse processo. Como K tem k vértices, k — 1 arestas e é conexo,
segue que K é uma arvore. Logo, conseguimos um subgrafo de G que é uma arvore de k

vértices, como queriamos demonstrar. ]
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2.4 Subgrafos e Isomorfismos

No Capitulo 7, definiremos algumas varidveis aleatorias que contam copias isomoficas
e fiéis de um grafo dado (de um tipo especial definido mais na frente) dentro de outro.
Comecgaremos, portanto, a preparar o terreno para facilitar o entendimento do contetido 14

apresentado.

Exemplo 2.4.1 (Subgrafos de arvores). Dadas 7' uma &arvore e uv uma aresta sua, as

componentes conexas T,(u) e T, (v) sdo subgrafos de 7.

Exemplo 2.4.2. Fixando um vértice v de um grafo GG, definimos o truncamento de G a
partir de v com altura 1, como sendo o grafo G,; = (V4, Ey), onde V} = {v}U{u eV :
u~v}eFE ={vu:ueV;\{v}} Claramente G,; C G. Na Figura 7 esta ilustrado o
truncamento a partir de v; com altura 1, no grafo G do Exemplo 2.1.2. Nela, destacamos

(a esquerda) quais as arestas e vértices de G que serdo mantidas. Ja a direita, temos o seu

Uy Uy
U3 [ Us Ug U3 [ Us
(%) U7 (%) Vg
U1 Ve U1

Figura 7 — G e seu truncamento G,, ; de altura 1 a partir do vértice v;.

truncamento.

Diremos que dois grafos G; = (V4, E1) e Gy = (Vs, F») s@o isomorfos se existir
uma fungao bijetora ¢ : V; — V5 que preserva arestas, i.e, uv € FE; se, e somente se,
o(u)p(v) € BEy. E evidente que se dois grafos sdo isomorfos, os seus conjuntos de vértices
tém mesma cardinalidade. Muitas vezes diremos que se GG e H sao isomorfos, entao G é

uma cOpia isomorfica de H, e vice-versa.

Claramente a relacao G = H definida por “G é isomorfo a H” é de equivaléncia.
Isto decorre dos fatos: que ¢(v) = v é isomorfismo que preserva arestas; que se ¢ : V; — V5
¢ isomorfismo que preserva arestas, entdao ¢! : V5 — V; ¢ isomorfismo que preserva arestas;
e que composi¢ao de isomorfismos que preservam arestas é isomorfismo que preserva arestas.
Para alguns propésitos, é conveniente considerar que dois grafos isomorfos sao “a mesma

coisa”. E o que se faz quando se esta trabalhando com grafos nao-rotulados.

Se uma copia isomorfica de um grafo H é subgrafo de um grafo G, diremos que G

contém uma copia ismorfica de H.
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Exemplo 2.4.3. Seja H o grafo formado por dois vértices u e v e a aresta uv. Entao
qualquer grafo G = (V, E) com |E| > 1 contém uma copia isomorfica de H. De fato,

qualquer grafo formado por dois vértices e uma aresta é isomorfo a H.

Note que até agora demos uma ordenagao natural para a sequéncia de graus porque
pedimos que seu conjunto de vértices fosse [n] sempre. No entanto, h4 uma outra forma de
se ordenar os termos de uma sequéncia de graus sem precisar ordenar o conjunto de vértices.
Podemos simplesmente anotar os graus de cada um dos vértices e depois ordenéa-los do
maior para o menor. Dessa forma, ganhamos que quaisquer dois grafos isomorfos tém

mesma sequéncia de graus, por causa da preservacao das arestas.

Se G tem sequéncia de graus (d;)!, d; > d;;1 para todo 1 <1i < n— 1, entdo todo
grafo isomorfo a G tem sequéncia de graus (d;). Mas serd que a reciproca é verdadeira?

Veremos a resposta para esta pergunta na Secao 2.6.

2.5 Emparelhamentos Perfeitos

Nesta secao, veremos o que é um emparelhamento perfeito, e definiremos dois
emparelhamentos especiais que utilizaremos para provar resultados nas secoes seguintes.
Antes, no entanto, definiremos a matriz de adjacéncia de um grafo, e veremos que, na
verdade, um grafo de n vértices pode ser tratado com uma matriz n X n simétrica, que se

anula na diagonal e tem coeficientes em {0, 1}.

Ao conjunto das matrizes n x n, M = (m;;) simétricas (m;; = mj; para todos
i,7), que my; € {0, 1} para todos i, j, e que se anulam na diagonal (m;; = 0 para todo 7),

daremos o nome de SZ,.

Até agora vimos que um grafo G é uma dupla formada por um conjunto de vértices
V' e um subconjunto F de (‘2/), das arestas de G. Veremos agora como definir as arestas

de uma forma um pouco diferente, via uma funcao w.

Dado o grafo G = (V, E), defina a fungao w : V? — {0,1}, dada por w(u,v) =
I(uv € E). Obviamente w ¢é simétrica e w(u,u) = 0 para todo u € V. Analogamente,
dada uma funcao simétrica w : V? — {0,1} tal que w(u,u) = 0, defina o conjunto
E ={uv : w(u,v) = 1}. Nao ¢é dificil ver que E C (‘;) Entao dado G = (V, F), todas as

informagoes de E sao dadas por V' e um fun¢ao w, unicamente determinada por F.

Tendo isso em mente, trataremos daqui em diante de um grafo como sendo uma
dupla G = (V,w), onde w é uma fungao simétrica do conjunto dos pares ordenados de

elementos de V' no conjunto {0, 1}, que anula no conjunto A = {(u,u) : u € V}.

Com essa nova notagao, dado um grafo G = (V,w), o grau de u € V' é dado por

d(u) = > w(u,v).

veV
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Definigao 2.5.1. Definimos a matriz de adjacéncia do grafo G = ([n],w) como sendo

a matriz Mg = (my;) € SZ,, tal que m;; = w(i, j).

Nao é dificil ver que toda matriz (m;;) € SZ, define um grafo ([n],w) fazendo
w(i,j) = my;. Além do mais, a correspondéncia entre os elementos de GS, e SZ, é
biunivoca. Com isso concluimos que, pelo menos essencialmente, SZ,, é o conjunto dos
grafos simples com conjunto de vértices [n]. Em outras palavras, estamos dizendo que a
funcao
v:6S8, = SZ,
G— Mg

é uma bijecao.
Exemplo 2.5.1. A matriz de adjacéncia do grafo K,, é a matriz cujos coeficientes sao

m;; = 1(i # j), ou seja, a matriz

1
0 ... 1

My, =
11 0

Dado um grafo G = ([n],w), a soma dos elementos da coluna i da matriz Mg ¢

s =Y w(i,j) = d(i), o grau do vértice i.

Defini¢ao 2.5.2. Um emparelhamento perfeito num grafo de n vértices G = ([n],w),

¢ um subgrafo K de G tal que d(u) = 1 para todo u € [n].

A matriz de adjacéncia de um emparelhamento perfeito em G é, portanto, uma
matriz de SZ, tal que a soma dos elementos da coluna i é 1 para todo i. Note ainda que
num emparelhamento, ao colocar um elemento 1 no coefiente m;;, toda a linha i e a coluna
J devem ser preenchidas com 0. Mas como a matriz é simétrica, também devemos ter
mj; = 1, donde toda linha j e a coluna ¢ devem ser preenchidas com 0. Assim, preenchemos
duas colunas por vez e portanto a quantidade de colunas deve ser par, o que implica que o

numero de vértices de G deve ser par.

Exemplo 2.5.2. Se G ¢ um grafo tal que d(u) = 1 para todo v € V(G), entdo G
¢ um emparelhamento perfeito em si mesmo. Portanto, o grafo K = ([4],w) tal que
w(l,3) =w3,1) =w(2,4) =w(4,2) =1, e w(i,j) = 0 para todos os outros valores i, j,

desenhado abaixo é um emparelhamento em si mesmo.

O
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A matriz Mg do grafo K esta representada logo abaixo

0010
0001

Mo —

K 1000
0100

Veremos no Lema a seguir quantos sao os emparelhamentos perfeitos em um grafo

completo com S vértices, com S par.

Lema 2.5.1. Seja S um inteiro positivo par. Entao o conjunto ¥y dos emparelhamentos
perfeitos sobre Kg tem cardinalidade

S

] = (S/2)12572

= (S -1l

Demonstracao. Queremos dispor todos os vértices de Kg em uma lista de modo a formar
pares. Esta disposicao deve ser de tal modo que nao importe a ordem em que os elementos
da dupla estao dispostos. Além disso, nao deve importar a ordem em que a dupla esta

disposta na lista.

Note que podemos dispor os S elementos na lista de S! maneiras distintas. Na lista,
estarao dispostas exatamente S/2 duplas. Mas nao importa a ordem dos elementos em
cada dupla, e portanto dividimos o total de maneiras de dispor por 2%/2. Além disso, néo
importa a posi¢ao de cada uma das S/2 duplas na disposigao da lista e portanto dividimos
o resultado por (S/2)!. Segue dai que

Sl

== G

como queriamos demonstrar. O]

Estaremos interessados em contar o nimero de emparelhamentos perfeitos do grafo

bipartido completo sobre conjuntos W; e W5 com mesma cardinalidade.

Lema 2.5.2. Dado o grafo bipartido completo sobre os conjuntos (W1, Ws), que denotare-
mos por K, com |W;y| = S = |Ws|, o conjunto s dos emparelhamentos perfeitos em K

tem S! elementos.

Demonstracao. Note que cada emparelhamento é uma bijecao W; — Wy, Como ha um

total de S! dessas bijegoes distintas, concluimos que |¥Xq| = SI. n

2.6 Sequéncia de graus dada

Comegaremos com um problema.
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Problema 1. Dada a sequéncia de graus d é possivel determinar se existe ou nao um

grafo com essa sequéncia de graus?

A resposta para a pergunta acima (afirmativa), foi dada por Erdos e Gallai em [Erdos
e Gallai 1960]. O seguinte Teorema (para uma prova leia [Erdds e Gallai 1960]) nos da
condigao necessaria e suficiente para que uma sequéncia (d;)?; seja sequéncia de graus de

algum grafo simples GG. Ele é um teorema central na teoria de sequéncias graficas.

Teorema 2.6.1 (Erdés-Gallai). A sequéncia (d;)!, d; > d; sei < j, € sequéncia de graus

de um grafo simples se, e somente se, s =31 ,d; € par e

k n
> di <k(k—1)4+ > min{d;,k}, paral <k <n. (2.1)
i=1

i=k+1

Utilizaremos o Teorema acima para provar que uma sequéncia que ja vimos neste

texto nao é sequéncia de graus de nenhum grafo simples.

Exemplo 2.6.1. No Exemplo 2.1.4 vimos, sem provar de fato, que (3,3,1,1) nao é

sequéncia de graus. Pelo Teorema de Erdos-Gallai, para k = 2, temos

2 4
d;=6>4=2+> min{d;,2},

= i=3

=1

o que mostra que a sequéncia dada de fato nao é de um grafo simples.

No entanto, outra pergunta que pode vir a surgir ¢ se dada uma sequéncia que

define um grafo, ela define somente um grafo (no sentido de isomorfismo entre grafos).

J& vimos anteriormente que dois grafos isomorfos tém mesma sequéncia de graus.
Mas se dois grafos tém mesma sequéncia de graus, conseguimos garantir que eles sao

isomorfos? Como veremos no Exemplo 2.6.2, a resposta para esta pergunta é um sonoro
NAO.

Exemplo 2.6.2 (Dois grafos nao isomorfos). Verifique os dois grafos abaixo. Eles tém
mesma quantidade de vértices, mesma quantidade de arestas e mesma sequéncia de graus,
mas nao hé nenhum isomorfismo entre seus conjuntos de vértices que preserve arestas. De
fato, o vértice de grau 3 no grafo da esquerda esta conectado a dois vértices de grau 1,

enquanto no segundo, o vértice de grau 3 esta conectado a apenas um.

D S S

Figura 8 — Dois grafos com sequéncia de graus (1,1, 1,2, 3) que ndo sao isomorfos.
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2.7 A Formula de Cayley para arvores rotuladas”

Nesta secao daremos uma prova para a Formula de Cayley para arvores. Esta é
a prova apresentada em [Shukla 2018]|, e utiliza uma recorréncia nao linear para contar
o niamero exato de arvores rotuladas de n vértices. O contetido aqui apresentado nao
prejudica em nada a leitura dos proximos capitulos e € meramente expositiva. A sua leitura

¢é opcional.

Na prova serao utilizadas fungoes geradoras para encontrar o termo geral da

recorréncia montada.

Denotaremos o conjunto das arvores com conjunto de vértices V = {vy,...,v,}

por 7,. Para facilitar a notacdo, denotaremos 7,, = |7,|. Nao é dificil ver que T} = T, = 1.

Teorema 2.7.1 (Férmula de Cayley). |7,| = n""2.

Demonstracao. Contaremos a quantidade de arvores que tém uma aresta uv especifica.
Fixe uma aresta uv € (g) Denote por E,(uv) o ntmero de arvores que contém a aresta
uv. Note que para qualquer aresta especifica wz, temos E,(uv) = E,(wz). Isto porque
poderiamos simplesmente trocar u por w, e v por z em cada arvore e continuarfamos com
a mesma quantidade de arvores, mudando apenas qual aresta especifica cada uma contém.
Assim, denotaremos apenas por F, o nimero de arvores rotuladas que contenham alguma

aresta especifica.

Como ha (g) possiveis pares de vértices e cada arvore de n vértices tem exatamente

n — 1 arestas, entao temos que
———FE,=(n—1)T,. (2.2)

Dai resulta que
T, = =F,. (2.3)

Contaremos agora o nimero de arvores rotuladas que contém uma aresta uv especifica.
Note que as componente C, e C, ainda sao arvores, uma contendo k + 1 vértices e outra
contendo n — k — 1 vértices, respectivamente. Na componente C,, temos u e outros k
vértices, que podem ser escolhidos de (”;2> formas distintas (todas exceto u e v). Depois
de escolhidos os vértices, o numero de possibilidade para C,, é justamente T}, o nimero
de arvores de k + 1 vértices rotuladas. Os vértices que sobrarem estarao na componente
C,, que tem T),_j_; possibilidades de ser organizada. Juntando todas as possiveis arvores
montadas (para k entre 0 e n — 2) e pondo uv de volta, temos exatamente todas as

possibilidades de arvores de n vértices rotuladas que contém uwv. Segue dai que

n—2 n—2
E,=Y ( . )TkHTn_k_l. (2.4)

k=0
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Substituindo (2.4) em (2.3), obtemos a seguinte recorréncia nao-linear

n"=2(n—2
k=0

Utilizando a funcao geradora da exponencial, dada aqui por

n+1

© T
= Ty ——. 2.
3T 26)

Pelo produto de Cauchy de duas séries infinitas

k—f—l xn—k—‘rl
T, T, .
ZZ( R >< ’“*1<n—k>!>

Substituindo m = n + 2, temos

m—2 xk—l—l xm—k—l
T Tl ————————————
S (1) (o )

n2 (n—2)!
. 2nn—2)'k"( —k—=2)!

2" n"=2(n—2
e o2y ]

n=2 n<n - 2) k=0

(e iM8

n
Tep1Th

3
Il

[e=]

I
hE

que por (2.5) e por ser (n — 1)! = (n — 1)(n — 2)! nos faz concluir que

n—l "

(n—l)

n

n—l T
=y

-2t

pois para n = 1, o primeiro termo da série é nulo. Agora derivando ambos os lados obtemos

que

)= 2 2= DhG )
N Z:: (n—1)! _;m(nx— 1)!

de onde concluimos que

o] n—1 1 00 "
! = Tnix - Tn 2
5(z)5(z) nz::ln (n—1)! xnz::l (n—1)! (27)
Por outro lado, por (2.6), temos que
00 xn—l
S'(z) =Y nT, (2.8)

n=0 (Tl - 1)'
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Substituindo (2.6) e (2.8) em (2.7), e dividindo por S(z) obtemos

S'(z) = i((;”)) - ; (2.9)
Nao é dificil ver que
dci <log S;x)) _ i’((;)) B 313 (2.10)

Substituindo (2.10) em (2.9), temos que

ds d S(x)
—(x) = — (log—= ).
dx (z) dx <og x )
Integrando a expressao acima, obtemos

S5(x)

T

S(z) = log + K, (2.11)

onde K é uma constante. Agora note que por (2.6) temos que S(0) = 0 e que

S(x)

oo :L,n

n=1 :

donde ¥|$:0 = S; = 1. Por (2.11) temos que S(0) = log(0) + K, donde K = 0 & a nossa
S(x)

T

constante procurada. Dai concluimos que S(x) = log . Tomando a exponencial,

S(x) = ze5@), (2.12)

Expandindo S(z) em série de poténcias utilizando (com muita fé) o Teorema de Inversao

de Lagrange (veja Apéndice A), obtemos

o] .Z‘n+1

S(x) = Z_%n”*l—. (2.13)

n!

Comparando (2.13) e (2.6), concluimos que T,4; = n"~ !, para todo n > 0, ou seja,

T, = n" 2 para todo n > 1, como queriamos. ]

2.8 Exercicios

Exercicio 2.8.1. Quantas arestas tem o grafo K7
Exercicio 2.8.2. Calcule o namero de grafos simples de n vértices.
Exercicio 2.8.3. Quantas arvores rotuladas de 1000! vértices existem?

Exercicio 2.8.4. Encontre um grafo com sequéncia de graus (1,1,2,2,3,3,4,4).
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Exercicio 2.8.5. Seja G = (V, E) um grafo e v € V um vértice qualquer. Provar que

dv) = > 1(u~v).

ueV

Exercicio 2.8.6. Considere o grafo G, = ([n|, E(n)), onde u ~ v em G, quando
mdc(u,v) = 1. Seja ¢(j) a funcdo que conta quantos nimeros relativamente primos

com j existem entre 1 e j. Mostre que d(j) = ¢(j) se, e somente se, j = n.

Exercicio 2.8.7. Seja T' = (V, E)) uma arvore. Considere o conjunto F' = {v € V : d(v) =
1}. Mostre que
Y d(u) =|F|+2|V\F|-2.

ueV\F

Exercicio 2.8.8. Mostre que nao pode existir um grafo com sequéncia de graus (5,5, 4,4, 3,1).

Exercicio 2.8.9. Prove sem utilizar inducao que 2""1/2 > n"=2 para todo n > 2.



39

3 Modelo de configuracao para multi-
grafos

Com os grafos conseguimos apenas determinar quando elementos de um dado
conjunto estao conectados, mas nunca com que intensidade ou quantidade de conexoes. Por
outro lado, existe um outro tipo de estrutura que nos fornece melhores informagoes sobre
essas conexoes. Por exemplo em redes de transporte, podem haver mais de uma rodovia

conectando dois pontos de uma cidade, e dai ter mais arestas é de extrema importancia.

Nas secoes que seguem, estaremos interessados em uma classe especial de grafos: os
multigrafos. Definiremos para esta classe um modelo de configuragoes, que é uma “versao

para criangas” de um modelo de configuragoes para multigrafos coloridos.

3.1 Conhec¢a os multigrafos

Comecaremos definindo multigrafos. Depois de definir sequéncia de graus de um
multigrafo, mostraremos que para que uma sequéncia de inteiros positivos seja sequéncia
de graus de algum grafo é necessério e suficiente que ela seja de soma par. Concluiremos

mostrando que varios multigrafos podem ter a mesma sequéncia de graus.

Consideraremos V' = [n| para o que segue, a menos dos casos onde seja indicado o

contrario.

Definigao 3.1.1. Seja n € N. Um multigrafo ¢ um par G = (V,w), onde w : V? — N ¢

uma func¢ao tal que w(u,u) é par e w(u,v) = w(v,u).

Num multigrafo G = (V,w), iremos convencionar que w(u,v) é o nimero de arestas

ligando u e v, se u # v; e w(u,u)/2 é o nimero de loops em wu.

Exemplo 3.1.1 (As Sete Pontes de Koénigsberg). Talvez o (multi)grafo mais famoso
da historia seja o das sete pontes de Konigsberg. Ele surge de um problema famoso na
antiga cidade de Konigsberg (atual Kaliningrado). Pelas ruas da cidade, os habitantes
perguntavam se era possivel atravessar as sete pontes sem que se repetisse nenhuma. A
solucao negativa do problema da inicio a teoria dos grafos. Na Figura 9 representamos o
tal grafo. Cada vértice nele representa um dos quatro pedagos de terra da cidade, e cada

aresta representa uma das sete pontes ligando essas regioes.

Analogamente ao que se faz com grafos, em um multigrafo, o niimero de arestas

incidindo sobre um determinado vértice é o que chamamos de grau desse vértice. Como
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Figura 9 — Grafo das Sete Pontes de Konigsberg

um loop incide duas vezes no mesmo vértice, ele contribui duas vezes para o grau, e por

isso é importante que consideremos o ntimero de loops em u como sendo w(u, u)/2.

Definigao 3.1.2. Seja G = (V,w) um grafo. Definimos o grau do vértice u € V' como

sendo o niimero

d(u) = Zi:l w(u,v).

Chamamos de sequéncia de graus de G o vetor d = (d(1),d(2),...,d(n)).

Veremos na proposicio a seguir que para uma sequéncia d = (d(1),d(2),...,d(n))
ser sequéncia de graus de algum multigrafo basta que d(7) seja inteiro ndo-negativo para

todo i e a soma das entradas seja par.

Proposicao 5. Seja d = (d(1),...,d(n)) uma sequéncia de inteiros nao-negativos. Entao
dé sequéncia de graus de algum multigrafo G com conjunto de vértices [n] se, e somente
se, Y, d(i) € par.

Demonstracao. A necessidade é trivial, uma vez que cada aresta e loop é contado duas

vezes para O grau.

Para provar a suficiéncia, sejam d(1),...,d(n) nameros inteiros ndo-negativos cuja
soma ¢ par. Monte um multigrafo com conjunto de vértices [n| como segue. Se d(i) = 2k;,
entao adicione k; loops em i. Os d(j) que sobrarem serdo todos impares e havera uma
quantidade par deles. Sejam d(j;), d(jz), - .., d(jor) 0s termos impares da sequéncia. Entao
existem k,, para os quais d(j,,) = 2k,, + 1. Sendo assim, adicione no vértice j,, um total
de k, loops. Por fim adicione as arestas {ji, jo}, {js, ja},-- -, {j2u—1,71}. O resultado desse

processo é um multigrafo com sequéncia de graus d por construgao. O]

Estaremos interessados em trabalhar com multigrafos com sequéncia de graus d

fixada. Dito isto, fixe d uma sequéncia de inteiros positivos de soma par.

—

Definigao 3.1.3. Chamaremos de MG(d) o conjunto dos multigrafos com sequéncia de

graus d.

Partiremos para alguns exemplos.
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Exemplo 3.1.2. Abaixo temos o multigrafo G com conjunto de vértices [4], definido
por w(l,2) =w(2,1) =w(2,4) =w(4,2) =1; w(l,1) = w(2,2) = w(3,4) = w(4,3) = 2;

w(2,3) = w(3,2) = 3.
Of

A sequéncia de graus de G é (3,7,5, 3).

Daremos agora um exemplo de multigrafo que tem a mesma sequéncia de graus de

G do exemplo acima, mas nao é isomorfo a ele.

Exemplo 3.1.3. O multigrafo G’ desenhado abaixo tem sequéncia de graus (3,7, 5, 3)

mas nao ¢ isomorfo ao multigrafo G do Exemplo 3.1.2.

(D (2)
i

Isso refor¢a o problema de unicidade: em geral, ha diversos multigrafos distintos com a

mesma sequéncia de graus.

Proposicao 6. Seja G = (V,w) um multigrafo. Se existe um vértice v € V' tal que

d(v) —w(v,v) > 2, entdo existe um multigrafo H # G com mesma sequéncia de graus de

G.

Note que estamos pedindo para que haja um vértice que tenha pelo menos duas

conexoes que nao sejam loops.

Demonstracao. Temos duas possibilidades: ou existe um vértice u € V' com aresta dupla

conectada a v, ou existem u,w € V conectados a v.

Suponha que v tem pelo menos duas arestas conectadas a um vértice u de G, como

W)

na figura abaixo.
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Apague as arestas e coloque um loop em cada um dos dois vértices, nao alterando mais

< We

Note que o grau dos dois vértices permanece inalterado por essa mudanca. Obtemos assim

nada no restante do multigrafo.

um novo multigrafo H que nao é isomorfo a G e que tem mesma sequéncia de graus de G.

Agora suponha que existem dois vértices u,t € V conectados a v.

Apague as duas arestas e ponha um Jloop em v e uma aresta conectando t e u, e deixe o

resto do multigrafo como antes.

()

Novamente os graus de todos os vértices do multigrafo continuam inalterados. Assim,
construimos um multigrafo H que nao ¢ isomorfo a G e que tem mesma sequéncia de
graus de G. [

Proposicao 7. Seja G = (V,w) um multigrafo. Se eziste v € V' com d(v,v) > 2 e (i.)
existe w(u,u) > 2, ou (ii.) existem u,w € V com w(u,w) > 1, entao existe H # G

multigrafo com mesma sequéncia de graus de G.

Demonstra¢ao. Suponha que existam u,v € V tais que w(u,u) > 2 e w(v,v) > 2. Entao
temos pelo menos dois loops em G, um em v e um em v. Podemos obter um multigrafo
H # (G desfazendo os dois loops e adicionando uma aresta dupla ligando u e v. Claramente

H tem mesma sequéncia de graus de G.

No segundo caso, se temos um loop em v e uma aresta em ligando u e w, podemos
desfazer o loop e a aresta e adicionar as arestas uv e vw. Chame o grafo resultante desse

procedimento de H. A sequéncia de graus de H é a mesma de G, mas H # G. O]

3.2 Modelo de Configuracdes para Multigrafos

Na presente secao definiremos o que é uma configuracao, e como obter um multigrafo
a partir de uma configuracao. Mostraremos ainda que a funcao I' que associa as tais

configuracoes a um elemento de MG é sobrejetora, e portanto cada multigrafo provém de
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alguma configuracao via I'. No final da se¢ao, contaremos a quantidade de configuracoes

que sao levadas por I' em um grafo H = (V,w) fixado.

Definicao 3.2.1. Para cada sequéncia de graus d de um multigrafo, fixe um conjunto

com Y , d(i) pontos, de tal modo que |W (i)| = d(i) para cada i € [n]. Chamaremos W

de conjunto associado a d.

O que estamos fazendo ¢ criar n “aglomerados” de pontos W (i) com d(i) pontos

cada.

Exemplo 3.2.1. Considere o multigrafo G desenhado abaixo. Ele ¢ definido por w(1,2) =
w(1,3) =w(3,4) = Lw(2,2) = w(3,4) = w(4,4) = 2. Omitimos os valores nao-nulos de
w(i, j) para i > j, mas basta lembrar que w(i,j) = w(j,?). Os demais valores sao iguais a
0.

Abaixo representaremos em um desenho o nosso conjunto W, que é uniao dos aglomerados
W (i), cada um contendo exatamente d(i) pontos. Note que d(1) = 2,d(2) =4,d(3) =3¢
d(4) = 5.

w

vy (G we
W<3> W<4>

O conjunto W é uma especie de “grafo em branco” com vértices espalhados por vérios
outros conjuntos. Estaremos interessados em completar esses espacos vazios com ligacoes
que formem pares nesse conjunto de vértices. Quando fazemos isso, chamamos o resultado

de configuracao.
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Agora formalizaremos o conceito de configuracao que utilizaremos nesta secao.
Ao invés de utilizar W como um grafo em branco, chamaremos de configuragao um tipo

especial de funcao cujo dominio ¢ W?2.

Definicao 3.2.2. Dado um conjunto nao-vazio V de cardinalidade par, chamaremos de

emparelhamento uma fungio o : V2 — {0,1} que para todos u,v € V, satisfaz

1. o(u,u) =0 (Anulamento na diagonal);
2. o(u,v) = o(v,u) (Simetria);

3. Y o(u,w) =1 (Fidelidade).

weV

No caso especial em que V = W( _3, chamaremos o de configuragao em W.
Observacao 1. Na definicao acima poderiamos ter pedido que o fosse uma fungao
(‘2/) — {0, 1}, e seria suficiente que Y ey 0({u,v}) = 1 para termos um emparelhamento,

mas com isso a notacao ficaria complicada nas contas que seguem.

Veremos que um emparelhamento é, essencialmente, um emparelhamento perfeito

(sobre um grafo completo) no sentido de grafos.

Exemplo 3.2.2. Dando uma enumeragao em V, digamos V = {vy, v, ..., v3,}, um
emparelhamento sobre V' pode ser representado como sendo uma matriz simétrica com
entradas em {0, 1}, cuja diagonal se anula e a soma dos elementos de cada coluna é 1,
fazendo-se m;; = o(v;,v;). A matriz M = (m;;) € SZy, é matriz de um emparelhamento
perfeito sobre Ky,. No caso onde temos uma configuracao, para deixar evidente as ligagoes
entre os conjuntos W (i), podemos representar uma configuragao como uma matriz simétrica
M = M(o) em blocos

Mll M12 R Mln
M= MQl MQQ . MQn ’
Mnl Mn2 s Mnn

onde cada bloco M;; é a matriz dos valores o(u,v) com u € W (i) e v € W(j).

-

Definigao 3.2.3. Denotaremos por ¥; = ¥(d) o conjunto das configuragoes de W.

Como vimos agora a pouco, faz sentido tratar uma configuragdo como um empare-
lhamento perfeito sobre Ks,, e por isso a escolha da mesma notacao que utilizamos na
Secao 2.5. Representaremos os elementos de 3; por um desenho que liga v e v quando
o(u,v) = 1. Note que u ¢é elemento de algum aglomerado W (i) e v de algum aglomerado

W (j), podendo ser i = j. No exemplo abaixo desenhamos um elemento de ¥;.
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Exemplo 3.2.3. Considere o conjunto W obtido a partir do grafo do Exemplo 3.2.1.

Abaixo ilustramos um emparelhamento perfeito em W.

Definigao 3.2.4. Dada uma configuragao o € ¥;, denote por I'(c) o multigrafo com
conjunto de vértices [n] definido por w? (7, j) = “ntimero de conexdes entre elementos dos

aglomerados W (i) e W(j)”.

O que I faz é adicionar uma aresta ij para cada ligagao entre elementos de W (i) e
W (j). Pela defini¢ao de configuracao, formalmente temos que I'(c) é o multigrafo ([n],w?”)

que obedece

Wi, g)= >, > ouw). (3.1)

weW (i) vEW (5)

Note que se u,v € W(i), entdo w(u,v) = 1 é contado duas vezes em (3.1), portanto o

nimero de loops é contado dobrado por w?, bem como queremos.

No exemplo abaixo obtemos o multigrafo que é gerado por I' a partir da configuracao
do Exemplo 3.2.3.

Exemplo 3.2.4. Considere a configuragao o obtida pelo multigrafo do Exemplo 3.2.3.
Comegaremos a construgao adicionando os loops. Note que um par de elementos de W (i)

se conectando em cada 7. Dai, adicionaremos um loop em cada vértice do nosso grafo

< P
«®» e

Prosseguindo, observe que ha dois pares saindo do vértice 2 para o vértice 4, e ha um par

resultante.

saindo de 3 para 4. Portanto, precisamos adiciona dois pares de arestas ligando 2 e 4, e

um par ligando 3 e 4.
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)
H—W

Note que o nimero de arestas incidindo em cada vértice de I'(o) permanece inalterado

em relagao ao grafo sobre o tomamos a configuracao o, uma vez que tomamos as arestas
conectadas ao vértice i de acordo com o ntimero de elementos no aglomerado (que é igual

ao grau de ¢ no multigrafo original).
Proposicio 8. Se o ¢ uma configuragio sobre W (d), entio I'(c) tem sequéncia de graus

d.

Demonstrac¢ao. Denote d?(i) o grau do vértice ¢ no grafo I'(0). Afirmamos que para todo
i € [n], temos d?(i) = d(i). De fato, seja i € [n]| arbitrario. Pela definigao de grau temos

que

Agora note que W = UJj_; W (j) (e esta unido ¢ disjunta), e portanto

@)= > > oluw

ueW (i) veW
= Y 1=|W(@)|=d(),
ueW (2)
0 que prova que a sequéncia de graus de I'(o) é d. ]

Na proposicao a seguir mostraremos que cada multigrafo G com sequéncia de
graus dé atingido por pelo menos uma configugao o € E(cf) via I'. A ideia utilizada para
demonstrar a Proposicao 9 ¢é ligar w(i, j) elementos de W; para W; se ¢ # j (via bijecoes),

e emparelhar w(i,7) elementos de W; (via emparelhamentos).

Proposicao 9. A funcaoI' : ¥ — Mg(cz) € sobrejetora.

-

Demonstragio. Sejam G = (V,w) € MG(d) e W(d) = U, W(i) o conjunto associado a

l

d. Como para todo i = 1,...,n temos que |W(i)| = d(i ) ", w(i,j), entdo podemos
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particionar o conjunto W (i) em conjuntos W;(i) de cardinalidade w(i, j), ou seja, escrever
W (i) = Uj—y W;(i), onde [W;(i)] = w(i, j).

Por definicdo de multigrafo, |W;(i)| = |W;(j)|. Portanto para cada par ¢ < j
podemos tomar uma func¢ao bijetora arbitraria fixa
fij = Wi(@) = Wi(3).
No caso em que 7 = j, tome um emparelhamento arbitrario fixo
i W = {0.1)
em W;(i). Note que dados u,v € W, existem ¢ = i(u),j = j(v) tais que u € W(i) e
v € W(j), podendo inclusive ser i = j.
Iremos construir abaixo uma configuracao o : W2 — {0, 1} tal que I'(¢) = G.

Suponha ¢ < j. Para cada par u € W;(i) e v € W;(j) defina os seguintes valores

1(fij(w) =), sei#j;

o(u,v) = o
1(fii(u,v) =1), sei=j.

Em seguida, ponha o(v,u) = o(u,v). Caso u € W;(i) e v € Wi(k) com j # k ou i # [,
ponha o(u,v) = o(v,u) = 0. Afirmamos que ¢ é uma configuragao.

Com efeito, as condicoes 1. e 2. da Definicao 3.2.2 sao satisfeitas pela forma como
construimos o. Para ver que o obedece a condi¢ao 3. da mesma defini¢ao, observe que para
cada u € W, existem 1, j tais que u € W;(i). Portanto, apenas é possivel que o(u,v) = 1
se v € Wi(7). Assim,

Yo(uv)= > o(uv) =1,

veEW veW;(5)
pelas defini¢oes de bijegao e emparelhamento. Agora resta mostrar que I'(0) = G. Para
ver isto, note que

w?(i,7) = Z Z o(u,v).

u€W (i) veW (5)
No entanto se u € W (i) e v € W(j), entdao o(u,v) # 0 se, e apenas se, u € W,(i) e
v € W;(j). Dai,

w7 (i, j) = Z Z o(u,v).

ueW; (2) veW; (5)

Agora note que para cada u € W;(i), temos que 3 ,ew,(j) o(u,v) = 1, donde

Wi, g) = > 1= W) =w(,J),

ueW, (i)

como queriamos demonstrar. O]
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—

A Proposigao acima nos diz que cada multigrafo em MG (d) pode ser obtido via
I' por pelo menos uma configuragao, mas pode ser que ele seja proveniente de varias
configuragoes, como veremos a seguir. O Teorema 3.2.1 conta a quantidade exata de

—

configuragdes o que vao em grafo fixado H € MG(d) qualquer por I

E importante lembrar que o conjunto ¥; depende de W, e portanto depende de d.

Teorema 3.2.1. Seja H um multigrafo com conjunto de vértices [n] e com sequéncia de

graus (d(1),...,d(n)). O nimero de configuracées o € ¥y tal que I'(0) = H € dado por
[T, d(4)!

L (w(d,1)/2)R2CE2 T w(i, §)

onde w(i, j) € o nimero de arestas entre o parij em H e w(i,i)/2 é o nimero de loops no

nl(H) =

vértice 1 em H.

Demonstracao. Para facilitar a escrita na demonstracao, dada uma configuracao o, quando

o(u,v) = 1, diremos que “ha uma aresta entre u e v”.

Contaremos a quantidade de configuragoes o € ¥, tais que para todo i < j, hé
exatamente w(i, j) elementos u € W (i) e v € W(j) tais que o(u,v) = 1; e tais que para

todo ¢ € [n], ha exatamente w(i,7)/2 pares u,v € W (i) tais que o(u,v) = 1.

Fixe ¢ < j. Comece escolhendo w(i, j) elementos de W (i) e w(i,j) elementos de

W (j) para produzir w(i, j) arestas entre W (i) e W(j). Note que ha

w(i, §)! (3:2)
maneiras distintas de fazer essas escolhas, o numero de bijecoes entre conjuntos de

cardinalidade w(i, j).

Prosseguindo, podemos escolher w(i, ) elementos de W (i) para produzir os w(i,)/2
loops em 7. Note que a quantidade de maneiras de se produzir esses loops de forma distinta
¢ a mesma de se tomar o total de emparelhamento perfeitos no grafo completo com w(i,7)
vértices, uma vez que cada elemento de W (i) escolhido tem grau 1 e eles se ligam a
elementos do proprio W (7). Sendo assim, ha

w(z,q)!
(w(i,i)/2)12«00/2

maneiras distintas de se tomarem os tais loops.

(3.3)

Por tultimo, para cada vértice ¢ temos, distintamente,

d(i) 3 d(i)
<w(i, 1),... ,w(i,n)) Cw(i, 1) w(isn) (3.4)

maneiras de se escolher os elementos de W (i) para acoplar com os elementos de W(j),

1 <7 < n. Agora, faremos os vértices i variar. Note que por (3.2), ha

[T w5

1<i<j<n
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maneiras distintas de escolher todas as arestas entre vértices ¢ # j de [n]. Ja por (3.3), ha

1;[ 22/2 '2W“/

maneiras distintas de se tomar os loops em cada vértice i € [n] do nosso grafo. Para

concluir essa parte, por (3.4) ha

I d(i)! T dG)!

ol D w(in)! T w(i,g)!

maneira de acoplar-se os elementos entre os aglomerados W (i) e W(j) com 1 <i,j < n.

Juntando tudo, temos que

w(i,1)!
miH) = ettt ugj“” o >
ﬁ d(i)! g w(i, ) iy w(i, J)! (3.6)

(1,1)/2)12¢(2)/2 [1i; w(i, j)!
Note que em (3.6), a segunda parcela pode ser simplificada

i w(i, i) Tlicj w(i, )" _ i<y w(i, j)! _ 1 _ 1
[T w(i,j)! [Lizjw(i, ) Tlisjw(i, j)! Ilicjw(i, j)!

Agora, substituindo (3.7) em (3.6), segue que o namero de configuragoes que resultam em

(3.7)

H pela funcao I' é dado por

[T, d(@)!
i (w(i,8)/2)120 002 T w(i, 7)1

como queriamos demonstrar. O]

nl(H) =

Temos, assim, tudo em maos para definir o modelo de configuragoes para multigrafos.

Definicao 3.2.5. Chamaremos de modelo de configuragoes para multigrafos a lei

de I' quando tomamos o aleatoriamente de maneira uniforme em ;.

3.3 Multigrafos direcionados

Definiremos agora o que é um multigrafo ser direcionado. O objetivo é apenas
entender o que ¢é ter arestas direcionadas num multigrafo, sem se preocupar com resultados

relacionados a esses grafos em si.

Definigao 3.3.1. Seja n € N. Um multigrafo direcionado ¢ um par G = (V,w), onde
V =[n]ew:V?— N éuma fungio.

Num multigrafo direcionado temos que
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1. w(u,u) é o namero de loops no vértice u; e

2. w(u,v),u # v, & o nimero de arestas partindo de u e chegando em wv.

Note a diferenga: agora nao ha mais a necessidade de se ter w(u,v) = w(v,u). Isso
ocorre porque nos multigrafos direcionados nao apenas estamos interessados em saber se
dois vértices estao conectados via arestas, mas também nos importamos com o sentido
dessa conexao. Nos multigrafos as arestas sao como estradas de mao dupla ligando os
vértices. Ja nos multigrafos direcionados, elas sao como estradas de mao tnica que ligam

esses veértices.

Exemplo 3.3.1 (Um exemplo de multigrafo). Abaixo temos um exemplo de multigrafo.
Nele, V' = [4] e temos os valores w(1,2) = w(1,3) = w(2,4) = w(3,1) = w(3,4) =
Lw(3,3) =w(4,4) = 2.

O=

Uma outra forma de definir multigrafos direcionados é como uma dupla G = (V, E),
onde V' ¢ um conjunto nao-vazio e E C V2 x N. Com essa definigao, (e,n) indica que a

aresta e foi adicionada n vezes no multigrafo.

Fixe G = (V,w) um multigrafo direcionado.

Definigao 3.3.2. O grau do vértice u € V, d(u), é o nimero de arestas que partem de
u, ou seja,

d(u) =) wlu,v).

veV
Damos o nome de sequéncia de graus de G ao vetor cujas entradas sao os graus dos
vértices de G,

d=(d(1),...,d(n)).

3.4 Exercicios

Exercicio 3.4.1. Seja G um multigrafo com conjunto de vértices [n], com r arestas e s

loops. Calcule X1 em termos de r e s.

Exercicio 3.4.2. Calcule a quantidade de multigrafos G com conjunto de vértices [3] que

tém sequéncia de graus (2,2,2) mas nao sao isomorfos a K.
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Exercicio 3.4.3. Considere G o multigrafo desenhado abaixo.

a Calcule |X].
b Calcule [I~1(G)].

¢ Seja o0 uma configuracao tomada aleatoriamente de maneira uniforme no conjunto

Y. Calcule P(I'(0) = G).

Exercicio 3.4.4. Dé exemplo de dois multigrafos que tém mesma sequéncia de graus,

mesmo conjunto de vértices, sao isomorfos, mas nao iguais.






93

4 Modelo de configuracao para multi-
grafos direcionados

O objetivo deste capitulo é construir o modelo de configuragoes direcionado. Aqui,
estaremos interessados em gerar copias aleatérias de mltigrafos direcionados com sequéncia

de graus fixada, assim como ja fizemos para o modelo de multigrafos.

4.1 Grafos Direcionados

Nesta secao, trataremos de um modelo de configuragoes para multigrafos direcio-
nados. Ja vimos no final da secao passada a definigdo de multigrafos direcionados, mas
veremos agora uma opcao alternativa que ajuda no estudo desses grafos via sequéncia de
graus. Ao invés de definir apenas uma funcao w; que define um multigrafo direcionado,

utilizaremos uma segunda fungao wy : V2 — Ny, que satisfaz wo(u,v) = wy (v, u).

Definigao 4.1.1. Sejam n € N e V = [n|. Um multigrafo direcionado é um par

G = (V,w), onde w = {wy,ws} € wy(u,v) = wa(v,u), para todos u,v € [n].

Um multigrafo direcionado pode ser representado graficamente como sendo um

multigrafo tal que

1. wi(u,v) = we(v,u) é o nimero de arestas saindo de u e chegando em v de cor ¢y, e

também o nimero de arestas saindo de v e chegando em u de cor c,.

2. wi(u,u) = we(u,u) &€ o namero de loops de cor ¢; no vértice u.

Como observado acima, convencionaremos que so serao representados graficamente loops
de cor ¢;. Para ver um exemplo de multigrafo direcionado segundo essa nova definigao,

veja Exemplo 4.1.1.

Definigao 4.1.2. Seja G = (V,w) um multigrafo direcionado. Definimos o grau na cor ¢;,

com i = 1,2, do vértice u € [n] de G, como sendo o nimero

di(u) = > wiu,v).

veV

O grau na cor ¢ do vértice u no multigrafo direcionado G pode ser interpretado

como o numero de arestas da cor ¢ saindo de u e chegando em algum vértice de G..

Note que pela definicao acima estamos tratando simplesmente de um multigrafo

direcionado. A sequéncia de graus da cor ¢; no vértice u conta quantas arestas partem de
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u com a cor ¢i. A sequéncia de graus de cor ¢y, conta quantas arestas azuis chegam em u

de cor ¢;.

Observacao 2. Embora nao sejam desenhados loops de cor ¢z, o grau na cor ¢y conta

wo(i,1) para cada i € V.

Observacao 3. Atente-se ao fato que apenas precisamos conhecer a fun¢ao w; para que

o grafo todo esteja determinado.

Nos exemplos e defini¢oes desta secao, trataremos a cor ¢; como sendo ciano e a
cor ¢y como sendo magenta para facilitar a visualizacao inicial e evitar carregar os rotulos

nas arestas o tempo todo.

Exemplo 4.1.1 (Um exemplo de multigrafo direcionado). Abaixo temos um exemplo de
multigrafo direcionado com 4 vértices, de cores ciano e mangenta, respectivamente. Neste
grafo temos wy(1,2) = we(2,1) = wi(1,3) = wa(3,1) = wi(4,3) = wa(3,4) = wy(3,3) =
wa(4,4) = Lwi(3,3) = wi(4,4) = 2.

0,
0=

O grau da cor ¢; no vértice 3 é d1(3) = wq(3,1) +w1(3,3) = 2. Nesse vértice ha uma aresta,

saindo do vértice 3 de cor ciano e um loop de mesma cor.

Definicao 4.1.3. Definimos as sequéncias de graus na cor ciano e magenta de
G = ([n],w) como sendo os vetores dy = (di(1),...,dy(n)) e dy = (da(1),...,ds(n)),

respectivamente.

Podemos ver que o multigrafo do exemplo acima tem sequéncia de graus (1,0, 2, 2)
na cor ciano e (1,1,2,1) na cor magenta. Mas note que ter somente a sequéncia de graus
na cor ciano nada diz sobre a sequéncia de graus da cor magenta. De fato, exibiremos no
Exemplo 4.1.2 um grafo com sequéncia de graus (1,0, 2,2) na cor ciano, mas com sequéncia

de graus na cor magenta diferente da do exemplo anterior.

Exemplo 4.1.2 (Um multigrafo com outra sequéncia de graus). Desenharemos abaixo
um multigrafo que tem sequéncia de graus da cor ciano (1,0, 2,2), mas diferentemente
do multigrafo do Exemplo 4.1.1, a sua sequéncia de graus na cor magenta é (0,2,0, 3) #
(1,1,2,1).
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@—NT
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O resultado é que dois grafos muito distintos um do outro podem ter mesma sequéncia de

graus de uma das cores.

Mais forte ainda que o resultado apresentado no exemplo acima, podem existir
dois multigrafos nao-isomorfos cujas sequéncias de graus das duas cores sao iguais. Para
mostrar isso, exibiremos um multigrafo com as mesmas sequéncias de graus do multigrafo

do Exemplo 4.1.1, mas que nao é isomorfo a ele.

Exemplo 4.1.3. Observe o multigrafo desenhado logo abaixo. Ele tem mesmas sequéncias
de graus que o multigrafo do Exemplo 4.1.1, mas nao é isomorfo a ele. De fato, ele nao

possui nenhum loop, enquanto o multigrafo de 14 tem dois.

Ou

A

Com isso concluimos que existem multigrafos direcionados que, embora tenham as mesmas

sequéncias de graus, nao sao isomorfos.

4.2 Modelo de Configuragdes para Multigrafos Direciona-
dos

Chamaremos de sequéncia de graus do multigrafo direcionado G o vetor

J: <d1> _ (dl(l), . ,dl(n)>

d2 dg(l),,dz(n) ’
dos graus dos vértices nas cores ciano e magenta no grafo G. Como no modelo de
configuragoes estudamos grafos gerados aleatoriamente a partir de uma sequéncia de

graus dada, estaremos interessados apenas nos vetores d que realizam algum grafo, i.e, que

existe algum grafo que tem d como sequéncia de graus.
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Definicao 4.2.1. Para cada sequéncia de graus de algum multigrafo direcionado d_: fixe

um conjunto

m=m@=Qmw

com S; = Y, dy(i) pontos, tal que |W;(i)| = di(7). De maneira completamente anéloga,
fixe .
Wy = Wa(d) = [ Wa(),

1=

=

um conjunto com Sy = Y-, do(i) pontos, tal que |Ws(i)| = da(7). Chamaremos Wy e Wy

de conjunto asssociado ao vetor de graus d; e do, respectivamente.

Iremos mostrar em um exemplo como conseguimos os construir os conjuntos

associados W7 e Wy dada uma sequéncia de graus d = (Zi)

Exemplo 4.2.1. Temos na figura abaixo um multigrafo direcionado G' de 4 vértices com

sequéncia de graus da cor ciano (1,1, 3,2) e da cor magenta (1,3,2,1).

T<—@:>

Abaixo desenharemos os conjuntos W7 e Wy associados a sequéncia de graus d. Pelas suas
sequéncias de graus, devemos fazer Wi(1) com um elemento, W;(2) com um elemento,
W1(3) com trés elementos e Wi(4) com dois elementos. Os Wa(j) terdo um, trés, dois e

um elementos para j = 1,7 = 2,7 = 3 e j = 4, repectivamente.

Wi Wy

Note que os conjuntos W; e W5 tem mesma cardinalidade. De fato, as somas dos graus na

cor 1 e 2 devem ser iguais em qualquer multigrafo direcionado . Em simbolos,

=1

i=1
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Denotaremos por 5 o conjunto das bijecoes de W, para Ws,. Representaremos
cada elemento de X5 por um desenho que leva uma seta de elementos do conjunto W,
para algum elemento tnico do conjunto Ws. Além do mais, elementos distintos de W; sao

obviamente levados em elementos distintos de Wj.

Definicao 4.2.2. Sejam W, (cf), Wg(ci) os conjuntos associados aos graus das cores ciano
e magenta em um grafo com sequéncia de graus d. Chamamos de configuracao uma
bijecao o : Wy — Wh.

Para uma configuracdo o € 3, dada, considere I'(¢) o multigrafo sobre [n] obtido
adicionando-se a aresta direcionada 27 de cor ciano e a aresta direcionada ji de cor magenta

tantas vezes quanto houverem conexoes entre W (i) e W(j).

Exemplo 4.2.2. Ilustraremos o que foi comentado acima utilizando o multigrafo do
Exemplo 4.2.1. Considere os conjuntos Wi e W, 1a construidos. Considere a seguinte

configuracao que chamaremos de o.

Wi

W” W)
W (2
@,
= 0 Wi

Construiremos agora o grafo ['(c). Como ha uma seta ligando elementos de W7 (1) e Wa(1),
adicionaremos um loop no vértice 1. Pelo mesmo motivo adicionaremos o um loop no

vértice 2. Note que estes sao os tnicos loops para adicionar.

ROMNO=
® O

Agora adicionaremos as arestas que partem do vértice 3 para o 2. Como ha duas setas
saindo de 3 para 2 em o, adicionaremos duas aresta de cor ciano saindo de 3 e chegando em
2. Pelo mesmo motivo, adicionaremos duas arestas de cor magenta saindo de 2 e chegando

em 3.
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(D)
G ©

Para finalizar, adicionaremos uma aresta ciano saindo de 3 e chegando em 4, e duas saindo

de 4 para 3. Depois adicionaremos as arestas magenta fazendo os caminhos contrarios.

(D)

Uma observagao importante sobre o multigrafo resultante acima é que ele tem a mesma
sequéncia de graus do multigrafo do Exemplo 4.2.1 que utilizamos para construir os

conjuntos Wy e Wy utilizados como base para este exemplo.

Proposicao 10. A funcao I' preserva sequéncia de graus, no sentido de que o grafo
resultante por uma configuracao tomada sobre Wi e Wy construidos a partir um multigrafo

direcionado G tem a mesma sequéncia de graus de G. Ademais, I' é sobrejetora.

Teorema 4.2.1. Seja H um multigrafo direcionado sobre [n| com arestas de cores 1 e 2

di(1),...,d1(n)
d2(1),...,d2(n)

[T di(i)!da(i)!
Hi,j wl(iaj)!

onde wy(%,j) = wa(j,7) € o numero de arestas de i para j com cor 1 em H.

e com sequéncia de graus d= ( ) O numero de configuracoes o € ¥y tal que

['(0) = H € dado por

ne(H) =

Demonstracao. Contaremos o niimero de mapas bijetores W; — W5 tais que para todos
i,7 € [n], incluindo o caso i = j, ha exatamente w (i, j) elementos de W1 (i) sendo mapeados

para Ws(7).

Comece fixando um vértice i. A ideia é espalhar os pontos de W (i) pelos aglome-
rados Wh(1),..., Ws(n), mandando w (i, j) setas de Wy(i) para Wa(j), com j =1,...,n.
Com isso, teremos que o grafo que resulta de cada uma dessas configuragoes tem os graus

de 1 em todos os vértices iguais ao de H.

Note que podemos distribuir esses pontos como descrito no pardgrafo acima de

(wl(i, 1),d.1.(.i ,)wl(z', n)) (4.1)
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maneiras distintas. Analogamente, podemos distribuir os elementos de Ws(i) para se

ligarem com os elementos de Wi(j), com j =1,...,n, um total de

<w2(i, 1),d.2.(.i ,)wg(z', n)>

vezes distintas. Assim, por (4.1) e (4.2), rodando por todo o conjunto [n], dada uma

(4.2)

parti¢@o inicial dos vértices de cada Wi (i), concluimos que podemos mandar as setas para,

os blocos de tamanho w; (4, 7) um total de

i:ﬁl (wl(ia 1)76%1-(-7;,)001(2', n)) (wg(i, 1),d.2.(.i,)w2(¢7 n)) (4.3)

maneiras distintas. Resta apenas contar quantas bijecoes distintas podemos obter depois
de decididos quais os wy (7, j) elementos de W7 (i) que serdo enviados em Ws(j). Note que
para cada i € [n|, podemos fazer isto de wi (i, 7)! maneiras distintas, de onde ha um total
de

[Terig)! (44)

dessas bijec¢oes distintas possiveis de se obter. Por (4.3) e (4.4), o total de configuragoes

o € ¥ gerando H por I' é dado por

[Ti2: da(4)!da (i)
no(H) = wi (1 4.5
2( ) HZJW1(Z ]>'w2 H 1 .] ( )
No entanto, como wy (7, j) = ws(j,4), e o produto do denominador da primeira parcela do
lado direito em (4.5) faz i e j rodar sobre todo o conjunto [n], de onde podemos concluir
que
[Twr(i, ) lwa(i, )1 = [T (wr (3, 7)1 (4.6)
1,] 1,]
Substituindo (4.6) em (4.5), concluimos que
izt A1 (1)1da (i) iy wn (i, )
ITi,j (w1 (2, 5)!)?
_ Ty da (i)' (2)!
[Tij wi(i, 5)!

e o resultado segue. O]

TLQ(H) =

Definicao 4.2.3. Definimos o modelo de configuracgoes direcionado como sendo a

lei de I' quando tomamos o aleatoriamente de maneira uniforme sobre ¥,.

4.3 Exercicios

Exercicio 4.3.1. Demonstre a Proposigao 10.
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5 Coloracao

Neste capitulo trataremos de um tipo de coloracao de arestas em multigrafos
direcionados que nos permite estudar um modelo de configuragoes especial nessa classe de

grafos. Daremos a ela o nome de coloragao propria.

5.1 Coloracao propria

Definiremos a seguir alguns conjuntos especiais de cores. Veremos que uma cor,
pelo menos durante todo o resto do texto, nada mais é que uma dupla ordenada de inteiros
limitados por um inteiro dado. Utilizaremos o conjunto de cores para definir a coloracao

propria para multigrafos.
Definicao 5.1.1. Dado L um inteiro positivo, o conjunto de cores ¢é o conjunto
C={(,j):1<4,j <L}
Alguns conjutos especiais estao listados abaixo.
1. C— ={(4,1) : 1 <i < L};

2. Co={(i,j):1<i<j <L}

3. Cc=C_UC.;
5. C,=C\C.

Chamaremos estes conjuntos de conjunto de cores com respeito a relacao =, <, <, > e #,

respectivamente.

Fixe C um conjunto de cores. Associaremos a cada cor ¢ € C, uma segunda cor ¢,
que chamaremos a sua cor conjugada. Utilizaremos isso para definir uma classe de grafos

que é sobreposicao de varios multigrafos e multigrafos direcionados.

Definigao 5.1.2. Dada uma cor ¢ = (i,j) € C, diremos que o par ¢ = (j,i) é a cor

conjugada de c.

Uma importante classe de funcoes V? — Ny, ¢ a das funcoes que definem multigrafos
e multigrafos direcionados. Fixando para cada ¢ € C< uma fungao w, : V? — Ny que
define um multigrafo, se ¢ € C—, ou um multigrafo direcionado, se ¢ € C., obtemos uma

C-coloracao sobre V, como bem definimos abaixo.
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Definigao 5.1.3. Seja V' = [n]. Diremos que uma cole¢do de mapas w = {w,}eec, com
w, : V? = Ny para todo ¢, é uma C-coloragao sobre V, se essa colecdo satisfaz as

seguintes condic¢oes:

1. Se c € C_, entao

1.1 we(u,u) é par, para todo u € V;

1.2 we(u,v) = w(v,u), para todos u,v € V.

2. Se ¢ € Cy, entdo we(u,v) = ws(v,u), para todos u,v € V.

Note que para ¢ € C—, temos as duas propriedades de multigrafos obedecidas, e
portanto G. = (V,w.) é um multigrafo. Analogamente, se ¢ € C., temos que G, é um
multigrafo direcionado bicolorido. Estudaremos multigrafos que sao a sobreposicao de
todos os multigrafos G. = (V,w,), ¢ € C<, os quais chamaremos de multigrafos direcionados

coloridos.

Com tudo em maos, partiremos para a definicao do objeto sobre o qual escreveremos

a partir de agora.

Definigao 5.1.4. Sejam n um inteiro positivo, V' = [n] e w uma C-coloragao sobre V. O
multigrafo G = (V,w), é chamado de multigrafo direcionado com arestas C-coloridas,

ou mais simplesmente de multigrafo direcionado colorido.

Um multigrafo direcionado colorido pode ser interpretado como sendo um multigrafo

tal que, para cada cor ¢ € C, se tem:

1. se u # v, entdao w.(u,v) = wg(v,u) é o niumero de arestas com cor ¢ saindo de u e

chegando em v;
2, seu=vecéeC,entdo sw.(u,u) ¢ o namero de loops de cor ¢ no vértice u;

3. seu=vecéeCl., entdo w.(u,u) = wz(u,u) é o nimero de loops de cor ¢ no vértice

u.

Note que o item 1 nos diz também que w.(u,v) é o nimero de arestas de cor ¢ saindo de v

e chegando em u. Por convenc¢ao, nao existirao loops de cor ¢ € C-.

Fazendo uma boa anélise, percebemos que um multigrafo direcionado colorido
G = (V,w) nada mais é que a sobreposigao dos multigrafos G. = (V,w,) de cor ¢ = (i, 1)
e multigrafos direcionados G, = (V,w.) com cores ¢ = (i,j) e ¢ = (j,i), com i # j.

[lustraremos isso no exemplo abaixo.
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Exemplo 5.1.1. Considere o multigrafo G = ([3],w) desenhado abaixo e definido
por wa(1,2) = we1)(2,1) = wan(3,1) = wen(3,1) = wa(2,4) = wan(4,2) =
We2)(3,4) = we(4,3) = Lwan(l,1) = we(2,2) = wan(3,3) = wegz)(4,4) = 2. Os

valores omitidos sao todos iguais a zero.

Note que o multigrafo G é sobreposicao dos trés grafos a seguir, dois dos quais sao

multigrafos (os dois da direita) e um é multigrafo direcionado bicolorido (o da esquerda).

(2.1)
=@ we@® @ @
(1,2)
1) (1,2) (2,2) (2,2)
(1,1)
@—@ =@ e
(1.1

Definicao 5.1.5. Denotaremos por q (C) a classe dos multigrafos direcionados com arestas
C-coloridas. Um subconjunto importante de G(C) ¢ o conjunto dos grafos, G(C), das

duplas G = (V,w) tais que

1. G nao tem arestas miltiplas de cores iguais, i.e, w.(u,v) = 0,1 para toda cor ¢ e

todos vértices u, v;

2. G nao tem loops, i.e, w.(u,u) = 0, para toda cor ¢ e todo vértice u.

5.2 Multigrafos Dalténicos

Dado um multigrafo direcionado colorido, G = (V,w), podemos definir o seu grafo
dalténico, G = (V,w), que pode ser identificado como um multigrafo nao-direcionado, pois

como veremos, w(u,v) = w(v,u), e ele deixa de fazer distingao entre as cores.

Definigdo 5.2.1. Dado G € G| (C), definimos o multigrafo daltonico de G, que escreve-
remos G = (V,w), pondo

v) = welu,v). (5.1)

ceC
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—~

Veremos que o multigrafo daltonico de um grafo G € G(C), realmente ¢ um

multigrafo.

Proposicao 11. Seja G = ([n],w) € Q\(C) Entao o grafo daltonico G é um multigrafo,

i.e, W(u,v) = w(v,u) para todos u,v € [n]. Ademais, se L=1, G =G.

—~

Demonstragao. Sejam G € G(C) e u,v € V. Ja vimos que w.(u,v) = wz(v,u), para toda

cor ¢ € C. Em particular, segue dai que

w(u,v) => we(u,v) = wa(v, u)

ceC ceC
=Y we(v,u) = w(v,u),
ceC

uma vez que ¢ roda todo o conjunto C. Se L = 1, entao
W(u,v) = wa(u,v),

de onde G coincide com G. O

Como H é um multigrafo, entdo faz sentido falar na sua sequéncia de graus.

Denotaremos a sequéncia de graus de H por dz = (d(1),...,d(n)).

Para ilustrar a construgao do multigrafo dalténico de um multigrafo direcionado

bicolorido dado, segue abaixo um exemplo.

Exemplo 5.2.1 (Obtengao do grafo dalténico). Na imagem abaixo temos um multigrafo
colorido direcionado com n = 5 e L = 2. Ele é definido por wg,1)(1,1) = wp9)(2,2) =
W(2,2)(5,5) =wa2)(1,2) = wie21)(2,1) = wen(l,4) =waz(4 1) = wa(2,4) =wa(4,2) =
W(2,2)(4,5) = we2)(5,4) = wu1)(3,5) = wan(5,3) = Liwaa(l,1) = wag(4,4) = 2. Os

valores omitidos sao todos iguais a 0.

Abaixo temos o seu grafo daltonico. Note que as cores das arestas passam a nao ser mais

enxergadas.
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Por fim, observe que o multigrafo daltonico tem a propriedade universal dos multigrafos
nao-direcionados: w(u,v) = w(v, u). Dai, podemos identificar o grafo G com um multigrafo

nao-direcionado. No nosso exemplo, temos o seguinte multigrafo.

0 &—®

9‘0

Trataremos o multigrafo daltonico G de um grafo G como sendo um multigrafo

sem dire¢ao. Tendo isso em mente, faz sentido chamar alguns grafos de G(C') de simples:

aqueles que seu grafo dalténico é simples.

Definigao 5.2.2. Diremos que G € (j(C) ¢ um grafo simples se G nao tem loops e nem

arestas multiplas.

Diferente da Definigao 5.1.5, um grafo simples além de nao poder ter arestas
miultiplas de nenhuma cor, nao pode ter também arestas de mais de uma cor partindo de

um vértice ¢ e chegando em um vértice j.

Exemplo 5.2.2 (Um exemplo de grafo simples). O multigrafo direcionado colorido G
definido por w(1,1)(1,2) = wa(1,3) = we1)(2,3) = 1 é um grafo simples. Abaixo

representamos tal multigrafo.

(1.1

O seu grafo dalténico pode ser obtido sem muita dificuldade.
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Dado um multigrafo H, cada aresta e do seu grafo daltonico H & a identificacao de
duas arestas e; e e; do multigrafo H, uma de cor ¢ e outra de cor ¢, entao a quantidade de
arestas em H, ¢ metade da quantidade de arestas de H. Isso nos da a seguinte proposicao,

que encerra a nossa SGQ?%O.

Por simplicidade iremos denotar o grau de grau na cor ¢ do vértice u de um grafo
H por d¥ (u). Abaixo, obteremos uma féormula para o niimero de arestas do grafo dalténico
de um grafo colorido direcionado H.

—~

Proposigao 12. Seja H = ([n],w) € G(C). Entao

B = 3 S 3l )

ceCi=1

Demonstracao. Ja sabemos que a quantidade de arestas de um multigrafo ¢ igual a metade

da soma dos graus de todos os seus vértices. Dai, temos que

o que conclui a demonstragao. ]

5.3 Exercicios
Exercicio 5.3.1. Considere um multigrafo H cujo grafo dalténico ¢ um ciclo de tamanho
n qualquer, com conjunto de vértices [n]. Calcule S.ce 20 d2 (i).

Exercicio 5.3.2. Seja L =5 e n = 7. Quantos sao os multigrafos G € Q\(C) tais que G ¢é

um ciclo de tamanho 4 e conjunto de vértices esta contido em V' = [7]?



67

6 Modelo de Configuracdo Generali-
zado

Nesta secao iremos definir o modelo principal deste texto. Tudo o que foi feito
até este momento no texto, foi feito na intencao de deixar a construcao do modelo de
configuragoes generalizado para multigrafos direcionados coloridos mais intuitiva. Ao invés
de fazer os modelos para as cores, como em [Bordenave e Caputo 2015|, fizemos para
multigrafos e multigrafos direcionados, uma vez que dado G € é\, dependendo da cor

¢ € C, o multigrafo G. s6 pode ser um dos dois.

6.1 Multigrafos com sequéncia de graus dada

O modelo de configuragoes necessita de uma sequéncia de graus para sobreviver.
A ideia é simples: gerar aleatoriamente grafos a partir de uma sequéncia de graus dada.
Entao para que possamos fazer isso em algum momento desse texto, precisamos definir

sequéncia de graus para o nosso modelo de grafos.

—~

Definigao 6.1.1. Sejam G € G(C), ¢ € C e u € V. Chamaremos de grau na cor ¢ do

vértice u, o nimero

De(u) =Y we(u,v).

veV

O grau do vértice u é a matriz L x L dos graus nas cores de u, definida por

L
ig=1"

D(u) = [Dgi jy(u)]
Por ultimo, definimos o vetor cujas entradas sao os graus dos vértices

D = (D(1),...,D(n)),

que sera chamado de sequéncia de graus de G.

O conjunto das matrizes L X L cujas entradas sao nimeros inteiros nao-negativos
serd denotado por M. Diremos que M € M, é simétrica quando M = [M(Z-,j)]ﬁjzl com
Mgy = My

Definigao 6.1.2. Seja n € N. Denotaremos por D, o conjunto de todos os vetores
(D(1),...,D(n)) que satisfazem:

1. D(i) € My, para todo i € [n];
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2. A matriz

S =3"D(i)

n
i=1
é simétrica e os coeficientes da diagonal principal sdo pares (para todo i € [n], existe

ki € N tal que S(”,) = 2]%)

Note que se G € q (C), o vetor de graus de D de G satisfaz as duas propriedades
da definicao acima, de onde temos que DeD, para algum n € N. Para uma sequéncia

De D,,, considere todos os elementos de Gl (C) tais que D é asua sequéncia de graus.

Definigcao 6.1.3. Fixen € Ne D € D,,. Escreveremos

1. Q\(ﬁ) para denotar o conjunto de todos os multigrafos G € @(C) tais que a sua

sequéncia de graus coincide com D;

2. Q(ﬁ, h) para denotar o conjunto dos multigrafos G € Q\(ﬁ) cujo grafo daltonico G
nao contém ciclos de tamanho [ < h;

—~ =

3. G(D) para denotar o conjunto dos grafos simples em G(D).

Note agora que como loops sao ciclos de tamanho 1 e arestas multiplas sao ciclos

de tamanho 2, e qualquer outro ciclo tem tamanho pelo menos 3, entdao G (5) =g (5, 2).

—~ =

Iremos definir agora um tipo especial de subgrafo de um grafo de G(D) dado. Esse

subgrafo é obtido removendo todas as arestas que nao tenham as cores desejadas.

—~ =

Definigao 6.1.4. Fixe G € G(D). Se ¢ € C_, defina o grafo G. como sendo o subgrafo de
G obtido ao se remover todas as arestas de cor diferente de c. Por outro lado, se ¢ € C,
defina o grafo G. como sendo subgrafo de G obtido ao se retirar todas as arestas de cor

diferente de c e e

Note que pela defini¢cao anterior, todo grafo G € G (5) ¢ obtido ao se sobrepor os
multigrafos G, para todo ¢ € C<.

Perceba ainda que se ¢ € C—, na verdade estamos tratando essencialmente de um
multigrafo. De fato, w.(u,v) = wz(v,u) = w.(v,u). Por outro lado, se ¢ € C, o grafo G.
¢ um multigrafo direcionado, pois atende a todos os requisitos da definicao de um. Com
isso, conseguiremos separar o grafo G em varios multigrafos e multigrafos direcionados, e

fazer o que ja fizemos nas Segoes 3 e 4.

6.2 Modelo de Configuracdes para c € C—

Nesta secao analisaremos os multigrafos G, com ¢ € C—. O que faremos, na verdade,

é utilizar os resultados obtidos na secao 3.2 para construir as provas para este modelo de



6.2. Modelo de Configuragoes para ¢ € C— 69

configuragoes. Isso faz sentido, pois ao trabalhar com o multigrafo G., com ¢ € C_, na

verdade estamos tratando, em esséncia, de um multigrafo nao-direcionado qualquer.

—~

Tome ¢ € C—. Por definigao, dado G € G(C), sabemos que w.(u,v) = w.(v,u) para
todos u, v € [n]. Assim, G, pode ser tratado como sendo um multigrafo nao-direcionado.

A sequéncia de graus do multigrafo G, é (D.(1),..., D.(n)).

Definigao 6.2.1. Sejam ¢ € C— ¢ D = (D,(1),...,D.(n)) sequéncia de graus de algum
multigrafo G, que s6 tem arestas de cor c. Fixe para essa sequéncia um conjunto W, =

—

W.(D), que satisfaz
We = J We(3),
j=1
com S, = Y%, D.(i) pontos, de tal modo que |W.(i)| = D.(i) para cada i € [n]. Ao

conjunto W, damos o nome de conjunto associado a sequéncia de graus D.

Definicao 6.2.2. Seja ¢ € C—. Denotaremos o conjunto das configuracoes sobre W, por

Y.. Chamaremos os elementos de ¥, de configuragoes.

Sabemos do Lema 2.5.1 que o nimero de configuragoes sobre W, é dado por

Se!

‘Ec, = (56/2)!256/2'

Dada uma configuragao o, € %, chamamos de I'.(0.) o multigrafo com conjunto de vértices
[n] com arestas nao-direcionadas obtidas ao incluir o par ij tantas vezes quanto houverem
duplas u € W(i),v € W.(j) tais que o.(u,v) = 1, tal como fizemos para multigrafos. Ja
vimos na Proposigao 8 que ao fazer isso, a sequéncia de graus de I'.(o.) é a mesma de G....
Assim,

d(i) = [We(i)| = De(d),

onde d(7) é o grau do vértice i em I'.(0.). Além disso, se H ¢ um multigrafo com essa
sequéncia de graus, entdo existe o. € X, para o qual H é igual ao grafo I'.(c.). A prova é

a mesma da Proposigao 9.
Partiremos agora para o importante
Lema 6.2.1. Fize ¢ € C—. Seja H um multigrafo com conjunto de vértices [n| com arestas

nao-direcionadas e com sequéncia de graus (D.(1),..., D.(n)). O nimero de o, € ¥.. tal

que I'c(0.) = H € dado por

izt De(i)!
[Ty (weld, ) /2)120e 07 [Ty we (i, 5)1

ne(H) =

onde w.(i,7) € o numero de arestas entre o parij em H e w.(i,i)/2 é o nimero de loops

no vértice 1 em H.
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Demonstracao. Como H é um multigrafo nao-direcionado com sequéncia de graus dada
acima, o resultado segue diretamente do Teorema 3.2.1, trocando-se d(i) por D.(i) e o

mapa w por we. O]

6.3 Modelo de Configuracdes para c € C-

Se ¢ € C., sabemos da defini¢ao que para todos u,v € [n], vale w.(u,v) = ws(v, u).

Logo, dado G € G(C), temos que o grafo G. é, na verdade, um multigrafo direcionado.

Tome ¢ € C.. A sequéncia de graus de G, como multigrafo direcionado é dada por
B J— DC(1)77DC(n)
D= <DE(1)7---»DE(”))'

Definicao 6.3.1. Sejam ¢ € C. e D = (gﬁgg’:::’gjgzg) sequéncia de graus de algum

multigrafo G. que s6 tem arestas de cor ¢ e ¢. Fixe para essa sequéncia um conjunto

—

W, = W.(D), que satisfaz
Wc - U WC(’L),
i=1
com S. = 3" D.(i) pontos, de tal modo que |W.(i)| = D.(i) para cada i € [n]. Analoga-

—

mente, fixe um conjunto Wz = Wz(D), que satisfaz
WE(Z) — U WE(Z),
i=1

com Sz = Y1, Dg(i), de tal modo que |Wz(i)| = Dz(i) para cada i € [n]. Aos conjunto W.

e Wz damos o nome de conjuntos associados as cores ¢ e ¢, respectivamente.

Note que os conjuntos W, e Wz tem mesma cardinalidade. De fato, as somas dos

o~

graus na cor ¢ e ¢ devem ser iguais em qualquer elemento de G(C). Em simbolos,
‘WE‘ =5 = ZDE(i) = ZDc@) =S5, = ‘Wc,
i=1 i=1

Definigao 6.3.2. Seja ¢ € C.. Denotaremos o conjunto das bije¢oes W, — Wz por .

Chamaremos de configuracoes os elementos de ...

Para uma configuracao o. € 3. dada, seja I'.(o.) o multigrafo sobre [n] obtido
incluindo-se a aresta direcionada (i, j) de cor ¢ e a aresta direcionada (j,7) de cor ¢, tantas

vezes quanto houverem elementos de W, (i) e Wz(j) ligados. Note que I'.(0.) tem a a mesma

D.(1),...,D¢(n)
DE(I)V"'7DE(77‘)

) é igual a I'.(0.) para algum o, € X..

sequéncia de graus ( ) de G.. Também, qualquer multigrafo com sequéncia de

De(1),...,De(n)

graus (DE(I),,..,DE(n)

Lema 6.3.1. Fize ¢ € C.. Seja H um multigrafo sobre [n] com arestas de cores ¢ e ©
apenas e com sequéncia de graus (Dg(i), Dz())icp), O nimero de configuragoes o. € ¥, tal
que U'.(0.) = H ¢é dado por

i1 De(i)!Dz(1)!

Hi,j wC(Z7.]>' ’

n.(H) =



6.4. Modelo de Configuragoes Generalizado 71

onde we(i,7) = wz(7,1) € o nimero de arestas de i para j com cor ¢ em H.

Demonstracao. Como H é um multigrafo direcionado, a prova é a mesma da do Teorema
4.2.1. m

6.4 Modelo de Configuracdes Generalizado

Definiremos agora o modelo de configuragoes para uma sequéncia genérica D € D,
colocando juntos todos os modelos de configuragoes para cada cor ¢ € C. Considere o

produto cartesiano

Y= Hzm

CECS
onde ¥, é o conjunto das configuragoes em W,, se ¢ € C—, e (W, Wz), se ¢ € C.. Todo

elemento (0¢)ccc. € ¥ ¢ chamado uma configuragao.

—~ =

O mapa I'(-) : ¥ — G(D) ¢ definido tomando I'(o) = (I'c(0¢))cec., ou seja, a

sobreposigao de todos os multigrafos I'.(c.).

Definigao 6.4.1. Definimos o modelo de configuragoes, e denotamos por CM(E), a

lei de I'(0) quando o € ¥ é escolhido aleatoriamente de maneira uniforme.

Proposicao 13. Dado De D,,, vale

=)= I S IT (S — . (6.1)

ceCc ceC=

Demonstracao. Segue dos Lemas 2.5.1 e 2.5.2, junto do fato que a cardinalidade do produto

cartesiano de conjuntos nao-vazios finitos é o produto das suas cardinalidades. O

Definigcao 6.4.2. Dado H € Q\n, chamaremos a constante
b(H) = T TTwe(i)! TT TT(we(i, i)/2)1240072 ] we(i, 5)!
ceCc 1, ceC=i=1 1<J

de constante de configuracao de H.

A razao para o uso deste nome ficara mais claro na préxima proposicao.

—~ =

Proposicao 14. Dado H € G(D), vale

_ HCGC H?:l DC@)' )

() i

Demonstracao. Comece observando que, uma vez que Y é o produto cartesiano dos

conjuntos Y., e I'(0) é apenas a sobreposigao dos grafos I'(o.), entao temos

0= (H)| = 1 ne(He), (6.2)

CGCS
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onde H,. é o subgrafo de H tomado como na Definicao 6.1.4. Por outro lado, note que
II II D-()'Dz(0)! = T] ] De(3)". (6.3)
ceCc i=1 ceCx i=1

Expandindo (6.2) utilizando as expressoes para n.(H) obtidas nos Lemas 3.2.1 (para

c€C-)e4.2.1 (para c € C.), obtemos que a cardinalidade de IT'"*(H) é dada por

Hc€C= H?:l Dc(l)' HCEC< H?:l DC(Z)'DE(l)' )
[eee (TR (we (7, 9) /2)12@e @D/ T, s we(d, ))) Tleee Tlij we (i, 5)!

Agora, substituindo (6.3) em (6.4) e notando que o denominador do produto acima é b(H),

(6.4)

concluimos que
_ HCGC H?:l Dc(l)l
b(H) ’

como desejavamos demonstrar. O

TH(H)) (6.5)

Veremos a seguir qual a probabilidade de que tomemos um grafo G aleatoriamente
com distribui¢ao CM(E), com D € D, e ele coincida com um grafo H € G (5) dado.

Teorema 6.4.1. Sejam D € D,,, G com distribui¢io CM(D) e H € G(D). Entio

HCEC H?:l Dc(z)'
b(H> Hc6C< Sc' HCEC:(SC - 1)”7

P(G=H)=
onde S, =Y, D.(7).

Demonstracao. Como a distribuicao é uniforme, entao a probabilidade de que G, um
grafo gerado via I' por uma configuracao o € ¥, seja igual a um grafo H dado, é a razao
entre quantas configuragoes vao em H por I' e a quantidade total de configuragoes. Logo,
devemos calcular T ()]

P(G=H)= T (6.6)

Para concluir a prova, substituiremos (6.5) e (6.1) em (6.6) para obter que

[Teee [Ty we(i, 5)!
b(H) HCGC< Sc' HcEC:(Sc - 1)”7

como desejavamos demonstrar. O

P(G = H) =

Corolario 2. Seja h > 2. Se G(D, k) é nao-vazio, a lei de G condicionado a G(D,h) € a
distribuicio uniforme sobre G(D, h).

Demonstracao. Note que se H é um grafo que nao contém ciclos de tamanho h > 2 — e
portanto G(D,2) é ndo-vazio —, entdo w,(i,i) = 0 (pois loops sdo ciclos de tamanho 1)
e we(i,7) = 0 ou 1 para todos i, j € [n] (pois arestas multiplas sdo ciclos de tamanho 2).
Dai, concluimos que b(H) = 1. Portanto a probabilidade de G ser um elemento de G(D, h)
é igual para qualquer elemento do conjunto. Concluimos que a lei de G condicionado a

g (5, h) é a distrbuigao uniforme sobre Q(ﬁ, h), o que conclui a demonstragao. ]
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Observe que definimos o modelo de configuracoes sobre o conjunto de configuragoes
Y = Tleec. 2. Poderiamos ter definido, para cada cor ¢ € C<, modelos de configuragoes

“menores”, para multigrafos e multigrafos de cor c.

A ideia é a seguinte: dado um grafo colorido e com sequéncia de graus l_j, definimos
o modelo de configuragoes na cor c¢, e denotamos por CMC(ﬁ), alei de I'.(0.), quando

0. ¢ tomada aleatoriamente de maneira uniforme em ..

6.5 Exercicios

Exercicio 6.5.1. Seja H € Gy, e 7(H) o grafo obtido permutando-se os vértices de H
por uma funcdo injetora 7 : [k] — [k]. Mostre que b(H) = b(7(H)). Obtemos o mesmo

resultado se trocarmos os indices de H por uma fungao injetora 7 : [k] — [n], com n > k?

Exercicio 6.5.2. Sejam D € D,, G com distribui¢io CM,(D) e H € G(D). Calcule
P(G. = H,.), quando ¢ € C_; e quando ¢ € C—.

Exercicio 6.5.3. Sejam D € D,,, G com distribuicio CM(D) e H € G(D) com cores ¢, ¢
apenas. Calcule P(G,. = H).

Exercicio 6.5.4. Conclua, dos Exercicios 6.5.2 e 6.5.3, junto do Teorema 6.4.1 e da
Proposicao 14, que CM(ﬁ) ¢ a medida produto sobre os modelos CMC(B).






75

7/ Copias de subgrafos

Neste capitulo iremos contar o ntimero de cépias de um subgrafo rotulado H num
grafo rotulado G. Iremos analisar as copias de dois pontos de vista. No primeiro, iremos
olhar todos os subgrafos de G que sao isomorfos a H com um determinado conjunto de

vértices, enquanto no outro levaremos em conta apenas copias idénticas a H.

7.1 Numero de cdpias de um subgrafo

Duas variaveis aleatérias serao importantes nas nossas construcoes a seguir.

—~

Definigao 7.1.1. Sejam H,G € G(C). O niimero de copias fiéis de H em G, Y (H, G),

é a quantidade de subgrafos distintos de G que sao iguais a H.

Veremos agora em um exemplo como contar a quantidade de coépias fiéis de um

grafo H em outro grafo G.

Exemplo 7.1.1 (Calculando Y (H,G)). Considere o multigrafo direcionado colorido
G = ([4],w“) desenhado abaixo e definido por w(Gm)(l, 3) = w(GZQ)(S, 1) = 1;w871)(1, 2) =

w(GLl)(Q, 1) = 3; w872)(3, 4) = wg’l)(él, 3) = 3. Todos os valores omitidos sdo iguais a 0.

Considere agora o multigrafo direcionado colorido H = ([4],w!!) desenhado abaixo e
definido por wgvl)(l, 2) = Wg,1)(2> 1) = 1;w(b{72)(3,4) = ngl)(él,?)) = 2. Todos os valores

omitidos sao iguais a 0.

Note que o namero de copias fiéis de H em G é o produto do niimero de copias fiéis dos

grafos @V::@ e . Agora note que o numero de copias fiéis do primeiro desses



76 Capitulo 7. Cdpias de subgrafos

(W&n(l’ 2)> . <“’871>(2’ 1>> — 3y,
w{f’l)(l, 2) Wg71)(27 1)

onde a primeira parcela do produto é o ntimero de formas de escolher uma aresta de cor

grafos é dado por

(1,1) saindo de 1 e chegando em 2, enquanto a segunda parcela é o nimero de formas de
escolher uma aresta de cor (1, 1) saindo de 2 e chegando em 1. Analogamente, o nimero

de copias fiéis do segundo grafo em G é dado por

<w8,2)(3, 4)> . <w8,1>(4, 3>> —32=0,
Wiig(3:4)) \wion(4:3)

onde a primeira parcela é o nimero de formas de se escolher duas arestas de cor (1,2)
saindo de 3 e chegando em 4, e a segunda parcela é o nimero de formas de se escolher
duas arestas de cor (2,1) saindo de 4 e chegando em 3. Resulta dai que Y (H,G) = 81.

Observe que se G € G, for simples, entdo Y(H,G) =1(H C G). A proposicao a
seguir nos fornece a quantidade de copias fiéis de um grafo H em um grafo dado GG, quando

G nao é simples. Obviamente se H nao acontece em G, entao Y (H,G) = 0.

Proposicao 15. Se G € Gn, temos que

Y(H.G) = 1(H ¢ G) T] T1B%(u.) T] TT B“(u.v)

c€Cc U,V ceC= ulv

onde BTG (u,v) = (55%3), com a convengao de que seu = v e c € C=, entio B1C (u,v) =
<(wcG(u7v)/2)>

(wf (u)/2))

Demonstragio. Seja H € G,. Se H C G, entdo w(u,v) < w%(u,v) para todos ¢ €
C,u,v € [n]. Para cada par de vértices em [n], temos BX¢ maneiras distintas de tomar

wi (u,v) arestas (ou loops) de cor ¢ entre u e v. O

Dado o grafo H, muitas vezes estaremos interessados em saber quantos subgrafos
de GG sao isomorfos a H. Para tal, definiremos a variavel aleatoria que conta o nimero de
copias isomorficas de H em G abaixo.

—~

Definigao 7.1.2. Sejam H,G € G(C). O nimero de coépias isomorficas de H em G,
X(H,G), é a quantidade de subgrafos distintos de G isomorfos a H.

Note que a variavel Y conta quantas copias fiéis do grafo H existem dentro do grafo
G, i.e, quantos subgrafos de G tém exatamente o mesmo conjunto de vértices e arestas de
H. Por sua vez, a variavel X conta quantos subgrafos distintos de G sao isomorfos a H,

uma condi¢ao mais fraca que a anterior.
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Em todos os exemplos, utilizaremos L = 2, e portanto temos apenas 4 cores de

arestas. Os rotulos das cores sao aqueles presentes no Exemplo 5.2.1.

Exemplo 7.1.2 (Diferenga de X e Y). Considere o multigrafo G do Exemplo 5.2.1,

novamente desenhado abaixo.

Considere agora o multigrafo H desenhado abaixo.

ONBO,

Nao é dificil notar que Y (H,G) = 1, uma vez que o grafo H acontece apenas uma vez em
G. Por outro lado, ha cinco subgrafos distintos de G que sao isomorfos a H, a saber os

grafos

OSBORBONSO,
@ ®» GG
@ ®

Portanto, X (H,G) = 5 nesse caso. Por outro lado, fazendo K rodar todas as possibilidades
de multigrafos isomorfos a H com conjunto de vértices contido em V = [5], terfamos que
Y(K,G) # 0 apenas quando K fosse um dos grafos acima. Sendo K qualquer um dos

grafos acima, no entanto, teriamos Y (K, G) = 1, de onde
X(H.G)= Y Y(K.G), (7.1)
K

onde a soma é tomada sobre conjunto dos grafos isomorfos a H com conjunto de vértices

em [n].
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Definigao 7.1.3. O grupo de automorfismos de H ¢ o conjunto das bije¢oes v : V(H) —
V(H) que deixam H invariante. Denotaremos por a(H) a cardinalidade do grupo de

automorfismos de H.

Considere, por exemplo, o seguinte multigrafo direcionado colorido

O @ ®

Se trocassemos 1 e 3 de lugar, nada ocorreria. Se, no entanto, trocassemos o 1 e 2 de lugar,

obterfamos o multigrafo

OSEONEO)

que com certeza nao é igual ao multigrafo original.

A seguir, veremos que X e Y estao relacionadas via grupo de automorfismos de H.

Vamos estabelecer isso formalmente.

Proposicao 16. Sejam G € Gn e H € ék, com k < n. Entao o numero de subgrafos

distintos de G que sao isomorfos a H € dado por

1
i Y ().0),

X(H,G) =
(1,6) =
onde a soma € tomada sobre os mapas injetivos T : [k] — [n] e 7(H) representa o multigrafo

obtido por emergir H em [n] via 7.

Demonstracao. Note que contar a quantidade de copias isomorficas de H em G, é o mesmo
que contar o numero de novas rotulacoes distintas dos vértices de H por uma func¢ao
injetora 7 : [k] — [n] que o torna uma copia fiel de algum subgrafo de G (pela propria

defini¢do de isomorfismo), uma vez que [k] C [n].

No entanto, existem permutacoes dos vértices de H que o deixam invariante. Se
H C G, quando uma permutagao dos vértices de H o deixa invariante, temos que eles dois
(o grafo H e a sua permutacao) produzem as mesmas copias idénticas de algum subgrafo de
G. Para cada imersao de H por uma injegao 7 : [k] — [n], exatamente a mesma quantidade
de permutagoes que deixam H invariante, também deixam 7(H) invariante. Sendo a(H) o

nimero de permutacoes de H que o deixam invariante, concluimos que

1
i Y (0 (1).0),

X(H,G) = T

somando-se sobre todos os mapas 7 injetivos. ]
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7.2 Soma direta de multigrafos

Definiremos um tipo especial de uniao de grafos, que chamaremos de soma direta
dos grafos H e H'.

Definigao 7.2.1. Sejam H € G, e H' € Gy Definimos o grafo H & H' € G4/, como
sendo o multigrafo obtido pela unido disjunta de H e uma copia isomorfa de H' (com

conjunto de vértices transladado por k, i.e, o conjunto {k + 1,...,k + k'}.) Denotaremos
H & H' por soma direta de H e H'.

[lustraremos em um exemplo bastante simples como somamos dois multigrafos.

Exemplo 7.2.1 (Soma direta de multigrafos). Considere H = @__ @ ¢ H' = @

O multigrafo H & H’ é o representado a seguir.

OEONNO==0

Por sua vez, o grafo H' & H ¢é o que desenhamos abaixo.

G @ ®

Apenas transladamos o conjunto dos vértices do segundo multigrafo somado.

7.3 Numero de copias de um mesmo ciclo

Para o que segue, fixe n € N. Estabeleceremos algumas notagoes que serao utilizadas

na demonstragao do Teorema 8.1.1.

Definicao 7.3.1. Para cada k£ € N, chamaremos de £; o conjunto de todos os grafos

H € Gy cujo grafo dalténico H ¢ um ciclo de tamanho k.

No exemplo abaixo mostramos elementos do conjunto Ly para k =2 e k = 3.

Exemplo 7.3.1. Se L = 2, temos que L5 tem 16 elementos, a saber os multigrafos
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GO G G20 OB
GO G GO GO
G G G2 B
G G G2 OB

Abaixo representamos dois elementos do conjunto Ls.

A

Note que os grafos daltonicos de todos os multigrafos apresentados neste exemplo sao

cilcos de tamanho 2 ou 3.

Denotaremos o conjunto dos grafos com conjunto de vértices [i], cujo grafo daltonico

é um ciclo de tamanho 7, com 1 < i < h, por

h
Lgh == U Ez

i=1
E importante notar que o conjunto de vértices de grafos em L, é sempre da forma [i]

para algum 1 <1 < h.

Definicao 7.3.2. Para cada H € L<;, denotaremos o conjunto dos multigrafos dire-
cionados coloridos F' com conjunto de vértices Vr C [n] que sdo isomorfos a H, por
Hu.

Na definigao acima, o conjunto Hpy denota o conjunto dos multigrafos direcionados
coloridos isomorfos a algum ciclo especifico H. Tomando a uniao sobre todos os ciclos
H, temos a seguinte notacao para os multigrafos direcionados coloridos com conjunto de
vértices [n] que sao isomorfos a algum ciclo

HEL‘,Sh

Deixaremos sempre implicito que H depende de h e de n.
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Exemplo 7.3.2. Paran=5e¢ H = (@2}, temos alguns exemplos de elementos de Hy

O==ONENO==ORNOSO

Para h = 4 e n = 5, temos abaixo quatro exemplos de elementos de H.

® @G @; @::@

Acima, temos um ciclo de tamanho 1, um de tamanho 2, um de tamanho 3 e um

de tamanho 4. Os vértices estao todos contidos em V' = [5].

7.4 O Excesso

Uma ferramenta bastante simples de compreender, mas que vai ser crucial no
desenvolvimento do texto a partir de agora, é o excesso (de arestas em relagao aos vértices)

de um grafo com conjunto de vértices [k].

Definicao 7.4.1. O excesso de H € Gy, é definido como sendo

oxclt) = (3530 ~

ceC i=1

Observe que o excesso de H é a quantidade de arestas que o grafo daltdonico de
H tem a mais que o nimero de vértices, uma vez que a expressao estranha com dois
somatoérios no lado direito é apenas o nimero de arestas do grafo dalténico de H pela
Proposicao 12. Em simbolos,
exc(H) = |E(H)| — k.

Exemplo 7.4.1. Considere o multigrafo direcionado colorido representado abaixo.

O seu grafo daltonico é o grafo que esté representado abaixo.
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O >2—®

Note que |H| = 3, uma vez que H tem duas arestas ligando os vértices 1 e 2, e tem uma

aresta ligando os vértices 2 e 3. Dai, como H tem 3 vértices, temos que exc(H) =3—-3 = 0.

E facil calcular os excessos de grafos cujo grafo dalténico é conexo ou um ciclo.

Proposicao 17. Seja H € Gy. Valem as sequintes propriedades:

e Se H ¢ conexo, entdo exc(H) > —1.
e Se H ¢ uma drvore, entio exc(H) = —1.

e Se H ¢é um ciclo, entio exc(H) = 0.

Demonstracao. A primeira parte segue do fato que toda arvore com k vértices tem k — 1
arestas. Para a segunda parte, note que um grafo conexo de k vértices nao pode ter menos
que k — 1 arestas. De fato, todo grafo conexo de k vértices contém uma arvore de k vértices,

pela Proposicao 2.3.1. Por fim, um ciclo de n vértices tem n arestas. ]

—~

Definigao 7.4.2. Sejam H,G € G(C). Definimos a unido de H e G, e denotamos por
H UG, como sendo o grafo com conjunto de vértices V = V(H) U V(G) e definido por
w(i, j) = w(i, j) + we(i, j).

Note que na uniao de dois multigrafos F' e G, nunca perdemos nenhuma aresta.
Por sua vez, se Vi N Vg # 0, sempre perdemos pelo menos um vértice ao unir F e G. Dali,

segue a pProposicao.

Proposigao 18. Se F.F' ¢ H, F # F', e Ve N Vi # 0, entao exc(F U F') > 1.

Demonstragao. Sejal < n = |VpNVg|. Note que o nimero de arestas de F'U F’ é a soma

da quantidade de arestas de F e F’. Além disso
donde

exc(F U F') = (|[E(F)| + [E(F")]) = (IVe| = [V + 1)

(IEE)| = Vel) + ([E(F) = [Vi|) + n
=exc(F) +exc(F)+n=n>1,

uma vez que os grafos daltonicos de F' e F” sdo ciclos, e portanto o excesso deles é 0, pela

Proposicao 17. [
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Lema 7.4.1. Se H € G, e H' € Gy, entao

i. exc(HUH') > excH +excH'; e

ii. exc(H ® H') = exc H + exc H'.

Demonstragao. i. Sendo n = min{k, k'}, temos que

exc(HUH')=|E(HUH')|— (k+k —n)
>|EH)|+|EH)| —k—K+n
> (|[EH)| = k) + (|E(H)| - )

(
= exc(H) + exc(H'),

o que conclui a prova do item.

ii. Note que |V(H® H')|=k+ kK ¢ |E(H® H')| = |E(H)|+ |E(H")|, donde

exc(H @ H')

(EH)|+ |EH)]) = (k+ K)
(IE(H)| = k) + ([E(H)| - K)
= exc(H) + exc(H'),

como queriamos demonstrar. O

[lustraremos em um exemplo o que faremos no Teorema 7.4.1. Quando Y (F,G) > 2
para algum ciclo F', entao conseguimos um grafo K com excesso maior que 1 com alguma

copia isomorfica em G.

Exemplo 7.4.2. Considere o grafo GG representado abaixo. Nao ¢é dificil encontrar um
grafo K com excesso > 1 tal que X(K,G) > 1.

—®

=02

Considere agora o ciclo F' desenhado logo abaixo.



84 Capitulo 7. Cdpias de subgrafos

Note que Y (F,G) = 4. Como ha mais de uma copia dele em G, isso quer dizer que existem
arestas sobrando em alguma conexao de vértices. Estas conexoes extras nos dao, em G,

um multigrafo K com excesso > 1, o qual desenhado logo abaixo.

ig@

Nao ¢ dificil ver que X(K,G) = 1.

Para provar o Teorema principal deste trabalho precisaremos do seguinte resultado.

Teorema 7.4.1. Se existe F' € H com Y (F,G) > 2, entio existe K € G com exc(K) > 1,
tal que X (K,G) > 1.

Demonstragao. Seja F € H um ciclo para o qual Y (F,G) > 2. Entao ha duas copias
idénticas, mas distintas, de F' em G, ou seja, ha dois subgrafos F’ e F” de G, tais que
Vi = Ve = Vg, ambos isomorfos a F, mas com conjunto de arestas distintos. Pela
Proposigao 18, segue que exc(F'U F") > 1.

Tomando K isomorfo a F' U F” temos que exc(K) > 1 e X(K,G) > 1, como

queriamos demonstrar. [

7.5 Semiunido de multigrafos direcionados coloridos

Dados trés multigrafos direcionados coloridos Fi, Fy, G, pode acontecer de termos
Fy Cc GeF, C G, sem que tenhamos F; U Fy € G, como bem podemos ver no exemplo

abaixo.

—~

Exemplo 7.5.1 (F} U F; nao acontece em G). Considere G € G(C) desenhado abaixo.

&

Agora considere os dois ciclos F}, F; € ‘H desenhados abaixo.

D
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Note que F} U F, é o multigrafo desenhado abaixo, que nao acontece em G, embora F; C G

ngCG.

O exemplo acima nos motiva a definir uma nova operacao no conjunto G(C), que
denotaremos por semiuniao, que faz valer a propriedade de que a semiuniao de multigrafos

que acontecem em G também acontece em G.

Definicao 7.5.1. Definimos a semiuniao de H e G, e denotamos por H\/ G, como

sendo o grafo com conjunto de vértices V. = V(H) U V(G) e definido por w(i,j) =

max{w® (i, j),w% (7, j)}.

Com a definicao acima, observe que se Fj, Fo C G, enao F; V F5, C G. Abaixo

ilustramos esse fato em um exemplo.

Exemplo 7.5.2 (F} V Fy acontece em ). Considere G, Fy, Fy como no Exemplo 7.5.1.

Note que F; V F, é o multigrafo desenhado abaixo, que acontece em G.

&

Como ja fizemos antes com unido direta, definimos Fy V Fy V F3 = (F1 V Fy) V Fj e
indutivamente fica definida a seminuiao de qualquer quantidade de multigrafos direcionados

coloridos. Utilizaremos ainda a notacao

F,:=F,V---VFj.

k
=1

1

Veremos agora que a semiuniao de ciclos distintos cujos conjuntos de vértices nao

sao disjuntos tem excesso > 1.

Proposigao 19. Se Fy, Fs € H, Fy # F5, e Vi, N Vg, # 0, entdo exc(Fy V Fy) > 1.

O resultado acima é muito parecido com o do Lema 18, com uma enorme vantagem:
F} U F5 necessariamente acontece em G se F; e F, acontecerem em (G. A prova fica como
exercicio (veja Exercicio 7.6.1).

—~

Proposigao 20. Sejam G € G(C) e F € H. Entao exc(G V F) > exc(G).
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Demonstracao. Note que para cada aresta de I’ perdida na semiuniao com G, os dois
vértices que ela conecta também sao perdidos. Para que se percam duas arestas, pelo
menso trés vértices sao perdidos. Prosseguindo, o niimero de arestas perdidas na semiuniao
é sempre menor ou igual que o numero de vértices perdidos. Como o niimero de arestas e
vértices em um ciclo é igual, adicionamos na semiuniao nao adicionamos mais vértices do
que arestas a (G, o que faz o excesso de G V F' nunca ser menor que o excesso de G, como

queriamos demonstrar. ]

Agora estabeleceremos algumas notagoes que serao convenientes para utilizar nas

demonstracoes que seguem a partir de agora.

Definicao 7.5.2. Defina o conjunto D,i'fr das r-uplas, r > 1, de elementos de H com k

cordenadas distintas por
D}, == {(F,...,F,) € H" : hé exatamente k Fdistintos}.

Defina agora os conjuntos P} e N, das k-uplas de multigrafos distintos de H sem
interse¢ao no conjunto de vértices e com interse¢ao no conjunto de vértices, respectivamente,

dados por

Pl = {(F;) € DI, : V(F)) N V(F;) = 0, para todos | # j}, e
V(E) %0,

NIt = {(F) € D% : V(R) N V(F)) # 0, para algum par | # j}.

Observagao 4. Observe que P} UNt = D}, | e a uniao é disjunta, ou seja, temos uma

parti¢io no conjunto D}t

Note agora que dada (F;) € P}t, entdo a semiuniao dos Fj coincide com a soma
direta dos Fj, uma vez que como nao hé intersecao dos vértices, nao hé arestas para se

perder na semiuniao. Ou seja, temos que
k
VFE=F&- &,
i=1

e portanto exc(\V¥_, F;) = 0.

A Proposicio 20 acima ajuda a estender a Proposi¢ao 19 para sequéncias (F;) € N7,

como veremos na proxima proposicao.

Proposigao 21. Se (F;) € N}, entdo exc(VE_ | F;) > 1.

Demonstracao. Para k = 2, temos a Proposicao 19. Suponha agora que para k =n > 2

o resultado seja verdadeiro sempre. Sejam (F;) € N,Z'_‘H er,s € {1,2,...,n+ 1} tais que
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Vi, NVE, # 0. Seja j # r,s. Entao a sequéncia formada pelos F; exceto por Fj, (F;);x;
pertence a /\/ZL‘, e portanto é tal que exc(\/,;z; F;) > 1. Pela Proposicao 20, segue que

n+1
exc <\/ Fz> = exc ((\/ E) v FJ>
i=1 i
> exc <\/ E) > 1,
i#£]

o que conclui a nossa prova por indugao. ]

7.6 Exercicios

Exercicio 7.6.1. Demonstre a Proposicao 19.
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8 A probabilidade de nao existir ciclos
curtos num grafo esparso

O objetivo principal deste trabalho é mostrar que é positiva a probabilidade de nao
existir ciclos curtos em uma sequéncia (G, ),eny de multigrafos tomados com distribuigao
CM(E(")) num regime especial, que chamaremos de esparso. Com um abuso de notacao,
algumas vezes diremos que o grafo G,, é esparso, para indicar que (G,,) é tomado no regime

esparso.

Todas as demonstragoes que aqui se encontram sao as apresentadas em [Bordenave
e Caputo 2015], com alguma preocupagao a mais no desenvolvimento das contas. Dividimos
a prova do teorema em alguns lemas, proposi¢oes e teoremas, a fim de deixar ela mais

intuitiva.

8.1 Numero de ciclos em um grafo esparso

Para facilitar a escrita, comecaremos definindo a variavel aleatéria que conta a

quantidade de ciclos curtos de um dado grafo G € Gn.

Definicao 8.1.1. Sejam G € G, e h € N fixado. O ntmero de ciclos h-curtos de G,
Z(G, h), é a quantidade de ciclos de tamanho [ < h do grafo daltonico de G, dado por

Z(Gh) = Y X(HG). (8.1)

HE[:gh

Estudaremos agora a probabilidade de nao existir ciclos de tamanho [ < h, com h
dado, quando tomamos n — oo na sequéncia de multigrafos G,, € G (5(”)) com distribuigao
CM(D™), dadas as hipoteses sobre a sequéncia (D™), oy descritas abaixo. Para entender

melhor a Hipotese H2, veja o Apéndice C.

Para cada 6 € N, denotamos por M(Lg) o conjunto das matrizes L x L com entradas

inteiras nao-negativas limitadas por 6.

Definigao 8.1.2. Fixemos § e Ne P € P(M(Le)) uma probabilidade em M(Lg). Diremos
que a sequéncia D™ = (D™ (4))ueim] € Dp,n > 1, & (0, P)-esparsa quando satisfizer as

duas seguintes condigoes:

H1. Para todo u € [n], D™ (u) € M(Le);

H2. Quando n — oo, a medida empirica de vizinhanca %Zzzl O pm) () %P
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O principal resultado que provaremos neste trabalho ¢ o Teorema 8.1.1, enunciado
abaixo. Para prova-lo, utilizaremos dois teoremas que serao provados posteriormente neste

capitulo: o Teorema 8.2.1 e o Teorema 8.3.1.

Teorema 8.1.1 (Bordenave-Caputo). Fize § € N, P € P(M(LO)) e wma sequéncia D™
que € (0, P)-esparsa. Tome G, € G(D™) com distribui¢io CM(D™). Para todo h € N,
existe ap, > 0 tal que

lim P (G, € G(D™,h)) = ay. (8.2)

n—oo

Demonstracao. Queremos calcular, assintoticamente, a probabilidade de o grafo G,, dado
nao ter ciclos de tamanho < h. Pela defini¢ao da variavel aleatoria Z(G, h), podemos

reescrever a expressao de (8.1). Para simplificar a notagao, escreveremos Z,, = Z(G,, h).

Queremos provar que, quando tomamos (G, com distribuicao CM(B(”)), existe
ayp, > 0 para o qual
lim P(Z, =0) = a.

n—oo
Pelo Teorema 8.3.1 a sequéncia de variaveis aleatérias Z,, converge em distribuigao para

uma Poisson, digamos W. Assim
= i P(Z, = 0) = BV = 0) = =,

onde E[W] = lim,,_,, E[Z,]. Para determinar «y,, basta observar que pela Definigao 8.1.1

temos

ElZ]=E| 3 X(HG,)| = Y E[X(HG,). (8.3)

HEl:gh HEﬁgh

Pelo Teorema 8.2.1, existe um valor Ay > 0 para o qual

lim E[X(H,G,)] = Ay (8.4)

n—oo

Logo, pela Equacao 8.3, obtemos a expressao

Qap = exp (— Z )\H) .
HEES}L

Chamando A(h) = Y per., Am, temos a notagao mais simples ay, = e M) ]

8.2 A esperanca do numero de copias isomorficas de um
subgrafo

Nesta se¢ao mostraremos que se G, € esparso entao a esperanca do nimero de

copias isomorficas de um ciclo em G,, converge. O resultado preciso estéd enunciado a seguir.
. 0 . .

Para o resto do texto, fixe § € N um nimero, e P € M(L) uma probabilidade no conjunto

das matrizes M‘f).
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Teorema 8.2.1. Seja G, € a(ﬁ(")) com distribuicao C’M(ﬁ(”)), onde D™ ¢ (0, P)-

esparsa. Para todo H € L, quando n — oo temos que existe Ay > 0 tal que

lim E[X(H,G,)] = Au. (8.5)

n—o0

Na verdade, provaremos um resultado suavemente mais forte que pode ser visto no

Teorema 8.2.2.

No capitulo anterior, vimos que o nimero de copias isomorficas X, pode ser dado
por uma expressao que depende do nimero de coépias fiéis, Y. No intuito de provar o
teorema anterior, calcularemos a seguir a esperanca do ntimero de copias fiéis de um grafo
H € G, dentro de um grafo G € G(D) tomado aleatoriamente com distribuicdo CM(D).

Analisaremos uma cor por vez, ja que CM(E) ¢ a medida produto sobre as cores ¢ € C<.

Lema 8.2.1. Sejam D = (D(1),...,D(n)), G € G(D) com distribuicio CM(D) e H € Gy,
com arestas de cores c,¢ € C. apenas. Entao
Hf:1(Dc(i))dy(i)(Dz(i))dg(i)

EY(H,G)) = =5 o

onde s := 3k df(i).

Demonstracao. Comece observando que como H tem arestas de cor ¢,¢ apenas, entao

temos que

Y(H,G)=1(H c &) ] (“)CG(“’ U)>. (8.6)

wi (u,v)
Em particular, G' conter uma cépia idéntica de H implica que w&(u,v) > w¥ (u,v), para
todos u,v € [n]. Do fato que Y (H, Q) # 0 se, e somente se, H C (), segue que

E[Y (H,G)] > Y(H.Q)- (GC:Q)}
Q:HCQ
Y Y(H,Q)-E[1(G.= Q)]
Q:HCQ
Q:HCQ

onde a soma é tomada sobre todos os grafos Q € G, com cores (¢, ¢) apenas e com sequéncia
de graus (Dc(i), Dz(%))iefn)- Por (8.6), pelo Lema 6.3.1 e definindo wf (u,v) =0 se u > k
ou v > k (e, por consequéncia, d? (i) = 0 para i > k), segue que

w?(u,v)

(.6 = 3 Mo DAy (), 87)

Q:HCQ Se! Hu,v We (U, U)' wov

Agora, observe que

w®(u, v w?(u,v)!
gw? v)! ( ) Hw? (u, V)l (u, V) (W (u, v) — wH (u, v))!
1

uio W (u, 0) (W8 (u, 0) — W (u,0))!
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e portanto temos que
" Do()1Dx(i)! 1
Sel Tluw W (1, 0)! 57 g uiw (W (u, ) — wH (u, v))!

EY (H,G)] = (8.8)

Por outro lado, aplicando o Lema 6.3.1 para o multigrafo @ \ H, definido por

we(u,v) = (W@ (u,v) — w(u,v)), temos que

! _ ne(Q\ H)
ey —aron ~ im0 - oo - oy Y

No entanto, como @ (que tem sequéncia de graus (D, (i), Dz(i));) roda todos os gra-

fos contendo H., entao estamos rodando por todos os grafos com sequéncia de graus
(De(i) — dH (i), Dz(i) — dZ(i)); possiveis e portanto por um resultado andlogo ao do Lema
2.5.2 temos que

> n(Q\H) = [Z] = (S — s, (8.10)

Q:HCQ
onde X/, é o conjunto das configuragoes para @) \ H. Substituindo (8.9) em (8.8) e tomando

a soma em (), obtemos por (8.10) que

[T (De(@))ag iy (Dei))az i
(Se)sgr oyt (i 5)0

Agora note que df(z) = (0 para 7 > k, e portanto temos que

[Ti=1 (De(8)az i) (Dz(0))az i
(Se)sr i, wH (4, )"

como queriamos demonstrar. O

E[Y(H,G)] =

E[Y(H,G)] = (8.11)

—~

Lema 8.2.2. Seja G € G(D) com distribuicao CM(D) e H € G, com arestas de cor
¢ € C— apenas. Entao

[T (De(i))az i)

O = G Tl )2 2 GA((S))

Onde Sc Zz 1 dc ( )

Demonstracao. Como H tem arestas apenas de cor ¢ € C_, entao temos que
W@ (u,v)\ & (W (u,u)/2
Y(H =1(H e e . 8.12
@ =1 a1 () (G 12
Pelo Lema 6.4.1 e por um argumento semelhante ao da prova do Lema 8.2.1, segue que
EY(H,G)= > Y(H Q) PG.=0Q)
Q:HCQ
We W,V n w? u,u
_ Z Hz 1D () H“<U (u} ((uv))> u=1 (wH((uu%;)
@rcq (Se — D iy we (Z I 1(W6 (4, Z)/Q)'ch ()2
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Desenvolvendo os coeficientes binomiais e utilizando o Lema 6.3.1 para o multigrafo @ \ H,

definido por w,(u,v) = (W% (u,v) — w(u,v)), concluimos que

I D) ne(@\ H)
EYUH. O = (5 200 8(Q) o2 T (Del) — @)1 (8:13)

Utilizando um argumento semelhante ao de (8.10), temos pelo Lema 2.5.1 que

> n(Q\H) =[] = (Sc— s =)L (8.14)
Q:HCQ

Substituindo (8.14) em (8.13), obtemos

(Se — st — DTy De(i)! [T7 (De(i))ar i)

EY(H,G)| = = ez, 8.15

G = (S, = DT (D) — 4L () (S (8:19)
Novamente, como d (i) = 0 para i > k, segue que

1221 (De(4)) ar 2

ElY(H,G)| = e 8.16

YO = S (S0 (816

como desejavamos demonstrar. O]

Agora vamos generalizar os resultados acima para quando H tem cores ¢ € C.
Nesse caso, H é a sobreposicao de todos os grafos H,., com ¢ € C<. Assim, o nimero de

copias fiéis de H em G é o produto do nimero de copias fiéis de cada H. em G, ou seja,

= I[ ElY(H., ).

C€C<

Utilizamos isto para provar o lema abaixo.
Lema 8.2.3. Seja G € G(D) com distribuicio CM(D) e H € Gy,. Entio

[lecec Hf:l (DC(D)dﬁ’(i)

E[Y(H,G)] = b(H) Teec. (SE™) st Teee_ (&)

Y

onde sc ZZ 1dC (7).

Demonstragao. Tomando o produto sobre todas as cores ¢ € C< e utilizando os resultados
obtidos em (8.11) e (8.16), obtemos que

TTeee TTi=1 (De(2)) g i

E[Y(H,G)] = b(H) [eec- () apt Teee_ ((SE”)) s

?

como queriamos demonstrar. O]
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O proximo resultado é muito importante por duas razoes. A primeira é que ele
proprio, em sua versao apresentada no inicio da secao, é utilizado na demonstragao do
teorema principal. A segunda razao é que seus corolarios serao utilizado para verifcar que

Z, converge em distribuicao para uma variavel aleatéria Poisson.

O teorema a seguir nos fornece uma férmula assintotica para o valor esperado do
numero de copias isomorficas de um multigrafo H dado, quando tomamos uma sequéncia

de grafos com distribuicao CM(D™), onde D™ & (0, P)-esparsa.

Teorema 8.2.2. Seja G, € G(D™) com distribuicio CM(D™), onde D™ ¢ (6, P)-

esparsa. Para qualquer inteiro k € N fixzo, H € G\k, quando n — oo temos

Hf:l E[HCEC(DC)CI?@)] —exc(H)

E[X(H,G,)| ~ ' n , 8.17
A SO H) e BID,) 7 10
onde D € ./\/l(L tem distribuicao P e st =Yk dH(3).
Demonstracao. Sabemos da Proposicao 16 e do Lema 8.2.3 que
1 1
E[X(H,G)]=E o) Z:Y(T(H),G) = o) ET:E[Y(T(HLG)]
o 1 Z [leec Hz 1(D<(:n (T( ))) T(H)(T(i))
a(H) Z b(7(H)) Tleee. (SE") ;zom Teee ((SE)) o
_ >r [leec Hf:1(D£")(T(Z)))ng(i)
a(H)b(H) eec- (S sp Teee- ((SE”)
onde a soma ¢ tomada sobre todas as fungoes injetoras 7 : [k] — [ ]. Como b ¢ invariante

d7™) (1(i)) (pois o grau de i
)

T(H

por reorganizagao dos vértices (veja Exercicio 6.5.1), d7 (i)
H
= 5]

em H é o mesmo que o grau de 7(i) em 7(H)), e s para toda fungao injetora
7 : [k] = [n] (j& que a soma dos graus de todas as cores em H e 7(H) permanece as

mesmas), entao concluimos que

(n)E [[Teee TTE 1 (Me(i)) g1 )]
a(H)b(H) Teec. (Se) st Teee ((SE)) gt

onde (M(1),...,M(k)) ¢ uniformemente amostrado sobre (D™ (1),..., D™ (n)) sem
reposicao. Defina f, : MY — {0,1,...,0} por f.(M) = M,, a projecio na entrada

E[X(H,GQ)| =

¢ = (i,7) da matriz M. Para cada ¢ € C, f. ¢ continua (pois ¢ uma projegao) e ¢ limitada.

Como D tem distribuicao P, temos que

E[D.) = E[f.(D)] = [ fudP.

Pela hipotese H2, e como p,, = ) converge fraco para P, entao temos que

D(”)( )

1
n

[ty — [ f.aP =E[D]. (8.18)
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Agora observe que, pelo Teorema C.0.2, temos que

1 n 1 n n
[ i = 3 [ febpony = 3 3 LDWO) = 30D,

e portanto concluimos que
S —pn / fedin. (8.19)

Por (8.18) e (8.19), segue que S™ ~ nE[D,]. Elevando ambos os lados a s e s7/2, e
observando que (S()5 ~ (5{)4u (veja Teorema B.0.1) e que (S5 /2 ((SI))gar
(veja Exercicio 8.7.1) temos que

H H

(8~ (EBID] e (SE)ar ~ 0 (E[DL]) .

[

Observe agora que

logn<HnC HnH/Q) Zs + = Z — Zs =exc(H) + k,

ceCc ceC= ceCc cEC— CGC
onde a ultima igualdade decorre da definicao de excesso. Dai, concluimos que
H
H nse H nsCH/Z — nexc(H)Jrk:‘
ceCe ceC=

Pelo fato de ser (n), ~ n*, segue que

(n)k ~ o~ exc(H)
nexc(H)+k ’

Para finalizar a demonstracgao, provaremos que
| TLLT0A G| - TTE T
ceCi=1 ceC

Para tal, tome f;(M) = [Jcec(Mc)qn(;), uma funcao definida em M. Observe que para

cada i =1,...,k, a funcdo f; é continua e limitada. Dai, quando n — oo, temos que
k k k k
I [ fidpn = 11 [ fidP = TLEL£(D)] i ﬁ[ W% (8.20)
i=1 i=1 i=1 i= ceC

Por (8.20), ¢ suficiente mostrar que [[%_, [ fidu, ~ E [Hcec Ty (Me(4)) gz s )} Para tal,

observe que

i )

j=1ceC

/fidﬂn = :LZ fz’(D(n)
j=1

Pela igualdade acima temos que

11/ fipe = 3 TS LD 6D

=1 5=
1 k
:gEZHHwWMW
Ji<- <jk ceCi=1

kZHH (D7 (0)))az iy

T ceCi=1
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onde a soma ¢ tomada sobre todas as fungdes injetoras 7 : [k] — [n]. Observando novamente

que n* ~ (n)y, segue que

k k
H/fidﬂn ~E [11; E(Mc(i))dgf(i)] :

como desejavamos demonstrar.

Juntando todos os resultados acima, temos a férmula assintotica (8.17) para
E[X (H,G,)]. O

Abaixo temos dois resultados que seguem do lema acima.

Corolario 3. Seja G, € G(D™) com distribuicio CM(D™), onde D™ ¢ (6, P)-esparsa.
Se H € Gy, e exc(H) > 1, entio E[X(H,G,)] = o(1).

Demonstrac¢ao. Sabemos do Lema 8.2.2 que

I EllTeec(De(@)ast )]~ exe(my

X GOl ~ D) oo BID) 72"

Como o termo ndo constante é n~ ) e exc(H) > 1, entdo

lim E[X(H,G,)] =0,

n—oo

de onde E[X (H, G,,)] = o(1), como queriamos demonstrar. O

Corolario 4. Seja G, € G(D™) com distribuicio CM(D™), onde D™ ¢ (6, P)-esparsa.
Se HeG, e H € ék/, entao

EX(H @ H',G,)| ~E[X(H,G)]-E[X(H,G). (8.21)

Demonstragao. Primeiro de tudo, note que a(H & H') = a(H) -a(H') e b(H & H') =
b(H) - b(H'). Além disso, pelo Lema 7.4.1

n- exc(HOH') _ n- exc(H)—exc(H') _ n- exc(H) | n- exc(H’).

Agora, defina
q(H) = ]I E{H(Dc)df(z‘)}

i€V(H) ‘teeC

Afirmamos que ¢(H® H') = q(H)-q(H'). Com efeito, quando i € [k], temos que d7®' (7) =
df(i). Analogamente, se i € Vi, com K isomorfo a H', Vi = {k+1,... k + k'}, entao
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dHOM (7) = dX (7). Dai, segue que

gHeH)= ][] )E{H(Dc%g{@f”(i)}

1€V(HOH' ceC

= II )E{H(Dc)df@mm 1T )E{H(Dc)dg@m(i)}

ieV(H ceC 1eV(K ceC
= 1l E{H(Dc)dm i E{H(Dc)dfcw}
1€V (H) ceC 1€V(K) ceC
=q(H) - q(K).

A prova é concluida observando-se que q(H') = ¢(K). Por fim, vamos mostrar que

H(E[DC])S£{®H//2 _ H(E[DC])sf/Q . H(E[Dc])sfl/?

ceC ceC ceC

Para isso, notemos primeiro que a soma dos graus em cada cor do grafo H ® H' é a soma

/ ’
OO — gl 4 gl

dos graus dos vértices dos grafos H e da copia isomorfica de H', segue que s,

para todo ¢ € C. Dai segue que

H(E[DC])SE/Q : H(E[DC])Sf,/Q — H(E[Dc])(Sersf/)/Q

ceC ceC ceC

= [T(ED) 72,

ceC

donde concluimos a prova da tultima afirmacgao.

Juntando os cinco resultados que obtemos acima, concluimos que

’ EX(H® H',G,)] 1
noo BIX (H, G| - EIX(H',Gn)]

de onde obtemos que
E[X(He® H',G,)| ~E[X(H,G,)|-E[X(H' G,)],

o que desejavamos demonstrar. O]

8.3 Z, converge para uma Poisson

Nosso objetivo a partir de agora seré provar que Z, converge fracamente para uma

Poisson. Enunciamos o resultado formalmente a seguir.

Teorema 8.3.1. Seja G,, € G(D™) com distribuicio CM(D™), onde D™ ¢ (6, P)-
esparsa. Entao a sequéncia de varidveis aleatorias Z, converge em distribuicao para uma

varidvel aleatoria Poisson.

Para provar o teorema acima utilizaremos o critério de convergéncia fraca enunciado

a seguir.
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Teorema 8.3.2 (Remco). Sejam (X, )neny uma sequéncia de varidveis aleatorias com
valores inteiros e A € R. Se para cada r € N, temos que

lim E[(X,),] = A",

n—oo

entao (X,) converge em distribui¢ao para uma varidvel aleatdria Poisson com pardmetro

A.
Demonstragao. Ver [Hofstad 2016]. O

O resultado acima nos motiva a analisar as variaveis aleatorias (Z,),. Para isto,
serd util relacionar Z com a variavel Y com o auxilio do conjunto H, utilizando para isso

a Proposicao 16.

—

Proposicao 22. Seja G € G(C). Entao

Z2(G,h) = ¥ Y(F,G).

FeH

Demonstracao. Note que se H € L<p,, entao cada F' € Hy ¢ contado a(H) vezes na soma

da Proposigao 16, ou seja, vale a seguinte relacao

T FeHp

que prova que

X(H,G)= Y Y(FQ).

FeHy

Pelo resultado acima, temos que

Y XHG=Y Y Y(HG)

HGﬁSh HGL‘,S}L FeHy

= 2 Y(FG),

FeH

onde na ultima igualdade utilizamos o fato que H = Uner., Hu, € a Gnido é disjunta. O
resultado segue do fato de ser Z = Y pey Y(F, G). O

A partir do resultado acima podemos obter uma expressao para Z, que no futuro

nos daré informagoes sobre (Z,),.

—~

Proposigao 23. Seja G € G(C). Entao

=y Y IIY(E.G). (8.22)
k:l(

Fi);zle'DZfT 1=1
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Demonstracao. Comece observando que pela Proposicao 22, temos que

z; = (Z Y(F,G)>T

FeH

- Y Ivwo.

(FipoFr)EHT i=1

Note agora que a tltima soma pode ser reescrita como a soma com indice 1 < k < r dos

produtos [Ti_; Y (F;, G,), onde existem exatamente k F; que sao distintos. Portanto, temos

que
o IIY@EGY=> Y 1IY(FEG,
(Fi)j_€H" i=1 k=1 (Fi)zrzlepkﬂ,r =1
o que desejavamos provar. O

Um primeiro passo em direcao ao Teorema 8.3.1 é a proposicao a seguir, que dé

uma expressao para a soma sobre sequéncias (F;) € Pt do produto [T, Y(F;, G).

Proposigao 24. Seja G € G, ¢ k € N. Entdo

> X(Hi®---@®H,G) = > ﬁY(E,G).

(Hi)e(L<n)® (Fy)eP}t i=1

Demonstracao. Por simplicidade de notagao, provaremos para k = 2. A demonstracao do

caso geral ¢ idéntica e fica de exercicio para o leitor (veja Exercicio 8.7.2).

Seja (H, H') € (L<p)? qualquer. Entdao o ntimero de copias isomoficas de H @ H' em
G é o numero de copias fiéis dos grafos FUF’, com F = H, F' = H' tais que Ve NV = ().

Ou seja,

XHeH,G)= Y Y Y(FUF,G)-1(VeN Ve = 0)

FeHy F'eHy

= > > Y(FUF.,G)

FeHy F'eHy
VFQVF/ZQ
Mas para cada dupla F, F” tal que VpNVp = () temos que Y(FUF',G) =Y (F,G)-Y(F',G),

donde segue que

XHoH.G)= > > Y(FG)-Y(F,G). (8.23)
FeHy F’G'HH/
VFﬂVFIZQ)
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Tomando a soma sobre todas as possibilidades de (H, H') € (L<,)? temos que

S XHeH.G= Y Y Y Y(RG)-Y(FG)

(H,H’)E([,Sh)Q (H7Hl)e(£'§h)2 FeHyg F/EHH/
VENVe =0
=3 Y YIRG)Y(F.G)
FeH F'eH
VeNVep =0
= Z Y(F,G) - Y(F,QG)
(F,F)eP}t
o que conclui a nossa demonstragao O

8.4 E[(Z,),] é limitada

Queremos mostrar que Z,, converge fracamente para uma variavel aleatoria Poisson.
O critério que vimos na segao anterior nos conduz a lidar com (Z,),. Um passo que toma-
remos antes disso é provar que dadas as mesmas condicoes em que estivemos trabalhando
até aqui, temos que para todo r € N, vale E[(Z,,),] < co. Para tal, provaremos que cada
parcela da féormula encontrada para Z na Proposicao 23 tem esperanca limitada, junto

com o fato que (Z,), < Z! para cada r € N, para concluir que também E[(Z,,),] < co.

Pela hipotese H1, temos que existe ¢y = ¢o(0, h) > 0 tal que Y (F, G) < ¢ para todo
F € H. De fato, ha apenas uma quantidade finita de arestas em G incidindo sobre cada
vértice do ciclo F', qualquer que seja o tamanho A do ciclo. Assim, dado (F}, ..., F,) € H",

temos a cota

r k
[1Y(F.G,) < Y (F, G).
=1 =1

Assim, deve existir ¢; = ¢;(6, h,r) > 0 para o qual
S Ivne ey, ¥ VEG)
(Fy)eHr i=1 =1(F)eD}t, =1
Em especial, pela Proposicao 23 temos que
T k
k=1 (Fi)epsz i=1

Por fim, pela Observacao 4 isto mostra que

Zn < - Z > HYFZ,G +Z > HYFZ,G

k= 1(F)€73’H i=1 1(F, )GNH i=1

Para provar que E[Z7] ¢ limitada, provaremos que ambas as parcelas dentro dos parénteses

acima tém esperanca limitada. Por linearidade da esperanca, basta mostrar que

E| Y HYE,G <oo e E| ) HYE,G < 0.

(Fy)eP}t =1 (Fy)eNgt =1
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E o que nos ocuparemos em fazer nos dois proximos lemas.

Lema 8.4.1. Seja G, € G(D™) com distribuicio CM(D™), onde D™ ¢ (0, P)-esparsa.
Para todo k € N, temos que

lim E ﬁ Y (F;,G)| = Mh)F. (8.24)

n—00 ]
(Fl)EPZ{ =1

Demonstracao. Observe que pela Proposicao 24, temos que

> HYF,,G) Y, X(Hi&--- & Hi,G). (8.25)

(Fy)eplti=1 (Hi)e(L<p)*

Utilizando a Proposi¢ao 4 na expressao (8.25), temos que

im E| S HYF“G =lmE| > X(H o oH,G,)

n=00
(F,)eP}ti=1 (Hi)e(L<n)*

= Z lim E[X(H, & - & H,Gy)]

(H)eLan)s 0

k
= > [l lm E[X(H;,G,),
n—oo
(Hi)e(Lo)k =1
onde na tultima igualdade utilizamos que cada parcela do produto converge para passar o

limite para dentro do produto. Substituindo (8.5) na expressao anterior, temos que

i E| S TIY(F.G| = AR

n—00 ]
(Fl)EPZ;L =1

como desejavamos provar. O

Para o préoximo lema, precisaremos definir uma fungao. Seja G um multigrafo
direcionado colorido com conjunto de vértices V = {v; < vy < --+ < v;}. Defina a fungao
m(G) = G, que associa o multigrafo G ao multigrafo G que é obtido por rerotular os
vértices de G pela fungao 7(v;) = i para todo 1 < i < [. Observe que 7 leva todo multigrafo

isomorfo a algum ciclo de tamanho < i em um elemento de L.

Lema 8.4.2. Seja G, € G(D™) com distribui¢io CM(D™), onde D™ ¢ (0, P)-esparsa.
Para todo k € N, temos que

k

E| Y [IY(E.G)| =o). (8.26)
(Fi)eN}t

i=1

Demonstragdo. Pelo Lema 7.4.1 e pela Proposigao 21, o conjunto N} se trata justamente

do conjunto das sequéncias (F;) € D,Z’fk cuja semiunido \/¥_, F; tem excesso > 1. Defina K
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o conjunto formado pelas sequéncias (J;)¥_;, nas quais cada coordenada .J; ¢ um ciclo com
conjunto de vértices contido em [kh], com no méaximo h vértices; e para as quais ha pelo
menos dois indices 4, j tais que V;, NV, # (). Note que a semiuniao das coordenadas de

qualquer elemento de K tem excesso > 1.

Pela Hipotese H1, as ligagoes de cada vértice sao limitadas e portanto existe uma

constante ¢y = ¢o(f, h) para a qual
k k
Y <\/ FGn> [TY(F:Gu) (8.27)
i=1 i=1

uma vez que sempre que Y (F;, G,) # 0 para todo 4, entdao /¥, F; C G,,. Também, pela

forma como definimos K, dado (J;) € K temos que

fira)e 2 8 (ne) s (fani)

Fy EHﬂ(Jl) FkGHﬂ(Jk) =1 =1 =1

Fixe (H;) € (L<p)* e tome a soma de X sobre todas as semiunides de sequéncias (J;) € K

para as quais w(J;) = H; para todo i. Obtemos assim

3 (Hi)X<\k/Ji,Gn>2 DOEEEEEDY Y(\/FZ,G> 1(3i,j: Ve, NVg, #0).

(2):(x(J5)= i=1 PRy, Bee, N\

Somando agora sobre todas as sequéncias (H;) € (L£<p,), temos que

3 X<\/J,,G>2 Sy Y(i\k/IFi,Gn>-]1(3¢,j:vpvaj7é@)

(J;)ek i=1 FieH  FoeMy

S y<\’75,an>.

(F)en  \i=l

A desigualdade em (8.27) junto da igualdade acima mostra que

Z HYE,G <Co Z X<\/J1,G>
(F; 6./\/’7" i=1 (Ji)eK i=1
Como K tem cardinalidade finita e seus elementos sao grafos com excesso > 1, segue do

Corolério 3 que
k

E| > [IY(FE G| =o(),

(F)enfti=1

como queriamos demonstrar. ]

Com os dois resultados acima, a demonstragao do seguinte lema é quase imediata.

Lema 8.4.3. Seja G,, € G(D™) com distribuicio CM(D™), onde D™ ¢ (0, P)-esparsa.
Para todo r € N, temos que E[(Z,),] € limitada.
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Demonstracao. Como Z é uma variavel aleatéria que toma valores nos inteiros positivos,
entdo para todo r € N temos que (Z,,), < Z&, e portanto é suficiente provar que E[Z]] < oo,

para que tenhamos E[(Z,),] < co.

Por (8.24) e (8.26) e pela Obsercao 4, temos o limite

limE| Y ﬁY(Fi,Gn) = \h)* < o0, (8.28)

n—00 .
(Fl)EDZ"fk i=1
o que conclui que E[Z"] < oo, para todo r > 1. O resultado segue da observagao feita no

comecgo desta demonstragao. O]

8.5 Prova de que Z, converge para uma Poisson

Provaremos, finalmente, que Z,, converge em distribuicao para uma variavel aleatoria
Poisson com parametro A(h). Pelo Teorema 8.3.1 & suficiente que provemos (veja o Teorema
8.3.2) que

lim E[(Z,),] = A(h)". (8.29)

n—oo

Mostraremos isso indiretamente obtendo uma variavel aleatoria Z,, tal que

i, [E[(Z,),] — E[(Z,),]] = 0; e

ii. E[(Z,),] = A(h)".

Uma vez mostrados os dois itens acima, obtemos que
E[(Zn)s] = AR)'| < [EB[(Z0), = El(Za).]| + [E[(Z0),] = A(R)'| =5 0,
o que mostra que E[(Z,),] — A(h)", que por fim demonstra o Teorema 8.3.1.

Definicao 8.5.1. Defina a variavel aleatéria que indica se um ciclo F' € ‘H ocorre uma

tnica vez em G,,, dada por
Y (F,G,) =1(Y(F,G,) =1).
Defina também a variavel aleatoria

Zu(Goyh) = Y Y (F,G,).

FeH

Escreveremos apenas Z,, para denotar a variavel aleatoria Z,,(G,, h).

Observe que Z,, conta o nimero de ciclos que ocorrem uma Unica vez em G, ja
que

S Y(FG,) =Y 1(Y(FG,) =1)

FeH FeH

— ${F e M Y(FG,) =1},

a quantidade de grafos F' € ‘H que s6 possuem uma copia fiel em G,,.
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Observagao 5. Como 1(Y(F,G,) =1) < Y(F,G,) para todo multigrafo F, segue que

Zn= Y Y(F,G,) =Y 1Y(F,G,) =1 <Y Y(FG,) =Z (8.30)
FeH FeH FeH

Além do mais, em (8.30) a igualdade vale somente quando Y (F, G,,) = Y (F, G,,) para todo
FeH.

Proposicao 25. Fize § € N, P € P(M(Lg)) e uma sequéncia D™ que é (0, P)-esparsa.
Tome G, € G(D™) com distribuicio CM(D™). Entio

lim [E[(Z,),] — E[(Z.),]

n—oo

=0.

Demonstragao. Defina € como sendo o evento “paratodo F' € H, Y (F,G,) = 1(Y(F,G,) =
1)”. Claramente £ ocorre se, e apenas se, Y (F,G,) < 1 para todo F € H. Assim, £¢
ocorre se, e somente se, existe F' € H com Y (F,G,) > 2. Afirmamos que existe uma
colecao finita C de multigrafos K, cada um dos quais é isomorfo a algum subgrafo de G,
para todo n, e tal que exc(K,) > 1, satisfazendo
1(EY) < Y X(K,G,).
KeK

De fato, quando 1(£°) = 0, a desigualdade segue da definicao da variavel aleatoéria X para
qualquer colecao K. J& quando 1(£¢) = 1, temos que £ ocorre e portanto existe F' € H
tal que Y (F,G),) > 2. Pelo Teorema 7.4.1, existe um multigrafo K, com exc(K) > 1, cujo
conjunto de vértices podemos supor ser da forma [t], com t < h, tal que X (K, G,) > 1.
Para cada n € N, conseguimos um multigrafo K,, que é um ciclo adicionado de uma tnica
aresta extra. Como o conjunto de vértices escolhido para cada K, é finito, as conexoes
sao limitadas e o conjunto de cores é fixado, ha apenas uma quantidade finita de K,
distintos. Portanto, a colegao K = { K, },en € finita, de cardinalidade independente de n.
Concluimos, portanto, que 1(£9) < Yxex X (K, Gy).

Note agora que & ocorre se, e somente se, Y (F, G,,) = f/(F, G,), e portanto Z = Zn.

Sabemos também que existe uma colegao finita K de grafos com exc(K) > 1, tal que

P(EY) =E[1(E°)] <E

> X(K, Gn)] = o(1),

KeK

onde a tltima igualdade decorre do Corolario 3.

Do fato que Z,, < Z,, concluimos que (Zn)r < (Z,), para todo r € N. Afirmamos
que para todo r € N vale

(Za)r = (Zn)r < (Z3),1(EC). (8.31)
De fato, se 1(£¢) = 1, entdo Zn # Z,, de onde Z, < Z,, e portanto (Zn)T < (Zy)r, donde

(Zn)r — (Zn>r < (Zn)r;
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ese 1(€

¢) = 0, entdo £ acontece. Dai Z,, = Z, e concluimos que (Z,,), = (Z,),, € portanto
(Zn)r — (Zn), = 0. Em ambos os casos, verifica-se (8.31). Dessa desigualdade concluimos

que

Por outro lado, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que
E[|(Z),1(E)] < VE[(Z.),JE[1(E)]
< VE[Z;]P(£9)
= o(1),

uma vez que E[Z7] & limitada e P(£Y) = o(1). Logo

[E[(Z0),] = E[(Za),]| = o(1). (8.32)

Dali, segue que
lim ‘]E[(Zn%"} - E[(Zn)-]

n—oo

como desejavamos provar. [

Proposigao 26. Fize § € N, P € 77(./\/1(0)) e uma sequéncia D™ que é (0, P)-esparsa.
Tome Gy, € G(D™) com distribuicio CM(D™). Entio

E[(Z,).] = Ah)".

Demonstrag¢do. Reescreveremos (Z,), em termos de Y (F;, G,,) para sequéncias de grafos

(F;) € D}.. Especificamente provaremos que

(Zn)r = Z H Y/(an Gn)' (8'33)

(Fy)eDH, i=1
Para entender do que se trata o lado direito da igualdade, lembre-se que Y é uma indicadora,
e portanto [[l_, Y(F},G,) = 1 se, e somente se, Y (F;,G,) = 1 para todo i € [r]. Em
qualquer outro caso, o produto é 0. Assim, estamos contando o nimero de r—uplas de
elementos distintos F; dentro de um conjunto que tem cardinalidade Z,, uma vez que
#{FeH:Y(FG) =1} = Z.. Mas contar isso é contar a quantidade de arranjos de Z,

elementos tomados r a r, ou seja, (Z,),.

Agora note que por H1, conseguimos novamente uma cole¢ao finita K (de cardina-
lidade independente de n) de multigrafos com excesso > 1 e uma constante ¢; = ¢y (0, h, )
tal que

k k
(Fi)GD?jr v

i—=1 i=1 KeK
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Portanto, temos que

k

S JIY(F, G

(Fi)eDft,. i=1

k

>, Y (.G

(Fi)eDft. =1

E +o(1).

Por (8.33) e (8.28), concluimos que
E[(Za):] = A(R)" + o(1),

o que prova que E[(Z,),] = A(h)", e que (enfim) conclui a prova do nosso Teorema. [

8.6 Um corolario do Teorema 8.1.1

Segue do Teorema 8.1.1 a seguinte férmula assintética para a cardinalidade do

conjunto dos grafos que nao contém ciclos de tamanho [ < h no regime esparso.

Corolario 5. Nas condicoes do Teorema 8.1.1, temos para todo h > 2 que

7 (n) N Hcec< M Meec_ (S(n — 1)
HCEC Hz 1 D ( )

Demonstracao. Comece observando que, para n fixado, temos que

{c € £ :T(0) € G(D™, h)}|
IEI
|Z| 3" 1(T(0) € G(D™, h)).

(D>

P(G, € G(D™, h)) =

Utilizando a partigao do conjunto X abaixo

= |J {o€ex:T(o)=H},
HeG(Dm)
obtemos o seguinte resultado sobre uma das parcelas depois da segunda igualdade desta

demonstracao

—»

S 1) €GB M) = Y 1

oEY HeG(DM) p)ol(o)=H

= TN (H)).

HeG (D™ )

Por sua vez, para cada H € g(5<n>,h), sabemos que H nao tem loops e nem arestas
multiplas, de onde b(H) = 1, e portanto temos pela Proposi¢io 14 que |I"}(H)| =
[Teee TT7-; D™ (7)!, donde segue que

—;

S 1(T(0) € G(B™, 1)) = |G(B™, 1) T] [] D)

ocED ceCi=1
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Juntando todos os resultados acima segue que

|- P(G,, € G(D™, b))

G(D™, h)| = o
[ece TT7y D ()]

A demonstragio ¢ concluida ao observar-se que |2| = [Jeec. S™! ece_ (S™ — ! e que

P(G, € G(D™, h)) ~ ay. O

8.7 Exercicios

Exercicio 8.7.1. Mostre que dado k € N, temos que (n)* ~ ((n))ax, quando n — oo.

Exercicio 8.7.2. Demonstre o caso geral da Proposi¢ao 24.
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APENDICE A — Teorema de Inversao
de Lagrange

Teorema A.0.1 (Teorema de Inversio de Lagrange). Seja ¢(u) = Yp> dpu” uma série
de poténcias formal em Cl[z]], com ¢g # 0. Entao, a equacao y = zp(y) admite uma inica

solug¢ao em C[[z]] cujos coeficientes sao dados por

1

y(z) = Z " onde g = —[u"o(u)".

Aqui, [u"p(u)™ denota o coeficiente de u"~' na expansao em série de poténcias formal

de ¢(u)™.
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APENDICE B — Assintoticos

Definicao B.0.1. Sejam f, g : N — R duas fung¢oes que se anulam apenas em um conjunto
finito de valores n, dizemos que f e g tém mesma ordem de grandeza, e escrevemos f ~ g,

quando

im M =
i g9(n) -

Proposicao 27. A relagao ~ definida acima € de equivaléncia.

Demonstracao. Dadas f, g, h: N — R func¢oes que se anulam em apenas uma quantidade

finita de valores n, temos que

i. f(n) ~ f(n), pois

ii. Se f(n) ~ g(n), entao

L) f() gn)
= lim f() lim 7g(n)
e portanto f(n) ~ h(n).
Pelos trés itens acima, fica provado que ~ é de equivaléncia. O

Teorema B.0.1. Seja k € N um natural fizado. Entio (n)y ~ n*.
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Demonstracao. Comece observando que, fixado j € N, temos que

lim =4 — 1.
n—oo n

Agora, note que

(n),  “Hn—j
— = — 1
nk ].1;[0 n ’

quando n — 00, 0 que conclui a demonstragao. O
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APENDICE C — Convergéncia fraca de
medidas

Sejam i, fi1, ft2, - . . medidas finitas nos borelianos de um espago métrico 2. Dizemos
que a sequéncia de medidas pu, converge fracamente para a medida p, e denotamos p,, =
ou i, — p1, quando satisfizer qualquer uma das condigdes do teorema abaixo. Para ver a
prova do Teorema C.0.1, veja [Ash e Doleans-Dade 1999).

Teorema C.0.1 (Teorema de Portmanteau). Sejam p, pi1, pio, ... medidas finitas nos

conjuntos borelianos de um espaco métrico ). As sequintes condigcoes sao equivalentes.

a. [o fdu, = Jo fdp para toda fungao f: Q2 — R continua e limitada.

b. liminf, o [o din > Jg di para toda funcao f: Q — R semicontinua e limitada por

baixo.

b’ limsup,,_, Jo dpn < [odi para toda fungio f: Q — R semicontinua e limitada por

cima.

c. Jofdun — [o fdu para toda funcao f: (2, B(Q)) — (R, (B(R)) tal que f é continua
[-q.C..

d. liminf, , p,(A) > p(A) para todo conjunto aberto A C Q, e 1, () — u(Q2).
d’. limsup,,_, . pn(A) < pu(A) para todo conjunto aberto A C €, e ju,(2) — u(Q).

e. pn(A) = u(A) para todo A € B(QY) tal que pu(0A) =0, onde DA denota a fronteira
de A.

Teorema C.0.2. Seja o um numero real positivo, f uma funcao limitada e continua e

1, A duas medidas finitas nos borelianos de um espago métrico (). Entao

/Qfd(aquA):a/Qfdqu/Qfd/\.

Demonstracao. Provaremos primeiro para funcoes simples. Seja f uma funcao simples,
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f =", 2;x(4). Entdo

T

| fatan+x) = > iag+ N)(A)

= Z(Oz,u(Ai) + A(4)))

i=1

=a ) zip(A;) + Y mA(A)
i=1 i=1

:a/QfdunL/Qfd)\

Tome uma sequéncia f,, de fungoes simples convergindo crescendo para f. Por um lado,

pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, temos que

/Q Fad(ap+)) — /Q Fd(ap +N),

e por outro, temos que

a/andqu/and)\%a/Qfdqu/Qfd)\.

Por unicidade do limite, segue o resultado. O]



