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Resumo

As édlgebras verbalmente primas sao bem conhecidas em caracteristica 0, mas sobre corpos
de caracteristica p > 2 pouco sabemos sobre elas. Nesse trabalho vamos discutir algumas di-
ferencas entre estes dois casos de caracteristica sobre corpos infinitos. Discutiremos algumas
propriedades envolvendo as dlgebras A, ;, e M, ,(E) ® E em caracteristica positiva e usaremos
estas propriedades para calcular a dimensdo de Gelfand-Kirillov da algebra relativamente livre
de posto m na variedade gerada por M, ;(E) ® E. Apresentaremos um modelo genérico para
Un(M,(E) ® E). Usando este modelo, calcularemos a dimensdo de Gelfand-Kirillov das dlge-
bras relativamente livres de posto m na variedade determinada pela dlgebra M, (E) ® E. Como
conseqiiéncia, obteremos a prova da ndo PI-equivaléncia entre dlgebras importantes para a PI-
teoria em caracteristica positiva. Por fim, lancaremos uma conjectura acerca da dimensdo de
Gelfand-Kirillov de dlgebras universais, no que diz respeito ao produto tensorial de dlgebras
verbalmente primas pela dlgebra de Grassmann.

Palavras-chave: Identidades Polinomiais, Algebras verbalmente primas, dimensao de Gelfand-
Kirillov, Algebras relativamente livres, Algebra de Grassmann.



Abstract

The verbally prime algebras are well understood in characteristic O while over a field of cha-
racteristic p > 2 little is known about them. In this work we discuss some sharp differences
between these two cases for the characteristic. We discuss some properties of the algebras
Agp and M, ;,(E) ® E in positive characteristic and we use these properties to compute the
Gelfand-Kirillov dimension of the relatively free algebras of rank m in the variety generated
by M, ,(E) ® E. We exhibit a construction of a generic model for the algebra U,,(M,(E) ® E).
By using these models we compute the Gelfand-Kirillov dimension of the relatively free al-
gebras of rank m in the variety generated by M, (E) ® E. As a consequence we obtain the PI
non equivalence of important algebras for the PI theory in positive characteristic. Finally, we
launch a conjecture about the Gelfand-Kirillov dimension of the universal algebras, concerning
the tensor product of verbally prime algebras by Grassmann algebra.

Keywords: Polynomial Identities, Verbally prime algebra, Gelfand-Kirillov dimension, rela-
tively free algebras, Grassmann algebras.
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Introducao

A érea do conhecimento matematico na qual este trabalho se insere € dlgebra: teoria de
anéis, e mais especificamente, na teoria das dlgebras com identidades polinomiais (PI-4dlgebras).

As algebras de matrizes sobre anéis, bem como as dlgebras comutativas e as de dimensao
finita sdo objetos de estudo de grande importancia devido ao seu amplo aspecto de aplicacdes.
Estas dlgebras sdo exemplos de estruturas que compartilham o fato de satisfazerem relacdes
polinomiais entre seus elementos. Mais precisamente, para cada uma das dlgebras acima, existe
um polindmio f(xi,...,x,) com varidveis ndo comutando que se anula quando avaliado nos
elementos das mesmas. A dlgebra que cumpre esta condi¢do é denominada uma algebra com
identidade polinomial, ou simplesmente uma PI-dlgebra. Seu estudo, a grosso modo, consiste
em relacionar o efeito das identidades polinomiais na estrutura das dlgebras que as satisfazem.

Historicamente, o desenvolvimento da Teoria de Identidades Polinomiais comegou na dé-
cada de 30, com os trabalhos de Déhn e Wagner. Nesses trabalhos aparecem, embora de forma
implicita, algumas identidades polinomiais para as matrizes de ordem 2. Temos de ressaltar
que tais conceitos encontram-se ainda em trabalhos de Sylvester, por volta de 1852. Mas a
pesquisa das PI-algebras comecou a se intensificar por volta dos anos 1950, época do celebre
Teorema de Amitsur e Levitzki, um resultado cldssico mostrando que a dlgebra das matrizes
de ordem n com entradas num corpo satisfaz o polindmio standard de grau 2n (isto é, a soma-
toria alternada de todos os produtos de 2n matrizes de ordem n € sempre igual 4 matriz nula).
Na mesma época, algebristas reconhecidos deram contribui¢des importantes para a PI-teoria.
Podemos relacionar aqui os nomes de Jacobson, Kaplansky, Herstein, Malcev, Cohn, Shirshov,
entre outros. Vdrios algebristas t€ém trabalhado na area; segue uma lista de nomes (sem qual-
quer pretensdo de ser completa): Posner, Procesi, Regev, Razmyslov, Braun, Formanek, Swan,
Latyshev, Bahturin, Zelmanov, Rowen, Kemer, Drensky, Giambruno, Zaicev, Berele.

As algebras verbalmente primas desempenham um papel proeminente na PI-teoria. Lem-
bramos que uma dlgebra € verbalmente prima se seu T-ideal é primo na classe de todos os
T-ideais (ou seja, ideais de identidades polinomiais) na dlgebra associativa livre. A maioria
dos resultados conhecidos sobre dlgebras verbalmente primas trata do caso de corpos de carac-
teristica zero. A teoria estrutural de T-ideais desenvolvida por Kemer classificou as dlgebras
verbalmente primas sobre tais corpos. Mais ainda, Kemer mostrou que os T-ideais verbalmente
semiprimos sdo intersec¢des finitas de T-ideais verbalmente primos e, finalmente que, se .% é
um T-ideal, entdo #" C .# C ¢ para alguma escolha de n e de um T-ideal _# verbalmente
semiprimo.

Denotando por K o corpo de base, se char K = 0, de acordo com a teoria de Kemer, as
algebras verbalmente primas sdo exatamente as seguintes: primeiramente as triviais, ou seja,
{0} e K(X) a dlgebra associativa livre de posto infinito. Por conseguinte, M, (K), a dlgebra das
matrizes n X n com entradas em K. Denotamos por E a dlgebra de Grassmann (ou exterior)
do espago vetorial V com base {ej, ey, ... }. Entdo, E tem base consistindo dos elementos 1 e
ej, ...ejondei; <---<irek=1,2,... eamultiplicacdo em E € induzida por ¢;e; = —eje; para
todos i e j. Outra classe de dlgebras verbalmente primas é dada pela dlgebra das matrizes n X n
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com entradas em E, denotada por M,,(E). A élgebra E tem Z;-graduagdo natural definida como
segue: sendo E( o centro de E, entdo E( é gerado como espago vetorial por todos os mondmios
na base de £ com comprimento par; denotamos por E;| o espaco gerado pelos mondmios de
comprimento impar. Entdo, os elementos de E| anti-comutam. Definimos agora a tltima classe
de dlgebras verbalmente primas, denotada por M, ,(E). Esta é a subdlgebra de M,,,(E) que
consiste de todas as matrizes

( Ma(E0> Maxb(E1>)
Mpya(E1)  My(Ey) )°

Duas algebras o7 e % sao ditas Pl-equivalentes, escrevemos &7 ~ 2, se elas satisfazem
as mesmas identidades polinomiais. Como uma conseqiiéncia de sua teoria estrutural, Kemer
descreveu a PI-equivaléncia nos produtos tensoriais de dlgebras verbalmente primas.

Esta descri¢ao € conhecida como
Teorema do Produto Tensorial(T.P.T.). Seja char K = 0. Entao,

(1) Ma,b<E) ®E ~ Ma+h(E);

(2) Ma.,b(E) ®Mc,d(E) ~ Mac+bd,ad+bc(E);
3) EQE NM]jl(E).

Aqui, e no que segue, todos os produtos tensoriais sdo considerados sobre o corpo K.

Como conseqiiéncia de sua teoria estrutural, Kemer (1987) resolveu em afirmativo o famoso
e antigo problema (1950) dado por Specht: Todo T-ideal em caracteristica zero € finitamente
gerado como um T-ideal? Uma das principais ferramentas utilizadas nesta tarefa foram as
identidades graduadas. Recomendamos a leitura de [I6] para mais detalhes sobre a teoria
estrutural de PI-algebras e as contribui¢cdes de Kemer nesta teoria.

O Teorema do Produto Tensorial admite provas que independem da teoria estrutural. A
primeira prova foi dada por Regev [27] e, mais tarde Di Vincenzo; Di Vincenzo e Nardozza
provaram casos deste teorema, veja ([IT],[T2],[13]). Lembramos que todas estas provas foram
construidas sob a hip6tese de que o corpo base € de caracteristica zero. Outras provas elemen-
tares de casos do T.P.T. foram dadas em ([6],[5],[I8]). Voltamos nossa atengao para o fato que,
em ([6],[5],[18]), o comportamento dos correspondentes T-ideais em caracteristica positiva foi
estudado. Nestes, os autores provaram que o T.P.T. continua vélido sobre corpos infinitos de
caracteristica positiva p > 2, restringindo-se somente as identidades polinomiais multilineares.
Mais ainda, em [f], os mesmos provaram que a terceira afirmacao do T.P.T. falha e, em [5],
também provaram que a primeira afirmacao falha (quando a = b = 1).

Em [IR], os autores construiram um modelo apropriado para a dlgebra relativamente livre na
variedade das dlgebras determinadas por E ® E quando char K = p > 2. Este modelo ¢ a dlgebra
genérica de & = K® M, 1(E’), onde E’ denota a dlgebra de Grassmann sem unidade. Eles
provaram que as dlgebras .o/ e E ® E satisfazem as mesmas identidades polinomiais ordinarias.
Usando propriedades da dlgebra <7, em [] os autores provaram que T (M; (E)) & T(E ®
E) em caracteristica positiva. Mais ainda, em [5], foram construidas as subdlgebras A, de
M, (E)(veja Exemplo [CTR) e Ay foi utilizada para estabelecer ndo inclusdo 7'(M>(E)) &
T (M, 1(E)® E). Também em [5], os autores provaram que M; | (E) @ E ~ Aj ;
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e, utilizando identidades graduadas, estabeleceram a inclusao

T(Mys5(E)) C T(Mqp(E) ).

Em [#], Alves e Koshlukov apresentaram uma identidade polinomial para a dlgebra M, ;,(E) ®
E que ndo ¢ identidade polinomial para M, ,(E), provando assim que a inclusdo acima é pré-
pria. Nos resultados obtidos nos artigos [4] e [I], Alves e Koshlukov, usando poténcias do
polindmio standard, completaram a demonstracdo de que o Teorema do Produto Tensorial de
Kemer nio pode ser transportado para corpos infinitos de caracteristica maior que dois. Salien-
tamos que em [1] Alves provou que A, 5 7 My4p(E).

A dimensao de Gelfand-Kirillov foi introduzida originalmente por Gelfand e Kirillov (1966)
para estudar o crescimento de dlgebras de Lie de dimensao finita e posteriormente tornou-se um
importante invariante para algebras afins, pois a mesma independe da escolha de seu conjunto
de geradores (ao contrario das séries de Hilbert). Uma referéncia padrao sobre GK-dimensao
€ o livro de Krause e Lenagan (veja [19]), que também contém os principais resultados sobre
GK-dimensao para PI-dlgebras.

As élgebras relativamente livres (também chamadas de universais) de posto m, U, (M,(E))
e Un(M,;(E)), nas variedades determinadas por M, (E) e M, ;(E), respectivamente, foram
construidas por Berele em [[7]. No que segue vamos assumir que o posto das respectivas alge-
bras relativamente livres € > 2. Em [21]], Procesi calculou a GK-dimensao da dlgebra gerada por
m matrizes genéricas de ordem 7, ou seja, mostrou que GKdim [U,,,(M,,(K))] = (m — 1)n* + 1.
Em [1], Berele mostrou que GKdim [Uy,(M,,(E))] = (m — 1)n* + 1 e GKdim [U,,(M, »(E))] =
(m—1)(a*>+b?) +2.

Através da constru¢do de modelos genéricos apropriados, em [#] e [1]], os autores calcu-
laram a dimensdo de Gelfand-Kirillov das dlgebras universais determinadas pelas algebras:
E®E,M.4.(E)®E e A, quando o corpo de base ¢ infinito com char K = p > 2. Como con-
seqiiéncia, obtiveram a ndo Pl-equivaléncia entre dlgebras relacionadas com as mesmas, que
desempenham um papel importante na PI-teoria.

Recentemente Alves (veja [B]), usando polindmios centrais, provou a ndo PI-equivaléncia
das algebras M, ,(E) e M,(E) QE.

Neste trabalho, apresentaremos os resultados obtidos nos artigos [25], [26] e [27]. A es-
séncia deste trabalho estd na tentativa de generalizar métodos e resultados desenvolvidos por
Procesi e Berele em caracteristica zero.

Mais especificamente:

* Calculamos a GK-dimensao da dlgebra relativamente livre de posto m, Uy, (M, (E) R E),
na variedade gerada por M, ,(E) ® E, em caracteristica positiva p > 2.

* Obtemos, como consequéncia do item anterior, a ndo PI-equivaléncia das dlgebras M, ;,(E) ®
E e M, ,(E) em caracteristica positiva p > 2 e também respondemos a seguinte questao
deixada em [O]:

Sabemos que T (M, ,(E) QE) =T (M. 4(E) ® E) quando a+b = c+d e char K = 0. Isto
é verdade quando charK = p > 2?
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* Calculamos GKdim [U,,(M,,(E) ® E)] quando char K = p > 2 e n > 1 e obtemos, a partir
deste cdlculo, uma nova prova da nao PI-equivaléncia das dlgebras M,, ,(E) e M, (E) QE.

» Com base nos itens anteriores, lancamos uma conjectura acerca da dimensao de Gelfand-
Kirillov de algebras universais, no que diz respeito ao produto tensorial de dlgebras ver-
balmente primas pela dlgebra de Grassmann.

O texto estd organizado em quatro capitulos. Ressaltamos que procuramos tornd-los o mais
independente possivel. Os capitulos foram estruturados da seguinte forma:

* O Capitulo 1 € dedicado as defini¢cOes preliminares e apresentacido de alguns dos nos-
sos objetos de estudo, bem como alguns aspectos histéricos e resultados cldssicos que
motivaram o desenvolvimento da teoria das Identidades Polinomiais, ou simplesmente
Pl-teoria. Este capitulo auxilia o leitor como referéncia aos resultados bésicos. Res-
saltamos que para um leitor com bom conhecimento basico da PI-teoria, a leitura deste
capitulo pode ser omitida sem comprometimento dos demais. Optamos por nao discutir
a dimensdo de Gelfand-Kirillov neste capitulo e deixar isso para o capitulo 3.

* O Capitulo 2 € dedicado ao Teorema do Produto Tensorial de Kemer. Inicialmente, apre-
sentamos um breve resumo sobre a teoria estrutural dos T-ideais desenvolvida por Kemer
para algebras sobre corpos de caracteristica zero. Em seguida apresentamos o Teorema
do Produto Tensorial de Kemer e os resultados conhecidos sobre o0 mesmo, até o inicio de
nossos estudos, quando o corpo de base € infinito com caracteristica p > 2. Por ultimo,
estabelecemos a inclusdo T'(A,4(E)) C T(M,, ® E) para a # b em caracteristica p > 2.

* O Capitulo 3 € dedicado a dimensdo de Gelfand-Kirillov. Iniciamos apresentando con-
ceitos basicos e um breve estudo sobre a GK-dimensao das dlgebras universais e alguns
resultados importantes obtidos anteriormente aos nossos estudos. Calculamos a GK-
dimensao da 4 universal de posto m na variedade gerada por M, ,(E) ® E em caracterfs-
tica positiva e, a partir deste cdlculo, concluimos que M, ,(E) @ E =~ M,.,(E). Apresen-
tamos um modelo genérico apropriado para U,,(M,(E) ® E) e, a partir deste, calculamos
a GK-dimensao do mesmo em caracteristica positiva. A partir deste cdlculo, obtemos
uma nova prova de que as dlgebras M, ,(E) e M, (E) ® E ndo sao PI-equivalentes.

* O Capitulo 4 é dedicado a apresentacao de uma conjectura acerca da dimensao de Gelfand-
Kirillov de algebras universais, no que diz respeito ao produto tensorial de dlgebras ver-
balmente primas pela dlgebra de Grassmann.

Acreditamos que os resultados contidos neste trabalho vao em dire¢do a uma melhor com-
preensdo dos T-ideais em caracteristica positiva, compreensao esta, ainda além dos nossos co-
nhecimentos atuais.



CAPITULO 1

Conceitos Preliminares

Nosso objetivo neste capitulo é relembrar definicdes e resultados importantes para uma
melhor compreensao do texto. Em geral, ndo apresentaremos demonstragdes, € em casos mais
importantes, indicaremos as devidas referéncias bibliogréficas.

1.1 Alguns conceitos basicos sobre algebras

Iniciamos com a defini¢do do objeto central de nossos estudos.

Definicao 1.1.1. Diremos que um K-espago vetorial </ munido de uma operagdo bindria,

x .o/ X of — o/, denominada de multiplicacdo, tem estrutura de K-dlgebra (ou </ é uma
algebra sobre K, ou simplesmente que </ é uma algebra) se, para qualquer o € K e quaisquer
a,b,c € o, valer:

(1) (a+b)xc=axc+bxc;
(2) ax(b+c)=axb+axc;
(3) a(axb) = (oa)*b=ax(ab)

Para simplificar a notacdo, vamos escrever ab ao invés de a x b.

Definicao 1.1.2. Seja o/ uma K-dlgebra, diremos que:
(1) o/ é comutativa, se ab = ba para quaisquer a,b € < ;
(2) <f € associativa, se (ab)c = a(bc) para quaisquer a,b,c € < ;

(3) &/ € unitdria, se existir 1, € of tal que 1,a = al .,y = a para qualquer a € </ (vamos
escrever 1 ao invés de 1 ).

Em praticamente todo texto, vamos trabalhar com dlgebras associativas unitdrias tendo
corpo de base infinito. Assim, no que segue, a menos que seja feita mencdo explicita em
contrdrio, o termo dlgebra devera ser entendido como uma K-4lgebra associativa unitaria.

Definicao 1.1.3. Um K-subespago vetorial 7 de uma dlgebra </ sera denominado uma K-
subdlgebra de <7 se tiver estrutura de dlgebra, isto €, se & for fechado com respeito a operagao
bindria de /. O subespago 9 sera denominado um ideal a esquerda de <7 se o/ 8 C AB. De
modo similar, definimos ideal a direita de </ . Um ideal bilateral serd simplesmente denominado
de ideal.

Nos préximos exemplos, recordamos as definicdes de algumas dlgebras e subdlgebras que
serdo utilizadas no decorrer do texto.

14



1.1 ALGUNS CONCEITOS BASICOS SOBRE ALGEBRAS 15

Exemplo 1.1.4. Seja ¥ um K-espago vetorial com base enumeravel {e; | i € I}. A algebra de
Grassmann (ou exterior) E = E(¥') é a dlgebra associativa gerada por {1,e; | i € I} satisfazendo
as relagoes

ejej = —eje; paratodosi, j € I.

Mais ainda, se char K = 2, impomos:
eiz =0 paratodoi € I.

Observe que D ={1,¢;,...e; | 1 <iy <--- <i;yr=1,2,...} é uma base para E. Além disso,
se ¥y, € o subespago de ¥V gerado por {ey,...,e,} denotaremos por E(¥;) sua correspondente
dlgebra de Grassmann.

Exemplo 1.1.5. O conjunto Z(</) = {a € &/ | ax = xa,Vx € o/} é uma subalgebra de </
denominada o centro de </ e seus elementos sdo ditos ser centrais. Se o/ = E (algebra de
Grassmann) é fdcil ver que, se char K # 2, entdo Z(E) = E onde E é o subespago de E gerado
pelo conjunto Dy = {1,¢;,...¢;, | 1 <iy <--- <ipr=2,4,...}.

Exemplo 1.1.6. O K-espago vetorial das matrizes n X n com entradas no corpo K, denotado
por M, (K), munido com a multiplicacdo usual de matrizes, tem estrutura de dlgebra.

Exemplo 1.1.7. O K-espago vetorial das matrizes n X n com entradas na algebra de Grassmann
E, denotado por M,,(E), munido com a multiplicagdo usual de matrizes, tem estrutura de dlge-
bra. Sendo a,b € N com a+ b = n, € facil verificar através de multiplicacdo de matrizes, que 0
K -subespaco de M, ,(E)

M, (E) = {( i ) | A € My(Eo),B € My (E1),C € Mysa(E1),D EM;,(EO)},

tem estrutura de dlgebra. Aqui, E| é o subespaco de E gerado por
D, :{eil...eir | 1<ihi<---<ip;r= 1,3,...}.
Observamos que os elementos de E| anticomutam entre si.

Exemplo 1.1.8. Sendo a,b € N com a+ b = n, € fdcil verificar através de multiplicacio de
matrizes, que o K-subespago de M, ;(E)

A B
Aa7b = {( C D > |A GMa(E)yB eMaxb(El)7C€Mb><a(El>aD eMb(E)}

tem estrutura de dlgebra. Aqui, E' denota a dlgebra de Grassmann sem unidade.

Exemplo 1.1.9. Seja o/ " uma dlgebra sem unidade. Podemos mergulhar </ " numa dlgebra com
unidade. Com efeito, seja of = K ® o/ como soma direta de espagos vetoriais. Definimos em
</ a seguinte multiplicagdo, para todos a,b € <" e para todos a3 € K

(a,a)(B,b) = (0B, b +ap +ab).

Assim, (1,0) € unidade de </ e a inclusdo </ "< o/ éum mergulho (ou seja, homomorfismo
injetor). Diremos que </ é obtida a partir de </ por adjuncdo da unidade.
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Exemplo 1.1.10. Consideramos agora a subalgebra de M, ,(K) definida por:
A B
MM, = { < 0 C ) |AeM,(K);BEM,;,(K)eCe Mb(K)}.

Denotaremos por M,M}, a subdlgebra de M,M;, obtida considerando B = 0.

Definicao 1.1.11. Uma transformagio linear ® : o/ — 98 é um homomorfismo de algebras
se ®(ab) = ®(a)P(b) para quaisquer a,b € o/ e além disso P(1,/) = 1 4. Analogamente as
demais estruturas algébricas, chamamos ® de isomorfismo quando ® for um homomorfismo
bijetor, mergulho quando ® for injetor, endomorfismo quando ® for um homomorfismo de </
em .o/ e automorfismo quando ® for um endomorfismo bijetor.

1.2 Algebras com identidades polinomiais

Nesta se¢do, introduziremos as dlgebras com identidades polinomiais, uma classe muito
importante de dlgebras. Pois, além de surgirem como uma generalizacao das dlgebras nilpo-
tentes, comutativas e as de dimensao finita, elas mantém varias das boas propriedades destas
classes.

Definicdo 1.2.1. Para o conjunto X = {x1,x»,...,} de varidveis ndo comutativas, K(X) deno-
tard a dlgebra associativa livre, isto é, K(X) tem como base os elementos da forma

Xiy X, s Xi; €X ;n=0,1,2,...
e a multiplicacdo definida por
(i) --xi ) (X, .. .xj,) = Xiy ... X X, ...Xj, onde x;,,x; € X.

Os elementos de K (X) sdo denominados de polinémios.
O subespaco K(X) C K(X) gerado pelos elementos da forma

Xy - - Xi, ;x,-jEX;nzl,Z,...

é um ideal denominado 4lgebra associativa livre sem unidade.
Observe que a algebra K(X) definida acima é, noutras palavras, a dlgebra dos polinémios
associativos e ndo comutativos.

Definicdo 1.2.2. Um polinémio f(xi,...,x,) € K(X) (ou a expressdo f(xi,...,x,) =0) é
denominado uma identidade polinomial da algebra </ se f(ay,...,a,) = 0 para quaisquer
ap,...,a, € o/. Uma dlgebra com identidade polinomial (PI-algebra) é uma dlgebra que sa-
tisfaz uma identidade polinomial ndo nula.

Seguem alguns exemplos importantes de dlgebras com identidades polinomiais, ou seja, de
PI-4lgebras.
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Exemplo 1.2.3. Toda algebra comutativa </ é uma PI-dlgebra, pois o polinbmio comutador
f(x1,x2) = [x1,%2] = x1x2 — xpx] € uma identidade polinomial para <7 .

Exemplo 1.2.4. A dlgebra de Grassmann E € uma PI-algebra, pois um calculo direto usando
os elementos da base de E mostra que o polindmio f(x1,x2,x3) = [[x1,X2],x3] € uma identidade
polinomial para E.

Exemplo 1.2.5. (Regev, [14]) Seja E' a dlgebra de Grassmann sem unidade sobre um corpo
infinito K com char K = p # 0. Entdo, f(x) = x é uma identidade polinomial para E'.

Exemplo 1.2.6. A dlgebra M>(K) satisfaz a identidade f(xy,x2,x3) = [[x1,%2]?,x3] conhecida
como a identidade de Hall. A verificacdo é simples, basta observarmos dois fatos:

(1) Sea,b € M,(K), entdo tr(|a,b]) = 0;
(2) Sea € My(K) etr(a) =0, entdo a> = Al onde I, é a matriz identidade de M(K).

Exemplo 1.2.7. (Teorema de Amitsur-Levitzki, [14]) A dlgebra M, (K) satisfaz a identidade
polinomial (ou o poliné6mio) standard de grau 2n

(X1 x) = ), (=1)%Xg(1) -+ Xo(2m)

oeSH,

onde S,, é o grupo das permutagdes de {1,2,...,2n} e (—1)° é o sinal da permutacdo G.
Ademais, nao satisfaz identidades sob a forma, sﬁq, para todo k quando m < 2n.

Exemplo 1.2.8. Uma K-dlgebra </, com 1 ¢ <7, é dita ser uma Nil-dlgebra se para cadaa € </
existe um nimero natural n tal que a" = 0. O menor inteiro n com tal propriedade é denominado
indice de nilpoténcia do elemento a. Uma dlgebra </ € uma Nil-dlgebra de indice n se a" =0
para todo a € </ e n € minimo com esta propriedade. Toda Nil-adlgebra de indice limitado n é
uma PI-dlgebra, pois satistaz o polinémio f(x) = x".

Exemplo 1.2.9. Uma K-dlgebra <, com | ¢ <f, é dita ser nilpotente se existe um natural fixo
n tal que o produto de quaisquer n elementos de </ € igual a zero. O menor natural n com
tal propriedade é denominado o indice de nilpoténcia da dlgebra <7, e o/ é denominada uma
dlgebra nilpotente de classe n — 1. Toda algebra associativa nilpotente de classe n — 1 é uma PI-
dlgebra, pois ela satisfaz o polinbmio f(xy,...,X,) = X1 ...X,. (Observamos que neste exemplo
e no anterior, as dlgebras consideradas ndo possuem unidade.)

Aqui mencionamos brevemente que o cldssico Teorema de Nagata, Higman, Dubnov e
Ivanov, afirma que, em caracteristica 0, toda nil-dlgebra de indice limitado, € nilpotente. Ver
para mais detalhes Capitulo 8 de [14].

Exemplo 1.2.10. (Regev,[?3]) O produto tensorial &/ = <} ® <7, de duas PI-algebras é uma
Pl-dlgebra.
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Ap6s virios exemplos de PI-dlgebras, surge uma pergunta inevitdvel: Existem dlgebras que
ndo sdo Pl-dlgebras? A resposta é sim. A dlgebra K(X), por exemplo, ndo satisfaz nenhuma
identidade polinomial ndo nula. Isto pode ser compreendido por um argumento simples. Su-
ponhamos, por absurdo, que f(xi,...,x,) seja uma identidade polinomial ndo nula de K(X).
Assim, f(fi(x1),..., fa(x,)) =0 onde fi(x;) =x; parai=1,...,n, o que € um absurdo, pois
f(xl, ces ,)Cn) 75 0.

O préximo teorema mostra que toda dlgebra de dimensao finita é também uma PI-4lgebra.

Teorema 1.2.11. Seja o/ uma algebra de dimensao finita, digamos n. Entao, ela satistaz o
polinémio standard de grau n+ 1, isto é, o polinémio

Snr1 (X1, X)) = Y, (=1 %x6(1) - Xo(ni1)-
G€S11+l

Prova: Da definicdo de polindmio standard € imediato que ele € igual a zero se dois de seus
argumentos forem iguais. Por multilinearidade, € suficiente verificarmos numa base de .7,
. z . / ~
digamos {ej,...,e,}. Observe que s,11(e;,...,e;,,,) € tal que ao menos dois dos ¢;,s sd0

iguais. Dai, s, € identidade polinomial para <7. ®

Definicao 1.2.12. Um ideal .# de uma algebra <7 é dito ser um T-ideal se .# for invariante sob
todos os endomorfismos @ de <7, isto é, se ®(.#) C .& para todo endomorfismo @ : o7 — o .

Teorema 1.2.13. O ideal T (/) das identidades da dlgebra </ é um T-ideal de K (X).

Prova: Sejam f(xq,...,x,) € T(</) e ®: K(X) — K(X) um endomorfismo. Como ®(f(xy,...,x,)) =
f(®(x1),...,P(xy)) e f(ai,...,a,) =0 paraquaisquer ay, .. .,a, € <7, obtemos que ®(f(x1,...,x,))
T (/). Portanto, ®(T(/)) CT(). m

Teorema 1.2.14. Se .¥ ¢ um T-ideal de K(X), entdo . =T (K(X)/.7).

Prova: Sejam f(xy,...,x,) € Z e fi,..., fn € K(X). Como f(f1,...,[s) € -Z, temos que

fA+I ot I)=f(fi,  fo)+ I =F.

Logo, .# C T(K(X)/.#). Por outro lado, supondo-se que f(xi,...,x,) € T(K(X)/.¥), obte-
mos & = f(x1+.2,....x,+.F) = f(x1,...,x,) + 7. Donde, f(x1,...,x,) € 7. ®

Definicdo 1.2.15. Se . é um subconjunto de K(X), o T-ideal gerado por . é denotado por
(). Noutras palavras, (.#)T é o ideal de K(X) gerado pelos polinémios

{f(g1,--,8n) | f(x1,....%0) € S8 € K(X)}.

Se um polinémio f € K(X) pertence a ()T dizemos que f segue de .#, ou que f é uma
conseqiiéncia de .. Dois subconjuntos de K(X) sdo equivalentes se eles geram o mesmo T-
ideal. Sendo B um conjunto gerador de T (<) para uma algebra <7, diremos que B é uma base
de identidades de /. Se B nao contém propriamente nenhuma base de <7, B serd denominada
uma base minimal de T'(</).
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Um dos principais problemas da teoria de identidades polinomiais é encontrar, para uma
dada dlgebra, bases para suas identidades polinomiais. Seguem alguns exemplos de bases de
identidades polinomiais.

Exemplo 1.2.16. (veja, [T4]) A dlgebra M»(K) quando K é um corpo de caracteristica zero,
tem por base minimal

sa(x1,%2,%3,x4) € h(x1,%2,%3) = [[x1,%2]%,x3).

Exemplo 1.2.17. Regev e Krakowski, em [[I4], mostraram que sobre corpos com caracte-
ristica zero todas as identidades da algebra de Grassmann seguem da identidade polinomial
[[x1,x2],x3] = 0. Este iiltimo resultado generaliza-se facilmente para o caso de corpos infinitos
com caracteristica positiva e diferente de dois (quando char(K) = 2, a dlgebra é comutativa,
logo nao muito “interessante” do ponto de vista da PI teoria, pois, neste caso, um raciocinio
simples mostra que qualquer identidade polinomial que ndo seja conseqiiéncia da comutativi-
dade, implica na nilpoténcia da algebra). Ressaltamos ainda que a dlgebra de Grassmann E
de um espaco vetorial ¥ de dimensdo infinita é um exemplo de uma PI-4lgebra que nio sa-
tisfaz nenhuma identidade standard, quando o corpo base € de caracteristica zero. Quando,
charK = p > 2, a dlgebra E satistaz a identidade standard de grau p + 1. Um teorema devido
a Kemer (veja [I'1]) afirma que neste tltimo caso toda PI-adlgebra satisfaz alguma identidade
standard.

Em 1950, Specht [24] formulou o seguinte problema para dlgebras associativas sobre corpos
de caracteristica zero: Toda dlgebra possui uma base finita para suas identidades polinomiais?
Esta pergunta, que ficou conhecida como o problema de Specht, passou a ser uma das questdes
centrais da teoria de identidades polinomiais e foi finalmente respondida de modo positivo por
Kemer em 1987 (veja, [16]). Por volta de 1973, Krause e Lvov, separadamente, provaram
que este problema tem resposta positiva para dlgebras finitas. A resposta para o problema de
Specht € negativa no caso de dlgebras sobre corpos infinitos e de caracteristica positiva. Nao
vamos entrar em detalhes sobre o avanco na resolu¢cdo do problema de Specht, pois o assunto
merece atengdo especial, envolvendo métodos e técnicas sofisticadas, e ndo estd diretamente
relacionado com o contetdo da presente tese. Mais adiante, faremos uma exposicao resumida
sobre alguns pontos da teoria desenvolvida por Kemer, com a finalidade de justificar o nosso
interesse no estudo das identidades em dlgebras matriciais e de Grassmann.

1.3 Variedades e algebras relativamente livres

Nesta secao, apresentaremos as variedades (de dlgebras associativas) que classificam as PI-
algebras de acordo com as identidades que estas satisfazem. Dentro das variedades, encontram-
se seus elementos mais importantes, as dlgebras livres. Através destes conceitos, desenvolve-se
o estudo das dlgebras e suas identidades polinomiais.

Definicao 1.3.1. Seja .# um subconjunto de K(X). A variedade de dlgebras var(.¥) definida
pelo conjunto .# é a classe de todas as algebras que satisfazem cada identidade de ., e o
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conjunto .% é o conjunto de identidades que definem a variedade var(.#). E ficil verificar que
o conjunto .¥ estd contido no niicleo de qualquer homomorfismo da dlgebra livre K (X) numa
dlgebra da variedade var(.%). A variedade trivial é a classe de dlgebras que contém apenas a
dlgebra nula (noutras palavras, é a variedade definida pelo conjunto K(X)).

Definicao 1.3.2. Se ¥ é uma classe de algebras, o conjunto
T(V)={feKX)|feT(«)paracada s/ € ¥}
é um ideal de K(X) chamado ideal das identidades que definem a variedade ¥ .

O préximo teorema mostra que toda variedade tem uma 4lgebra livre.

Teorema 1.3.3. Sejam ¥ uma variedade ndo trivial de dlgebras e I1: K(X) — K(X)/T (V) a
projegdo candnica. Entao,

(1) A restricao dell a X € injetora;
(2) A algebra K(X)/T (') é livre na variedade ¥ com conjunto gerador livre I1(X).

Prova: Sejam x; e x; dois elementos distintos de X tais que IT(x;) = I1(x;). Consideramos
uma algebra ndo nula </ de 7" e um elemento ndo nulo a de /. Entdo, existe homomorfismo
Y :K(X) — o/ tal que ¥(x1) =a e ¥(xp) =0. Como T(7) estd contido no niicleo de ¥,
existe um homomorfismo ® : K(X)/T(¥') — </ para o qual ® oIl =Y. Mas,

a=¥(x;) =®oll(x;) =Poll(xy) = ¥(xp) =0

0 que € uma contradicao.

A dlgebra K(X)/T (V) é gerada pelo conjunto I1(X) e pertence a ¥ desde que satisfaz
todas identidades de T(7). Vamos mostrar que esta dlgebra é livre em 7', com conjunto
gerador livre T1(X). Sejam ./ € ¥ e 6 uma aplicac@o de I1(X) em 7. Como K(X) é dlgebra
livre com conjunto gerador livre X, a aplicagdo o oIl: X — &7 estende-se a um homomorfismo
®: K(X) — o/. Existe homomorfismo ¥ : K(X)/T(¥') — < para o qual ¥ oIl = &, pois
T(7') C Ker(®). Se x € X, temos que

W(II(x)) = Yoll(x) = ®(x) = o o [(x) = o(I(x))

ou seja, 0 homomorfismo ¥ estende a aplicacdo o. Logo, ¥ é o homomorfismo procurado.
Portanto, K(X) /T (¥) é uma élgebra livre na variedade ¥/, tendo como conjunto gerador livre
I1(X). m

Uma variedade de algebras € claramente fechada sob as operacdes de tomar subalgebras,
imagem homomorfica e produto cartesiano. Uma variedade ¥ de édlgebras é gerada por uma
classe % de élgebras se toda dlgebra de 7 pode ser obtida das dlgebras de %/ por uma seqiién-
cia finita de aplicagdes das operagdes citadas acima; denotamos este fato por ¥ = var(% ), ou
por ¥ = var(</) quando a classe % contém apenas uma dlgebra <. O cldssico Teorema de
Birkhoff (veja [14]) demonstra que uma classe ndo vazia de dlgebras € variedade se, e somente
se, ela é fechada com respeito as trés operagdes acima descritas.

No préximo Teorema, listamos algumas das propriedades basicas das variedades (omitimos
a prova, pois a mesma é bastante direta). E importante frisar que ele s6 é vilido devido ao
conjunto X ser infinito.
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Teorema 1.3.4. Sejam %, e %> duas classes de algebras e ¥ uma variedade de dlgebras. Entao,
(D T(%) =NgeunT(H) =T (var(%));
(2) U C U =T (%) T (%);
BUCYeTV)CTU));
(4) Se F é uma dlgebra livreem ¥V, entao T (V) =T (F).
Corolario 1.3.5. Se o/ é uma dlgebra, entio T (var(</)) =T ().

Virios resultados e defini¢des apresentados nesta secao podem ser generalizados para dlge-
bras ndo necessariamente associativas (dlgebras de Lie, de Jordan, Alternativas, entre outras),
sobre anéis comutativos com identidade. Porém, como as édlgebras tratadas neste texto sdo prin-
cipalmente a dlgebra de matrizes e a dlgebra de Grassmann, nds restringimos as defini¢cdes as
algebras associativas sobre corpos.

Definicao 1.3.6. Para um conjunto fixo Y, a dlgebra Uy (¥') € ¥ é chamada uma dlgebra rela-
tivamente livre de ¥ se Uy (') é livre na classe ¥ (livremente gerada porY ). A cardinalidade
de Y é chamada o posto de Uy (V).

A proposicdo a seguir caracteriza as dlgebras relativamente livres em qualquer variedade.

Proposiciio 1.3.7. Sejam ¥ a variedade definida por {f; | i € I}, Y um conjunto qualquere ¢
o ideal de K(Y') gerado por

{ﬁ(gla"'7gni) |glEK<Y>’l€I}

Entao, a dlgebraU = K(Y)/ ¢ ¢é a dlgebra relativamente livre em ¥ com conjunto de gerado-
res livreY = {y+ _# |y € Y}. Duas algebras relativamente livres de mesmo posto em ¥ sao
isomortas.

Prova:

(1) Vamos mostrar que U € ¥. Seja fi(xy,...,x,) uma das identidades que definem 7 e
sejam gy,...,8, € %, onde g; = g; + # com g; € K(Y). Entdo, fi(g1,..-,8n) € 7.
Logo, fi(g,---,8,) = 0. Isto mostra que fi(xi,...,x,) = 0 é identidade polinomial para
U.Dai,U €7.

(2) Agora vamos provar a propriedade universal de %/. Seja .« uma dlgebra de ¥ e seja
¥ .Y — &/ uma fungio arbitrdria. Definimos a fung¢o ® : Y — & pondo O(y) = ¥(y)
e estendemos ® a um homomorfismo (também denotado por ®) ® : K(Y) — <. Isto é
sempre possivel, porque K(Y) é dlgebra associativa livre. Para provar que ¥ pode ser
estendido a um homomorfismo U — o7, é suficiente mostrarmos que _# C Ker(®). Seja
fe _7,istoé,

f = Zuifi(gila R agi,,)vh onde 8ijs Uiy Vi € K<Y>
il
Parar; ,...,r;, € o/, o elemento fi(r;,...,r;,) € igual a zero em <7, e isto implica que
O(f) =0, isto é, # C Ker(®) e U ~ Uy(7') é a dlgebra relativamente livre em 7/,
livremente gerada por Y.
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3) Se|Y|=|Z| comY ={y;|icl}eZ={Z |iecl}. Sejam Fy(?') e Fz(7') suas cor-
respondentes dlgebras relativamente livres. Sendo ambas relativamente livres, podemos
definir homomorfismos

VR (V) = Fz(V)e®: Fz(V) = Fr (V)
pondo ¥(y;) = z; e ®(z;) = y;. Assim, ¥ e ® sdo isomorfismos.
A partir de (1), (2) e (3) temos o requerido. m

Observacdo 1.3.8. A partir da Proposi¢do L3, temos que o T-ideal de K(X) gerado por
{fi |i € #} consiste de todas as combinagdes lineares dos elementos sob a forma

I/tifi(g,'l yeus ,gin)v,-, onde 8ijs Uiy Vi S K(X).

1.4 Identidades polinomiais homogéneas, multilineares e proprias

Nesta se¢do, verificamos que, sob determinadas condi¢des, podemos simplificar as identi-
dades que estamos trabalhando. A primeira vista, estes resultados parecem apenas simplificar
as técnicas, mas sua importancia vai muito além disso, como veremos no decorrer do texto.

Definicao 1.4.1. Um mondémio .# tem grau k em x; se a varidvel x; ocorre em .# exatamente
k vezes. Um polindmio é homogéneo de grau k em x; se todos os seus monoémios tém grau k
em x;, e denotamos este fato por deg,. f = k. Um polinémio linear em x; € um polinémio de
grau 1 em x;.

Definicao 1.4.2. Um polinémio é multihomogéneo se para cada varidvel x; todos os seus mono-
mios tém o mesmo grau em x;. Um polindmio € multilinear se € linear em cada varidvel. O
grau de um polinémio € o grau do seu maior monoémio.

Definicdo 1.4.3. Sejam f um polinémio de K(X) de grau n na varidvel x;. Podemos escrever
f como uma soma f =Y f;, onde cada polinomio f; é homogéneo de grau i na varidvel x;.
Cada polinémio f; € a componente homogénea de grau i em x;, do polinémio f.

Os polindmios multilineares e multthomogéneos desempenham um papel importante na
busca de bases para as identidades polinomiais sobre determinados tipos de corpos. Este fato
jé observado por Specht em 1950 estd desenvolvido no préximo lema.

Lema 1.4.4. Seja f(x1,...,xm) = Liro fi(x1,...,xm) € K(X), onde f; é a componente homo-
génea de f com grau i em x, (k fixo).

(i) Se o corpo K contém mais que n elementos, entdo as identidades f; = 0, onde i =
1,2,...,n seguem de f = 0;

(i1) Se a caracteristica do corpo € zero ou maior que o grau de f entdo f = 0 € equivalente a
um conjunto de identidades polinomiais multilineares.
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Prova: (i) Seja .# = (f)T o T-ideal de K(X) gerado por f. Escolhemos n -+ 1 elementos
distintos &, ..., o, de K. Como .# € um T-ideal, obtemos que

n
flojxi,xa, ... %) :Za}ﬁ(xl,xz,...,xm) es;j=0,1,...,n
i=0

Consideramos estas equacdes como um sistema linear com incégnitas f;, parai =0,1,...,n.
Sendo o determinante
n
1 oy - ao
I o - of
o =11 — )
. . . l<]
1 o, - a}’;‘
o determinante de Vandermonde que é diferente de 0, temos que cada f;(x1,x2,...,Xn) € &,

ou seja, as identidades polinomiais f; = 0 sdo consequéncias de f = 0.
(ii) Pela parte (i), podemos assumir que f(xy,X2,...,X,) ¢ multihomogéneo. Seja k = deg, f.
Escrevemos f(y1 +y2,x2,...,Xn) € - sob a forma

k
FO1+y2.%2, . xm) = Y fiy1.72,%2, -, Xm)
i=0

onde f; é a componente homogénea de grau i em y;. Logo, f; € ., parai=0,1,...,k. Como
degyj fi<k;i=1,2,....,k—1; j=1,2, podemos aplicar argumentos indutivos e obtemos um
conjunto de conseqiiéncias multilineares de f = 0. Para ver que estas identidades multilineares
sdo equivalentes a f = 0 € suficiente observarmos que

ﬁ(y17y17x2;---,xm) = ( k )f(yl,xz,...,xm)

l

e que o coeficiente binomial é diferente de 0, pois temos por hipétese que char(K) = 0 ou
charK > deg(f). m

Observamos que o item (i) do lema acima significa que o polindmio f gera o mesmo 7 -ideal
que o gerado pelos polindmios f; parai =0,1,...,n.

Corolario 1.4.5. Seja .o/ uma dlgebra. Entio,

(i) Se o corpo K € infinito, todas as identidades polinomiais de </ seguem de suas identida-
des multihomogéneas;

(i) Se o corpo K tem caracteristica zero, todas as identidades polinomiais de </ seguem de
suas identidades multilineares.

Quando a dlgebra € unitdria podemos restringir a nossa busca de identidades polinomiais a
um determinado tipo de polindmios, conforme explicamos a seguir.
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Definicio 1.4.6. O comutador de comprimento n é definido indutivamente a partir de [x;, x| =
xX1xp —Xxpx1 tomando [x1,X2,. .., X, = [[X1,X2,...,Xn—1],X%,] paran > 2. Um polinémio f € K(X)
é chamado polindémio préprio (ou comutador) se ele é uma combinagao linear de produtos de
comutadores, isto €,

f(X],...,Xm) :Zai,“’j[x,-l,...,x,-p] [le,...,qu] ,'OC,'7..7J' cK.

(Assumindo que 1 é um produto de um conjunto vazio de comutadores.) Denotamos por %(X)
o conjunto de todos os polinémios préprios de K (X).

O préximo lema mostra a importancia dos polindmios comutadores para encontrar uma base
das identidades de uma algebra unitdria. Sua prova ndo € complicada e pode ser encontrada em
([14], proposigdo 4.3.3, pp 42-44). A demonstracdo estd baseada no fato que K(X) é a dlgebra
universal envolvente de L(X), conhecido como Teorema de Witt.

Lema 1.4.7. Se o/ é uma dlgebra unitdria sobre um corpo infinito, entao todas as identidades
polinomiais de </ seguem das suas identidades proprias (ou seja, daquelas em T (</) N AB(X)).
Se o7 é uma algebra unitaria sobre um corpo de caracteristica 0, entao todas identidades poli-
nomiais de </ seguem das suas identidades proprias multilineares.

1.5 Identidades graduadas

Ao estudarmos identidades polinomiais ordindrias, em alguns momentos € interessante tra-
tarmos de outros tipos de identidades, através das quais podemos obter informacdes sobre as
identidades ordindrias. Desta idéia surgiram, por exemplo, as identidades polinomiais fracas,
as identidades com involucdo e as identidades com graduacao (graduadas). O nosso interesse
nas ultimas é que as mesmas estdo relacionadas as ordindrias. No que segue, fixamos G como
um grupo abeliano aditivo.

Definicdo 1.5.1. Uma dlgebra <7 € dita ser G-graduada se &/ = ®4cG%,, onde 2/, é subespago
de o/, para todo g € G, e Ayl C gy, para todos g,h € G. Um elemento a € Uy ey €
chamado homogéneo. Para todo elemento homogéneo a, temos a € </, para algum g € G.
Dessa forma, o grau homogéneo de a é igual a g, e denotamos wg(a) = g. Sea = Ya,c o, Ags
chamamos a, de componente homogénea de grau g em a.

Definicao 1.5.2. Um subespaco % de uma algebra G-graduada <7 € dito ser G-graduado, se

B = Z By, onde By = KB N Ay,
geG

0s quais denominaremos de subespacos homogéneos.

Definicao 1.5.3. Uma aplicagcao @ : o/ — A entre dlgebras G-graduadas é chamada homomor-
fismo G-graduado se ® é um homomorfismo que satisfaz ®(<7,) C %, para todo g € G. De
modo andlogo, definimos isomorfismo, endomorfismo e automorfismo G-graduado.

Os préximos dois lemas sdo de demonstragao imediata.
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Lema 1.5.4. Sejam o/ uma algebra G-graduada e 98 uma subadlgebra de /. As seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:

(1) A é subdlgebra G-graduada de </ ;
(2) % é dlgebra G-graduada tal que %, C 2/, para todo g € G;
(3) As componentes homogéneas de cada elemento de 9 pertencem a A;

(4) A é gerada por elementos homogéneos.

Lema 1.5.5. Se . é um ideal G-graduado de uma algebra G-graduada </, entdo </ | ¥ é uma
dlgebra G-graduada, considerando (o7 | % )q = {a+ % Ja € <, } parag € G.

Observacao 1.5.6. Seja @ : o/ — % um homomorfismo G-graduado de algebras. Entdo, o
Ker(®) é um ideal G-graduado de </ e ®(</) é uma subdlgebra G-graduada de £ tal que
(P(A))y = P(). Noutras palavras, pelo Lema [[33, vale a versdo graduada do Teorema
do Isomorfismo, isto é, a dlgebra quociente </ /ker® é isomorfa (como algebra graduada) a
Im® = P().

Exemplo 1.5.7. A dlgebra de Grassmann E é Z,-graduada. De tato, seja E( o subespago de E
gerado por {1,e;,...¢; | 1 <ij <---<ix;k=2,4,...} eseja E| o subespago de E gerado por
{ei, e | 1<ip <o <ig;k=1,3,.... Assim, E = Ey @ E| e facilmente podemos verificar
que E;E; C E; j para todos i, j € Z»

Exemplo 1.5.8. A partir da graduacao do Exemplo I3 construiremos uma Z, -graduagao para
o quadrado tensorial da dlgebra de Grassmann E ® E. Para tanto é suficiente considerarmos

(EQE)y=(Eoy®QE)) @ (E\QE|) e (EQE); =(Eg®E)® (E|®E)).

Usando o fato que o produto tensorial é distributivo em relacdo a soma direta, é imediato
verificar que
EQRE=(EQE))®(EQE);.

Além disso, verifica-se diretamente que

(EQE)/(EQE); C(E®E)4; paratodosi,j € Zy.
Portanto a dlgebra E ® E é Z;-graduada.
Exemplo 1.5.9. A dlgebra M, | (E) € Zy-graduada. De fato, consideramos

My 1 (E) = (M 1(E))o® (M1 (E))

(MM(E))():{( ‘! ) \a,deEo} e (M) 1(E))) = {< 00 ) ]b,cEEl}

e verificamos diretamente que

onde

(M1 1(E))i(M11(E));j C (M 1(E))i+j para todos i, j € Z.
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Seja {X, | g € G} uma familia de conjuntos disjuntos e enumerdveis. Considerando X =
UgeGXg, a dlgebra K(X) é denominada de dlgebra livre G-graduada. Para uma varidvel x € X,
definimos wg(x) = g se x € X,. Recordamos que o conjunto de mondmios {1,x;, ...x; | xi; €
Xen=1,2,...} éumabase de K(X). Para um tal mondmio, digamos m = x;, . ..x;,, definimos
wg(m) = ¥'i_; wg(xi;) como sendo o grau homogéneo do mondmio, e desta forma podemos
estender esta defini¢do para todos os elementos de K(X). Se g € G, denotamos por K(X), 0
subespaco gerado pelos mondmios de grau g. Observando que

K(X) = ®gecK(X)g

K(X)oK(X), € K(X)o1p paratodos g,h € G

concluimos que K(X) é de fato G-graduada.

Definicao 1.5.10. Um ideal .# numa dlgebra G-graduada </ é chamado de Tg-ideal se .9
é invariante por todos os endomorfismos G-graduados de <7, isto é, ®(.¥) C . para todo
endomorfismo G-graduado ® de <7 .

Definicio 1.5.11. Um polinémio0 # f = f(xy,...,x,) € K(X), ou mesmo a expressao f(xy,...,x,) =
0, é uma identidade polinomial G-graduada da algebra G-graduada <7 se

flai,...,a,) =0 para todo a; € o,;, onde g; = wg(x;) ei=1,2,...,n.

O conjunto T;(<7) de todas as identidades G-graduadas de </ é um Tg-ideal de K(X), deno-
minado de ideal das identidades G-graduadas da dlgebra A.

De modo andlogo ao caso ordindrio, as dlgebras com identidades polinomiais graduadas
possuem as mesmas propriedades no que diz respeito a T-ideais, variedades, polindmios linea-
res, polindmios homogéneos, etc. Assim, por exemplo, dizemos que & € K(X) é T consequén-
ciade f (ou que & segue de f como identidade graduada) se h pertence ao Tg-ideal gerado por f
em K(X). Bem como dado um conjunto de polindmios { fi(x;,,...,x;,) € K(X) |i € I} aclasse
V de todas as dlgebras G-graduadas satisfazendo as identidades f; = 0 para todo i é chamada
uma variedade de dlgebras G-graduadas determinada pelo sistema de identidades {f; | i € I}.
Deste modo adaptamos as propriedades das identidades ordindrias para as identidades gradua-
das.

Os resultados a seguir fornecem informacdes sobre identidades ordindrias a partir de iden-
tidades graduadas.

Lema 1.5.12. Sejam </ e A duas algebras G-graduadas com respectivos T -ideais de identida-
des G-graduadas T (<7 ) e Tg(A). Se Tg(<f) C Tg(A) entao T (/) C T (A).

Prova: Seja f(xy,...,x,) uma identidade qualquer de </ e sejam

bi=Y bi,....bm=)Y bu, € B
geG geG
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Como f € T(«7), temos que

f( Z )Clg,..., Z Xmg> € TG(JZf) - TG(%>

geG geG

daf, vem que f(b1,...,bm) = f(Xeca b1,y -+ Lgebm,) = 0.

Portanto, 7 (%) CT(%#). m
Corolario 1.5.13. Se Tg(/) = T(A), entio T (/) = T (A).

Observacao 1.5.14. (Contra-exemplo) Consideramos na algebra de Grassmann E duas gradu-
agoes. A primeira € a Z;-graduacdo E = Ey @ E, e a segunda é a graduagao trivial (Ao = E e
A1 ={0}), onde y1y, = y2y1, com wz, (y;) = 0, ndo é uma identidade graduada. Portanto, uma
mesma dlgebra pode ter identidades graduadas diferentes conforme sua graduagao.



CAPITULO 2

O Teorema do Produto Tensorial

Neste capitulo apresentaremos a teoria estrutural dos 7'-ideais desenvolvida por Kemer para
algebras sobre corpos de caracteristica zero. Estabeleceremos os resultados obtidos até entao
que provam que o Teorema do Produto Tensorial de Kemer ndo pode ser transportado para
corpos infinitos com caracteristica positiva maior que dois. Também estudaremos o comporta-
mento das identidades polinomiais satisfeitas pelas dlgebras verbalmente primas e provaremos
ainclusdo T'(A,,(E)) C T(M,,(E)® E) para a # b em caracteristica p > 2.

2.1 A Teoria de Kemer

Nesta sec¢do faremos um breve resumo sobre a teoria estrutural dos 7-ideais desenvolvida
por Kemer para dlgebras sobre corpos de caracteristica zero. No que segue, K denotard um
corpo de caracteristica zero. O leitor interessado poderd encontrar mais informagao nas mono-
grafias [[16], [I0].

A teoria desenvolvida por Kemer mostrou que as PI-dlgebras sobre corpos de caracteristica
0 satisfazem muitas propriedades “boas” que as aproximam das dlgebras comutativas. Comeca-
mos com os conceitos de T-ideais T-primos e T -semiprimos, que t€ém um papel extremamente
importante nessa teoria.

Definicao 2.1.1. Diremos que:

(1) UmT-ideal ¥ é T -semiprimo se para qualquer T-ideal ¢ ainclusdo ¢#" C . implicar
que ¢ C.7;

(2) Um T-ideal .# é T-primo se para quaisquer T-ideais 71, #> a inclusio 7\ #» C .7
implicar que #1 C % ou ¢, C 7.

(3) Uma dlgebra </ é dita verbalmente prima (semiprima) se T (<) é T -primo (T -semiprimo).
Os proximos resultados podem ser encontrados nas se¢des 2 e 3 do capitulo I de [I6], e
recomendamos este livro para mais detalhes e informagdes sobre esta teoria.

Teorema 2.1.2. (Kemer)

(1) Seja ¥ # 0 uma variedade. Entao ¥V = A, , onde 4;, é a maior variedade de todas as
dlgebras nilpotentes de indice menor ou igual am, % é a maior subvariedade semiprima
de ¥ e o produto de duas variedades .V ./ consiste das algebras </ tendo um ideal .
contido em .4 e cujo quociente </ | ¥ estd em M ;

(2) OT-ideal .# € semiprimo se, e somente se, .9 = 1N ---N .7, onde os T -ideais .¥; sdo
T -primos.

28
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(3) Os tnicos T -ideais T -primos nao triviais sio:

T(Mn(K)) , T(Mn(E)) e T(Map(E)).

Se of = /) @ <7/; é uma dlgebra Z,-graduada, entao
E(d) = RE)D A QE;

€ denominada o envelope de Grassmann de .7.
Kemer demonstrou ainda os seguintes resultados, veja [16].

(1) Todo T-ideal ndo trivial coincide com o T-ideal do envelope de Grassmann de uma alge-
bra Z,-graduada e finitamente gerada;

(2) O T-ideal de qualquer élgebra Z,-graduada e finitamente gerada coincide com o 7-ideal
de alguma dlgebra Z,-graduada de dimensao finita;

(3) De (1) e (2) segue que todo T-ideal ndo trivial coincide com o 7T'-ideal do envelope de
Grassmann de alguma algebra Z,-graduada de dimensao finita.

Dentre as consequéncias mais importantes dos resultados acima estd a resposta afirmativa
para o problema de Specht.

Ressaltamos que foi provado por Belov [R] e Grishin [I5] que o problema de Specht resolve-
se em negativo sobre corpos de caracteristica positiva.

2.2 Algebras genéricas

Podemos observar no resumo sobre a teoria de Kemer a importancia das PI-algebras M,(K),
M,(E) e M, ,(E). Existem construgdes algébricas genéricas para as dlgebras relativamente
livres destas dlgebras. Para a dlgebra M,,(K), temos a dlgebra das matrizes genéricas dadas
por Procesi [21], e para M,(E) e M, ,(E) temos as construgdes genéricas dadas por Berele
[Z]. Vamos fazer um breve resumo sobre estas construcdes; para mais casos veja as referéncias
citadas acima.

Sejam Y = {y1,y2,...} e Z={z1,22,...} conjuntos de varidveis com ¥ NZ = 0. Tomando
X =Y UZ, denotamos por K(X) a dlgebra livre gerada por X. Freqiientemente, denominamos
os elementos de Y de pares e os elementos de Z de impares. Noutras palavras, definimos
w=wgz, : X = Zp pondo w(x) =0,sex €Y, ew(x) =1, se x € Z. Deste modo, os elementos
de Y também sdao denominados de O-varidveis e os de Z de 1-varidveis. Se f = xjxp...x; €
um mondmio, definimos w(f) = w(x;) +w(x2) +---+w(x) (aqui consideramos a somatoria
mdédulo 2), e chamamos f de par se w(f) =0, e de impar se w(f) = 1. Assim, K(X) =
K(X)o+ K(X) é Z-graduado onde K(X)¢ é o subespaco de K(X) gerado pelos mondmios
pares e K(X)| é o subespaco de K(X) gerado pelos mondmios impares.
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Definicao 2.2.1. Seja of = /) @ /] uma algebra Z,-graduada. Os elementos de <7, U </] sdo
denominados de homogéneos. Além disso, cada elemento homogéneo a possui um grau w em
Zy, isto é, w(a) =0 ou 1. A dlgebra </ é dita supercomutativa se

ab = (—1)"@"(®)ba para todos a,b € o4 U .

Exemplo 2.2.2. A dlgebra de Grassmann € sem diivida o exemplo mais importante de dlgebra
supercomutativa.

Definicao 2.2.3. Seja K(X) = K(X)o+K(X) a dlgebra livre Z,-graduada definida como acima.
Para os mondmios f,g € K(X), consideramos as relagdes fg = (—1)"/ ") g f e seja .7 o ideal
Z-graduado gerado por estas relagcoes. Quando char K = p > 0, adicionamos {yf |yieY} ao
conjunto de geradores de .% . A dlgebra K(Y;Z) = K(X)/.¥ € naturalmente Z,-graduada (pois
herda a graduagdo de K(X)) e é chamada de dlgebra livre supercomutativa.

Lema 2.2.4. Sejam K[Y| a dlgebra de polinémios comutativos gerada porY e E(Z) a dlgebra de
Grassmann gerada pelo espago vetorial com base Z. Entao, as dlgebras K(Y;Z) e K[Y| Q E(Z)
sdo isomorfas.

Prova: Seja ¥ : K[Y|®RE(Z) — K(Y;Z) = K(X)/.# a aplicacdo definida por ¥(a ® b) =
ab+ .#. E imediato que esta aplicacdo é um homomorfismo (de dlgebras) sobrejetor. Sejam
a=y;..ymEK[Yeb=z...2n € E(Z), ambos ndo nulos. Fazendo as substitui¢des y; =
o=y, =1lez =ey,...,z2m = ey onde {ey,...,e,} é subconjunto da base de E, temos que
ab ¢ T,(E). Por outro lado, como K(X)/.# é a élgebra livre supercomutativa, temos que
& =n{Q | Q é T, — ideal de alguma dlgebra supercomutativa}. Em particular, .# C T5(E) e
disto segue a injetividade de ¥, como queriamos.

Lema 2.2.5. (a) A dlgebra K(Y;Z) é canonicamente 7Z,-graduada e livre na classe de todas
as algebras Z;-graduadas supercomutativas. Noutras palavras, para toda dlgebra 7Z,-
graduada supercomutativa o/ = oy ® /], toda funcdo ® : Y UZ — o tal que P(Y) C o
e ®(Z) C o/ pode ser estendida a um homomorfismo de dlgebras;

(b) SeY ={y1,y2,...}, Z=A{z1,22,...} exi=yi+z ondei=1,2,..., entdo, toda fungdo
D:xi > A =D, ;i=1,2,... pode ser estendida a um homomortismo homogéneo
de K(Y;Z) — o de dlgebras Z,-graduadas.

Prova: Veja introducgdo de [7]. m
Sejam n e m inteiros positivos e consideremos 0s conjuntos

Y:{yl(?)|i,j:1,...,n;q:1,...,m}eZ:{z§;’) i, j=1,...,m;q=1,...,m}.

Combinando a constru¢do de Procesi com a de Berele, definimos as seguintes matrizes com
entradas em K(Y;Z):

(1) As n x n matrizes genéricas

n
Ag= Y ¥Ey, ondeg=1,....m;
ij=1

I
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(2) As n x n matrizes genéricas com entradas supercomutativas

n
By = Z (yl(j?) +Z§;I))Eij, ondeg=1,...,m;
ij=1

(3) As (a,b) matrizes genéricas(n = a+ b)

n
Cy= Z tl.(jq)E,-j, onde ti(jq) :yl(jq) se (i,7) € Ao, tl.(jq) = z,(]q) se (i,j) EAteg=1,...,m.
ij=1

Teorema 2.2.6. (Procesi (i) e Berele ((ii),(iii)))

(i) (veja [21])A algebra gerada por Ay,...,A,, € isomorfa a dlgebra relativamente livre de
posto m na variedade definida por M, (K), isto é, a algebra U,,(M,(K));

(ii) (veja [Z])A algebra gerada por By,...,B,, € isomorfa a dlgebra relativamente livre de
posto m na variedade definida por M,,(E), isto €&, a algebra U,,(M,(E));

(iii) (veja [7])A dlgebra gerada por Cy,...,C, € isomorfa a algebra relativamente livre de
posto m na variedade definida por M, ;(E), isto é, a dlgebra U,,(M, ,(E)).

2.3 O que era conhecido

Nesta secdo vamos apresentar os resultados conhecidos sobre o assunto até o inicio de
nossos estudos; os resultados apresentados vém acompanhados das devidas referéncias biblio-
graficas. Iniciamos com nosso principal objeto de estudo do capitulo: o Teorema do Produto
Tensorial de Kemer (TPT) (para detalhes veja [16]).

Teorema 2.3.1. (TPT) Seja K um corpo com char K = 0. Se A e B sdo duas dlgebras T-primas
entdo A ® B é Pl-equivalente a alguma dlgebra C que € T-prima. Mais precisamente, sejam
a,b,c,d € N. Entao,

(D) T(Map(E)QE) =T (Mais(E));
(2) T(Mup(E) @M 4(E)) =T (Mactpd,ad+ve(E));
(3) T(M1,1(E)) = T(EQE).
A seguir apresentaremos duas consequéncias imediatas do Teorema 231

Corolario 2.3.2. Seja K um corpo com charK = 0. Sejam a,b,c,d € N coma+b=c+d.
Entao,
T(M,p(E)RE) = T(Mcvd(E) ®E).
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Prova: Sendo a+ b = c+d, do Teorema Z371I(1), vem que
T(Map(E)QE) =T Maip(E) =T Meya(E)) =T (Mea(E) R E).

Portanto,
T(Ma7b(E) ®E> - T(Mc,d(E) ®E)

como queriamos. W

Corolario 2.3.3. Seja K um corpo com char K =0. Sejama,b,c,d,e, f,g,h € N comac+bd =
eg+ fhead+bc=eh+ fg. Entao,

T(Mp(E) @M q(E)) =T (Me,f(E) @ Mg (E)).
Prova: Sendo ac+bd = eg+ fh e ad + bc = eh+ fg, do Teorema Z3711(2), vem que:

TMup(E)2Med(E)) =T (Macsbdadrve(E)) =T (Meg pnen+ g (E)) =T (Mo r(E) @Mg 4(E)).

Portanto,
T(Map(E) @M a(E)) =T (Me,f(E) ® Mg p(E))

como queriamos. m
No que segue, vamos relembrar o que era conhecido sobre os resultados acima quando o
corpo de base € infinito de caracteristica positiva p > 2. Para mais detalhes, veja ([6], [5], [4]).

Observacio 2.3.4. Seja o/ = K® M, ;(E) a dlgebra obtida de M, ;(E’) por adjungdo da uni-
dade. <f faz sentido em charO, masT(E) =T (E') edaiT(</) =T (M, 1(E)) =T(E®E). Em
[6], os autores provaram que

T(M1,1(E)) CT(o)=T(EQE).
Dai, o T.P.T.(3) é falso, neste caso.

Observacio 2.3.5. Seja .o/ =A; . o faz sentido em char0, mas T(E) =T (E') edai T (/) =
T(M, (E)) =T(E®E). Em [5], os autores provaram que

T(My(E)) & T() =T (M1 1(E)QE).
Dai, o T.PT.(1) é talso paraa = b = 1.
Observacao 2.3.6. Em [5], usando identidades graduadas, os autores provaram que
T(Ma15(E)) C T(Myp(E) SE).

Também em [5], os autores deram a seguinte versao multilinear para o Teorema do Produto
Tensorial de Kemer. Seja .# um T-ideal em K(X) e denote por P(.#) o conjunto de todos
polindmios multilineares em .#.

Teorema 2.3.7. Seja K um corpo com charK # 2, |K| = . Ento,
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(1) P(T(Myp(E)RE)) = P(T(Myg45(E)));
(2) P(T(Myp(E) @M a(E))) = P(T (Muc-tbd.ad+be(E)));
(3) P(T(M11(E))) =P(T(EQE)).

Em [@] os autores apresentaram uma identidade polinomial para a dlgebra M, ,(E) ® E que
ndo é uma identidade polinomial para a dlgebra M, ,(E). Observamos que este fato generaliza
um dos resultados de [5], a saber, que o T.P.T (1) falha para todos os valores de a e b. Mais
precisamente, provaram que existe um inteiro k > 1 tal que s’ﬁ , € 1dentidade para a dlgebra
M, ,(E)®E. Isto provou que a inclusdo 7'(M,1,(E)) C T(M,4(E) ® E) é propria.

Concluiram deste modo que:

Teorema 2.3.8. As dlgebras M, ;,(E) ® E e M, ,(E) ndo sdo Pl-equivalentes.

Prova: Ver [4]. m

E sabido que as dlgebras M, ,(E) ®E e M, 4(E) ® E, com a+b = ¢ +d, sdo Pl-equivalentes
em caracteristica zero, como vimos no Corolario ZZ37. O préximo resultado de [4] mostra que
esse resultado ndo pode ser transportado para corpos infinitos com caracteristica positiva maior
que dois.

Teorema 2.3.9. Sejam a,b,c,d € N tais que a > b, c > d,a# c ea+b =c+d. Entio, as
algebras M, ,(E) ® E e M. 4(E) ® E ndo sdo Pl-equivalentes.

Ainda em [4] os autores exibiram uma identidade polinomial para a dlgebra M, ;,(E) ®
M, 4(E) que ndo ¢ identidade polinomial para a dlgebra My pq ad-+ic(E). Este fato completa a
prova de que o Teorema do Produto Tensorial de Kemer ndo pode ser transportado para corpos
infinitos de caracteristica positiva maior que dois.

As dlgebras A, surgiram em ([6], [5]) quando os autores estudavam a questdo da PI-
equivaléncia entre as algebras M, ,(E) e M,;(E) ® E tendo como base corpos infinitos de
caracteristica positiva maior que dois.

Ja vimos que a dlgebra A ; foi usada em [5] para provar a ndo Pl-equivaléncia entre as
algebras M,(E) e M; 1 (E) ® E tendo como base corpos infinitos com caracteristica positiva
maior que dois.

Apresentaremos os resultados obtidos em [2] e em [[I] envolvendo tais dlgebras. Em particular,
foi mostrado que, T'(My44(E)) & T (Agp) € Mao(E) QE ~ A, 4, respondendo em positivo duas
questdes deixadas em [5].

A menos que seja feita mencdo explicita em contrdrio, vamos considerar corpos infini-
tos com caracteristica positiva p > 2. Se charK = 0 as dlgebras A,; e M, ,(E) sdo PI-
equivalentes, pois E e E’ o sdo.

Em [2] o autor provou o seguinte:

Lema 2.3.10. Seja s, o polinémio standard de grau n. Se a > b entdo a algebra A, satisfaz a
identidade s’é , bara algum k > 1, mas ndo satisfaz s,, nem identidades sob a forma sk para todo
k quando m < 2a.
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Em [2] o autor provou o seguinte:
Teorema 2.3.11. A inclusio T (My;(E)) C T(A4p) € propria.

Prova: Sendo A, , C M, ,(E), segue imediatamente que
T(Ma1p(E)) € T(Agp)- 2.1
De acordo com o Lema anterior existe inteiro r > 1 tal que
Sha € T(Aup). (2.2)

Sabemos que
sh, & T(Myip(E)). (2.3)
O resultado segue trivialmente usando (2.1), (2.2) e (2.3). m

E assim, em [], ficou provado que M, ,(E) e A, 5 ndo sdo PI-equivalentes quando char K =
p>2.

Lembramos que sobre corpos de caracteristica zero as dlgebras M, ,(E) ® E e M, ,(E)
sdo Pl-equivalentes. Foi provado, em [5], Coroldrio 24, que as dlgebras A;; e M| 1(E)QE
satisfazem as mesmas identidades polinomiais.

Em [0], Alves mostrou que as dlgebras Ay ; e My x(E) ® E satisfazem as mesmas identidades
polinomiais para todo k > 1. A saber:

Teorema 2.3.12. As dlgebras Ay e My x(E) ® E sdo Pl-equivalentes.

Prova: Veja [1]], Teorema 8. m
E como consequéncia, o autor obteve os seguintes coroldrios:

Corolario 2.3.13. Sejak > 1. Entdo, as dlgebras My, (E) ® E e Mo (E) ndo sdo Pl-equivalentes.
Prova: Sendo M i (E) @ E ~ A i € Ay x » Moy (E), o resultado segue imediatamente. m
Corolario 2.3.14. Para todo inteiro k > 1 temos que T (Mo (E)) & T (M« (E) QE).
Prova: Usando o Teorema 23 T1l e o Teorema 2312, obtemos que

T(My(E)) & T(Axk) =T (Mik(E) QE)

paratodok>1. m

24 AsalgebrasA,, e M, ,(E)QE

Nesta se¢do estabeleceremos a inclusdo 7' (A, 4(E)) € T(M,(E) ® E) para a # b em ca-
racteristica p > 2. Os resultados obtidos nesta sec@o estdao publicados em [?5].
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J4 mencionamos que em [[I, Section 3] Alves mostrou que Ay, ~ M ,(E) ® E e em [2,
Theorem 1] foi provado que A, 5 € M, ,(E) ndo sdo PI equivalentes, em caracteristica p > 2.

Inicialmente denotaremos por G o grupo Z, X Zo, n = a+b. Lembramos que a dlgebra A, ,
possui uma G-graduacdo natural herdada de M, ,(E).

Sejam X =Y UZUW, onde Y = {yl(d)|dEZn,i2 1}, Z = {zgd)]dEZn,iZ 1}, W=

{wgd) |d € Zy,i> 1}, e considere Q = Q(Y,Z,W) a algebra livre supercomutativa.
Vamos definir uma G-gradua¢do em M, (Q2). Denotaremos por @(x;) = (o(x;),B(x;)) o

G-grau of x; € X. Como em [5, Theorem 4] colocaremos A; = (a%)) sendo a matriz onde
(r=T1)

(r—1)

0 ¥; +z , se(ns)EAges—r=a
; e
ay = Zl(r—l)’ se(rs) €Al es—r=a - quando o(x;) = (e,0); e
0, caso contrario
. (r—1) —
al) = wi T SeS=r=0 guando w(x) = (a,1).
0, caso contrario

Denote por F a subdlgebra G-graduada de M, (Q) gerada pelas matrizes A;, i > 1.
De modo anélogo para o caso das matrizes genéricas, obtemos o seguinte:

Lema 2.4.1. A dlgebra G-graduada F é relativamente livre na variedade das dlgebras G-graduadas

gerada por A, p.

Sejam Mg(/ ) = {f € Tg(</) | f € mondmio } e .7 o seguinte conjunto de polindmios
G-graduados:

polindmio | (a(x1),B(x1)) | (a(x2),B(x2)) | ((x3), B(x3)) |

X1X2 — X2X| (0,0 (0,0 -

X1X2 — X2X| (0,0 0,1) -

X1X2 4+ x2x1 0,1) (0,1) -
X1X2X3 — X3X2X1 (a,0) (—,0) (a,0)
X1X2X3 — X3X2X] (o, 1) (—a,0) (a,0)
X1X2X3 — X3X2X] (06,0) (—OC, 1) (OC,O)
X1X2X3 + X3X2X1 (o, 1) (—o,1) (a,1)
X1X2X3 + X3X0X] (a,0) (—o,1) (a,1)
X1X2X3 + X3X2X1 (OC71) (—OC,O) (Ot,l)

Observacao 2.4.2. Em [5], os autores provaram que as identidades G-graduadas da dlgebra
M, ,(E) ®E seguem de . e Mg(M, »(E) QF).

Denotemos por I o ideal das identidades G-graduadas gerado pelo conjunto S e por todos
os mondémios em T (Agp). Como A, € Myyp(E), temos I C Tg(Agp).

Teorema 2.4.3. Se a+ b = n entdo as identidades G-graduadas de A, ;, seguem de 1.
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Prova: Basta repetir o mesmo raciocinio das provas de [5, Proposi¢do 14 e Teorema 15]. m

Observacao 2.4.4. Usando o Teorema precedente, observamos que para comparar os T -ideais
G-graduados das dlgebras M, ,,(E) ® E e A, , € suficiente compararmos seus monémios.
Em [5], tal comparagao foi feita para o caso a = b = 1 obtendo que

TG(AI,I) = TG(Mljl(E) ®E).

Por conseguinte,
T(Al’l) = T(Mljl(E) ®E).

A dlgebra P = M,,(E) ® E ¢é G-graduada do seguinte  modo:

Pap) = (Map(E))(a,p) @Eo® (Map(E))(ap+1)DE1-

Agora, fixemos Q = Q(Z,W), a 4lgebra livre supercomutativa com Z ¢ W como no inicio

desta segdo. Como em [8, Section 4] definimos as matrizes A; = ( S?),E’i = (bg?) €M, 1(Q)
como segue: aS’S) =7/ ! quando ®(x;) = (a,B) = (s—r,0) e aﬁ’s) = 0 caso contrdrio; analoga-
mente bﬁ? = w{fl quando o(x;) = (o,B) =(s—r,1),¢ bSls) = ( caso contréario.

Denotemos por SC outra cépia da dlgebra livre supercomutativa; SC € livremente gerada
pelas varidveis pares {z;} e impares {w;}.

Agora vamos definir C; € M, ,(Q) ® SC como segue: C; = A; ®z; + B; @ w;, se B(x;) =0,
e C; :B’i®zi+z&i®wi, se ﬁ(xi) =1.

A subalgebra F de MHb(Q) ® SC gerada por C;, i > 1, é G-graduada de modo natural e,
por [5, Lemma 11], temos T (P) = Tg(F).

Observamos que as matrizes A;, B; € Ma+b(f2), i > 1 sdo bem similares as matrizes A; €
F C M, ,(Q),i> 1. Este fato serd usado na prova do seguinte

Lema 24.5. Seja a # b. Se f € K(X) é um mondmio tal que f ndo estd em
Tc(Myp(E) ®E), entdo f & Tg(Aap).

Prova: Seja f(xy,...,Xu) = Xi, -+ x;, € Tc(P) = Ts(F). Entdo existem dy = ka) +... +C,(,],f) €
FCM, ,(Q)®SC, k=1,... mtais que cada dj tem 0 mesmo G-graude x; e f(dy,...,dy) #0.
Se w(dy) = («,0), entﬁo‘a)(Cﬁ.k)) =(o,0) e Cj(.k) tem a forma Cj(.k) = Agk) ®2zj +l§§k) ®@w|, para
todo j. Neste caso, definimos
_ (k)
I = ZA i
J

onde Ag-k) € F CM,,,(Q) é amatriz obtida de Agk) adicionando y;fl as entradas que estdo em
Ay e preservando as outras entradas. Note que cada /; tem o mesmo G-grau (em M, ,(Q)) de
dy e por construgio temos f(Iy,...,L,) # 0.

Agora, se @(dy) = (a, 1) entdo a)(C](.k)) =(a,1)e Cj(-k) ¢ da forma C;k) = E&k) ®z; +A§k> ®
w;, para todo j. Neste caso, definimos

=Y B,
J
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S-k) ¢ da forma B;k) =), Egk) € F C M, ,(Q) com escolhas convenientes das entra-

das wfj das matrizes Bﬁk)
mesmo G-grau (em M, ,(Q)) de dj e por construgdo temos f(Iy,...,L,) # 0.
Ou seja, ambos os casos nos garantem f & Tg(F) = Tg(Agp), como desejado. m

onde cada B

tais que wfl_l + wfz_l sempre que i; # Ip. Note que cada [; tem o

Finalmente estamos em condi¢des de provar o resultado principal desta secdo.
Teorema 2.4.6. SejacharK =p>2ea#b. EntioT(A,p) CT(Myp(E) RE).

Prova: Pelo Teorema IZ43, T (A, ) € gerado, como Tg-ideal, por I = (SUMG (A4 )76, onde
Mg(+) é o conjunto dos mondmios que sdo identidades G-graduadas. De acordo com [5, Theo-
rem 15], T6(M, »(E)  E) = (SUMG(M, »(E) ® E))T6. Agora, aplicando o Lema P43 temos
MG(Aa,b) - MG(Ma,b(E) ®E). Entao:

TG(Aa,b) = <SUMG(Aa,b)>TG -

C(SUMg(M,,(E) ®E)>TG = TG(Ma,b(E) ®E).

I

Finalmente, o Lema 512 garante que T'(A, ) C T(M,,(E) ® E), como querfamos. m



CAPITULO 3

GK-dimensao de algebras

Neste capitulo apresentaremos os conceitos basicos da GK-dimensao, bem como faremos
um breve estudo sobre a GK-dimensao das dlgebras universais e alguns resultados importan-
tes obtidos anteriormente aos nossos estudos. Calcularemos a GK-dimensdo da 4 universal
de posto m na variedade gerada por M, ;(E) ® E em caracteristica positiva. Apresentaremos
um modelo genérico apropriado para U,,(M,(E) ® E) e, a partir deste, calcularemos a GK-
dimensdo do mesmo em caracteristica positiva. A partir deste cdlculo, obtemos uma nova
prova de que as dlgebras M, ,(E) e M,(E) ® E ndo sdo Pl-equivalentes.

3.1 Conceitos Basicos e Propriedades

Nesta secdo apresentaremos conceitos bdsicos e propriedades da teoria de GK-dimensao
necessdrios para uma boa compreensao do capitulo (tais conceitos e propriedades nao aparecem
no capitulo 1, pois s6 neste capitulo faremos uso dos mesmos). Iniciamos com a defini¢ao do
nosso principal objeto de estudos, a dimensdo de Gelfand-Kirillov.

Definicdo 3.1.1. Seja </ uma dlgebra gerada pelo conjunto finito {ry,...,r,}, consideramos
V" =spaniri, ...r;li; € {1,....m}} ,n=1,2,... e ¥* = K. A fungdo de argumento inteiro
e ndo-negativo n, definida por

gy(n) =dimg (¥4 +¥") ;in=1,2,...
é denominada a funcdo de crescimento da dlgebra o7 (com respeito a ¥ = ¥1).

A dimensao de Geltand-Kirillov da algebra </ € definida por

GKdim (<) = limsuplog, [gy (n)] = limsup {M }

N300 N300 log(n)

O préximo resultado trata da independéncia da GK-dimensdo de uma 4lgebra, no que diz
respeito ao seu conjunto de geradores.

Lema 3.1.2. A GK-dimensao de uma algebra finitamente gerada </ nao depende da escolha
do conjunto de geradores.

Prova: Sejam ¥ = span{ry,...,rm} e # = span{sy,...,s;} espacos gerados por dois conjun-
tos de geradores da dlgebra 7. Sejam GKdim y (<) e GKdim » (/) as GK-dimensdes de .o/
definidas por ¥ e #, respectivamente. Como ry,...,r, geram a algebra .o, existe inteiro p tal
que para todo j=1,...,/ temos que s; € ¥+ -+ #P. Assim,

WOg g YO P n=0,1,...
Dai, obtemos que

gy (n)= dimK(Wo—i- M) < dimK("//0+ s+ VP =gy (pn)

38
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e aplicando logaritmo vem que

10gpn<g7/(pn)) _ 1ngn<g7/(pn))
logpn(n) 1— logpn(p) .

log, (g (n)) <log,(gv(pn)) =

Aplicando limite, vem que

logpn [g"f/(pn)] }

limsuplog,[gy (n)] < limsup { = limsuplog,,,[gy (pn)]

n—soo n—yoo - loglm (p) pn=ree
< limsuplog,[gy(n)].
n—soo

Agora, da definicdo, obtemos que
GKdim y (o) < GKdim 4 (7).
De modo similar obtemos a desigualdade contrdria, e portanto
GKdim y (&) = GKdim 4 (&)
como queriamos. W
Exemplo 3.1.3. Seja.«/ = K|[x,x2,...X,]| a dlgebra polinomial. Entio, GKdim (<) = m.

Prova: Observe que o nimero de mondmios de grau menor ou igual que n em m varidveis é
igual ao nimero de mondmios de grau n em m+ 1 varidveis, pois se a; + - - - +a,; < n, temos a
seguinte correspondéncia biunivoca:

ap az a ap . ap a2 a —
X o x x5 xpmonde ag =n— (ar + -+ am)

entre estes conjuntos. Agora, com respeito ao conjunto usual de geradores de .27, temos

g(n) = ( nm ) in=1,23,...

m
que € um polindmio em n de grau m. A partir da definicio de GK-dimensao, obtemos que

GKdim (&) = limsuplog,,[gy (n)] = m

n—soo

como desejado. m
No préximo resultado apresentaremos algumas propriedades basicas da dimensao de Gelfand-
Kirillov. Para demonstra¢des e mais detalhes recomendamos uma leitura de ([T4],[19]).

Proposicao 3.1.4. Seja .o/ uma algebra.
(1) Sejam . um ideal de </ e . uma subdlgebra de </ . Entao

GKdim (.), GKdim (7 / .# ) < GKdim (<7 );
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(2) Seja & uma dlgebra que é imagem homomorfica de </ . Entao

GKdim (#) < GKdim («);

(3) GKdim (<) = 0 se, e somente se, o/ é um espago vetorial de dimenséo finita. Nos outros
casos, temos que
GKdim (<) = 1 ou GKdim (/) > 2;

(4) Se B = [x1,...,%n) comxy,... x, varidveis comutando. Entao
GKdim (%) = GKdim (&) + m;

(5) Seja o/ comutativa. Entdo, a GK-dimensdo de </ € igual ao grau de transcendéncia de
</, isto é, ao nimero maximo de elementos algebricamente independentes;

(6) GKdim (&) < oo se, e somente se, a fungdo de crescimento de </ com respeito a algum
conjunto finito de geradores é de crescimento polinomial.

A seguir apresentaremos dois exemplos de dlgebras que ndo possuem GK-dimensao finita.
No primeiro a édlgebra € finitamente gerada e no segundo a dlgebra ndo € finitamente gerada.

Exemplo 3.1.5. Sejam > 1. A dlgebra associativa livre &/ = K(xy,...,X,) (polinébmios asso-
ciativos e ndo comutativos) niao tem GK-dimensao finita.

Prova: Para o conjunto usual de geradores de <7, a fungdo de crescimento é dada por
gn)=l4+m+m’+---+m";n=0,1,2,...

Como esta fungdo cresce mais rdpido que qualquer func¢do polinomial, da Proposi¢ao BT-4(6)
obtemos que a GK-dimensao da dlgebra .7 ndo pode ser finita. m

Exemplo 3.1.6. Seja ./ = R[[x]| a R-dlgebra das séries de poténcias de x com coeficientes em
R. Entdo, GKdim(.%/) = oo.

Prova: Vamos mostrar que para cada n € N, existe uma subdlgebra &% de .o/ satisfazendo
GK dim(%) > n, dai concluimos facilmente que GK dim(.&7) = oo.

Seja {r;|i=1,2,...} um conjunto enumerdvel infinito de nimeros reais que é linearmente
independente sobre Q. Entdo, o conjunto das fungdes { fij(x) = ¢ |i=1,2,...} é algebrica-
mente independente sobre R. Agora, via série de Maclaurin cada funcao deste conjunto pode
ser pensada como um elemento da dlgebra «7. Logo, &/ contém uma subdlgebra isomorfa a
algebra polinomial

Rly1,y2,...,yn] paracadan € N.

Usando a Proposi¢ao B-T-4(1) e o Exemplo B3, para cada n, obtemos que:
GKdim(</) > n.

Portanto
GKdim(e/) = oo

como queriamos. m

Agora vamos analisar como a GK-dimensio se comporta com respeito A altura de uma
algebra. Para mais informacdes e detalhes, veja ([?], [14], [?]).
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Definicao 3.1.7. Seja o/ uma algebra gerada por ry,ra,...,ry,. Seja ¢ um conjunto finito
de monémios onde cada r; deve aparecer em algum monoémio. Diremos que </ é de altura
h=h_(A) com respeito a ¢ se h é o menor inteiro positivo tal que </ pode ser gerada, como
espaco vetorial, pelos produtos

U/'UP ..U/, onde Uy, € # et <h.

73

Exemplo 3.1.8. Sejam o7 = K[x|,x2,...,%y] € 7 = {x1,X2,...,%n}. Entdo, hy(A) = m.

Prova: Como espaco vetorial, o7 é gerada pelos produtos xll‘ ! x’,;m € 0s mondmios que pos-
suem todas as varidveis nado podem ser escritos como combinac¢do linear de mondmios com
menos que m poténcias distintas de x;. m

O seguinte teorema, conhecido como Teorema de Shirshov sobre a altura, ¢ um dos resul-
tados de grande importancia na teoria combinatorial das PI dlgebras.

Teorema 3.1.9. (Shirshov) Seja </ uma algebra gerada por ry,rs,...,r,. Assuma que &/ sa-
tisfaz uma identidade polinomial de grau d > 1. Entdo, </ tem altura finita com respeito ao
seguinte conjunto de mon6mios

{r,-]riz...rix ’ ij S {1,2,...,m} €S<d}

Prova: Veja ([I14], Capitulo 9). =
O préoximo resultado € devido a A. Berele (1982). Daremos uma idéia de sua demonstracao
via Teorema de Shirshov (a prova original pode ser encontrada em [1Y]).

Teorema 3.1.10. (Berele) Toda Pl-algebra finitamente gerada </ tem GK-dimensao finita.

Prova: (Idéia) Seja .o/ gerada por ¥ = span{ry,ra,...,rn} satisfazendo uma identidade poli-
nomial de grau d > 1. Pelo Teorema de Shirshov, existe 4, a altura de 7, tal que <7 é gerada
pelos mondmios o .
Ul ..U, onder < h,
e os monomios U, ,...,U;, sdo de comprimento menor que d. Agora, 7" é gerado pelos mono-
mios com kU, | + -+ +k|U;,| = n. Dai, #9+ .. 4+ #™ & subespago do espago gerado pelos
mondmios
UMU U onde ki + -+ Ry <.

Seja p o niimero de mondmios com comprimento menor que d (p = 1+m+---+m?1). O
nimero de sequéncias de indices (i1,...,i,) é limitado por p". Assim, a dimensio gy (n) de
#9 4... 4+ 97" ¢ limitada pelo produto entre o nimero de sequéncias (iy,...,i,) e o nimero de
monomios de grau < n em h varidveis

n+h
que € um polindmio de grau A. Dai, obtemos que
GKdim(</) <h

onde hé aalturade /. m
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3.2 Sobre a GK-dimensio de U,,(<)

Nesta se¢ao discutiremos alguns resultados envolvendo a GK-dimensao da dlgebra univer-
sal determinada por uma dlgebra .o/. Estes resultados sdo de importancia fundamental para o
restante do capitulo.

Definicao 3.2.1. A dlgebra relativamente livre (também chamada de universal) de posto m na
variedade gerada pela algebra </ é definida por

Un(&)=K(x1,....,5m)/(T()NK{x1,...,%n)).
Lema 3.2.2. Se o7 e 4 sdo duas algebras Pl-equivalentes entdo
Un() = Upn(AB) e GKdim [U,, (/)] = GKdim [U,,(A)].

Prova: Sendo o/ e 4 dlgebras Pl-equivalentes, temos que T(</) = T(4). Denotando por
Tu() =T()NK(x1,...,xm) € por T,,(B) =T(B)NK(x1,...,xn), vem que T, () =
Tn(B) e Un() =K(x1y....xm) | Tn() = K(x1,...,%m) ) Tn(B) = Un(B).

Portanto, GKdim [U,,(«7)] = GKdim [U,,(#)]. m

Observacao 3.2.3. Por vdrias vezes, no decorrer do texto, vamos usar a contra-positiva do
Lema B2272, isto é, Pl-algebras que possuem algebras universais com dimensoes de Gelfand-
Kirillov diferentes nao sio PI-equivalentes.

Lema 3.2.4. Se T (/) C T(%), entio GKdim [Uy,(«7)] > GKdim [U,,(%)].

Prova: Sendo T'(«7) C T (%) obtemos que T,,(«7) C T,,(A). A partir disso obtemos o seguinte
homomorfismo sobrejetor

W Up(o) —  Un(B)
[+Tu(d) — f+Tu(5B).

Dai, Uy, (#) € imagem homomorfica de U,,(.«7) e da Proposi¢ao B-T-4(2), obtemos que
GKdim [Uy,(«/)] > GKdim [Uy ()]

como queriamos. |

Lema 3.2.5. Se o7 C A, entio GKdim [U,,(«7)] < GKdim [U,,(4)].

Prova: Como &7 C A, temos T (/) D T(#) e em seguida usamos o Lema 324. m
O préximo resultado é devido a Procesi e Berele, para mais detalhes e demonstracdes suge-
rimos uma leitura de ([21],[Z]).

Teorema 3.2.6. (Procesi (i) e Berele ((ii),(iii))) Seja K um corpo infinito de caracteristica arbi-
traria. Entao:

(i) GKdim [U,,(M,(K))] = (m—1)n>+1;
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(ii) GKdim [U,,(M,(E))] = (m—1)n*+1;
(i) GKdim [Uy (M, p(E))] = (m—1)(a® +b*) +2.

A prova do Teorema acima em sua parte (ii), dada por Berele em [7], também nos fornece
uma férmula para calcular GKdim [U,,(.<7)| quando T'(o/) = T (M, (K))...T (M, (K)).
A saber

GKdim [Up ()] = Z GKdim Uy, (M, (K)).

i=1
Corolario 3.2.7. Seja K um corpo com char K = 0. Entao:
(i) GKdim [U,(E ®E)] = 2m;
(i) GKdim [U,(M,»(E)®QE)] = (m—1)(a+b)>+1;
(i) GKdim [Uy(Myp(E) @ M 4(E))] = (m— 1)[(ac +bd)* + (ad + bc)?] + 2.

Prova: De acordo com o Teorema do Produto Tensorial de Kemer, sabemos que
T(E®E)=T(M1(E)). T(Mop(E) 0 E) = T(Mys(E)) e

T(Map(E) ©Mca(E)) =T (Macbd,ad+be(E))-
Agora aplicando, o Lema e o Teorema B°26 a prova segue. m

O préximo resultado nos fornece uma cota inferior para a dlgebra universal determinada
pela dlgebra A, 5.

Lema 3.2.8. GKdim [U,(A, )] > (m—1)(a® +b%) +2.
Prova: Iniciamos observando que M, ,(E) C A, . Do Lema BZZS, sabemos que
GKdim [U,,(M,,(E))] < GKdim [U,,(Agp)]-
De acordo com o Teorema BZ2X6(iii), obtemos que
(m—1)(a® +b*) +2 < GKdim [Upy(Ayp)]

como queriamos. m

3.2.1 Asalgebras EQE e M (E)

Em ([4]) os autores construiram um modelo genérico para a dlgebra U, (E ® E), sobre
corpos infinitos com charK = p > 2, e usaram este modelo para calcular GK dim[U,,(E ®
E)]. Além disso, apresentaram uma nova prova da ndo PI-equivaléncia das édlgebras EQ E e
M, 1 (E).

Para char K = 0, ja vimos que

GKdim [Uy(E ® E)] = GKdim [Upy (M, 1 (E))] = 2m.

Para char K = p > 2, Azevedo, Fidelis e Koshlukov em ([6], [5]), usando identidades gra-
duadas mostraram os seguintes resultados



3.2 SOBRE A GK-DIMENSAO DE U,, (<) 44

(1) Se./ =Ka®M, | (E'),entio T (/) =T(KSM; 1 (E')) =T(EQE);
(2) Asdlgebras o7 e M; ;(E) ndo sdo Pl-equivalentes. Mais ainda,
T(/)=T(EQE) D T(M(E)).

E finalmente, em ([2]), Alves e Koshlukov provaram o seguinte:
Teorema 3.2.9. GKdim [U,,(E ® E)] = m quando charK = p > 2.

E como consequéncia, obtiveram o seguinte
Corolario 3.2.10. As dlgebras E® E e M, 1(E) ndo sio Pl-equivalentes.

Prova: Suponha, por contradigdo, que as dlgebras E ® E e M; | (E) sdo Pl-equivalentes, isto é
T(E@E) = T(M171(E)). Entao Tm(E®E) = Tm(Ml,l(E)) e dai Um(E ®E) = Um(Ml,l(E»-
Como GKdim [U,,(M; 1(E))] = 2m, obtemos que

GKdim Uy, (E ® E)] = GKdim [Uy, (M1 (E))] = 2m,

contradizendo o Teorema B29. Portanto, as dlgebras E ® E e M; ;(E) ndo podem ser PI-
equivalentes. m

3.2.2 GK-dimensdo de U,(A,;) e Un(My4(E) RF)

No que segue vamos assumir que char K = p > 2. Em ([I]), Alves construiu um modelo
genérico para a dlgebra Uy, (A, ), € a partir deste modelo calculou GK dim[U,, (4, )].

Teorema 3.2.11. GKdim [U,(A4p)] = (m—1)(a® + b*) +2.
Como aplicagdo, concluiu que as dlgebras A, j, € A, 4 ndo sdo Pl-equivalentes.

Corolario 3.2.12. Suponha a”> + b> # ¢* +d?>. Entdo as dlgebras Agp € Aqq ndo sdo PI-
equivalentes.

Prova: As dlgebras ndo podem ser Pl-equivalentes pois suas dlgebras universais tém GK-
dimensoes diferentes. m

Lembramos que sobre corpos com caracteristica zero as dlgebras A, e M, ,(E) sdo PI-
equivalentes (isto segue do fato que E e E’ sdo Pl-equivalentes em char K = 0, veja [20]) e
dai,

GK dim[U(A4p)] = GK dim[U,, (M1 (E))] = (m—1)(a+b)> +1.

Corolario 3.2.13. Se charK = p > 2, entdo as dlgebras A, ,, e M, ;,(E) ndo sio Pl-equivalentes.

Prova: As algebras ndo podem ser Pl-equivalentes pois suas dlgebras universais tétm GK-
dimensoes diferentes. ®

Ainda em [T], Alves observou que, se char K = p > 2, entdo de acordo com Teorema P31,
as dlgebras A, , e M, 4(E) ® E satisfazem as mesmas identidades polinomiais. Dai U, (4, 4) =
Un(Myq(E)®E). Assim, estas duas dlgebras tém mesma GK dimensao que, de acordo com o
Teorema BT, é igual a 2(k — 1)a® +2. Deste modo o autor obteve o seguinte

Teorema 3.2.14. GKdim [Uy (M, (E) ®E)] = 2(k— 1)a* +2.
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3.3 GK-dimenséo de U, (M, ,(E) Q)

Nesta secdo mostraremos como obter GK dimU,,(M, ;(E) ® E). Como aplica¢do conclui-
remos que as dlgebras M, ;(E) ® E e M, ;(E) ndo sdo Pl-equivalentes quando char K = p > 2.
Tais resultados estdo publicados em [25]. Além disso, fazendo uso destes resultados, respon-
deremos também a seguinte questdo aberta proposta em [5]:

Sabemos que T(My,(E) QE) =T (M 4(E) ® E) quando a+b = c+d e charK = 0. Isto
é verdade quando charK = p > 27?

Acontece que a resposta é negativa e publicamos este resultado em [26]. E bem sabido que
em char K = 0 as dlgebras M, ,(E) ® E e A, sdo PI equivalentes a dlgebra M, ,(E) (isto pode
ser deduzido do Teorema de Kemer e da PI equivaléncia de E e E’ quando char K = 0).
Lembremos também que de [0] tinhamos GKdim Uy, (A, ) = (m — 1)(a* +b?) +2, My ,(E) ®
E ~App e GKAimU,, (M ,(E) ®E) =2(m —1)b*> +2 em caracterfstica p > 2.

Agora, iremos calcular GKdimU,, (M, ,(E) ® E) para o caso a # b.
Lema 3.3.1. GKdim [U,,(M,4(E) ®E)] > (m—1)(a® +b*) +2.
Prova: Como M, ,(E) mergulha em M, ,(E) ® E obtemos que

T(Map(E)QE) ST (Map(E))

€ assim

GKdim [U, (M, (E) ® E)] > GKdim [Uy, (M, (E))] = (m — 1)(a* +b*) +2.

Agora podemos provar o seguinte

Teorema 3.3.2. Se charK = p > 2 entao
GKdimU,,(M, ,(E) ®E) = (m—1)(a* +b*) + 2.

Prova: Se a = b o resultado € aquele obtido em [[I]. Suponhamos entdo a # b. Pelo Teorema
a6 temos T(Ayp) € T (M, p(E)®E). Dai, pelo Lema B24, obtemos:

GKdimU,, (M, ,(E) ® E) < GKdimU,, (A, ) = (m —1)(a* +b*) +2.
Mas pelo Lema (B3T),
GKdim [U, (M, ,(E) @ E)] > (m —1)(a* +b*) +2

e assim obtemos o resultado desejado. m

Como consequéncia obtemos a nao PI equivaléncia das dlgebras M, ;,(E) ® E e My 4(E):
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Corolario 3.3.3. As dlgebras M, ,(E) ® E e M,1,(E) nao sdo Pl-equivalentes.

Prova: As dlgebras ndo podem ser Pl-equivalentes, pois suas dlgebras universais possuem
GK-dimensao diferentes. Basta observarmos que:

(1) De Berele ([Z], Teorema 7), sabemos que GK diimU,,(M,,4(E)) = (m—1)(a+b)*+1;
(2) Do Teorema B32, obtemos que GK dimUy, (M, »(E) ® E) = (m— 1)(a* + b?) + 2.
Usando (1) e (2) obtemos que GK dim Uy, (M,1(E)) # GKdimU,, (M, »(E) QE). m

Sabemos que, em charK = 0, M, ;,(E) ® E e M, 4(E) ® E sdo Pl-equivalentes se a +b =
c+d.

Corolario 3.3.4 ([26], Teorema 3.1). SejacharK =p >2,a#c,a<b,c<dea+b=c+d.
Entao:
M, ,(E)®E e M, 4(E) ® E nao sio Pl-equivalentes.

Prova: De acordo com o Teorema B3, GKdimU,,(M, »(E) ®E) = (m—1)(a> +b*) +2 €
GKdimUy (M. 4(E) ®E) = (m—1)(c* +d*) +2. Comoa#cea+b=c+d,entdob#d e
a® +b*> # c? 4 d* o que implica:

(m—1)(@®+b*) +2# (m—1)(*+d*) +2,

ou seja,
GKdimU,,(M, ,(E) ® E) # GKdimU,,(M. 4(E) ®E).

Agora, pela Observagdo B23, temos que as dlgebras M, ,(E) ® E e M, 4(E) ® E ndo podem
ser PI-equivalentes, como queriamos. m

3.4 GK-dimensao de U,,(M,(E)®E)

Nesta secdo apresentaremos o resultado recentemente obtido (veja [27]) do célculo da
GK dimU,,(M,(E) ® E). Como aplicagdo, concluiremos que as dlgebras M,(E) ® E e My, ,(E)
ndo sio Pl-equivalentes quando a caracteristica do corpo base € positiva. No que segue vamos
assumir que char K = p > 2. Usando um resultado obtido recentemente por Alves, em [3],
inicialmente temos o seguinte:

Lema 3.4.1. GKdim[U,,(M,(E)®QE)] > (m—1)n>+1.
Prova: Como M, (K) mergulha em M,(K) &M, ,(E") obtemos que
T (My(K) ® My n(E') € T(Mp(K)).
Em [[B], Corolario (3.6)] Alves provou o seguinte:

T(Mn(K) @Mn,n(E/» = T(Mn(E) ®E)
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e entao
T(My(E)®E) C T(Mn(K)).

Por conseguinte, obtemos que
GK dim([U,,(M,,(E) ® E)] > GK dim[U,,,(M,,(K))] = (m— 1)n* +1.

n

A fim de encontrar um limitante superior para GKdimU,,(M,(E) ® E), vamos construir
um modelo genérico apropriado de U, (M,(E) ® E). Como em [f], denotaremos por H =
K@M, 1 (E') a subdlgebra unitdria de M ; (E) obtida de M ;(E’) por adjun¢do formal da uni-
dade I», a matriz identidade de ordem 2.

Agora, usando os isomorfismos definidos em [I] ( Lema 4) obtemos M,(H) = A ®

Myn(E'), onde
A= {( 8 2 ) \aeMn(K)} C Moy (K).

Por [B, Proposition 10] temos H ~ E ® E, e o isomorfismo entre M, (E Q E) e M,(E) ® E
nos dé a Pl-equivaléncia:
My(E)QE ~A® M, ,(E").

Isso prova o seguinte:
Lema 3.4.2. GKdim [U,,(M,(E) ® E)] = GKdim [U,,(A® M, ,(E))].

Prova: Pelo exposto acima, as dlgebras M,(E) @ E e A® M, ,(E’) sao PI equivalentes. Logo,
pelo Lema B2, U,,(M,(E) QE) = Up(A® M, 4(E")) e

GKdim [Uy (M, (E) ® E)] = GKdim [Up, (A & My, ,(E'))]. m

Assim, para nossos propositos, € suficiente construirmos um modelo genérico para a dlgebra
A®M,,(E"). Sejam

Ao ={(i,j)|1 <i,j<n,oun+1<i,j<2n}

A ={(,j)[1<i<nn+1<j<2noul <j<nn+1<i<2n}.

A seguinte construcdo repete a de [[Z].

Sejam
~ ~(r) ..
Y. = (a;; n nondea..: yl]7 S€ <l7.])€A07
= (@) g { 0, se (i,j) €A,
~(r) ~(r)

€ Vit jin =Yij> paratodo 0 <i,j <n.
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0 L
B N se L, € A ’
Z, = (bij>2n><2n onde bl] = { ZU() caso contrario ( J) 0

~(r) .
W, Wi se i,j) €A
W o onde i = { UO, caso contrdrio o) e s
Y

g.) s@o as varidveis que comutam, correspondentes a parte escalar das respectivas en-

tradas das matrizes em A ® M, ,(E'); Zg) sdo os geradores livres de ), e Wg.)

livres de ;. Lembramos que Q = Qz) @ Q; € a dlgebra supercomutativa livre sem unidade.
Denotaremos por U a élgebra gerada por X1 =Y, +21+ W, Xo =L + 2 +Ws, ... . X, =

Y+ Zpp + W

Aqui ¥

sdo os geradores

Lema 3.4.3. U = U,,(A®M, ,(E")).

Prova: A prova € andloga ao caso das matrizes genéricas. m

Note que U C % onde %, é a dlgebra gerada por Y, Z. e W, onde r = 1,2,. . Do
mesmo modo como foi feito em [[7], secdo 5], mudamos o modelo de % como segue.

Passando de K para o fecho algébrico do corpo K (}};(r) | 1 <i, j <2n)podemos diagona-
lizar a matriz “genérica” 171 sobre K, isto €, existe alguma P € M), (f) tal que PY;P~! é uma
matriz diagonal.

Denotaremos por Y, = PY,P~!, Z, = PZ,P~!, W, = PW,P~', r=1,...,m. Como P preserva
a conjugacdo, temos U} = K(Y,,Z,,W, | r=1,2,...,m) onde ¥; = Zl-zﬁl Aieii, Aizn = Ai, Vi€
{1,...,n}. Para simplificar as nota¢Ges, no restante da prova vamos assumir m = 2.

Para obter um limite superior para a GK-dimensdo de %/, imergimos %/ em um anel maior
Z. Este anel # é gerado pelo conjunto

2 .. 2 2 ..
{lieii,y,(j)eij | (i,j) € Ao and i1, = lhy,(.,_)n?j.,_n :yl(j)a V1<i,j<n}u

{2eij | (i,)) € Ao,r=1,2}U W ei; | (i) € A, r=1,2}.
(1)

l_]’

(2)

(2)
Para tornar as notagGes mais simples escrevemos yj; para y;;", zjj para z;;", tij para z;;", wij

(1) (2)

para w;;" € vij para w;;
Para o préximo Lema, vamos omitir as relagdes A; 1, = Ai,Yitn, jtn = Yij, 1 <1, j <n.

Lema 3.4.4. SejaV o espaco vetorial com base uy, ..., uy,, € seja
o djj Cij ftj
=114 Hy H Hf HW Hvu st
Aqui os indices de )Li,yl’j,Zij,l'ij percorrem Ag e os indices de w;j,v;; percorrem Ay; o, a;j
sdo inteiros positivos; bjj,cij € {0,...,p— 1}, ed;j, fij € {0,1}. Se r € Z, entdo

Z(aij+bij+cij+dij+ﬁj)(ui—uj) =u;—u €V.
i,j
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Prova: Veja ([7], Lema 15). m

Definimos g, (k) como o nimero de séxtuplas ordenadas (0, a;;,bij,cij,dij, fij) que satis-
fazem as hipéteses do Lema anterior e a condi¢do adicional de que a soma das suas entradas €
menor ou igual a k. Seja g(k) = Y, gs(k). A fungdo g(k) é um limite superior para a fungdo
de crescimento de %. Nosso objetivo agora passa a ser estimar a funcgio g(k).

Primeiro observamos que as entradas de uma tal séxtupla satisfazem a equagdo

Z(aij+bij+cij+dij+fij>(ui_uj):us_ut 3.1)
i,j
para cada escolha de s e t. Mais ainda, obtemos que
Zai+Z(aij+bij+cij+dij+fij) <k. (3.2)
i ij
Assim, existe uma quantidade finita de possibilidades de escolhas para s, 7, b;j +c;j € d;j +

fij que satisfazem as duas condigdes (3.1) e (3.2).
Suponhamos que uma destas possiveis escolhas tenha sido feita. Entdo a;; deve satisfazer

) aij(ui—uj) =u

Zaij = k/,

u=us—uy =Y (bij+cij+dij+ fi) (i — u;)
i

onde

K =k— Z(bij +cij —l—dij —i—fij).
i,J
O seguinte lema € devido a Berele.

Lema 3.4.5. [Berele, [[7]] Sejam ¥ um espago vetorial e 7 C ¥ um hiperplano de dimensao
d. Seja L(n) o conjunto de pontos de ¥ cujas coordenadas estdo todas em {0, 1,...,n}. Entéo,
o niimero de pontos em ¢ N L(n) é menor ou igual a (n+ 1)¢.

Prova: Vamos usar indugdo sobre d. O caso d = 0 é trivial. Seja .77 o hiperplano de codimen-
sdo 1 no qual a primeira coordenada é constante igual a 1. Sendo dim.7Z > 1 alguma coorde-
nada ndo € constante em .7, e vamos assumir que esta é a primeira. Portanto, dim(.7/N %) =
d — 1 e, por hipétese de indugio 5 N .7 NL(n) tem cardinalidade < (n+4 1)9~!. Agora,
N L(n) é aunido sobre i =0, 1,...,n de SN NL(n), e dai, tem cardinalidade < (n+1).
]

Com o intuito de usar o Lema B4, definimos 7 o espaco vetorial com base
{ai,a;j | (i,]) € Ao} e seja # o espago vetorial com base {u; —u; | (i,) € Ao}

Afirmamos que o conjunto J = {(a;,a;;) | Y aij(u; —uj) = u} é um hiperplano em 7 de
codimensdo 2n — 2. De fato, temos que dim(%) = 2n —2 e daf os g;;’s sdo determinados pela
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combinagdo linear Y a;;(u; —u;) =u € #'. Assim, existem 2n — 2 vetores fixos no par ordenado
(i, aij) € J e isso prova nossa afirmacio.
Logo, concluimos que dim(J) = (n?> +n?+2n) — (2n—2) = 2(n* 4 1). Considerando agora as
relacoes Airn = Ai, Yign, j+n = yij para 1 < i, j < n, vemos que nossa estimativa é, na verdade,
n? + 1. Isto, juntamente com o Lema B3, prova o seguinte resultado:

Lema 3.4.6. g(k) é limitada superiormente por um polinémio de grau n> + 1.
Teorema 3.4.7. GKdim [U,,(A ® M, ,(E"))] < (m—1)n*+1.
Prova: Se m = 2, entao:

GKdim U, (A ® M, ,(E")) < limsuplog, g(k) < n*+1

2

Se m > 2, a prova € andloga, pois cada nova matriz genérica adiciona n“ novas varidveis

yl(;) e o conjunto de relagdes permanece o mesmo. A partir disso, g(k) passa a ser limitado

superiormente por um polindmio de grau (m — 1)n? 4 1, donde obtemos
GKdim Uy, (A ® M, ,(E")) < limsuplog, g(k) < (m —1)n* + 1.

]

Lema 3.4.8. GK dim[U,,(M,(E)®E)] < (m—1)n>+1

Prova: Pelo Lema B472, GK dim(U,,(M,(E) ® E)] = GKdim [U,,(A ® M, ,(E"))]. Por sua vez,
pelo Teorema anterior, GKdim [U,,(A ® M, ,(E"))] < (m — 1)n? + 1. Portanto,

GK dim[U,,(M,(E)®E)] < (m—1)n® +1,

como queriamos. m
Usando agora os Lemas B741 e B4R, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.4.9. GK dim[U,,(M,,(E) R E)] = (m— 1)n®> + 1.

Observacao 3.4.10. Em [3], Alves provou, usando polinémios centrais, que as algebras M,(E) ®
E e M, ,(E) nio sao Pl-equivalentes. Como consequéncia do Teorema 349, conseguimos uma
nova prova deste fato, como estabelecido no coroldrio seguinte.

Corolario 3.4.11. As dlgebras M,(E) ® E e M, ,(E) nio sdo PI-equivalentes.

Prova: As dlgebras ndo podem ser Pl-equivalentes, pois suas dlgebras universais possuem
GK-dimensdes diferentes. Basta observarmos que

(1) De Berele ([Z], Teorema 7), sabemos que GK dim Uy, (M, »(E)) = (m—1)(2n)* + 1;
(2) Do Teorema B49, obtemos que GK dimU,,(M,,(E) R E) = (m— 1)n> 4 1.
Usando (1) e (2) obtemos que GK dimU,,(M,, ,(E)) # GKdimU,,(M,(E) RE). m



CAPITULO 4

Conjectura

Neste capitulo apresentaremos uma Conjectura (veja [26]) acerca da dimensdo de Gelfand-
Kirillov de dlgebras universais de posto m no que diz respeito ao produto tensorial de dlgebras
T -primas pela dlgebra de Grassmann.

4.1 Justificativa

As algebras verbalmente primas desempenham um papel proeminente na Pl-teoria. Lem-
bramos que uma algebra é verbalmente prima se seu T-ideal é primo na classe de todos os
T-ideais na dlgebra associativa livre. A maioria dos resultados conhecidos sobre dlgebras ver-
balmente primas trata do caso de corpos de caracteristica zero.

Vimos no Capitulo 2 que a teoria estrutural de T-ideais desenvolvida por Kemer classi-
ficou as dlgebras verbalmente primas sobre tais corpos. Denotando por K o corpo de base,
char K = 0, de acordo com a teoria de Kemer, as dlgebras verbalmente primas sdo exatamente
as seguintes:

Primeiro as triviais; {0} e K(X), a dlgebra associativa livre de posto infinito. Por conse-
guinte, M, (K), a dlgebra das matrizes n X n com entradas em K. Denotando por E a dlgebra
de Grassmann (ou exterior), a outra classe de dlgebras verbalmente primas € dada pela algebra
das matrizes n x n com entradas em E, denotada por M,,(E).

A hipdtese sobre a caracteristica do corpo ser zero permite-nos trabalhar apenas com iden-
tidades multilineares, e assim podemos fazer uso das boas propriedades da multilinearidade.
No desenvolvimento da teoria de Kemer estas propriedades foram bastante utilizadas. Convém
observar que, em caracteristica positiva, a teoria de Kemer nao se aplica diretamente. Um dos
obstaculos é o surgimento de novos T-ideais 7 -primos, chamados de T-ideais irregulares, cuja
descricdo completa é ainda um problema em aberto.

O que temos até agora € o seguinte:

Em [[Z], Berele calculou GKdim [U,,(M,(E))] a qual coincide com GKdim [U,,(M,(K))].
Observe que M, (E) ~ M,(K) ® E e daf concluimos:

GKdim [U,,(M,(K) ® E)] = GKdim [U,,,(M,(K))].
Em [4], Alves e Koshlukov provaram que:
GKdim [U,,(E ® E)| = GKdim [U,,(E)].
Em [25], os autores provaram que:
GKdim [U;y (M4 (E) ® E)] = GKdim [U,,, (M, 4(E))].
E por dltimo, em [27], foi provado que:
GKdim [U,,(M,(E) ® E)] = GKdim [U,,(M,,(E))].

O exposto acima justifica a conjectura a seguir.

51
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4.2 A Conjectura

Os resultados apresentados na secao anterior nos levam a acreditar na seguinte:

Conjectura 4.2.1. Seja A uma dlgebra T -prima sobre um corpo infinito K com caracteristica
positiva p > 2. Entao
GKdimU,(A) = GKdimU,,(AQE).

Ressaltamos que a conjectura € trivialmente falsa quando o corpo € de caracteristica zero.
Como mencionamos na se¢do anterior, a maior dificuldade para trabalharmos com a ¢ onjectura
acima € que ndo temos uma descri¢do das dlgebras T-primas para corpos de caracteristica
positiva.
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