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Resumo

O estudo da violação de simetria de Lorentz em teoria de campos tem ganhado muita

atenção nos últimos anos, principalmente a partir da descoberta de que em teoria de cordas

temos a possibilidade do surgimento de quebras espontâneas de simetria de Lorentz ao

tomarmos o limite à baixas energias. Esses estudos motivaram a construção do modelo

padrão estendido (MPE), que é, na verdade, uma extensão do modelo padrão (MP) usual,

no qual se adicionam todos os posśıveis termos que violam as simetrias de Lorentz e

de CPT, respeitando a invariância de calibre. O MPE mı́nimo contém apenas termos

renormalizáveis, enquanto o MPE não mı́nimo inclui todos os termos não renormalizáveis.

Na primeira parte deste trabalho, estudamos a extensão não mı́nima da Eletrodinâmica

Quântica (EDQ), considerando todos os operadores de violação de Lorentz (VL) de di-

mensão de massa d = 5, e investigamos a possibilidade da geração do termo de Carroll-

Field-Jackiw (CFJ) e sua contraparte de altas derivadas em primeira ordem nas cons-

tantes de acoplamento não mı́nimas. Demonstramos explicitamente que não há geração

do termo CFJ quando adotamos o esquema da regularização dimensional. Além disso,

mostramos que as partes divergentes do termo de altas derivadas podem ser eliminadas

ao considerarmos certas relações de proporcionalidade entre os coeficientes.

Na segunda parte, consideramos a extensão de Horava-Lifshitz (HL) com z = 3 da

EDQ, no qual inclúımos o vetor axial b0,i que quebra a simetria CPT. Para este modelo,

calculamos o termo CFJ em distintos esquemas de regularização e encontramos que o

termo CFJ é finito, porém, amb́ıguo, pois depende do esquema de regularização empre-

gado. Finalmente, calculamos o termo CFJ deste modelo utilizando a metodologia da

integral funcional, no qual encontramos mais uma vez que o termo CFJ é finito, porém

indeterminado.

Palavras Chave: Violação da Simetria de Lorentz, Simetria CPT, Modelo Padrão Esten-

dido, Eletrodinâmica Quântica, Correções Quânticas, Termo de CFJ, Teorias de Horava-

Lifshitz



Abstract

The study of Lorentz symmetry violation in field theory has gained a lot of attention

in recent years, mainly from the discovery that in string theory we have the possibility

of spontaneous breaking of Lorentz symmetry when we take the low energy limit. These

studies motivated the construction of the standard model extension (SME), which is, in

fact, an extension of the usual standard model (SM), in which all possible terms that

violate the Lorentz and CPT symmetries are added, respecting the gauge. The minimal

SME contains only renormalizable terms, while the non-minimal SME includes all non-

renormalizable terms.

In the first part of this work, we studied the non-minimal extension of Quantum Elec-

trodynamics (QED), considering all Lorentz violation operators (LV) of mass dimension

d = 5, and investigated the possibility of generating the Carroll-Field-Jackiw (CFJ) and

its higher derivative counterpart on the non-minimal coupling constants. We explicitly

demonstrate that there is no generation of the CFJ term when we adopt the dimensio-

nal regularization scheme. Furthermore, we show that the divergent parts of the higher

derivative terms can be eliminated by considering certain proportionality relationships

between the coefficients.

In the second part, we consider the Horava-Lifshitz (HL) like QED with z = 3 , in

which we include the axial vector b0,i that breaks the CPT symmetry. For this model,

we calculated the CFJ term in different regularization schemes and found that the CFJ

term is finite, however, ambiguous, since it depends on the regularization scheme used.

Finally, we calculate the CFJ term of this model using the functional integral approach,

in which we find once again that the CFJ term is finite, but undetermined.

Keywords: Lorentz symmetry breaking, CPT Symmetry, Standard Model Extension,

Quantum Electrodynamics, Quantum Corrections, CFJ Term, Horava-Lifshitz theories
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Introdução

O Modelo Padrão (MP) da F́ısica de Part́ıculas e a Relatividade Geral (RG) são

dois pilares fundamentais da f́ısica moderna, que apesar de serem incompat́ıveis entre si,

compartilham uma propriedade fundamental: ambas teorias são invariantes sob as trans-

formações de Lorentz, a saber, boost (mudança na velocidade ou empurrão) e rotações.

Uma outra simetria fundamental conservada no MP é a simetria CPT, na qual

• C é conjugação de carga: troca part́ıculas por antipart́ıculas;

• P é inversão espacial (paridade): transforma um objeto em sua imagem especular e

de cabeça para baixo; e

• T é reversão do tempo: muda a direção do fluxo do tempo.

Esta simetria está estreitamente relacionada com a simetria de Lorentz através do teorema

CPT [1, 2, 3], o qual diz que uma teoria quântica de campos local (como a Eletrodinâmica

Quântica ou o MP) invariante de Lorentz também deve ser invariante sob transformações

de CPT. Por outro lado, também pelo ”teorema anti-CPT”[4], que estabelece que uma

teoria que quebra a simetria de CPT necessariamente quebra também a simetria de Lo-

rentz, porém a rećıproca não é verdadeira, ou seja, é posśıvel ter violações de Lorentz sem

quebrar CPT. A conservação da simetria de CPT no MP implica que certas propriedades

das part́ıculas e suas respectivas anti-part́ıculas são idênticas (em módulo) [5], como por

exemplo, massa, tempo de vida ou carga, o que tem sido testado experimentalmente com

grande precisão.

O MP descreve as part́ıculas fundamentais e como elas interagem entre si através de

três das quatro forças fundamentais da natureza (força fraca, força forte e força eletro-

magnética), ficando fora a força gravitacional, pois ainda não temos uma teoria quântica

da gravidade, além do que, na maioria dos fenômenos microscópicos, é despreźıvel devido

a sua baixa intensidade quando comparada com as outras forças (veja tabela 1.1).
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Introdução

Força Intensidade

Forte 1

Eletromagnética 10−2

Fraca 10−5

Gravitacional 10−40

Tabela 1.1: Intensidade das forças fundamentais relativas à força forte.

Apesar do MP ser uma teoria muito bem sucedida e precisa nas suas predições, é uma

teoria incompleta, pois além de não dar uma descrição quântica da força gravitacional

ainda tem outras questões em aberto, como por exemplo:

• O que é matéria escura?

• O que aconteceu com a antimatéria depois do big bang?

• Por que há três gerações de quarks e léptons com distintas escalas de massa?

• De onde provém a massa dos neutrinos?

A relatividade geral explica os fenômenos relacionados com a gravidade, os quais na

sua maioria são em grandes escalas. Assim como o MP, a RG também possui grande su-

cesso em suas predições, porém em alguns fenômenos, tais como buracos negros (radiação

de Hawking [6], entropia de Bekenstein-Hawking [7, 8]) e no suposto estado inicial de

alta densidade do universo (big bang, f́ısica do universo primordial, cosmologia quântica),

a força gravitacional torna-se importante na escala microscópica e se faz necessário ter

uma descrição quântica da gravidade para poder explicar esses fenômenos. Ao tentar-

mos quantizar a gravidade através da teoria quântica de campos nos deparamos com o

problema de que a constante de acoplamento gravitacional tem dimensão negativa em

unidades de massa, a saber, [GN ] = −2. Assim, a teoria é não renormalizável segundo o

argumento de contagem de potências, portanto, aparecem quantidades infinitas que não

podem ser removidas. Para resolver o problema da gravidade quântica, têm-se postulado
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Introdução

várias teorias, das quais podemos citar a gravidade quântica de laços [9], geometria não

comutativa [10], gravidade de Horava-Lifshitz [11] ou teoria de cordas [12]. Um aspecto

importante que compartilham estas teorias é que todas têm como um posśıvel efeito a

quebra de simetria de Lorentz, o que tem motivado o estudo de teorias de campos efetivas

nas quais violações de Lorentz são permitidas. Assim, a partir destas ideias é posśıvel

pensar que existe um novo domı́nio da f́ısica na escala de Planck (veja tabela 1.2), no qual

violações da simetria de Lorentz são permitidas e que tanto o MP como a RG são limites

de baixas energias desta nova teoria fundamental.

Tamanho/Velocidade v ≪ 3× 108m/s v ≈ 3× 108m/s

L≫ 10−10m Mecânica Clássica Mecânica Relativ́ıstica

10−10m ≈ L > 10−35m Mecânica Quântica Teoria Quântica de Campos

L ≈ 10−35m ou menor Gravidade Quântica?

Tabela 1.2: Domı́nios da f́ısica.

Em 1989, Kostelecky e Samuel [13] demostraram que no limite de baixas energias de

uma Teoria de Cordas surgem quebras espontâneas da simetria de Lorentz, dado que al-

gum campo tensorial ou vetorial adquire um valor esperado no vácuo não nulo, e como

resultado a simetria de Lorentz é espontaneamente quebrada. A partir destas ideias,

Colladay e Kostelecky [14, 15] iniciaram o desenvolvimento do Modelo Padrão Estendido

(MPE), uma teoria de campos efetiva, ou seja, o limite de baixas energias de uma teo-

ria mais fundamental, na qual se introduzem todos os termos posśıveis que quebram a

simetria de Lorentz, e que podem ou não quebrar também a simetria CPT, em todos os

setores da lagrangiana original do MP e posteriormente da RG [16]. Estes novos termos

são caracterizados por coeficientes de violação de Lorentz (VL), os quais são tensores

constantes interpretados como campos de fundo e que seriam vest́ıgios de uma teoria

mais fundamental com quebra de simetria de Lorentz. A inclusão destes termos na la-

grangiana do MP acarreta em uma mudança nas relações de dispersões e nas interações,

o qual por sua vez, faz com que processos proibidos no MP agora sejam permitidos, como

12



Introdução

por exemplo, a radiação de Cherenkov no vácuo e− → e−γ [17, 18], divisão de fótons no

vácuo γ → Nγ, com N = 2, 3, 4, ... [19], ou decaimento do fóton γ → f + f̄ [20], as-

sim como também traz alterações nos resultados usuais de processos como espalhamento

Bhabha [21], espalhamento Moller [22], espalhamento Compton [23], etc. Comparando

os resultados teóricos com dados experimentais obtidos em aceleradores de part́ıculas ou

em observações astrof́ısicas, é posśıvel por limites superiormente nos coeficientes de vi-

olação de Lorentz. Desde 2008, é anualmente atualizada uma tabela na qual se tabulam

os limites dos coeficientes de violação de Lorentz do MPE nos diferentes setores da teoria

[24].

Uma outra abordagem para o estudo da quebra da simetria de Lorentz é a conside-

rada por Horava para a construção de sua teoria de gravidade quântica renormalizável

[11]. Nesta abordagem, Horava, baseiando-se no escalonamento de Lifshitz [25], assume

que, à altas energias, tempo e espaço escalam como t → bzt e x → bx, gerando assim

uma anisotropia no espaço-tempo, a qual é controlada pelo expoente dinâmico cŕıtico z,

e que quebra a invariância de Lorentz. A gravidade de Horava se caracteriza por apre-

sentar altas derivadas espaciais, mantendo as derivadas temporais como no caso usual,

evitando o surgimento de fantasmas e garantindo, assim, a unitariedade. O escalona-

mento de Lifshitz faz com que os campos mudem sua dimensão canônica de massa a

qual passa a depender explicitamente de z. Consequentemente a dimensão de massa da

constante de acoplamento também muda, tornando-se assim a teoria renormalizável para

z = 3. Mesmo resolvendo o problema da renormalizabilidade, esta teoria ainda possui

alguns problemas, como por exemplo no limite de baixas energias, quando z → 1, não é

recuperada exatamente a teoria de Einstein, de modo que ainda precisam ser realizados

mais estudos neste sentido. Dentro da metodologia de Horava-Lifshitz, alguns autores

esperam que a simetria de Lorentz surja como um fenômeno emergente, o que poderia

explicar como a simetria de Lorentz está presente no nosso mundo.

Nesta tese, estudaremos a indução radiativa do termo CFJ na EDQ estendida não

mı́nima, considerando todos os operadores de dimensão 5 que violam a simetria de Lorentz
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Introdução

e CPT. Realizaremos este cálculo em um laço em diferentes esquemas de regularização,

tais como expansão derivativa e parametrização de Feynman. Estudaremos também a

possibilidade de eliminar as divergências presentes na teoria, considerando relações entre

os coeficientes. Além disto, estudaremos a extensão de Horava-Lifshitz (HL) z = 3 da

EDQ com a inclusão de um termo que viola a simetria CPT, cujo coeficiente de violação

de Lorentz (VL) é dado pelo vetor axial b0,i. As teorias de HL [26] são caracterizadas

pela presença de altas derivadas espaciais no termo cinético da lagrangiana, enquanto que

as derivadas temporais têm a mesma forma que nas teorias relativ́ısticas usuais. Para a

EDQ HL z = 3, também estudaremos a possibilidade de induzir radiativamente o termo

CFJ utilizando distintos esquemas de regularização, assim como também a metodologia

da integral funcional [27]. Durante o desenvolvimento desta tese, adotaremos o sistema de

unidades naturais c = ℏ = kB = ϵ0 = µ0 = 1 e a métrica do espaço-tempo de Minkowski

caracterizada pela assinatura (1,-1,-1,-1).
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O Modelo Padrão Estendido

2.1 Introdução

O MPE é uma extensão ao MP da f́ısica de part́ıculas usual acoplado à RG, no qual

se adicionam todos os posśıveis operadores que violam as simetrias de Lorentz e CPT,

satisfazendo todas as outras propriedades do MP, tais como a invariância de calibre,

conteúdo de part́ıculas, conservação da energia e momento, etc. Os operadores novos

que aparecem no MPE são classificados de acordo com a sua dimensão de massa e seu

comportamento frente às transformações CPT. Estes termos são formados por duas partes:

uma, é um coeficiente de violação de Lorentz, e a outra, é um operador formado pelos

campos básicos do MP. Estes termos têm a seguinte forma:

LSME = coef. VL× operador de campos d−dimensional. (2.1)

Ao trabalhar com unidades naturais, a dimensão de massa da lagrangiana é [L] = 4.

Portanto, a dimensão de massa do coef. VL é 4 − d, i.e, [coef. VL] = 4 − d, sendo d a

dimensão dos operadores de VL. Pelo argumento de contagem de potências, temos uma

teoria

• Super-renormalizável se [coef. VL] > 0,

• Renormalizável [coef. VL] = 0,

• Não Renormalizável se [coef. VL] < 0 .

Portanto:

• Se d ≤ 4 → teoria renormalizável, MPE mı́nimo,

• Se d > 4 → teoria não renormalizável, MPE não mı́nimo.

Estes coeficientes de violação de Lorentz são tensores constantes, interpretados como

campos de fundo e que violam a invariância de Lorentz de part́ıcula, pois dão origem à

direções espaço-temporais privilegiadas. É importante destacar que o MPE é um esquema
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O Modelo Padrão Estendido

em que a violação de Lorentz é motivada pela quebra espontânea de simetria, no qual

campos de fundo surgem de um valor esperado no vácuo não nulo de campos mais básicos

que pertencem a uma teoria mais fundamental, como por exemplo, teoria de cordas [13,

28, 29, 30].

O MPE mı́nimo contém todos os operadores que são renormalizáveis, segundo o ar-

gumento de contagem de potências. Assim, apenas operadores com dimensão de massa

d ≤ 4 são permitidos, os quais são um número finito.

O MPE não mı́nimo inclui um número infinito de termos cujos operadores de campo

têm dimensão de massa d ≥ 5 e, portanto, são não renormalizáveis. Muitos destes ter-

mos têm sido explicitamente constrúıdos nos últimos anos; por exemplo, os termos de

dimensão d = 5, 6 na EDQ [31, 32, 33] e recentemente em [34], onde foi apresentado um

método geral para construir termos invariantes de calibre em teorias de campos, incluindo

EDQ e Cromodinâmica Quântica (CDQ). Do ponto de vista fenomenológico, é posśıvel

impor limites aos coeficientes associados a operadores não mı́nimos através de observações

astrof́ısicas, em que os efeitos produzidos por estes operadores passam a ser dominantes

[24, 35, 36, 37, 38, 39].

2.2 EDQ estendida mı́nima

A extensão mı́nima da Eletrodinâmica Quântica (EDQ) [15] é descrita pela lagrangiana

L = −1

4
F µνFµν −

1

4
(kF )κλµν F

κλF µν

+
1

4
(kAF )

κ ϵκλµνA
λF µν + ψ̄ (iΓνDν −M)ψ, (2.2)

na qual F µν = ∂µAν − ∂νAµ, Dµ é a derivada covariante usual e

Γν ≡ γν + cµνγµ + dµνγ5γµ + eν + if νγ5 +
1

2
gλµνσλµ, (2.3)

M ≡ m+ aµγ
µ + bµγ5γ

µ +
1

2
Hµνσ

µν . (2.4)
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O Modelo Padrão Estendido

A violação de Lorentz é controlada pelos coeficientes reais aµ, bµ, cµν , dµν , eµ, fµ, gλµν , Hµν

no setor fermiônico, e por (kAF )µ , (kF )κλµν no setor bosônico.

O segundo termo da lagrangiana (2.2) contém um operador com dimensão de massa

d = 4. Portanto, (kF )κλµν é adimensional e exibe as mesmas simetrias que o tensor de

Riemann, dadas por

(kF )κλµν = − (kF )λκµν = − (kF )κλνµ , (2.5)

(kF )κλµν + (kF )κνλµ + (kF )κµνλ = 0 (2.6)

e duplo traço nulo, i.e,

(kF )
µν
µν = 0. (2.7)

Assim, o tensor (kF )κλµν possui 19 componentes independentes. Este termo é equivalente

ao termo tipo Aether [40],

LAether = c (bµFµν)
2 , (2.8)

onde os parâmetros constantes (kF )κλµν , c e bµ se relacionam da seguinte forma,

(kF )κλµν = −c
(
ηκµbλbν + ηλνbκbµ − ηκνbµbλ + ηλµbκbν

)
. (2.9)

O terceiro termo de (2.2) é um termo tipo Chern-Simons, cujo coeficiente (KAF )
µ tem

dimensão de massa d = 1.

Por outro lado, os termos do setor fermiônico contidos em M têm dimensão de massa

d = 1, enquanto os coeficientes contidos em Γν são adimensionais. Os coeficientes aµ,

eµ e fµ podem ser removidos da lagrangiana através de uma certa redefinição espinorial,

sobrevivendo apenas os coeficientes cµν , dµν (totalmente simétricos), gλµν (totalmente

antissimétrico), bµ e Hµν . Os do setor bosônico podem ser induzidos através de correções

quânticas a partir dos termos do setor fermiônico apenas pelos coeficientes bµ e cµν , tal
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que

(KAF )µ ∝ bµ (2.10)

(KF )µνλρ ∝ gµλcνρ + gνρcµλ − gµρcνλ − gνλcµρ. (2.11)

Estes coeficientes têm sido limitados superiormente através de dados obtidos em expe-

rimentos envolvendo oscilação de neutrinos [41, 42, 43], káons [44, 45], prótons e nêutrons

[46, 47, 48], elétrons [49, 50], múons [51, 52] e fótons [53, 54, 55], dentre outros. Para uma

relação completa, veja [24].

2.3 Simetrias de Lorentz e CPT

A Teoria da Relatividade Especial (RE) [56], proposta por Einstein em 1905, fundamenta-

se em seus dois postulados:

• O Prinćıpio da Relatividade, que afirma que as leis f́ısicas devem ser as mesmas em

quaisquer referenciais inerciais.

• A Constância da Velocidade da Luz, que afirma que velocidade da luz no vácuo tem

o mesmo valor, c ≈ 3 × 108 m/s, quando medida a partir de qualquer referencial

inercial. Esse valor independe da velocidade do observador ou da fonte emissora de

luz.

As transformações que relacionam dois referenciais inerciais, de modo a respeitar os pos-

tulados da RE, são chamadas de Transformações de Lorentz. Estas transformações con-

sistem em rotações e boost (ou empurrões).

As transformações de Lorentz podem ser classificadas em dois tipos:

• Transformações de observador ou de coordenadas que correspondem a uma rotação

ou boost (ou uma combinação de ambos) do sistema de referência do observador.

Neste caso, campos constantes e campos dinâmicos são transformados.
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• Transformações de part́ıcula que correspondem a uma rotação ou boost (ou uma

combinação de ambos) da part́ıcula ou do sistema f́ısico em consideração sobre um

sistema de referência dado. Neste caso, apenas campos dinâmicos são transformados.

No vácuo, estas duas transformações (também chamadas, neste caso, de passiva e ativa

respectivamente) são equivalentes. Porém, na presença de um campo de fundo constante,

isto não se cumpre, pois no caso das transformações de part́ıcula, o campo de fundo não

é transformado.

Portanto, podemos dizer que a lagrangiana do MPE é invariante sob transformações

de observador, mas não sob transformações de part́ıcula.

Outra simetria fundamental do Modelo Padrão é a simetria CPT, onde C é a con-

jugação de cargas (troca part́ıcula por sua respectiva anti-part́ıcula), P é inversão de

paridade, e T a reversão temporal

C : e→ −e, (2.12)

P : x⃗→ −x⃗, (2.13)

T : t→ −t. (2.14)

Individualmente, estas transformações podem ou não representar uma simetria, porém

sua aplicação conjunta sim, o que está bem testado experimentalmente.

Para entendermos como operam estas transformações, vamos considerar inicialmente

as equações de Maxwell com fonte, escritas como

∂µF
µν = jν . (2.15)

Primeiramente, é fácil observarmos que a conjugação de carga transformará a corrente de

positiva para negativa, ou seja,

CjµC−1 = −jµ. (2.16)

A transformação de paridade altera o sentido de propagação da corrente, mas a densidade
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de carga permanece invariante. Portanto,

PjµP−1 = jµ. (2.17)

A inversão temporal tem o mesmo efeito, ou seja,

TjµT−1 = jµ. (2.18)

A transformação CPT conjunta fica

CPTjµCPT−1 = −jµ. (2.19)

Analogamente, podemos ver as transformações da derivada ∂µ, a qual claramente não

muda ante a conjugação de carga,

C∂µC
−1 = ∂µ,

P∂µP
−1 = ∂µ, (2.20)

T∂µT
−1 = −∂µ.

A partir das equações de Maxwell (2.15), podemos deduzir como transformar o campo Aµ

CAµC
−1 = −Aµ,

PAµP
−1 = Aµ, (2.21)

TAµT
−1 = Aµ.

Vamos analisar agora o caso dos campos fermiônicos. As transformações, neste caso,
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são dadas por [57, 58]

Cψ(x)C−1 = iηcγ
2γ0ψ̄T (x),

Cψ̄(x)C−1 = iη∗cψ
Tγ2γ0, (2.22)

Pψ(x)P−1 = ηpγ
0ψ(t,−x⃗),

P ψ̄(x)P−1 = η∗pψ̄(t,−x⃗)γ0, (2.23)

Tψ(x)T−1 = ηtγ
1γ3ψ(−t, x⃗),

T ψ̄(x)T−1 = −η∗t ψ̄(−t, x⃗)γ1γ3. (2.24)

Note que ηc, ηp e ηt são fatores de fase, tal que |ηc|2 = |ηp|2 = |ηt|2 = 1.

Vamos analisar o comportamento sobre estas transformações do termo bµψ̄γ
µγ5ψ, per-

tencente ao setor fermiônico da EDQ estendida mı́nima, que como veremos mais adiante,

é responsável pela geração do termo com violação de CPT (CPT ı́mpar) do setor bosônico

da EDQ estendida mı́nima (2.2). Sob conjugação de carga, este termo transforma-se como

Cbµψ̄γ
µγ5ψC

−1 =

 −bµψ̄γµγ5ψ, para µ = 0.

bµψ̄γ
µγ5ψ, para µ = i.

(2.25)

Sob inversão de paridade, transforma-se como

Pbµψ̄γ
µγ5ψP

−1 =

 −bµψ̄γµγ5ψ, para µ = 0.

bµψ̄γ
µγ5ψ, para µ = i,

(2.26)

e sob inversão temporal, transforma-se como

Tbµψ̄γ
µγ5ψT

−1 =

 bµψ̄γ
µγ5ψ, para µ = 0.

−bµψ̄γµγ5ψ, para µ = i.
(2.27)
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A partir dos resultados acima, podemos construir a seguinte tabela indicando quais sime-

trias são conservadas e quais são quebradas por este termo de VL:

C P T CP CT PT CPT

b0ψ̄γ
0γ5ψ + - + - + - -

biψ̄γ
iγ5ψ + + - + - - -

Tabela 2.1: Simetrias discretas do termo bµψ̄γ
µγ5ψ

.

É posśıvel estender esta análise para todos os termos de VL da QED estendida (2.2),

encontrando os seguintes resultados:

C P T CP CT PT CPT

c00, (kF )0j0k, cjk, (kF )jklm + + + + + + +

bj, gj0l, gjk0, (kAF )j + + - + - - -

b0, gj00, gjkl, (kAF )0 + - + - + - -

c0j, cj0, (kF )0jkl + - - - - + +

a0, e0, fi - + + - - + -

aj, ej, f0 - - - + + + -

Hjk, d0j, dj0 - + - - + - +

H0j, d00, djk - - + + - - +

Tabela 2.2: Simetrias discretas na EDQ estendida mı́nima

.

É importante destacar que qualquer coeficiente de VL com número de ı́ndices par não

viola CPT, enquanto que coeficientes VL com número de ı́ndices ı́mpar quebra a simetria

CPT, tal como pode ser visto na tabela 2.2. Note que violação de Lorentz não implica

violação de CPT , porém violação de CPT implica em quebra da simetria de Lorentz

[4], exceto em certos tipos de teorias de campos não locais, discutidos em [59], em que a

simetria CPT é quebrada enquanto a simetria de Lorentz é preservada.
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2.4 O Modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw

O termo de CPT ı́mpar do setor bosônico da EDQ estendida (2.2) foi introduzido

originalmente na EDQ por Carroll, Field e Jackiw [60], como analogia ao termo de Chern-

Simons em 2+1 dimensões do espaço-tempo. Este termo tem a forma:

LCFJ = −1

2
(kAF )µAνF̃

µν = −1

4
(kAF )µAνϵ

µναβFαβ, (2.28)

em que (kAF )µ é um 4-vetor constante com dimensão de massa. Assim, o modelo de

Maxwell-Carroll-Field-Jackiw é caracterizado pela lagrangiana

LMCFJ = −1

4
FµνF

µν − 1

2
(kAF )µAνF̃

µν . (2.29)

Vamos verificar o comportamento da lagrangiana frente a uma transformação de calibre,

i.e, Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µΛ, onde Λ é um escalar. Note que δAµ = ∂µΛ, e portanto,

δF µν = 0. Assim,

δLMCFJ =
1

2
(kAF )µF̃

µν∂νΛ,

=
1

2
∂ν

(
(kAF )µF̃

µνΛ
)
− 1

2
(kAF )µ

(
∂νF̃

µν
)
Λ. (2.30)

Como ∂νF̃
µν = 0 (equações homogêneas de Maxwell), então

δLMCFJ =
1

2
∂ν

(
(kAF )µF̃

µνΛ
)
, (2.31)

portanto, a lagrangiana muda numa derivada total, ou seja, a lagrangiana não é invariante

de calibre, porém a ação S =
∫
d4xLMCFJ sim.

Vamos agora calcular as equações de campo através das equações de Euler-Lagrange,

∂ν

(
∂LMCFJ

∂ (∂νAµ)

)
− ∂LMCFJ

∂Aµ
= 0, (2.32)
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de onde obtemos as seguintes equações:

∂µF
µν = (kAF )µ F̃

µν . (2.33)

Estas equações não são mais do que as equações não homogêneas de Maxwell, as quais

tem sido modificadas por causa do termo que viola a simetria de Lorentz, enquanto que

as equações homogêneas continuam da mesma forma que na QED usual, ou seja,

∂µF̃
µν = 0, (2.34)

que expressas na sua forma vetorial, são dadas por

∇⃗ · E⃗ = −k⃗AF · B⃗, (2.35)

∇⃗ × B⃗ − ∂0E⃗ = −k⃗AF × E⃗ − k0AF B⃗, (2.36)

∇ · B⃗ = 0, (2.37)

∂0B⃗ = −∇× E⃗. (2.38)

A partir da equação (2.33), podemos escrever a equação de movimento de Aµ no espaço

dos momentos como [
gµνp

2 + ikρϵρνλµp
λ
]
Aµ = 0, (2.39)

o que nos leva à seguinte relação de dispersão modificada para os fótons:

p4 + k2p2 − (k · p)2 = 0, (2.40)

em que p = (ω, p⃗) é o 4-vetor de onda. Esta relação de dispersão prediz birrefringência

da luz no vácuo. Para mais detalhes, veja [60].
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2.5 Correções quânticas

Uma área importante de estudo, vastamente examinada na literatura, é a geração

radiativa dos termos que violam a simetria de Lorentz pertencentes ao MPE. Além da

importância deste estudo do ponto de vista fenomenológico, também é interessante por-

que permite conectar coeficientes de violação de Lorentz de diferentes setores da teoria,

permitindo transferir os limites destes coeficientes de um setor a outro. O primeiro tra-

balho neste sentido, foi desenvolvido no final dos anos 90, no qual Kostelecky e Jackiw

[61] mostraram que o termo de CFJ pode ser induzido radiativamente pelo termo de in-

teração fermiônica bµψ̄γ
µγ5ψ do MPE mı́nimo. Note que na tabela 2.2, os coeficientes

bµ e (kAF )µ possuem o mesmo comportamento frente às transformações CPT. O termo

CFJ tem recebido muita atenção pelo fato de apresentar uma dependência expĺıcita no

esquema de regularização utilizado, pois mostra ser amb́ıguo; para mais detalhes, veja

por exemplo, [27, 61, 62, 63, 64, 65]. A partir do trabalho de Jackiw e Kostelecky, tem-se

desenvolvido toda uma metodologia para induzir termos de violação de Lorentz no setor

fotônico, como, por exemplo, o termo CPT par tipo aether [40, 66, 67, 68] que também é

amb́ıguo, o termo de Myers-Pospelov ou o termo CFJ de altas derivadas [69, 70], a partir

de termos de interação de campos fermiônicos apropriados.

Vamos então descrever brevemente uma metodologia para gerar o termo CFJ a partir

da lagrangiana

Lψ = ψ̄
(
i/∂ − e /A−m− /bγ5

)
ψ, (2.41)

na qual utilizamos a notação /A = γµAµ. Primeiramente, vamos reescrever o termo CFJ

(2.28) como

LCFJ = Ce2ϵµνλρbµAν∂λAρ. (2.42)

Assim, vamos induzir na ação efetiva um termo quadrático no campo Aµ, com uma
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derivada e linear em bµ. A ação efetiva Sef é definida com o funcional gerador como

Z =

∫
Dψ̄Dψe

∫
d4xL = eiSef . (2.43)

Para a lagrangiana (2.41), temos a seguinte ação efetiva

Sef = −iTrln
(
/p−m− /bγ5 − e /A

)
, (2.44)

em que Tr é o traço sobre o espaço das coordenadas e sobre as matrizes de Dirac. A ação

efetiva pode ser reescrita como

Sef = −iTrln
[
(/p−m− /bγ5)

(
1− (/p−m− /bγ5)

−1e /A
)]
, (2.45)

mas, utilizando o fato de que

ln(A ·B) = ln(A) + ln(B), (2.46)

ln(1−X) = −
∞∑
n=1

1

n
Xn, (2.47)

podemos rescrever a ação efetiva como

Sef = S
(0)
ef +

∞∑
n=1

S
(n)
ef , (2.48)

em que

S
(0)
ef = −iTrln

(
/p−m− /bγ5

)
, (2.49)

e

S
(n)
ef =

i

n
Tr

[
1

/p−m− /bγ5
e /A

]n
. (2.50)

É fácil ver que o termo (2.49) não contribui para o termo CFJ, pois não depende do campo

Aµ. Como o termo CFJ é quadrático no campo Aµ, este pode ser encontrado apenas para
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n = 2 em (2.50), que fica

S
(2)
ef =

i

2
Tr

[
1

/p−m− /bγ5
e /A

]2
=

i

2
e2Tr

(
G(p) /AG(p) /A

)
, (2.51)

com

G(p) =
1

/p−m− /bγ5
. (2.52)

Agora, com o fim de facilitar o calculo do traço sobre os operadores de coordenada, vamos

mover os operadores A(x) para a direita utilizando a relação Aµ(x)G(p) = G(p−i∂)Aµ(x),

por tanto

S
(2)
ef =

i

2
e2Tr

(
G(p)γµG(p− i∂)γν /Aµ /Aν

)
. (2.53)

Lembrando que o traço de operador Ô é dado por

Tr Ô = tr

∫
d4x < x|Ô|x > . (2.54)

Inserindo a relação de completeza
∫

d4p
(2π)4

|p⟩⟨p| = 1, temos

Tr Ô = tr

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
< x|Ô|p >< p|x >, (2.55)

e sabendo que ⟨x|p⟩ = −⟨p|x⟩ = eixṗ, encontramos

Tr Ô = tr

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
O. (2.56)

Com isto, podemos reescrever (2.51) como

S
(2)
ef =

i

2
e2tr

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
G(p)γµ(x)G(p)γνAµ(x)Aν(x) (2.57)
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ou melhor

S
(2)
ef =

∫
d4xΠµνAµAν (2.58)

em que Πµν é o tensor de auto energia de 1-laço, dado por

Πµν =
i

2
e2tr

∫
d4p

(2π)4
G(p)γµG(p− i∂)γν . (2.59)

A partir deste ponto, podemos resolver este problema através de distintos métodos. Pri-

meiramente, utilizando que

1

A−B
=

1

A
+

1

A
B

1

A
+

1

A
B

1

A
B

1

A
+ ..., (2.60)

podemos reescrever Πµν como

Πµν =
i

2
e2tr

∫
d4p

(2π)4
(
S(p)/bγ5S(p)γ

µS(p− i∂)γν

+S(p)γµS(p− i∂)/bγ5S(p− i∂)γν
)
, (2.61)

em que

S(p) =
1

/p−m
=

/p+m

p2 −m2
. (2.62)

Vamos expandir os propagadores S(p − i∂) até a primeira ordem na derivada utilizando

novamente (2.60), de onde obtemos

Πµν =
i

2
e2tr

∫
d4p

(2π)4
[
S(p)γµS(p)i/∂S(p)/bγ5S(p)γ

ν

+S(p)γµS(p)/bγ5S(p)i/∂S(p)γ
ν

+S(p)/bγ5S(p)γ
µS(p)i/∂S(p)γν

]
. (2.63)

Utilizando a propriedade ćıclica do traço, vamos colocar as matrizes γ5 no final de cada
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contribuição. Assim,

Πµν =
i

2
e2tr

∫
d4p

(2π)4
[
S(p)γνS(p)γµS(p)i/∂S(p)/bγ5

+S(p)i/∂S(p)γνS(p)γµS(p)/bγ5

+S(p)γµS(p)i/∂S(p)γνS(p)/bγ5
]
. (2.64)

Para calcularmos o traço das matrizes de Dirac vamos usar que

tr
(
γαγβγγγδγ5

)
= 4iϵαβγδ, (2.65)

assim, obtemos

Πµν = −2ie2
∫

d4p

(2π)4
1

(p2 −m2)3
[(
−3(p2 −m2)ϵµνλρbλ∂ρ

+4
(
ϵανλρpµpαbλ∂ρ + ϵµλραpνpαbλ∂ρ + ϵµνλαpαbλp

β∂β
))]

. (2.66)

Note que dentro dos colchetes, temos um termo proporcional a m2, cuja integral é

finita. Também temos termos proporcionais a p2, os quais possuem uma divergência

superficial logaŕıtmica. Para resolver estas integrais, vamos utilizar os procedimentos

usuais da regularização dimensional. Para isto, vamos passar de um espaço 4-dimensional

para um espaço D-dimensional. Então

∫
d4p

(2π)4
→ µ4−D

∫
dDp

(2π)D
, (2.67)

em que µ é um parâmetro de massa arbitrário. Utilizando também a identidade

∫
dDp

(2π)D
pµpνf(p

2) =
gµν
D

∫
dDp

(2π)D
p2f(p2), (2.68)
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obtemos

Πµν = −2ie2µD−4

∫
dDp

(2π)D
1

(p2 −m2)3

[(
12− 3D

D

)
p2 + 3m2

]
ϵµνλρbλ∂ρ. (2.69)

Ao realizarmos esta integral, encontramos um valor nulo, ou seja, não há geração do termo

CFJ, portanto as divergências foram eliminadas entre si. Por outro lado, se em (2.63)

tivéssemos levado as matrizes γ5 para a direita utilizando o anticomutador {γµ, γ5} = 0,

o traço teria resultado diferente, a saber

Πµν
5 = −2ie2µD−4

∫
dDp

(2π)D
1

(p2 −m2)3
[(
3m2 + p2

)
ϵµνλρbλ∂ρ + 4ϵµνραpαbλp

λ∂ρ
]
. (2.70)

Utilizando novamente a simetrização (2.68), temos

Πµν
5 = −2ie2µD−4

∫
dDp

(2π)D
1

(p2 −m2)3

[
3m2 +

(
D − 4

D

)
p2
]
ϵµνλρbλ∂ρ. (2.71)

Diferente do caso anterior, ao integrar obtemos um termo finito não nulo dado por

Πµν
5 = − e2

4π2
ϵµνλρbλ∂ρ, (2.72)

ou seja, neste caso as divergências anularam-se entre si dando lugar a um resultado finito

não nulo.

Por outro lado, se na eq. (2.66) utilizarmos a identidade (2.68) antes de passar a D

dimensões, ou seja, utilizando que

∫
d4p

(2π)4
pµpνf(p

2) =
gµν
4

∫
d4p

(2π)4
p2f(p2), (2.73)

obtemos um resultado diferente, dado por

Πµν = −6im2e2
∫

d4p

(2π)4
1

(p2 −m2)3
ϵµνλρbλ∂ρ. (2.74)
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Neste caso, os termos divergentes anularam-se entre si, restando apenas o termo finito,

que nos dá como resultado

Πµν = − 3e2

16π2
ϵµνλρbλ∂ρ. (2.75)

Note que não existe nenhum motivo que indique qual opção é correta, se utilizarmos

(2.68) ou (2.73). Portanto, temos uma ambiguidade no termo CFJ. Até o momento, não

temos uma resposta concreta para explicar esta ambiguidade, mas em [71] é argumentado

que está relacionada com a anomalia quiral (veja apêndice A), que por sua vez está rela-

cionada com a corrente quiral j5µ, a qual, por definição, pode conter um termo aditivo do

tipo cF̃ µνAν , cuja constante c é indeterminada. Por outro lado, temos termos divergentes

que anulam-se entre si, ou seja, temos uma expressão do tipo ∞ − ∞, o qual não está

bem definido. Além disto, é importante dizer que a lagrangiana CFJ não é invariante de

calibre (apenas a ação), como é mostrado na equação (2.31), o que sugere que a melhor

escolha seria o valor nulo, como discutido em [72, 73]; no entanto, não é uma resposta

definitiva. Esta ambiguidade também emerge a temperatura finita como é mostrado em

[74]. Também surgem ambiguidades quando tentamos induzir outros termos, como por

exemplo, o termo CFJ não abeliano [75], onde a integral a ser resolvida é exatamente

a mesma que a da equação (2.71). Também surge ambiguidade no termo CPT par tipo

Aether [76], no termo CFJ de altas derivadas [69], entre outros [77, 78].
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Eletrodinâmica quântica estendida não mı́nima

3.1 Introdução

No ińıcio do desenvolvimento do MPE, os estudos se focaram principalmente nos

termos de violação de Lorentz mı́nimos por serem renormalizáveis. Porém, o estudo de

termos não mı́nimos tem ganhado atenção nos últimos anos, pois a adição de termos

não mı́nimos na lagrangiana do MP é plauśıvel pelo fato de que a própria gravidade é

não renormalizável, além de ser interessante desde o ponto de vista fenomenológico, pois

podem estar associados a novos fenômenos e abre a possibilidade de poder obter limites

nos coeficientes VL a partir de novos experimentos. Um estudo pioneiro a considerar uma

extensão não mı́nima da QED foi realizado em [32], no qual é introduzido um termo CPT

ı́mpar de dimensão d = 5 na equação de Dirac, chamado de acoplamento magnético, dado

por

LLV = guβψ̄γαψϵ
αβλδFλδ, (3.1)

sendo g a constante de acoplamento cuja dimensão de massa é [g] = −1, o que implica

que o termo (3.1) seja não renormalizável. No contexto das correções quânticas, em [40]

foi estudada a indução radiativa do termo CPT par tipo aether [79] através do operador

(3.1), ao passo que em [69, 76] foi considerada uma extensão da QED na qual além de

(3.1) temos o termo de VL mı́nimo ψ̄/bγ5ψ, onde é estudada a indução do termo de Myers-

Pospelov [80], do termo CFJ de altas derivadas e do termo CPT par tipo aether. Um

dos resultados mais interessantes destes trabalhos é que estas correções quânticas, mesmo

vindo de termos não renormalizáveis, apresentam resultados finitos. Este fato nos motiva

a estudar correções quânticas numa extensão da QED incluindo termos não mı́nimos,

além de que, mesmo existindo vários trabalhos considerando extensões não mı́nimas do

MP, poucos termos distintos têm sido estudados no contexto das correções quânticas.

Portanto, neste caṕıtulo, vamos estudar a indução radiativa do termo de CFJ dado na

equação (2.28) em 1-laço em uma extensão não mı́nima da eletrodinâmica quântica, onde

consideraremos, pela primeira vez na literatura, todos os termos que violam a simetria de

Lorentz de dimensão de massa d = 5 dados em [31, 34].
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3.2 O Modelo

O modelo da EDQ estendida não mı́nima que inclui todos os operadores de dimensão

d = 5, é descrito pela lagrangiana

Lψ = ψ̄(i /D −m)ψ − 1
2
m(5)αβψ̄iD(αiDβ)ψ + h.c.

−1
2
im

(5)αβ
5 ψ̄γ5iD(αiDβ)ψ + h.c.− 1

2
a(5)µαβψ̄γµiD(αiDβ)ψ + h.c.

−1
2
b(5)µαβψ̄γ5γµiD(αiDβ)ψ + h.c.− 1

4
H(5)µναβψ̄σµνiD(αiDβ)ψ + h.c.

−1
2
m

(5)αβ
F ψ̄Fαβψ − 1

2
im

(5)αβ
5F ψ̄γ5Fαβψ − 1

2
a
(5)µαβ
F ψ̄γµFαβψ

−1
2
b
(5)µαβ
F ψ̄γ5γµFαβψ − 1

4
H

(5)µναβ
F ψ̄σµνFαβψ, (3.2)

em que Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα, Dµψ = ∂µψ + ieAµψ e

iD(αiDβ)ψ = 1
2
(iDαiDβ + iDβiDα)ψ

= −∂α∂βψ − ie[Aβ∂α + Aα∂β +
1
2
(∂αAβ + ∂βAα)]ψ + e2AαAβψ.

(3.3)

Os coeficientes representados por tensores constantes de ordem ı́mpar (com número ı́mpar

de ı́ndices) quebram a simetria CPT, enquanto que os de ordem par a preservam. Por-

tanto, apenas os termos envolvendo tensores de ordem ı́mpar vão ser considerados, pois

o termo CFJ é CPT ı́mpar. Podemos justificar também esta escolha pelo fato de que só

tensores de ordem ı́mpar ao serem contráıdos com a métrica de Minkowski gµν ou com o

tensor de Levi-Civita em 3 + 1 dimensões ϵµναβ podem gerar um vetor axial constante,

presente na estrutura do termo CFJ. Assim, a lagrangiana (3.2) se reduz a

Lψ = ψ̄(i /D −m)ψ − 1
2
a(5)µαβψ̄γµiD(αiDβ)ψ + h.c.

−1
2
b(5)µαβψ̄γ5γµiD(αiDβ)ψ + h.c.

−1
2
a
(5)µαβ
F ψ̄γµFαβψ − 1

2
b
(5)µαβ
F ψ̄γ5γµFαβψ. (3.4)
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Escrevendo a derivada covariante de forma expĺıcita e utilizando (3.3), podemos reescrever

a lagrangiana (3.4) como segue:

Lψ = ψ̄[i/∂ + (a(5)µαβ + b(5)µαβγ5)γµ∂α∂β −m

−e /A+ ie(a(5)µαβ + b(5)µαβγ5)γµ∇αAβ

−2e(a
(5)µαβ
F + b

(5)µαβ
F γ5)γµ∂αAβ

−e2(a(5)µαβ + b(5)µαβγ5)γµAαAβ]ψ, (3.5)

em que foi introduzido ∇αAβ ≡ 2Aβ∂α + (∂αAβ). Note que a(5)µαβ e b(5)µαβ são tensores

simétricos em α, β, enquanto que a
(5)µαβ
F e b

(5)µαβ
F são antissimétricos em α, β.

Uma vez reescrita a lagrangiana de uma forma mais conveniente, vamos calcular a

ação efetiva Seff , a qual se relaciona com o funcional gerador fermiônico Z através de

Z =

∫
Dψ̄Dψei

∫
d4xLψ = eiSeff . (3.6)

Inserindo a lagrangiana (3.5) em (3.6) e integrando nos campos espinoriais, obtemos a

ação efetiva para o campo de calibre, dada por

Seff = −iTr ln[/p− (a(5)µαβ + b(5)µαβγ5)γµpαpβ −m

−e /A+ e(a(5)µαβ + b(5)µαβγ5)γµ∇α(p, k)Aβ

+2ie(a
(5)µαβ
F + b

(5)µαβ
F γ5)γµkαAβ

−e2(a(5)µαβ + b(5)µαβγ5)γµAαAβ], (3.7)

onde, no espaço dos momentos, ∇α(p, k) = 2pα + kα, i∂αψ = pαψ, e i∂αAβ = kαAβ.

Aqui, Tr representa o traço sobre as matrizes de Dirac como também sobre o espaço

das coordenadas. Podemos expandir a equação (3.7) em série de potências dos campos
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externos, utilizando (2.47) e portanto, podemos reescrever a ação efetiva como

Seff = S
(0)
eff +

∞∑
n=1

S
(n)
eff , (3.8)

em que S
(0)
eff = −iTr lnG−1(p) e

S
(n)
eff =

i

n
Tr{G(p)[e /A− e(a(5)µαβ + b(5)µαβγ5)γµ∇α(p, k)Aβ

−2ie(a
(5)µαβ
F + b

(5)µαβ
F γ5)γµkαAβ

+e2(a(5)µαβ + b(5)µαβγ5)γµAαAβ]}n, (3.9)

com

G(p) =
1

/p− (a(5)µαβ + b(5)µαβγ5)γµpαpβ −m
. (3.10)

Como estamos interessados no termo CFJ induzido, necessitamos trabalhar apenas com

termos de primeira ordem nos coeficientes a(5)µαβ, b(5)µαβ, a
(5)µαβ
F , b

(5)µαβ
F e de segunda or-

dem em Aµ. Após calcularmos o traço sobre o espaço de coordenadas, usando a identidade

chave do método da expansão derivativa Aµ(x)G(p) = G(p − k)Aµ(x) [81] e integrando

sobre os momentos, obtemos duas contribuições para a ação quadrática em Aµ, dadas por

S
(1)
eff = i

∫
d4xΠµν

1 AµAν , (3.11)

com

Πµν
1 = e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)(a(5)λµν + b(5)λµνγ5)γλ, (3.12)

e

S
(2)
eff =

i

2

∫
d4x(Πµν

2 +Πµν
3 +Πµν

4 +Πµν
5 +Πµν

6 )AµAν , (3.13)
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Eletrodinâmica quântica estendida não mı́nima

com

Πµν
2 = −e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)(a(5)κλµ + b(5)κλµγ5)γκ∇λ(p, k)

×G(p− k)γν , (3.14a)

Πµν
3 = −e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)γµG(p− k)(a(5)κλν + b(5)κλνγ5)

×γκ∇λ(p− k,−k), (3.14b)

Πµν
4 = e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)γµG(p− k)γν , (3.14c)

Πµν
5 = −2ie2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)(a

(5)κλµ
F + b

(5)κλµ
F γ5)γκkλ

×G(p− k)γν , (3.14d)

Πµν
6 = −2ie2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)γµG(p− k)(a

(5)κλν
F + b

(5)κλν
F γ5)

×γκ(−kλ). (3.14e)

Agora, para encontrarmos o termo CFJ devemos isolar termos de primeira ordem nos

coeficientes VL. Para isto, vamos utilizar a expansão do propagador G(p), dada por

G(p) = S(p) + S(p)(a(5)µαβ + b(5)µαβγ5)γµpαpβS(p) + · · · , (3.15)

na qual S(p) = (/p+m)−1, tal que obtemos os seguintes termos:
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Πµν
1 = e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)(a(5)λµν + b(5)λµνγ5)γλ, (3.16a)

Πµν
2 = −e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)(a(5)ακµ + b(5)ακµγ5)γα∇κ(p, k)

×S(p− k)γν , (3.16b)

Πµν
3 = −e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γµS(p− k)(a(5)ακν + b(5)ακνγ5)

×γα∇κ(p− k,−k), (3.16c)

Πµν
4 = e2

∫
d4p

(2π)4
tr
[
S(p)(a(5)ακλ + b(5)ακλγ5)γαpκpλS(p)γ

µS(p− k)γν

+S(p)γµS(p− k)(a(5)ακλ + b(5)ακλγ5)γα(p− k)κ(p− k)λ

× S(p− k)γν ] , (3.16d)

Πµν
5 = −2ie2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)(a

(5)ακµ
F + b

(5)ακµ
F γ5)γαkκS(p− k)γν , (3.16e)

Πµν
6 = −2ie2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γµS(p− k)(a

(5)ακν
F + b

(5)ακν
F γ5)

×γα(−kκ). (3.16f)

Note que o termo Πµν
1 é nulo, pois pelas propriedades de simetria nos ı́ndices dos coefici-

entes VL, os produtos destes com os traços são nulos.

3.3 Expansão derivativa

Agora, vamos calcular o termo induzido CFJ. Para isto, vamos empregar o método

da expansão derivativa [81, 82, 83] e ficar apenas com o termo que possui derivada de

primeira ordem, que é suficiente e necessário para o nosso objetivo. Para obtermos o

termo CFJ, precisamos ter o tensor de Levi-Civita contráıdo com um vetor axial e é claro

que tanto para a(5)µαβ como para b
(5)µαβ
F não vamos ter tal estrutura. De fato, nem a(5)µαβ

nem b
(5)µαβ
F podem ser representados na forma de um vetor axial constante multiplicado

por um tensor invariante, o tensor de Levi-Civita (para a(5)µαβ) ou a métrica de Minkowski

(para b
(5)µαβ
F ). Assim, só nos restam os termos proporcionais a b(5)ακµ e a

(5)ακµ
F . Agora,
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utilizando a expansão

S(p− k) = S(p) + S(p)/kS(p) + · · · , (3.17)

obtemos Πµν
2 → Πµν

CFJ2 = Πµν
2,1 +Πµν

2,2, onde

Πµν
2,1 = −e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)b(5)ακµγ5γα∇κ(p, k)S(p)γ

ν , (3.18a)

Πµν
2,2 = −e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)b(5)ακµγ5γα∇κ(p, 0)S(p)/kS(p)γ

ν , (3.18b)

assim como Πµν
3 → Πµν

CFJ3 = Πµν
3,1 +Πµν

3,2, com

Πµν
3,1 = −e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γµS(p)b(5)ακνγ5γα∇κ(p− k,−k), (3.19a)

Πµν
3,2 = −e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γµS(p)/kS(p)b(5)ακνγ5γα∇κ(p, 0), (3.19b)

e Πµν
4 → Πµν

CFJ4 = Πµν
4,1 +Πµν

4,2 +Πµν
4,3 +Πµν

4,4 +Πµν
4,5, com

Πµν
4,1 = e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)b(5)ακλγ5γαpκpλS(p)γ

µS(p)/kS(p)γν , (3.20a)

Πµν
4,2 = e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γµS(p)/kS(p)b(5)ακλγ5γαpκpλS(p)γ

ν , (3.20b)

Πµν
4,3 = e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γµS(p)b(5)ακλγ5γα(−kκ)pλS(p)γν , (3.20c)

Πµν
4,4 = e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γµS(p)b(5)ακλγ5γαpκ(−kλ)S(p)γν , (3.20d)

Πµν
4,5 = e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γµS(p)b(5)ακλγ5γαpκpλS(p)/kS(p)γ

ν , (3.20e)

e finalmente, Πµν
5 → Πµν

CFJ5 = Πµν
5,1 e Πµν

6 → Πµν
CFJ6 = Πµν

6,1, onde

Πµν
5,1 = −2ie2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)a

(5)ακµ
F γαkκS(p)γ

ν , (3.21a)

Πµν
6,1 = −2ie2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γµS(p)a

(5)ακν
F γα(−kκ). (3.21b)
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Calculando os traços nas matrizes de Dirac, fazendo a substituição d4p/(2π)4 → µ4ddDp/(2π)D

e utilizando as identidades

∫
dDp

(2π)D
pµpνf(p

2) =
gµν
D

∫
dDp

(2π)D
p2f(p2), (3.22a)∫

dDp

(2π)D
pκpλpµpνf(p

2) =
gκλgµν + gκµgλν + gκνgλµ

D(D + 2)

×
∫

dDp

(2π)D
p4f(p2), (3.22b)

encontramos que as contribuições para o termo CFJ são

Πµν
CFJ2 =

8ie2

D
µD−4

∫
dDp

(2π)D
p2

(p2 −m2)2
b(5)ακλgλ

µkβϵαβκ
ν , (3.23a)

Πµν
CFJ3 = −8ie2

D
µD−4

∫
dDp

(2π)D
p2

(p2 −m2)2
b(5)ακλgλ

νkβϵαβκ
µ, (3.23b)

Πµν
CFJ4 =

4ie2

D
µD−4

∫
dDp

(2π)D
p2

(p2 −m2)2
b(5)ακλ

×
(
3gλκk

βϵµναβ + kκϵ
µν
αλ + kλϵ

µν
ακ

)
− 16ie2

D(D + 2)
µD−4

∫
dDp

(2π)D
p4

(p2 −m2)3
b(5)ακλ

×
(
3gλκkβϵ

µν
αβ − gκ

µkβϵ
νβ
λα − gλ

µkβϵ
νβ
κα

+gκ
νkβϵ

µβ
λα + gλ

νkβϵ
µβ
κα + kκϵ

µν
αλ + kλϵ

µν
ακ

)
, (3.23c)

Πµν
CFJ5 = −8ie2

D
µD−4

∫
dDp

(2π)D
1

(p2 −m2)2
a
(5)ακλ
F

×
(
2p2 −D(p2 −m2)

)
gα

νkκgλ
µ, (3.23d)

Πµν
CFJ6 =

8ie2

D
µD−4

∫
dDp

(2π)D
1

(p2 −m2)2
a
(5)ακλ
F

×
(
2p2 −D(p2 −m2)

)
gα

µkκgλ
ν , (3.23e)

com Πµν
CFJ = Πµν

CFJ2 +Πµν
CFJ3 +Πµν

CFJ4 +Πµν
CFJ5 +Πµν

CFJ6. Agora, vamos calcular estas contri-

buições uma por uma, utilizando regularização dimensional. Primeiro, os tensores Πµν
CFJ2
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e Πµν
CFJ3 tornam-se

Πµν
CFJ2 +Πµν

CFJ3 = b(5)ακλ22−Dπ−D
2 e2µ4−DmD−2Γ

(
1− D

2

)
×kβ (gλµϵαβκν − gλ

νϵαβκ
µ) , (3.24)

onde a função gamma Γ
(
1− D

2

)
diverge para D = 4. Agora, do tensor Πµν

CFJ4, obtemos

Πµν
CFJ4 = −b(5)ακλ21−Dπ−D

2 e2µ4−DmD−2Γ

(
1− D

2

)
×kβ (gλµϵαβκν + gκ

µϵαβλ
ν − gλ

νϵαβκ
µ − gκ

νϵαβλ
µ) . (3.25)

Usando o fato de que b(5)ακλ é um tensor simétrico, tal que, b(5)αλκ = b(5)ακλ, podemos

rescrever Πµν
CFJ4 como

Πµν
CFJ4 = −b(5)ακλ22−Dπ−D

2 e2µ4−DmD−2Γ

(
1− D

2

)
×kβ (gλµϵαβκν − gλ

νϵαβκ
µ) . (3.26)

As contribuições restantes Πµν
CFJ5 e Πµν

CFJ6 vão se anular após a integração em p para

qualquer valor de D, isto é

Πµν
CFJ5 +Πµν

CFJ6 = 0. (3.27)

Assim, é fácil de observarmos que a soma de todas as contribuições é exatamente zero no

limite D → 4:

Πµν
CFJ = Πµν

CFJ2 +Πµν
CFJ3 +Πµν

CFJ4 = 0. (3.28)

Por outro lado, podemos notar que usando a simetrização pµpν → 1
4
gµνp

2 e pκpλpµpν →
1
24
(gκλgµν+gκµgλν+gκνgλµ)p

4, em vez de (3.22), encontramos um resultado não nulo, dado
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por

Πµν
CFJ = −e

2m2

4π2
(3bα − 2aαF ) kβϵα

βµν , (3.29)

em que assumimos que nossos tensores constantes de terceira ordem têm a forma

b(5)µαβ = bµgαβ + bαgµβ + bβgµα, (3.30a)

a
(5)µαβ
F = ϵµαβγ a

γ
F . (3.30b)

Como definido em [34], a única restrição sobre os coeficientes b(5)µαβ e a
(5)µαβ
F é sua

simetria ou antissimetria em relação ao segundo e terceiro ı́ndices. Neste caso, no entanto,

ao fazermos a escolha (3.30), exigimos que sejam completamente caracterizados por um

único vetor axial, o qual se justifica pelo fato de que desejamos obter o termo CFJ,

que é completamente descrito por tal vetor, assim como também por uma questão de

simplicidade. Em prinćıpio, este cálculo, assim como também estudos de outras correções

quânticas que surgem em nossa teoria, podem ser feitos para uma forma arbitrária desses

coeficientes.

Vemos também que o nosso resultado parece ser amb́ıguo. No entanto, mais estu-

dos são necessários a respeito. Como veremos a seguir, nenhum termo CFJ é gerado no

esquema da parametrização de Feynman, utilizando regularização dimensional e a sime-

trização (3.22).

3.4 Parametrização de Feynman

Agora, vamos realizar os cálculos utilizando o método da parametrização de Feynman,

a qual é implementada com o uso da seguinte relação:

1

ABn
=

∫ 1

0

dxdyδ(2)(x+ y − 1)
nyn−1

(xA+ yB)n+1
. (3.31)
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Utilizaremos regularização dimensional para o cálculo das integrais, mas, ao contrário do

caso anterior, teremos propagadores exatos. Vamos também considerar termos de ordem

superior, já que, como vimos anteriormente, os termos de ordem mı́nima são nulos. Assim,

após o cálculo do traço e de introduzirmos o parâmetro de Feynman x, obtemos para os

termos proporcionais a b(5)ακλ

Πµν
2b = 4ie2µ4−D

∫ 1

0

dx

∫
dDp

(2π)D
gλ
µ (kκ + 2qκ)

(p2 −M2)2
b(5)ακλϵα

νστkσqτ , (3.32a)

Πµν
3b = 4ie2µ4−D

∫ 1

0

dx

∫
dDp

(2π)D
gλ
ν (3kκ − 2qκ)

(p2 −M2)2
b(5)ακλϵα

µστkσqτ ,

(3.32b)

Πµν
4b,1 = −4ie2µ4−D

∫ 1

0

dx 2x

∫
dDp

(2π)D
qκqλ

(p2 −M2)3
b(5)ακλ

×
((
m2 − q2

)
ϵα
µνσkσ +

(
2k · q +m2 − q2

)
ϵα
µνσqσ

−2qνϵα
µστkσqτ + 2qµϵα

νστkσqτ ) , (3.32c)

Πµν
4b,2 = 4ie2µ4−D

∫ 1

0

dx 2(x− 1)

∫
dDp

(2π)D
(kκ − qκ) (kλ − qλ)

(p2 −M2)3
b(5)ακλ

×
(
−
(
k2 +m2 − q2

)
ϵα
µνσqσ + 2 ((kν − qν) ϵα

µστ

+(qµ − kµ) ϵα
νστ ) kσqτ + 2

(
k · q +m2 − q2

)
ϵα
µνσkσ

)
, (3.32d)

e para os termos proporcionais a a
(5)ακλ
F

Πµν
5aF

= −8ie2µ4−D
∫ 1

0

dx

∫
dDp

(2π)D
kκgλ

µ

(p2 −M2)2
a
(5)ακλ
F

×
(
gα

ν
(
k · q +m2 − q2

)
− qα (k

ν − 2pν)− kαq
ν
)
, (3.33a)

Πµν
6aF

= 8ie2µ4−D
∫ 1

0

dx

∫
dDp

(2π)D
kκgλ

ν

(p2 −M2)2
a
(5)ακλ
F

×
(
gα

µ
(
k · q +m2 − q2

)
− qα (k

µ − 2qµ)− kαq
µ
)
, (3.33b)

em que qµ = pµ + (1 − x)kµ é o momento interno deslocado e M2 = m2 + x(x − 1)k2.

Ao fazermos o mesmo procedimento com os termos proporcionais ao coeficiente b
(5)ακλ
F , o

resultado, após o calculo do traço, contém apenas potências ı́mpares do momento interno

p, e portanto as integrais sobre o momento, que correspondem às contribuições deste
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termo para a ação efetiva, são nulas.

Agora, definindo Πµν
b = Πµν

2b + Πµν
3b + Πµν

4b,1 + Πµν
4b,2 e Πµν

aF
= Πµν

5aF
+ Πµν

6aF
, utilizando a

equação (3.22) e separando os termos divergentes das equações (3.32) e (3.33), obtemos

Πµν
b = −e

2m2

4π2ϵ′
b(5)ακλ(gκ

µkβϵνλαβ − gλ
µkβϵνκαβ + gλ

νkβϵµκαβ − gκ
νkβϵµλαβ)

+
e2k2

24π2ϵ′
b(5)ακλ(2gκλk

βϵµναβ + 2kλϵ
µν
ακ + 2kκϵ

µν
αλ + gκ

µkβϵ
νβ
λα

+gλ
νkβϵ

µβ
κα − gκ

νkβϵ
µβ
λα − gλ

µkβϵ
νβ
κα)−

e2

12π2ϵ′
b(5)ακλ(2kκkλk

βϵµναβ

−kν(kλkβϵµβκα + kκkβϵ
µβ
λα) + kµ(kλkβϵ

νβ
κα + kκkβϵ

νβ
λα))

+termos finitos (3.34)

e

Πµν
aF

= − e2

3π2ϵ′
a
(5)ακλ
F kκ

(
gλ
µkαk

ν − k2gα
νgλ

µ + gλ
ν
(
k2gα

µ − kαk
µ
))

+termos finitos , (3.35)

em que 1
ϵ′

= 1
ϵ
− ln m

µ′
, com ϵ = 4 − D e µ′2 = 4πµ2e−γ. Então, levando em conta as

decomposições dos coeficientes b(5)ακλ e a
(5)ακλ
F , dadas nas equações (3.30), obtemos

Πµν
b+aF

= Πµν
b +Πµν

aF
= − e2k2

3π2ϵ′
(2aαF − bα)kβϵα

βµν + termos finitos , (3.36)

que tem a estrutura do termo CFJ de altas derivadas (veja por exemplo, [69, 84]). Fi-

nalmente, com o objetivo de eliminar os termos divergentes, podemos considerar, por

exemplo, aκF = 1
2
bκ. Com esta escolha a divergência é eliminada e as contribuições finitas

tomam a forma

Πµν
b+aF

=
e2

12π2

[
k2 + 6m2 − 24m4√

k2 (4m2 − k2)
cot−1

(√
4m2

k2
− 1

)]
bαkβϵ

αβµν .

(3.37)
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Podemos verificar facilmente a equação (3.28), pois considerando o limite k2 ≪ m2 (m ̸=

0) na equação (3.37) acima, obtemos

Πµν
b+aF

= − e2

60π2m2
k4bαkβϵ

αβµν +O
(
k2

m2

)
, (3.38)

o que significa que o termo CFJ correspondente a esta contribuição é zero, assim como

também o termo CFJ de altas derivadas.

Agora, vamos estudar a contribuição do coeficiente a(5)ακλ, o qual após o cálculo do

traço e da introdução do parâmetro de Feynman x, fica

Πµν
2a = −4e2µD−4

∫ 1

0

dx

∫
dDp

(2π)D
gλ
µ (kκ + 2qκ)

(p2 −M2)2

×a(5)ακλ
(
gα

ν
(
k · q +m2 − q2

)
− qα (k

ν − 2qν)− kαq
ν
)
, (3.39a)

Πµν
3a = 4e2µD−4

∫ 1

0

dx

∫
dDp

(2π)D
gλ
ν (3kκ − 2qκ)

(p2 −M2)2

×a(5)ακλ(gαµ
(
k · q +m2 − q2

)
− qα (k

µ − 2qµ)− kαq
µ), (3.39b)

Πµν
4a,1 = 4e2µD−4

∫ 1

0

dx 2x

∫
dDp

(2π)D
qκqλ

(p2 −M2)3
a(5)ακλ

×
(
kα
(
m2 − q2

)
gµν − (gα

µ (kν − qν) + gα
ν (kµ − qµ))

(
m2 − q2

)
+qα

(
gµν
(
2k · q +m2 − q2

)
− 2kνqµ − 2qν (kµ − 2qµ)

))
, (3.39c)

Πµν
4a,2 = 4e2µD−4

∫ 1

0

dx 2(x− 1)

∫
dDp

(2π)D
(kκ − qκ) (kλ − qλ)

(p2 −M2)3
a(5)ακλ

×
((
−k2 + 2k · q +m2 − q2

)
(qνgα

µ + qµgα
ν)

−2kα
(
gµν
(
k · q +m2 − q2

)
− kνqµ − qν ((kµ − 2qµ))

)
+ qα

(
gµν
(
k2 +m2 − q2

)
− 2kνqµ − 2qν (kµ − 2qµ)

))
, (3.39d)

em que novamente qµ = pµ + (1 − x)kµ e M2 = m2 + x(x − 1)k2. Então, após integrar,

obtemos como resultado Πµν
a = Πµν

2a +Πµν
3a +Πµν

4a,1 +Πµν
4a,2, dado por

Πµν
a =

ie2

3π2ϵ′
a(5)ακλkκ(gλ

µkαk
ν − k2gα

νgλ
µ + gλ

ν(k2gα
µ − kαk

µ))

+termos finitos . (3.40)
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Esta expressão se anula ao considerarmos que a(5)ακλ é simétrico nos últimos dois ı́ndices.

Desse modo, se escolhemos, por exemplo,

a(5)ακλ = aκgαλ + aλgακ, (3.41)

a parte finita também é anulada, isto é, Πµν
a = 0. Finalmente, reescrevendo Πµν =

Πµν
a +Πµν

b +Πµν
aF +Πµν

bF , obtemos uma contribuição de altas derivadas na ação efetiva no

setor CPT impar, dado por

Πµν =
e2

12π2

[
k2 + 6m2 − 24m4√

k2 (4m2 − k2)
cot−1

(√
4m2

k2
− 1

)]
bαkβϵ

αβµν (3.42)

Portanto, podemos concluir que o termo CFJ também não é gerado ao utilizarmos a

parametrização de Feynman no desenvolvimento dos cálculos, assim como no resultado

(3.28), calculado no esquema anterior.

Isto permite afirmarmos que o termo CFJ nulo parece ser o resultado mais natural.

Além disto, é importante destacar que as contribuições divergentes podem ser canceladas

impondo relações de proporcionalidade entre os coeficientes aµF e bµ.

3.5 Conclusões

Neste caṕıtulo, estudamos a geração do termo CFJ como correção quântica na extensão

não mı́nima da EDQ considerando operadores de dimensão d = 5. Ao resolvermos este

problema utilizando o método da expansão derivativa, deparamos-nos com o fato de que

se utilizarmos a relação pµpν → p2

D
, obtemos um resultado nulo para o termo CFJ, ao

passo que se utilizarmos pµpν → p2

4
, encontramos um resultado não nulo, porém também

finito. Situação já identificada na literatura [63, 85, 86] e que parece ser natural desde

que temos integrais superficialmente divergentes que se anulam entre si. Ao utilizarmos a

parametrização de Feynman e regularização dimensional, encontramos que não há geração

do termo CFJ, mas sim um termo divergente com a estrutura do termo CFJ de altas
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derivadas mais termos finitos. Para uma relação entre os coeficientes de VL aαF e bα

apropriada, este termo divergente pode ser eliminado ficando apenas com as contribuições

finitas, que também têm a forma de um termo CFJ de altas derivadas. O resultado nulo

para o termo CFJ parece ser o mais adequado, pois segundo é argumentado em [72, 73], o

termo CFJ nulo aparenta ser mais consistente fisicamente, primeiramente porque o termo

CFJ não é invariante de calibre, apenas sua contribuição à ação. Por outro lado se o

vector constante bµ é promovido a um campo, ou se estendemos a teoria a um espaço-

tempo curvo, o termo CFJ não é mais invariante de calibre

Uma conclusão importante deste estudo é a confirmação de que termos com acopla-

mentos não mı́nimos (não renormalizáveis) podem produzir resultados finitos, tal como

acontece com o acoplamento magnético (3.1) ao gerar o termo tipo aether finito e um

termo com três derivadas, como é mostrado em [40, 69, 76]. Outra conclusão importante

é que conseguimos gerar termos CPT ı́mpares finitos de altas derivadas através de um

acoplamento diferente daquele utilizado em [69].
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4.1 Introdução

Em 2009, Horava propôs uma teoria de Gravidade Quântica [11], baseando-se no

escalonamento anisotrópico introduzido por Lifshitz em 1941, no contexto das transições

de fase na matéria condensada [25]. O escalonamento de Lifshitz é dado por

t→ bzt, x→ bx, (4.1)

em que z é chamado de expoente dinâmico cŕıtico e controla a anisotropia do espaço-

tempo, sendo que para valores de z ̸= 1, a simetria de Lorentz é explicitamente quebrada.

Este escalonamento implica numa mudança das dimensões canônicas das coordenadas

espaço-temporais, as quais, em unidades de massa, são dadas por

[t] = −z, [x] = −1. (4.2)

Como consequência deste escalonamento, a ação da teoria gravitacional envolve duas

derivadas temporais, como no caso usual, porém 2z derivadas espaciais, o que acarreta

que, para z = 3, a teoria da gravidade torna-se renormalizável segundo o argumento de

contagem de potências, pois a dimensão de massa da constante de acoplamento é zero.

Além disto, a teoria de Horava é livre de fantasmas pelo fato de apresentar altas derivadas

apenas nas coordenadas espaciais, solucionando assim um dos empecilhos das teorias de

altas derivadas estudadas anteriormente, as quais solucionavam o problema da renorma-

lização da gravidade, porém violavam a unitariedade [87]. Contudo, na teoria proposta

por Horava, quando tomamos o limite de baixas energias não obtemos exatamente a te-

oria da gravidade de Einstein usual como esperado; portanto, mais estudos precisam ser

feitos. Nas referências [88, 89, 90, 91], podem ser encontradas revisões sobre a teoria

gravitacional de Horava.

Dada a possibilidade de melhorar o comportamento ultravioleta e de aumentar o

número de termos de interação renormalizáveis posśıveis, é que surgiu o interesse por
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estudar outras teorias na extensão de Horava-Lifshitz (HL), podendo citar, por exemplo,

estudos de modelos com interação de 4 férmions com z = 2 ou z = 3 [92, 93, 94], ou no

caso do modelo de Gross-Neveu com z qualquer [95], do modelo sigma não linear [96],

modelo CPN−1 [97], do campo escalar [98], da EDQ para z = 2 e z = 3 [99, 100, 101],

entre outros. Estudos sobre o potencial efetivo podem ser encontrados em [102, 103, 104].

Para uma revisão geral sobre teorias tipo Horava-Lifshitz, ver [26, 105].

Neste caṕıtulo discutiremos as principais caracteŕısticas das teorias tipo HL através

do estudo do campo escalar livre. Posteriormente, faremos uma breve revisão da extensão

de HL da Eletrodinâmica Quântica. Esta teoria foi estudada em [99] para z = 2, onde foi

mostrado que as correções quânticas para o propagador do fóton são nulas. Além disto,

em [101] é mostrado que não existe anomalia quiral para qualquer valor de z par; portanto,

não é interessante para o nosso estudo o caso em que z é par. Por outro lado, para z = 3

a teoria apresenta correções quânticas não nulas [100] e anomalia quiral [106, 107], assim,

existe a possibilidade de gerar o termo de Carroll-Field-Jackiw na EDQ de HL com z = 3,

que será abordado no caṕıtulo 5.

4.2 Campo escalar livre

Para começar o estudo das teorias tipo HL e suas consequências, vamos considerar o

campo escalar livre em d + 1 dimensões espaço-temporais, cuja ação no caso isotrópico

(z = 1) é dada por

S =
1

2

∫
dtddx

[
ϕ̇2 − ϕ∆ϕ−m2ϕ2

]
, (4.3)

com ∆ = ∂i∂
i. As dimensões canônicas em unidade de massa das coordenadas são [x] =

[t] = −1. Como estamos trabalhando em unidades naturais, temos que [S] = 1. Então

[ϕ] =
D − 1

2
. (4.4)
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Ao fazermos o escalonamento de Lifshitz, as dimensões canônicas mudam, como é mos-

trado em (4.2). Assim, [dtddx] = −z − d, [∂t] = t e [∂i] = 1, e portanto

[ϕ] =
d− z

2
. (4.5)

Note que existe uma inconsistência no segundo termo de (4.3), pois este levaria a uma

dimensão de massa diferente para o campo escalar ϕ. Para resolvermos este problema é

necessário acrescentar termos com altas derivadas espaciais, neste caso, até a ordem 2z,

o que por sua vez traz uma melhora no comportamento ultravioleta da teoria. Assim, a

ação mais geral para o campo escalar livre na extensão de HL é dada por

SHL =
1

2

∫
dtddx

(
ϕ̇2 − ϕ

[
z∑

n=1

Λ2(z−n)
n ∆n

]
ϕ−m2zϕ2

)
, (4.6)

em que ϕ̇ = ∂0ϕ e [m] = [Λn] = 1. O propagador do campo é dado por

G(p0, p⃗) =
i

p20 −
∑z

n=1 Λ
2(z−n)
n |p⃗|2n −m2z + iϵ

, (4.7)

e a relação de dispersão correspondente é

ω2 = m2z +
z∑

n=1

Λ2(z−n)
n |p⃗|2n

= m2z + Λ
2(z−1)
1 |p⃗|2 + Λ

2(z−2)
2 |p⃗|4 + ...+ |p⃗|2z, (4.8)

em que ω é a frequência. É fácil ver que esta relação de dispersão não é invariante de

Lorentz no ultravioleta em que o termo dominante é |p⃗|2z ⇒ ω2 ≈ |p⃗|2z. Por outro lado,

se Λ1 ̸= 0, podemos escrever

ω̄2 = m̄2 + |p⃗|2 + Λ
2(z−2)
2

Λ
2(z−1)
1

|p⃗|4 + ..., (4.9)
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em que

ω̄ =
ω

Λ
(z−1)
1

, m̄ =
mz

Λ
(z−1)
1

. (4.10)

A relação de dispersão (4.9) pode ser interpretada como uma modificação da relação de

dispersão invariante de Lorentz usual com termos de ordem superior nos momentos, os

quais poderiam surgir como efeitos da gravidade quântica. No limite de baixas energias,

com |p⃗|2 ≪ Λ
2(z−1)
1 , recuperamos aproximadamente a relação de dispersão usual

ω̄2 ≈ m̄2 + |p⃗|2, (4.11)

ou seja, no limite de baixas energias a invariância de Lorentz é aproximadamente recupe-

rada e o valor do exponente dinâmico cŕıtico z → 1. A medida que a energia aumenta, os

termos de ordem superior no lado direito de (4.9) começam a ser não despreźıveis.

Um aspecto importante é que, como mencionamos anteriormente, pelo fato de ter uma

mudança na dimensão de massa do campo ϕ temos a possibilidade de ter novos termos de

interação renormalizáveis. Primeiramente, vamos considerar um termo de auto interação

de n pontos dado por

Sn = λn

∫
dtddxϕn. (4.12)

De (4.5) e (4.2) temos que a dimensão da constante de acoplamento é dada por

[λn] =
z(2 + n) + d(2− n)

2
, (4.13)

sendo que para [λn] ≥ 0 o termo de interação é renormalizável. Por exemplo, para o caso

d = 3, temos que para z = 1,

[λn] = 4− n,

para z = 2,

[λn] =
10− n

2
,
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e para z = 3

[λn] = 6.

Assim, para o caso isotrópico (z = 1), o termo de auto interação de maior ordem renor-

malizável é λ4ϕ
4. Para z = 2, podemos ter até λ10ϕ

10, enquanto que para z = 3 (ou no

caso geral, para z ≥ d para qualquer d), o termo de interação será renormalizável para

qualquer n. Vamos considerar agora um termo de interação com derivadas do tipo

Sa,n =

∫
dtddxλa,n∂

a
i ϕ

n, (4.14)

sendo que a constante de acoplamento tem dimensões

[λa,n] =
z(2 + n) + d(2− n)− 2a

2
, (4.15)

e portanto temos que, no caso em que d = 3, para z = 1,

[λn] = 4− (n+ a),

para z = 2,

[λn] =
10− (n+ 2a)

2
,

e para z = 3,

[λn] = 6− a.

Logo, para que os termos de interação do tipo (4.14) sejam renormalizáveis temos que:

no caso isotrópico, deve-se satisfazer n + a ≤ 4; para o caso z = 2, deve-se satisfazer

n + 2a ≤ 10, aumentado as possibilidades; e para z = 3, deve-se satisfazer a ≤ 6. De

modo geral, para z = d, com d qualquer, a ≤ 2z deve ser satisfeito.

Finalmente vamos considerar a teoria λϕ4 na extensão de HL com z = 3 em (3+1)
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dimensões, a qual é caracterizada pela seguinte ação

SHL =
1

2

∫
dtd3x

(
ϕ̇2 − ϕ

[
Λ4

1 ∆+ Λ2
2∆

2 + ∆3 +m6
]
ϕ− λ

4!
ϕ4

)
. (4.16)

A correção do propagador do campo escalar em um laço é representado pelo diagrama de

Feynman da fig. 4.1, e é dado por

I ∝
∫
dp0d

3p

(2π)4
1

p20 − Λ4
1|p⃗|2 − Λ2

2|p⃗|4 − |p⃗|6 −m6 + iϵ
. (4.17)

Figura 4.1: Diagrama de Feynman da correção a 1-laço do propagador do campo escalar
na teoria λϕ4.

Após realizarmos uma rotação de Wick e integrar em p0, obtemos

I ∝
∫

d3p

(2π)4
1√

Λ4
1|p⃗|2 + Λ2

2|p⃗|4 + |p⃗|6 +m6
. (4.18)

No limite em que p → ∞, temos

I ∝
∫
dp

p
(4.19)

em que, por simplicidade, temos considerado que |p⃗| = p. A eq. (4.19) nos mostra que

a integral I é logaritmicamente divergente. Por outro lado, no caso isotrópico usual, a

integral no espaço euclideano é dada por

I ′ ∝
∫

d4p

(2π)4
1

p2 +m2
∝
∫
dpp, (4.20)

o que nos mostra que esta integral é quadraticamente divergente. Portanto, podemos

concluir que ao trabalharmos na extensão de HL melhoramos o comportamento ultravi-

oleta da teoria, pois abaixamos o grau de divergência superficial da integral em questão.
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Note que para um valor de z ainda maior é posśıvel fazer com que a integral (4.18) seja

convergente.

4.3 EDQ de Horava-Lifshitz z=3

Agora vamos estudar brevemente a extensão de HL da Eletrodinâmica Quântica com

z = 3 em (3 + 1), que é descrita pela lagrangiana

L = −1

2
F0iF

0i − a23
4
Fij∆

2F ij + ψ̄
[
iγ0(∂0 − ieA0)

+b1
(
iγi(∂i − ieAi)

)
+ b3

(
iγi(∂i − ieAi)

)3 −m3
]
ψ, (4.21)

em que ∆ = ∂i∂
i. Ao realizarmos a análise dimensional da teoria levando em consideração

(4.2), temos que as dimensões de massa são

[A0] = 2, [Ai] = 0, [m] = [e] = 1,

[ψ] =
3

2
, [b1] = 2, [a3] = [b3] = 0.

A ação associada à lagrangiana (4.21) é invariante sob as transformações de calibre

ψ → eieαψ

ψ̄ → e−ieα

A0,i → A0,i + ∂0,iα.

Para o cálculo do propagador do fóton, vamos utilizar o seguinte termo de fixação de

gauge [103]

Lgf = −1

2

[
(a3∆)−1∂0A

0 + a3∆∂iA
i
]2
. (4.22)

Embora este termo seja não local, é análogo ao calibre de Feynman na EDQ HL z = 3.

Adicionando este termo na lagrangiana, encontramos os seguintes propagadores para o
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fóton

D00(k) = − ia23k
4

k20 − a23k
6
, (4.23)

Dij(k) = − −igij
k20 − a23k

6
, (4.24)

e para férmions

S(k) =
i

γ0k0 + b3/kk2 −m3
= i

γ0k0 + b3/kk
2 +m3

k20 − b23k
6 −m6

(4.25)

em que /k ≡ kiγi e k
2 = |⃗k|2.

Vamos calcular agora as correções quânticas da função de dois pontos do campo de

calibre, as quais são representadas pelos diagramas de Feynman da figura 4.2, seguindo o

mesmo procedimento adotado no caṕıtulo anterior para o cálculo de correções quânticas.

Figura 4.2: Correções quânticas a 1-laço para a função de dois pontos do campo de calibre.

Primeiramente, o segundo gráfico da figura 4.2 não contribui ao termo de Maxwell pois

o vértice deste gráfico contém apenas termos lineares no momento externo e, portanto, não

gera termos quadráticos em Fµν . Este diagrama serve apenas para cancelar contribuições

que não são invariantes de calibre provenientes de outros gráficos [100].

Escrevendo a ação efetiva como (3.8), encontramos que as contribuições para a função

de dois pontos vão ser obtidas na ação efetiva para n = 2

S
(2)
ef [A] =

i

2

∫
d4p
(
A0(−p)A0(p)Π

00(p)

+A0(−p)Ai(p)Π0i(p) + Ai(−p)Aj(p)Πij(p)
)

(4.26)
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em que Π00(p) = Π00
1 +Π00

2 , com

Π00
1 = e2µd−3

∫
dk0d

dk

(2π)d+1
tr
[
γ0S(K)γ0S(k − p)

]
(4.27)

e

Π00
2 = −ie2b1µ3−d

∫
dk0d

dk

(2π)d+1
tr [/kS(k)γ0S(k − p)γ0S(k)

+S(k)γ0S(k − p)(/k − /p)S(k − p)γ0
]

(4.28)

em que µ é um parâmetro com dimensão de massa que é introduzido para fixar a dimensão

da integral ao seu valor em três dimensões espaciais. Para resolver estas integrais, vamos

utilizar o método da expansão derivativa nos momentos externos,

Π00(p) = Π00 +
pipj
2

∂2Π00

∂pi∂pj

∣∣∣∣
p=0

+ ... (4.29)

e integraremos sobre as coordenadas esféricas d-dimensionais. Assim, ao resolvermos as

integrais acima, encontramos

Π00 = −iα1p⃗
2, (4.30)

com

α1 =
e2a

2−d
3

3 µ3−dmd−5Γ
(
5
6
− d

6

)
Γ
(
d+4
6

)
3(2π)

1
2
(d+1)Γ

(
d
2
+ 1
) +

e2b1a
1−d
3

3 µ3−dmd−7Γ
(
7
6
− d

6

)
Γ
(
d+8
6

)
3(2π)

1
2
(d+1)Γ

(
d
2
+ 1
) , (4.31)

onde temos que, para d = 3, o termo α1 é finito. A seguinte contribuição é

Π0i(p) = eµ3−d
∫

dk0d
dk

(2π)d+1
tr
{
V3i(k,−p)S(k)γ0S(k − p)− ib1V

(2)
3j (k,−p)

×
[
S(k)/kS(k)γ0S(k − p) + S(k)γ0S(k − p)(/k − /p)S(k − p)

]}
(4.32)
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onde

V3i = V
(1)
3i + V

(2)
3i ,

V
(1)
3i = eb1γi,

V
(2)
3i = eb3

(
−γi(p⃗+ k⃗)2 + /pγi/k − 2/kki

)
.

Integrando, temos como resultado

Π0i(p) = −iα1p0pi. (4.33)

Por último, temos

Πij = µd−3

∫
dk0d

dk

(2π)d+1
tr {V3i(k,−p)S(k)V3j(k − p, p)S(k − p)

−ib1V (2)
3i (k,−p)

[
S(k)/kS(k)V

(2)
3j (k − p, p)S(k − p)

−S(k)V (2)
3j (k − p, p)S(k − p)(/k − /p)S(k − p)

]}
. (4.34)

Após integrar, obtemos como resultado

Πij = −iα1p
2
0δij + iα2

(
pipj − p⃗2δij

)
+ iα3

(
pipj − p⃗2δij

)
p⃗2, (4.35)

em que o último termo provém da derivada à quarta com respeito ao momento externo

de (4.34) que aparece na expansão derivativa. As constantes α2 e α3 são dadas por

α2 = −
e2a

4−d
3

3 µ3−dmd−1d(d− 2)Γ
(
1
6
− d

6

)
Γ
(
d+2
6

)
12(2π)

1
2
(d+1)Γ

(
d
2
+ 1
)

−
e2b1a

3−d
3

3 µ3−dmd−3(d− 2)(d− 4)Γ
(
1
2
− d

6

)
Γ
(
d+6
6

)
6(2π)

1
2
(d+1)Γ

(
d
2
+ 1
) , (4.36)

e

α3 =
e2a

6−d
3

3 2
5−d
2 π− d+1

2 µ3−dmd−3Γ
(
1
2
− d

6

)
Γ
(
d
6

)
5Γ
(
d
2
− 2
) . (4.37)
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Note que tanto α2 quanto α3 possuem uma divergência quando d = 3. Para deixar isto

em evidência e realizar o processo de renormalização posteriormente, vamos reescrever

estes termos como

α2 =
b1e

2

6π2(d− 3)
+ termos finitos (4.38)

α3 =
6a3e

2

5π2(d− 3)
+ termos finitos. (4.39)

Finalmente, temos que a lagrangiana efetiva no setor fotônico puro é dada por

Lefγ =
1

2
(1 + α1)F0iF0i −

1

4
α2FijFij −

1

4
α3Fij∆Fij −

a23
4
Fij∆

2Fij. (4.40)

Como podemos ver, temos induzido dois termos divergentes do tipo a1FijFij e a2Fij∆Fij

que vão contribuir com a função de dois pontos do campo de calibre e que não estão

presentes na lagrangiana original (4.21). Para realizar o processo de renormalização e

eliminar estas divergências, precisamos ter estes termos presentes na lagrangiana ”nua”.

Sendo assim, vamos definir a nova lagrangiana, cujo setor fotônico puro é dado por

Lγ = −1

2
F0iF

0i − a1
4
FijF

ij − a2
4
Fij∆F

ij − a23
4
Fij∆

2F ij, (4.41)

onde, por simplicidade, vamos tratar os parâmetros a1 e a2 perturbativamente; assim,

estes termos não vão contribuir aos propagadores livres. Para escrever a lagrangiana

renormalizada, vamos fazer as seguintes reparametrizações

A0 = Z1/2A0r, Ai = Z1/2Air e ai =
Zai
Z
air com i = 1, 2, (4.42)

então, a lagrangiana renormalizada fica

Lγ = −Z
2
F0iF

0i − a1rZa1
4

FijF
ij − a2rZa2

4
Fij∆F

ij − a23Z

4
Fij∆

2F ij. (4.43)
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Agora vamos eliminar as divergências. Para isto, vamos escrever

Za1 = 1 + δZa1 , com a1rδZa1 =
b1e

2

6π2(d− 3)
, (4.44)

e

Za2 = 1 + δZa2 , com a2rδZa2 =
6a3e

2

5π2(d− 3)
, (4.45)

ao passo que a lagrangiana efetiva a 1-laço renormalizada no setor fotônico puro fica dada

por

Lγ =
1

2
(1 + α1)F0iF

0i − 1

4
(a1r + α2Fin)FijF

ij

−1

4
(a2r + α3Fin)Fij∆F

ij − a23
4
Fij∆

2F ij, (4.46)

em que α2Fin = α2 − b1e2

6π2(d−3)
e α3Fin = α3 − 6a3e2

5π2(d−3)
são as partes finitas de (4.38) e

(4.39), respectivamente. Os termos cujos coeficientes contem a1r ou a2r não vão induzir

novas divergências na teoria e podem ser tratados como pequenas perturbações da ação

clássica. Mais detalhes sobre este trabalho são encontrados em [100].
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5.1 Introdução

Nos caṕıtulos anteriores, temos considerado duas abordagens diferentes para introduzir

a quebra de simetria de Lorentz. Na primeira, temos o Modelo Padrão Estendido, onde

introduzimos novos termos nos distintos setores da lagrangiana do Modelo Padrão. Estes

termos são proporcionais a vetores ou, no geral, tensores constantes que dão origem a

direções espaço-temporais privilegiadas, quebrando assim a invariância de Lorentz. Na

segunda, consideramos as teorias de Horava-Lifshitz, onde a quebra é devida à anisotropia

do espaço-tempo.

Neste caṕıtulo, estamos interessados em estudar a possibilidade de incorporar consis-

tentemente essas duas teorias num contexto geral da quebra de simetria de Lorentz. Para

isto, vamos introduzir na lagrangiana da EDQ HL z = 3 um termo proporcional a um

vetor axial que quebra a simetria CPT em analogia com o modelo da EDQ usual com

violação de Lorentz e CPT [61]. Posteriormente vamos analisar a possibilidade de induzir

um termo do tipo CFJ através de correções quânticas utilizando diferentes metodologias

no desenvolvimento dos cálculos.

5.2 O Modelo

Vamos considerar a extensão de HL da EDQ com z = 3 incluindo o vetor axial b0,i

constante, que quebra a simetria CPT. Neste modelo, devido à anisotropia do espaço-

tempo, surge naturalmente um termo cuja estrutura é equivalente à de um dos termos

de violação de Lorentz não mı́nimos de dimensão d = 5 do Modelo Padrão Estendido. A

lagrangiana do setor fermiônico deste modelo é dada por

Lψ = ψ̄(iD0γ
0 + c1i /D + c3(i /D)3 −m3 − b0γ

0γ5 − d1/bγ5 + d2(/b /D /D)γ5)ψ, (5.1)

onde estamos agora utilizando a notação /D = γiDi (o mesmo para os outros vetores),

com (/b /D /D) = (bDD)ijkγ
iγjγk, e D0,i = ∂0,i + ieA0,i. Utilizando a mesma metodologia
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aplicada em [92], definimos

(bDD)ijk = λ1biDjDk + λ2bjDiDk + λ3bkDiDj. (5.2)

A escolha do exponente dinâmico cŕıtico z = 3 se deve ao fato de ser o primeiro valor

não trivial de z para o qual é posśıvel encontrar resultados não nulos para contribuições

a 1-laço na EDQ HL, onde inclusive surge a anomalia quiral [106, 107]. Por outro lado, o

termo ψ̄(/b /D /D)γ5ψ não é mais do que uma forma particular do termo de dimensão cinco

b(5)µαβψ̄γ5γµD(αDβ)ψ, introduzido em [31, 34], e que foi tratado no caṕıtulo 3; porém,

neste caso consideramos apenas a parte espacial do operador por causa da dimensão do

vetor bi, pois só acompanhado de duas derivadas esse vetor tem dimensão de massa d = 1,

necessária para obter uma forma consistente e covariante do termo CFJ. Note que para

c3 = d2 = 0 e c1 = d1 = 1, a lagragiana (5.1) é equivalente à lagrangiana da QED

estendida com quebra de simetria de Lorentz usual estudada em [61].

Neste trabalho, primeiramente vamos considerar, por simplicidade, o caso particular

da lagrangiana (5.1), em que c1 = d1 = 0 e c3 = d2 = 1, e calcularemos a geração do termo

CFJ. Depois vamos considerar a lagrangiana (5.1) completa, onde o termo proporcional

a c1 será tratado como uma pequena perturbação, e calcularemos o termo CFJ até a

primeira ordem em c1. Vamos começar com o termo fermiônico da QED HL z = 3 com

quebra de simetria CPT

Lψ = ψ̄(iD0γ
0 + (i /D)3 −m3 − b0γ

0γ5 + (/b /D /D)γ5)ψ. (5.3)

Note que como esta lagrangiana apenas contém derivadas covariantes D0,i, ela é inva-

riante de calibre e todas as correções quânticas também serão invariantes de calibre. A

lagrangiana (5.3) pode ser rescrita como

Lψ = ψ̄(i∂0γ
0 + (i/∂)3 −m3 − b0γ

0γ5 + (/b/∂ /∂)γ5 − eA0γ
0 + e(/∂ /∂ /A)

+ie(/b/∂ /A)γ5 + ie2(/∂ /A /A)− e2(/b /A /A)γ5 − e3 /A
3
)ψ, (5.4)
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com

(b∂∂)ijk = λ1bi∂j∂k + λ2bj∂i∂k + λ3bk∂i∂j, (5.5)

(∂∂A)ijk = (∂i∂jAk) + (∂jAk)∂i + (∂iAk)∂j + Ak∂i∂j

+(∂iAj)∂k + Aj∂i∂k + Ai∂j∂k, (5.6)

(b∂A)ijk = λ1bi(∂jAk) + λ1biAk∂j + λ1biAj∂k + λ2bj(∂iAk) + λ2bjAk∂i

+λ2bjAi∂k + λ3bk(∂iAj) + λ3bkAj∂i + λ3bkAi∂j, (5.7)

(∂AA)ijk = (∂iAj)Ak + Aj(∂iAk) + AjAk∂i

+Ai(∂jAk) + AiAk∂j + AiAj∂k, (5.8)

e

(bAA)ijk = λ1biAjAk + λ2bjAiAk + λ3bkAiAj. (5.9)

O funcional gerador fermiônico da nossa teoria é definido, como usualmente, por

Z =

∫
Dψ̄Dψei

∫
d4xLψ = eiSeff . (5.10)

Então, integrando nos campos espinoriais, obtemos a ação efetiva a 1-laço para o campo

de calibre

Seff = −iTr ln(p0γ0 + pip
i
/p−m3 − b0γ

0γ5 − biΛ
i(p)γ5

−eA0γ
0 − e∆i(k, p)A

i + ebiΛ
ij(k, p)Ajγ5

+e2∇ij(k, p)A
iAj − e2biΛ

ijkAjAkγ5 − e3AiA
i /A), (5.11)

65
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onde

Λi(p) = λ1γ
i
/p/p+ λ2/pγ

i
/p+ λ3/p/pγ

i, (5.12)

∆i(k, p) = /k/kγi + /p/kγ
i + /k/pγ

i + /p/pγ
i + /kγi/p+ /pγ

i
/p+ γi/p/p, (5.13)

Λij(k, p) = λ1γ
i/kγj + λ1γ

i
/pγ

j + λ1γ
iγj/p+ λ2/kγ

iγj + λ2/pγ
iγj

+λ2γ
jγi/p+ λ3/kγ

jγi + λ3/pγ
jγi + λ3γ

j
/pγ

i, (5.14)

∇ij(k, p) = /kγiγj + /kγjγi + /pγ
iγj + γj/kγi + γi/pγ

j + γiγj/p, (5.15)

e

Λijk = λ1γ
iγjγk + λ2γ

jγiγk + λ3γ
jγkγi, (5.16)

com kjA
i = i∂jA

i. Aqui, Tr representa o traço sobre as matrizes de Dirac junto com o

traço no espaço dos momentos e das coordenadas.

Agora, vamos isolar os termos proporcionais a Aµ na ação efetiva. Para isto, primei-

ramente iremos reescrever a expressão (5.11) como

Seff = S
(0)
eff +

∞∑
n=1

S
(n)
eff , (5.17)

em que S
(0)
eff = −iTr lnG−1(p) e

S
(n)
eff =

i

n
Tr[G(p)(eA0γ

0 + e∆i(k, p)A
i − ebiΛ

ij(k, p)Ajγ5

−e2∇ij(k, p)A
iAj + e2biΛ

ijkAjAkγ5 + e3AiA
i /A)]n, (5.18)

com G(p) = (p0γ
0 + pip

i/p−m3 − b0γ
0γ5 − biΛ

i(p)γ5)
−1.

A estrutura do termo CFJ é quadrática no campo de calibre A0,i, portanto vamos tra-

balhar apenas com os termos que podem produzir tal estrutura. É importante notar que

estas contribuições são superficialmente divergentes, porém as partes divergentes se anu-

lam entre si, do mesmo modo que acontece no caso usual [61], dando como resultado um
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termo finito. Após o cálculo dos traço no espaço das coordenadas dos termos quadráticos

em A0,i, usando a relação de comutação A0,i(x)G(p) = G(p − k)A0,i(x), e a relação de

completeza no espaço dos momentos, temos

S
(1)
eff

∣∣
A2 = i

∫
d4xΠij

1 AiAj, (5.19)

com

Πij
1 = −e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)(∇ij(k, p)− bmΛ

mijγ5), (5.20)

e

S
(2)
eff

∣∣
A2 =

i

2

∫
d4x (Π00

2 A0A0 +Π0j
3 A0Aj +Πi0

4 AiA0 +Πij
5 AiAj), (5.21)

com

Π00
2 = e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)γ0G(p− k)γ0, (5.22a)

Π0j
3 = e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)γ0G(p− k)

×(∆j(−k, p− k)− bmΛ
mj(−k, p− k)γ5), (5.22b)

Πi0
4 = e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)(∆i(k, p)− bmΛ

mi(k, p)γ5)

×G(p− k)γ0, (5.22c)

Πij
5 = e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)(∆i(k, p)− bmΛ

mi(k, p)γ5)G(p− k)

×(∆j(−k, p− k)− bnΛ
nj(−k, p− k)γ5). (5.22d)

Agora, vamos encontrar os termos responsáveis pela geração do termo CFJ. Para isto,

primeiro devemos considerar a expansão

G(p) = S(p) + S(p)(b0γ
0γ5 + biΛ

i(p)γ5)S(p) + · · · , (5.23)
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com S(p) = (p0γ
0 + pip

i/p−m3)−1. Então, para (5.20), temos

Πij
1 = −e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)b0γ

0γ5S(p)∇ij(k, p) + · · · , (5.24)

onde os pontos indicam termos de ordem superior em b0,i. Estes termos junto com os

termos de derivada superior vão ser omitidos já que não contribuem na geração do termo

CFJ.

5.3 Cálculo do termo CFJ induzido

Para o cálculo dos traços das matrizes de Dirac, vamos usar primeiramente a prescrição

mais simples, em que {γ0, γ5} = 0 e {γi, γ5} = 0. Com isto, após o cálculo dos traços

obtemos

Πij
1 = 4ie2

∫ ∞

−∞

dp0
2π

µ3−d
∫

ddp

(2π)d
p20 − p⃗6 +m6

(p20 + p⃗6 +m6)2
ϵ0ikjb0kk, (5.25)

onde foi realizado uma rotação de Wick (p0 → ip0) para passar ao espaço Euclideano e

assim simplificar o cálculo das integrais, as quais vamos resolver utilizando regularização

dimensional, motivo pelo qual foi feita a substituição d3p/(2π)3 → µ3−dddp/(2π)d, em que

µ é um parâmetro de escala arbitrário. Após realizar o cálculo das integrais, obtemos

Πij
1 = −2e2µ3−d

∫
ddp

(2π)d
m6

(p⃗6 +m6)3/2
ϵ0ikjb0kk,

= −
e222−dπ− d

2
− 1

2md−3µ3−dΓ
(
3
2
− d

6

)
Γ
(
d
6

)
3Γ
(
d
2

) ϵ0ikjb0kk. (5.26)

Vamos considerar agora as expressões (5.22). Primeiramente, notemos que a equação

(5.22a) não contribui para o termo CFJ. As expressões (5.22b), (5.22c) e (5.22d), após o
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calculo do traço, vão resultar em

Π0j
3 = 4ie2

∫ ∞

−∞

dp0
2π

µ3−d
∫

ddp

(2π)d
1

(p20 + p⃗ 6 +m6)3
ϵi0kjbikk

×1

d
[(λ1 + λ3)

(
dm12 − (d+ 18)m6p⃗ 6 + (d+ 6)p20p⃗

6

× −dp40 + 2(d− 3)p⃗ 12
)
− λ2

(
dm12 − (d+ 12)m6p⃗ 6

× +(d− 12)p20p⃗
6 − dp40 + 2dp⃗ 12

)
], (5.27)

Πi0
4 = 4ie2

∫ ∞

−∞

dp0
2π

µ3−d
∫

ddp

(2π)d
1

(p20 + p⃗ 6 +m6)3
ϵjik0bjkk

×1

d
[(λ1 + λ3)

(
dm12 + 3(2− 3d)m6p⃗ 6 + (d+ 6)p20p⃗

6

−dp40 + 2(d− 3)p⃗ 12
)
− λ2

(
dm12 + 3(4− 3d)m6p⃗ 6

+(d− 12)p20p⃗
6 − dp40 + 2dp⃗ 12

)
], (5.28)

e

Πij
5 = 4ie2

∫ ∞

−∞

dp0
2π

µ3−d
∫

ddp

(2π)d
p⃗ 6

(p20 + p⃗ 6 +m6)3

×{ϵki0jbkk0
1

d
[(λ1 + λ3)(−(3d+ 16)m6 + dp20 + (d− 4)p⃗ 6)

−λ2(−(3d+ 14)m6 + (d− 6)p20 + (d− 2)p⃗ 6)]

+ϵ0ikjb0kk
3

d
(d+ 4)

(
−3m6 − 3p20 + p⃗ 6

)
}, (5.29)

respectivamente. Agora, calculando as integrais, obtemos

Π0j
3 = −e2µ3−d

∫
ddp

(2π)d
p⃗ 6

(p⃗ 6 +m6)5/2
ϵi0kjbikk (λ1 − λ2 + λ3)

×1

d

(
(d− 3)p⃗ 6 − 2(d+ 6)m6

)
,

=
e222−dπ− d

2
− 1

2 (λ1 − λ2 + λ3)m
d−3µ3−d

Γ
(
d
2
+ 1
)

×Γ

(
3

2
− d

6

)
Γ

(
d

6
+ 2

)
ϵi0kjbikk, (5.30)
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Πi0
4 = −e2µ3−d

∫
ddp

(2π)d
p⃗ 6

(p⃗ 6 +m6)5/2
ϵjik0bjkk (λ1 − λ2 + λ3) (5.31)

×1

d

(
(d− 3)p⃗ 6 + (6− 8d)m6

)
,

=
e222−dπ− d

2
− 1

2 (λ1 − λ2 + λ3)m
d−3µ3−d

Γ
(
d
2

)
×Γ

(
3

2
− d

6

)
Γ

(
d

6
+ 1

)
ϵjik0bjkk, (5.32)

e

Πij
5 = −e2µ3−d

∫
ddp

(2π)d
p⃗ 6

(p⃗ 6 +m6)5/2
[ϵki0jbkk0 (λ1 − λ2 + λ3)

×1

d

(
(d− 3)p⃗ 6 − 2(d+ 6)m6

)
− ϵ0ikjb0kk

9

d
(d+ 4)m6],

=
e222−dπ− d

2
− 1

2 (λ1 − λ2 + λ3)m
d−3µ3−dΓ

(
3
2
− d

6

)
Γ
(
d
6
+ 2
)

Γ
(
d
2
+ 1
) ϵki0jbkk0

+
e221−d(d+ 4)π− d

2
− 1

2md−3µ3−dΓ
(
3
2
− d

6

)
Γ
(
d
6

)
3Γ
(
d
2

) ϵ0ikjb0kk. (5.33)

Portanto, com estes resultados, e considerando S
(1)
eff

∣∣
A2 + S

(2)
eff

∣∣
A2 → SCFJ, vamos obter

a lagrangiana CFJ

LCFJ = −
22−dπ− d

2
− 1

2md−3µ3−dΓ
(
3
2
− d

6

)
Γ
(
d
6
+ 1
)

Γ
(
d
2

) {(λ1 − λ2 + λ3)

×[(
2

d
+

1

3
)(biϵ

i0jkA0∂jAk + biϵ
ij0kAj∂0Ak)

+biϵ
ijk0AjkkA0] + b0ϵ

0ijkAjkjAk}. (5.34)

Para garantir a invariância de calibre, deve-se satisfazer λ1−λ2+λ3 = 1; assim, escolhendo

por exemplo, λ1 = λ2 = λ3 = 1, e com d = 3, obtemos

LCFJ = − e2

4π2
bκϵ

κλµνAλ∂µAν . (5.35)

Assim, encontramos que na prescrição mais simples, o termo CFJ induzido é finito e

reproduz um dos valores obtidos no modelo usual da QED com quebra de simetria de
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Lorentz e CPT [77].

Agora, vamos utilizar a prescrição de ’t Hooft-Veltman [108] para o cálculo do traço

(ver por exemplo [109]), ou seja, vamos separar as matrizes de Dirac d-dimensionais γi

e o tensor métrico d-dimensional gij (com {γi, γj} = 2gij e gijg
ij = d) numa parte em

3-dimensões e outra parte em (d − 3)-dimensões, ou seja, γi = γ̄i + γ̂i e gij = ḡij + ĝij.

Portanto, as matrizes de Dirac agora satisfazem as seguintes relações

{γ̄i, γ̄j} = 2gij, {γ̂i, γ̂j} = 2gij e {γ̄i, γ̂j} = 0, (5.36)

e, consequentemente, o tensor métrico tem as contrações

ḡij ḡ
ij = 3, ĝij ĝ

ij = d− 3 e ḡij ĝ
ij = 0. (5.37)

No entanto, a principal mudança é nas relações

{γ̄i, γ5} = 0 e [γ̂i, γ5] = 0, (5.38)

onde introduzimos a relação de comutação de γ̂i com γ5. Note que a matriz γ0 satisfaz as

relações de anticomutação usuais, ou seja,

{γ0, γ0} = 2, {γ0, γi} = 0 e {γ0, γ5} = 0. (5.39)

Então, levando em conta as relações (5.36), (5.38) e (5.39), e as contrações (5.37), após o

cálculo do traço, obtemos que a contribuição de (5.24) é

Πij
1 = 4ie2

∫ ∞

−∞

dp0
2π

µ3−d
∫

ddp

(2π)d
p20 + (1− 6

d
)p⃗6 +m6

(p20 + p⃗6 +m6)2
ϵ0ikjb0kk. (5.40)

Calculando a integral, obtemos

Πij
1 = −2e2µ3−d

∫
ddp

(2π)d
m6 + (1− 3

d
)p⃗2

(p⃗6 +m6)3/2
ϵ0ikjb0kk = 0, (5.41)
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e calculando o traço do termo (5.22), obtemos como resultado

Π0j
3 = Π3ϵ

i0kjbikk, (5.42)

Πi0
4 = Π3ϵ

jik0bjkk, (5.43)

com

Π3 = 4ie2
∫ ∞

−∞

dp0
2π

µ3−d
∫

ddp

(2π)d
1

(p20 + p⃗ 6 +m6)3

×1

d
[(λ1 + λ3)

(
dm12 − 3(d+ 4)m6p⃗ 6 + (7d− 12)p20p⃗

6

−dp40 − 4(d− 3)p⃗ 12
)
− λ2

(
dm12 − 3(d+ 2)m6p⃗ 6+

(7d− 30)p20p⃗
6 − dp40 + 2(9− 2d)p⃗ 12

)
], (5.44)

e

Πij
5 = 4ie2

∫ ∞

−∞

dp0
2π

µ3−d
∫

ddp

(2π)d
p⃗6

(p20 + p⃗6 +m6)3

×{ϵki0jbkk0
1

d
[(λ1 + λ3)(−(3d+ 16)m6 + dp20 − (3d− 8)p⃗6)

−λ2(−(3d+ 14)m6 + (d− 6)p20 − (3d− 10)p⃗6)]

−ϵ0ikjb0kk
7

d

(
(d+ 6)m6 + (d+ 6)p20 + (d− 6)p⃗6

)
}. (5.45)

Note que a expressão (5.22a) não contribui com o termo CFJ.

Agora, calculando as integrais, podemos escrever

Πij
5 = Π3(ϵ

ki0jbkk0 +
7

2
(λ1 − λ2 + λ3)

−1 ϵ0ikjb0kk), (5.46)

ou seja, todas as contribuições de (5.22), após integrar em p0, são escritas em termos de
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Π3, que tem a forma

Π3 = 2e2µ3−d
∫

ddp

(2π)d
p⃗6

(p⃗6 +m6)5/2
(λ1 − λ2 + λ3)

×1

d

(
(d− 3)p⃗6 + (d+ 6)m6

)
= 0. (5.47)

Finalmente, encontramos que usando as regras de ’t Hooft-Veltman as contribuições para

o termo CFJ são Πij
1 = Π00

2 = Π0j
3 = Πi0

4 = Πij
5 = 0, portanto

LCFJ = 0, (5.48)

ou seja, não temos geração do termo CFJ nesta prescrição.

5.3.1 Integral Funcional

Vamos aplicar agora a formulação da integral funcional para o cálculo do termo CFJ,

tal como foi feito na teoria usual da QED VL em [27]. Primeiramente, vamos introduzir na

lagranginana (5.3) o termo e2cbµ
∗F µνAν , com

∗F µν = 1
2
ϵµναβFαβ, em que c é uma constante

arbitrária introduzida em analogia com [27] para levar em consideração a ambiguidade na

definição da corrente conservada Jµ5 , cuja forma expĺıcita não é importante. Então, temos

que J̃µ5 = Jµ5 + e2c∗F µνAν . Portanto, a ação do nosso modelo fica

S =

∫
d4x

[
ψ̄(iD0γ

0 + (i /D)3 −m3 − b0γ
0γ5 + (/b /D /D)γ5)ψ + e2cbµ

∗F µνAν
]
. (5.49)

Seguindo os procedimentos de [27], vamos realizar a seguinte transformação quiral:

ψ(x) → eiα(x)γ5ψ(x), (5.50)

ψ̄(x) → ψ̄(x)eiα(x)γ5 . (5.51)
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Esta transformação acarreta uma mudança na medida de integração no gerador funcional

(5.10), a qual calculamos seguindo o mesmo procedimento que em [106, 107], e encontra-

mos que a medida de integração muda pelo mesmo fator, ou seja

Dψ̄Dψ → Dψ̄Dψ exp

[
−ie2

∫
d4x

α(x)

8π2
∗F µνFµν

]
. (5.52)

Na verdade, a teoria que estamos considerando é muito semelhante àquela discutida em

[106, 107], exceto pelo termo bµ e o termo de massa, porém, estes termos não geram con-

tribuições na medida de integração com a estrutura desejada, e portanto, são irrelevantes

para o nosso estudo. Além disto, em [106, 107] é argumentado que a anomalia é completa-

mente caracterizada pela topologia, e não há diferenças entre as várias contrações de deri-

vadas covariantes espaciais que possam ser consideradas, por exemplo, − i
2

(
D2
i
/D + /DD2

i

)
ou −iDi /DD

i, ou outras. De fato, usando γiγjγk = gijγk + gjkγi − gikγj − iϵ0ijkγ0γ5,

podemos rescrever as derivadas covariantes espaciais de (5.49) como,

(
i /D
)3

= −iD2
i
/D − i /DD2

i + iDi /DD
i − ϵ0ijkγ0γ5DiDjDk (5.53)

ou melhor, levando em conta que [Di, Dj] = ieFij, como

(
i /D
)3

= − i

2
D2
i
/D − i

2
/DD2

i −
ie

2
∂iF

ijγj −
ie

2
ϵ0ijkγ0γ5FijDk. (5.54)

É fácil ver que os dois últimos termos acima não contribuem para a anomalia em (5.52).

Portanto, conclúımos que nossa contribuição à variação da medida é a mesma que em

[106, 107].

Por outro lado, escolhendo α(x) = −xµbµ, como em [27], definindo por simplicidade

λ1 = λ2 = λ3 = 1, e desprezando os termos de ordem superior em bµ, obtemos que a ação
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(5.49), sob as transformações quirais, fica

S =

∫
d4x[ψ̄(i/∂0 + (i/∂)3 −m3 − e /A0 + e(/∂ /∂ /A) + ie2(/∂ /A /A)

−e3 /A3
++2ixµbµγ5m

3)ψ + e2c bµ
∗F µνAν ], (5.55)

e portanto, obtemos o seguinte funcional gerador:

Z = exp

[
−ie2

∫
d4x

4π2
bµ

∗F µνAν

]
exp

[
ie2c

∫
d4x bµ

∗F µνAν

]
×
∫
Dψ̄Dψ exp

[
i

∫
d4x[ψ̄(i/∂0 + (i/∂)3 −m3 + 2ixµbµγ5m

3

−e /A0 + e(/∂ /∂ /A) + ie2(/∂ /A /A)− e3 /A
3
)ψ]
]
. (5.56)

Agora, vamos calcular o termo CFJ gerado pelo setor fermiônico de (5.56). Integrando

nos campos fermiônicos, obtemos a seguinte ação efetiva

Seff =− iTr ln(/p0 + /pp
2
j −m3 + 2ixµbµγ5m

3

− e /A0 − e∆i(k, p)A
i + e2∇ij(k, p)AiAj − e3 /AA2

j),

(5.57)

onde

∆i(k, p) = /k/kγi + /p/kγ
i + /k/pγ

i + /p/pγ
i + /kγi/p+ /pγ

i
/p+ γi/p/p, (5.58)

e

∇ij(k, p) = /kγiγj + /kγjγi + /pγ
iγj + γj/kγi + γi/pγ

j + γiγj/p. (5.59)

com i∂jA
i(x) → kjA

i(k) que, como no caso anterior, pode ser expandida como

Seff = S
(0)
eff +

∞∑
n=1

S
(n)
eff , (5.60)
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em que S
ψ(0)
eff = −iTr lnG−1(p) é a parte independente do campo, e

S
ψ(n)
eff =

i

n
Tr[G(p)(e /A0 + e∆i(k, p)A

i

−e2∇ij(k, p)AiAj + e3 /AA2
j)]

n, (5.61)

com G(p) = (/p0 + /pp2j −m3 − 2 ∂
∂pµ

bµγ5m
3)−1, onde usamos a prescrição xµ = i ∂

∂pµ
, como

é usual na metodologia da expansão derivativa [81].

Após o cálculo do traço sobre as coordenadas espaciais e usando a relação de comutação

Aµ(x)G(p) = G(p − k)Aµ(x) e a relação de completeza no espaço dos momentos, temos

as seguintes contribuições para a ação quadrática em Aµ:

S
(1)
eff

∣∣
A2 = i

∫
d4xΠij

1 Ai(x)Aj(x), (5.62)

e

S
(2)
eff

∣∣
A2 =

i

2

∫
d4x (Π00

2 A0(x)A0(x) + Πi0
3 Ai(x)A0(x)

+Π0j
4 A0(x)Aj(x) + Πij

5 Ai(x)Aj(x)). (5.63)

No espaço dos momentos, temos

S
(1)
eff

∣∣
A2 = i

∫
d4k

(2π)4
Πij

1 Ai(k)Aj(−k), (5.64)

e

S
(2)
eff

∣∣
A2 =

i

2

∫
d4k

(2π)4
(Π00

2 A0(k)A0(−k) + Πi0
3 Ai(k)A0(−k)

+Π0j
4 A0(k)Aj(−k) + Πij

5 Ai(k)Aj(−k)), (5.65)
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com

Πij
1 = −e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)∇ij(k, p), (5.66a)

Π00
2 = e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)γ0G(p− k)γ0, (5.66b)

Πi0
3 = e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)∆i(k, p)G(p− k)γ0, (5.66c)

Π0j
4 = e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)γ0G(p− k)∆j(−k, p− k), (5.66d)

Πij
5 = e2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)∆i(k, p)G(p− k)∆j(−k, p− k). (5.66e)

O termo Π00
2 não contribui para o termo CFJ.

Para os outros termos de (5.66), se considerarmos a expansão

G(p) = S(p) + 2m3S(p)γ5bµ
∂

∂pµ
S(p) + · · · , (5.67)

onde os pontos significam termos de ordem superior em bµ, os quais não são relevantes, e

com S(p) = (/p0+/pp
2
j −m3)−1, vamos ter sete contribuições para o termo CFJ, dadas por:

Πij
1 = Πij

1a + · · · , Πi0
3 = Πi0

3a + Πi0
3b + · · · , Πi0

4 = Π0j
4a + Π0j

4b + · · · e Πi0
5 = Πij

5a + Πij
5b + · · · ,
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Eletrodinâmica de HL z=3 com quebra de simetria CPT

com

Πij
1a = −2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5bµ

∂

∂pµ
S(p)∇ij(k, p), (5.68a)

Πi0
3a = 2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5bµ

∂

∂pµ
S(p)

×∆i(k, p)S(p− k)γ0, (5.68b)

Πi0
3b = 2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)∆i(k, p)S(p− k)γ5bµ

× ∂

∂pµ
S(p− k)γ0, (5.68c)

Π0j
4a = 2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ0S(p− k)γ5bµ

× ∂

∂pµ
S(p− k)∆j(−k, p− k), (5.68d)

Π0j
4b = 2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5bµ

∂

∂pµ
S(p)γ0S(p− k)

×∆j(−k, p− k), (5.68e)

Πij
5a = 2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5bµ

∂

∂pµ
S(p)∆i(k, p)S(p− k)

×∆j(−k, p− k), (5.68f)

Πij
5b = 2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)∆i(k, p)S(p− k)γ5bµ

× ∂

∂pµ
S(p− k)∆j(−k, p− k). (5.68g)

Agora vamos aplicar a derivada sobre os momentos, onde temos que

bµ
∂

∂pµ
S(p) = −S(p)(/b0 + bkξ

k(p))S(p), (5.69)

com ξk(p) = γkp2i + /pγk/p+ p2i γ
k,

bµ
∂

∂pµ
∇ij(k, p) = bkγ

ijk, (5.70)
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e γijk = γiγjγk + γiγkγj + γkγiγj,

bµ
∂

∂pµ
∆i(k, p) = bk∇̃ik(k, p), (5.71)

com

∇̃ik(k, p) = γk/kγi + /kγkγi + γk/pγ
i + /pγ

kγi + /kγiγk + γkγi/p+ /pγ
iγk + γiγk/p+ γi/pγ

k,

bµ
∂

∂pµ
S(p− k) = −S(p− k)(/b0 + bkξ

k(p− k))S(p− k), (5.72)

e, finalmente,

bµ
∂

∂pµ
∆i(−k, p− k) = bk∇̃ik(p− k,−k). (5.73)

Então, podemos escrever Πij
1a = Πij

1a1 +Πij
1a2, onde

Πij
1a1 = 2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5S(p)(/b0 + bkξ

k(p))

×S(p)∇ij(k, p), (5.74a)

Πij
1a2 = −2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5S(p)bkγ

ijk, (5.74b)
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Πi0
3a = Πi0

3a1 +Πi0
3a2 +Πi0

3a3 e Πi0
3b = Πi0

3b1, com

Πi0
3a1 = −2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5S(p)(/b0 + bkξ

k(p))

×S(p)∆i(k, p)S(p− k)γ0, (5.75a)

Πi0
3a2 = 2mA3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5S(p)bk∇̃ik(k, p)

×S(p− k)γ0, (5.75b)

Πi0
3a3 = −2mA3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5S(p)∆

i(k, p)S(p− k)

×(/b0 + bkξ
k(p− k))S(p− k)γ0, (5.75c)

Πi0
3b1 = −2mA3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)∆i(k, p)S(p− k)γ5

×S(p− k)(/b0 + bkξ
k(p− k))S(p− k)γ0, (5.75d)

Π0j
4a = Π0j

4a1 +Π0j
4a2 e Π0j

4b = Π0j
4b1 +Π0j

4b2 +Π0j
4b3 onde

Π0j
4a1 = −2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ0S(p− k)γ5S(p− k)

×(/b0 + bkξ
k(p− k))S(p− k)∆j(−k, p− k), (5.76a)

Π0j
4a2 = 2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ0S(p− k)γ5S(p− k)

×bk∇̃jk(−k, p− k), (5.76b)

Π0j
4b1 = −2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5S(p)(/b0 + bkξ

k(p))S(p)γ0

×S(p− k)∆j(−k, p− k), (5.76c)

Π0j
4b2 = −2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5S(p)γ

0S(p− k)

×(/b0 + bkξ
k(p− k))S(p− k)∆j(−k, p− k), (5.76d)

Π0j
4b3 = 2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5S(p)γ

0S(p− k)bk

×∇̃jk(−k, p− k), (5.76e)
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e, finalmente Πij
5a = Πij

5a1 +Πij
5a2 +Πij

5a3 +Πij
5a4 e Π0j

5b = Π0j
5b1 +Π0j

5b2 com

Πij
5a1 = −2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5S(p)(/b0 + bkξ

k(p))

×S(p)∆i(k, p)S(p− k)∆j(−k, p− k), (5.77a)

Π0ij
5a2 = 2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5S(p)bk∇̃ik(k, p)

×S(p− k)∆j(−k, p− k), (5.77b)

Πij
5a3 = −2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5S(p)∆

i(k, p)S(p− k)

×(/b0 + bkξ
k(p− k))S(p− k)∆j(−k, p− k), (5.77c)

Πij
5a4 = 2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γ5S(p)∆

i(k, p)S(p− k)

×bk∇̃jk(−k, p− k), (5.77d)

Πij
5b1 = −2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)∆i(k, p)S(p− k)γ5S(p− k)

×(/b0 + bkξ
k(p− k))S(p− k)∆j(−k, p− k), (5.77e)

Πij
5b2 = 2m3e2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)∆i(k, p)S(p− k)γ5S(p− k)

×bk∇̃jk(−k, p− k). (5.77f)

Logo, vamos considerar a expansão

S(p− k) = S(p) + S(p)Ξ(k, p)S(p) + ... (5.78)

em que Ξ(k, p) = /k0 + p2i /k+ /p/k/p− /pk2i + /kp2i − /k/p/k− k2i /p+ /k
3
. Desprezando os termos de
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ordem superior em Ξ(k, p) e calculando os traços de Dirac, temos

Πij
1 = 8ie2m6ϵ0kijb0kk

∫
d4p

(2π)4
1

(p20 + p6i −m6)2
, (5.79a)

Πi0
3 = 8ie2m6ϵjki0bjkk

∫
d4p

(2π)4
1

(p20 + p6i −m6)2

−80ie2m6ϵjki0bjkk

∫
d4p

(2π)4
p6i

(p20 + p6i −m6)3
, (5.79b)

Π0j
4 = −48ie2m6ϵik0jbikk

∫
d4p

(2π)4
p6i

(p20 + p6i −m6)3
, (5.79c)

Πij
5 = −112e2m6ϵ0kijb0kk

∫
d4p

(2π)4
p6i

(p20 + p6i −m6)3

−48ie2m6ϵk0ijbkk0

∫
d4p

(2π)4
p6i

(p20 + p6i −m6)3
. (5.79d)

As integrais acima não são mais do que um caso particular de uma integral mais geral

dada por

I =

∫ ∞

−∞

dp0
2π

∫
d3p⃗

(2π)3
(−1)β p⃗2β

(p20 − p⃗6 −m6)α
. (5.80)

Fazendo uma rotação de Wick (p0 → ip0) e utilizando regularização dimensional, fazendo

a substituição d3p⃗/(2π)3 → µ3−dddp⃗/(2π)d, em que µ é um parâmetro de escala arbitrário,

a integral (5.80) fica

I = i(−1)α+βµ3−d
∫ ∞

−∞

dp0
2π

∫
ddp⃗

(2π)d
p⃗2β

(p20 + p⃗6 +m6)α
. (5.81)

Então, integrando sobre p0, obtemos

I = i
(−1)α+β

2π1/2

Γ
(
λ− 1

2

)
Γ(λ)

µ3−d
∫

ddp⃗

(2π)d
p⃗2β(p⃗6 +m6)

1
2
−λ, (5.82)

e fazendo a integral sobre p⃗, a Eq. (5.82) fica

I = i
(−1)α+β

6
md+2β+3−6λµ3−d π

d−1
2

(2π)d
Γ
(
d
6
− β

3

)
Γ
(
λ− 1

2
− d

6
− β

3

)
Γ(λ)Γ

(
d
2

) . (5.83)

82
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Portanto, temos que

Πij
1 = −4

3
md−3e2

π
d−1
2

(2π)d
Γ
(
d
6

)
Γ
(
3
2
− d

6

)
Γ
(
d
2

) b0kkϵ
0kij, (5.84a)

Πi0
3 =

(
20d− 24

18

)
md−3e2

π
d−1
2

(2π)d
Γ
(
d
6

)
Γ
(
3
2
− d

6

)
Γ
(
d
2

) bjkkϵ
jki0, (5.84b)

Π0j
4 =

4d

6
md−3e2

π
d−1
2

(2π)d
Γ
(
d
6

)
Γ
(
3
2
− d

6

)
Γ
(
d
2

) bikkϵ
ik0j, (5.84c)

Πij
5 =

4d

6
md−3e2

π
d−1
2

(2π)d
Γ
(
d
6

)
Γ
(
3
2
− d

6

)
Γ
(
d
2

)
×
(
7

3
b0kkϵ

0kij + bkk0ϵ
k0ij

)
. (5.84d)

Com estes resultados e considerando que S
(1)
eff

∣∣
A2 + S

(2)
eff

∣∣
A2 → SCFJ, temos

SCFJ =

∫
d4k

(2π)4
md−3e2

π
d−1
2

(2π)d
Γ
(
d
6

)
Γ
(
3
2
− d

6

)
Γ
(
d
2

)
×
[(

7d− 12

9

)
b0kkϵ

0kij +
20d− 24

36
bjkkϵ

jki0

+
4d

12
bikkϵ

ik0j +
4d

12
bkk0ϵ

k0ij

]
. (5.85)

Assim, para d = 3, obtemos

SCFJ =

∫
d4k

(2π)4
e2

4π2
bµAν∂αAβϵ

µναβ. (5.86)

Esta expressão não é amb́ıgua, tal como seu análogo na EDQ VL usual [27]. Isto pode

ser reescrito como

SCFJ =

∫
d4k

(2π)4
e2

4π2
bµ

∗F µν(k)Aν(−k). (5.87)

Tomando todas as contribuições de (5.56) juntas, temos a seguinte ação efetiva:

SA =

∫
d4k

(2π)4
e2

4π2
bµ

∗F µν(k)(1− 1 + 4π2c)Aν(−k) +O(k2), (5.88)
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portanto,

SA = e2c

∫
d4k

(2π)4
bµ

∗F µν(k)Aν(−k) +O(k2). (5.89)

Finalmente, podemos concluir que o termo CFJ gerado é finito e caracterizado pela cons-

tante completamente indeterminada c a qual provém da ambiguidade na definição da

corrente conservada associada à simetria quiral.

5.3.2 Teoria Completa

Considerando agora uma teoria mais realista, onde vamos adicionar o termo z = 1

na lagrangiana (5.3), o modelo pode ser tratado como uma extensão de HL com altas

derivadas da EDQ. A lagrangiana é precisamente a eq. (5.1) no caso particular em que

c3 = d2 = 1, ou seja

L̃ψ = ψ̄(iD0γ
0 + c1i /D + (i /D)3 −m3 − b0γ

0γ5 − d1/bγ5 + (/b /D /D)γ5)ψ. (5.90)

Com isto, a ação efetiva (5.18) torna-se

S̃
(n)
eff =

i

n
Tr[G̃(p)(eA0γ

0 + c1e /A+ e∆i(k, p)A
i

−ebiΛij(k, p)Ajγ5 − e2∇ij(k, p)A
iAj

+e2biΛ
ijkAjAkγ5 + e3AiA

i /A)]n, (5.91)

em que G̃(p) = (p0γ
0 + c1/p+ pip

i/p−m3 − b0γ
0γ5 − d1/bγ5 − biΛ

i(p)γ5)
−1.

Para isolar os termos responsáveis pela geração do termo CFJ, vamos utilizar uma

abordagem perturbativa. Primeiramente, iremos fazer a expansão

G̃(p) = S̃(p) + S̃(p)(b0γ
0γ5 + d1/bγ5 + biΛ

i(p)γ5)S̃(p) + · · · , (5.92)

com S̃(p) = (p0γ
0 + c1/p+ pip

i/p−m3)−1 nas expressões (3.12) e (5.22) (com G̃(p) ao invés

de G(p) e adicionando o vértice proporcional com c1γ
i ). O próximo passo é considerar
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c1 perturbativamente; então, podemos escrever S̃(p) = S(p) + S(p)(−c1/p)S(p) + · · · .

Então, obtemos

L̃CFJ = LCFJ +
2−d(d− 3)π

1
2
(−d−1)md−5µ3−dΓ

(
5
6
− d

6

)
Γ
(
d+4
6

)
27Γ

(
d+2
2

)
×{(c1(d− 2) (λ1 − λ2 + λ3)− 3d1) [(d+ 4)(biϵ

i0jkA0∂jAk

+biϵ
ij0kAj∂0Ak) + 3d biϵ

ijk0AjkkA0]

+3c1(d− 5)d b0ϵ
0ijkAjkjAk}, (5.93)

onde, para o segundo termo, temos o mesmo resultado em ambas prescrições. Portanto,

para d = 3, L̃CFJ = LCFJ , ou seja, no esquema perturbativo, o resultado é independente

dos termos com z = 1.

5.4 Conclusões

Neste caṕıtulo, estudamos a extensão de HL da EDQ com z = 3 incluindo um termo

que quebra a simetria CPT. Calculamos o termo CFJ induzido como correção quântica

a 1-laço, onde nos deparamos com integrais superficialmente divergentes, porém, que

se anulam entre si, dando resultados finitos. Estes resultados são amb́ıguos pois são

distintos para cada prescrição que utilizamos no desenvolvimento dos cálculos. No caso

do método da integral funcional, o termo CFJ ainda depende explicitamente de uma

constante arbitrária, indicando que o termo CFJ é indeterminado, tal como no caso usual

[27, 61]. A ambiguidade do termo CFJ não é consequência do esquema em particular

escolhido para realizar os cálculos, e sim, tal como argumentado em [71], de uma anomalia,

que no caso da EDQ VL usual é a anomalia de Adler-Bell-Jackiw (ABJ) ou anomalia

quiral. Como na EDQ HL com z = 3 também surge esta anomalia, como é mostrado e

discutido em grande detalhe em [106], é natural que no nosso modelo o termo CFJ também

seja amb́ıguo. É importante notar também que quando consideramos os termos z = 1 da

EDQ HL, o resultado não muda. Finalmente, podemos dizer que, tal como foi comentado
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no caṕıtulo 3, o valor nulo que aparece na prescrição de ’t Hooft-Veltman parece ser o

resultado mais correto [72] para o termo CFJ. Além disto, é importante destacar que

mesmo começando de uma teoria anisotrópica no espaço-tempo, obtivemos um resultado

covariante com a mesma forma do resultado obtido na EDQ VL usual. Dessa forma,

podemos concluir que as teorias de HL e as teorias VL usuais não são mais do que limites

de uma teoria mais geral.
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Nesta tese, estudamos a geração do termo CFJ como correção quântica em diferentes

extensões da QED com violação de Lorentz.

Primeiramente, consideramos a extensão não mı́nima com operadores de dimensão de

massa d = 5 do MPE. Utilizando o método da expansão derivativa e regularização dimen-

sional, encontramos que utilizando a simetrização pµpν → p2

D
, temos um valor nulo para o

termo CFJ induzido, enquanto que se consideramos pµpν → p2

4
, temos um valor não nulo,

porém finito. Posteriormente, utilizamos parametrização de Feynman e regularização di-

mensional, onde encontramos um valor nulo para o termo CFJ, além de contribuições

divergentes para um termo tipo CFJ de altas derivadas, as quais conseguimos eliminar

considerando uma relação de proporção apropriada para os coeficientes de violação de

Lorentz, restando apenas uma contribuição finita para o CFJ de altas derivadas. Um dos

resultados mais importantes que podemos extrair deste estudo é que, mesmo partindo

de uma lagrangiana com operadores não mı́nimos, é posśıvel obter correções quânticas

finitas.

Posteriormente, estudamos a extensão de Horava-Lifshitz da EDQ com quebra de

simetria CPT. Para esta teoria, utilizamos o método da expansão derivativa e duas pres-

crições diferentes para calcular o traço das matrizes de Dirac. Primeiro consideramos a

prescrição mais simples, com {γ0, γ5} = 0 e {γi, γ5} = 0, onde encontramos um valor finito

não nulo para o termo CFJ. Depois utilizamos a prescrição de ´t Hooft-Veltman, onde

consideramos matrizes de Dirac em d-dimensões e as separamos numa parte 3-dimensional

(γ̄i) e outra (d-3)-dimensional (γ̂i), onde temos que {γ̄i, γ5} = 0 e [γ̂i, γ5] = 0. Neste caso,

encontramos um valor nulo para o termo CFJ. Finalmente, utilizamos o método da inte-

gral funcional onde encontramos que o termo CFJ induzido é finito, porém indeterminado.

É interessante o fato de que, mesmo partindo de uma teoria anisotrópica, encontramos

resultados covariantes.

Por tudo isso, podemos concluir que a ambiguidade do termo de CFJ se estende

à EDQ com operadores não mı́nimos e também na extensão de Horava-Lifshitz. Isto

poderia ser explicado do ponto de vista de que em ambos os casos aparecem integrais
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superficialmente divergentes que se anulam entre si no desenvolvimento dos cálculos, e

também porque esta ambiguidade está relacionada com a anomalia quiral, a qual surge

tanto na EDQ estendida não mı́nima, quanto na EDQ de HL com z = 3. Efetivamente

demonstramos que as teorias do tipo HL e as teorias usuais de LV nada mais são do que

limites de uma teoria mais fundamental.

Uma posśıvel continuação deste trabalho seria calcular a indução radiativa de outros

termos, como por exemplo o termo CPT par tipo aether na EDQ não mı́nima com ope-

radores de dimensão d = 5 e também estender o nosso estudo de correções quânticas a

operadores de dimensão seis. Por outro lado, também é interessante estudar processos da

QED estendida com operadores não mı́nimos, dado que efeitos produzidos por operado-

res de dimensão d ≥ 5 tornam-se dominantes em certos processos astrof́ısicos relevantes,

o que nos permitirá impor limites superiores a estes coeficientes. Futuros trabalhos na

extensão de HL podem ser o cálculo de correções quânticas a partir de outros operadores

VL, assim como também o estudo do termo de Chern-Simons gravitacional.
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Neste apêndice de caráter ilustrativo, vamos apresentar brevemente os cálculos da ano-

malia axial ou ABJ [110, 111], mostrando assim a semelhança existente com termo CFJ.

Esta anomalia é representada pelos diagramas de Feynman da figura 1, onde consideramos

um vértice axial e dois vértices vetoriais.

Figura 1: Diagrama Triangular fermiônico a um laço.

Explicitamente estes diagramas são dados por T µνλ(k1, k2) = T µνλ1 (k1, k2)+T
µνλ
2 (k1, k2),

tal que

T µνλ1 (k1, k2) = −tr

∫
d4p

(2π)4
1

/p−m
γλγ5

1

/p− /q −m
γν

1

/p− /k1 −m
γµ (1)

e T µνλ2 (k1, k2) = T νµλ1 (k2, k1), com q = k1 + k2, tal que q
λ é o momento vetorial axial,

enquanto que kµ1 e kν2 são os momentos vetoriais.

Vamos então verificar a identidade de Ward axial, dada por

qλT
µνλ(k1, k2) = 2mT µν(k1, k2) (2)

tal que T µν(k1, k2) = T νµ1 (k1, k2) + T µν2 (k1, k2), com

T µν1 (k1, k2) = −tr

∫
d4p

(2π)4
1

/p−m
γ5

1

/p− /q −m
γν

1

/p− /k1 −m
γµ (3)

e T µν2 (k1, k2) = T µν1 (k2, k1).
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Apêndice

Utilizando a identidade /qγ5 = γ5
(
/p− /q −m

)
+
(
/p−m

)
γ5+2mγ5, podemos reescrever

a equação (2) como

qλT
µνλ(k1, k2) = 2mT µν(k1, k2) +Rµν

1 (k1, k2) +Rµν
2 (k1, k2), (4)

em que

Rµν
1 = tr

∫
d4p

(2π)4

[
1

/p− /k2 −m
γ5γ

ν 1

/p− /q −m
γµ − 1

/p−m
γ5γ

ν 1

/p− /k1 −m
γµ
]
, (5)

e

Rµν
2 = tr

∫
d4p

(2π)4

[
1

/p− /k1 −m
γ5γ

µ 1

/p− /q −m
γν − 1

/p−m
γ5γ

µ 1

/p− /k2 −m
γν
]
. (6)

Para que a identidade de Ward (2) seja satisfeita, é preciso que as integrais em Rµν
1 e Rµν

2

se anulem. Para isto, podemos considerar o deslocamento p → p + k2 no primeiro termo

da equação (5) e p→ p+ k1 no primeiro termo da equação (6), o que resulta em

Rµν
1 = Rµν

2 = 0. (7)

Desse modo, a identidade deWard axial é satisfeita, ou seja, qλT
µνλ(k1, k2) = 2mT µν(k1, k2).

Contudo, devido ao fato de que as integrais em (5) e (6) são linearmente divergentes, pode-

mos realizar outros deslocamentos, tais que Rµν
1 ̸= 0 e Rµν

1 ̸= 0, provocando uma violação

na identidade de Ward axial.

Para ver isto, vamos considerar um caso genérico,

∆(a) =

∫
d4p

(2π)4
[f(p+ a)− f(p)] . (8)

Expandido o integrando, temos

∆(a) =

∫
d4p

(2π)4
[aµ∂µf(p) + aµaν∂µ∂νf(p) + ...] . (9)
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Se a integral de f(p) é linearmente divergente, temos que f(±∞) ̸= 0 e ∂µf(±∞) =

∂µ∂νf(±∞) = ... = 0, ou seja, apenas o primeiro termo da expansão sobrevive, assim,

pode gerar um termo de superf́ıcie não nulo, dado por

∆(a) =
2iπ2

(2π)4
aµ lim

p→∞
pµp

2f(p), (10)

no qual utilizamos o teorema de Gauss e coordenadas esféricas em 3 + 1 dimensões.

As equações (5) e (6), podem ser reescritas como

Rµν
1 =

∫
d4p

(2π)4
[f(p− k2)− f(p)] , (11)

e

Rµν
2 =

∫
d4p

(2π)4
[f(p− k1)− f(p)] . (12)

Se consideramos o deslocamento aγ = −kγ2 , obtemos que

Rµν
1 =

2iπ2

(2π)4
(−kγ2 ) lim

p→∞
pγp

2tr
(/p+m)γ5γ

ν(/p− /k1 +m)γµ

(p2 −m2) [(l − k1)2 −m2]
,

=
1

2π2
ϵβναµk1αk

γ
2 lim
p→∞

pγpβ
p2

,

= − 1

8π2
ϵµναβk1αk2β. (13)

Alternativamente, para o deslocamento aγ = −pγ1 , obtemos o mesmo resultado, tal que

Rµν
2 (k1, k2) = Rµν

1 (p1, p2), portanto desta vez a identidade de Ward axial não é satisfeita,

pois temos

qλT
µνλ(k1, k2) = 2mT µν − 1

2π2
ϵµναβk1αk2β. (14)

Por outro lado, como o termo T µνα é linearmente divergente, também não é unicamente

definido. Se considerarmos o deslocamento arbitrário p→ p+ a, tal que

a = αk1 + (α− β)k2, (15)
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vamos ter uma ambiguidade dada por

∆µνλ = T µνλ(a)− T µνλ(0),

= T µνλ1 (a)− T µνλ1 (0) + T µνλ2 (a)− T µνλ2 (0),

= ∆µνλ
1 +∆µνλ

2 . (16)

Utilizando o resultado (10), obtemos

∆µνλ
1 = − 2iπ2

(2π)4
aα lim

p→∞
pαp

2tr
(/p+m)γλγ5(/p− /q +m)γν(/p− /k1 +m)γµ

(p2 −m2) [(p− q)2 −m2] [(l − k1)2 −m2]
,

=
1

2π2
ϵσνλµaα lim

p→∞

pαpσ
p2

,

= − 1

8π2
ϵνµλβaβ. (17)

Como ∆µνλ
2 (k1, k2) está relacionado com ∆µνλ

1 (k1, k2) através das trocas k1 ↔ k2 e

µ↔ ν encontramos através das equações que (15), (16) e (17) que

∆µνλ = − β

8π2
ϵµνλσ(k1σ − k2σ). (18)

Portanto, a definição de T µνλ possui uma ambiguidade associada ao parâmetro ar-

bitrário β, de forma que

T µνλ(a) = T µνλ(0)− β

8π2
ϵµνλσ(k1σ − k2σ) ≡ T µνλ(β), (19)

assim, para qualquer deslocamento, para a identidade de Ward axial, obtemos que

qλT
µνλ(β) = 2mT µν(k1, k2)−

1− β

4π2
ϵµναβk1αk2β. (20)

Analogamente, obtemos para a identidade de Ward vetorial

k1µT
µνλ(β) =

1 + β

4π2
ϵναβγk1αk2γ. (21)
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Note que não existe nenhum valor de β tal que as identidades de Ward axial e vetorial

sejam satisfeitas ao mesmo tempo. Por exemplo, se considerarmos β = −1 a identidade

de Ward vetorial é satisfeita, mas a identidade de Ward Axial torna-se anômala,

qλT
µνλ = 2mT µν +Aµν , (22)

tal que a anomalia é dada por

Aµν = − 1

2π2
ϵµναβk1αk2β, (23)

que é conhecida como anomalia ABJ. Se escolhermos β = 1, a identidade de Ward aixal

é satisfeita, ao passo que temos uma identidade de Ward vetorial anômala dada por

k1µT
µνλ = −1

2
Aνλ. (24)

Por outro lado, vejamos que é posśıvel reescrever T µνλ(k1, k2) em termos do tensor de

polarização (2.61), ao considerarmos k1 → k e k2 → −k, tal que

Πµν(k) = bλT
µνλ(k,−k). (25)

Desta forma, a expressão (19) pode ser reescrita como

Πµν(k, a) = Πµν(k)− β

4π2
ϵµναβbαkβ. (26)

Note que, kµΠ
µν(k, a) = kµΠ

µν(p) = 0, portanto não é posśıvel fixar o parâmetro β,

caracterizando assim que as correções quânticas são indeterminadas e que não podem ser

fixadas [71].
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