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RESUMO

Este Trabalho tem como principal objetivo de abordar os espagos vetoriais de dimensao infinita,
com o intuito de apresentar algumas aplicacdes dos principais resultados e fazer uso para uma
introdugdo a Teoria das Distribui¢des, uma ferramenta moderna da andlise funcional, desen-
volvido por Laurent Schwartz, na década de cinquenta. Tal ferramenta, pode ser aplicado na
resolucao de equacdes diferenciais e sistemas dindmicos.

Palavras-chave: Espacos Vetoriais Topolégicos. Espacos Normados. Séries de Fourier. Distri-
buigdes.



ABSTRACT

This work aims to address infinite-dimensional vector spaces, with the purpose of presenting
some applications of the main results and using them for an introduction to the Theory of Dis-
tributions, a modern tool of functional analysis developed by Laurent Schwartz in the 1950s.
This tool can be applied to solve differential equations and dynamic systems.

Keywords: Topological Vector Spaces. Normed Spaces. Fourier series. Distributions.
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1 ESPACOS VETORIAIS TOPOLOGICOS

Muitos problemas que os analistas estudam ndo dizem respeito principalmente a um tnico
objeto, como uma fun¢do, medida ou um operador, mas lidam, em vez disso, com grandes
classes de tais objetos. A maioria das classes interessantes que ocorrem dessa maneira sao
espagos vetoriais, seja com escalares reais ou complexos. Uma vez que os processos de limite
desempenham um papel em todos os problemas analiticos (explicita ou implicitamente), ndo
deve ser surpresa que esses espacos vetoriais sejam fornecidos com métricas, ou pelo menos
com topologias, que mantém alguma relacao natural com os objetos dos quais os espagos sao
feitos. A maneira mais simples e importante de fazer isso € introduzir uma norma. Ao longo
deste texto, o termo espaco vetorial se referird a um espago vetorial sobre o corpo [F (complexo C
ou real R). Esse pequeno texto introdutdrio, ndo cabe para definir todos os conceitos utilizados,
fizemos apenas os essenciais para o texto, para mais defini¢des e resultados, recomendamos as

bibliografia mencionada no fim desse capitulo.

1.1 Definicao

Definicao 1.1. Uma métrica em um conjunto X € uma funcdo d : X x X — R tendo as seguintes
propriedades:

(i) d(x,y) > 0 para todos x,y € X, a igualdade € vilida se, e somente se, x = y.

(ii) d(x,y) = d(y,x) para todos x,y € X.

(ii) (Desigualdade triangular) d(x,z) < d(x,y) +d(y,z), para todos x,y,z € X.

O par (X,d), onde X é um conjunto para o qual uma métrica d foi definida, é chamado
de espaco métrico. Quando nido houver duvida sobre a métrica, denota-se apenas X para esse

espago.

Definicao 1.2. Uma topologia em um conjunto X € uma colecdo T de subconjuntos de X com
as seguintes propriedades:

(1) 0 e X estdo em 7.

(i1) A unido dos elementos de qualquer subcole¢do de T estd em 7.

(iii) A intersec¢do dos elementos de qualquer subcolec¢ao finita de T estd em 7.

O par (X,T), onde X é um conjunto para o qual uma topologia T foi definida, é chamado
de espaco topologico. Quando ndo houver duvida sobre a topologia, denota-se apenas X para

esse espaco.

Definicao 1.3. Seja T uma topologia em um espaco vetorial X sobre o corpo F, tal que:

(i) todo ponto de X é um conjunto fechado, e

(i1) as operagdes +: X x X — X e - : [F x X — X no espago vetorial sdo continuas em relacao a
T.

Sob essas condigoes, T € dito ser uma topologia vetorial em X, e X ¢ um espaco vetorial

topologico.



Exemplo 1.1. Os espagos C" e R” com a topologia usual, sdo exemplos de espacos vetoriais

topoldgicos com as definicdes de soma e produto por escalar naturais.

Quando uma topologia é gerada apartir de uma métrica, diz-se que essa € proveniente da
métrica ou a topologia € induzida pela métrica. No exeplo acima, R" também € metrico, por

exemplo, com a métrica definida no Exemplo 2.1.

1.2 Invariancia

Definicao 1.4. Uma propriedade P é chamada de invariante topolégico, quando P € preservada

por homeomorfismos.

Seja X um espago vetorial topoldgico. Associe a cada x € X e a cada escalar o # 0 o

operador de translagcdo 7 e o operador de multiplicacdo My, pelas férmulas
T(y) =y+x, Mu(x)=ox, (x€X).

Se X é um espaco vetorial sobre o corpo F, A,B C X, x € X, e A € IF, serdo utilizadas as

seguintes notagdes:

x+A={x+a:acA}

x—A={x—a:a€A}

A+B={a+b:acA, beB}
M={ha:acA}.

Em particular, quando A = —1, temos que —A denota o conjunto de todos os inversos adtivos
de A.

Definicao 1.5. Uma aplicacdo m em um espago vetorial topolégico X € chamada de translagio-

invariante, quando para todo x € X e E C X, tem-se m(E +x) = m(E).
A seguinte proposicao embora seja simples, € de grande relevancia.
Proposicao 1.1. T, e My, sdo homeomorfismos de X sobre X.

Uma consequéncia dessa proposi¢ao é que toda topologia vetorial T € translacdo-invariante

(ou simplesmente invariante, para abreviar).

Definicao 1.6. (Base Local): Uma base local de um espaco vetorial topolégico X, € uma cole¢ao

2 de vizinhangas de 0 tal que toda vizinhanga de 0 contém um membro de A.

Definicao 1.7. (Conjunto Aberto): Um conjunto E C X € aberto se, e somente se, cada uma
de suas translacdes x + E for aberta. Assim, T é completamente determinado por qualquer base
local. No contexto do espaco vetorial, o termo base local sempre significard uma base local em
0.
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Os conjuntos abertos de X, sdo entdo precisamente aqueles que sdo unides de translacdes
de membros de 4.

Uma métrica d em um espaco vetorial X serd chamada invariante, quando
d(x+z,y+2z) =d(x,y) para todos x,y,z € X.

Definicao 1.8. (Localmente Convexo): Espaco localmente convexo é um espago vectorial to-

poldgico que admite uma base local formada por conjuntos convexos (item (a) abaixo).

Definicao 1.9. (Espaco de Fréchet): Um espago vetorial topolégico X € chamado de espaco de
Fréchet, quando for ao mesmo tempo:

(1) localmente convexo;

(i1) metrizavel;

(iii) completo.

Vejamos alguns tipos de espagos vetoriais topolégicos. Nos exemplos a seguir, X sempre
denota um espaco vetorial topoldgico, com topologia 7.
(a) X € localmente convexo, quando existe uma base local % cujos membros sdo convexos.
(b) X € localmente limitado, quando 0 tem uma vizinhanga limitada.
(c) X € localmente compacto, quando O possui uma vizinhanga cujo fecho é compacto.
(d) X € metrizavel, se T é compativel com alguma métrica d.
(e) X € um F-espaco, se sua topologia T € induzida por uma métrica invariante completa d.
(f) X é um espaco de Fréchet, quando X € um F-espaco localmente convexo.
(g) X é normal, se existe uma norma em X tal que a métrica induzida pela norma é compativel
com T.
(h) X tem a propriedade de Heine-Borel, se todo subconjunto fechado e limitado de X é com-

pacto.

Aqui estd uma lista de algumas relacdes entre essas propriedades de um espago vetorial
topoldgico X.
(a) Se X ¢é localmente limitado, entdo X tem uma base local enumeravel.
(b) X é metrizavel se, e somente se, X tem uma base local enumeravel.
(c) X é normal se, e somente se, X € localmente convexo e localmente limitado.
(d) X tem dimensao finita se, e somente se, X é localmente compacto.
(e) Se um espaco localmente limitado X tem o propriedade Heine-Borel, entdo X tem dimensao
finita.

Seja C¢, o espaco de todas as fungdes complexas infinitamente diferencidveis em R" que
€ zero fora de algum conjunto compacto fixo K, com interior ndo vazio.

O espago Cg mencionado acima, € um espago de Fréchet de dimensdo infinita com pro-

priedade Heine-Borel. Ele ndo €, portanto, limitados localmente e, logo, ndo € normével; ele
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também mostra que a reciproca de (a) € falsa. Por outro lado, existem F-espacos localmente

limitados que nao sdo localmente convexo.

1.3 Transformacao Lineares

Sejam V e W espagos vetoriais sobre o0 mesmo corpo escalar [F. Uma aplicaciao (ou mapa)
T : V — W ¢é dita linear, quando

T (ox+ By) = alx+ BTy,

para todo x e y em X e todos os escalares o e B em F. Observe que geralmente se escreve
Tx, em vez de T(x), quando T é linear. Transformacdes lineares de X em seu corpo escalar
sd@o chamados de funcionais lineares. Por exemplo, os operadores de multiplicacio M, sdo

lineares, mas os operadores de translacdo 7y ndo sdo, exceto quando x = 0.

Teorema 1.1. Sejam X e Y espacos vetoriais topoldgicos. Se T : X — Y é linear e continua
em 0, entdo T é continua. De fato, T é uniformemente continua, no seguinte sentido: A cada
vizinhanga W de 0 em Y corresponde uma vizinhanca V de 0 em X tal que y —x € V implica
Ty—TxeW.

Demonstracdo. Uma vez que W € escolhido, a continuidade de 7 em 0 mostra que 7 (V) C W
para alguma vizinhanga V de 0. Se agoray —x € V, a linearidade de T mostra que Ty — Tx =
T(y—x) € W. Assim, T transforma (mapeia) a vizinhanca x+V de x na vizinhanga pré-atribuida

Tx+W de Tx, que diz que T € continua em x. Q.E.D.

Defini¢do 1.10. Um conjunto A C X é dito balanceado, quando {cx:x €A e c €F} C A, para
todo ¢ € IF tal que |¢| < 1.

Teorema 1.2. Seja T um funcional linear em um espaco vetorial topolégico X. Assuma T (x) #
0 para algum x € X. Entdo, cada uma das quatro propriedades a seguir, implica as outras trés:
(a) T é continua.

(b) O espago nulo (niicleo de T) ker(T') é fechado.

(c) ker(T) ndo é denso em X.
(d)

d) T é limitado em alguma vizinhangca V de 0.

Demonstragdo. Como ker(T) = T~'({0}) e {0} é um subconjunto fechado do corpo escalar
FF, (a) implica (b). Por hipétese, ker(7') # X. Portanto, (b) implica (c). Assuma que detém (c);

ou seja, suponha que o complemento de ker(7) tenha interior ndo vazio. Logo,
(x+V)nker(T)=0 (1)

para algum x € X e alguma vizinhanca balanceada V de 0. Entdo 7(V) é um subconjunto

balanceado do corpo . Assim, ou 7(V) é limitada, caso em que (d) vale, ou 7(V) = F. No
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dltimo caso, existe y € V tal que T (y) = —T'(x), e portanto x +y € ker(T'), em contradi¢do com
(1). Assim, (c) implica (d). Finalmente, se (d) vale, entdo |7 (x)| < k, para todo x em V e para
algum k < 4oo . Se r > 0ese W = (r/k)V, entdo |T (x)| < r para cada x em W. Portanto, T é
continua na origem. Pelo Teorema 1.1, isso implica (a). Q.E.D.

Teorema 1.3. Suponha que X e Y sejam espacos vetoriais topologicos e T : X — Y ¢ linear.
Entre as seguintes quatro propriedades de T, valem as implicagcoes (a) — (b) — (c). Se X
é métrico, entdo também (c) — (d) — (a), de modo que todas as quatro propriedades sejam
equivalentes.

(a) T é continua.

(b) T ¢ limitado.

(c) Se x, — 0, entdo {Tx, : n=1,2,...} € limitado.

(d) Se x, — 0, entdo Tx, — 0.

Demonstragcdo. Suponha (a), seja E um conjunto limitado em X e seja W uma vizinhanca de 0
em Y. Como T é continua (e 70 = 0), existe uma vizinhanca V de 0 em X tal que 7(V) C W.

Como E ¢é limitado, E C ¢V para todo ¢ suficientemente grande, de modo que
T(E)CT@V)=tT(V)CtW.

Isso mostra que 7(E) é um conjunto limitado em Y. Assim, (a) — (b). Como as sequéncias
convergentes sao limitadas, (b) — (c).

Suponha agora que X seja métrico, que T satisfaca (c) e que x, — 0. Pelo Teorema
1.28 de [1], existem escalares positivos Y, — oo tal que Y,x, — 0. Portanto, {7 (y,x,)} é um

conjunto limitado em Y, e agora, por 1.30 de [1], temos que
Tx, =Y, ' T(yx,) — 0, quando n— 0.

Finalmente, suponha que (a) falhe. Ento existe uma vizinhanca W de 0 em Y tal que 7~ '(W)
nao contém nenhuma vizinhanca de 0 em X. Se X tem uma base local enumeravel, entdo existe

uma sequéncia (x,) em X tal que x, —> 0 mas Tx, ¢ W. Assim (d) falha. Q.E.D.

Para mais informacdes sobre esses temas, consultar [1], [12], [9], [4], [7], [8] e [16].
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2 ESPACOS NORMADOS

Espacos normados sdo especiais o suficiente para fornecer uma base para uma teoria rica
e interessante, incluindo muitos modelos concretos de importancia pratica. De fato, boa parte
dos espacgos vetoriais topolégicos, sdo espacos normados, de modo que um espaco normado
¢ provavelmente o tipo de espago mais importante na andlise funcional, pelo menos do ponto
de vista das aplicagOes atuais. A estrutura resultante (definida abaixo) é chamada de espaco

vetorial normado, espaco linear normado ou simplesmente, espaco normado.

Definicao 2.1. Seja X um espaco vetorial sobre o corpo ordenado F. Uma norma em X € uma
funcdo [ : X — F, que associa a cada vetor x € X o nimero /(x), chama-se a norma de x, de
modo a serem cumpridas as condi¢des abaixo para quaisquer x,y € X e ¢ € [F escalar:
1)I(x)>0
2)I(x) =0<=x=0;
3) l(ex) = [e] - 1(x);

W) I(x+y) < 1) +1().

Uma notagao corriqueira para norma € || ||, que substitui a imagem /( ).
Definicao 2.2. Um espaco normado X é um espaco vetorial com uma norma definida nele.

Definicao 2.3. Uma topologia que provém de uma norma, isto é, € gerada por ela, € dita ser

induzida pela norma.

Exemplo 2.1. R" ¢ um espaco normado, com a norma :

1/2

n
e[l = { ) il
i=1

2.1 Espacos de Banach

Definicao 2.4. Uma métrica que provém de uma norma, diz-se que ela € induzida pela mesma.

Definicao 2.5. Suponha que d seja uma métrica em um conjunto X. Uma sequéncia (x,) em
X, € uma sequéncia de Cauchy, quando para todo € > 0, corresponde um inteiro N tal que
d(xpm,x,) < €, sempre que m,n > N. Se toda sequéncia de Cauchy em X converge para um

ponto de X, entdo d € dito ser uma métrica completa em X.

Exemplo 2.2. Vejamos o comportamento de uma sequéncia convergente (de Cauchy) e uma
divergente, mas também sendo de Cauchy.

Em (I), tem-se a sequéncia de Cauchy (convergente), e em (II), a sequéncia de Cauchy que
ndo € convergente, para ver isto, tomemos uma sequéncia de nimeros racionais x;,, convergindo

para o nimero irracional V2. (Por exemplo, x; =1, xp = 1,4, x3 = 1,41, x4 = 1,414, com
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limx,, = v/2) Sendo convergente em R, como toda sequéncia convergente também é de Cauchy,
segue-se que (x,) ¢ uma sequéncia de Cauchy no espago métrico (Q dos nimeros racionais. Mas

evidentemente (x,) ndo é convergente em QQ. Logo abaixo, vejamos as imagens.

Figura 2 — Sequéncia convergente e sequéncia de Cauchy ndo convergente em Q.

=L, wel. 1 %"“:(x“"l--%x\
%=1

(1] [11]

Seja T a topologia de um espaco vetorial topolégico X. A nogdo de sequéncia de Cauchy

pode ser definida neste cendrio sem referéncia a nenhuma métrica. Vejamos como.

Definicio 2.6. Fixe uma base local & para T. Uma sequéncia (x,) em X € entdo dita ser
uma sequéncia de Cauchy, quando a cada V € & (vizinhanga V) corresponde um N tal que

Xn—Xm €V sen,m>N.

E claro que diferentes bases locais para a mesma T ddao origem a mesma classe de sequén-

cias de Cauchy.

Definicao 2.7. Um espaco vetorial topoldgico X € dito ser completo, quando toda sequéncia de
Cauchy (x,) em X é convergente e X é fechado. Ou seja, toda sequéncia de Cauchy converge

para algum ponto do préprio espago.

Definicao 2.8. (Espaco de Banach): Um espaco vetorial topolégico é dito ser de Banach,

quando sua topologia é induzida por uma norma || || e ele é completo.

Definicao 2.9. Sejam X e Y espacos de Banach. A transformagao linear 7 : X — Y € limitada
quando existe ¢ > 0 tal que ||Tx||y < c||x||x, para todo x € X

Essa condi¢do € equivalente a

sup || Tx|ly <ec.
xeX;||x|I<1

E verdade que uma aplicacdo linear entre espacos de Banach é continua se, e somente se,
¢ limitada (consequéncia dos dois dltimos teoremas do capitulo anterior). Um tipo especial de
espaco de Banach € o Espacgo de Hilbert, aqueles cuja norma provém de um produto interno, fa-

laremos mais nesses espacos na sessdo 2.3. Um resultado interessante nos Espacos de Hilbert é
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o Teorema da Representacio de Riesz, que assegura que todo funcional linear num espago desse
tipo é um produto interno de um de seus fatores fixado. Usaremos esse fato na demonstracao

do Teorema 6.3.

2.2 Teoremas de Hahn-Banach e Banach-Steinhaus

Dois teoremas cldssicos na teoria dos espacos vetoriais topoldgicos sdo apresentados a
seguir.

Nao mostraremos suas provas, mas podemos citar que a prova do primeiro passa pelo
Lema de Zorn e a do segundo, pelo Teorema da Categoria de Baire. Ambas as provas podem

ser encontradas em [4], [9], [1] ou [15].

Teorema 2.1. (Categoria de Baire): Todo espaco métrico completo M é de segunda categoria

em si mesmo, isto é, M ndo pode ser escrito como unido enumerdvel de conjuntos nunca densos.

Definicdo 2.10. Um funcional p : X — R € dito ser sublinear em X, quando
D) plx+y) < p(x) +p(y). Vx,y € X
(ii) p(ox) = ap(x), Vo > 0.

Teorema 2.2. (Hahn-Banach): Seja Y um subespaco do espago vetorial X. Se p é um funcional
sublinear em X e f : Y — R é um funcional linear tal que f(x) < p(x) para todo x € Y. Entdo
existe f : X — R linear tal que

—p(=x) < f(x)<plx) e fly=f
isto é, f estende-se a f.

Na versdo de Hahn-Banach para espacos normados, p é a norma. Agora, vamos apresentar
o Teorema de Banach-Steinhaus; ele € muito importante neste texto e serd usado na demostragcao

do Teorema 6.3.

Definicao 2.11. Um subconjunto de um espaco métrico é dito mégro, quando € uma unido

enumeravel de conjuntos com interior do seu fecho vazio.

Teorema 2.3. (Banach-Steinhaus): Suponhamos que (T,) seja uma sequéncia de operadores
limitados de X em Y, ambos espacos de Banach. Suponhamos que, para todo x € X, lim T, x

existe. Entdo, se definirmos Tx = limT,x, temos que T : X — Y ¢é linear e limitado.

O Teorema de Banach-Steinhaus juntamente com o Teorema da Cateoria de Baire, que

afirma que todo espaco métrico completo nao € magro, nos fornece o seguinte coroldrio:

Corolario 2.3.1. Sejam X e Y espagos normados, X completoe Z C {T € .Z(X,Y) : T € linear

e continua} com sup ||Tx|| < 4oo, para todo x € X. Entdo, existe ¢ > 0 tal que ||T|| < ¢, para
Tez

todoT € Z.
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Esse coroldrio é conhecido como Teorema da Continuidade Uniforme. Na verdade, ha
muitas outras aplicagdes desse teorema. Sdo exemplos o Teorema da Aplicacdo Aberta € o

Teorema do Grafico Fechado.

Teorema 2.4. (Aplicagcdo Aberta): Sejam X e Y espacos de Banache T : X — Y, com T limi-

tada. Se T é sobrejetiva, entdo T é aberta.

Teorema 2.5. (Grdfico Fechado) Se X e Y sdo espagos de Banache T : X — Y é uma aplica¢do
linear, entdo T é limitada se, e somente se, G(T) (grdfico de T) é fechado em X X Y. Em outras
palavras, T ¢é limitado se, e somente se, sempre que (x,,Tx,) convergir para (x,y) em X XY,

tivermos Tx = y.

2.3 Espacos de Hilbert

Veremos exemplos de espagos que sdo de grande relevancia para nosso texo, sdo os cha-

mados Espacos de Hilbert, como veremos a seguir.

Definicao 2.12. Seja X um espago vetorial sobre o corpo ordenado . Um produto interno em
X é uma funcdo s : X x X — [F que atribui a cada par ordenado de vetores x,y em X um escalar
s(x,y) em [F de tal forma que para todo x,y,zem X e todos os escalares ¢,k € IF, tem as seguintes
propriedades:

(1) s(x+y,z) =s(x,2) +5(3,2);

(ii) s(cx, ky) = cks(x,y);

(iii) s(x,y) = m, a barra estd denotando conjugacdo complexa;

(iv) s(x,x) > 0, se for x # 0.

Uma notagdo corriqueira para produto interno é ( , ) que substitui a imagem s( ).

Definicao 2.13. Uma norma que provém de um produto interno, ou seja, € gerada por ele, € dita

ser induzida pelo produto interno.

No exemplo 2.1, a norma ¢ induzida pelo produto interno (x,y) = Y7 | x;y;, para x =

(X15-es%0),y=(V1,---,yn) € R™.

Definicao 2.14. Um espago vetorial 7, sobre o corpo I, juntamente com um produto interno
(, ), tal que relativo a métrica d(x,y) = ||x — y|| induzida pela norma, .7 é um espago métrico

completo, com essas condicdes, € dito ser de Hilbert (Espaco de Hilbert).

Defini¢do 2.15. Dado um conjunto X, uma familia de subconjuntos de X, denotada por 6(X) é
chamada de ¢-dlgebra quando:
(i) 0, X estao em 6(X);

(i) Se E estd em 6(X), entdo E€ também est4;

(iii) Se (E;) é uma sequéncia de conjuntos em (X ), entdo a unido UE,- estd em 6(X).

1
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Sabendo-se o que € uma sigma-dlgebra, podemos definir uma medida, objeto matemético

muito utilizado nesse texto.

Definicao 2.16. Uma medida, ¢ uma fungdo estendida de valor real u: 6(X) — [0, +oo|, definida
em uma G-dlgebra 6(X) de subconjuntos de X tal que:

(i) u(0) = 0;

(ii) u(E) > 0, para todos E € 6(X);

(iii) u é contdvelmente aditivo no sentido de que se (E;) ¢ uma sequéncia disjunta qualquer de

conjuntos em 6(X), entdo
I < U E,-) =Y u(E:).
i=1 i=1

Quando falamos em funcdo estendida de valor real, nos referimos que estamos trabalhando

com RU {—eo, +eo}, isto &, o conjunto dos niimeros reais estendidos.

Definicio 2.17. Seja 1 < p < o0, um conjunto X, uma c-algebra 6(X) e 4 uma medida.
O espago £P = £LP(X,0(X),u), consiste em todas as classes de u-equivaléncia de fungdes
mensurdveis de valor real f em X para as quais |f|” tem integral finita em relacdo a u sobre X.

Duas fungdes sdo p-equivalentes se forem iguais q.t.p. Tem-se a norma,

1/p
fllgr = 71, = ( [y du) |

Permitindo a possibilidade de que || f|| #» = +oo, e definimos
LP(X,0(X),u)=2LP(X)=2LP(u)={f:X — C: fémensurdvel e ||f||.or < +oo}.

Os espagos .Z’P, sdo espacos de grande relevancia em andlise, no capitulo 6, faremos uso
disso. No caso em que p = 2.

Se # = Z*(u) e (f,g) = [ fgdu, entdo a norma associada é || f|| = ([ |f|>du)'/?. E um
resultado importante da teoria da medida que .#%(u) é um espaco Hilbert. Também & fécil ver
que F? é um espaco de Hilbert.

Observacdo: Os produtos internos definidos em 2% (u) e F¢ (exemplo 2.1, para o caso de
ser um corpo ordenado) sdo os "usuais". Sempre que esses espacos sdo discutidos, esses sao 0s

produtos internos referidos. O mesmo vale para o proximo espaco.

Exemplo 2.3. Seja I um conjunto qualquer e /?(I) o conjunto de todas as funcdes f : I — IF tal

1/2
que f(i) = 0 para todos, exceto um nimero contével de i e (Ziel \f(i)\z) < +oo. Para feg
em [*(I) definindo

(.8) = X £(0)8(0).

Entio, [?(I) é um espago de Hilbert.
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Exemplo 2.4. Se I =N, [?(I) geralmente é denotado por /2. Observe que se Q, sendo o conjunto
de todos os subconjuntos de I e para E em Q, u(E) = e quando E ¢ infinito e u(E) = #E a

cardinalidade de E, se E é finito, entdo nessas condigdes, I2(I) e £ (I,Q,u) sdo iguais.

Demonstragdo. De fato, sendo I um conjunto enumeravel, (infinito enumerdvel), e a medida,

sendo essa medida de contagem em 1,
u(E) = #E, para qualquer subconjunto E C 1.

Em particular, a 6-dlgebra de conjuntos y-mensurdveis é & (I) = Q(I), conjunto das partes de
I, e 0 tnico conjunto com medida nula é 0.

Assim, para f: I — Ce E C I, temos

s LW,

quando a soma existe, e até a identificacio de uma funcdo com sua classe de equivaléncia

"moddulo g.t.p.”, temos entdo

1 1
2 2
22(1)= {fezu,m () aus +oo} - {fezu,@ (L) < +oo} ().
x€l
Qualquer bijecdo entre dois conjuntos infinitos enumerdveis preserva a medida para as medidas
de contagem nos respectivos conjuntos, entdo todos esses espacos sido isomérficos ao [2(N).
Q.E.D.

Nota: Uma fungdo absolutamente continua no intervalo unitério [0, 1] tem uma derivada

q.t.p. em [0, 1].

Exemplo 2.5. Seja 7 a cole¢io de todas as fun¢des absolutamente continuas f : [0,/] — T tal
que f(0) =0e f' € £%(0,1). Se (f,g) = fol f/(t)g'(t)dr para f e g em S, entdo S é um
espaco de Hilbert.

Proposicao 2.1. Se X é um espago vetorial e { , )x é um produto interno em X e se 5€ é o
complemento de X em relagdo a métrica induzida pela norma em X, entdo existe um produto
interno ( , ) em J tal que (x,y) » = (x,y)x para x e y em X e a métrica em F é induzida

por este produto interno. Ou seja, o complemento de X é um espaco de Hilbert.

O resultado anterior diz que um espaco com produto interno incompleto pode ser comple-
tado para um espaco de Hilbert. Também € verdade que um espago de Hilbert sobre o conjunto
dos nimeros reais pode ser inserido em um espaco de Hilbert complexo.

Para finalizar esta se¢@o, apresentamos um resultado bastante ttil para nosso objetivo final.

Mas antes, uma desigualdade importante, da qual, necessitaremos para mostrar tal resultado.
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Lema 2.1. (Desigualda de Holder): Suponha que 1 < p,q < +o° sdo expoentes conjugados.
Se fe LP(X,u)ege L9X,u), entdo fg € LV (X,u) e

1f8llzr < 1fll.zrllgll.za-

Teorema 2.6. (Representacdo de Riesz): Sejam 1 < p,q < 4+o0 com 1/p+1/g=1¢ ¢ €
(ZLP(Q,u))*. Entdo, existe g € L1(Q, ) tal que

0(f) = [ ef du. para qualquer f € 27(2.4).

Além disso,

101l 2r) = llgll.ze-
Demonstragdo. Consideremos o operador T, : £9(Q,u) — (£P(Q,u))* definido por
T,(f) = /ngdu-

Pela Desigualdade de Holder,
Te(N < llgll.zall fll.2v,

o que nos dé || Tg || #»y- < [g]|.z« . Tomando:

f=1gl"2g em .£7, vemos que Ty(f/||f|| £») = l|g zs-

Portanto, T, € uma isometria, e assim, ||T;|| ) = ||g||.2¢. Para verificar que T' é sobrejetora,
seja & € (LP(Q,u))* tal que §(Tg) = 0 para todo g € £9(Q,u). Como (LP(Q,u))* é refle-

Xivo, isto é, seu dual é isomorfo a .£?(Q,u), podemos entdo assumir que § € £?(Q,u). Em

0= | sedu= [ [El’du

ou seja, § = 0. Segue que, T,(L9(Q,u)) é denso em (L7 (Q,u))*. Como estes espacos sdo de

particular, se g = |§[P2€,

Banach, a imagem de 7, € fechada. Logo, T, € sobrejetiva. Portanto, 7, € um isomorfismo. Por
fim, basta tomar ¢ = T,. Q.E.D.

Para mais informacdes sobre esses temas, consultar [1], [15],[10], [11] [9], [4], e [6].
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3 APLICACOES AS SERIES DE FOURIER

Nosso objetivo nesse capitulo, € de fazer algumas aplicacdes as séries de Fourier, e obser-
vacoes nao tao imediatas. Comegamos entao, com o seguinte.
Sejam
co(N)={x=(xp);—; : x4, €R e limx, =0}

coo(N) ={x=(xp)p—; : X0 €R, x, =0},

em cqo, X, = 0, exceto para um nimero finito de valores n € N.
Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais tal que a série ).~ a,b, é convergente para
toda sequéncia (b,) € co. Vamos monstrar que Y| |a,| < +eo. Para isso, definimos para cada

k € N, o funcional linear

k
Ty : co — R tal que Tk(bn) = Z ajbj.
j=1

Observemos que cada Tj, é um funcional linear limitado em ¢o com ||7;| < ZIJ‘.ZI |aj|. Mais

ainda, se aplicarmos T} no elemento

(a1/|a1|,...,ak/|ak|,0,...) € co,

(com o ajuste Gbvio se algum gy for zero), entdo veremos que ||7x|| = Z’;zl laj|. Por hipétese,

para cada (b,) € cp, temos que ]}im Tx(by) existe. Em particular, sup |7 (b, )| < oo, para cada
—o0 k

(by) € co. Pelo Teorema de Banach-Steinhaus,

jaj| < ee.

sup || e[| < +-e°, ou seja,
k 1

)

J

3.1 Divergéncia da série de Fourier

Uma func¢do continua no circulo unitdrio S, pode ser identificada com uma func¢ao continua
(]

em [—7, 7| e f(—n) = f(n). Uma tal fungio possui série de Fourier Z are’™, onde
k=—oo

A 1 [T .
ar= f(k) = — e dr.
(== [ s0)
E conhecido que a série de Fourier de f converge para f na norma de .#> (S). Assim, a menos de
uma subsequéncia, a convergéncia € pontual em quase todo ponto de S. Isto na verdade € valido
para toda f € .Z?(S), ndo somente aquelas que sido continuas. De fato, Carleson demonstrou o

que era conhecido como conjectura de Lusin, que afirmava que a série de Fourier de qualquer
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fungdo em .Z?(S) converge pontualmente para f em quase todo ponto.

Definicao 3.1. Dado um conjunto compacto A em um espago métrico M, o espago vetorial das

fungdes continuas em A com valores em R é denotado por C°(A).

Definicao 3.2. A soma parcial simétrica a série de Fourier de f ¢

N .
sn(fo0) =), Fk)e™.
k=N

Utilizaremos o Principio da Limitacdo Uniforme (Teorema de Banach-Steinhaus) para de-
monstrar que existe f € C(S) tal que sy (f,0) nio converge para f(0). Comecamos com uma

caracterizacao da soma parcial que serd tutil. Escrevemos:

s = 3 (50 [Tt b er
k=N \2T )z
1 N

_ LT ik(1—x)
o zﬂ/nf(X)k_z_:Ne dx

! / " F)D(t—x) dx,

= ﬁ .
onde Dy/(s) = Zivzf N ¢’ ¢ chamado de Nicleo de Dirichlet. Afirmamos agora que

_ sen(N+1/2)s

D (s) sens/2

bl

quando s # 0 e Dy(0) = 2N + 1. No caso s = 0 este fato é claro. Caso contrdrio, temos que

N 2N ] — 2N 1)s
Z ezks — eszs Z ezks — eszs .
1—e¥
k=—N k=0
Multiplicando e dividindo por e is/2 e, usando a identidade

e Y —eY =2iseny,

obtemos o resultado da afirmacdo. O nicleo Dy possui dois comportamentos ruins: nao €
positivo e || Dy || &1 ndo é limitada em N. Para verificarmos este dltimo fato, vamos estimar esta

norma. Assim, temos que:

L/” |sen (N +1/2)s]| J
2nJ-n  |sens/2|

1 [™|sen(N+1/2)s|
"o |sens/2|

DNl 21 =

ds.
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Usando que, sent € [0,7] parat € [0,t/2] e a substituicdo u = (N + 1/2)s obtemos:

2 (T 1/2
1D Z—/ |sen(N;|— /2)s] s
2 rR(N+1/2)
_/ | senu| du
TJo
2 Y kv |senu|
> — du
Z'/(kl)ﬂ: km

u

L

Lembremos agora que C°(S) com a norma do sup é Banach. Definamos o funcional Ly :
CY(S) — C por:

Iv(f) =sn(£:0) = 5 [ F0Dy(=) dx

21 -7

Observemos que cada Ly € linear e

(0] < oz [ 171 IDy(=0)ldx < [l [Pl 1

_ﬁ—n

Isto implica que ||Ly|| < |[Dn|| 1. Na verdade, |Ly|| = ||Dn|| &1. Para verificar este fato,

fixamos N e definamos g(x) = sgn(Dy(x)). Entdo, existe uma sequéncia de fungdes continuas
(f;) cC%S) com —1<fix)<le fi—¢g

pontualmente em S = [—7, t]. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

1 1 Lo
tim — [ 1D (=) dx = [ g(0Du(=0) dv = [ D (9] dx= 1Dy .

Como || fj|| < 1, isto nos mostra que

IDN | 21 < [ILw][-

Finalmente estamos em posi¢ao de aplicar o Principio da Limita¢do Uniforme. Por este teo-
rema, ou ||Ly|| < M para alguma constante M > 0 e para todo N, ou existe f € C°(S) tal que
sup |Ly(f)| = +oo. Como

N

1]l = 1P| 1 — 4o,

obtemos entdo que existe f € C%(S) tal que
sup |Ly (f)| = sup [sn(f,0)] = +eo,
N N

e a série de Fourier de f diverge em O.
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3.2 Alguns exemplos de aplicacOes e contra-exemplos

Nesta secdo, daremos alguns exemplos de aplicagdes dos teoremas dos capitulos anteri-
ores, alguns classicos da andlise funcional que apenas comentamos e alguns contra—exemplos

que mostram que as hip6teses ndo podem ser enfraquecidas.

3.2.1 Decaimento dos coeficientes da série de Fourier de funcdes em .#!.

Dada f € Z!(S) podemos definir os coeficientes da série de Fourier de f da mesma forma

que fizemos para fungdes continuas, isto €, temos associada a f a série Z age’™ onde
k=—oc0

A I [m

ar = f(k) f()e ™ dr.

:% .

O Lema de Riemann-Lebesgue implica que, se f € £ ([~=, 7)), entdo

lim |f(k)| =0.

|k[—o0

Uma questdo natural que surge € a seguinte: dada uma sequéncia de nimeros complexos
(ax)kez € co» (que se anulam no infinito), existe f € 2! ([—x, ) tal que f(k) = a; para todo
ke Z?

Definamos

N

T: L' ([-n,7]) = co tal que T(f) = (f(k))ez-

A questdo acima € entdo equivalente a pergunta: T € sobrejetora? Observemos que

1T flleo = 1(f(R)kezlloo < Ifll 1.

Além disso, se T f = 0, entdo f(k) = 0 para todo k € Z, 0 que implica que f =0em .Z! ([, 7)).
Assim, T € injetiva. Se T fosse sobrejetiva, o Teorema da Aplicagdo Inversa nos daria a exis-

téncia de uma constante positiva K tal que
K||fll 21 < ITfll, paraqualquer fe&.2"([~m,m). 2

Tomemos entdo f,, = Dy , 0 n—€simo nucleo de Dirichlet, que € dado por
N
Dy = Z exp (ikx),
k=—N

e lembremos que

|IDn|| o1 — +eo quando, N — oo
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Se (2) fosse verdadeira, teriamos
K|[Dn|l 1 < |[TDn|leo =1,

o que ¢ uma contradicdo. Concluimos que existem sequéncias de nimeros complexos que
decaem a zero no infinito mas que ndo sdo coeficientes de Fourier de nenhuma funcdo em

L ([-m,m)).

3.2.2 €%([0,1]) com a norma || || &1 nfio é um espago de Banach.

Como j4 sabemos, (C°([0,1]), || ||~) é um espaco de Banach e, além disso, é facil verificar
que
£l < 1£]l=, para qualquer f € C°([0, 1]).

Se (C°([0,1]), ]| |l 1) fosse um espaco de Banach, existiria uma constante positiva K tal
que
11l < K[| f]l 21, para qualquer f € C°([0,1]). 3)

Definamos para cada n € N a fungdo

n—(n*/2)x, se X n:
fn(x)z{ (n*/2)x, se 0<x<2/n;

0, se 2/n<x<1.

Entao,

Sl zr =1 e [ fall = n.
Assim, a sequéncia ( f;,) ndo satisfaz (3) para qualquer constante K > 0 e portanto, (C°([0, 1]),

| || &1) ndo é Banach.

3.2.3 Um operador fechado e nao limitado

Sejam Y = C%([0,1]) e X = C'(]0, 1]), ambos equipados com a norma || ||... Observemos
que X ndo é completo ji que é um subespago préprio e denso de ¥ com a norma || ||w. De
fato, a primeira afirmacdo s6 nos diz que existem fungdes continuas que nio sio de classe C! e
a segunda afirmacao segue do Teorema de Stone—Weierstrass.

Seja T : X — Y o operador derivagdo, isto é, T f = f’. Entdo T estd bem definido e € linear.

Afirmagdo: T € fechado mas ndo € limitado.

Demonstracdo. De fato,
T ndo é limitado, pois, se f, : [0,1] — R é definida por f,(x) = x", entdo f/(x) =nx""!, 0
que nos da
1fulle =1, mas [T fulle = || fylleo = n.

T é fechado, pois se (f,) C C'([0,1]) é tal que f, — f e Tf, = f. — g na norma do sup,
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entdo, o Teorema Fundamental do Calculo implica que

Ju(t) = fa(0) -l-/olf,'l(s) ds;

tomando o limite em ambos os lados, temos que

70 = 7O+ [ ¢ls) s

novamente, o Teorema Fundamental do Célculo implica que f € C'([0,1]) e f' = g. Conclui-
mos que a hipétese do dominio ser completo no Teorema do Grafico Fechado € essencial para

obtermos a continuidade. Q.E.D.

Para mais informagdes sobre esses temas, consultar [15], [10], [11], [2], [3] e [S].
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4 ESPACOS DAS FUNCOES TESTES

A teoria das distribuicdes, libera as equacdes diferenciais de certas dificuldades que sur-
gem quando consideramos apenas fungdes diferencidveis para as suas solucoes. Isso € feito
estendendo-a a uma classe de objetos (chamados de distribuicdes ou fungdes generalizadas)
que contém a classe das fungdes diferencidveis, as quais, o calculo se aplica em sua forma ori-
ginal. Aqui estdo alguns recursos que qualquer extensdo deve ter para ser util nesse estudo;

nosso ponto de partida sdo os subconjuntos aberto de R".

Definicio 4.1. O suporte de uma fungdo f: Q — R € o fecho do subconjunto {x € Q: f(x) # 0}
de Q; denotaremos o suporte de f por supp(f).

Definicao 4.2. Seja Q C R” aberto. Uma fungao teste em Q € uma funcio ¢ : Q — R infinita-
mente diferencidvel e com suporte compacto em 2. O conjunto de todas as funcdes teste em €2
¢ denotado por C°(Q2) ou também por Z(Q).

Ap6s definir o que € uma fungao teste, a pergunta natural a ser feita € sobre a existéncia

dela. O exemplo a seguir, mostra uma com suporte na bola fechada de raio 1 de R”".

Exemplo 4.1. Seja ¢ : R" — R, dada por:

o= e e < 1
0, se [|x|| > 1.

A diferenciabilidade de ¢ é garantida pela diferenciabilidade de f(z) = exp(1/¢) quando
t <0e f(t) =0 quando t > 0. Note que todas as derivadas existem quando ¢ # 0 e converge a
zero quando t — 0, ou seja, ¢ € C°(R"), com supp(¢) = B[0; 1].

Exemplo 4.2.

o(x) e("z’x)_l, se 0<x<1;
X) =
0, se x<Ooux>1.

Com observagdes andlogas a anterior, vemos que essa ¢ também € uma funcao teste em R.
Observacao: Multiplicando a ¢ do Exemplo 4.1 por uma constante adequada, obteremos

uma nova ¢ € C°(R") tal que

[odx=1, >0, supp(6)  {x: |l < 1}. @

O préximo teorema, mostrar-nos que toda funcdo continua com suporte compacto pode ser
aproximada uniformemente por fungdes em C;°(Q). Para isso, definamos uma classe de fungdes

ainda maior que a das func¢des contiuas, a das funcdes localmente integraveis.

Definicao 4.3. Uma funcdo f : Q C R" — C € localmente integdvel, quando € Lebesgue men-

surdvel e, para todo K C €2 compacto, temos que

11 < e
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Escrevemos f € &} (Q).

Observacao: De agora em diante, até o fim desse capitulo, u € uma medida de Lebesgue
de Q C R".

Exemplo 4.3. Seja f: Q C R" — R, tal que f(x) = cos||x||. Dado K C Q compacto, temos que
Jx |f] <u(K), onde u(K) é a medida de K.

Exemplo 4.4. f(x) = ¢ uma constanate, e K = [a,b], temos que f é uma funcio .%)! , onde

loc’
Jx | f| é igual a drea do retndngulo com base comprimento de K = [a,b] e altura c.

Teorema 4.1. (Aproximagdo por fungées teste): Seja ¢ € C*(R") com suporte contido na bola
fechada B[0;1] tal que ¢ > 0 e [ga® =1 com f € £} (R"). Para e > 0, definimos a fungdo

et = [ se-eniar=e " [ roo( 5 )as

Entao:

(a) fe € C7(R");

(b) Se f(x) =0 g.t.p. fora do conjunto fechado A, implica supp(fe) CA+ {x: ||x|| <€},

(c) Se f é continua com suporte compacto, entdo as fungées fe convergem uniformemente para
f quando € — Q.

Observcao: Observe que a segunda igualdade na definicdo de f; provém de uma mudanca

de variavel.

Demonstragdo. (a) A segunda maneira de expressar fg nos da:

e [s( 5 - [ re(25 o
e [ 10) [¢(’%) —¢(x°;y)]dy‘

<e [ o)y s {0 -0}

llz=wl|<llx—xo[le~"

| fe(x) — fe(xo)| =

=& | fllr- sup {[d(z) —o(w)[}
lz=wl|<[lx—xo[je~!

ja que ¢ € continua com suporte compacto, e assim, uniformemente continua. Como € é cons-
tante, implica que fe € continua. Na primeira expressdo, derivamos ¢ sob o sinal da integral,
um numero arbitrrio de vezes, vemos que também sio continuas as suas derivadas e, portanto,
tem-se (a).

(b) Agora, pela primeira forma de expressar fg, temos que se f¢(x) # 0, implica que deve existir
y € supp(¢) C B[0; 1] tal que x — €y € A, ndo se anula numa vizinhanca dele, isto é, x estd numa

vizinhanca de A.
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(c) Se f € continua com suporte compacto, entdo tomando A = supp(f) em (b), concluimos
fe € C2(R") e temos que

0~ )] = |10 [ reeno)

[ )= e eloty) o
<sup|f(x) — f(x—ey)|.
y
O membro do lado direito da dltima desigualdade, tende a zero com € — 0, devido a continui-
dade uniforme de f, o que mostra que (c) vale. Q.E.D.

Corolario 4.1.1. Se f € .Z'(R"), entdo as fungdes f; definidas no Teorema 4.1 sdo tais que
I fell 1 < |If]l 1 € || fe — f] o1 tende a O quando € converge para 0.

Demonstragdo. Como ¢ > 0, pela primeira forma de fe, vem

Ielln < | ( [1ftx=en)l: |¢<y>|dy)dx= / ¢<y>< / |f<x—ey>|dx) dy

= [oWlifldy =171

Para provar a convergéncia em norma, usando o fato de que o espago CY(R”") é denso em
LR, isto é,

Ve LY RY), Ve >0, 3f; € CO(R") tal que ||f — fi]| o1 <Ee.

Dado & > 0, existe uma fungao continua g : R” — R com suporte compacto tal que || f —g| o1 <
d/3. Assim,

1fe = Fller < [1f =gl 21 + 18 = 8ell 21 + llge — fel | 1
<2 f =gl + g = gell &

S
§2§+Hg—gstm

Pelos itens (b) e (c) do Teorema 4.1, o suporte de ge € compacto e ge converge para g uniforme-
mente quando € tende a 0. Assim, ||g — g¢|| < /3 para € pequeno e, portanto, || fe — f]| 1 <9,

para € suficientimente pequeno. Q.E.D.

Corolario 4.1.2. Seja K C Q compacto. Entdo, existe y € C°(Q) com imagem em [0, 1] e

Y = 1 numa vizinhanca de K.

Demonstragdo. Seja & = d(K,Q°) = inf{x € K,y € Q°: ||x—y||}, que é positivo por ser a

distancia entre dois conjuntos fechados disjuntos. Consideremos nimeros positivos €, €; tais
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que
e<eg <€ +e<o,

e seja f a fungdo:
1, se xe Ki=K+{||x|| <¢er};
- (Il <er)
0, se x¢Kj.

Assim, tomemos ¥ = f. Pelo teorema 4.1, temos que
supp(W) C Ky +{|[x|| <e} =K +{||x|| <&} +{|x]| <e} CK+{|x]| <e+e& 1} CQ.
Logo, podemos concluir que y € C°(Q). Além disso, se
ylglf{Hx—yH =d(x,K) <¢g —¢,
temos que para qualquer y € R”, com ||y|| < 1, teremos x — €y € K|, pois
=&yl = llevll <e,
dai
e || —eyl| =[x —ey—x|| > [x —ey[| — [|x| = [[x —ey[| <e+|lx]| < e+ <& +e =2e.
Portanto, temos que
v=r=[ fle-eob)dy= [ fle—enob)dy= [ 1-0)dy=1,
R Iyl<1 Iyl<1

Q.E.D.

Observacao: Estamos utilizando a notagdo A€ para indicar o complementar de A em rela-

¢d0 a um conjunto universo dado.

4.1 Convergéncia em 7(Q)

Comecamos esta sec¢do introduzindo algumas terminologias que serdao usadas em nosso
trabalho posterior com distribui¢des. A partir de agora, iremos utilizar a notagdo Z(Q) no lugar
de C(Q).

Em qualquer discussdo sobre fungdes de n-varidveis, o termo multi-indice denota uma
n-upla ordenada

o= (0p,...,0)
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de inteiros ndo negativos 0;. A cada multi-indice o estd associado o operador diferencial

a\" 2\ ™
o _ _
D™= (8x1> <8xn>

o =0 + -+ 0L

cuja ordem ¢

Se |a| =0,D%f = f.

Diz-se que uma fun¢do complexa f definida em algum conjunto aberto ndo vazio € per-
tence a C*(Q) se D*f € CY(Q) para qualquer multi-indice o.

A defini¢do de distribuicao envolve limites e continuidade no espago das funcdes teste.
Assim, precisamos dotar Z() com uma topologia. Para fazer isso, utilizam-se as normas e

seminormas abaixo, vejamos como.

4.1.1 Topologia de Z(Q)

Se K é um conjunto compacto em R”, entdo Pk denota o espago de todas as f € C*(R")
cujo suporte reside em K. (A letra & tem sido usada para esses espacos desde que Schwartz
publicou seu trabalho sobre distribui¢des.) Definimos agora uma topologia em C*(Q) que
transforma C**(Q) em um espacgo de Fréchet com a propriedade de Heine-Borel, tal que Pk é
um subespaco fechado de C(Q), sempre que K C Q. Para fazer isso, escolhemos conjuntos
compactos K; (i = 1,2,3,...) tais que K; esteja no interior de K;;; e Q = [JK;. Definimos as

seminormas py em C*(Q), N € N, tal que

pn(f) = _max_[Df(x)].
XGKN,‘(X‘SN
Elas definem uma topologia localmente convexa metrizdvel em C*(€2). Neste caso, para ¢ €
2(Q), teremos que py(f) = ||®||x é norma, onde

0llx = {ID*0(x)] : x € Q,|af <N}.

Definicao 4.4. Seja Q um conjunto aberto ndo vazio em R”.

(a) Para cada K C Q compacto, Tx denota a topologia do espaco Fréchet de Zx conforme
descrito acima.

(b) % é a colegdo de todos os conjuntos balanceados convexos W C Z(Q) tais que Zx "W € 1k
para todo compacto K C Q.

(c) T é a colecdo de todas as unides de conjuntos da forma ¢ +W,com ¢ € Z(Q) e W € A.

Essa coleg¢do T citada no item (c) é a topologia de Z(€2), mostrada pelo teorema abaixo.

Teorema 4.2. (a) T € uma topologia em 9(Q), e # é uma base local para T.

(b) T transforma 2(Q) em um espago vetorial topolégico localmente convexo.
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Demonstracdo. Suponha Vi,V € Te ¢ € V1 NV,. Para provar (a), € suficiente mostrar clara-
mente que
o+WCVvViny,

para alguma W C A.
A defini¢do de T mostra que existem ¢ € Z(Q) e W; € A tais que

dbeo,+W;,CV;, (i=1,2).
Escolha K tal que Yk contenha ¢,¢, e ¢. Como Zx NW; é aberto em Yk, temos
0 —0; € (1-8;)W,
para algum J; > 0. A convexidade de W; implica, portanto, que
¢ —0;+8:W; C (1—8)W; + W, =W,

de modo que
O+{W, CO;i+WiCV;, (i=1,2).

Portanto, a primeira expressdo é vdlida com W = (8;W;) N (8, W), e o item (a) estd provado.

Suponha a seguir que 0; e ¢, sdo elementos distintos de Z(Q), e coloque

W={0c2(Q): ||d|lo<||d1—d2]l0},

onde ||¢||op € como no inicio da subse¢do 4.1.1. Entdo, W € % e ¢; ndo estd em ¢ + W. Segue-
se que o conjunto unitdrio {¢; } é um conjunto fechado, em relacdo a 1. A adi¢do é T-continua,

uma vez que a convexidade de cada W € % implica que

1 1
Wi+ W)+ (2t W) = (Wi +y2) +W

para quaisquer Y,y € Z(Q).
Para lidar com a multiplicagio escalar, escolha uma escalar ¢p e um ¢y € Z(Q). Entio,

ch —codo = c(¢ —do) + (¢ — co)Po-

Se W € 4, existe § > 0 tal que 8o € 3W. Escolha k de modo que 2k(|co| +8) = 1. Como W é
convexo e balanceado, segue que
cO—cohpo €W

sempre que |c —co| < de d— g € kW. Q.E.D.

Observacgao: A partir de agora, o simbolo Z(Q) denotara o espaco vetorial topoldgico
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(2(Q),7) que acaba de ser descrito. Todos os conceitos topoldgicos relacionados a Z(Q) se

referirdo a esta topologia 7.

Teorema 4.3. (a) Um subconjunto balanceado convexo V de 9(Q) é aberto se, e somente se,
Ve

(b) A topologia tg de qualquer Px C P (L) coincide com a topologia do subespago que Pk
herda de 7(Q).

(c) Se E é um subconjunto limitado de 9(Q), entdo E C Yk para algum K C Q, e existem

niimeros M e N com My < +oo tais que toda ¢ € E satisfazem as desigualdades
[0l <My (N=0,1,...).

(d) 2(Q) tem a propriedade Heine-Borel.
(e) Se (¢;) é uma sequéncia de Cauchy em 2(Q), entdo(;) C Pk para algum K C Q compacto,

dim [[0i =0y =0 (N=0,1,...).
i, j—ee

(f) Se &; — 0 na topologia de (L), entdo existe um K C Q compacto que contém o suporte
de toda ¢;, e D*¢; — 0 uniformemente, quando i — o, para cada multi-indice o.

(g) Em 2(Q), toda sequéncia de Cauchy converge.

Observacao: Em vista de (b), as condi¢cdes necessdrias expressas por (c), (e), e (f) também

sdo suficientes. Por exemplo, se E C Yk e
[0l[n <My < +oo

para cada ¢ € E, entdo E é um subconjunto limitado de Z, e agora (b) implica que E também

¢ limitado em Z(Q).

Demonstragcdo. Suponha primeiro que V € 1. Tome ¢ € Zx NV. Pelo Teorema 4.2, 0+W CV,
para algum W € 4. Dai,
o+ (@KQW) C 9xNV.

Como Zx NW € aberto em Yk, provamos que
DxkNV ETk, se VeET e KCQ. 5)

A afirmac@o (a) é uma consequéncia imediata de (5), pois &% C 7.
A metade de (b) é provada por (5). Para a outra metade, suponha E € tx. Temos que
mostrar que £ = Px NV para algum V € 1. A defini¢do de tx implica que a toda ¢ € E

correspondem N e, d positivo tal que

{we Zk:[ly—9¢lly <8} CE. (6)



33

Coloquemos Wy = {y € 2(Q) : ||y||y < &}. Entdo Wy € &, e
@Kﬂ((l)—f—Wq)):(l)—F(@KﬂWq))CE. @)

Se V € a unido desses conjuntos ¢+ Wy, um para cada ¢ € E, entdo V tem a propriedade desejada.
Para (c), considere um conjunto E C Z(Q) que reside em nenhum %k . Entdo existem
fungdes ¢, € E e existem pontos distintos x,, € Q, sem ponto limite em €, tais que O, (x,;) # 0,

com (m=1,2,...). Seja W o conjunto de todas as ¢ € Z(Q) que satisfazem

0G| <m™ om(om)|  (m=1,2,...). ®)

Como cada K contém apenas um nimero finito de x,,, e assim, Zx "W € 1. Assim, W € A.
Como ¢, € mW, nenhum mdltiplo de W contém E. Isso mostra que E ndo é limitado. Segue-
se que todo subconjunto limitado E de Z(Q) reside em algum Zk. Por (b), E é entdo um

subconjunto limitada de k. Consequentemente,
sup{[|0|[v: 0 EE} < +oo  (N=0,1,...). 9)

Isso completa a prova de (c). A afirmacdo (d) decorre de (c), uma vez que Yk tem a propriedade
Heine-Borel.

Como as sequéncias de Cauchy sdo limitadas, (c) implica que toda sequéncia de Cauchy
(0;) em 2(Q) estd em algum Zk. Por (b), (¢;) também é uma sequéncia de Cauchy relativa a
Tk. Isso prova (e). A afirmacdo (f) € apenas uma reformulacdo de (e). Finalmente, (g) segue de
(b), (e) e a completude de k. (Lembre-se que Zk € um espaco de Fréchet.) Q.E.D.

Essencialmente, as condi¢des de convergéncia de sequéncias em Z(Q) sdo fornecidas pelo
item (f).
Vejamos um resultado interessante, do qual, ndo demonstraremos, mas pode ser encontrada

nas referéncias.

Teorema 4.4. Suponha que T seja uma transformagdo linear de Z(Q) em um espago local-
mente convexo Y. Entdo cada uma das quatro propriedades a seguir implica as outras:

(a) T é continua.

(b) T ¢ limitado.

(c) Se ¢; —> 0 em 2(Q), entdo Td; —> O em Y.

(d) As restrigées de T a todo Dy C P(Q) sdo continuas.

Corolario 4.4.1. Todo operador diferencial D* é uma transformagio continua de Z(Q) em

7(Q).

Demonstragdo. Como ||[D*0|y < |¢[|y1jo para N =0,1,..., D* é continua em cada k.
Q.E.D.



Para mais informacdes sobre esses temas, consultar [1], [13], [14], [15] e [16].
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5 DISTRIBUICOES

Definicio 5.1. Um funcional linear em () que € continuo é chamado de distribui¢do em Q.

O espaco de todas as distribui¢des em Q é denotado por 2’(Q). Observe que o Teorema 4.4

se aplica a funcionais lineares em Z(Q). Isso leva a seguinte caracterizacao util de distribui¢des.

Teorema 5.1. Se T é um funcional linear em 2(Q), as duas condi¢des a seguir sdo equivalen-
tes:

()T € 7'(Q).

(b) A todo compacto K C Q corresponde um inteiro ndo negativo N e uma constante C < +oo

tal que a desigualdade
79| < Cl|o]lw

vale para todo ¢ € Y.

Demonstragdo. Esta é precisamente a equivaléncia de (a) e (d) no Teorema 4.4, combinada
com a descri¢do da topologia de Zk por meio das seminormas ||¢||x, mostradas no capitulo
anterior. Q.E.D.

Nota: Se T é tal que um N serve para todos os K (mas ndo necessariamente com o mesmo
(), entdo o menor desses N é chamado de ordem de 7. Se nenhum N serve para todos os K,
entdo diz-se que T tem ordem infinita.

Observacao: Cada x € Q, para Q contendo a origem (0 € Q) determina um funcional
linear 8, em Z(Q), pela férmula

O Teorema 5.1 mostra que 8, é uma distribui¢do, de ordem 0. Se x = 0, a origem de R", o
funcional 6 = 9§ é freqiientemente chamado de medida de Dirac em R" ou simplismente & de
Dirac. Visto que Pk, para K C Q, é a intersecdo dos espagos nulos (nidcleos) desses 9, como
x varia sobre o complemento de K, segue-se que cada P é um subespaco fechado de Z(Q).
Temos que cada Pk tem interior vazio, relativo a Z(Q). Como existe uma cole¢do enumerével
de conjuntos K; C Q tais que Z(Q) = |J Zk, é da primeira categoria em si. Como as sequéncias
de Cauchy convergem em Z(Q), o Teorema de Baire implica que Z(Q) nao é metrizavel (ndo

¢ um espago métrico).

5.1 Calculo com Distribuicoes

Notacdes: Como antes, Q denotard um conjunto aberto ndo vazio em R”. Se oo = (o, ..., 0;)

e B=(Bi1,-..,Pn) sdo multi-indices (ver Se¢do 4.1), entdo

o] =Y oy (10)
i=1
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o (03] o a
D*=D}"---D,,, ondeD;=-—, (11)
an
B <o quesignificaB; <o, paral <i<n,
(X:l:B:(Otlzl:Bl,...,(xn:I:Bn).

Se x,y € R”, entao
n
=) xivi, (12)
i=1

1/2
x| = (x,x)1/? = (Zx) . (13)

O fato de o sinal de valor absoluto ter significados diferentes em (9) e em (6) ndo deve causar
confusio.

Se x € R" e a0 é um multi-indice , 0 monémio x* é definido por

A% = A, (14)

n

5.1.1 Funcgoes e Medidas Como Distribuicoes

Suponha que f seja uma funcdo complexa localmente integravel em Q. Isso significa que
f € Lebesgue mensurdvel e [ |f(x)|dx < +oo para todo compacto K C Q; dx denota a medida

de Lebesgue. Definimos

= [owrwar o (@), (15)

Desde que

77(0)| < ( / |f|> ol (0 € 7). (16)

O Teorema 5.1 mostra que Ty € 2'(Q). Costuma-se identificar a distribui¢do Ty com a fung@o
f e dizer que tais distribui¢des "sdo" funcdes. Enfatizamos que nem toda distribui¢do pode ser
identificada com uma funcdo. Da mesma forma, se u € uma medida de Borel complexa em £,

ou se u é uma medida positiva em Q, com u(K) < oo para cada K C Q compacto, a equagio

T(0) = /Q bdu o€ 2(Q), (17)

define uma distribui¢do 7, em Q, que geralmente € identificado com - Novamente, nem toda

distribui¢do pode ser identificada com uma medida com essas condi¢des.
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5.1.2 Diferenciaciao de distribuicoes

Se o é um multi-indice e T € 2'(Q), a férmula

(D°T)(9) = (-1)T(D%) [0 € 2(Q)], (18)
(motivada no inicio do capitulo 4) define um funcional linear D*T em Z(Q). Se

70 < Cllo]|n, (19)

para todo ¢ € Pk, entdo
[(DYT)(9)] < CID%0lln < Cl[9ln-+1og- (20)
O Teorema 5.1 mostra, portanto, que D*T € 2'(Q). Note que a férmula
D*DPT = p*tBT = pBpoT, 1)

vale para toda distribuicdo 7 e para todos os multi-indices o e B, simplesmente porque os

operadores D* ¢ DP comutam em C=(Q):

(D"DPT)(¢) = (~1)“(DPT)(D%)
—l)'aH‘B'T(DBDa(I))
—1)loHBlT (pe+Be)

DT (9).

~—~ I~ N

5.1.3 Derivadas de funcoes como distribuicao

A a-ésima derivada como distribui¢ao de uma fungao localmente integravel f em Q €, por
definicdo, a distribuicdo D*T.
Se D f também existe no sentido cldssico e € localmente integravel, entdo D*f também é

uma distribuicao no sentido da Secdo 5.1.1. O problema de consisténcia 6bvio € se a equagdo
DTy = Tpoy (22)
sempre se mantém nestas condi¢cdes. Mais explicitamente, a questdo € se
(0 [ F0%0)00) dx= [ (D)) dx. @3

para toda ¢ € Z(Q).
Se f tem derivadas parciais continuas de todas as ordens até N, as integragdes por parte

dao (23) sem dificuldade, quando || < N. Em geral, (22) pode ser falso, o exemplo a seguir,
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ilustra i1sso no caso n = 1.

Exemplo 5.1. Suponha que Q seja um segmento em R, e f é uma funcio continua a esquerda,
de variacdo limitada em Q. Se D = d/dx, é sabido que (Df)(x) existe q.t.p. e que Df € .Z".
Afirmamos que

DTy =Ty, (24)

onde u € a medida definida em Q por
u(la,b)) = f(a) — f(b). (25)

Assim, DTy = Tpy se, e somente se, for absolutamente continua.

Para provar (24), temos que mostrar que

(T.)(9) = (DTy)(0) = =T¢(D9)

para toda ¢ € Z(Q), isto é, que

Jodu=~[ ¢sax (26)

Mas (26) € uma simples consequéncia do Teorema de Fubini, pois cada lado de da equagao

acima € igual a integral de ¢'(x) sobre o conjunto
{(ey) €@ x <y} 27

em relacdo a medida do produto de dx e du. O fato de ¢ ter suporte compacto em £ € usado
neste calculo.
5.1.4 Multiplicacao por func¢oes

Suponha T € 2'(Q) e f € C*(Q). O lado direito da equagéo

(fT)(9) =T(f0) [oc2(Q)] (28)

faz sentido porque f¢ € Z(Q), quando ¢ € Z(Q). Assim, (28) define um funcional linear fT

em 2(Q). Veremos que fT &, de fato, uma distribuicdo em Q. Observe que a notagio deve ser

tratada com cuidado: Se f € Z(Q), entdo T f é um nimero, enquanto 7 é uma distribuicao.
A prova de que fT € 2'(Q), segue da aplica¢do da férmula de Leibniz

D*(fg) =Y cop(D*Pf)(DPyg), (29)

p<a

vdlida para todo f e g em C*(Q) e todos os multi-indices o, que é obtida por iteragdo da férmula
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familiar
(w) =u'v+uw. (30)
Os nimeros cqg sdo inteiros positivos cujo valor exato pode ser calculado, mas € irrelevante
para nossas necessidades atuais.
A cada compacto K C Q, correspondem nimeros C e N tais que |T¢| < C||0||y para todo
O € Pk. Por (29), existe uma constante C’, dependendo de f, K e N, tal que || fo||y < C'||0]ln
para ¢ € Y. Dai,
()@ <CCldllv (9 € Zk). 31)

Pelo Teorema 5.1, tem-se fT € 2'(Q).
Agora, queremos mostrar que a féormula de Leibniz (29) vale com T no lugar de g, de

modo que

=Y cop(D* P 1) (DPT). (32)

B<a

A prova é um célculo puramente formal. Associar a cada u € R" a funcao h,,, definido por
hy(x) = exp (u,x).
Entédo, D*h,, = u®h,,. Se (29) for aplicado a h, e h, no lugar de f e g, a identidade

(u+v)* Z caﬁu BB (u,y € R") (33)

B<o

¢ obtida. Em particular,

u* = v+ (—v+u)®
=Y cop® BZCB 1) BB,y

p<a v<B
— Z 1)Mye=r,Y Z (—U‘mcaﬁcm-
r=o Y<p<a

Portanto,

—1 |°‘|, se Y=0;
) (—1)'5'%3%7:{ (()’ )

1<B<a caso contrario.

Aplicando (29) a DP(¢D* B f), e usando a equacio acima, para obtermos a identidade

Y (—1)PlegsDP (0D P £) = (—1)/ fD%. (34)

p<a
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O ponto de tudo isso é que (34) dd (32). Pois se ¢ € Z(Q), entdo

D(fT)(9) = (=1)I¥(fT)(D%) = (=1)“T (fD%)
— Z —1)Ble opT( (DP (oD% P f))

B<or

=Y cap(DPT) (0D P )

B<a

= Y copl(DP ) (DPT)](9).

p<a

5.1.5 Sequéncias de distribuicoes

Zn

A topologia em um espago normado induzida pela norma € "muito forte", no sentido de
que possui muitos conjuntos abertos. Por um lado, uma fun¢do definida neste espaco tem mais
chances de ser continua, por outro, subconjuntos deste espaco t€ém menos chances de serem
compactos.

Veremos que topologias "mais fracas" que a topologia induzida pela norma em espagos
normados. Estas topologias possuirdo menos abertos que a topologia forte (da norma) mas

serdo fortes o suficiente para ainda obtermos propriedades bastante tteis, para o nosso texto.

Definicio 5.2. (Topologia Fraca Induzida Por Fung¢des): Sejam X um conjunto, (Xy)aca uma
familia de espacos topoldgicos e fo, : X — Xo, com o € A (uma familia de indices), uma familia
de fungdes. A topologia fraca em X induzida pela cole¢io de fungdes { f : Vo € A} é a menor
topologia em X que faz com que cada f,, seja continua, para todo o € A.

Tendo feito esta breve introdugdo sobre topologias induzidas por uma familia de funcoes,
podemos definir a primeira das duas topologias que serdo os objetos centrais nesta se¢do. Seja
X um espaco normado (sobre R) e consideremos, para cada f € X*, a aplicacdo ¢r: X — R
definida por ¢ (x) = f(x). Quando f percorre X* obtemos uma familia de aplicagdes {¢: X —
R; feX*}.

Definicdo 5.3. A topologia fraca em X, designado por 6(X,X*), é a topologia fraca induzida
pela familia {¢;: X — R; f € X*}. Assim,a topologia fraca 6(X,X*) é a topologia menos fina

(menor) sobre X que torna continua qualquer aplicagdo ¢ .

Sejam X um espaco normado, X* seu dual e X** seu bidual. Temos em principio, duas
topologias em X*: a topologia forte, gerada pela norma, e a topologia fraca 6(X*,X**). Por
outro lado, podemos considerar a imersdo isométrica J : X — X** dada por Jx = x™*, onde
x**(f) = f(x). Lembremos que J(X) C X**, e que nem sempre esta aplica¢do é sobrejetora.

Para cada x € X, definamos a aplicagdo ¢, : X* — R tal que ¢,(f) = f(x). Quando x

percorre X obtemos uma familia de aplicagdes {0y }rex de X* em R.
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Definicio 5.4. A topologia fraca* em X*, designada também por 6(X*,X), é a topologia me-
nos fina que torna continua cada uma das aplicacdes ¢, com x em X.

Observemos que, como X C X**, a topologia ¢(X*,X) é menos fina que a topologia
o(X*,X*), isto é, 6(X™*,X) possui menos abertos que 6(X*, X**).

Como 2'(Q) é o espaco de todas as fungdes lineares continuas em Z(Q), as consideragdes
gerais feitas sobre a ropologia fraca* de um espaco dual, fornecem para 2'(Q) sua topologia
fraca* induzida por Z(Q) que torna 2'(Q) um espago localmente convexo. Se (7;) é uma

sequéncia de distribuicdes em €2, a aplicagao
T, — T em 2'(Q) (35)
refere-se a essa topologia fraca* e significa, explicitamente, que
m7o=T0 [p€7(Q). (36)

Em particular, se (f;) é uma sequéncia de fun¢des localmente integraveis em €, as declara¢des

"fi — T em 2'(Q)" ou "(f;) convergem para T no sentido de distribui¢do" significam que

lim | 0(x)fi(x) dx=To (37)

P

para toda ¢ € Z(Q). Como na subsese¢io 5.1.1.
A simplicidade do proximo teorema, referente a diferenciagdo termo a termo de uma

sequéncia, € bastante impressionante.

Teorema 5.2. Suponha T; € 9'(Q) parai=1,2,3,..., e
T¢=limT;0 (38)
i—yo0
existe (como um niimero complexo) para toda ¢ € P(Q). Entdo T € 9'(Q), e
D°T; — D*T em 2'(Q), (39)

para todo multi-indice O.

Demonstragdo. Seja K um subconjunto compacto arbitrario de . Como (38) vale para todo
& € Yk, e como Yk é um espago de Fréchet, o Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema 2.3)

implica que a restricdo de 7 a Yk € continua. Segue do Teorema 4.4 que T € continua em
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2(Q); em outras palavras, T € 2'(Q). Consequentemente (38) implica que
(DT)(9) = (=1)*T (D)
= (1) lim T,(D%)
j—o0
= lim (D°T;)(9).
i—o0
Q.E.D.

Lema 5.1. Suponha que G : X XY — Z é bilinear e separadamente continuo, X é um F-espaco

eY e Z sdo espagos vetoriais topologicos. Entdo,
G(xnvyn) — G(XOJO) em Z>

sempre que x, —> xoem X ey, —> yoem Y. Se Y é métrico, segue-se que G é continuo.
Teorema 5.3. Se T, — T em 2'(Q) e g — g em C™(Q), entdo g;T; — gT em I'(Q).

Nota: A declaragdo "g; — g em C”(Q)"refere-se a topologia do espago de Fréchet
C*(Q).

Demonstragdo. Fixe ¢ € 2(Q). Defina um funcional bilinear G em C*(Q) x 2'(Q) por

G(8,T) = (8T)(9) =T(g9).
Entdo G é separadamente continuo, e o Lema 5.1 implica que
G(gi,T;) — G(g,T), quando i — oo.
Portanto,

(&/T:)(9) — (eT)(9)-
Q.E.D.

5.2 Suportes de Distribuicoes

Antes de passarmos para suporte de uma distribuicdo, vejamos o que € uma parti¢do da

unidade.

Definicao 5.5. (Particdo da Unidade): Uma parti¢cdo da unidade em um espaco topoldgico X, é
uma familia de fung¢des continuas {p;};cz : X — [0, 1] de forma que, para cada ponto x € X:
(a) existe uma vizinhanga de x em que todas, exceto uma quantidade finita, das fung¢des sdo

identicamente zero.
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(b) a soma das funcdes em x € igual a 1, ou seja,

Z pi(x) =1.
i€L
Definicao 5.6. (Particio da Unidade Subordinada): Dada uma cobertura do espacgo topol6gico

X por abertos UA,- O X, uma particdo da unidade subordinada a cobertura {A;} é uma particdo
icl
da unidade {p;}ic;: X — [0,1] em que para todo x existe um i tal que o suporte da fungio p

esta contido no aberto A;.

Defini¢iio 5.7. (Suporte de uma Distribuigio): Suponha que T € 2’(Q). Se ® € um subconjunto
aberto de Q e se 79 = 0 para cada ¢ € Z(m), dizemos que T se anula (absorvido) em ®. Seja
W a unido de todos os abertos ® € Q nos quais 7" € absorvido. O complemento de W (relativo

a Q) € o suporte de 7. Em notagdo,
W€ = supp(T).

Lema 5.2. Se I' é uma colecdo de conjuntos abertos em R", cuja unido é €, entdo existe uma
sequéncia (Y;) C Q, com ; > 0, tal que

(a) cada ; tem seu suporte em algum membro de T,

(b) Z\ui =1 para todo x € Q,
i=1

(¢) a todo compacto K C Q corresponde um inteiro m e um conjunto aberto W D K tal que

W1(x) - i (x) = 1

para todo x € W.

Tal colegdo {y;} é chamada de parti¢do da unidade localmente finita em Q, subordinada
a cobertura aberta I" de Q. Observe que segue de (b) e (c) que todo ponto de Q tem uma
vizinhanga que intercepta os suportes de apenas um nudmero finito de ;. Esta é a razdo para

chamar {y;} localmente finito.
Teorema 5.4. Se W é como na definicao 5.7, entdo T se anula em W.

Demonstracdo. W € aunido de conjuntos abertos ® em que 7 se anula. Seja I" a colegcao desses
o, e seja {y;} uma particdio localmente finita da unidade em W, subordinada aI'. Se ¢ € Z(W),

entdo ¢ = ) y;¢. Apenas um numero finito de termos dessa soma € diferente de 0. Portanto,

To =Y T(yip) =0

uma vez que cada ; tem seu suporte em algum ® € I'. Q.E.D.

Teorema 5.5. Suponha que T € 2'(Q).
(a) Se o suporte de algum ¢ € 2(Q) ndo intercepta supp(T), entdo TH = 0.
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(b) Se supp(T) € vdzio, entdo T = 0.
(c) Se y € C*(Q) e y = | em algum conjunto aberto V contendo supp(T) , entdo YT =T.
(d) Se supp(T) é um subconjunto compacto de Q, entdo T tem ordem finita; de fato, existe uma

constante C < oo e um inteiro ndo negativo N tal que

To] < Cl|9lln

para todo ¢ € P(Q). Além disso, T estende-se de forma vinica para um funcional linear conti-
nuo em C=(Q).

Demonstracdo. As partes (a) e (b) sdo imediatas. Se y for como em (c) e se ¢ € Z(Q), entdo
o suporte de ¢ — y¢ ndo intercepta supp(7). Assim, T¢p = T (yo) = (YT')(0), por (a).

Se supp(T') é compacto, segue do Lema 5.2 que existe Yy € Z(Q) que satisfaz (c). Fixe
uma tal y; chame seu suporte de K. Pelo Teorema 5.1, existem c¢; e N tais que |T¢| < c1]| ¢||n
paratoda ¢ € Z(Q). A férmula de Leibniz mostra que existe uma constante c; tal que ||[y¢||x <
c2||0||n para cada ¢ € 2(Q). Dai,

70| =T (wo)| < c1l[wollv < crea[9llw

para cada ¢ € 2(Q). Como Td = T (y0) para toda ¢ € 2(Q), a férmula

Tr=T(yf) [f€C(Q)

define uma extensao de 7. Esta extensdo é continua, pois se f; — 0 em C”(Q), entdo cada
derivada de f; tende a 0, uniformemente em subconjuntos compactos de €2; a formula de Leibniz
mostra, portanto, que f; — 0 em Z(Q); uma vez que T € 2'(Q), segue-se que T f; — 0.
Se f € C*(Q) e se Ky é qualquer subconjunto compacto de Q, existe ¢ € Z(Q) tal que
¢ = f em Kp. Segue que Z(Q) é denso em C*(Q). Cada T € 2'(Q) tem, portanto, no maximo

uma extensdo continua para C=(Q). Q.E.D.

Nota: Em (a) assume-se que ¢ se anula em algum conjunto aberto contendo supp(7'), ndo
apenas que ¢ se anula em supp(7') . Tendo em vista (b), o préximo caso mais simples é aquele
em que supp(7’) consiste em um dnico ponto. Estas distribui¢des serdo agora completamente

descritas.

Lema 5.3. Suponha que T, ..., T, e T sdo funcionais lineares em um espago vetorial X. Seja
N=A{x: Tix=---=T,x=0}.
As trés propriedades a seguir, sdo entdo equivalentes:

n
(a) Existem escalares 0.1, ...,0y, tais que T = Z o; 7.
i=1
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(b) Existe Y < +oo tal que
< . .
| Tx| _vllggnlizﬂ (x€X)

(¢) Tx =0 para cada x € N.

Teorema 5.6. Suponha que T € 2'(Q), p € Q, {p} é o suporte de T, e T tem ordem N. Entéo

existem constantes cq, tais que

T=Y caD*,, (40)

|o|<N

onde 8, é o funcional (de Dirac) de avaliagdo definido por

3,(0) = o(p). (41)

Inversamente, toda distribui¢do da forma (40) tem {p} como suporte (a menos que co, = 0 para

todo o).

Demonstragdo. Supondo que (40) € valida, se

0=D%8,(¢) = D*(p),

paratoda ¢ € Z(w, ), com @) C Q, entdo, como ¢ estd variando e p € Q estd fixo, tem-se que

Jon =2~ {p} = supp(T) = (wa)c ={p}.

Portanto, supp(7T’) = {p}, para todo multi-indice o. Isso prova a volta do teorema.
Agora, para a ida, suponha que p = 0 (a origem de R") e considere um ¢ € Z(Q) que
satisfaca
(D%)(0) =0 paratodo o com |ot| < N. (42)

Nosso primeiro objetivo é provar que (42) implica 7¢ = 0.

Se n > 0, existe uma bola compacta K C €, com centro em 0, tal que
ID*0| <mn em K, se |a|=N. (43)

Afirmamos que
ID%)(x)| <M -aV 1N (xe K o] < N). (44)

Quando |a| = N, isto € (43). Suponha que 1 <i <N, e que (44) seja provado para todo ot com
|ot| = i, e suponha que |B| =i — 1. O gradiente de DP¢ é o vetor

vDP¢ = (D, DP¢,...,D,DP¢). (45)
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Nossa hipétese de indugdo implica que
(VDPO) ()| <n-m-n" TN (x e K), (46)

e como (DP9)(0) = 0, o Teorema do Valor Médio agora mostra que (44) vale com B no lugar
de o. Assim (44) esta provado.
Escolhendo uma fungéo auxiliar y € Z(R"), que é 1 em alguma vizinhanca de 0 e cujo

suporte estd na bola unitdria B de R". Definimos

v (x) = q;(f> (r>0, x € RY). (47)

-
Se r é pequeno o suficiente, o suporte de Y, estd em rB C K. Pela férmula de Leibniz,

DU (w,0) () = ¥ cap(D*Py) (%) (DPo) ()P 1o, (48)

p<a

Segue-se agora de (44) que
lw:0llv <n-Cllyllv, (49)

quando r for pequeno o suficiente; aqui C depende de n e N.
Como T tem ordem N, existe uma constante C; tal que |Ty| < Cy||y||y para todo y € Zk.

Como y = 1 em uma vizinhanga do suporte de 7', segue agora de (49) e (c) do Teorema 5.5 que

IT¢| =T (vr9)| < CillW:0|ly <n-C-Ci|lW|ln.

Como n era arbitrdrio, provamos que 7¢ = 0 sempre que (48) vale. Em outras palavras, T se

anula na interse¢do dos nicleos dos funcionais D*3y (|a| < N), pois
(D*80)0 = (—1)“80(D%) = (~1)"*(D"9)(0). (50)

A representacao (40) segue agora do Lema 5.3. Q.E.D.

5.3 Distribuicoes como derivadas

Foi apontado na introdugdo deste capitulo que um dos objetivos da teoria das distribuicdes
¢ ampliar o conceito de funcdo de tal forma que as diferenciacdes parciais possam ser realizadas
sem restri¢cdes. As distribui¢cdes satisfazem este requisito. Analogamente, como veremos agora,
toda distribui¢io é (pelo menos localmente) D* f para alguma funcio continua f e algum multi-
indice a.. Se toda funcdo continua deve ter derivadas parciais de todas as ordens, nenhuma
subclasse apropriada das distribuicdes pode, portanto, ser adequada. Nesse sentido, a extensao

de distribuicao do conceito de funcdo é tdo econdmica quanto possivel.

Teorema 5.7. Suponha que T € 2'(Q), e K é um subconjunto compacto de Q. Entdo existe
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uma funcdo continua f em € e existe um multi-indice o tal que

7o = (=1 | f()(D%0)(x) &)
para cada ¢ € Y.

Demonstracdo. Suponha, sem perda de generalidade, que K C Q, onde Q € o cubo unitdrio em
R”, consistindo de todo x = (x1,...,x,) com 0 < x; < 1 parai=1,...,n. O Teorema do Valor

Médio mostra que

vl = max|[(Dy)(x)] (v € o) (52)

parai=1,...,n. Coloquemos G=D|D;---D,. Paray € Q, seja Q(y) denotemos o subconjunto
de Q em que x; <y; (1 <i<n). Entio,

y(y) = /Q Sewar (ve o) (53)

Se N for um inteiro ndo negativo e se (52) for aplicado a derivadas sucessivas de , (53) leva a
desigualdade
il < max| (G W) < [ (G w) o) 54

para cada y € Zp. Como T € 2'(Q), existem N e C tais que
79[ <Clollv (0 € Zk).

Portanto, (54) mostra que
|T(])|</| GV o)) dx (0 € Px). (55)

Por (53), G ¢ injetora em Zg, logo em Zk. Consequentemente, GV 1 9k — Dk é injetora.
Um funcional T} pode, portanto, ser definido na faixa ¥ de G¥*! por

iGN =To (0 € k), (56)

e (55) mostra que
Tyl <C [ vl dx (ye) (57)

O Teorema de Hahn-Banach (Teorema 2.2), portanto, estende 77 a um funcional linear limitado

em .2 (K). Em outras palavras, existe uma funcio limitada de Borel g em K tal que

To =TGN+ = / NN () dx (0 € Tx). (58)
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Definimos g(x) = 0 fora de K e coloque

Y1 Yn
/ / X) drn--dxi (yERY).

Entdo f € continua, e as n integracdes por partes mostram que (58) da
1 [ F0(G P dx (9 € i)

Isto é (51), com v = (N +2,...,N +2), exceto para uma possivel mudanga de sinal.  Q.E.D.

Quando T tem suporte compacto, o resultado local que acabamos de provar pode ser trans-

formado em global.

Teorema 5.8. Suponha que K seja compacto, V e Q sejam abertos em R" e K CV C Q.
Suponha também que T € 2'(Q), que K é o suporte de T, e que T tem ordem N. Entdo
existem finitas fungdes continuas fg em Q (uma para cada multi-indice p com 3; <N +2 para

i=1,...,n) com suportes em V, tal que
T =Y DPfp (59)
p

Essas derivadas devem, é claro, ser entendidas no sentido de distribuicdo: (59) significa que
ro=Y (1" [ profowdr  he(@) (60)
B

Demonstragdo. Escolha um conjunto aberto W com fecho compacto W, tal que K C W e W C
V. Aplicando o Teorema 5.7 com W no lugar de K. Tomemos o = (N +2,...,N+2). A

demonstracao do Teorema 5.7 mostra que existe uma fun¢do continua f em € tal que
) [ f@* 0 dx o 2W), (6D

Podemos multiplicar f por uma funcfo continua que é 1 em W e cujo suporte estd em V, sem
ferir (61). Fixe ¢ € Z(Q), com suporte em W, tal que Yy = 1 em algum conjunto aberto contendo

K. Entdo (61) implica, para cada ¢ € Z(Q), que

= (=) [ 7-D%(vo)
“/f Z capD*™ ByDBg.

B<a

Isto é (60), com
fp=(=1)1"Pleggf-D* Py (B<a).
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Q.E.D.
Nosso préximo teorema descreve a estrutura global das distribui¢des.

Teorema 5.9. Suponha T € 2'(Q). Existem funcdes continuas g, em Q, uma para cada multi-
indice Q, tal que
(a) cada compacto K C Q intercepta os suportes de apenas um niimero finito de gy, , €
(b) T =Y D%
o

Se T tem ordem finita, entdo as fungdes gy podem ser escolhidas de modo que apenas um

numero finito seja diferente de 0.

Demonstrag¢do. Existem cubos compactos Q; e conjuntos abertos V; (i = 1,2,...) tal que Q; C
Vi C Q, Q € a unido dos Q;’s e, nenhum subconjunto compacto de € intercepta infinitamente
muitos V;. Existem ¢; € Z(V;) tal que ¢; = 1 em Q;. Usando esta sequéncia (¢;) para construir
uma parti¢do da unidade {y;}, como no Lema 5.2 ; cada y; tem seu suporte em V;. O Teorema
5.8 se aplica a cada y;T. Isso mostra que hd um nimero finito de fung¢des continuas f; o com

suportes em V;, tal que
yiT =Y D%fiq. (62)
o

Definindo N
gu= Y fia (63)
i=1

Essas somas sdo localmente finitas, no sentido de que cada compacto K C  intercepta os
suportes de apenas um nimero finito de f; . Segue que cada gq € continuo em £ e que (a) vale.

Como ¢ = Y y;0, para cada ¢ € Z(Q), temos T = Yy, T, e portanto (62) e (63) ddo (b). A
afirmacao final segue do Teorema 5.8. Q.E.D.

Com essa teoria, agora bem estabelecida, facamos uso para algumas aplicagdes.

Para mais informacdes sobre esses temas, consultar [1], [3], [13], [14], [15], [16] e [12].
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6 SOLUCOES FUNDAMENTAIS E EXISTENCIA DE SOLUCOES EM £

Neste capitulo, apresentaremos algumas aplicacdes das distribui¢des vistas anteriomente,

em equagoOes diferenciais. Comecemos com o seguinte.

Definicdao 6.1. Uma solucao fundamental de um operador P em Z(Q) é uma distribui¢ao u

tal que
Pu=293 (64)

onde 8 = Jy € a Distribui¢do de Dirac no caso particular em que x = 0, dada por:

3(¢) = 9(0). (65)

O significado de (64) é no sentido das distribui¢des, ou seja, dada ¢ € Z(Q), onde Q CR”",

e mult-indice o, tem-se

(Pt = (1 (1) ead ) =400

o

O operador Y (— 1)/%¢D% é chamado de transposto de P.
o

Defini¢cao 6.2. Chamaremos de operador diferencial com coeficientes constantes a um ope-
rador P: 2(Q) — 2(Q) da forma

P - ZC(xaa
o
com o multi-indice o € Z" e ¢y, € C.

Exemplo 6.1. Operador de Cauchy-Riemann: a% = % (% +i aa—y> , tem como solu¢do fundamen-

tal a fungéo u(z) = 1/mz, holomorfa em C — {0} e com polo simples na origem.

Defini¢ao 6.3. (Operador Hipoelitico): Seja P = an (x)D* um operador diferencial com coe-
(04

ficiente co € C*(Q). P € dito hipoelitico em Q, quando, dado um subconjunto aberto U C Q e
uma distribui¢do L € 2'(U), a condi¢do PL € C*(U) implicar L € C*(U).

Teorema 6.1. Seja P um operador diferencial com coeficientes constantes. Se P ¢ hipoelitico,
toda solugdo fundamental é de classe C* em R" — {0}. Reciprocamente, se existir uma solugdo

fundamental que seja uma funcdo de classe C* em R" — {0}, o operador P é hipoelitico.

Na demonstracao desse teorema, apenas um lado é de forma simples, a outra, requer de
muitos resultados sobre equacdes diferenciais e sobre convolu¢do. Para ndo sobrecarregar o

texto, omitiremos a prova. Mas pode ser encontrada em [17].

Teorema 6.2. Todo operador diferencial P com coeficientes constantes possui pelo menos uma

solucdo fundamental.
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n 2\ J
Demonstragdo. Para isso, primeiro verifiquemos que existe j € N tal que; (1 — Z ﬁ) tem
i=1 9%

solugio fundamental em .#*(R"). Apliquemos a transformada de Fourier em (1 —A)/f = §,
onde A é o operador laplaciano. Ela transforma a n-ésima derivacdo de f em produto de (i|§|)"
pela transformada de f (que denotamos por f ) e também leva a Distribui¢do de Dirac na

Distribuicdo da funcdo constante igual a 1, portanto
(1= GENY /) =1+ f&) =(1+[EH),

a qual estd em .Z?(IR") para certo j € N e, portanto, inversivel pela transformada de Fourier ser
um isomorfismo nesse espaco.
Agora, podemos provar o teorema usando a existéncia de u € .Z?(R") que satisfaz Pu = f,

conclufmos a prova observando apenas que (1 — A)/u é solucdo fundamental de P. Q.E.D.

6.1 Aplicacao para o operador derivacao

Seja P = % o operador derivacdo atuando em Z(Q), com Q = R. Encontremos sua solu-

¢do fundamental. Isto é, queremos encontrar u € Z(Q) que satisfaca

Pu(9) =u'(0) = —u(9') =5(¢) = 9(0) Vo€ 2(Q),

isto é, basta satisfazer
—u(¢') =0(0) Vo€ 2(Q).

Demonstracdo. Afirmamos que € solu¢ao fundamental do operador P, a distribui¢do associada
a funcao H, definida por
I, se x>0;

H(x) =
) {0, se x < 0.

Apesar de ser simples, sendo descontinua apenas na origem, essa funcdo é muito importante e

¢ chamada funcao de Heaviside. Provemos a afirmacdo. De fato, temos que
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para toda ¢ € Z(R). A identidade 1i_r>n d(x) = 0 é vélida porque ¢ possui suporte compacto.
X—>o0
Q.E.D.
Encontramos outras solu¢des também por adicionar constantes (translacdes); isto é, da
forma H(x) +a, coma € R.
6.2 Operadoes Diferenciaveis em .#>

Nosso interesse agora, é estudar os operadores diferencidveis no espago .#%(Q), das fun-

coes quadrado integraveis, isto €, das f : Q C R" — R que satisfazem

1/2
</ |f|2dx) < oo,
Q

Um dos nossos objetivos € mostrar que todo operador diferencial com coeficientes cons-
tantes admite solucio em #%(Q) no sentido das distribuigdes, isto é, dados f € .Z?(Q) e P um

operador diferencial com coeficientes constantes, existe u € .Z2(Q) tal que
Pu=f. (66)

Para isso, vamos mostrar que, para um operador qualquer, (66) possui solu¢do no sen-
tido das distribuicdes em Z?(Q) se, e somente se, a desigualdade (70) for satisfeita. E a
sobrejetividade dos operadores diferenciais com coeficientes constantes serd consequéncia da
Desigualdade de Hormander. Antes disso, apresentamos o que € o transposto de um operador.

6.3 Transposto de um operador

Seja Q aberto de R” e seja P(x, D) um operador diferencial com coeficientes em C*(Q).

Definic¢do 6.4. O transposto P' = P'(x, D) é dado pela relagéo

(PO, ) = (0,P'y), O,y €Z(Q). 67)
Como
o) =Y, [ cult)D0(pwi)
B g(_l)a L¢<x>D“<Ca<x>w<x>> dx.
Tem-se que

P'(x, D)y = Y (=1)*D*(ca(x)y(x)). (68)

o
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Quando os coeficiente sdo constantes, o transposto de P é igual a

P =Y (1)1 cD"

o

Queremos obter uma condic¢do necessdria e suficiente para que a equagdo (66) com f €
£?(Q), tenha uma solugio u € .Z?(Q). Quando isso ocorre, temos que, P[.Z%(Q)] D £%(Q),

isto é, P € sobrejetiva.

6.4 Solucées dos operadores em £

Voltemos ao problema de solugdo de operadores, que consiste em, sendo P em Z(Q)
um operador qualquer e dado f € £?(Q), encontrar u € .£?(Q) que resolve a equacio (66).

Anunciamos o seguinte teorema, que nos fornece a condi¢ao para isso.

Teorema 6.3. Uma condicdo necessdria e suficiente afim de que, dada f € £*(Q), exista uma
solugdo para

Pu=f (69)

em L*(Q) é que, existe uma constante C > 0 tal que
10ll 2 < ClIP'Ollz2, VO € 2(Q). (70)

Demonstragdo. Suponhamos que a condicao (70) esteja satisfeita e considere o subespago ve-
torial

P12(Q)]={P'¢: 0€ 7(Q)}

de .Z?(Q). Em virtude da desigualdade (70), temos que P'¢ = 0, implica ¢ = 0. Logo, P é

injetivo e

T:P[2(Q)] — 2(Q)
Plo—o

estd bem definida. Ela é continua na topologia induzida de .#*(Q) porque é limitada pela
desigualdade (70). O dominio P'[Z(Q)] dessa aplicagéo é um espaco de Hilbert (subespaco de
Z2(Q)).

Assim, tomando a extensio continua que se anula em (P'[2(Q)])*

, 0 operador T pode ser

extendido e ser em .#?(Q) com norma no maximo C. Logo,

TP'o=0, Yde2(Q).
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Dada f € £?(Q), tem-se

(f,0)=(f,TP'9)
= (,(PT")'9)
= (PT'f,0), Vo 2(Q).

Pondo u = T' f, temos entdo que Pu = f, no sentido das distribui¢des, ou seja, u = T' f é uma
solucdo em .Z%(Q) para (69), com f € .£%(Q).
Reciprocamente, suponhamos que P[.Z2(Q)] D .£*(Q). Seja

B={0€7(Q): [Pl 22 <1}.
Por hipétese, dada f € £2(Q), existe u € £?(Q) tal que Pu = f, obtemos

sup|(f, )| = sup|{Pu,0)|
0B 0eB

= sup|(u, P'9)|
oeB

< sup||ul| 22 - sup||P'9]| 2
0eB 0€B

< Jull 22

O que mostra que B é fracamente limitado em .#%(Q), logo, pelo Teorema de Banach-Steinhaus
é fortemente limitado em .#2(€). Assim, existe uma constante C > 0 tal que ||| 2 < C, para
toda ¢ € B.

Tomemos ¢ € Z(Q) e suponhamos que P'¢ # 0. Logo, ¢/||P'0|| 2 € B, como é para toda
0 € B, em particular

0 H t
<C = 0]l g2 <ClPO] 22,
H [P0l 22 || 22

o0 que prova a desigualdade (70), para toda ¢ € Z(Q) tal que P'0 # 0. Agora, se ¢ € Z(Q) é tal
que P'¢p = 0, entdo ¢ = 0. De fato, por hipétese, dada f € £?(Q),

(f,9) = (Pu,¢) = (u,P'9) = (u,0) =0.

Como ¢é para toda f € £?(Q), implica que ¢ = 0. Portanto, (70) é vilida para qualquer caso.
Q.E.D.

O motivo de utilizar .Z? é justamente porque ele é um Espaco de Hilbert, logo tem seu
espaco dual identificado como ele mesmo.

Para mais informacdes sobre esses temas, consultar [17], [13], [14], [15], [1] e [16].
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A Desigualdade de Hormander

Nesta secdo, apresentaremos a Desigualdade de Hormander, uma desigualdade muito inte-
ressante e importante na teoria das distribuicdes, em relacdo a solu¢des de equagdes diferenciais.

O opolindmio caracteristico de um operador diferencial P = Y, aqd®* é o polindmio
p(&) = ZCOL : é()(?
o

com o multi-indice o € N”.

Denotemos as derivadas de p(&) de multi-indice o por

p*(§) =9%[p(8)]

e por P* o operador cujo polindmio caracteristico seja p*(&) da forma que estd definido acima.

Teorema A.1. (Desigualdade de Hormande): Seja € aberto e subconjunto de R" e P um ope-
rador diferencial parcial com coeficientes constantes. Entdo, para cada multi-indice O, existe
Co > 0 tal que

[P0 2 < CallPOll o2, YO € 2(Q). (71)

Demonstragdo. Indiquemos o operador P* como a adjunta de P, definida pela relacdo

<P¢7W>$2 = <¢7P*w>327 vq)?W € @(Q)

Como P tem coeficientes constantes, nao ha perda de generalidade em supor que 0 € . Ponha-

mos |
Pj:P(X’ SG(X:(O,...,—',...,O), Comléjgn‘

J

) 2
ij:POC, seO(:(O,...,—,,...,O), Comlgjgn

J

Pela férmula de Leibniz, vem:
P(xj0) = xjP¢ —iP;0.
O produto interno desta tltma relagdo com P;0, nos fornece

(P(xj0),P) = (x;P0,P;0) — || P;o||*. (72)

Se, no primeiro membro da relagio (72), transpusermos os operadores P e P;, obtermos, obser-

vando que estes operadores comutam pois tem coeficientes constantes, assim

(P*(xj0),P*0) = (x;P), P;0) — || P;o|>. (73)

Por outro lado, aplicamos a férmula de Leibniz novamente, o primeiro membro de (73) se
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escreve como
(P} (xj9),P"0) = (x;P;0,P ) — i(P};0,P"0). (74)
Combinando (73) e (74), vem:

il[Pj0l* = (x;P9, Pj0) — (x;P; 0, P*0) +i(P};0, P*).

Pondo §; = sup |x;|, obtemos a desigualdade

1<j<n
2
12501~ < 28[|Pol| - [[Pjoll + [P0l - [[P*6ll,
levando em conta que ||P¢|| = ||P*0|| (auto-adjunto), pois P tem coeficientes constantes. Logo,
teremos que
1770 .
1P;6ll §25j\|P¢H+W||P¢||a com1 < j<n. (75)
J

Daqui por diante, raciocinaremos por indu¢do com respeito ao grau de P. Suponhamos que P

seja um operador de grau 1. Teremos P;; = 0 e a desigualdade (75) se transforma em
1250l < 28| Poll,

e, portanto, a desigualdade (71) fica, neste caso, demonstrada. Suponhamos, por inducao, que
(71) seja verdadeira para operadoradores diferenciais parciais de grau menor ou igual a m — 1,
segue-se de (71) que

1P;;01l < C|[P9l,

onde C € uma constante conveniente. Substituindo-se esta tltima desigualdade na (75), vem:
1P;0ll < (28;+C)[[Po]l, com 1 <j<n.

Logo, (71) esté verificada, para todo operador P de grdu m e todo multi-indice o € N, com
|o| = 1. Supondo que |a > 1, podemos escrever P* = P]I.S, para algum j, com j =1,...,n.

Portanto, temos entao
[P0l = ||Pf¢|| < Cpl|Pjoll < Cp(28;+C)||Po]|.

Q.E.D.

Obeservacgio: Dado um mondmio p(&), podemos encontrar um multi-indice o0 € N” tal
que p*(§) € uma constante. Assim, como o transposto de todo operador diferencial com co-
eficientes constantes é também um operador diferencial com coeficientes constantes, temos o

seguinte corolério desse teorema.

Corolario A.1.1. Seja P um operador diferencial parcial com coeficientes constantes. Entio,



existe C > 0 tal que
10l < ClIP'Ol o2 Vo€ 2(Q).

Ou seja, extamente o Teorema 6.3, como consequéncia.
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