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Resumo

Nesse trabalho iremos fazer um breve estudo sobre curvatura média e superficies,
demonstrando alguns resultados e apresentando alguns exemplos. Além disso, o objetivo
desta dissertacdo é apresentar uma demonstracdo de R. Reilly para o Teorema de Alexandrov.
O teorema estabelece que

As Unicas hipersuperficies compactas, conexas, de curvatura média constante,
mergulhadas no espaco Euclidiano séo as esferas.

O teorema de Alexandrov foi provado por A. D. Alexandrov no artigo Uniqueness
Theorems for Surfaces in the Large V, publicado em 1958 pela Vestnik Leningrad University,
volume 13, nimero 19, pdginas 5 a 8. Em sua demonstracdo, Alexandrov usou o famoso
Principio de Tangéncia, introduzido por ele no citado artigo.

Palavras-Chave: Curvatura média; Laplaciano; Alexandrov.



Abstract

In this work we will make a brief study about mean curvature and surfaces,
demonstrating some results and presenting some examples. In addition, the aim of this
dissertation is to present a proof of R. Reilly's Alexandrov Theorem. The theorem states

The only compact, connected, constant mean curvature hypersurfaces immersed in

Euclidean space are the spheres.

Alexandrov's theorem was proved by A. D. Alexandrov in the article Uniqueness
Theorems for Surfaces in the Large V, published in 1958 by Vestnik Leningrad University,
volume 13, number 19, pages 5 to 8. In his demonstration, Alexandrov used the famous
Tangency Principle, which he introduced in the above-mentioned article.

Keywords: Mean curvature; Laplacian; Alexandrov.
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Introducao

O primeiro a desenvolver um método para determinar a medida de quanto uma
superficie se encurva de um dado ponto, foi o matematico suico Leonard Euler em 1770 e
para tal, Euler procedeu da seguinte forma: para cada ponto p em uma superficie S, Euler
considerou um vetor normal unitdrio N em p e um vetor unitdrio v qualquer tangente a S em
p. Olhando para o plano P normal a S que passa por p e contém os vetores N e v, a curva
formada pela interse¢do de P com S foi chamada de secdo normal de S em P na dire¢ao do
vetor unitdrio v e a curvatura da secao normal foi chamada de curvatura normal da superficie
S no ponto p na direcdo de v. Observando todas as direcdes determinadas pelos vetores
unitdrios com origem em p de T,,S, Euler considerou os valores maximo k; e minimo k, das
curvas normais de S em p e chamou estas curvatura de curvaturas principais. Ele percebeu
que com o conhecimento dessas duas curvaturas era possivel determinar a curvatura normal
na direcdo de qualquer vetor unitario v.

Mais tarde em 1827 o matematico alemao Carl Friedrich Gauss, através do estudo da
diferencial da chamada aplicacdo normal de Gauss N:S — S?, cuja diferencial sob certas
consideracdes é um operador auto-adjunto, definiu a curvatura Gaussiana como produto K =
k,.k, das curvaturas principais que numa certa base ortogonal, base essa formada pelos
respectivos autovalores e as curvaturas principais sdao autovalores, é simplesmente
determinante da matriz de dN no ponto p que é uma invariante dessa aplicagdo. Um outro
invariante, o trago de dN,, dado por tr(de) = —(k; + k) surge naturalmente no estudo
dessa aplicagdo e o negativo da metade do trago de dN,, € chamada a curvatura média de S
em p que recebeu esse nome devido a matematica francesa Sophie Germain em 1831 ao
estudar um problema relacionado com vibra¢des de uma membrana.

Resultados que envolviam classificagdes sempre foram objetos de estudo e de
particular interesse por grande parte dos estudiosos desta area. Um resultado desse tipo foi
demonstrado por Liebmann em 1899 em seu artigo intitulado “Eine neue eigenschaft der
kugel” onde ele demonstrou que as esferas s3o as Unicas superficies compactas em R3 que
possuem curvatura Gaussiana constante. Mais tarde em 1956, no artigo “Uniqueness theorem

for surfaces in the large” Alexandrov mostrou que as esferas sdo as Unicas superficies



12

compactas, mergulhadas em R3 com curvatura média constante.
Nesse trabalho iremos demonstrar o teorema de Alexandrov seguindo a idéia de R.
Reilly e Ros, que faz uso de conhecimentos mais basicos de calculo diferencial e integral e da

teoria de superficies para sua demonstracao.
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1 Preliminares

Neste Capitulo vamos revisar alguns conceitos de geometria diferencial,
especificamente a ideia de superficies regulares que serdao necessarios para um melhor

entendimento do capitulo posterior e melhor compreensao do teorema de Alexandrov.

1.1 Superficies Regulares

A grosso modo, uma superficie regular em R3 é obtida tomando-se pedacos do
plano, deformando-os e colocando-os entre si de tal modo que a figura resultante nao
apresente vértices, arestas, ou auto-intersecg¢des, e que tenha sentido falar em plano

tangente nos pontos desta figura.

Definicdo 1.1. Seja S © R um subconjunto de R3, diz-se que S é uma superficie reqular

se as trés condicbes a seguir sdo satisfeitas:

(i) Se para todop € S,existeV S R3, vizinhanga de p e uma aplicagio X:U - VNS

diferencidvel, onde U € R? é um aberto . Ou seja se

X(uw,v) = (x(u,v),y (W, v),z (u,v))

entdo as fungées componentes de X, x(u,v), v(u,v), z(u, v) possuem derivadas parciais de

todas as ordens em U;

(ii) A aplicagdo X do item (i) é um homeomorfismo entre U eV (S, ou seja, X possui uma
inversa X~ 1: VNS — U que é continua, isto é, existe um aberto W < R3 contendo VNS e uma

funcédo continua f: W — R? cuja restricdo é R™%;

(iii) Para todo q = (u,v) € U, a diferencial dX,: R* - R® é injetiva.
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A aplicagdo X é chamada uma parametriza¢do ou um sistema de coordenadas (locais)

em uma vizinhanga de p,e V S é chamada uma vizinhanga coordenada de S em p.

u a

Figura 1

Vamos analisar o que a defini¢cdo 1.1 nos diz sobre o comportamento de uma
superficie regular. A condig¢éo de diferenciabilidade em (i) é bastante natural se nossa intengdo
é tratar de geometria diferencial em S. A condicdo (ii) impde que a aplicagdo X é um
homeomorfismo e sua injetividade exclui a possibilidade de auto intersecdes em superficies

regulares.

9X

P sdo derivadas parciais das componentes de X calculadas

)¢
Em (iii), temos que 5. €
no ponto q = (uy, vy), que correspondem as colunas da matriz Jacobiana | X (u,v), que é a
matriz da aplicagdo linear relativa as bases canénicas de R? e R3. Com o Teorema do Nucleo

e Imagem, afirma que X,, e X,, ndo séo paralelos (ou LD).

ax ox
du avl

M

]X(u'v)_au aw |  lovw avl-
dz 0z

ou dv
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. ax ax
Por comodidade denotemos 5. Por X, e 5, Por X, .
Agora vejamos um exemplo de uma superficie regular.

Exemplo 1.1. A esfera unitdria S? = {(x,y,z) € R®:x*> + y? + z? = 1} é uma

superficie regular.

Mostraremos que X;:U c R?* > R, dada por X;(u,v) = (u,v,4/1— (u? + v2)),

com U = {(u,v) € R%:u? + v? < 1}, é parametizacdo de S?. Podemos observar que a
imagem da parametizacéo X, é a parte aberta de S? acima do plano xy.

Podemos observar que as fun¢bes componentes de X, sdo diferencidveis, ja que
temos que u? + v? < 1, logo a condi¢do (i) da definicdo de superficie reqular é verificada.

Seja um ponto qualquer (x,y,z) € X,(U) € §?, com X,(U) € S? = {(x,y,z) €
S?:{x*+y® <1lez>0}efizemos X;' (x,y,2z) - (x,y) temos u e v bem definidos de
maneira unica por u=xev =y , logo X, é bijetiva. E X;{1é a projecdo de X;(U) S
S em U, que é continua. Logo a condicdo (ii) também é verificada.

Para verificar a condigdo (iii) basta observarmos que a matriz jacobiana

1 0
J X, (u,v) = 0 1

u

v
S i@y [1-@Etvd)

Tem posto 2.
Vamos cobrir toda esfera utilizando parametizacbes similares, como a

parametizagéo

X,:Uc R? > R3dada  por X, (wv)=(uv,—/1— ?+v2)),(uv)€EU.
Podemos observar que X,(U) U X, (U) cobre a esfera menos o equador {(x,y,z) € R3|x? +
y2=1,z=0}. Para cobrir toda a esfera, juntamente com X, e X,, ultilizando os

planos xz e zy teremos a seguinte parametizagdo:
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X;(u,v) = (u,Jl — (u? + v?2), v);

X,(u,v) = (u, —\/1 — (u? + v?2), v);

Xs(u,v) = (\/1 — (u? +v?2),u, v);

Xe(u,v) = (—\/1 — (u?+v?),u, v);

Figura 2 — Parametizagdo locais da Esfera
Podemos tambem cobrir a esfera com duas parametrizacbes usando as coordenadas

geograficas de S2. De fato, seja uma aplicagdo X: U — R® dada por:
X(6,¢9) = (senBcos ¢,senfsen¢@,cosB), definidko no aberto U ={(0,¢) €
R’l0<f<m e 0< ¢ < 2m).
Entdo X: U - X(U) é uma parametizagdo de S? sobre X(U) = S? n (R® — A) onde
A={(x,y,z) ER?|x >0ey = 0}éfechadoemR?.
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Figura 3 — coordenadas esféricas no ponto p € S?
Ou seja, X(U) = R® — C, onde C é o semi-circulo, C = {(x,y,z) € S?*|x >0 e y = 0}.

De fato, X € diferencidvel e dX g 4): R? - R3 éinjetora para todo (0, @) € U, pois:

Xg(6,¢9) = (cos 6 cos @ ,cosBseng,—senb),

e
X,(8,90) = (—senBseng,senb cos ¢,0),
portanto:
(Xon X,)(6,9) = (sen® 6 cos ¢ sen” O sen ¢, cos  sen )
e

||X9 /\X(p||2 (6,9) = sen*8 cos?¢ + sen*d sen?¢d + cos?0 sen?6 = sen?d # 0,
jd que 6 € (0,1m). Logo X satisfaz as condi¢des (1) e (3) da defini¢do 1.1.
Observamos que dado (x,y, z) € S?- C, 0 fica determinado de maneira tnica por 8 =
arccos z uma vez que 0 < 6 < m.

X .
Conhecendo o valor de 8, temos que cos ¢ = — esin@ = SL

p— 5 s oque determina @

de maneira unica, pois ¢ € (0,2m). Seque-se entéo que X tem uma inversa X 1.

Como jd sabemos que S? é uma superficie regular, obteremos, pela proposicdo 1.1 (que
trataremos em breve), que X ' é continua.

Logo, X:U — S? — C e uma parametrizacéo de S? que cobre toda a esfera menos o

semi-circulo C.
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Podemos cobrir a esfera toda considerando outra parametrizacGo. De fato, seja

Y:V = R3 a aplicacéo
Y(0,¢%) = (sen b cos ¢, cos 6,sen d sen @)
onde
V={0,9)€ER?*|—-1<0<0e0<¢<2m}
EntdoY(V) = S2 — C ,onde C’ é o semi-circulo:
C ={(x,y,z) ES?]x < 0ez=0}

De modo andlogo ao feito para X, podemos provar que Y e uma parametrizacéo de S>.

Temos também que X(U) U Y (V) = S2.

Proposi¢do 1.1. Sejam S c R3® uma superficie regular e p € S. Seja X:U - S

uma aplicagéo definida no aberto U de R? com p € X (U), tal que:
e X:U — R3édiferencidvel;
e dX,:R* - R? éinjetora para todo q € U;

e X:U - X(U) é uma bijecdo.

Entdo X:U c R> > Se X~ 1: X(U) - U é continua.

Proposi¢do 1.2. (Vetores Tangentes) Seja S € R?> —» X(U) uma parametizacéo
de S emp,comX(q) = p,q € U. Entdo o subespaco vetorial de dimensdo 2

dX,(R*) c R®

é o conjunto de todos os vetores tangentesa S em p

Demonstragdo: Sejam v um vetor tangentea S emp e a:(—¢,€) = S uma curva
parametizada diferencidvel em 0O tais que a(0) = p e a'(0) = v.

Podemos supor que a(—¢,&) € X(U) e X~ = F|x, onde F:V — R? é uma
fungéo diferencidvel definida num aberto V de R3 tal que X(U) c V.

logoB =X"toa:(—¢,¢&) > U B(t) = (u(t), v(t)), € uma curva diferencidvel e

a(t) =X o () = X(u(®),v(t))
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paratodot € (—¢,¢).

Assim, B(0) = q e v = a'(0) = dX,(B'(0)) = v (0)X,(q) + v' ()X, (q).

Seja agora v = dX,(w),w € R?, e considere a curva diferencidvel B: (—¢,&) > U
dada por [(t) = q + tw. Entdo B:(—¢,&) = X(U) € S é uma curva diferencidvel com

a(0) =pea’(0) = qu(,B’(O)) =dX,(w) =v.

1.2 Curvaturas

E uma nocdo intuitiva advinda do Calculo Diferencial que medir a curvatura de uma
superficie S significa medir o qudo rapido ela se afasta do plano tangente T,S em uma
vizinhanga de p € S. Isto é equivalente a medir a taxa de variagdo da Aplicagdo de Gauss de S

em p. Ou seja, calcular, em cada ponto p € S, a derivada dN,, na diregdo v € TpS:

d
de(V) = dat |t=0N(a(t)).
Lembrando que «a é qualquer curva tal que a(0) =0e a’(0) =c¢
Evidentemente, a diferencial dNp : T,S — Tn(p)S® & uma aplicagdo linear. Como TpS

e TN(p)S2 sdo 0 mesmo espacgo vetorial, pois
(N(p),N(p)) = 1= (dN,(v),N(p)) = 0,V v ET,S,

entdao dNp pode ser visto como um endomorfismo dN, : T,S — T,S.

Definigdo 1.2. (Endomorfismo de Weingarten). Seja S c R3 uma superficie regular e N
sua aplicagdo de Gauss. A aplicagbo Ap : TpS — T,S definida por
Ap(v) = —dNp(v),

é denominada endomorfismo de Weingarten.

Definigao 1.3. (Curvatura Normal). Dado uma direg¢éo v € T,S tangente a superficie S

em um ponto p, tal que |v| =1, o valor
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k(v) = (Ap(v), v)
representa a curvatura normal de S em p na diregdo v.

As curvaturas principais ki(p) e k2(p) sdo, respectivamente, os valores maximos
e minimos das curvaturas normais e as suas direcdes principais correspondem as direcdes de
maximo e minimo da curvatura normal em cada ponto p € S.

Vemos também que A,, ser um operador auto-adjunto implica na existéncia de
uma base ortonormal de T},S formada por autovetores de A, (esses autovetores sdo as
dire¢des principais). Desse modo, a matriz de A, nessa base é diagonal. A diagonal
principal é formada pelas curvaturas principais (que sdo os autovalores associados aos
autovetores da base). Assim fica natural conectar o determinante e o traco com as

curvaturas principais, para mais detalhes, ver [1].

Associados ao endomorfismo de Weingarten, temos dois invariantes algébricos —

seu traco e seu determinante:

tr(Ap) = ki(p) + k2(p) e det(Ap) = ki(p)kz(p),

que motivam a seguinte definigdo:

Definigdo 1.4. (Curvaturas Média e Gaussiana). Dado uma superficie S < R3
e Ap : TpS = TS 0 seu endomorfismo de Weingarten no ponto p € S. Definimos, respecti-

vamente, como Curvatura Média e Curvatura Gaussiana os valores:

H(p) = tr(4,) = “P72® e K(p) = det(dp) = Ky (pkz ().

1.3 Derivada Covariante

Iniciaremos essa secdao falando um pouco de Derivada Covariante que é uma
generalizacdo do conceito de derivada parcial que permite estender o calculo diferencial em

R™, com coordenadas cartesianas, para o caso de coordenadas curvilineas em R".

Definigao 1.5. (Derivada Covariante). Dado o campo tangente X € X(S). Definimos a
Derivada Covariante de X na dirego v € T,S como sendo a aplicagdo:
VX = dXp(v) — (dXp(v), N(p))N (p). (1.1)

Proposigdo 1.3. Dados X, Y € X(S) e f € C*(S), para todo v, w € T,S, temos
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i) VAUX+Y)=VX+V,Y;

i) Vu(fX) =v(f)X + fV.X;

iii) VV+WX = VVX + wa.

Demonstragao:

NVAX+Y) = dX+Y)p(v) = {d(X + Y)p, NIN

= d(X)p(v) + d(Y)p(v) = (d(X)p(v) +d(Y)p(v), N)N

d(X)p(v) = (d(X)p(v), NN+ d(¥ )s(v) = (d(Y )p(v), NIN
= VWX+V)Y.
i) VAFX) = d(fX)e(v) = (d(fX)s NN
= V(F)X + fdXp(v) = (VIFIX + fdXp(v), NYN
= V(F)X + fdXp(v) = (fdXp(v), NYN
= VAX+F (dXp(v) = (dXp(V), NIN)
= V()X + fVuX.

iii) Vi+uX d(X)p(v + w) = (d(X)p(v + W), N)N

d(X)p(v) + d(X)p(w) = (d(X)p(v) + d(X)p(w), N)N

d(X)p(v) = (d(X)p(v), NIN + d(X)p(w) = (d(X)s(w), N)N

= VX + VX

Usando o fato de X € X(S) implicar em (X, N) = 0, temos que

VX, N) =(dXp(v), N) + (X, dNp(v)) =0

e, portanto,

(dXp(v), N) = =(X, dNp(v))

para todo v € T,S. Assim, partindo da expressdo (1.1), podemos escrever a derivada de X
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na diregdo v como:
dXps(v) = VX + (Ap(v), X)N. (1.2)
Esse resultado é conhecido por Férmula de Gauss a Superficie, consequentemente,
podemos estender a férmula para:
(VxY)(p) = (VxY )(p) + (Ap(X(p)), Y (P))N (p). (1.3)
Ainda ha outra propriedade essencial da derivagao covariante de campos de vetores
tangentes, e isso tem a ver com o fato de que a referida derivacdo é simétrica. Observe que
se X e Y sdo campos de vetores tangentes a X, entdo em cada ponto p se tem que
(dY,(X(P), N(P)) = (4,(X(@)), Y (0)) = (X (), Ap (Y (D)) = (dX,,(Y (1)), N (p))
Quer dizer, os vetores dX,(Y(p)) e dY,(X(p)) tem ambos a mesma parte normal, e a
diferenca
dY,(X()) — dX, (Y (p))
é um vetor tangente a £ em um ponto p. O campo [X,Y] € X(X) dado por
[X,Y1(p) = dY,(X(p)) — dX,(Y ()
se chama o colchete de Lie dos campos X e Y, e verifica
[X,Y1(H) = X(Y () — Y (X(N)
para toda fungdo f € C*(X). Evidentemente, [X, Y] também e dado em termo da derivada
covariante pela férmula

[X,Y] = VyY — V. X.

1.4 Equacdo de Gauss-Codazzi-Mainardi

Nesta secdo trataremos das equacdes de Gauss—Codazzi—Mainardi. Na geometria dife-
rencial classica de superficies essas equagdes s3ao geralmente expressas pelos Simbolos de
Christoffel. No entanto, para nés, serd mais Gtil representarmos essas equagdes em termos da

derivada covariante.

Lema 1.1. Dados os campos diferenciais X, Y,Z € X(S), temos

6x(6y2) - Vy (VxZ) - V[x,y]Z =0.

Demonstrag¢do. De fato, por um lado
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Vx(Vy2Z) = Vy(Vx2Z) = Vx(Y(Z1), Y (2Z2), Y (Z3))-Vy (X(Z1), X(Z2), X(Z3))
= (X(Y (21)), X(Y (22)), X(Y (Z3))) — (Y ((X(Z1)), Y (X(22)), Y (X(Z3))) .
Por outro lado
VixyiZ = (X, Y1(21), X Y1(22), [X, Y1(Z3))
(X(Y (Z21)) — Y (X(21)), X(Y (22)) — Y (X(22)), X(Y (Z3)) — Y (X(Z3)))
(X(Y (21)), X(Y (22)), X(Y (Z3)) -

Y ((X(21)), Y (X(22)), Y (X(Z3)))
Dessa forma, obtemos que

Vx(VyZ) = Vy(VxZ) = VixyZ

O que conclui a demonstragao.

Teorema 1.1.. (Equacgéo de Gauss—Codazzi-Mainardi). Seja S © R3 uma superficie

regular e A : X(S) — X(S) o tensor definido pelo Endomorfismo de Weingarten. Entdo, para
todo X, Y € X(S), temos:

Vx(VyZ) — Vy(VxZ) = Vixy)Z — (AY, Z)AX + (AX, Z)AY (1.4)

Vx(AY) — Vy(AX) —A[X, Y] =0. (1.5)

Demonstragao. Aplicando o lema anterior com a Férmula de Gauss (1.3), obtemos
0=Vx VvZ—(AY,Z)N — Vy VxZ —(AX,Z)N — VixyiZ — (ALX, Y], Z)N .

Novamente, usando a formula de Gauss (1.3)

0 = Vx(Vy Z) — (AX, Vy Z)N — (VxAY, Z)N — (AY, VxZ)N — (AY, ZYAX
—Vy (VxZ) + (AY, VAZ)N + (Vy AX, Z)N + (AX, Vy Z)N + (AX, Z)AY

Eliminando os termos que se anulam e reorganizando os termos restantes, temos
0 = Vx(VyZ)—-Vy(VxZ) - VixyZ — (AY, Z)AX + (AX, Z)AY
+(Vx(AY) — Vy (AX) — A[X, Y1, Z)N.
Ou seja, tanto a parte tangente, quanto a parte normal desse campo se anulam. Portanto,
Vx(VyZ) = Vy(VxZ) = VixylZ — (AY, Z)AX + (AX, Z)AY.

Assim obtemos a Equacdo de Gauss de curvatura. Por outro lado, temos também que

(Vx(AY) - Vy(AX) —A[X, Y], Z2) =0,
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para todo Z. Logo,
Vx(AY) - Vy(AX) —A[X, Y] =0.

Que resulta na Equacdo de Codazzi—Mainardi. [ |

As equacgdes (1.4) e (1.5) sdo, respectivamente, conhecidas por Equag¢do de

Gauss de curvatura e Equagéio de Codazzi-Mainardi.

1.5 Gradiente e Hessiano

Seja F : W — R uma funcio diferenciavel definida em um aberto W c R3. O Gradiente

Euclidiano de F no ponto a € W é definido como sendo o vetor Grad F(a) tal que

(Grad F(a), v) = v(F), Vv eR3
Em particular, tomando a base candnica {ei, e2, e3} do espago euclidiano R3

temos que (GradF(a),e,) = az;gca) ,{GradF (a),e,) = az;_::) e (GradF(a),es) = 6’;(2‘1)_
Logo,
oF oF oF
GradF(a) = (a (@), 5 (@), 52 (a)) (1.6)

Usando a expressdao (1.6) com as propriedades das derivadas parciais obtemos as
seguintes propriedades:

i) Grad (F + G) = Grad F + Grad G;
ii) Grad (FG) = G Grad F + F Grad G;
iii) Grad (¢ ° F) = ¢'(F) GradF.
Demonstragao. Veja secdo 1.3 no capitulo 1 de [1].
Onde F,G : W — R sdo funcdes diferenciaveis definidas sobre um aberto W c R3
e ¢ : R = R é uma funcao diferenciavel. Em particular, para superficies, definimos:
Definicao 1.6. (Gradiente). Dado uma fung¢do f € C°(S). Usaremos o termo gradiente

de f para nos referirmos ao campo de vetores tangentes ‘a S determinado pela aplica¢do

Vf:S — X(S) definida por:

{(Vf (@), v} =v(f),v ET,S,
(Vf(p),N(»)) =0,Vp €S.
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Dado F : W — R uma extensdo para f € C"(S), isto é f = F|s, entdo o gradiente de

f & a parte tangente do gradiente euclidiano de F, isto g,

Vf(p) = Grad F(p) — (Grad F(p), N(p))N(p).

Defini¢do 1.7. (Hessiano). Dado f € C”(S). Para cada ponto p € S, definimos
o operador hessiano de f como sendo a fung¢do
V2fp: ToS x TS = R

definida por
V2fo(v, w) = (V. VS, w).
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Usando a Férmula de Gauss de superficie (1.2) com X = Vf, obtemos:

VWVf = d(Vf)p(v) = (Ap(v), VF(p))N (p).
De modo que podemos calcular o hessiano V2f,(v, w) por meio da derivada usual, isto &,
V2 fo(v, w) = (d(Vf)p(v), w).
De maneira geral, dado uma fun¢do F : W — R diferenciavel no aberto W c R3. O
hessiano Euclidiano de F no ponto a € W é definido como sendo a fung¢do dada por
Hess Fq(v, w) = (d(Grad F)d(v), w),

para todo par de vetores v, w € R3.

1.6 Divergente e Laplaciano

Seja Z um campo de vetores diferencidvel definido sobre um aberto W < R3. Define-se
o Divergente Euclidiano do campo Z em um ponto a € W como sendo o traco da aplicacdo linear

dZ,:R3 - R3. Escrevemos

3
Div 2(a) = tr(v > dZ,(») = Y (dZ, (e, ),

onde {e;,e,, e;} é uma base ortonormal do R3. Em particular, se {e;, e,, e5} for a base canénica,

temos

Div Z(a) = 22 (@) + 52 (a) + T2 (a). (1.7)
Pela expressao (1.7), decorre diretamente das propriedades da derivada parcial que
i)Div(Z+Z)=DivZ + DivZ;
ii) Div (FZ) = (Grad F,Z) + F Div Z.

Onde Z, Z' s3o campos de vetores diferenciaveis sobre o aberto W c R3 e F € C®(W).

Teorema 1.2. (Teorema da Divergéncia). Seja S € R3 uma superficie regular, orientada
e compacta e seja . € R3 um dominio determinado por S (S = Q). Se Z : Q. > R3 é um campo

de vetores diferencidvel sobre Q. Entdo
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JoDiv Z(a) da = = [ ((Z(p), N (p)) dp
onde da é o elemento de volume da regido Q e dp é o elemento de drea da superficie S.

Demonstra¢ao. Veja Teorema 5.31 no Capitulo 5 de [10].

1.7 Foérmulas de Minkowski

As formulas de Minkowski sdo duas féormulas integrais classicas para superficies
regulares, compactas e orientadas. Essas férmulas sdo obtidas como uma aplicacdo do
Teorema da Divergéncia.

Teorema 1.3. Seja X c R3uma superficie reqular, compacta e orientada, com

aplicacéo de Gauss N. Para cada ponto fixado ¢ € R3 se tem:
J;(A+H®®P-0))dp=0 (1.8)

Js (H®) + HP))(p = ¢, N(p))) dp = 0, (1.9)
onde, como é habitual, H é a cuvartura média.
Nos referimos a (1.8) e (1.9) como a primeira e segunda féormula de Minkowski,

respectivamente.

Demonstrag¢do . Fixado o ponto c em R3, consideremos a funcéo sobre X
definida por f (p) = % |p — c|?. Sabemos entdo que seu hessiano em um pontop € %
estd dado por

Vif,(v +v) =14+ k() (p — ¢, N(p))
para toda direcéo v € T,X. A partir daqui, tomando{e;, e, } a base de direcéo principal de T em p

se tem que

Vi) =1+ ki(@)Xp—cN@P))+ 1+ k()p—c,N()))
Vi) =2+ 2H (p){p —c,N(»)) =2(1 + H(p) (p){r — ¢, N(p)))
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Isto é

Af(p) =21+ K@)p—cNp@)). (1.10)

A formula (1.8) é obtida pelo teorema da divergéncia, simplesmente integrando esta

desigualdade.

Para demostrarmos a segunda formula de Minkowski, necessitamos calcular o laplaciano
da fungdo g € C*(Z) definida por g(p) = (p — ¢, N(p)). Para cadap € X e v € T,X teremos
v(g) =(,N@)) +(p—c,N(p))
v(g) = —((p — )", 4, () = —(4,((p — )", v),
de maneira que o gradiente de g vem dado por
Vg(p) = —A,((p — ™) = —A4,(Vf ()
para cada ponto p de ¥ . Portanto para cada v € T,X teremos
VyVy= —V5(A((V) = =V, (Vf () — Ay (V,VS),
onde V,A denota a derivada covariante de A com respeito a v. Pela equa¢éo de Codazzi-
Mainardi podemos cumutar os vetores v e Vf (p) na derivada covariante de A e escrever
(Vo) (VD)) = (Vopp A ().
Desta maneira, o hessiano de g é dado por
V2g,(W,v) = — (VyryA(W), v) — (4, (V,V)v)

= —(VyrpAW), v) = ((V,Vf), Ay (v)

= — (Vo AW), v) — V2f, (v, A, (v))

= — (VorpAW), v) — (4, (v), v) — (A, (v), 4, (¥))g (D).
Quer dizer

V2, (v,1) = ~((VsA) @), v) = k() — |4, ()| " g ()
para toda direcéo v € T,X. Se tomamos agora {é,,8,} a base formada pelas dire¢ées principais
de X em p, se tem
V29,(8:,8) = —((VyrnA) (), é;) — ki(p) — ki (0)g ().
Entdo obtemos
Ag(p) = Vzgp(§1,é)1) + Vzgp(é)z;é)z)
Ag(p) = —tr(VyspA) — (ki(p) + k2 () — (kE(2) + k3 (0)) 9 (p)
Ag(p) = —2(Vf(p), VH (p)) — 2H(p) — 2(2H*(p) = K()) g ().

ja que

K2(p) + K2(P) = (ke () + k()" — 2k (p)k, (p) = 4H2(p) — 2K (p).
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Em definitivo, para cada p € X teremos

Ag(p) = —2(Vf(p), VH(p)) — 2H(p) — (2H*(p) — K(0))g(p).
Por outra parte, por (1.10) segue também que
2div(HVf)(p) = 2((Vf(p), VH(p)) + ZH(p)Af (p)
2div(HVf)(p) = 2((Vf(p), VH(p)) + 4H(p)(1 + H()g(P)),
de maneira que
2div(HVf)(p) + Ag(p) = 2(H(p) + K@) g ().
Entdo, a formula (1.9) se obtém pelo teorema da divergéncia, integrando esta igualdade.
]
Lema 1.2. Seja X c R® uma superficie reqular e compacta e denotemos por Q. c R3 o
dominio reqular compacto fechado por X, de modo que X = 0X). Entdo, para qualquer ponto fixado

c € R3, temos que

vol(Q) = =7 [5(p — ¢, N@))dp, (1.11)

sendo N o campo normal unitdrio de ¥ apontando para o interior.

Demonstracao. Consideramos Z o campo de vetores sobre Q) dado por
Z(x)=x—c,

cuja divergéncia é trivialmente DivZ (x) = 3 para todo x € ().

Entdo,

fQDin(a)da = 3vol(Q) = —fz(p —¢,N(p))dp

1.8 Desigualdade de Heintze-Karcher-Ros

Iniciaremos esta secdo falando um pouco da desigualdade de Heintze-Karcher-Ros, que mais
adiante tornara uma ferramenta importante para demostracdo do teorema de Alexandrov, mas antes,
veremos um teorema e um lema que servirdo como base para demostrarmos a desigualdade a cima
citada.

Teorema 1.4. Toda superficie, regular, orientada e compacta X C R3 tem ao menos
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um ponto eliptico.

Demostragao. Geometricamente, a ideia da prova consiste em inserir a superficie
compacta X dentro de uma esfera suficientemente grande e, a continua¢do, ir diminuindo o raio
da esfera até que toque pela primeira vez na superficie £ em um ponto. Nesse ponto de contato
a superficie serd tangente a esfera e as curvaturas normais de X estardo limitadas pela curva
normal ( positiva) da esfera. Para fazer isso analiticamente consideremos a fungdo f: X — R dada

por

1
f@ =5lpl*peL
Como X é compacto, existe um ponto p, € X onde f alcan¢a seu madximo (global), f (p) <
f(py) para todo p € X, de maneira que Vf(p,) =0e szpo (v,v) < 0 para todo v € T, X. De

Vf(po) = 0 e setem que py = (po, N(po)IN (po), quer dizer

Po
N(py) =t—=
0 |pol

= 2f(py) > 0, no qual indica que a superficie T é tangente a esfera de raio |p,| > 0 em

ep—o, come=+1
| Dol
com |py |

um ponto p,. Por outra parte o fato de que V? fp, € semidefinido negativo, implica que

V2 fp, 0, v) = 1+ k(@){po, N(p)) = 1 + ek(v)|po| < 0

para toda dire¢do v € T, X. Assim,se € = +1 concluimos que

1
kv) <—-——<0
Do

para toda dire¢do v € T, X. Em particular, k,(po) e k,(py) sdo ambas negativas e K (p,) > 0.

Analogamente, se ¢ = —1 se tem que

1
k(v) 2—>0
|po|

para toda diregdo e, em particular, k,(p,) e k,(p,) sGo ambas positivas e K(p,) > 0

Lema 1.3. SejalcC R3uma superficie reqgular compacta e ) o dominio compacto
delimitado por X. Entdo, existe uma (unica) fungdo diferencidvel F: Q. — R que e solugcdo do seguinte
problema de Direchlet

{ AF =1 emQ
f=Fly;=0 emXZ=0Q.

Teorema 1.5. (Desigualdade de Heintze-Karcher-Ros) Seja X' C R3 uma superficie
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regular compacta e Q o dominio compacto e 0 o dominio compacto delimitado por X .

Consideremos sobre X a orientagdo dada pelo campo normal unitdrio N. Se a curvatura média H

é diferente de zero em todo o ponto, entdo
1 1
vol(Q) < gfzﬁdp, (1.12)

tendo em vista que a igualdade é vdlida se, e somente se, X for uma esfera.

Demonstracao. Em primeiro lugar, observe que a cuvatura média é necessariamente
positiva, ja que H ndo se anula e, pelo reorema 1.3 sabemos que H é positiva em algum ponto de
Y. Seja F: Q) = Ra solugdo do problema de Dirichlet dada no lema 1.3. Como f = F |y é constante
sobre X, entdo Vf(p) =0 e Af(p) = 0 em todo ponto p € X, e a férmula de Reilly é reduzido a
igualdade

2
oF
fz(l— |Hess F|?(x))dx = ZfZH(p) (ﬁ(p)) dp (1.13)
A desigualdade de Cauchy-Schwarz nos diz que

(tr(4))” < 3tr(4?)
para toda aplicagéo linear diagonalizavél A: R® — R3, donde a igualdade ocorre se, e s6
se, a aplicagdo A é um multiplo da identidade. Se aplicarmos isto a aplica¢do linear

d(GradF),:R3 - R3, que é simétrica e, em particular, diagonalizdvel, teremos que
1= (EF(JC))2 = (tr(d(Grad F)x))2 < 3|Hess F|?(x)
para todo x € () dizemos
|Hess F|2(x) > § (1.14)

para todo x € (). Além do mais, a igualdade ocorre em algum ponto x € () se, e sO se, existe um

escalar A(x) € R tal que

d(Grad F),(¥) = A(x)v
para todo v € R3, isto equivale a dizer que

Hess F(x)(.,.) = A(x)(,).

Porém, em tal caso, o escalar A(x) estd determinado de maneira unica jd que, como
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AF(x) = tr(Grad F),) = 1 deve ser necessariamente A(x) = g

Utlizando (1.13) e (1.14), tem que

2f H(p)< (p)) dp = [,1— |Hess F|*(x)dx S%fﬂdx,
dai

2
J:H®) (3 ) dp < 2vol(@). (1.15)

Por outra parte, aplicando o teorema da divergéncia no dominio de ) ao campo Z = Grad F

teremos também

vol(Q) = [ AF(x)dx = —f (p)dp

*ON

A partir daqui, utilizamos a iguladade de Couchy-Schwarz para as integrais e a expressdo (1.14)

segue da seguinte forma

2

(vol(ﬂ))2=< . aN(p)> (fz (JH@)Z—;@)) JHl(_mdp>

2
1
<J.H d d —vol(Q
Js (p)< (p)> psz( 3P < vo ( )sz( 5 4P
no qual se prova a desigualdade (1.14).
Além disso, (1.14) é uma igualdaade se, e somente se, (1.13) é uma igualdade para todo ponto

x € (), quer dizer, se, e sO se, a fungdo F sastisfa¢a a sequinte condingdo

Hess F(x)(.,.) = %(,)

para todo x € Q) . Que dizer, se , e sO se, F é solugdo do seguinte sistema de equag¢do de

derivadas parciais

0°F . . 0%°F 1
= — == (1.1
Tui0n, 0, sei#j,e o = 3 (1.16)
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parai,j = 1,2,3. Porintegragdo direta (1.15), vemos que F tem que ser da forma

1
FO) = Zlxl* + (@, x) + b,
comd = (ay,a,,a3) € R® e b € R. Completando quadrado, podemos escrever F como

1 3
F(x) =—=|x+3d|> + b —=|d|?
6 2
Como X~ = F~1(0) # @, necessariamente b — %Idl2 < 0 e X é entdo uma esfera centrada

em —3d de raior = /9|d|? — 6b. Aqui termina a prova do teorema.

[
Agora sim, teremos todas ferramentas necessdrias para demonstragdo do Teorema de

Alexandrov no capitulo seguinte.
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2 Resultado Principal

O teorema de Alexandrov garante que as Unicas hipersuperficies compactas, conexas,
cuvatura média constante, mergulhadas no espaco Euclidiano s3do as esferas. O teorema de
Alexandrov é um resultado classico em Geometria Diferencial e foi provado por A. Alexandrov
em [Uniqueness theorem for surfaces in the large V. Vestinik Leningrad Universiy. v. 13, n.

19(1958) 5-8] usando o Principio de Tangéncia.

Teorema 2.1 (Teorema de Alexandrov) Se uma superficie regular e

compacta ¥ c R3 tem curvatura média H constante, entdo esta deve ser uma esfera de raio

1

r=-.

H
Demonstragdao. Tomamos sobre ¥ a orientagdo dada pelo campo normal unitdrio
apontando para o interior N, a constante H deve ser uma constante positiva. Nesse caso, a

desigualdade de Heintz-Karcher-Ros, nos diz que que o volume do dominio delimitado por X

verifica a sequinte desigualdade

1
<
vol(Q)) < 3 fzdp

donde,
Area()
) <———-
vol(®) = —g
equivalentemente,
Area(Z) > 3Hvol(Q). (2.1)

Ocorrendo a igualdade se, e s se, X é uma esfera (r = % necessariamente).
Por outra parte, a primeira formula de Minkowski (com ¢ = 0) nos diz que
Js1+H(@){p,N(p))dp = 0
Jsdp + [ (H(P){p, N(p))dp = 0
Area(®) + Hf (p,N(p))dp = 0
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dai,
Area(®) = —Hfz(p,N(P)dP)-

Veja que se pegarmos a igualdade (1.11) do lema 1.2 e multiplicarmos toda ela por 3H

teremos
3Hvol(Q) = —H [ ({p,N(p))dp,
mas,
Area(z) = —H [ (p,N(p)) = 3Hvol(Q).
Portanto,
Area(Z) = 3Hvol(Q)
ou

1 1
vol() =3[y 7 P
onde temos utilizado a expressGo para o volume de Q dada no lema 1.2 (com ¢ = 0). Em

definitivo, teremos a igualdade em (2.1), com isso concluimos a prova do teorema.
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