UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
INSTITUTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Sistematizacao para o Estudo das Funcgoes do Primeiro Grau e do Segundo Grau

Através do Uso de Ferramentas da Geometria Analitica

Lucas De Stefano Meira Henriques

Maceio, 2013



LUCAS DE STEFANO MEIRA HENRIQUES

Sistematizacao para o Estudo das Funcgoes do Primeiro Grau e do Segundo Grau

Através do Uso de Ferramentas da Geometria Analitica

Dissertacao de mestrado apresentado ao
Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional, coordenado
pela Sociedade Brasileira de Matematica,
ofertado pelo Instituto de Matemadtica da
Universidade Federal de Alagoas, como
requisito parcial para obtencao do grau de
mestre em matematica.

Orientador:

Professor Msc. Gregério Manoel da Silva
Neto

Maceié6, 2013



Catalogacéao na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisdo de Tratamento Técnico
Bibliotecaria Responsavel: Fabiana Camargo dos Santos

H518s Henriques, Lucas De Stefano Meira.
Sistematizacao para o estudo das funcdes do primeiro grau e do segundo

grau através do uso de ferramentas da geometria analitica / Lucas De Stefano

Meira Henriques. — 2013.
75f. ¢l

Orientador: Greg6rio Manoel da Silva Neto.
Dissertagdo (mestrado profissional em Matematica em Rede Nacional) —

Universidade Federal de Alagoas. Instituto de Matemética. Macei0, 2013.

Bibliografia: f. 74.
indice: f. 75.

1. Matemética — Estudo e ensino. 2. Geometria analitica. 3. Funges
(matematica). 4. Parabola — Estudo matematico. 5. Retas — Estudo matematico.

I. Titulo.

CDU: 517.5:37.046.14




A minha esposa Lisiane e aos meus filhos Yasmin
e Vinicius, por terem feito desta minha jornada
uma jornada familiar, sem o apoio e a
compreensao deles nada disso seria possivel. E
aos meus pais Catarina e Severino (in memorian)

por serem fonte de inspiragao eterna.



AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Msc. Gregoério Manoel da Silva Neto. Em circunstancia alguma, sob sua
orientacao me senti s6. Meu eterno agradecimento.

Aos Professores Doutores, mas acima de tudo, MESTRES Fernando Pereira Mi-
cena e Marcus Augusto Bronzi, pelo exemplo de profissionalismo, dedicacao, carater e
humanismo.

Aos Professores do Programa de Mestrado profissional - PROFMAT, pela com-
peténcia e dedicagao durante as aulas.

Aos todos colegas e amigos do mestrado que compartilharam o cotidiano dessa
jornada, pela amizade e trabalho solidario.

A CAPES, pela bolsa de estudos, fruto da cidadania que permitiu uma dedicacao
mais consequente no programa de pos-graduacao.

A direcdo, coordenacdo, professores e amigos do Instituto de Matematica e da
Universidade Federal de Alagoas, pelo incentivo, confianca e apoio em todos os momentos.

A direcao e coordenacao do Colegio Santa Madalena Sofia, pelo apoio e compre-
ensao.

A todos da minha familia, pelo interesse, apoio e carinho.

Ao meu amigo Felipe Prata, pela paciéncia e colaboracao na diagramacao desta
dissertacao. Sem vocé amigo, acho que esta dissertacao seria feita a mao.

A minha mae Catarina, que sempre esteve presente nos momentos mais dificeis
da minha caminhada estudantil, ensinando-me a valorizar a competéncia, a paciéncia e a
persisténcia.

A minha esposa Lisiane, amiga e companheira, pelo amor, paciéncia e apoio. Meu
trabalho se tornou mais leve porque vocé, nas horas dificeis, me lembrou da melhor direcao
a ser tomada: seguir em frente!

Muito obrigado!



RESUMO

Este trabalho é uma proposta baseada em uma experiéncia de ensino da matematica na
educacao basica, segundo uma abordagem visual. Elaboramos uma sequéncia de aulas or-
ganizadas em 3 sessoes, sobre o uso de ferramentas da Geometria Analitica como base para
o estudo das fungoes de primeiro grau e de segundo grau. Escolhemos este tema porque
consideramos que o estudo da reta e o estudo da parabola sao conteudos pouco explora-
dos no Ensino Médio, além de acreditarmos que através deste tema podemos capacitar o
aluno a entender melhor o mundo em que vive, tornando-o mais critico e fazendo com que
ele seja capaz de realizar andalises algébricas ou graficas, a medida que sao apresentadas
ferramentas geométricas. Propomos uma abordagem visual para o ensino das fungoes de
primeiro grau e de segundo grau, por acreditarmos que este método da autonomia ao
aluno, possibilitando a diversidade de resolucao de um mesmo problema, auxiliando e
estimulando-o na criacao de sua propria técnica, permitindo que o pensamento aconteca
livremente.

Palavras-chave: Plano Cartesiano. Geometria Analitica. Geometria Euclidiana. Reta.
Fung¢ao do Primeiro Grau. Parabola. Funcao do Segundo Grau.



ABSTRACT

This work is a proposal based on an experience of teaching mathematics in basic educa-
tion, according to a visual approach. We developed a serie of classes organized in three
sections on the use of tools of analytic geometry as a basis for studying the functions of
first degree and second degree. We chose this theme because we believe that the study
of straight and study of the parabola contents are not well explored in high school, and
we believe that through this theme we can enable the student to a better comprehen-
sion of the world he lives in, making he more critical and doing with which he is able to
perform algebraic or graphic analyzes, are presented as the geometric tools. We propose
a visual approach to teaching functions in the first and the second degrees, because we
believe that this method gives autonomy to the student, allowing the diversity of solving
the same problem, assisting and encouraging students to create their own techniques,
allowing thought that occur freely.

Keywords: Cartesian plane. Analytic Geometry. Euclidean geometry. straight line.
First Degree Function. Parabola. Second Degree Function.
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INTRODUCAO

Por volta de 300 a.C., em Alexandria, viveu um homem chamado Euclides, cuja
obra, segundo Leonard Mlodinov (2010, p.39), “teve a influéncia que rivalizou com a
biblia”.

Nada é conhecido sobre a vida de Euclides. Apesar disso, sua abordagem da
Matematica grega revolucionou esta ciéncia e deu origem a Geometria Fuclidiana. O
seu reconhecimento deve-se a sua obra-prima Os Elementos, um tratado matematico e
geométrico constituido de 13 livros.

Os Elementos realiza uma apresentacao logica da maior parte do conhecimento
matematico disponivel na época de Fuclides. Muito do material nao é formado de ideias
originais dele, apesar de que muitas das provas o sao.“O objetivo de Euclides era que seu
sistema fosse livre de suposi¢oes nao reconhecidas baseadas na intuicao, em conjecturas e
na inexatidao.” (Mlodinov, 2010, p.43).

Quase dois mil anos depois de Euclides, mais precisamente em 31 de marco de
1596, na Franca, nascia René Descartes. O pensamento de Descartes era revolucionario
para uma sociedade feudalista em que ele nasceu, onde a influéncia da Igreja ainda era
muito forte e quando ainda nao existia uma tradicao de “producao de conhecimento”.

Fazendo uma fusao entre algebra e geometria, Descartes traduziu o plano em
nimeros e usou a sua tradugao para escrever a geometria em termos de algebra, criando
assim o Sistema de Coordenadas Cartesianas e criando uma nova geometria, a Geometria
Analitica.

Sua obra-prima, O Discurso sobre o Método, era um longo ensaio sobre filosofia
e ciéncia. O terceiro apéndice, entitulado Geometria mostrava os resultados que sua

abordagem queria atingir.
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O ensino-aprendizagem da Geometria Analitica foi escolhido como tema deste tra-
balho por considerarmos que algumas de suas aplicacoes nao sao bem exploradas no ensino
médio. Atualmente, o ensino-aprendizagem da Geometria Analitica é visto nos contetidos
programaticos do 3° ano do ensino médio, muito depois de ter sido realizado os estudos
sobre funcoes. O nosso objetivo, ao longo deste trabalho é trazer parte da Geometria
Analitica, mais precisamente o estudo da reta e o estudo da parabola para os contetudos
programaticos do 1° ano do ensino médio.

O contato dos alunos com a Geometria Analitica, j4 no 1° ano do ensino médio,
ajudaria a responder varias perguntas que permaneceriam sem reposta. E comum o
aluno nao entender o motivo pelo qual o coeficiente a, na fungao do tipo f(x) = ax + b,
é chamado de coeficiente angular e como o sinal do mesmo determina o crescimento ou
decrescimento da fungao, da mesma forma na fungao do 2° grau f(z) = ax?+bx + ¢ existe
uma duvida sobre o porque que o sinal do coeficiente a determina a posicao da concavidade
da parabola. Tais questionamentos, entre outros, sao respondidos naturalmente com
estudo da reta e da parabola.

Além de esclarecer possiveis duvidas, o fato de ter acesso a novas equacoes abre no-
vas possibiladades de resolugoes em situagoes-problemas. Equacoes que em determinadas
situagoes dariam mais agilidade e reduziriam o tempo de resposta.

A visao geométrica, proposta por Descartes, é uma ferramenta preciosa que se
encontra relegada a segundo plano no ensino médio. Apods ter sido feito o estudo das
fungdes, é comum o desinteresse pela Geometria Analitica por parte dos discentes, pois
alegam que nao veem aplicacao para o conteido em situacoes do cotidiano.

O estudo da Geometria Analitica pode auxiliar o aluno a entender com muito
mais propriedade o estudo das fungoes de primeiro e segundo graus, tornando-o mais
critico ao realizar analises graficas, trazendo interpretacgoes visuais e instigando-o a realizar
discussoes e questionamentos acerca de algumas situagoes-problema, levando-o a pensar
nao somente em como calcular, mas, principalmente, como interpretar graficamente os
processos algébricos.

Utilizando uma sistematizagao, este trabalho propoe uma uniao entre o estudo da
reta e a funcao do primeiro grau, assim com o estudo da parabola e a funcao do segundo
grau, fazendo com que o aluno realize inicialmente uma andlise geométrica para, a partir

dai, executar um tratamento algébrico.
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No capitulo 1, estudaremos alguns conceitos bésicos necessarios para o estudo
das fungoes de primeiro e segundo graus. Serd feita a construcao do sistema cartesiano
ortogonal e definiremos algumas propriedades sobre o mesmo. Em seguida, introduziremos
o conceito de funcao, fazendo uso de situagoes-problemas.

No capitulo 2, introduziremos o estudo da reta, através de conceitos primitivos até
adentrarmos no seu estudo analitico. Posteriormente, se dard inicio ao estudo da funcgao
do primeiro grau, tendo como base o estudo da reta para compor sua estrutura algébrica.
Nos exemplos deste capitulo, teremos comparagoes entre formas de resolucoes algébricas
e geométricas, como forma de estimular a senso critico do aluno.

Dedicaremos o capitulo 3 ao estudo da funcao do segundo grau. Inicialmente,
construiremos a parabola, introduziremos sua defini¢ao, seus elementos e equagoes, tra-
balhando apenas com eixo focal paralelo (ou coincidente) ao eixo das ordenadas. Com
a parabola definida, faremos o estudo da funcao do segundo grau na forma algébrica,

observando suas carecteristicas geométricas como auxilio em sua composicao.
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]. CONSIDERACOES PRELIMINARES

1.1 A reta orientada

Considere uma reta r e uma unidade u de comprimento com a qual mediremos os

segmentos contidos em r. Considere também um ponto arbitrario O, o qual chamaremos

de origem.

Figura 1-Localizagao da origem e determinagao da unidade na reta.

Fonte: Autor, 2013

Sejam A e A’ dois pontos de r tais que os segmentos OA e OA’ tenham a mesma
medida a, tomada com a unidade u, de modo que A esteja a direita de O e A’ a esquerda
de O.

Figura 2-Distancia de um ponto a origem.

AN O A

| |
T T T I

a a

Fonte: Autor, 2013

Se fixarmos o sentido de O para A como o sentido positivo da reta, podemos desta
forma dizer que o ponto A esta afastado a unidades de O e o ponto A’ estd afastado —a

unidades de O.
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De um modo geral, podemos associar a cada ponto de r um tnico nimero real
que chamamos abscissa do ponto, niimero esse que sera positivo para pontos marcados a

direita da origem e negativos para pontos marcados a esquerda da origem.

Figura 3-Localizacao de pontos na reta orientada.
P @) Q

I
| N AN [N N N N NN N N N
>

A +6

Fonte: Autor, 2013

1.2 O sistema cartesiano ortogonal

Caso tenhamos pontos distribuidos pelo plano, a reta orientada r nao se faz mais

suficiente, pois podemos ter pontos diferentes com mesma localizagao, ou seja, mesma

abscissa.

Como, por exemplo, em um jogo de xadrez. Caso nao houvesse numeracao nas
colunas do tabuleiro, nao seria possivel termos uma localizacao exata de uma determinada
peca. Se dissermos que um peao estd na posicao B, nao temos como localiza-lo, pois ele

poderia estar em locais distintos do tabuleiro.

Figura 4-Localizagcao de uma peca de xadrez apenas por coluna.

8
7| &
6
50 &
4
3| &
9

2

A B CDETFGH

Fonte: Autor, 2013

Vemos entao que a reta orientada nao é o suficiente para descrever unicamente os
pontos de um plano, ou seja, nao conseguimos ter para cada ponto do plano uma tnica

representacao.
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Para que possamos determinar a localizacao exata do ponto no plano, acrescenta-
mos uma reta perpendicular a reta r e intersectando-a na origem. Este novo eixo tera a
mesma unidade de comprimento u, utilizada em r, que serd associada a nimeros positi-
vos para pontos marcados acima da origem e negativos para pontos marcados abaixo da
origem.

Ao eixo horizontal, a reta orientada que ja conhecemos como eixo das abscissas, de-
nominamos eixo 0z e ao eixo vertical, a reta perpendicular a reta orientada, denominamos

eixo Oy ou eixo das ordenadas.

Figura 5-O plano cartesiano ortogonal.

Fonte: Autor, 2013

Estabelecido o sistema, podemos relacionar a todo ponto valores correspondentes
ao eixo das abscissas e valores correspondentes ao eixo das ordenadas, através de suas

projecoes ortogonais.

Definicao 1.2.1. Chamamos de projecao ortogonal de um ponto em uma reta v o ponto

de interseccao entre a reta r e a reta perpendicular a r tracada partindo do ponto P .

As projecgoes z, e y, de um ponto P, sobre os eixos Oz e Oy do plano cartesiano,

sao denominados do ponto P.

Definicao 1.2.2. Chamamos de par ordenado, representado por (xp,y,), os pares de

nimeros reais T, € Y, que surgem como coordenadas cartesianas de um ponto P no plano.

Podemos observar agora que os pontos associados anteriormente a um tinico nimero

real sao associados a dois ntimeros reais, tornando-se diferentes entre si.
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Figura 6-Projecoes ortogonais de um ponto no plano cartesiano.

Fonte: Autor, 2013

No jogo de xadrez, acima citado, ao usarmos a coordenada da linha podemos
diferenciar as pecas no tabuleiro. Se dissermos que um peao esta na posicao B5 ou na

posicao B3, para ele s6 existe uma localizagao possivel.

Figura 7-Localizacao de uma peca de xadrez por coluna e linha.

8
7
6
51 &
4
3] &
9
I

A BCDETFGH

Fonte: Autor, 2013

Caso o ponto P, de coordenadas (x,,y,), pertenca ao eixo das abscissas ou ao
eixo das ordenadas, sua projegao ortogonal em pelo menos um dos eixos coordenados
intersectara a origem do sistema de coordenadas cartesianas.

Neste caso, quando o ponto estiver situado sobre o eixo das abscissas, poderemos
afirmar que este ponto terd ordenada igual a zero, sendo representado da forma (x,,0).
Analogamente, quando o ponto estiver situado sob o eixo das ordenadas, poderemos

afirmar que este ponto terd abscissa igual a zero, sendo representado por (0,y,).
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Figura 8-Ponto localizado sobre o eixo Figura 9-Ponto localizado sobre o eixo
das abscissas. das ordenadas.
}' A }'
¢ B (0,5
C (4,0 A0 B0 pA02
. . N ol
0 X 0 X
¢ C(0,4)
Fonte: Autor, 2013 Fonte: Autor, 2013

O plano cartesiano esta dividido pelos eixos Ox e Oy em quatro regioes denominadas

quadrantes.

Definicao 1.2.3. Chamamos quadrante cada uma das quatro regioes do plano determi-
nadas apos a intersecgcao dos eizos coordenados Ozr e Oy. Os mesmos sao enumerados

em sentido anti-hordrio, como mostra a figura a sequir.

Figura 10-Posicionamento dos quadrantes no plano cartesiano ortogonal.

Ya

2°Quadrante 1°Quadrante

Y

3°Quadrante 4°Quadrante

Fonte: Autor, 2013

A determinacao dos quadrantes no plano cartesiano pode ser feita através de uma

analise dos sinais de suas coordenadas. Esta associacao entre as coordenadas de um ponto
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e o quadrante em que ele esta situado é descrita da forma a seguir,

1. Chamamos de Primeiro Quadrante a regiao onde os pares ordenados associados aos
pontos tém como abscissa e como ordenada nimeros reais positivos, ou seja, x > 0

ey > 0.

Figura 11-Coordenadas de um ponto situado no primeiro quadrante.

A
y P 3.4) Abscissa PosiFiya
Ab - - = ° Ordenada Positiva
|
|
|
|
I
Tl |
0 i X

Fonte: Autor, 2013

2. Chamamos de Segundo Quadrante a regiao onde os pares ordenados associados aos
pontos tém como abscissa nimeros reais negativos e como ordenada nimeros reais

positivos, ou seja, x < 0 ey > 0.

Figura 12-Coordenadas de um ponto situado no segundo quadrante.

A
}7
Abscissa Negativa (
Ordenada Positiva P (-3,2)
® - — - - - - 2
|
|
!
| i }
-3 0 >

Fonte: Autor, 2013

3. Chamamos de Terceiro Quadrante a regiao onde os pares ordenados associados aos
pontos tém como abscissa e como ordenada niimeros reais negativos, ou seja, x < 0

ey <O.
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Figura 13-Coordenadas de um ponto situado no terceiro quadrante

A
y

1 I
0

|
Abscissa Negativa °o-—1-1

Ordenada Negativa P (1,1 )

Y

Fonte: Autor, 2013

4. Chamamos de Quarto Quadrante a regiao onde os pares ordenados associados aos

pontos tém como abscissa nimeros reais positivos e como ordenada nimeros reais

negativos, ou seja, r > 0 e y < 0.

Figura 14-Coordenadas de um ponto situado no quarto quadrante.

y 4
o 5 R
0 i X
l
Bp----- : —
P (3-3) Abscissa Positiva

Ordenada Negativa

Fonte: Autor, 2013

1.3 Uma nocgao sobre fungoes

1.3.1 A ideia de fungao

Em certa cidade, os taximetros marcam nos percursos sem parada uma quantia

inicial de R$ 3,50 e mais R$ 0,45 por quilometro rodado conforme tabela a seguir:
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Distancia percorrida (Km) Valor a pagar (Reais)

1 3,95
2 4,40
) 5,75
7 6,65

Para representarmos a relacao entre os dados da tabela, podemos usar um .

Figura 15-Representagao de uma relacao no diagrama de flechas.

D P

Fonte: Autor, 2011

Se usarmos simbolos (letras), essa relagao pode ser expressa por p = 0,45- d+ 3, 50,
onde d ¢é a distancia percorrida (em km) e p o preco a ser pago (em Reais).

Utilizando a relagao, podemos ver que para d = 5 km o preco pago pelo passageiro
serd de p = 0,45-5 4 3,50 = 5,75 Reais, o que condiz exatamente com o indicado pelo
diagrama.

Note que para cada valor de d (é razoavel dizer que d > 0) a equacao produz
exatamente o valor do preco p a ser pago pelo passageiro, e ainda podemos afirmar que
hé exatamente um tnico valor de p associado a d. Entao, dizemos que a relacao entre
as grandezas p e d descreve uma ou, ainda, dizemos que a grandeza p é uma fungao da

grandeza d.
Definicao 1.3.1. Uma funcdo f, de um conjunto A em um conjunto B, simbolicamente
f:A— B,

¢ uma correspondéncia que associa a cada elemento do conjunto A um unico elemento do

conjunto B.
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Assim como o preco da corrida de taxi e sua quilometragem, poderiamos estu-
dar diversas relagdes que tém como caracteristica um valor fixo mais um acréscimo, ou
decréscimo, de acordo com a varidavel em questao. Bons exemplos disso sao os salarios
de alguns vendedores, que, geralmente, sao compostos por salario inicial fixo e uma por-
centagem em cima da venda. Numericamente, se um vendedor ganhasse salario fixo de
R$ 500,00 e, além disso, uma comissao de 2% em cima do total de vendas, poderfamos

calcular seu saldrio pela formula:
S(z) =500+ 0,02z,

sendo z o valor total das vendas e S(x) o salario do vendedor.

Outra situacgao rotineira é o abastecimento veicular. O total a pagar depende da
quantidade de gasolina abastecida. Podemos estabelecer uma relacao entre a quantidade
de litros de gasolina e o valor a ser pago. Se um litro de gasolina custa R$ 2,88 para x

litros abastecidos pagaremos uma quantia V' (x), que pode ser expressa por:
V(z) = 2, 88z.

Existe uma grande variedade de fungoes no nosso cotidiano. Os valores pagos
pelo abastecimento de dgua e o consumo de energia elétrica, por exemplo, também sao
funcoes expressas por féormulas matematicas. Mas hd, entretanto, outros fenomenos nos
quais a correspondéncia entre as grandezas nao é descrita por formulas mateméticas. Por
exemplo, podemos associar a cada hora do dia a temperatura (em graus Celsius) da dgua
de uma piscina. Nao ha como prever através de uma féormula qual a temperetura de uma
piscina as 13:00 do dia de amanha, mas com certeza se introduzirmos um termoémetro
na piscina as 13:00 do dia de amanha, este indicard alguma temperatura. Podemos
dizer, entao, que a temperatura da piscina esta em funcao da hora do dia em que ela foi

verificada.

1.3.2 Dominio e contradominio de uma fungao

Retomemos o exemplo, citado acima, em que cada hora do dia é associada a
temperatura da agua da piscina, em determinado periodo do ano. Representaremos por
A o conjunto formado por algumas horas do dia e B o conjunto formado por algumas

temperaturas, em graus Celcius. Podemos entao, representéa-lo através do diagrama
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Figura 16-Dominio e Contradominio da funcgao representada em diagrama.

A B

HORA DO DIA TEMPERATURAS (CELCIUS)

Fonte: Autor, 2011

Em uma funcao f, de A em B, o conjunto de “partida” A denomina-se dominio da
funcao e o conjunto de “chegada” B, contradominio da funcao.

Note na figura que todo elemento do dominio A tem um correspondente, e um
unico correspondente, no contradominio B.

No contradominio B algumas situagoes podem ocorrer: 25° é correspondente de
mais de um elemento de A; assim como 26°, 29°, 30° e 31° “sobram”em B e nao sao

correspondentes a nenhum elemento de A.
1.3.3 Conjunto imagem de uma fungao

Definicao 1.3.2. Chamamos de conjunto-imagem da funcdo, representado por Imy, ao
subconjunto do contradominio constituido pelos elementos que possuem correspondentes
no dominio da funcao.

Imy={f(z) e B|ze A}
Por exemplo:

Figura 17-Imagem da funcgao representada em diagrama.

HORA DO DIA TEMPERATURAS (CELCIUS)

Fonte: Autor, 2011
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Para a fungao descrita anteriormente temos:

Imy = {24°, 25°, 27°, 28°}
1.3.4 A sentenca matemaética de uma funcgao

Se o dominio e o contradominio da fungao sao subconjuntos dos niimeros reais,
é comum representarmos fungoes por expressoes algébricas envolvendo duas variaveis,

também chamadas de “férmulas”. Por exemplo, a equacao y = 1 — 22

representa a
variavel y como funcao da varidvel z. Aqui, x éa ey é a .

Na sentenca matemaética, o dominio da func¢ao é o conjunto de todos os valores
assumidos pela varidavel independente z e o conjunto-imagem da funcao é o conjunto de
todos os valores assumidos pela variavel dependente y.

Se a férmula y = 1 — 22 descreve y como funcao de z, e se a essa funcao damos o
nome f, entao usamos a notagao:

fiz f(z) comy=1—2?

De uma forma genérica podemos representar uma fungao utilizando o dominio, o

contradominio e a sentenga matemaética, como vemos abaixo.

f:Dw~— CD comy= f(x)
O simbolo (desenho) f(x) lé-se como valor de f em z, ou imagem de z por f, ou

simplesmente “f de z” (éfe de x).

Exemplo 1.3.1. Determine o dominio, o contradominio e o conjunto imagem da funcao

f:{-1,0,1,2} = N, tal que f(z) = 2* — 6z + 10.

Solucao
Dominio: {—1,0,1,2}
Contradominio: N

Imagem:

f(=1) = (=1)> = 6(=1) +10 = 17



26

£(0) = (0)> = 6(0) 4+ 10 = 10
f)=(1)°—-6(1)+10=5
f2)=(2)72-6(2)+10=28

Perceba como todas as imagens pertencem ao contradominio. Se isso nao ocorresse, a

funcao nao estaria bem definida.

Exemplo 1.3.2 (UFG-GO). Para uma certa espécie de grilo, o nimero, N, que re-
presenta os cricrilados por minuto, depende da temperatura ambiente T. Uma boa apro-
ximagao para esta relagao € dada pela lei de Dolbear, expressa na formula: N = 7T — 30,
com T em graus Celsius. Um desses grilos fez sua morada no quarto de um vestibulando
as vésperas de suas provas. Com o intuito de diminuir o incomodo causado pelo barulho
do inseto, o vestibulando ligou o condicionador de ar, baixando a temperatura do quarto
para 15°C, o que reduziu pela metade o numero de cricrilados por minuto. Assim, a
temperatura, em graus Celsius, no momento em que o condicionador de ar foi ligado era,

aproximadamente, de:

c. 30

Solugao:

N =7T— 30
Fazendo T' = 15, temos:
N
—=17-15-30
2
N 105 — 30
5 =
N
— =175
2
N =150



Fazendo agora N = 150, temos:

150 = 71" — 30

150 + 30 = 7T

- 1%
7

T =26

Logo, a resposta correta é 26°C', que corresponde a letra D.

27
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2 ESTUDO DA FUNCAO DO PRIMEIRO GRAU

Ao mergulhar, uma pessoa estd sujeita a pressoes superiores aquela a que estaria
submetida se estivesse na superficie da agua. Isso ocorre porque, além do ar, a dgua
exerce pressao sobre ela, portanto, quanto maior a profundidade, maior a pressao. Estudos
mostram que a pressao varia proporcionalmente com a profundidade.

Neste capitulo, faremos um estudo diferenciado das fungoes do primeiro grau, tendo
como ponto de partida alguns tépicos relativos ao estudo da reta, componente da Geome-
tria Analitica. Para isso, iremos utilizar ferramentas geométricas para maior compreensao

dos métodos algébricos.

2.1 Estudo da reta

2.1.1 Determinacao de uma reta

Os postulados ou os axiomas sao afirmacoes primitivas assumidas como verda-
deiras sem a necessidade de demonstracoes. Em Os FElementos, Euclides apresenta dois

postulados utilizados para .

Postulado I: Pede-se, como coisa possivel, que se tire de um ponto qualquer para

outro qualquer ponto uma linha reta.

Postulado II: E que uma linha reta determinada se continue indefinidamente até

onde seja necessario.
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Figura 18-Determinagao de uma reta por dois pontos distintos.
B

Fonte: Autor, 2013
Concluimos, através dos postulados citados, que dados dois pontos distintos pode-
mos determinar uma reta, passando pelos mesmos, e que a mesma ¢ infinita.

Figura 19-Representacao de uma reta no plano cartesiano ortogonal.

A

V’%

Fonte: Autor, 2013

2.1.2 Inclinagao de uma reta

Ja sabemos que a determinacao de uma reta no plano cartesiano é feita através
de dois pontos distintos, e a mesma apds ter sido determinada formara com o eixo das

abscissas um certo angulo. Ou seja, dada uma reta r, no plano cartesiano, a mesma forma

com o eixo Ox um angulo a.

Figura 20-Angulo formado entre uma reta e o eixo das abscissas.

v

Fonte: Autor, 2013
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A medida desse angulo é feita em sentido anti-horario a partir de um ponto perten-

cente ao eixo Or. Assim, podemos dizer que a reta r tem inclinacao «, com 0° < a < 180°.

2.1.3 Coeficiente angular da reta

Considere uma reta r que contém os pontos A = (x4,y4) e B = (zp,yp), nao
coincidentes, e possui «. Passando uma semi-reta pelo ponto A paralela ao eixo Oz,
assim como passando uma semi-reta pelo ponto B paralela ao eixo Oy, as mesmas se

intersectarao no ponto C, formando um triangulo retangulo, reto em C.

Figura 21-Triangulo retangulo com hipotenusa sobre a reta.

v

) S
>
~
“

Fonte: Autor, 2013

O angulo BAC' do triangulo BCA serd igual ao da inclinacdo da reta, pois, pelo
Teorema de Tales, duas retas paralelas cortadas por uma transversal formam angulos
correspondentes iguais. Assim, podemos tomar como referéncia o triangulo BCA e o
coeficiente angular que é a tangente do angulo de inclinagao, a, em BCA.

Figura 22-Triangulo retangulo para calculo do coeficiente angular.

v

Fonte: Autor, 2013
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Dai temos,

cateto oposto BC

t o = =
g cateto adjacente  AC
Yp — YA
tgo =
I —TA

Notamos entao que as variagoes das coordenadas do ponto tem relacao com a
inclinacao da reta, uma vez que a razao das mesmas ¢ igual a tga. E independente dos
pontos que tomemos como referéncia, obtemos sempre o mesmo triangulo retangulo, com

o mesmo angulo «a, tendo entao uma razao sempre constante. Portanto,

Definicao 2.1.1. O coeficiente angular ou declividade da reta r, nao paralela ao eixoy é
o valor m obtido através da razao entre a variacao das coordenadas no eizo das ordenadas,
eizo Oy, pela variagao das coordenadas no eixo das abscissas, eixo O, referentes a dois

pontos A = (xa,ya) e B= (xp,yp). Ou seja,

Y — YA
m=-—.
rp —TA

Exemplo 2.1.1 (ENEM). O periodo de incubagio do célera pode ser de algumas horas
até cinco dias, porém sua disseminagao ocorre com mais facilidade onde as condicoes de
higiene sao precdrias.

Analisando uma colonia de virus do cdlera, um pesquisador registrou a dissemina¢ao do
numero desses virus durante algumas horas e verificou um crescimento linear conforme a
reta descrita abaizo, o qual apresenta duas dessas observagoes. Quantos virus havia nesta

colonia no inicio da observacgao?

N (milhares de virus)

» 1" (horas)
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Solucgao:

Para determinarmos a quantidade de virus no inicio da observacao, fixaremos um ponto
A para representar o inicio da observacao, onde temos ¢t = 0. Chamaremos de B o ponto
(1,3) e de C o ponto (3,5). Como os pontos A, B e C estao alinhados, ou seja, pertencem
a mesma reta, podemos concluir que o coeficiente angular do segmento AB é igual ao do

segmento BC. Dai segue,

Yo —YB  YB—Ya
m = =
To —IB B —TA
5—3 3—ya
3—1 1-0
2_3—y,4

2 1
1=3—-ya

yAIQ.

Entao, inicialmente havia 2000 virus.

Exemplo 2.1.2 (UFPE). A polui¢io atmosférica em metropoles aumenta ao longo do
dia. Em certo dia, a concentracao de poluentes no ar, as Sh, era de 20 particulas em
cada milhao de particulas e, as 12h, era de 80 particulas em cada milhao de particulas.
Admitindo que a variacao de poluentes no ar durante o dia € uma func¢ao do tempo, cujo
grafico € representado por uma reta. Qual o numero de particulas poluentes no ar em

cada milhao de particulas, as 10h207

Solucgao:
Considerando o tempo como a abscissa e as particulas como a ordenada, obtemos trés
pontos. Sdo eles: A = (8,20), B = (12,80) e C = (10 + 3, y).

Como os pontos estao em uma mesma reta, temos

map = MAcC

Dai,

_Ys—YAa Yo — YA
Tp—TA  XTo —TA

m
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Teremos entao, as 10h20, uma concentracao de 55 particulas em cada milhao.

2.1.4 Equagao fundamental da reta

Considere uma reta nao vertical, ou seja, que nao é paralela ao eixo das ordenadas.
Dai entao, teremos uma reta r, um ponto P = (x,y) pertencente a reta, seu coeficiente
angular m e outro ponto genérico @ = (zo,yo) diferente de P, mas também pertencente

ar.

Figura 23-Ponto fixo e ponto genérico pertencentes a uma reta.

AY
T
e P(Xp,Y0)
[ ] Q(X()a}’o)
! >
X
Fonte: Autor, 2013
Como
Y=Y
m = 9
r — Tg
y—yo=m-(r—1p). (2.1)

A equacgao (2.1) acima é conhecida como Equacdo fundamental da reta. No caso

que a reta r é paralela ao eixo das ordenadas temos que x = xg.



34

Figura 24-Reta paralela ao eixo das ordenadas.

A }7 r
o P(xy)
® Q(XO 7Y())
] -] >
X

Fonte: Autor, 2013

2.1.5 Variagoes de equacoes da reta

Embora a equacao fundamental seja suficiente para representarmos qualquer reta
do plano cartesiano, é 1til conhecermos outras formas de representacao destas equagoes,

pois cada uma tem uma utilidade especifica.

Equacao geral

Se desenvolvermos a equagao fundamental ja encontrada, podemos chegar a uma

equagao em um formato diferente. Vejamos,

y—yo=m-(z— o)
Y=Y =m-r—m:-To
m-r—y—m-x9+ Yo =0

Como m é constante, podemos sem perda de generalidade, representa-lo por um

quociente do tipo —%, com a,b € R. Teremos,

- + =+ 0
__..Q';_ —-x pu—
b Y p o Yo
—a-r—b-y+a-x90+ b-y,=0

a-r+b-y—a-x90— b-y,=0
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Como (—a-x9p — b-y,) é uma constante, podemos sem perda de generalidade,

chama-la de ¢, com ¢ € R, e dai segue que a equacao geral e dada por:
a-z+b-y+c=0 (2.2)

Exemplo 2.1.3. Dados os pontos A = (1,3) e B = (5,7), determine a equagdo geral da

reta T que passa por A e B.

Solucao:

vamos, inicialmente, encontrar o coeficiente angular da reta.

Agora escolhemos qualquer um dos dois pontos e, junto com o coeficiente angular encon-

trado, aplicamos na equagao fundamental.

y—3=1-(z—1)
y—3=z—1

Por fim, organizamos na forma da equagao geral.

r—y+2=0

Exemplo 2.1.4 (UEPA). O comandante de um barco resolveu acompanhar a procissao
fluvial do Clirio, fazendo o percurso em linha reta. Para tanto, fez uso do sistema de
eizos cartesianos para melhor orientacdo. O barco sequiu a dire¢cao que forma 45° com o
sentido positivo do eizo z, passando pelo ponto de coordenadas (3,5). Qual a equagdo que

define este trajeto?

Solugao:
Com os dados acima citados, podemos aplica-los na equacao fundamental e manipularmos

até obtermos a equacao geral da reta. Assim, como tg45° = 1, temos
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y—yo=m- (z— )

y—>5=1-(r—3)

y—95—rv+3=0
r—y+2=0

Dai podemos encontrar qualquer outro ponto pelo qual o barco passou, ou ird passar se

mantiver a mesma trajetéria.

Equacao segmentaria

Se considerarmos que uma determinada reta r intersecta o eixo das abscissas no
ponto P de coordenadas (p,0) e o eixo das ordenadas no ponto @) de coordenadas (0,q),

podemos definir uma equacao através apenas destes pontos.

Figura 25-Interseccao da reta com o eixo das abscissas e das ordenadas.

A y
T

Qg

- P(p.0)

>
'\ M

Fonte: Autor, 2013

Calculando o coeficiente angular, temos,

Sl
p—20 p
Substituindo na equacgao fundamental o coeficiente angular encontrado e qualquer

um dos dois pontos, neste caso utilizaremos P, temos,
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Podemos entao dividir toda equacao por p - q,

dai encontramos,

E_|_g:1 (2.3)
p q

A equagao (2.3) é chamada equacdo segmentdria da reta.

Exemplo 2.1.5 (CESGRANRIO). Uma barra de ferro com temperatura inicial de -
10 °C foi aquecida até 30 °C, em 5 minutos. O grdfico abaixo representa a variag¢ao da
temperatura da barra com relacdo ao tempo gasto nessa experiéncia. Calcule em quanto

tempo, apds o inicio da experiéncia, a temperatura da barra atingiu O°C.

temperatura (°C)
A

30

3

/ 5 tc'mpo (min)
-10 ¢

Solugao:
Para encontrarmos o tempo que levou para que a barra atingisse a temperatura de 0°C,
basta utilizarmos a equagao segmentaria da reta, pois temos como dados o ponto ) =

(0, —10) e um ponto qualquer da reta (x,y) = (5,30). Entao,

5 30

2
p+—10

5—=3p=p
dp =5
p=1,25
Logo, a barra atinge 0°C em 1,25 minutos, ou seja, 1 minuto e 15 segundos.

Exemplo 2.1.6 (UERJ). Sabedoria egipcia
Hd mais de 5.000 anos os egipcios observaram que a sombra no chao provocada

pela incidéncia dos raios solares de um gnomon (um tipo de vareta) variava de tamanho
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e de direcao. Com medidas feitas sempre ao meio-dia, notaram que a sombra, com o
passar dos dias, aumentava de tamanho. Depois de chegar a um comprimento mdximo,
ela recuava até perto da vareta. As sombras mais longas coincidiam com dias frios. E as
mais curtas, com dias quentes.

Adaptado da revista Galileu, janeiro de 2001.

Um estudante fez uma experiéncia semelhante a descrita no texto, utilizando uma
vareta de 2 metros de comprimento. No inicio do inverno, mediu o comprimento da
sombra, encontrando 8 metros. Utilizou, para representar sua experiéncia, um sistema
de coordenadas cartesianas, no qual o eixo das ordenadas (y) e o eixo das abscissas (z)
continham, respectivamente, os segmentos de reta que representavam a vareta e a sombra
que ela determinava no chao. FEsse estudante pode, assim, escrever a sequinte equacao da

reta que contém o segmento AB:

Comprimento da
sombra ao meio-dia

Vareta

o]
Inicio do Outono ou Inicio do
verdo (sombra primavera inverno(sombra
mais curta) mais longa)

a. y=8—4x
b. x =6 — 3y
c.xt=8—4y
d. y=6-—3zx
Solugao:

Tendo a vareta como eixo das ordenadas e o solo como eixo das abscissas, na equacao

segmentaria temos p = 8 e ¢ = 2. Dali,



39

r+4y =8

Concluindo, assim, que a alternativa correta é letra C.

Equacgao reduzida

Se utilizarmos agora na equagao fundamental, o ponto de interseccao com eixo
das ordenadas, que chamamos de @), representado pelo par (0,q) e o coeficiente angular

da reta m, teremos

y—yo=m-(z— x0)
y—g=m-(z—0)

E dai, podemos obter a seguinte equagcao:

y=m-x+gq, (2.4)

conhecida como equacao geral da reta.

Exemplo 2.1.7 (ENEM). Considerando que o calenddrio mugulmano teve inicio em
622 da Era Crista e que cada 33 anos mucgulmanos correspondem a 32 anos cristaos, €
possivel estabelecer uma correspondéncia aprorimada de anos entre os dois calenddrios,

considerando C = anos cristaos e M = anos muculmanos. Determine esta relagdo.

Solugao:
Facamos inicialmente um esboco da reta, considerando C o eixo das ordenadas e M o eixo

das abscissas.
Anos Cristdos (C)
A

654 | —

622

N
>

Anos Mulgumanos (M)

Dai vemos claramente que na reta y = m - x + ¢, temos ¢ = 622. Para encontrarmos m,

segue,
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654 — 622
m=———-
33—0

32

m=—

33

Ou seja, se C representa o eixo das ordenadas e M o eixo das abscissas, temos a seguinte

equacao da reta: C= % - M + 622.

2.2 A fungao do primeiro grau

Ao observarmos atentamente a equacao reduzida da reta, como m e ¢ sdo cons-
tantes, para m # 0 os valores de y dependem exclusivamente dos valores de z, ou seja,
estamos associando a cada z real uma unica imagem y, o que nos remete a ideia de
funcao. E ja que a variavel z estd elevada a primeira poténcia, iremos chamar esta funcao

de funcao do 1° grau.

Definicao 2.2.1. Chamamos de funcao do 1° grau, toda funcao f: R — R na forma
y=m-x+q ou f(x) =m-x+q, comm,q € R em #0, cuja representacio grdfica é

uma reta .

Dai, conclui-se que, toda reta obliqua aos eixos Oz e Oy, tem como forma algébrica
uma funcao do 1° grau.

Caso a reta seja paralela ao eixo (O, teremos uma funcao constante, uma vez que
m = 0 nos dard y = q e caso a reta seja paralela ao eixo 0y nao teremos funcao, uma vez
que um unico valor de z teria infinitos valores de ¥, se contrapondo a definicao de funcao

vista anteriormente.

Figura 26-Reta horizontal determi- Figura 27-Reta vertical nao represen-
nando uma funcao constante. tando uma funcao.
YA v A T
q )
fx)=q
> TI q >
X X

Fonte: Autor, 2013 Fonte: Autor, 2013
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2.2.1 Termo independente da fungao do primeiro grau

Independente: in.de.pen.den.te, adj (in+dependente), Que nao é dependente, que ndo
depende de ninguém ou de nada; autonomo, livre.
Diciondrio Michaelis

1998-2009 Editora Melhoramentos Lida.

O termo ¢ da funcdo do 1° grau f(x) = m -z + ¢ é chamado de termo
independente da funcao do 1° grau.

Podemos ver na fungao do 1° grau, que para x = 0, teremos:

f(0)=m-0+q
f(0) =gq.

Ou seja, quando x = 0, sua imagem serd o préprio termo independente. Assim, o
termo independente ¢ da funcao do 1° grau é a ordenada do ponto em que a reta intersecta

o eixo das ordenadas, representado por @ = (0, q).

Exemplo 2.2.1. Qual funcao representa a reta descrita abaizo?

< 4

ot

Solucgao:

No grafico acima, podemos ver que a reta intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0, —1).
Logo, temos que ¢ = —1.

Dai, escolhemos um dos demais pontos da reta, como o ponto (2,3), e efetuamos uma

substituicao, com a finalidade de encontrarmos o coeficiente angular, m. Segue que,

y=m-xz—1
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3=m-2—-1

Representamos entao a reta dada pela funcao f(z) =2 -z — 1.

2.2.2  Raiz ou zero da fungao do primeiro grau

Defini¢ao 2.2.2. Chamamos raiz(es) ou zero(s) da fun¢ao os elementos do dominio que

anulam a funcao. Ou seja, os valores de x para os quais teremos y = 0.

Neste caso, aplicando a defini¢ao na funcao do 1° grau, teremos:

y=m-x+q
O=m-x+4+¢q
_ 4

€rT = ——
m

Figura 28-Representacao grafica da raiz da fungcao do primeiro grau.

Y A

0,q)

Y

0 N
[ 0 ’O]
m

Fonte: Autor, 2013

Se representarmos a funcao do 1° grau como equagao segmentaria da reta, podemos

ver claramente a raiz da funcao, uma vez que se £ + ¥ =1 temos P = 0), ou seja
s ) p q ) ) )

equivale a raiz da fungao do 1° grau.

Caso a raiz da funcao seja igual a zero, temos:
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4 _,
m
q=70
Ou seja, para que a raiz da funcao seja zero o termo independente também devera

ser zero, e a fungao intersectara a origem do plano cartesiano e neste caso temos y = m-x,

e a denominamos .

Figura 29-Representacao da fungao do primeiro grau com raiz nula.

AY

Fonte: Autor, 2013

2.2.3 Construcao do gréafico da fungao do primeiro grau

Ja sabemos que para determinarmos uma reta ¢é suficiente termos dois pontos,
e neste caso particular, para a funcao do 1° grau basta encontrarmos a raiz e o termo

independente, que poderemos tracar o grafico da funcao.

Exemplo 2.2.2. Esboge o grifico da fun¢ao f(x) = —x + 1.

Solucao:
Na fungao temos como termo independente 1, ou seja, ¢ = 1 e fazendo f(z) = 0 temos

x = 1. Representando graficamente teriamos,

AY

\
0 ;\ X
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Caso a funcao intersecte a origem, ou seja, for linear, basta atribuirmos um valor
para x = x7, encontrando assim sua imagem em y = y; e teremos o ponto (x1,y;), que ao

junto com a origem determinara a reta que representa a funcao dada.

Figura 30-Construcao do grafico de uma funcao linear.

AY

Fonte: Autor, 2013

2.2.4  Crescimento e decrescimento da funcao do 1° grau

Nosso objetivo nesta seccao é mostrar que o crescimento e decrescimento da funcao
do 1° grau depende exclusivamente do sinal do coeficiente angular. Para isso, veremos
dois casos:

Primeiro, vamos supor que uma empresa que trabalha com vendas, paga as suas
atendentes um salario que depende do valor da venda total efetuada pela funcionaria
durante o més. Vemos, entao, que quanto mais as funciondarias vendem, maiores serao os
seus salarios, ou seja, um aumento no valor das vendas significa um aumento no valor dos
salarios. A relacao observada entre o valor das vendas e o valor dos salarios caracterizam

uma funcao crescente. Sendo assim,

Definicao 2.2.3. Uma funcao f: R — R € estritamente crescente, quando para quaisquer

valores x1 e xo, Se tivermos x1 > o, entao teremos y; > ys.

Entao, se a fungao for crescente, temos

T1 > To =—=> 21— X2 >0
Y1 >y =Y — Y2 >0

Dali,



_ 91— <0
T1 — X2

m
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1. A funcao do primeiro grau sera crescente sempre que o coeficiente angular for

positivo, ou seja, m > 0.

Figura 31-Grafico de uma funcao do 1 ° grau crescente.

0 1 (0,1

Fonte: Autor, 2013

Vemos no grafico acima um exemplo de uma funcao do 1° grau crescente, uma vez que o

aumento no valor das abscissas significa aumento no valor das ordenadas.

Exemplo 2.2.3. Com a crescente concentracao de veiculos nas regioes centrais das gran-

des cidades, € cada vez mais comum a utilizacao de estacionamentos privados. Entao,

se um deles cobra R$ 5,00 pela primeira hora e R$ 0,05 para cada minuto excedente.

Determine o grafico que pode descrever o preco a ser pago.

>
»

Prego (RS),

K

Preco (RS)

60  t{min)" 60 90 t{min) "

o
»
o

w1 Prego (RS)

Prego (RS),

1

Prego (RS),

30 60 tlmm’ o i

w

50 tmin”
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Solucgao:

Podemos ver que temos uma funcao definida por duas sentencas. A primeira é constante
entre 0 e 60 minutos, onde o prego pago é de R$ 5,00. A segunda é encontrada da seguinte
forma:

Sendo t o tempo total e e o tempo excedente, temos que e =t — 60.

Dai, para t maior que 60 minutos, temos:

f({)=0,05-e+5
f()=0,05-(t—60)+5
f({t)=0,05-t—3+5
f()=0,05-t+2
Como f(t) é crescente, pois m > 0, temos com alternativa correta letra A. de 0 a 60

minutos a funcao ¢ constante e a partir de 60 minutos é crescente.

Ao contrario da funcao crescente, se desligarmos um forno apds o mesmo ter atin-
gido uma certa temperatura, vemos que sua temperatura diminuird com o passar do
tempo, até atingir a temperatura ambiente. O que significa que o aumento do tempo re-
sultarda em uma diminuicao da temperatura do forno. Esta relacao entre o tempo decorrido

e a temperatura do forno é caracteristica de uma funcao decrescente. Sendo assim,

Definicao 2.2.4. Uma funcao f: R — R ¢ estritamente decrescente, quando para quais-

quer valores xy e To, se tiwvermos xy > T, entao teremos y; < ys.

Logo, se a funcao for decrescente, temos

Ty > Tg=— 21— Ty >0
1 <ya=—=y1—y2<0

Dali,

m=J1"%
X1 — T2

2. A funcao do primeiro grau sera decrescente sempre que o coeficiente angular for
negativo, ou seja, m < 0.
Vemos no grafico abaixo um exemplo de fungao do 1° grau decrescente, uma vez

que o aumento no valor das abscissas significa a diminuicao no valor das ordenadas.



Figura 32-Grafico de uma fungao do 1 ° grau decrescente.

y

f(x)
X y (xvy)
2 (0,2)
0 (2,0)

4 -3 -2 -10

-1

-3

Fonte: Autor, 2013

2.2.5  Estudo do sinal da fun¢ao do primeiro grau

47

Quando fazemos o esbogo do grafico de uma funcao do primeiro grau, percebemos

que, para certos valores do dominio, obtemos imagens negativas e, para outros, obtemos

imagens positivas. Para um tinico valor, obtemos uma imagem zero, na raiz da fungao.

Estudar o sinal da fungao é analisarmos quais valores do dominio as imagens sao

negativas e para que valores do dominio as

imagens sao positivas.

Inicialmente, consideremos o caso de uma funcao do primeiro grau crescente, com

m e ¢ positivos.

Figura 33-Reta com coeficiente angular e termo independente positivos.

A

v/
q
4

\ 4

Fonte: Autor, 2013

Vemos que se escolhemos um valor maior que a raiz, temos imagens positivas, ao

mesmo tempo em que se escolhemos um valor menor que a raiz, temos imagens negativas.
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Figura 34-Relacao entre valores da abscissa e o sinal da imagem da fungao

do primeiro grau.

y
®
®
®

® ®

£ PR
e
1o

Fonte: Autor, 2013

Agora, consideremos o caso de uma funcao do 1° grau decrescente, com, por exem-

plo, m negativo e ¢ positivo.

Figura 35-Reta com coeficiente angular negativo e termo independente posi-

tivo.

}f A

\

Fonte: Autor, 2013

Notamos que novamente o sinal da imagem depende apenas da posi¢ao da abscissa

escolhida em relacao a raiz da fungao.
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Concluimos, entao, que o estudo do sinal da funcao do primeiro grau pode ser
realizado tomando como base apenas o eixo das abscissas, analisando a posicao da raiz e

o crescimento ou decrescimento da funcao, como vemos nas situagoes abaixo.

Figura 36-Estudo do sinal da funcao Figura 37-Estudo do sinal da funcao

do primeiro grau crescente. do primeiro grau decrescente.
X X
1 G | N
! 4 I 4
-b -b
a d

Fonte: Autor, 2013 Fonte: Autor, 2013
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3 ESTUDO DA FUNCAO DO SEGUNDO GRAU

3.1 A parabola

No plano, considere uma reta r e ponto F' fora dela, ou seja, F' & r.

Figura 38-Reta no plano e um ponto fora dela.

F

Fonte: Autor, 2013

Definigao 3.1.1. Ao conjunto dos pontos P = (x,y) equidistantes de F e r dd-se o
nome de pardbola. O ponto F e a reta r denomina-se de Foco e diretriz da pardbola,

respectivamente.

Ou seja, sendo dpr a distancia do ponto F a qualquer ponto P(z,y) e dp, a
distancia de qualquer ponto P a reta r. O ponto P pertence a parabola sempre que

dpr = dp,-
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Figura 39-Determinacao de uma parabola.

Fonte: Autor, 2013

3.1.1 Elementos da parabola

Além do Foco e da Reta Diretriz, temos outros elementos que também compoem

uma parabola, sao eles:

Definigao 3.1.2. A Reta Focal (1) € a reta que contem o foco e intersecta a reta diretriz

perpendicularmente.

Figura 40-Reta focal de uma parabola.

Fonte: Autor, 2013

A reta focal também é conhecida como eizo de simetria da parabola, pois dado
qualquer ponto P=(z,y) pertencente a pardbola, todo ponto P’ =(z’,y’) simétrico de P

com relagao a (1) também pertencera a parabola.
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Figura 41-Simetria com relagao ao eixo focal.

1

P )

Fonte: Autor, 2013

Definigao 3.1.3. Chamamos Vértice da pardbola (V) o ponto de intersec¢ao entre a reta

focal e a pardbola.

Figura 42-Vértice de uma parabola.

vértice

Fonte: Autor, 2013

Note que como V' é um ponto da parabola, entao dpy = d,yv. Ou seja, o vértice é
o ponto médio entre a reta diretriz e o foco da pardbola. Como as distancias sao iguais, a
mesma ¢é representada por uma constante denominada da pardbola, simbolizada pela letra

p. Dai,

dpy =d.yv =p e dp, = 2p.
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Figura 43-Representacao grafica do parametro da parabola.

Fonte: Autor, 2013

Como sabemos que todo ponto pertencente a parabola tem seu simétrico em relagao
a reta focal também pertencente a parabola, podemos observar que uma vez que o vértice
é o unico ponto da parabola que pertence a reta focal, as abscissas dos pontos simetricos
a reta focal serdo simetricas a abscissa do vértice (x,). Assim, dados dois pontos A =
(xa,ya) e B = (xp,yp) com abscissas equidistantes da abscissa do vértice (x,), ou seja,

d = dyp 5,, 05 pontos A e B terao mesma ordenada y4 = yp = y.

TATv

Figura 44-Relacao entre pontos com abscissas equidistantes da abscissa do

vértice.
¥
y .A B.
XV
0 Xa xg X
Vv

Fonte: Autor, 2013

3.1.2 Equagao da pardbola com vértice na origem e reta focal coincidente com o

eixo das ordenadas

Inicialmente vamos supor o foco acima da origem.
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Figura 45-Parabola com foco acima da origem e vértice na origem.

Yl\

FloOp

AN /

\\\\ \ B /// P

X

0, -p)

[

Fonte: PROFMAT, 2012

Neste caso, o foco tem coordenadas (0, p) e a reta r terda equagao y = —p. Seja P

(z,y) é um ponto genérico pertencente a parabola. Dai segue,

dpp =d,p

\/(w—0)2+(y—p)2=y+p

(x =0+ (y—p)°=(y+p)?

2
Ay —2py+p =y +2py+p

v? = dpy,
ou seja,
L,

Exemplo 3.1.1. Uma pardbola passa pelo ponto (—3,1), tem vértice V na origem e o

eixo 0Y como reta focal. Encontre sua equacao, seu foco e a equagao da sua diretriz.

Solucgao:
Quando fazemos o esbogo do grafico, vemos que se o vértice esta localizado na origem e
a parabola passa pelo ponto (—3,1), seu foco estard acima da origem.

Dai temos que a mesma sera representada pela equagao

L,
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Y A ['
F
\\ |
3 Vv X
o []
L

Como sabemos que a parabola passa pelo ponto (—3, 1), temos que

1 2
= (—3)

9

1

Logo, a parabola tem equacao y = %932, seu foco é (O, %) e a diretriz é a reta de equacao

9
Yy=—1
Vamos considerar o caso em que o foco esta abaixo da origem.

Figura 46-Parabola com foco abaixo da origem e vértice na origem.

YA

L

©, p)

Fonte: PROFMAT, 2012

Neste caso o foco tem coordenadas (0, —p) e a reta r terd equagao y = p. Seja P

(x,y) é um ponto genérico pertencente a pardbola. Entao,
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dpp = d,p

\/(x—0)2+(y+p)2=y—p

(=07 +(y+p)°=y—p°

2
Ayt +2py+pP =y —2py+p

z? = —dpy,
ou seja,
L,

Exemplo 3.1.2. Uma pardbola passa pelo ponto (2,—1), tem vértice V na origem e o

eizo 0Y como reta focal. Encontre sua equacdo, seu foco e a equagao da sua diretriz.

Solucgao:
Inicialmente, vemos que se o vértice estd localizado na origem e a pardbola passa pelo

ponto (2, —1), entao seu foco estd abaixo da origem.

Y A

\o)

<

Dai temos que a mesma sera representada pela equagao

1 2

Como sabemos que a parabola passa pelo ponto (2, —1), temos que

1 2

1= @
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1
1 =_=
p
p=1
Logo, a parabola tem equacao y = —}LxQ, seu foco é (0, —1) e a diretriz é a reta de equacao

y=1.

De posse destas duas equagoes ja podemos analisar duas caracteristicas importantes
da parabola.

A primeira diz respeito a abertura da pardbola, a qual chamamos de concavidade.
Vemos que quando o coeficiente de do termo z? é positivo, a concavidade encontra-se
voltada para cima e quando o mesmo ¢é negativo, a concavidade encontra-se voltada para
baixo.

A segunda diz respeito ao vértice da parabola. Quando a concavidade estd voltada
para cima, o vértice é o ponto de ordenada minima da parabola e quando a concavidade

esta voltada para baixo, o vértice é o ponto de ordenada maxima da parabola.

3.1.3 Equagao geral da parabola com reta focal paralela ao eixo das ordenadas

Novamente vamos por partes. Inicialmente veremos a equacao geral para pardabola

com a concavidade para cima e vértice de coordenadas (z,, yy).

Figura 47-Parabola com concavidade para cima e vértice fora da origem.

i

N |

7‘V+p

0
y | \\\ ' V // P
Y, 1o
V- P ] T

9 X, X ”X

Fonte: PROFMAT, 2012

Observando a figura, vemos que o foco F' tem coordenadas (x,,y, + p), a diretriz

r tem equacao y = y, — p e a reta focal [ tem equacao x = x,. Dal segue,

dpp =d,p
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\/(fc—%)QJr[y—(yv+p)]2=y—(yv—p)

2 2

(z—2)+y— (o +p))" =y — (¥ — )]

(=) + 9> =2y (Yo + ) + (%o +0)> =¥* — 2y (yo — p) + (o — p)°
(= 2,)" — 2yp + 2yup = 2yp — 2yup

(& — 20)* = dyp — y,p

(@ — )" =4p(y — 1)

Exemplo 3.1.3. Determinar a equagao da pardbola de vértice V.= (3,2) e foco F =

(3,4). Encontre também a equacgdo de sua diretriz.

Solucao:
Como o vértice é (3,2) e o foco é (3,4), vemos que a concavidade da pardbola estd para
cima. Daf a equacdo utilizada serd (z — x,)° = 4p (y — 4.

Como p = dpy, entao p = 2. Segue que,

(x—3°=4-2-(y—2)
z? — 62 +9=28y— 16
8y = 2% — 61 + 25

12 3 25

Yy=-T ——I

8 4 8"

Sua diretriz é dada pela relacao y = y, — p. Dal,
y=2-2
y=0.
Logo a pardbola teré equagio y = 12° — 3z + e sua diretriz é y = 0.

De modo analogo, temos a equacgao geral para parabola com a concavidade para

baixo e vértice de coordenadas (z,,y,).



Figura 48-Parabola com concavidade para baixo e vértice fora da origem.

Observando a figura, vemos agora que o foco F' tem coordenadas (., y,

diretriz r tem equagao y = y, + p e a reta focal [ tem equagao x = z,. Dai segue,

X,

Fonte: PROFMAT, 2012

drp =d.p

V@2 +ly— - =y — (o +)
(=) +ly— (o —p)" =y — (v +p)I°
(@ —2)* + 9" = 2 (yo — p) + (0 = p)* = 9" = 29 (o + ) + (g + )
(& — 2)* + 2yp — 2y0p = —2yp + 2y
(¢ — )" = —4yp + 4y.p

(2 —2,)? = —4p (y — y)
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_p)7 a

Exemplo 3.1.4. Determine a equagao da pardbola de vértice V = (3,4) e foco F = (3,2).

Encontre também a equacao de sua diretriz.

Solucao:

Como o vértice é (3,4) e o foco é (3,2), vemos que a concavidade da pardbola estd para

baixo.

Como p = dpy, entao p = 2. Temos,

(=37 =—4-2-(y—4)

2 — 62 +9=—8y+32
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8y = —a? + 62 + 23

1208 3
=——z +-x+ —.
Yy=7g% TR

Sua diretriz é dada pela relagao y = y, + p. Dal,

y=4+42
y = 6.
Logo a parabola tera equagao y = —%mZ + %a: + 28—3e sua diretriz é y = 6.

Exemplo 3.1.5 (Ufpel-RS). A dgua jogada por meio de duas bombas em uma fonte

descrevem uma trajetoria parabolica.

Considere que as bombas e os pontos de alcance atingidos pela dgua sejam coline-
ares, que a primeira esteja localizada na origem de um sistema cartesiano e que o ponto
mais alto da curva formada pelo jato dessa bomba tenha coordenadas (1,2).

Com base no texto e em seus conhecimentos, € correto afirmar que a funcao que
determina a parabola representada pelo jato de dagua e o ponto no qual esse jato chega ao

solo sao, respectivamente:

a.f(z) = 22% — 4z; P(2,0)

b.f(x) = —22? — 4x; P(2,0)
c.f(x) = 222 + 4x; P(=2,0)
d.f(z) =
e.f(x) =

X

r) = —22% — 4x; P(—2,0)

—22% + 4x; P(2,0)

T
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Solucgao:
Vemos que a pardbola terd concavidade para baixo e (1,2) sdo as coordenadas de seu
vértice. Além disso, tem como ponto de seu grafico a origem (0, 0).

Utilizando os dois pontos, encontraremos o parametro da parabola.

(z—2,)* = —4p (y — y0)

(0-1)* = ~4p(0—2)

1=28p
_1
P=3

De posse do parametro, utilizaremos o vértice novamente para encontrarmos a equacgao

da parabola.

(z—2,)? = —4p (y — y0)

1
(r=1)" = ~dp o (y = 2)
—y+2

2
202 —dr +2=—y+2

2?20 +1=

y = —22° + 4x
Com a equacao, ja temos o suficiente para encontrarmos a letra E como alternativa correta.

Analogamente aos casos citados, caso a reta focal seja paralela ou coincidente com
o eixo das abscissas teremos uma inversao direta das coordenadas x e y nas equagoes
encontradas. Com relagao a concavidade, caso esteja voltada para direita, o coeficiente
do termo em 72 serd positivo e caso a parabola esteja com concavidade para esquerda, o

coeficiente do termo em y? serd negativo.

3.2 A fungao do segundo grau

Se observarmos a equacao da parabola com eixo focal paralelo ao eixo Oy, podemos

notar que estamos trabalhando com uma fungao. Vejamos:

(z—2)* =4p (y — v
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=2 x,xt+ai=4dp-y—4p-y,
=2 m,xtaitdpy, =4p-y

Y i(x2—2~xv-x—i—xz—i-éljzryv)

1, 1 1, .,
=—1"— — -1, - — 4p - Yy 3.1
y 4pa: % T x—|—4p(wv—|—py) (3.1)
Denotando por a = 4ij b= —2ip "I, €C = %p (22 + 4p - y,), podemos escrever a

expressao (3.1) da forma

y = ax’ +br +c. (3.2)

Definicao 3.2.1. Denominamos funcao do 2° grau, toda funcio f:R — R da forma

f(z) =ax®+bx+c, coma,b,ceR ea##0.

3.2.1 As raizes ou zeros da funcao do segundo grau

As rafzes da fungao f(z) = az? + bx + ¢ sao os valores de x que satisfazem a

equagao de 2° grau

ar’ +bx +c=0.

Ou seja, sao os valores da varidvel x para os quais a variavel y assume valor igual
a zero. Ainda podemos definir a raiz como sendo o ponto de intersecao da parabola com
o eixo das abscissas.

O célculo das raizes de uma equacao do segundo grau ja era conhecido dos ba-
bilonios no século 2000 a.c., mas a formalizagao do método foi concebida pelo matematico
persa (ver[8]).

A férmula utiliza um método inteligente, uma fatoracao de polinémio com objetivo
é obter na incégnita x um termo de primeiro grau. Para isso, vamos inserir termos em
ambos os membros da equacao de forma que possamos obter um trindmio quadrado

perfeito no primeiro membro.

ar’+br+c=0

4a’x? + 4abx + 4ac = 4a - 0
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(2ax)” + 4abr = —4ac
(2ax)” + 4abx + b* = —4ac + b*

Uma vez obtido o trinémio, com o uso de um produto notavel, podemos encontrar
um quadrado da soma.

(2az + b)* = b* — 4ac.

Agora, basta manipularmos a equagao para isolarmos a variavel z, e assim encontrar

um valor definitivo para a variavel x:

2ax +b = +Vb? — dac

—b+Vb? — 4dac
T = .
2a

A expressao b? — 4ac é chamada de e é representada pela letra grega delta (A).

Através de uma analise do discriminante, temos trés casos a considerar:
(i) A > 0, A funcao possui duas raizes reais e distintas, isto ¢, diferentes:

B —b+ Vb? — 4dac —b—Vb? — 4dac

e frg
2a 2 2a

X1

Figura 49-Fungao do segundo grau com raizes reais e distintas.

\ a>0 / XL, N\ X% o
X / a<0 \X

XN X

Fonte: Autor, 2013

(ii) A = 0, A fungao possui raizes reais e iguais. Nesse caso, também dizemos que

a funcao possui uma raiz dupla:

—b
1 =Ty = —.
2a
Figura 50-Funcao do segundo grau com raizes reais e iguais.

a>(0 i

X
> a<0
X=Xy

Fonte: Autor, 2013

v X<
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(iii) A < 0, A fungao nao possui raizes reais.

Figura 51-Fungao do segundo grau sem raizes reais.

X
>0

X a<0

Fonte: Autor, 2013

Exemplo 3.2.1. Determine o valor de m de modo que o grdfico da fun¢ao f(x) =

2% +max + 8 —m seja tangente ao eizo .

Solucao:

Ser tangente ao eixo x significa que o grafico intersecta o eixo  em um unico ponto. Logo,

teremos o discriminante igual a zero. Dai,

A = b — dac
A=m>—4-1-(8—m)
A =m?—32+4m
m* 4+ 4m — 32 = 0.

Resolvendo a equacao do 2° grau na incognita m, temos

A=b—4-a-c
AN=4%—4-1-(-32)
A =16+ 128

A =144

b+ VA
- 2a

 —4E12
-

m

Logo, a fungao intersecta o eixo x em um tnico ponto para m = —8 ou m = 4.
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Exemplo 3.2.2 (UFF). O lucro mensal L de uma certa empresa é dado por: L(x) =
—2% + 18z — 32, sendo x medido em milhares de pecas vendidas e L, em milhoes de reais.

Determine para quais quantidades de pecas a empresa nao tem lucro nem tem prejuizo.
Para a empresa nao ter lucro nem prejuizo, devemos ter L(x) = 0. Dai,

—2% 4+ 187 — 32 =0
A=V —4-a-c
A =18 —4-(-1)-(-32)
A =18 —4-(-1)-(-32)
A =324 — 128
A = 196.

Encontrando agora os valores de x, temos

b+ /A
r= ——

2a
18+ 14
T=——0
_18j:14
T
x:18—;14:166x:18g14:2.

Logo, a empresa nem tem lucro nem prejuizo quando vende duas mil ou dezesseis mil

pecas.
3.2.2  Relagao entre coeficientes e raizes

De posse das férmulas para obtencao das raizes da funcao do 2° grau, o matematico

francés formalizou as relagoes entre suas raizes e seus coeficientes (Ver [8]). Vejamos,

—b+\/Z+—b—\/Z

Tt = 2a 2a
b+ VA -b— /A
T+ T2 = %
—2b
T+ X9 = —

2a
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—b
I‘1+x2:?
b+ A\ [—b— A
Tt = 2a . 2a
b2+ by A —by/A — A
Tt = 4a?
b? — b? + dac
xl.xzzT
74ac
T = 4a?
c
l’l'IEQZE.

Na pratica as relagoes de Viete agilizam a resolucao de algumas equagoes de 2°

grau, uma vez que de posse da soma e do produto das raizes podemos intuir seus valores.

Exemplo 3.2.3. Na funcio f (z) = 2* — bx + 6 sabemos através das relagoes de Viéte
que 1+ x9 =5 e xy - w9 = 6. Dai, podemos afirmar com sequranca que x4 =3 € o = 2

uma vez que 0s naturais 2 e 3 satisfazem as relagoes.

3.2.3 Ponto de maximo ou de minimo da funcao do segundo grau
De um modo geral temos que,

Definigao 3.2.2. Uma fungao f tem em c¢ se f(c) > f(x) para todo x em D, onde D é
o dominio de f. O namero f(c) é chamado de valor mdzimo de f em D. Analogamente,
ftem um em ¢ se f(c) < f(x) para todo x em D, e o nimero f(c) é chamado de valor

minimo de f em D.

Ao realizarmos o estudo da parabola, um dos elementos visto foi o seu vértice.
Observamos que o mesmo ¢ ponto em que a parabola intersecta a reta focal e é considerado
o ponto de ordenada méaxima ou minima da parabola, a depender de sua concavidade.

Como ja vimos na secgao 3.1.2, na equagao da parabola a concavidade é determi-

nada pelo sinal do coeficiente do termo 2

, 0 qual na funcao do 2° grau é representado
por a. Dali, dependendo do sinal do coeficiente a, a pardabola pode ter sua concavidade

voltada para cima quando a > 0 ou voltada para baixo quando a < 0.
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Figura 52-Maximo ou minimo da fung¢ao do segundo grau.

vertice -

1
|
|
o
|
|
|
|
|
|
|
|
Y\ vértice |
|
1

|
|
|
I
|
I
|
|
!
|
I a<(

a<(

Fonte: Autor, 2013

Definicao 3.2.3. Denotamos por valor maximo ou valor minimo da func¢ao do 2° grau, a
ordenada do vértice da funcdo (y,). Tal que, para valores de a < 0 a fung¢ao terd ordenada

maxima e para valores de a > 0 a funcao terd ordenada minima.

Para determinarmos as coordenadas do vértice da parabola, usamos o fato de que,
sendo o gréfico simétrico em relagao a reta focal, os valores (x,—k) e (x, + k), representam

a mesma imagem para todo k € R. Sendo assim, f (z, — k) = f(x, + k). Dali, segue

[y =k) = fzy + k)
a(zy — k) +b(zy — k) +c=a(z, + k)’ + bz, + k) + ¢
ary? — 2ax,k + ak?® + bx, — bk + ¢ = ax,? + 2ax,k + ak?® + b, + bk + ¢
—2ax,k — bk = 2ax,k + bk

—4daz,k = 2bk

b

Ty = ——.
Y 2a

Substituindo o x, na funcao temos que:

b? b?
Yo =0 gz T g
b? b?
yvzﬁ_%
b? — 2b% + dac
Yo = ——F

4a
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B —b% + 4ac
Yo = 4a
BRYAN

=g

b A
Entao, podemos afirma que o vértice tem coordenadas V = (—2—, —4—)
a a

Exemplo 3.2.4. O lucro de uma empresa pela venda didria de x pecas, € dado pela
fungdo: L(x) = —x*+ 14z — 40. Quantas pecas devem ser vendidas diariamente para que

o lucro seja mdzrimo?

Solucgao:

O valor de y de uma fungao do segundo grau (quadratica) y = ax? + bx + ¢ é méaximo (ou

—b
minimo) quando x é igual a média aritmética das raizes, ou seja , quando z = —.
- a
Entao, L(x) tem valor maximo quando z = —14/2(—1) = 14/2 = 7. Assim, devem ser

vendidas 7 pecgas para que o lucro seja maximo.

Exemplo 3.2.5. Uma bala ¢ atirada de um canhdo. A trajetoria da bala descreve uma
pardbola de equacao: y = —x*+5x (onde x e y sao medidos em hectometros). Determine,

em metros, a altura mdzima atingida pela bala e o alcance do disparo.

Solugao:

Seja a funcao do segundo grau y = ax? + bx + ¢, onde a, b e ¢ sao niimeros reais e a # 0.

O valor maximo (ou minimo) desta fungao é y = Yo onde A = 0> —4-a-c. Entao, a
a

altura maxima da bala é:

(52 —4-(-1)-0]
4-(-1)
—25
y:_—4
25
Y

y=06,25 hm

y:

y =625 m
O alcance do disparo é a diferenca entre as raizes da equacao —x% 4+ 5z = 0
Vem que: —2? + 5z = x(—x+5) = 0. Entao, z =0, ou, —z+5 = 0. Logo as rafzes sao:

x=0,o0u,x=>5. Assim, o alcance do disparo é de 5 — 0 = 5hm = 500m.
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Exemplo 3.2.6 (UFRN). O Sr. José dispoe de 180 metros de tela, para fazer um
cercado retangular, aproveitando, como um dos lados, parte de um extenso muro reto. O
cercado compoe-se de uma parte paralela ao muro e trés outras perpendiculares a ele (ver
figura). Para cercar a maior drea possivel, com a tela disponivel, os valores de x e y sao,

respectivamente:

muro

a. 45m e 4bm
b. 30m e 90m
c. 36m e 2m
d. 40m e 60m

Solugao:
vamos obter duas igualdades, utilizando a area do retangulo e a soma dos segmentos a

serem cercados.

3z +y = 180 (1)
A=zy (2)

Substituindo (1) em (2), temos

A=z (180 — 32)
A= —3z%+ 180z

Como queremos encontrar os comprimentos do muro para que a area seja maxima, teremos

que encontar o z,. Segue que

—b

Ty = —
2a

—180
r=—
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Substituindo em (1).

Logo, as comprimentos dos muros sao 90 metros e 30 metros.

3.2.4 Conjunto imagem da func¢ao do segundo grau

Como vimos em 1.3.3, os valores das ordenadas determinam a imagem da funcao,
assim sendo, podemos fazer a andlise de dois casos.

Se a > 0, a pardbola tem:

e Concavidade para cima;

Vértice com ordenada minima;

Im={yeR/y >y}

Se a < 0, a parabola tem:

Concavidade para baixo;

Vértice com ordenada maxima;

e Im={yeR/y<uy}.
Figura 53-Imagem da funcao do Figura 54-Imagem da funcao do

segundo grau com concavidade para segundo grau com concavidade para

cima. baiXO
yvé L y
1

\V><

\V><

:1

Fonte: Autor, 2013 Fonte: Autor, 2013
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3.2.5 Estudo do sinal da fun¢ao do segundo grau

De modo geral, a discussao da variagao de sinal de uma fungao do 2° grau f (z) =
ax? + bx + ¢ é feita ao analisarmos a concavidade da pardbola e suas interseccoes com o

eixo da abscissas. Qualquer que sejam as situagoes, o estudo do sinal recaird sempre em

um dos 6 casos a seguir.

y<0, 71 <z <94

I.Sea>0eA >0,entdo ¢ y=0, =1, ou T = To;

y>0, <z 0oUXT > X

Figura 55-Sinal da imagem da fung¢ao do segundo grau com a >0e A > 0.

Ay
®\ /® .
0| x4 © /x5 £

Fonte: Autor, 2013

y<0, z<z1 OUXT> X

2. Sea<0e A >O,entéo y:O7 T =T 0U T = To;

y>0, 1 <x <.

Figura 56-Sinal da imagem da funcao do segundo grau com a<0e A > 0.

XY

Fonte: Autor, 2013

>0, x+# 1, = xo;
3. Sea>0eA =0, entao Y 7o 2

y=0, z=x = 2.
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Figura 57-Sinal da imagem da fun¢ao do segundo grau com a >0e A =0.

X1

XY

Fonte: Autor, 2013

>0, T #x; =20
4. Sea<0e /A =0, entao Y 7o 2

y=0, =1z =2

Figura 58-Sinal da imagem da funcao do segundo grau com a<0e A =0.

.
>

©) >'<1 ©) X

Fonte: Autor, 2013

5. Sea>0e /A <0, entao y > 0 para todo = € R.

Figura 59-Sinal da imagem da fungao do segundo grau com a >0e A <0.

®

b 4

Fonte: Autor, 2013
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6. Sea<0e A <0, entao y <0 para todo = € R.

Figura 60-Sinal da imagem da funcao do segundo grau com a<0e A <0.

© X

Fonte: Autor, 2013

Exemplo 3.2.7. A receita mensal (em reais) de uma empresa é dada por R(x) =
20000p — 2000p%, em que p é o preco de venda de cada unidade, com 0 < p < 10.

Vamos determinar para quais valores de p a receita ¢ inferior a R$ 37500, 00.

Solucao:

Se a receita é inferior, logo ¢ menor. Dai

20000p — 2000p? < 37500
—2000p* + 20000p — 37500 < 0

Se dividirmos por 500. Temos

—Ap® +40p —T5 < 0
A =40 —4 - (—4) - (—=75)
A = 400

Dai,

p=T7,5oup=25

Logo, temos a receita sera inferior a R$ 37500,00, se 0 < p < 2,5 0u 7,5 < p < 10.
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