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A minha mae Marise,
minha irma Francielly,
meu irmao Vinicius,

e meus queridos bichanos



Resumo

O estudo das superficies minimas é um dos mais antigos problemas da Geometria
Diferencial. De especial interesse sdo as superficies minimas na esfera S®. Em 1970, H.
B. Lawson publicou um artigo intitulado The unknottedness of minimal embeddings (14),
neste trabalho ele conjectura que o toro de Clifford é a tnica, a menos de movimentos
rigidos, superficie minima mergulhada, compacta e de género um em S®. O objetivo
deste trabalho é apresentar as técnicas utilizadas por S. Brendle para dar uma resposta
afirmativa a conjectura de Lawson.

Palavras-chave: Superficies Minimas, Conjectura de Lawson, Toro de Clifford.



Abstract

The study of minimal surfaces is one of the oldest subjects in differential geometry.
Of particular interest are minimal surfaces in the sphere S3. In 1970, Lawson published
a paper entitled The unknottedness of minimal embeddings (14), this work he conjectures
that the Clifford torus is only, less rigid motion, compact embedded minimal surface in
S3 of genus 1. The objective of this work is to present the techniques used by S. Brendle
to give a affirmative answer to the conjecture of Lawson.

Keywords: Minimal Surfaces, Lawson’s Conjecture, Clifford torus.
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1 INTRODUCAO

Em 1970, Lawson (13) provou que dado um inteiro positivo g, existe pelo menos uma
superficie minima compacta mergulhada em S® com género g. Além disso, ele mostrou
que existem no minimo duas tais superficies a menos que g seja um ntimero primo. Alguns
exemplos de superficies minimas compactas mergulhadas em S® podem ser encontrados

em (11) e (10).

Neste contexto, um resultado bem interessante foi provado por Almgren (1) em 1966
e diz que toda 2-esfera minimamente imersa em S® é totalmente geodésica, portanto,
congruente ao equador S®N{x, = 0}. Outro exemplo de superficie minima compacta em

S3 é o chamado toro de Clifford dado por

1

No artigo intitulado The unknottedness of minimal embeddings (14) Lawson fez a seguinte

conjectura:

Conjectura 1 (Lawson, 1970). Suponha que F : ¥ — S é um toro minimo mergulhado

em S®. Entdo X é congruente ao toro de Clifford.

Observemos que, o préprio Lawson (13) construiu uma familia infinita de toros mini-
mos apenas imersos em S®. Mais tarde, em 1971, Hsiang juntamente com Lawson deram
uma infinidade de exemplos de garrafas de Klein minimas em S* (ver (9)). Esses fatos

mostram que a hipotese de X ser mergulhada é crucial.

Esta dissertagao estd dividida em dois capitulos. No primeiro capitulo fazemos uma
breve introdugao a geometria das subvariedades no espaco euclidiano. Ao final deste
capitulo provamos que o toro de Clifford é uma superficies minima plana nao trivial da

esfera S3.



O segundo capitulo é dedicado a demonstracao da Conjectura de Lawson, nossa
principal referéncia para este capitulo foi o artigo Embedded minimal tori in S® and the

Lawson conjecture de S. Brendle (5).
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2 SUBVARIEDADES IMERSAS

Neste capitulo fazemos uma breve introducao ao estudo das subvariedades imersas

no espago euclidiano R™ sob o ponto de vista das formas diferencias.

2.1 Equacgoes de Estrutura do R"

Seja U C R™ um aberto e sejam eq,...,e,, n campos diferencidveis de vetores em
U de tal modo que, para todo p € U, se tenha (e;,e;), = 6;;, com i,j = 1,...,n. Um
tal conjunto de vetores é chamado de referencial ortonormal moével em U. De agora em

diante omitiremos os adjetivos ortonormal e moével sem maiores comentarios.

Dado um referencial {e;}, para cada p € U, seja {w; }, a base dual da base {e;},, ou
seja, {w; } sdo formas diferencias lineares definidas pela condicao w;(e;) = 6;;. O conjunto

das formas diferenciais {w;} é chamado coreferencial associado ao referencial {e;}.

Outro conjunto de formas associadas ao referencial {e;} pode ser obtido pensando em
e; como uma aplicagao diferenciavel e; : U C R™ — R". A diferencial (de;), : R* — R",
em p € U, é uma aplicagao linear. Portanto, para todo v € R", podemos escrever
(dei)p(v) = D (wij) (v)pe;-

J

Desde que e; é diferenciavel é facil ver que as expressoes (w;;),(v) dependem linear-
mente de v. Portanto (w;;), ¢ uma forma diferencidvel linear em R”. Com essas notagoes

em mente, podemos escrever
dei = Zwijej,
J

como defini¢ao das formas w;;, que sao chamadas formas de conexdo do R™ no referencial

{ei}.
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Derivando a expressao (e;, e;) = d;;, obtemos
0= <d€i, €j> + <€i, d€j> = wij + wji,
o que implica
Wij = —Wji,
isto ¢, as formas de conexao sao anti-simétricas nos indices i, j.

Teorema 2.1 (Equagoes de estrutura do R™). Seja {e;} um referencial ortonormal movel
em um aberto U C R™. Sejam w; o coreferencial associado a {e;}, e w;j as formas de

conexdo de U no referencial {e;}. Entdo:

dw; = Zwk N Wi (2.1)
k
dwij =Y wi Awgs, k=1....n. (2:2)
k

Demonstracao. Seja a; a base candnica de R" e seja z; : U — R a funcgao projegdo na
i-ésima coordenada. Com isso a diferencial dx; de x; em U é um o coreferencial associado

ao referencial a;, ja que
dxi(aj) = 51]

Ao expressar o referencial dado em termos de a; temos que
€; = Zﬁz’jag‘, (2~3)
J

onde os f;; sao fungoes diferencidveis em U e, para cada p € U, a matriz (3;;(p)) é

ortogonal. Como {w;} é o coreferencial associado a {e;}, temos
w; = Z Bijdx; (2.4)
j
Diferenciando 2.3, obtemos
de; = Zk: dBixay, = Xk: dBik Z Bike;,
J

onde na ultima igualdade usamos a ortogonalidade da matriz (f;) para passar da base

a; para a base e¢;. Como de; = Zwijej, concluimos que
J

wij = > dBikBik, (2.5)
!
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dal
> wijBis = Y dBiBikBis = dfis, s=1,...,n. (2.6)
J

k7j

Derivando exteriormente 2.4 e usando 2.6, obtemos
d(,di = Zdﬁlﬂ A d(L’j

J

= Zwikﬂkj A d.Tj
Jik

= Y wr A Prydr;
k J

= D wr Awp =Y wp A wg,
k k

e a primeira equacao de estrutura estd demonstrada. Para obter a segunda equacao de

estrutura vamos diferenciar 2.5 e usar 2.6 outra vez, assim

dwij = > dBx N dBuy
%

= = dBu ANdBjk
%

= — Z (Z wirﬂrk> A <Z stﬁsk)
k T s

= — Z(wir VAN st) Z 6rkﬁsk
7,8 k

= — Z(Wir A WjS)5T8

7,8

= —Zwik/\wjk
k

= Zwik N wkj.
k

Como queriamos demonstrar.

Dada uma imersao z : M — R""? de uma variedade diferencidvel de dimensiao n em
um espaco euclidiano R"9. Pelo teorema da funcao inversa, para todo p € M, existe
uma vizinhanga U C M de p tal que a restrigao z|U de x a U é injetiva. Seja V' C R"*¢
uma vizinhanga de z(p) em R de tal modo que V' D x(U). Com as notagoes acima

temos a seguinte

Definigao 1. Um referencial mével {eq,...,en, €ni1,...,€n4q} em V. C R™7 com a
propriedade que, quando restrito a x(U), os vetores ey, ..., e, sejam tangentes a z(U) e

0 Vetores €,41, ..., €n+q sejam normais a x(U), é chamado um referencial adaptado a .
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A existéncia de um referencial adaptado pode ser provada da seguinte maneira. Se
V' é suficientemente pequeno, existe um difeomorfismo g : V' — V tal que g o z(U) é
um aberto da variedade z(M). A existéncia de um referencial fi,..., fu, fut1,- -, fotg
adaptado a gox(U) em g(V') é imediata. A imagem inversa dg='(f1),...,dg ' (fniq) pode
nao ser ortogonal. Finalmente, usamos o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt
em cada ponto de V' e observamos que os vetores obtidos varia diferenciavelmente com

os vetores dados. Assim, obtemos um referencial ortogonal adaptado a z(U).

Observagao 1. As formas w; do referencial {e;} e as formas de conexdo w;; que satisfazem
as equacoes de estrutura 2.1 e 2.2 estao definidas em V. No entanto, a aplicagdo x : U C
M — V C R"? induz formas diferencias x*(w;), *(w;;) em U. Como z* comuta com a
derivada exterior e com o produto exterior, tais formas em U satisfazem as equagoes de

estrutura 2.1 e 2.2.

O proximo resultado é de fundamental importancia para o decorrer desse trabalho.

Lema 2.1 (Cartan). Seja V' um espago vetorial de dimensao n. Sejam w;, ... ,w,:V —

R, r < n formas lineares de V linearmente independentes. Suponhamos que existam

formas lineares 01, ...,0, : V — R satisfazendo a condicdo: Zwi A6; =0. Entao

=1
Hi:Zaijwi, 1,7 :1,...,’/“, Q35 = Qjj-
J

Demonstragao. Inicialmente vamos completar as formas wi,...,w,, em uma base

Wy ewey Wy Wy, - - -, Wy de V) com isso

Gi:Zaijwj+Zbilwl t=r+1,...,n.
j !
A condicao Zwi A 0; = 0 implica

0 = Zwi/\@- = Zwi/\Zaijwj—i-Zwi/\Zbﬂwl
i % J % l

= Z(ai]’ — aﬂ)wi A Wi + Z bilwi N wy.
i<j i<l
Como as formas w, Aws, 1 < s, 1,5 = 1,...,n, formam uma base do espaco A2V* das

formas bilineares alternadas de V' x V, concluimos que a;; = aj; e b;; = 0.
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Lema 2.2. Seja U C R". Sejam wy,...,w, formas diferenciais linearmente indepen-
dentes em U. Suponha que exista em U um conjunto de 1-formas diferenciais {w;;}

satisfazendo as condigoes:
dw]' = Zwk VAN Wk, Wij = —Wyi.
k

Entao um tal conjunto € unico.

Demonstracdo. Suponha que exista um outro conjunto {w;;} satisfazendo

de = Zwk A wkj, wl‘j = —wjl‘.
k

Entdo > wy A (Wi; — wj) = 0, e pelo lema de Cartan,
k

— _ J Y oY)
Wkj — Wkj = Z By, wi, By, = Bi.
i

Observe que
_ . 7 _ S _ k
Wiy — wij = D Blawi = —(@j — wjr) = = Y_ Bjiw;
i i

e, como os w; sao linearmente independentes, Bj, = —B]’-“Z-. Trabalhando com as simetrias

encontradas, obtemos
k __ Jj o Jj _ pt o Pt k __ k __

Portanto wy; = wy;.

2.2 Subvariedades do Espago Euclidiano

Seja x : M™ — R™ uma imersao de uma variedade de dimensao n em R""?. Seja
p € M e U uma vizinhanga de p em M na qual a restri¢ao z|U é injetiva. Seja V uma
vizinhanca de z(p) em R""? de tal modo que x(U) C V e que em V esteja definido
um referencial adaptado eq,...,€,,€n41,...,€mtq. Usaremos a interpretacao classica e
pensaremos em x como uma inclusao de U em V' C R""4, deste modo, usaremos a mesma
notagao para os elementos de V' ou de sua restricao a U. De agora em diante, usaremos

essa convencgao.
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Fixemos também as seguintes notacoes:

1<ABC,...,<n+gq;
1<4,5,k, ..., <m

n+l1<a,pB,7...,<n+gq

Lembremos que, dado um referencial {e4} em V', o coreferencial {ws} em V e as formas

de conexdao {wap} sdo dados por

dr = ZwAeA
dey = ZwABeB.

As formas wy e wyp satisfazem as equacoes de estrutura

dwy = ZWB ANwpa
dwap = ZwAC N weB.

Estamos interessados em estudar as formas wy e wyp restritas a U C V. Neste caso,
temos a condicao adicional w, = 0, a qual segue do fato que os vetores e, sdo normais a

U. De fato, para todo ¢ € U e todo v = Y v;e; € T, M, tem-se

Wa (V) = wa (Z viei> =) viwa(e;) = 0.

No que segue todas as formas estao restritas a U. Como w, = 0, temos

0=dw, = ZwB/\wBa
= ZwiAwia+Zw5Awﬁa

= Zwi /\wm.

Pelo lema de Cartan

— &3 o a
J

Definicao 2. A forma quadratica

1% = Zwiwm = Z hf‘jwiwj (27)
i 1,
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é chamada segunda forma fundamental de x na direcao de e,.

Denotemos por N, M o conjunto dos vetores normais a M, isto é, N,M = dx,(T,M)*.
N,M ¢é chamado espago normal da imersio x em p. Um campo de vetores normais é
uma aplicagao diferenciavel v : U — R com v(p) € N,M, p € M. Dado um campo de
vetores normais v : U C M — R"" em uma vizinhanca U suficientemente pequena de
p, podemos escolher um referencial adaptado {e4} em U de modo que e, = v. Neste

caso particular denotaremos a segunda forma fundamental na direcao de e, ; por I1”.

Mostremos que I1" generaliza a situacio andloga para superficies em R3. Para isso,
seja v € T,M, |v| =1, e consideremos uma curva « : (—¢,&) — U parametrizada pelo

comprimento de arco s, com a(0) = p e o/(0) = v. Entdo, como (% v) =0,

2o da dv
() - ‘<ds’ds>:‘<dx<“”d”(“”

= —{(dx,dv)( <Z Wi, Z Whi1,€5 + Z Wnt1 ,36,6> v)
= <Z Wilnt1 Z) (Z W;W; n+1> = I11"(v). (2.8)

ds’

Portanto, I1”(v) é a componente do vetor normal a a segundo o vetor unitario v, isso

generaliza a nocao de segunda forma fundamental de superficies em R3.

Como sabemos, a toda forma quadratica em um espaco vetorial estd associada uma
aplicagao linear auto-adjunta, assim, para todo ponto p € M e todo vetor normal unitario
v € N,M, existe uma transformacao linear auto-adjunta, que denotaremos por A :
T,M — T,M, tal que

I (v) = — (A”(v),v),
para todo v € T,M. Segue da equagao 2.8 que, em um referencial adaptado, a matriz de

A” com v = e,4; é dada por (—h[;™).

Definigao 3. Dada uma imersdo z : M? — M? de uma superficie M? em uma variedade

tridimensional M? definimos a curvatura gaussiana de M? por

K = h11h22 - h%Qa
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e a curvatura média por
~ hyr+ B

H
2

Agora passaremos a descrever um dos objetos fundamentais no estudo da geometria
das subvariedades, a saber, as formas de curvatura e as formas de curvatura normal da
imersao x. Para isto, vamos escrever as equagoes de estrutura de M, tendo o cuidado de

destacar as partes tangenciais (indices i, 7, ...) e normais (indices «, 3, ... ). Deste modo

dwl- = ij N Wy (29)
J
dwij = > wik Awij + Y Wia A Waj (2.10)
k o
dwm = Zwij A Wi + wa A Waa (211)
J B
dwag = Z Waj VAN wig + Z Wary VAN WHpa (212)
J 2

Observagao 2. Com as notacoes acima podemos expressar as curvaturas gaussiana e média
de uma imersdo z : M? — M? em termos da 2-forma w; A ws. De fato, a identidade
ws = 0 implica

dw;g:wl /\Cd13+C<J2/\WQ3:0.

Pelo lema de Cartan

w1z = hjjw + higws
wag = hojw + hagws.
Por outro lado

dwia = wiz Awsy

= —(hllhgg — h?2)w1 A\ %)

- —le A W9
e
wig Aws +wy Aweg = (hi1 + hog)wi A we
= 2le N Wo

Da equacao 2.10 observamos que a segunda parcela do membro direito funciona

como um termo de correcao da estrutura euclidiana de M, ja que se esta parcela fosse
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nula teriamos exatamente a equacao 2.2. Isto sugere que o termo Zwm A Wqj contém
(04
informagoes sobre a geometria de M. A esse termo daremos uma notacao especial, a

saber,

Qij = Zwia A Way -
a

Consequentemente
Qij = — jS .

Definicao 4. As 2-formas (2;; sao chamadas formas de curvatura do referencial {e;}.

Nosso préoximo passo é dar um significado geométrico a matriz das formas de curva-
tura, para isso iremos analisar como elas variam com uma mudancga da parte tangente

do referencial {e;}, j4 que a parte normal {e,} nao afeta as formas €;;.

Indicaremos as matrizes das formas w;; e €);; por W e Q, respectivamente, e o vetor

coluna das formas w;, por w. Assim, as equacoes de estrutura 2.9 e 2.10 tornam-se
dw=wAW

dW =W AW + Q.

Uma mudanga na parte tangente {e;} do referencial sera dada por
€, = Z uijéj,
J

onde (u;;) = U é uma matriz ortogonal, isto é, UU* = I, onde U* indica a matriz

transposta de U.

Lema 2.3. Por uma mudanga do referencial {e;} dada por e; = Y, u;;€;, a matriz das

formas de conexao W muda por
W =dUU* + UWU* (2.13)
e a matriz das formas de curvatura €2 muda por
QO =UQU*, (2.14)
onde a barra indica 0s elementos correspondentes no referencial {€;}.

Demonstracao. Dee; = Zuijéj vem w; = Zuijwj, isto é, w = Uw, e entdo w = U*w.
J J
Portanto,
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dvw = dUNw+Udw
= dU A (U'w) +U(W Aw)
= (dUU*+UWU") A w.

Pelo lema de unicidade 2.2, concluimos que

W =dUU* + UWU",

o que demonstra 2.13. Para demonstrar 2.14, observemos que a identidade UU* = [

implica dUU* = —U(dU)*. Passemos ao calculo de W AW e dW:

WAW = (dUU* +UWU* A (dUU* + UWU*)
= dUU*NdAUU* +dUU* N\ UWU*
+UWU* NdUU* + UWU* N\UWU*
= —dUU*U A (dU)* + dUU*U AWU*
~UWU*U A (dU)* + UWU* N\UWU*
= —dUAN@U)" +dU A\WU* —=UW A (dU)* +UW AWU*

dW = —dU A (dU)* +dU A\WU* —UW A (dU)* + UdWU*.

Portanto,

Q = —WAW+dW
= —UWAWU*+UdWU*
= U dW —W AW)U*
= UQU*.
Como queriamos demonstrar.

O

Em outras palavras, o lema 2.3 afirma que fixado p € M, quando mudamos o referen-

cial tangente {e; }, a matriz de formas ((€2;;),) muda como a matriz de uma transformacao
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linear em T, M.

Definicao 5. Fixado dois vetores X,Y € T,M, a matriz numérica {(£2;;),} representa

um operador linear em 7, M que indicaremos por

(ny)p : TpM — TpM

e que nao depende do referencial tangente. Ryy é chamado operados de curvatura da

métrica induzida.

Observacdo 3. Escrevendo a equacao 2.12 na forma

dwap = Way A wys + Qag,
J

onde

Qaﬁ = Zwai A Wig = _Qﬂaa
[

vemos que ela possui uma certa analogia formal com as equagoes de estrutura de um
espago euclidiano com termo de correcao {2,3. Por um raciocinio inteiramente analogo
ao lema 2.3, verificamos que a matriz de formas (w,5) = W' e a matriz de formas
(Qap) = QF se transforma por uma mudanga da parte normal {e,} do referencial, de
modo semelhante as formas W e 2 respectivamente. Por esta razao, chamamos w,g as

formas de conexao normal e 2,5 as formas de curvatura normal.
E claro que, fixados p € M e dois vetores X,Y € T,M, a matriz {(Qas),(X,Y)}
determina um operador linear
(Rxy)p : NyM — N, M.
R)L(VY ¢ chamado o operador de curvatura normal da imersao x.

Daremos agora um significado geométrico as formas de conexao w;;. Para isso consi-
deremos X um campo diferencidvel de vetores tangentesem M, Y € T,M e : (—¢,e) —
M uma curva diferencidavel em M com «(0) = p e o/(0) =Y. Definimos

dX
(VyX), = proj. sobre T,M de | —
dt ),

onde t é o parametro da curva a. Vamos mostrar que Vy X sé depende da métrica

induzida em M por x.

Para isso, escolhemos um referencial adaptado {e4} em uma vizinhanca U C M e

escrevemos X = Y x;e;, onde x; sao fungoes diferenciaveis em U. Temos
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o Z dt €i+§;x" dt
— zj:dtej—i-;x,%:ww <8t> e]+§;xz§a:wm <8t> Cors

Logo

(VyX)p, = Z{‘ffﬁZwm (i) xi}ei

j i
= Z {dl’](Y) + ZWZJ(Y)JZZ} €5,

J i

isto mostra que Vy X sé depende dos w;; e portanto da métrica induzida.

Definicao 6. (Vy X) é chamada a derivada covariante do campo X segundo o vetor YV

no ponto p.

Notemos que se X = e;, obtemos

(Vyei, ej) = wi;(Y),

isto fornece uma interpretacao geométrica das formas de conexa w;; em termos da deri-

vada covariante.

Analogamente, podemos definir a derivada covariante normal da seguinte maneira:
Dado 1 um campo diferencidvel de vetores normais em M e y € T, M, a derivada cova-
riante normal (VyLn)p de 1 em relagdo a y no ponto p é a projecao sobre o complemento
ortogonal N,M de T,M da derivada usual (‘;—?) . Com um célculo similar ao que foi

t=0

feito para Vy X verificamos que

(Vin), =2 {d%(y) + Za:waﬁ(y)na} es,

B

onde n = Z Nata- OU seja, an depende apenas das formas w,g. Se = e,, temos
(03

<v;6a7 €ﬁ> = waﬂ(y)'

Finalmente, relacionaremos as formas de curvatura da métrica induzida e as formas

de curvatura normal com as formas quadraticas da imersao. Por defini¢ao, temos
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Qij = D _ wia A waj
(03

3 = Zwm’ N wig.
[

Aplicando a defini¢ao dos coeficientes da segunda forma fundamental ficamos com

- O{ A y,)}wkmul (2.15)

k<l
e
Qag = — Z {Z h?kwk A Zhgwl}
i Uk l
= —Z Zh?khflwk/\wl
Y
=¥ {Z (A hgkhg)}wk Aw, (2.16)
k<t Ui
As equacgoes 2.15 e 2.16 sao chamadas as equacoes de Gauss e equagoes de Ricci,
respectivamente.

As equacgoes 2.11

dwm = Zwi]’ VAN Wi + wa VAN Waa
J B
que exprimem as diferenciais de w;, em termos das formas da conexao tangente e das

formas da conex@ao normal é chamada Fquagoes de Codazzi.

Observagdo 4. Para o caso de uma hipersuperficie de dimensao n as equagoes de Codazzi

assume a forma

dw; 1 = Zwij N Wjntt,
J
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pois Wyt1nt+1 = 0. Tendo em vista que

Winy1 = Zhjkwk, (217)
k

podemos escrever

dwi7n+1 = Z hjkwij AN Wi (218)
k.j

Nosso objetivo é obter uma expressao manejavel para a equacao de Codazzi. Para
isto, vamos fazer uso da identidade auxiliar

dhij = Z hij gy, — Z hyjwr: — Z Pigwrj, (2.19)
k k k

onde h;jj, = %hij. Derivando exteriormente w; 11 = >_; hyjw; obtemos

dwi i1 =Y dhi ANwj+ > hijdw;.
J J

Substituindo 2.19, obtemos

dwi7n+1 = Z hw‘,kwk AN Wy — Z hkjwki A Wi

k’j k7j
— Z hikwkj Nwj; + Z hijwk N Wj-
k,j k.j

Observando que

D hijwr Awig = Y higwip Aw
kg o
vem,

dwi’n+1 = Z hl-j,kwk A\ Wj — Z hkjwki A CL)J'. (220)
k.j k.j
Comparando 2.18 e 2.20, concluimos que

0="> hijawr Awj = Y (hijr — hin j)wr A wj.
ko k<j
Portanto
hijr = ik,

como gostariamos.
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2.3 O Toro de Clifford

Seja z : R? — R* uma aplicacdo diferencidvel dada por

1
r(u.v) = —=(cosu,sinu, cosv,sinv)  (u,v) € R (2.21)

V2
O conjunto z (R?) C S3 é chamado o toro de Clifford. O objetivo desta segdo é provar
dentre outros fatos que o toro de Clifford é uma superficie minima da esfera unitaria
de R*. Dando assim, um exemplo nao-trivial de uma superficie minima mergulhada

compacta de S3.

De 2.21, podemos escrever

dx — sin udu, cos udu, — sin vdv, cos vdv),

1
_ﬁ(

com isso

0 1 ,
dx ((9u> = ﬁ(_ sinu, cos u, 0, 0),

0 1

dr | — ) =—=(0,0,—sinwv, cosv
<6U> \/i( Y )7

portanto x é uma imersdo. Como z(u+ 2nm, v+ 2mm) = x(u,v), para todo n, m inteiros,

podemos nos restringir a condi¢do (u,v) € (0,27) x (0,27), neste conjunto x é um

mergulho.

Para estudar a geometria desde toro, escolhamos um referencial ortonormal e adap-

tado da seguinte maneira

ey = (—sinu,cosu,0,0),
e = (0,0, —sinwv,cosv),
es = —=(cosu,sinu,sinv,cosv),
V2
1
e, = —=(—cosu,—sinu,sinv,cosv).

V2

Como dx = Y w;e;, concluimos que
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wp = (dz,eq) = —,

Wz = <dl’,63> =

V2

wy = (dw,eq) :3%,
0,
0

wy = (dz,eyq) =

Para encontrar as formas de conexao, calculamos primeiro

dey = (—cosudu,—sinudu,0,0),
des = (0,0, — cosvdv, —sinvdv),
1
des = E(— sin udu, cos udu, — sin vdv, cos vdv),
donde
wiz = (dey,ez) =0,
d
Wiy = <d€1,€3> = —\/%;
d
wiy = (dey, €4> = \/%,
d
W3 = <d€2,€3> = _\/%7
du
Wy = <d€2, €4> = -

Ws3qg = <d63, €4> = 0.
De w5 = 0, concluimos com o auxilio da observacao 2, que a curvatura gaussiana K da
métrica induzida é zero.

Passemos ao calculo das segundas formas quadraticas nas diregoes ez e ey4, para isto

escrevernos

3 3
Wiz = hllwl—i-thwQ,

3 3
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isto implica

du 5 du 5 dv
_ﬁ - 11\/— h12\/—
dv du 5 dv
_ﬁ - 21\/—+h22 \/5
Portanto
4 -1 0
0o -1/
Analogamente
dl — pt du + pd @
\/5 11\/— 12 \/5’
dv du dv
— h + hE
\/5 21\/— 22\/5
dai

Em particular, o toro z((0,27) x (0,27)) C S® visto como uma superficie de S® tem

curvaturas principais \;y = 1 e Ay = —1, ou seja, o toro de Clifford ¢ uma superficie
minima de S3.
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3 A CONJECTURA DE LAWSON

Neste capitulo apresentamos a demonstracao da conjectura de Lawson.

3.1 Chave Técnica

Seja F' : ¥ — S% uma superficie minima mergulhada em S® (vista como a esfera
unitdria de R*). Além disso, seja ® uma fungao positiva, definida em ¥. Consideremos

a expressao

Z(x,y) = @(x)(1 = (F(x), F(y)) + v(2), F(y))-

A funcgdo acima aparece pela primeira vez no trabalho de B. Andrews (3). A inter-

pretacao geométrica da mesma pode ser feita em dimensoes arbitrarias e é a seguinte:

Seja M™ = F(¥) uma hipersuperficie em S™*! dada pelo mergulho F', e limitando
uma regidao 0 C S"*. Escolhamos € de tal modo que o vetor normal v de Y aponta
para fora de (). Para cada x € X, encontraremos uma desigualdade que é equivalente a
afirmacao de que existe uma bola em 2 com curvatura de bordo igual a ®(x) de modo
que F(x) pertence ao bordo desta bola. Uma bola geodésica em S™*! é simplesmente a
intersecdo de uma bola de R"*2? com S"*!. Em particular, a bola em S™*! contida em
2 e com curvatura média do bordo igual a ® e que é tangente a F(¥) no ponto F(z) é
B = Bg-1(p), onde p = F(x) — ®~'v(x), onde v é o vetor normal a F(X) no ponto F(z)

de S"*! que aponta para fora de .

Afirmar que uma bola de S™*! est4 inteiramente contida em €2 é equivalente, a afirmar

que, para todo y € X, vale a seguinte desigualdade
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|F(y) —p|> > @72,

ou seja,

[F(y) = (F(z) = @ w(2))]* — @7 > 0.

Desenvolvendo o primeiro membro e multiplicando por ®/2 ficamos com

SIF() ~ F@ + (Fly) — F(a),v(@)) > 0

Desde que F(x), F(y) € S temos |F(z)]? = |F(y)|> =1 e (F(x),v(z)) = 0, dai

Z2(®(x), 2, y) = (z)(1 = (F(x), F(y))) + (v(z), F(y)) = 0.
Em suma, provamos o seguinte fato geométrico:

Proposicao 3.1. Se ® : ¥ — R € uma funcao suave e positiva sobre 3, entdo a fungao
Z(®(x),x,y) € nao-negativa para todo x,y € ¥ se, e somente se, em todo ponto x € ¥

existe uma bola B C Q com curvatura média do bordo igual ®(z) e F(z) € OB.

Voltando a fungdo Z inicial, consideremos o par de pontos T # 7 tal que Z(Z,7) =0
e de modo que a diferencial de Z também se anula no ponto (Z,7). Seja (z1,x2) um
sistema de coordenadas geodésicas em uma vizinhanga de T, e (y;,y2) um sistema de
coordenadas geodésicas em uma vizinhanca de 7.

No ponto (Z,7), temos

@) = g @0 (F@.F@)

- o@ (G @ F) (S @) G

_ oz
B 0y

onde h;;(Z) denota a coordenada ij da matriz da segunda forma fundamental de F' no

0= 52 @5) = ~0@) (F@. 5o 5)) + (v@). 5o ), 32

Yi Yi

ponto Z, a qual denotaremos por A(ZT).

As relagoes acima serao muito usadas nos proximos argumentos.
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Podemos, sem perda de generalidade, supor que a segunda forma fundamental de F'

em T estd diagonalizada, isto é, hi1(T) = A1, h12(Z) = 0, e hoa(ZT) = Ag. Denotemos por

oF

R; a reflexao do vetor 2~
1

() a através do hiperplano ortogonal a F'(T) — F(7), isto é

o OF - OF - F(z) - F(y) F(z) - F(y)
=50 QQM(“wm—F@Quww—ﬂwr

Escolhendo de maneira adequada um sistema de coordenadas (1, y2), podemos supor
que (Ri, 22(7)) > 0, (Ry, 22(5)) = 0, e (R, 22(7)) > 0.

Lema 3.1. Os vetores F(y) e ®(T)F(T) — v(T) sdo linearmente independentes.
Demonstracao. Usando a identidade
(®(7)F(7) - v(T), F(y)) = (T) - Z(7,7) = (),

obtemos

B@)F(@) — v@PIFG)P ~ (@@ F (@) — v(@), F (7))
— [0(@)F(@) — v(@) — 0(@)? = 1.

Isto implica que a desigualdade de cauchy-schwarz é estrita, logo F(7) e ®(Z)F(z) — v(T)

sao linearmente independentes.

Lema 3.2. Temos R; = %(?) e Ry = %@)-

Demonstragao. Usando a expressao de R; encontramos

(@ F@) o) = 2( 5w, r) OISO
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Por outro lado, os vetores gf (7) e g—;;@) satisfazem

(Semrm) =0

(S5, 2@ F(@) - () = 5 @.0) =0

Visto que os vetores F(7) e ®(Z)F(T) — v(T) sao linearmente independentes, podemos

escrever

F F
span{ Ry, Ry} = span { 0 OF } .

)@
Além disso, Ry e Ry sdo ortonormais. Como (R, %(@)} = 0 concluimos que R; =

+95(7) e Ry = ig—yi(y). Desde que <R1,g—£@)> >0e (Rg,g—;@)) > 0, o resultado

61/1
segue.

O

Consideraremos agora as segundas derivadas de Z num ponto (z,y) supondo apenas

que T # y.

Proposicao 3.2. Se z # y, temos

> 22 = (se0) - THE 4 4@ - 206 (1 (7). F)

0@ AP & JOF ?
220 - G0 - (@), F)) Z<axi( )’F<y’>

— |A@)Z(z,y) +

O(z)(1 = (F(x), F(y)))

Em particular,
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Demonstracao. Calculando as segundas derivadas de Z com relagdo a primeira

coordenada no ponto (z,y) e somando de 1 até 2, encontramos

2 aZZ 2 82(I) 9 a(I) aF
3 T2t = X 00—t Fun -3 50 (5w, F )
2 6(1) 8F 2 aQF
_ Z:ZI oz, <8xz(x)7F(y>> - Z21<I>(9(:)<a Z2(x), (y)>
2 ) ,
0 . OF . P2F
+ ; 5. @) <6:ck(“’)’ F(y)> + ;h (z) <axiaxk (:c),F(y)> .
Das equacoes de Codazzi vem
2
> 0 hF(z) = 0.
i=1 ) i
Usando a identidade acima e o fato de que
0*F
G, B = Tl (@) = hiy(@)r() (3.3)
obtemos

= gz (r,9) = (As®(@)+ (JA@) ~2)®(2)) (1 - (F(z), F(y))) +2%(z)
- 2; §§i <§j: (a:),F(y)> — |A(@)[2Z (2, y).

Somando e subtraindo % dentro dos parénteses e completando o quadrado ficamos

com
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_ (Az%c) - 'Vq‘f’(%)' (AP - 2><1><x>) (1 — (F(2), F(y))) + 28(x)

2 (0P 2
TR 3 (e 0~ (). F) = 00e) (5 (0. 7))

B P(z) : or L ALl
ke S0 W) - A2y

Substituindo a expressao da (3: y) acima, vem

;Tx?(x,y) — (AEMQ:)—WS((;H —|—(]A(:1:)]2—2)(I>($)> (1= (F(2), F(y)))

+ 20(z) +

3 (S -x <§£<x>,F<y>>)2
B(z)

2 /OF
~ T (F), ) §<8w($) i

> 9w = (asoto - TR L gawr - 200) 0 - (@), P

1 , | OF 2

TR O F @), F ) ;AZ <a <‘”’”)’F<y>>
- 2(z) 2 G—Fx 2 T

e 3 (5@ P ) — AR Z Gy

2

(Ze) ~2n <§£<x>,F<y>>§i<x,y>] .

Visto que a imersdo ¢ minima vale A} = A = $|A(2)]?, e logo temos
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> 9w = (ase) - T4 e - o) 0 - (r. o)

20(x)? — [A@)? & /OF
N P

2 1 -
— JA(@)*Z(2,y) + O(z)(1— (F(z), F(y)))

[(gi (a:,y)> — 2\ <§£(x),F(y)> g:i (x,y)] .

+ 2®(z) —

<x>,F<y>>2

P

)

Proposigao 3.3. Se x # y, temos

07z
0*Z

(2, y)
OF Oz, OF
o109y, (z,y) = (N — ®(x)) <Rz’7 f)yz(y)> . F(z). F@)) <F(x), Em(y)> )

Em particular,
0*7Z

(Z,75) =\ — @(7).

Demonstracao. Derivando Z com relagdo a x e com relacao a y, obtemos

815% (2,y) = —gz () <F(x), gi(y)> + (N — () <g£ (z), g; (y)> ,

Desde que

OZ (= 02
al'i r,y)=

0P 1 0z oF

S )1~ (P, ) + O 2(0) {51 (2. Fl0))

temos

Logo



0*Z 1 07 OF
ooy Y T T (@), F ) (a:ci(x’y)_““@(”)<aa:i<x>’F (y)>>
(Fe). 50 0)
b -2 (G 50
— ot (e [ OF o F@) = Fly) \ [ Flx) - F(y) OF
= —2(\ — O ))<8$ (z) |F($)_F(y)|><|F($)_F(y)|,ay (y)>
9% (a.y)
OF . OF o, OF
b O 0 (GG G0 )~ (=0 (P 5 w)
Portanto

2 7(Iay)
02 OF oz, OF
9.0, (z,y) = (A — ®(2)) <RZ-, 8yl~(y)> -1 <F(:c), ayi(y)> ,

Como queriamos demonstrar.

Proposicao 3.4. Se x # y, temos

- (asote) - T 4 a0 - 0w (1 - (), P

2 207 OF
1 (F(z), F(y)) ;%@”y) <F(l’), ayl(y)>

=1

SR TF(e PG 5 |0 F9) 4000~ (4 + 2t

34
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Em particular,

2 gf? @7)+22 885%( Lap? aayf @3)
- (aso@) - T 4 ga@p - 2e@) (- (r@). Fa))

20(z)° — |A(@)]> & ,2
T20(7)(1 - (F(T), F(©))) Z<8xz y>>'

=1

Demonstracao. Pela proposicao 3.3, temos

() = 2<Ai—¢<x>><3i,gi<y>>

Além disso, ) , ,
o2 ) = ~(z) <F<x>, gy{;<y>> # (). S )

Segue de 3.3 que

> 5 ) = 20()(F(w). F(w) = 2{p(e), Fly) = 20(a) ~22(a.1).

Combinando essa identidades com a proposi¢ao 3.2, encontramos
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0?7 82

||Mw

_ (Azw) - RO - 2)@@)) (1= (Fe), Fy)))

B 20(x ) ]A ) ]2 2
250 (1 = (F(z), F(3) Z<a

+22>\— < aF

3.2 Demonstracao do Teorema Principal

Nesta secao descrevemos a demonstragao da conjectura de Lawson. Primeiramente

vamos encontrar uma identidade tipo-Simons para a funcdo ¥ (z) = %|A(m)|

Proposicao 3.5. Suponha que F : 3 — S3 é um toro minimo mergulhado em S3. Entdo
a fungio V(x) = %|A($)] ¢ estritamente positiva. Além disso, VU satisfaz a equagdio

diferencial parcial

[V

Ay — T

+ (JA]* — 2)¥ = 0.

Demonstragdo. Segue de (13) que um toro minimo em S® ndo tem pontos umbilicos.
Assim, a fungdo |A| é estritamente positiva em todo ponto. Usando a identidade de

Simons (15) obtemos

Ahgi + (|A]* = 2)hg, = 0.

Multiplicando esta igualdade por h;; e somando em ¢ e k de 1 até 2 temos
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> hiAhy + (JAP —2) Y ki, = 0.

Agora, usando a identidade Ah?, = 2h,Ahy,+2|Vhg|? e a linearidade do Laplaciano

vem

1
> (G ARG = [Vhi*) + (1A —2) 3 b, =0

1
FA i = 2 [Vhal” + (AP =2) > R =0
i,k i,k ik

1
FAS(AP) = VAP + ([AF = 2)|47 =0,

donde temos

As(JAl) + [VIAI]® = VAP + (JAP? = 2)|A) =0
Para finalizar a demonstragao mostraremos que |VA|? = 2|V|A|[|%. Escrevendo
A = (ha1, hag, har, haz)

temos
|A| = \/2hi; + 2hi,,
pois A1 + has = 0 € hya = hey. Logo

O|A[ _ 2hyihaig + 2hishiag
Oy |4

OlA] _ 2h11haip + 2hiohaa
O A '

As equacgoes 3.4 e 3.5 implicam

(3.5)
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4
= (R}, hi1 + Biyhisy + 2hithaithiohasy)

|A|2

’ A|2 =5 (A3 5 + hishiy s + 2ha1hay ghashia2)
4

142 [hil(hil 4+ hi o)+ h, (h%Q |+ iy 2)]
4

|A|2 [2h11h1a(ha1ahioa + Rat2has)].

Aplicando as equagoes de Codazzi, vem

Por outro lado,

Isto nos da

Aplicando as equagoes de codazzi e a hipétese de que hiy + hao

acima, encontramos

Portanto

4

|V‘AH2 = (hil—i—h )(h%n"‘hn 2)

[VAP?

|Al?
8
+ |A|2h11h12h12 1(h111 + ho21)
= (h% 1+ h11 2)

= 2|Vhp|*

VA = (Vhlh Vtha thla vh22)~

= |Vhy|* + |[Vhio[* + [Vha |* + |Vhg|?

= 2|Vhy|? + 2| Vi %

|Vhl2’2 = h%2 1+ h12 2
= h% 2 + h22 1
= |Vh11| .

IVA? = 4|Vhy|* = 2|VIA|].

= 0 na expressio |Vhys|*

Substituindo |VA|?> na equacio acima e dividindo ambos os membros por v/2, ficamos

co1m
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AN 1V e oAl
AE(ﬁ)‘ﬂ A TlAr=275 =0

Como queriamos demonstrar.

O

Proposicao 3.6. Suponha que F : ¥ — S® é um toro minimo mergulhado em S®. Se

[(v(x), F(y))]
x,yzg%&y U(z)(1— (F(x), F(y))) <1,

entdo F' ¢ congruente ao toro de Clifford.

Demonstracao. Por hipotese, temos

Z(x,y) = V(2)(1 = (F(z), F(y)) + (v(2), Fy)) = 0

para todo z,y € Y. Por simplicidade vamos identificar a superficie > com a sua imagem
pelo mergulho F, isto é, F(z) = z. Fixado um ponto z € X arbitrario, podemos
encontrar uma base ortonormal {ej, es} de T,.X tal que h(ey,e;) = U(x), h(ey,e2) =0, e
h(es, e3) = —W(z). Seja v(t) uma geodésica sobre 3 tal que v(0) = xz e 4/(0) = e;. Como
3 é completa, podemos definir f : R — R por

f@t) = Z(x, () = ¥(z)(1 = {z,7(t))) + (v(x),7(t)) = 0.

As derivadas de f até a ordem 3 sdo:

1) = (U(@)e —v(x), (1)
+ Ry (1), 7 () (¥ (2)z —v(z),v(7(1))),

() = (Y(x)r —v(z),y (1))
h(y' (), (1)) (¥(z)z — v(z), Dyyr (7(1)))
(DT h) (' (), 7 () (¥ (x)x — v(z),v(y(t))).

+ o+

Em particular, temos f(0) = f'(0) = f”(0) = 0. Ou seja, a série de Taylor de f em torno
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do zero é dada por

iy = 0

Como f é nao negativa, uma simples analise da expressao acima mostra que f”(0) = 0.

3+ o(th).

Deste fato, deduzimos que (DZh)(er,e;) = 0. Trocando o referencial {e1,es, v} por

{es, e1, —1} e argumentando de maneira andloga encontramos (D2 h)(es, e2) = 0.

Para concluir que VA = 0 notemos que hi1 + hoy = 0, isto implica

(DZh)(ex,e1) + (DZh) (e, e2) = 0

e
(Dezzh)<el7 er1) + (Dih)(eg, es) = 0.
donde
(Dezlh)(emez) =0
e

(Dezzh)(el, 61) = 0.

Para para mostrar que as derivadas de hio também sao nulas basta aplicar as equagoes
de Codazzi nas identidades acima. Portando A é paralela. Em particular, a curvatura
gaussiana de Y e constante. Consequentemente, a métrica induzida em ¥ por F' é plana.
Portanto, usando o Corolario 3 de (12), p. 189, concluimos que ¥ é o toro de Clifford.

Isto demonstra a primeira parte.

Antes de finalizar a demonstragao do teorema principal vamos relembra-lo:

Teorema 3.1 (Brendle, 2012). Suponha que F : ¥ — S® é um toro minimo mergulhado

em S3. Entdo F é congruente ao toro de Clifford.

Para completar a demonstracao do teorema, seja

_ [(v(z), F(y))|
K= sup .
vyesazy V(2)(1 = (F(z), F(y)))
Se k < 1, acabamos de provar que F é congruente ao toto de Clifford. Portanto, é
suficiente considerar considerar o caso k£ > 1. Mudando v por —v se necessario, podemos

escrever

R (‘w)(l (), (3.6)
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Definimos a funcao Z : ¥ x ¥ — R por

Z(x,y) = p¥(x)(1 = (F(z), F(y))) + (v(z), F(y))

para todo z,y € 2.

Lema 3.3. Eziste uma vizinhanga aberta V' da diagonal D(X x ) de ¥ x ¥ tal que

Z(z,y) >0

para todo x,y € V \ D(X x X).

Demonstracdo. Fixado z € ¥. Seja v : (—¢,6) — ¥ uma geodésica em 3 tal que
7(0) = z e 4'(0) = v € T,X. Expandindo a fungdo nao negativa g(s) = Z(z,7v(s)) em

série de Taylor em torno do zero até a ordem 2 temos

g"(0)
2

Pela demonstragao da proposicao 3.6, temos g(0) = ¢’(0) =0 e

g(s) =g(0) +4'(0)s + 52+ o(s?).

g"(0) = k¥ (z) — A\,

onde \, = (A¥(v),v). Por outro lado,

1
V2

Como \; é a maior curvatura principal de ¥ no ponto z e k > 1 temos

U () [A(z)] = Ar.
g"(0) > 0.

Donde, existe 0 < € positivo tal que g(s) > 0 para todo s € (—4,9) \ {0}. De um modo

geral, existe uma bola Bj () tal que

Z(z,y) >0

para todo y € By () \ {}. Como & nio depende de x a desigualdade acima é satisfeita

para todo z € ¥ e para todo y € By \ {z}. Scja

U BY =%

TEX
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uma cobertura de ¥ por abertos. Como ¥ é compacta, existem z1,...,x, € X tal que
n
Y = | BF (x)
k=1

Afirmamos que
V= (Bia(ax) x Bia(an))
k=1

é a vizinhanca da diagonal procurada. De fato, dado (xg,y0) € V \ D(X x X) o par
(x0,y0) € tal que zg # yo € xg, Yo € B(;Z/Q(ack) para algum k € {1,...,n}. Em particular,

Yo € B(;E(ZE()),

e consequentemente

Z($0, yo) > 0.

Usando um argumento de compacidade e o lema 3.3 segue-se que o conjunto

Q={T € X: existe um ponto y € ¥\ {T} tal que Z(z,y) = 0}

é nao vazio. Além disso, usando a proposicao 3.4 e a identidade obtida na proposigao

3.5, concluimos que

2 82 2 82Z 2 82 -
k?—1 U(7)

2 JoF, . \?
™ 1_<F(x,F<y)>z<axi(l’)>F(y)> (3.7)

para todo par de pontos T # ¥ satisfazendo Z(z,7) = 22(z,7) = g—j(f, 7) =0.

Proposicao 3.7. Para todo ponto T € 2 temos V¥ (Z) = 0.

Demonstragao. Seja T € 2 um ponto arbitrario. Pela definicdo de €2, podemos
encontrar um ponto § € X \ {7} tal que Z(Z,y) = 0. Visto que a fungdo Z é nao
negativa, podemos afirmar que (Z,7) € ¥ x ¥ é um ponto de minimo global de Z, segue

de 3.7 e de k > 1 que
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2 9? 2 0%Z A
; Ox} E;: O;0y; E;: y?
k*—1 U (T) OF

Como

Concluimos que

(S, ra)) =0

para ¢ = 1,2. Usando a identidade 3.1, podemos escrever

07 ov

0= @(f)g) = Kaxi (T)(l — <F<T,@)>)

para i = 1,2. Portanto, V¥(Z) = 0, como queriamos demonstrar.

Proposicao 3.8. O conjunto ) é aberto.

Demonstragdo. Dados x,y € ¥ com = # y, sejam (z1,x2) e (y1,y2) coordenadas
normais geodésicas ao longo de x e y respectivamente. Como na se¢ao anterior, podemos
escolher o sistema de coordenadas (1, y2) de modo que <R1, g—i(y)> >0, <R1, ‘g—;;(y)> =0
e <R2, g—;;(y)> > 0, onde Ry e Ry sao dados por

R;

_OF G [OF L F(@) = Fly) \ Fx) - F(y)
= o5, <8xz~( " ) —F<y>|> Flo)—F(y)|

Adaptando a demonstragao do lema 3.2, podemos mostrar que

0Z

Onde A é uma fungao continua em {(z,y) € ¥ x ¥ :  # y} e, eventualmente, nao

Bie g;j<y>| < Awy)y (Z@,y) v

i=1

limitada numa vizinhanca da diagonal.

Afim de podermos aplicar o lema 3.1, devemos ter uma estimativa para a segunda
variacao da funcao Z em termos da prépria Z e da sua primeira variagdo. Neste sentido

temos o seguinte
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Lema 3.4. Se xz # y, entao

w1 () 2/ OF ?
S T T (), FG) 2}<a@} ) F(y>>

+ae) (2 + 3 ). 39

=1

2

0z
2w+

=1

onde A ¢é uma fungio continua em {(z,y) € £ x ¥ : x # y} dada por

Az, y) = 20(z)(k + DA(z,y) + T <F(i),F(fy)> + \I/]\(/i;)’
ov
com M = Lhax . (x)‘

Demonstracao. Pelas proposigoes 3.4 e 3.5 temos

Xi:zg(w,y)ﬁgai; +22:§;2 )

:_K2;11_< i@f > + 4R (z) — (JA@) +2)Z(x, y)
+2§(>\i—mﬂ < aF > igz < (l’)gi(y)>
1 z{ o <§F< ) F<y>>§i<x,y>].

Desde que Z(z,y) > 0 e |F(z)| = ‘ ‘ = 1 podemos escrever



45

Vamos estimar (%):

(+) = (gi (x,y)> [(S’f (“"7?/)) 2 <§i<m>’F(y)>1 |

Como

gxzz (z,y) = /ig;lz (x)(1 = (F(z),F(y))) + (N — k¥ (x)) <3xz (z), F(y)>

temos

() = (Goten) [ = (P Fu) = Ot 0 {5 0, ) )

gj (x,y)| kM (1 — (F(x), F(y))) + gi (z,y)

IA

2k ().

ov

Na ultima linha fizemos M = max 5
T

2E€S,i—1,2
vale \; < k¥(z), com i = 1,2. Logo

()| e observamos que, por definicdo de U,
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b1 - (1F(x),F(y)>) ; Siw) RM(1 = (F(z), F(y)))
1 2 oz
@0 (@), FG)) 2 | on, Y| 2@
Dali
2 2 92y e
; < D2,0y; xijZaylZl"y)

2 _ 2
< ki1 U(x) Z
k 1—(F(x), F partmlxl

z:l

(), F(y)> + 4KV ()

+2i()\i — k¥(x)) <Rz’7 gi(y)> + (1 _ <F(j:), F(y)) * qu\(i)> 2

=1

(%)

Vamos estimar (xx):

GF oF
A2 — kY 2(R; .
=32 (RSEw) -0 32 (S w)
Desenvolvendo a norma, temos

oF
R; — 87%(9)

Segue que
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) = T (2— R- 0y 2)+w<x>zil(ﬂz—§i<y>2—2)
< V3[R g§;<y>2+w<x>§l R 2| et
< zxp(x)mﬂ)g R, gi(y)‘—llmlf(:c)
< 20+ DA (2 + 3 52 0| - i)

Portanto

+2U(z)(k + 1)A(x,y) (Z(:c, ) —1—122 5 7J(x,y)‘)
* (1 - <F<i>,F<y>> " \1%) Z gi@,y)‘

Consequentemente

2 aQZ 2 822 2 822
2
; oz W) T2 55 @)+ 5 (@)

i=1

K1 U(x) 2 N 2
< 1—<F<x>,F<y>>§<6wi( )’F(”>

oz LN YA
axi(%y)‘ +Z

i=1

(o3

Como queriamos demonstrar.
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Usando a desigualdade 3.8 e escolhendo no lema 3.1 (ver Apéndice) a funcao ¢ igual

a Z e o aberto A igual a 3 x 3\ D(X x X)) concluimos que 2 é aberto.
U

Segue da proposigao 3.7 que Ax¥(T) = 0 para cada T € €. A proposi¢ao 3.5 implica
que VU(Z) = 1 para cada T € Q. Usando o Teorema de Extensio Unica para EDP’s
Elipticas (ver (4)) concluimos que ¥(z) = 1 para todo x € X. Consequentemente, a
curvatura Gaussiana de ¥ e identicamente nula. Como anteriormente segue de (12)
que F' é congruente ao toro de Clifford. Isto termina a demonstracdo da conjectura de

Lawson.
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APENDICE

Neste apéndice enunciamos dois resultados essenciais para demonstracao da conjec-
tura de Lawson, esses resultados foram usados na demonstracao da proposicao 3.8. O
primeiro resultado é conhecido como o Principio do Maximo Estrito de Bony para equa-

¢oes elipticas nao degeneradas.

Lema 3.1. Seja A um subconjunto aberto de uma variedade M™, e sejam Oy, ...,0n
campos suaves sobre A. Suponhamos que ¢ : A — R € uma fungdo suave nao-negativa

tal que

> (D%) (0,,9)) < ~L inf (D%¢) (6.€) + Lide| + Lep

=1

onde L € uma constante positiva. Seja Q = {z € A: p(z) =0} ey :[0,1] - A um
caminho suave tal que v(0) € Q e de modo que 7'(s) = f7(s)0;(v(s)) para fungées suaves
fi,o oy fm 1 [0,1] = R adequadas. Entao v(s) € Q2 para todo s € [0, 1].

Demonstracido. Ver (6).

Falta enunciar o Teorema de Extensdo Unica para EDP’s.
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