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RESUMO

Neste trabalho estudamos translating solitons com termo de for¢a imersos no espaco
produto Lorentziano R; x P". Sob restricdes adequadas ma curvatura da base P" nés deduzimos
um tipo de principio do méximo de Omori-Yau, e como aplicagdo mostramos um resultado
de nao existéncia. Além disso, também provamos que qualquer downward translating gréafico
tipo-espago inteiro que nunca intersecta o infinito nulo € média convexo. Além disso, com
hipéteses adequadas na base P" provamos a limitacio da segunda forma fundamental. No dltimo
capitulo, classificamos as hipersuperficies de translacdo que sdo também translating sélitons.

Palavras-chave: Espaco produto Lorentziano. Translatings Solitons com termo de for¢a. Trans-
lating graficos tipo-espaco inteiro. Convexidade média.



ABSTRACT

In this work, we study translating solitons with a forcing term immersed in a Lorentzian
product space Ry x P". Under suitable curvature constraints on the curvatures of the Riemannian
base P", we deduce an Omori- Yau maximum principle, and as applications, we get a nonexistence
result. Besides, we also prove that any entire spacelike downward-translating graph that never
intersects null infinity is mean convex. Furthermore, under suitable assumptions on the base ",
we prove the boundedness of the second fundamental form of such translating solitons. In the
last chapter, we classified as translation hypersurfaces those are also translating solitons.

Keywords: Lorentzian product spaces; Spacelike translating soliton with forcing term; Entire
spacelike translating graphs; Mean convexity.
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1 INTRODUCAO

Seja R} ! um espago de Minkowski (R™*!,§) com a métrica Lorentziana

n+1

G = —da? + Zd$f
i=2

Seja 1 : X" — R uma imersdo isométrica tipo-espaco em um espaco de Minkowski.
Relembremos que o fluxo da curvatura média (MCF) com um termo de for¢a .7¢ associado a

imersdo ) é uma familia de imersdes tipo-espago suaves ¥, = U(t,) : X" — R?™! com imagens

¥ = W, (3") satisfazendo a seguinte equagio:

ov
W (0,p) = ¥(p)

em algum intervalo, onde H representa o vetor curvatura média (ndo normalizado) da subvarie-
dade tipo-espago X7 em R e 77 é o vetor unitdrio normal ao longo de Y; veja mais sobre esse
fluxo geométrico em [ECKER; HUISKEN, 1991].

Olhando no sentido de grificos de fungdes, isto €, X" = {(u(p),p) : p € Q} C Ry,
dizemos que X" é uma hipersuperficie tipo-espago se v € C1(Q) e |Du| < 1 em 2, onde Du é
o gradiente de u e | Du| é a norma em 2 C R”. Um caso interessante € o ndo paramétrico, onde
cada X} é uma hipersuperficie tipo-espaco, isto €, é o grafico da fun¢do U (¢, -) com DU (t,-) < 1.
Com célculos simples podemos verificar que a equagdo (1) € equivalente a equacao

ou 2 DU B
o = V1= DUt )| [dw (\/1 — |DU(t7.)|2> %ﬂ] : 2)

onde div significa o divergente em R".

Aarons [2006], provou que a solu¢do da equagdo (2) existe para todo ¢ e assumindo
H =c>0,%,=Y¥(0,%) com curvatura limitada e nunca interceptando o futuro nulo infinito
#* ou o passado nulo infinito .# ~ . Podemos, portanto, concluir que 3, = ¥(¢, X)) converge

sob o fluxo para um gréifico convexo satisfazendo

H = —av +c, 3)
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paraa < 0e v = (1,e,41), veja os Teoremas 1 e 3 em [AARONS, 2006], mas observe a
diferenca de sinal da nossa notagdo para a notagdo utilizada por Aarons em seu paper.

Como as solugdes da equacgdo (3) modelam o comportamento do MFC com o termo de
for¢a 7 = ¢ no infinito, tal equac@o se mostra bastante interessante. Tais solugdes sdo chamadas
de "downward translating soliton"e no caso nao paramétrico sdo dadas por fungdes suaves u

que solucionam a equagao:

g2V} o2 @)
V1 —|Dul? V1= [Dul?’

para algum a < 0.

Vale ressaltar que o fluxo da curvatura média em uma variedade Lorentziana tem sido ex-
tensivamente estudado (veja [ECKER; HUISKEN, 1991],[ECKER, 1993],[ECKER, 1997],[EC-
KER, 2003],[GAO et al., 2014],[HUISKEN; YAU, 1996],[JU et al., 2010],[LI; SALAVESSA,
2011]) e tem possiveis aplicacdes na Relatividade Geral (para mais detalhes, veja [ECKER,
1997)).

Recentemente, Jian [2006] estudou solugdes da equacgdo (3) para o caso ¢ = 0 no espago
de Minkowski e, de Lira e Martin [2019] estudaram o caso ¢ = (0 no contexto Riemanniano
geral e perceberam que tais solucdes sao solucdes auto-similares para o fluxo da curvatura
média que sdo invariante para o fluxo gerado por um campo vetorial paralelo completo em uma
variedade Riemanniana. Um caso especial ocorre quando a variedade Riemanniana ambiente é
o espago produto R x P" e o campo vetorial completo paralelo é somente o campo vetorial ;.
Similarmente ao que acontece no caso Euclidiano, eles os chamaram de sélitons de translacio do
MEFC. Quando a métrica da base P" € rotacionalmente invariante e a curvatura seccional € ndo
positiva, € possivel caracterizar todos os sélitons de translacdo rotacionalmente invariantes. Além
disso, eles usaram essas familias de novos exemplos como barreiras para deduzir varios resultados
de ndo existéncia. Também notamos que o caso ¢ = 0 para a equacao (3) foi extensivamente
estudado por Batista e Lima [2022] no contexto Lorentziano, e foi obtido alguns resultados de
ndo existencia sob hipéteses adequadas sobre a curvatura da base e também construiram alguns
exemplos assumindo que a base P € rotacionalmente invariante e sua curvatura seccional é ndo
positiva.

Motivado por esses resultados descritos acima, estudamos a ndo existéncia de sdlitons
de translagdo tipo-espaco completo imersos em um espago produto Lorentziano R; x P”, sob
condi¢des adequadas no tensor de curvatura da base Riemanniana P". Em particular, fornecemos

uma extensdo de algumas ideias de [CHENG; YAU, 1975] e [LIRA; MARTfN, 2019] para
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esta nova configuracdo. Além do mais, usando ideias similares as de Spruck e Xiao [2016],
obtemos convexidade em média para os translating gréficos inteiros sob P" e também provamos
a limitagdo da norma da segunda forma fundamental de um translating séliton com termo de
forca.

Esse trabalho estd organizado como segue: No capitulo 2 relembramos alguns conceitos
basicos sobre variedades semi-Riemannianas. Vamos iniciar com uma exposic¢ao sobre formas
bilineares simétricas e produto escalar num espaco vetorial de dimensao finita; posteriormente
vamos definir o que € uma variedade Semi-Riemanniana para apresentarmos 0s conceitos de
curvatura e conexdo, bem como os conceitos introdutdrios de imersdes, esse capitulo serve para
fixarmos algumas notagdes que serdo utilizadas no trabalho.

No capitulo 3, fazemos uma breve exposi¢ao sobre hipersuperficies tipo-espago imersas
em um espaco produto Lorentziano R; x P" e introduzimos a no¢do de translating soliton tipo-
espaco. Neste capitulo também provamos uma versao do principio do maximo de Omori-yau
para translating soliton tipo-espaco completo imerso em R; x P, como também um resultado
de ndo existéncia desses translatings solitons sob algumas restricdes na base Riemanniana
P". No capitulo 4 sdo feitos alguns resultados silimiares aos do capitulo 3 para espaco de
Robertson-Walker generalizado.

Nos capitulo 5 e 6 nos concentraremos em provar dois resultados: Primeiro, que um
downward translating grafico inteiro € média convexo; posteriormente, apresentaremos uma
férmula do tipo Simons para a norma da segunda forma fundamental e usaremos isso para
provar que um translating soliton com curvatura média limitada tem segunda forma fundamental
limitada.

Por fim, o capitulo 7 € dedicado a estudar hipersuperficies de translacao. Inspirado em
Seo [2013], classificamos as hipersuperficies tipo-espaco de translagdo com curvatura média
dada por H = D + C6. Provamos que se M C IL""! ¢ tal hipersuperficie, entio M é congruente

a~y x R"1, onde v € a curva solugiio da EDO (75).
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo temos como objetivo estabelecer as notagdes que serdo utilizadas nos
demais capitulos dessa tese. Vamos iniciar com uma exposicao sobre formas bilineares simétricas
e produto escalar num espago vetorial de dimensao finita; posteriormente vamos definir o que é
uma variedade Semi-Riemanniana para apresentarmos os conceitos de curvatura e conexdo, bem
como 0s conceitos introdutorios de imersoes. Para maiores detalhes, indicamos como referéncias

([O’NEILL, 1983], [NETO, 2004], [ROCHA et al., 2014] ).

2.1 Espacos munidos com um produto escalar

Considere V um espaco vetorial de dimensao finita. Uma forma bilinear simétrica b :

(,):VxV—Rédita
* Positiva definida, se b(v,v) > 0 para todo v € V\{0}
* Negativa definida, se b(v, v) < 0 para todo v € V\{0}
* Niao-degenarada, se b(v,v) = 0 para todo w € V implica que v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V e VV é um subespaco de V), entdo a restri¢do
blwxw : W X W — R é uma forma bilinear simétrica sobre W. Definimos o indice de b como

a maior dimensdo de um subespaco W de V tal que b|yyx )y € negativa definida.

Definicao 2.1. Um produto escalar sobre um espaco vetorial real de dimensdo finita V é uma
forma bilinear simétrica b : V X V — R que é ndo-degenerada. Diremos que V é um espaco
com produto escalar se ele é munido com um produto escalar, e definimos o indice de V como

sendo o indice de seu produto escalar.

Se V é um espago com produto escalar b e VV € um subespaco de V, dizemos que WV é ndo-
degenerado se a restri¢ao b|yyxwWW x W — R for ndo-degenerada. Definimos o complemento

ortogonal W de YW em V por

Wt = {v € V; b(v,w) = 0 para todo w € W}
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Lema 2.1. Sejam V um espaco com produto escalar b e VV um subespaco de V. Entdo

* b é ndo-degenerada se, e somente se, sua matriz com respeito a uma (e entdo a toda) base

deV for invertivel
s Se W é ndo-degenerado entio dim(W) + dim(W+) = dim(V) e (W)L = W;

* W é ndo-degenerado se, e somente se, ¥V = W OW=. Em particular, VW é ndo-degenerado

se e s6 se W for ndo-degenerado.

No que segue, supomos que V é um espago com produto escalar b = (, ). Em relaco a

(,), dizemos que v € V\{0} é:
* Tipo-tempo, quando (v, v) < 0;
* Tipo-luz, quando (v,v) = 0;
* Tipo-espaco, quando (v,v) > 0.

Da mesma forma, podemos definir o que significa um subespago nao-degenerado VW
de V ser tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espago. Se v € V\{0} nao for tipo-luz, define-se o sinal

€, € {—1,1} de v por:

~

(v, v
Anormade v € V é |v| = \/e,(v,v), e v é unitdrio se |v| = 1. E bem conhecido em
Algebra Linear que todo espaco vetorial real V munido com um produto escalar (,) admite uma

base ortonormal. Assim, se {eq, s, - - , €, } é uma tal base, teremos que (e;, ¢;) = €;0;;, onde ¢;

1, se i=3
5ij: . .
0, se i #j

Podemos assim estabelecer o seguinte resultado:

denota o sinal de e¢; e

Lema 2.2. Sejam V um espago com produto escalar (,) e {e1, ea, - - - , €, } uma base ortonormal

de V. Entdo
* todo v € V admite uma linica representagdo na forma v =Y ., (v, €;)e;;
* 0 niimero de elementos com sinais negativos em (€1, €3, - - - , €,) € igual ao indice de V.

Seja V um espaco vetorial no qual uma forma bilinear simétrica e ndo-degenerada
b= (, ) deindice 1 estd definida, e T = {u € V;(u,u) < 0}. Para cada u € T, definimos o

cone tipo-tempo de V contendo u por C(u) = {v € T; (u,v) < 0}.
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A demonstragdo do seguinte lema pode ser encontrando em O’neill [1983].

Lema 2.3. Sejam v,w € T. Entdo:

O subespago {v}+ é tipo-espaco e V = span{v}® span{v}*. Assim, T é a unido disjunta
de C(v) e C(—v).

[{(v,w)| > |v||w|, com igualdade se e s6 se v e w forem colineares.

Sev € C(u) para algum u € T, entdo w € C(u) <> (v,w) < 0. Portanto, w € C(u) <>
v e C(w) + C(v) =C(w).

» Sevew pertencem ao mesmo cone tipo-tempo de V), entdo existe um tinico niimero 6 > 0,

chamado dngulo hiperbélico entre v e w, tal que

(v,w) = —|v||w|cosh(H)

2.2 Variedades Semi-Riemannianas

2.2.1 Meétricas semi-Riemannianas e a conexdo de Levi-Civita

. ~ . w1 . . .. ., C e .
Definicao 2.2. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica semi-Riemanniana em
—n+1 , . . ——n—+1
M é uma correspondéncia que associa, a cadap € M, um produto escalar (, ), no espago
tangente T),M, com indice constante v (isto é, cada T}, M tem indice v), e que é diferencidvel no
seguinte sentido: Se x1, X, -+ , Tyy1 SA0 as funcdes coordenadas de um sistema de coordenadas

—n+1 . ~ ~
de M" , definido em um aberto U, entdo as fungoes

0 0
R e
8.1'i P (9xj
P
sdo diferencidveis em U, para cada i,j € {1,2,--- ,n+ 1}. Uma variedade semi-Riemanniana
, —n+1 —n+1 . . .. ) s, .
éumpar (M " ,(,)), onde M ' é uma variedade diferencidvel e (,) é uma métrica semi-

. . —n+1
Riemanniana em M~ .

. . ~ ~ —n+1 ——n+1
No que segue, por simplificacdo de notagdo, escreveremos M~ para o par (M~ (,)).
.- . 5ntl . . . . . .
Quando o indice v de (,) é zero, M & simplesmente uma variedade variedade Riemanniana.

—ntl . . .
Por outro lado, quando v = 1, M """ & denominada uma Variedade Lorentziana.

Exemplo 2.1. Para cada niimero inteirov € {0,1,--- ,n+1}, seja R"™ 0 espaco R munido

com o produto escalar
n+l—v n+1

(v,w) = Z vw; — Z VWw;,
i=1

i=1—v+1
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onde v = (v1,Vq, + ,Upt1) € W = (W1, Wa, -+, Wyt1). Temos que (,) tem indice v. Neste
contexto, R"1 é chamado espago semi-Euclidiano de indice v e de dimenséo (n + 1). Quando
v = 0, R"! torna-se simplesmente o espago Euclidiano R, Quando n > 1, R é chamado

espago de Lorentz-Minkowski e é frequentemente denotado por 1L+,

Denotemos, a partir de agora, por X(M ) como sendo o conjunto dos campos de vetores
de classe C® em M e por C°(M) o anel das fungdes reais de classe C* definidas em Vi
Assim como ocorre em geometria Riemanniana, o teorema fundamental de Levi-Civita
€ valido também para variedades semi-Riemannianas. Enunciaremos dois lemas conhecidos e

uteis, a demonstracao pode ser encontrada em O’neill [1983], teoremas 3.11 e 3.35.

Lema 2.4. Em uma variedade Semi-Riemanniana M, existe uma tinica conexdo V tal que
o VW] =VyW —VyV
o X(V,W) = (VxV, W)+ (V,.VxW)

para todo X, V,W € X.V é dita conexdo de Levi-Civita de M, e é caracterizada pela formula
de Koszul

2AVyW, X) = VW, X)+W(X,V)—-X(V,IW)
_<V7[W>X]>+<VV7[X7V]>+<X7[V>WD

Lema 2.5. Se M é uma variedade semi-Riemanniana com conexdo de Levi-Civita V, entdo a

aplicagio R : X(M)? — X(M), dada por
R(X,Y)Z =VyVxZ -VxVyZ+VixyZ,
onde XY, 7 € X(M), é C=(M)-trilinear, sendo denominada o tensor de curvatura de M.

A curvatura seccional é definida apenas para planos ndo degenerados. Dado um ponto
p € M e um plano tangente nio degenerado 7 C T, M, definimos a curvatura seccional K ()

de 7 como sendo:

onde {u, v} é uma base arbitréria de 7.
Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional constante em p € M

se K () independe do subespago de dimensdo 2 ndo-degenerado 7 C 7, M. Um resultado
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importante para variedades semi-Riemannianas de curvatura seccional constante ¢ é que o tensor

curvatura por de ser EXpresso como

R(X,Y)Z =c{(X,2)Y = (Y, Z)X}, (5)
para todos X,Y, Z € X(M).
Definicdo 2.3. Se M ¢é uma variedade semi-Riemanniana, o tensor de Ricci de M ¢é definido por
Ric(X,Y)=Tr(Z = R(X,2)Y), X, Y € X(M).

Em outras palavras, se {e1, ez, - -+ , €, } é uma base ortonormal, entdo

Ric(X,Y) = Z &i(R(X, €)Y, e;) (6)

1=1

onde €; = (e;,¢;) = +1.Sep € Me X € T,M,

X| = 1, o nimero Ric(X, X) chama-se
curvatura de Ricci em p na direcdo de X.
Uma definicdo bastante utilizada nessa tese € a seguinte:

. ~ . .. . R . w5 n+1
Definicao 2.4. Diremos que a curvatura de Ricci de uma variedade semi-Riemanniana M

é limitada inferiormente se existe k. € R tal que Ric(X,X) > k(X, X) para qualquer X €
X ()

Para terminarmos essa se¢do, falaremos um pouco sobre orientabilidade. Anteriormente,
dado V um espaco vetorial de dimensao finita e u € V tal que (u, u, ) < 0, definimos o cone tipo-
tempo C'(u). Em cada espago tangente 7, pM de uma variedade Lorentziana M "' existem dois
tipos de cones tipo-tempo e ndo hd uma maneira intriseca de distinguir um do outro. Precisaremos

de algumas defini¢des e resultados.

. ~ . 5ntl . . ..
Definicdo 2.5. Uma variedade de Lorentz M~ é temporalmente orientdvel se existir uma
L . —n+1 . — )
aplicagdo T que associa a cadap € M~ um cone tipo-tempo 1, em 1,,M, a qual é suave no
) . —ntl ..
seguinte sentido: para p € M existe uma vizinhanga aberta U de p e um campo V€ X(U)

tais que V (p) € 1, para todo q € U.

o~ . ——n+1 . .
Proposicao 2.1. Uma variedade de Lorentz M é temporalmente orientdvel se, e somente se,

existe um campo vetorial tipo-tempo V€ X(M).

. ——n+1 D
Sempre que uma variedade de Lorentz M for temporalmente orientdvel, a escolha de

uma aplicacdo 7 como na Defini¢do 2.5, ou de um campo vetorial tipo-tempo V' € X(M) a ela

. . . ~ w7+l
correspondente, serd denominada uma orientacdo temporal para M .
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Por fim, seja 7 uma orientagdo temporal para M e Y € X(M). Se Y (q) € 7, (respectiva-
mente, —Y (¢) € 7,) paratodo ¢ € M, dizemos que Y aponta para o futuro (respectivamente,
aponta para o passado). Sendo V' € X(M) uma orinetagio temporal para M, segue que um
campo vetorial tipo-tempo Y sobre M aponta para o futuro (respectivamente, para o passado) se,

e somente se, (Y, V') < 0 (respectivamente, (Y, V) > 0.

2.3  Hipersuperficies

Sejam (X", g) e (MnH,E) variedades semi-Riemannianas de dimensdes n e n + 1,
respectivamente. Uma imersao isométrica ¢ : 3" — M ¢ uma imersdo tal que Y*g = g.
Dada v : ¥ — M imersdo isométrica, dizemos que X é uma hipersuperficie de M. Se M é de
Lorentz (espago que mais estudaremos nesse trabalho), uma imersdo isométrica ¥ : M — M ¢é
dita uma hipersuperficie tipo-espaco de M se a métrica g de X for Riemanniana.

Considere M uma variedade de Lorentz temporalmente orientada, uma propriedade
interessante é que toda hipersuperficie tipo-espaco de M admite um campo unitirio normal
globalmente definido. Segue dai que existe um campo vetorial unitdrio tipo-tempo T globamente
definido em M, que determina a orientagio temporal em A/. Como o hiperplano tangente é
tipo-espaco em cada ponto x € X, existe um Unico campo vetorial normal unitario tipo-tempo
7 € X2 que tem a mesma orientagdo temporal de T, assim podemos assumir que X € orientada
por 1. Vamos nos referir a  como a aplicagdo normal de Gauss de 3. apontando para o futuro.
Em particular, cada hipersuperficie tipo-espago de M orientével é também orientével.

Seja V a conexdo de Levi-Civita de X e V a conexio de Levi-Civita de M. Entio
VXY - (ﬁxY)T

para todos X,Y € X(X) (podemos conferir [O’NEILL, 1983], lema 4.3), onde (-)" denota a

componente tangente a >.. Assim, podemos escrever
VxY =VxY +a(X,Y),

onde a(X,Y) = (VxY)* é acomponente normal a > em M. Denotaremos o : X(X) x X(X) —
X*(X) como a segunda forma fundamental da imersdo ¢. Logo, definindo A : X(X) — X(X)

como sendo
(AX)Y) = (a(X,Y),n),

para todos X,Y € X(X), obtemos um campo de operadores lineares auto-adjuntos A, : 7,> —

1,%, p € ¥, denominado operador de forma da imersao ). Podemos facilmente verificar que



20

A(X)=-Vxn e afX,)Y)=¢,(AX,Y)n,

paratodos X, Y € X(X).

Enunciaremos alguns teoremas que estabelecem algumas relacdes entre a geometria de X
e M.
Proposicao 2.2. Sejam M wma variedade semi-Riemanniana orientada e X" — M
uma hipersuperficie (tipo espago, no caso Lorentziano) orientada pela escolha de um campo

normal unitdrion, e A : X(X) — X(X) o operador de forma correspondente. Para X,Y, 7 €
X(X), temos:

(a) (Equacdo de Gauss)

R(X,Y)Z = (R(X,Y)2)" + ¢,((AX, Z)AY — (AY, Z)AX). (7)

(b) (Equacdo de Codazzi)

(R(X,Y)n)" = (VxA)Y — (VyA)X. 3

2.4  Alguns operadores diferenciaveis

Vamos entender alguns conceitos que serdo utilizados ao longo desse trabalho, como o

conceito de gradiente, divergente, Hessiano e Laplaciano.

.~ . . R .=t .
Definicfio 2.6. Para um conjunto aberto U de uma variedade semi-Riemanniana M, dizemos
que uma cole¢cdo de campos vetoriais {ey,eq,- - ,e,.1} em U é chamado um referencial
ortonormal em U quando (e;, e;) = €;0;; em todo ponto de U e todos os i,j € {1,--- ,n+ 1},

onde ¢; denota o sinal de e;.
£ z . —n—+1
Se U € o dominio de um sistema de coordenada em M, com campos coordenados

8951 ’ ’ 3xn+1
de Gramm-Schimidt a tais campos nos fornece um referencial ortonormal em U.

0 0 e . o L
..., — ¢, entdo € imediato verificar que a aplica¢do do processo de ortogonalizacio

Definiciio 2.7. O gradiente de uma funcdo f € C=(M), o qual denotaremos por V f, é um

campo vetorial metricamente equivalente a df.

Assim, (Vf, X) = df(X) = X(f) para todo X € X(M). Em termos de um referencial

ortonormal {ej, g, -+ , €,.1} temos

n+1

V=) eelf)e )
=1
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onde e;(f) = (Vf,e).

Definiciio 2.8. Dado um campo vetorial X € X (M) definimos a divergéncia de X como a funcdo

divX : M = R dada por

divX =tr{Y(p) = VyX(p)}, p € M

Em um referencial ortonormal {ey, es, - - - €,+1 } podemos escrever

n+1
divX =) (Ve X, e).
i=1
Definicdo 2.9. O Hessiano de uma funcdo f € C=(M), denotado por Hessf, é definido como
sendo a aplicagdo C*° (M )-bilinear Hess : X(M) x X(M) — C*>(M) dada por

(Hess f)(X,Y) = (Vx(Vf),Y).
Abaixo, vamos listar algumas propriedades do Hessiano de uma funcdo.
Proposi¢ao 2.3. Para toda f € C*(M) e quaisquer X,Y € X(M) temos
* (Hessf)(X,Y) = X(Y(f)) = (VxY)f
* (Hessf)(X,Y) = (Hessf)(Y, X).

Definicao 2.10. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. O operador Laplaciano A

C®(M) — C*®(M) de Ve é definido por Af = tr(Hessf), para toda f € C=(M).

Observamos que o Laplaciano também pode ser visto como um divergente, especifica-
mente, com ajuda de um referencial ortonormal {ey, €s, - , €,+1}, temos

n+1 n+1

Af = Z ci(Hessf) (e, €;) = Z €i(Ve,(Vf),e:) = div(V ).

Proposicio 2.4. Sejam X, Y € X(M), f,g € C°(M) e ¢ : R — R uma fungéo diferencidvel.

Entdo

div(X +Y) = divX + divY,

div(fX) = fdivX + (Vf, X),

A(fg) = gAf + fAg+2(V f,Vg),

Alpof)=¢'(Af+¢" NIV
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2.4.1 Geodésicas e a aplicacdo exponencial

. =entl ) D . ——n+1 . .

Sejam M uma variedade semi-Riemannianae o : [ — M uma curva diferencidvel
definida em um intervalo aberto / C R. Dizemos que Z é um campo vetorial ao longo de «
se a correspondéncia I > t — Z(t) € T, )M é diferencidvel. O conjunto de todos os campos

vetoriais ao longo de « serd denotado por X(«).

Proposicdo 2.5. Se Z € X(«), entdo existe uma unica fungcdo 7Z — 7' € X(«) satisfazendo:

(aZy 4+ bZy) = aZ] + bZ), para todos a,b € R;

(hz) =97 + hZ' para qualquer h € C*(I);

* (Vo) (t) = Vaw(V) paratodo t € I e qualquer V€ X(M);

L(Z1, Zo) = (Z}, Zs) + (Z1, Z}), para quaisquer Zy, Z, € X().
Definicao 2.11. Uma curva o : [ — M é dita geodésica se (/) = 0.

Com alguns célculos simples podemos perceber que (') = 0 equivale a

P(zpoa) =, . d(z;oa)d(z;oa)
_ | . J =0, ke{l,2,3,- -, 1 10
N { nel} o (0)
onde x1, To, - - - , Tpyq € um sistema de coordenadas de M”H e Ffj sdo os simbolos de Christoffel

associados a conexdo V. Perceba que a equagdo (10) nos da justamente um sistema de n + 1
equacodes diferenciais ordindrias de segunda ordem, o que nos fornece alguns resultados de

existéncia e unicidade.

Proposicao 2.6. Se o, : [ — M sao geodésicas tais que o/ (0) = ('(a), para algum ponto

a € 1, entdo o = p.

Proposicao 2.7. Dado v € TPM, existe uma unica geodésica o, tal que
* 4, (0) =v;
e «, € maximal, isto é, tem dominio maximal.

Definigao 2.12. Sejav € U C T,M tal que a geodésica o, é definida ao menos em [0, 1]. A
fungdo

exp, : U — artt
v — exp,(v) = (1)

é chamada aplicacdo exponencial.
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Proposicao 2.8. Para cada p € Mnﬂ, existe uma vizinhanca Uy C TPM na qual exp, é um

. . . —n+1
difeomorfismo sobre uma vizinhanga V,, em M~ .

O préximo resultado garante localmente a existéncia de um referencial ortonormal cujas

derivadas covariantes num ponto € zero.

. —n+1 . RN . . ~ ST ~
Lema 2.6. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana de dimensdo (n+1) e indice v. Entdo,
——n+1 . .
para cada p € M, existe um referencial ortonormal {ey,es,- - ,e,+1} ao redor de uma

vizinhanga de p satisfazendo V., e;(p) = 0. Este referencial serd dito geodésico.

Demonstragdo. Seja B;(0) C T, M tal que exp, : Bs(0) — exp,(Bs(0)) é um difeomorfismo.
Defina ¢ = exp, o J, onde J : Bs(0) C R**! — Bs(0) C T,M é uma isometria. Sejam
v € T,M com exp,(tv) = o, (t) e v = """ a;e;, para uma base ortonormal {ey, €9, -+ , €,11}
de T,,M. Note que

zi(aw(t)) = (J7iltv) = t(J)i(v) = ta;
onde J(ay, ag, -+, ani1) = Sy aie;. Assim, v = o, (0) = S a; 5o e deste modo e; =
n+1
2o, fornecendo-nos que o referencial {%} ¢ ortonormal em p. Substituindo x;(c,(t)) =
i )iz

ta; em 10 obtemos

n+1
Z FZ(av(t))a/zaj = 0, k - {1’27 R ) + 1}
2,7=1
Sendo a;, a; arbitrérios, Ffj (p) = 0 e o resultado segue. -

No caso de variedades Riemannianas, temos o seguinte conceito de completude.

.~ . . .=l .
Definicio 2.13. Uma variedade Riemanniana M~ é (geodesicamente) completa se para todo
——n+1 . ~ . P . =7 .
pe M, a aplicagdo exponencial, exp,, estd definida para todo v € T,M, isto é, se toda

geodésica comecando em p estd definida para todos os valores do parametro t € R.
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3 Translating soliton

3.1 Hipersuperficie tipo-espaco em espaco produto Lorentziano

Neste capitulo, vamos considerar um espago produto Lorentziano (n + 1)-dimensional
w0

+1 . . . . . . —n+1
M daformaR; x P", onde (P", gp~) é uma variedade Riemanniana n-dimensional e M/

estd dotado com a métrica produto padrao

() = —mp(dt*) + g (gn),

onde 7 e mp denotam as proje¢des candnicas de R; x P" em cada fator. Para ¢, € R fixo, n6s
dizemos que P} = o X P" € um slice de M. Considere uma variedade conexa n-dimensional
Yo X" — M"*! uma imersio onde X" é uma hipersuperficie tipo-espaco, com a métrica
induzida (,) via ¢. Sempre assumiremos que a métrica de X" é a métrica induzida por v e
também denotaremos por (, ). Assim, como visto anteriormente, segue da conexao de X" que
podemos escolher um campo vetorial tipo — tempo globalmente definido € X(X)*, tendo a
mesma orientagdo que 0, isto é, tal que (1, 9;) < —1. Dizemos que 7 aponta para o futuro.
Aqui, vamos considerar a segunda forma fundamental A : X(X) — X(X), dada por
A(X) = —V xn. Também, vamos considerar a fungio curvatura média (ndo normalizada) de ¥"
definida como H = tr(A). Além do mais, vamos denotar por V e V os gradientes com respeito
as métricas de 17" e 3", respectivamente. Utilizando (9) vemos que o gradiente de g em

——n+1
M € dado por
n+1

Ve =Y eei(mr)e; = —(Vg, 0,)0, = —0.
=1

. . —n+1
T a componente tangencial do campo vetorial em X(M " )

Assim, denotando por ( )
ao longo de X" e considerando v = (1, 0;) a fun¢do angulo de X", podemos concluir que o

gradiente da func@o altura (vertical) h = (7R )| é dado por

Vh= (V) = -0, = -0, —vn. (11)
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Portanto, podemos concluir que

[Vh[* = (=0, —vn,—0, —vn)
= 1+ 4+ =02

= -1,

onde | - | denota a norma do campo em X". Além do mais, por (11) podemos deduzir a Hessiana

de h, V*h : X(X) x X(X) — C*°(X), que é dada por

VAh(X,X) = —(Vxd,,X)
= —(Vx(0; +vn), X)
= —(Vx0, X) = X(v)(n, X) = v(Vxn, X)
= v(-Vxn, X)
= (AX, X)v, (12)

visto que V x 0, = 0, confira a proposicdo 7.35 de O’neill [1983].

Assim, por (12) podemos obter o laplaciano de h como sendo

Ah = Hu. (13)

3.2 Translating soliton tipo-espaco

O estudo do fluxo da curvatura média se consolidou ao longo dos anos e, atualmente,
pode-se encontrar na literatura notdveis trabalhos que tratam a respeito desse tema.

O fluxo da curvatura média, analiticamente, é retratato por um sistema de equacdes
diferenciais que envolvem quantidades associadas a uma hipersuperficie em um determinado
espaco (geralmente, R"!) . As hipersuperficies se movimentam, em cada ponto, na dire¢do do
seu vetor normal com a velocidade dada pela sua curvatura média. Podemos reunir essas ideias

na seguinte defini¢do.

Definicdo 3.1. Seja v : ¥ — R uma imersdo. O fluxo da curvatura média é uma familia
de imersoes W, : X — R" ™ com t € [0,T) tal que V,(p) := W(p,t) é uma aplicagdo
U:[0,7T) x X — R"™! satisfazendo ¥(0,p) = 1(p) e

0

57 Y(t,p) = H(t,p)n(t, p)

onde H(t,p) é a curvatura média de V(%) e n(t,p) é o vetor normal unitdrio ao longo de

U,(2).
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Dada uma hipersuperficie inicial (%), denotaremos por W, (X) = 3, e diremos que X
evolui pelo fluxo da curvatura média quando X satisfaz as condi¢Oes da defini¢do (3.1) acima.
Um questionamento natural ao se definir o fluxo da curvatura média € quando a equagao dada na
definicao (3.1) possui solucdo.

O que no6s iremos estudar nesse trabalho difere um pouco da defini¢do (3.1), estudaremos
0 que vamos chamar de fluxo da curvatura média com termo de forca e o espaco ambiente sera

uma variedade Lorentziana, podemos definir assim:

Definicao 3.2. O fluxo da curvatura média com um termo de forca constante c de uma hiper-
superficie tipo-espago 1 : X" — M em uma variedade Lorentziana (n + 1)-dimensional
M 6 uma aplicagio V : [0,T) x ¥" — M satisfazendo V(0,-) = (-) e

ov
5 = H =), (14)
onde H(t,-) é o vetor curvatura média (ndo-normalizada) de ¥} = V(t,%"), que é uma

hipersuperficie tipo-espago para todo t € [0,t) e n; é o normal unitdrio ao longo de 3.

Se olharmos para a hipersuperficie " como um gréfico, isto é, X" = {(u(p),p) : p €
Q} c R}, diremos que X" é uma hipersuperficie tipo-espaco estrita se u € C*(Q) e |Du| < 1
em (2, onde Du € o gradiente de u e | DU| é a norma em {2 C R”. Um caso interessante acontece
quando cada X7 € uma hipersuperficie tipo-espaco na forma de gréfico, isto é, € o grafico da

funcdo U(t,-) com |DU(t,-)| < 1. Com cdlculos simples podemos verificar que a equagao (14)

. DU(ta )
Div —c|, 15
(w ~pUt, ->|2> ] )

O interessante, € que Aarons [2006] provou que a solu¢ao da equacao (15) existe para

€ equivalente a equagdo

oU
R — _ 2
o V1—|DU(t, )|

onde Div significa o divergente em R".

todo ¢ e, assumindo que ¢ > 0, 3y = ¥(0, X) tem curvatura limitada e nunca intersecta o futuro
nulo Z* ou o passado nulo Z—, entdo X, = W(¢, X)) converge sob o fluxo da curvatura para um
grafico satisfazendo

H=—-av+c (16)

paraa < 0 e v = (n,e,.1). Veja os Teoremas 1 e 3 em [AARONS, 2006], mas observe a
diferenca de sinal da nossa notag@o para a notagdo utilizada por Aarons em seu paper.
Como as solugdes da equacdo (16) modelam o comportamento do fluxo da curvatura

média com termo de forca c, tal equacdo se mostra bastante interessante. Motivado por isso
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e seguindo as mesmas ideias de Lira e Martin [2019], ver definicdo 02, diremos que uma
hipersuperficie tipo-espaco ¢ : X" — M imersa em um espaco produto Lorentziano
M= R; x P" € um translating soliton tipo-espaco do fluxo de curvatura média com
respeito a d;, com termo de forca ¢ e com constante séliton a € R se a func¢do curvatura média
(ndo-normalizada) satisfaz a equagdo (16).

Ao longo desse trabalho, chamaremos a imersdao que satisfaz (16) com a < 0 de

downward translating soliton tipo-espago. Perceba que o campo vetorial unitdrio € dado por
Oy+Du

= \/1—|Du|?’

onde D denota a derivada em P. Assim, temos que

Du a
div = te 17
P( 1—\Du]2) 1 —[Duf? 4

e chamamos esses graficos de u definidos em PP por translating soliton tipo-espago inteiro. Veja

que (17) € equivalente a

— Uu

onde u; = e;(u) e u;; = ej(e;(u)); estamos omitindo, por simplicidade, o somatdrio no lado

esquerdo da igualdade.

3.3 Principio do Maximo de Omori-Yau para Translating Solitons tipo-

espaco

Primeiramente, relembre que o Laplaciano ponderado de uma fungio C2, v : ¥ — R, é
dado por
Au = efdivie V), (19)

onde f € uma funcio suave. Perceba que se f for uma fungdo constante, temos o operador
Laplaciano usual.

Assim, de acordo com Alias et al. [2016], podemos definir:

Definicio 3.3. Seja (X7, (,)) uma variedade Riemanniana e f uma funcdo suave. Dizemos que
o Laplaciano ponderado Ay satisfaz o principio do mdximo de Omori-Yau em X se, para cada

u € C? com u* = supy, u < +00, existe uma sequéncia {xy.} C X tal que

b

| =

1 1
u(zy) > u* — A |Vu(xy)| < ¢ Apu(xy) <

para cada k € N.
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Notamos que tais conceitos aparecem primeiro com Omori [1967] para o hessiano e
depois com Yau [1975] para o Laplaciano.

Para o préximo resultado vamos precisar da seguinte defini¢do:

Definicao 3.4. Seja v : P — R uma solucdo de (17). A hipersuperficie tipo espaco definida

por u intersecta o infinito nulo .7 se lim,, - |Vu|(p) = 1.

O teorema abaixo nos da condi¢do suficiente para garantir que o Laplaciano e um
Laplaciano ponderado especifico em um translating soliton tipo-espaco em um espago produto

Lorentziano satisfaz o principio do Maximo de Omori-Yau.

Teorema 3.1. Seja M= Ry x P™ um espago produto Lorentziano, onde a base Riemanniana
P" é completa com curvatura seccional Kpn limitada por baixo. Assumindo que V : X" — m
€ um translating soliton tipo-espaco completo que nunca intersecta o infinito nulo ., entdo o
Laplaciano A e o Laplaciano ponderado A _,, em X" satisfazem o principio do Mdximo de

Omori-Yau’s.

Demonstragdo. Primeiramente, relembre que o tensor curvatura R de uma hipersuperficie tipo-
espaco ¥ : X" — R; x P" pode ser descrito em termos do operador de Weingarten A e do
tensor curvatura R de R; x P", através da equagdo de Gauss. Vamos considerar X € X(X) e

{FE1,- -, E,} um referencial local ortonormal. Entdo, segue da equagio de Gauss (7) que
(R(X,EB)X,E) = (R(X,E) X, E;) — (AX, X){AE;, E;) + (AE;, X)(AX, E;).

Portanto, somando a equacdo acimaem ¢ = 1, ...,n e lembrando que

Ric(X, X) = > (R(X,E)X, E;) — (R(X,n)X,n),

=1

concluimos que
Rics (X, X) = Ric(X, X) + (R(X,n)X,n) — H{AX, X) + |AX*. (20)

Além do mais, usando a proposi¢ao 42, capitulo 17 de [O’NEILL, 1983] temos que:

(R(X,n)X,n)

<E<X*,n*)X*,77*> +2V<E<X*vat>X*’77*> (21)
2(X, 0 (R(0y, ) X*, ") + (X, 0,)(R(X*,0,)0,,1")

+ 4

<X7 8t>2<ﬁ(atv 77*>ata 77*> + V2 <§(X*7 at)X*a at>

KP”(X*’ n*)(<X*v X*>]P’” <77*7 77*>1P’" - <X*> 77*>12F’2)’
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onde usamos que X* = X + (X, 9;)0;, n* = n + v0, e a defini¢do de curvatura seccional. Por

outro lado, como Vh = —9, e utilizando o fato visto que |VA|> = v? — 1, vemos que

(X5 X5 (", ) = (X + (X, 0)0, X + (X, 0,)0)][(n + vy, n + v0y)]
= [(Xv X> + 2<X7 at>2 - <X7 8t>2”<777 77> + 2V<777 at> - VQ]
= [JXP+(X,0)°][-1+ 2" — 7]

= [IX]" + (X, VA)*][r* — 1]

(X* 0, = (X +(X,0)0,n+ vd,)*

= [(X,n) + (X, 00)(0r.m) + (X, 00) + v(X, 0,)(0r, )"
= [(X,m)

= [(X,n) +v(X,0))

= [v(X, 0]

+20(X,8;) — (X, 8,))?

= (X, Vh)*2
Dai, substituindo essas igualdades em (21) verificamos que
(R(X,0)X,n) = Kpe (X", ") (| X]* = | X]* = (X, VR)?). (22)

Notamos agora que 12| X|? — | X |*> — (X, Vh)? = |VA|*| X |* — (X, Vh)? > 0. Entdo,
assumindo que Kpn > —k para algum x positivo, temos que Ricpn > —(n— 1)k, entdo inserindo
(22) em (20) e lembrando que Ric(X, X) = Ricpn(X*, X*) (Veja por um instante O’neill [1983],

capitulo 7, coroldrio 43), obtemos:
Ricy (X, X) > —k(n—1)|X** — k(P X]? — | X|* — (X, Vh)?}) — H{AX, X) + |AX %, (23)

Usando o fato que | X*|? < 2| X|?, a equagdo (23) pode ser reescrita como:

Rics(X, X) > —r(n— D2 X)? — (P X —|X|? = (X,Vh)?) — HAX, X) + |AX|?
> —kn?|X)? — H{AX, X) + |AX|?
H > H2
> —xn?| X)? + <|AX| — E|X|) — T|X\2
H2
> —sup <nm/2 + T) |X|?, (24)
2



30

e
Ric_,,(X,X) = Ricg(X,X) — aHessh(X, X)
=> —kn?| X2 - H(AX, X) + |AX)? — av(AX, X)
> —kn?| X P+ |AX ] — (H + av){AX, X)
= —/fny2]X]2 + |AX\2 —c(AX, X)
2 v |2 < G 2
> =kt X[+ | |AX] - 7|X| - Z'Xl
2
>  —sup <n/w2 + —) | X (25)
> 4
Como X ndo intersecta o infinito nulo, entdo v e H sdo limitados, assim, por (16), (24) e
(25) temos
RiCE( ) ) > —(TL - 1)F<7>
e

Ric_qon( ) > —(n—1)Tq(,),
para uma constante positiva I' = —L- supy, (n/w2 - HT2> e [y = —5 supy (nm/? + %)

Por uma questdo de completude, para concluir o resultado nés vamos usar o mesmo
argumento utilizado por Yau para o Laplaciano, podemos ver [YAU, 1975]. Nao faremos a
demonstracdo para o caso ponderado, mas as ideias seguem exatamente iguais, sem maiores
dificuldades, a inica mudanca ocorre na férmula de Bochner que pode ser encontrado em [WEI;
WYLIE, 2009].

Voltando para a demonstracdo no caso do laplaciano usual, aplicando a férmula de
Bochner,

AlVul? = |V?ul]? + (VAu, Vu) + Ric(Vu, Vu),
para a fungdo distancia r(-) = disty(+, 0) relacionado a um ponto de referéncia o € 3", temos

Ar(z) < C+ (n—1)'r(x) em X"\ Bg,, (26)

para uma raio 7, suficientemente pequeno (no sentido fraco, se necessdrio).
Considere u uma funcéio suave e limitada em X". Seja €; uma sequéncia positiva conver-

gindo para 0 quando j tende para +o00. Agora, defina
uj(z) = u(x) — €;(log(r(z) 4 2).

Note que quando fixamos j, u;(z) — —oo se r(x) — 400 e entdo u; atinge 0 maximo

em algum ponto p; de . Assim

Vu;(pj) = 0e Auy(p;) <0.
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Agora, podemos analisar a sequéncia {p;} e obter algumas conclusdes. Nos observamos que
o caso interessante acontece quando 7(p,;) — +00, caso contrdrio o limite seria um ponto de
maximo de u. Também assumimos que p; ndo estd no lugar dos pontos de minimo (cut locus) de
o, caso contrdrio poderiamos utilizar o método de Calabi’s descrito em ([CHENG; YAU, 1975],

pag 342). Assim,
6.
\V4 MN< — I < €
| u(p])‘ — T(pj>+2 6]7

e usando a estimativa por cima (26) do laplaciano ponderado de r, obtemos

C+ (n—1)I'r(p))
Au(pj) < €j T(pj) 49

SEEja

para alguma constante positiva E.
Por fim, para concluir o resultado, afirmamos que lim;_, ., u(p;) = supsy, u. De fato,

suponha por absurdo que isso nao seja verdade, entio existe ¢ € X" tal que

u(q) > u(p;) + ¢, (27)

para ¢ > 0 e j suficientemente grande. Observe que

u(p;) = u;(p;)+e;(log(r(p;)+2) = u;(q)+e;(log(r(p;))+2) = u(q)+e;(logr(p;)—logr(q)),
e entdo

u(p;) > u(p;) + ¢+ €;(logr(p;) —logr(q)),
para j suficientemente grande. Como, por hipétese, (p,) converge para co, temos uma contradi-

¢do. Caso contrdrio, nds terfamos uma subsequéncia {p;, } convergindo para um ponto p. Usando

a equagdo (27) e o fato que p; € maximo de u;, temos

u(p) = ulq) = u(p) + ¢,

que € uma contradicdo. Assim, concluimos o resultado. [

3.4 Resultado de nao existéncia de translating soliton tipo-espaco com-

pleto

Nesse capitulo, vamos apresentar um teorema de ndo existéncia, para obter esse resultado
vamos precisar utilizar o principio do maximo obtido em (3.1).

Primeiro de tudo, vamos enunciar um lema que estabelece uma férmula para o laplaciano
ponderado A_,; da funcdo angulo v de um translating soliton tipo-espaco ) : X" — R x P"
com respeito a 0;; a demonstragdo serd omitida, mas ela estd completa no lema 4.1 de [BATISTA;

LIMA, 2022].
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Lema 3.1. Seja i) : X" — Ry X P" um translating soliton tipo-espaco, h a func¢do altura e v a

fungdo angulo hiperbdlico. Entdo
A_ v = (Ricpn(n*,n*) + | APy,

onde A denota o operador forma de X" com respeito a 1, onde n aponta para o futuro dirigido.
Além do mais, Ricpr representa o tensor de Ricci da base Riemanniana P" e n* =1+ v0, é a

projecdo ortogonal de n em P".
Podemos agora provar o teorema da ndo existéncia. Segue abaixo:

. =—n+l . . .
Teorema 3.2. Seja M~ = Ry x P um espago produto Lorentziano, onde a base Riemanniana
P™ é completa com curvatura seccional limitada por baixo por —k, para k > 0. Entdo ndo
existe uma translatin soliton tipo-espaco com termo de forca c que nunca intersecta o infinito

nulo 5 em M satisfazendo
a’® > kn(n—1), ¢ >a®>—2kn(n —1) eac < 0.

Demonstragdo. Assuma que exista tal translating soliton tipo-espaco. Note que podemos aplicar

o Teorema (3.1). Considere uma fung¢do limitada e suave g(p) = —\/%7, podemos ver que:

A_ang = e div(e™Vyg)

V2
o —ah q: ah
= e le(@ m)
1 —ah q; ah 2 —ah 1 ah 2
= me le(G Vv )—|-€ <V(m)7€ Vv >
o A_ahl/2 _ 3|V1/2|2 (28)
21+ )2 4(1 422
e utilizando o Lema (3.1), temos
A_g? = 20A_gv + 2|V
= 2v(Rice (n*,7°) + [AP)v + 2|V
_ 2
= 20°Ricp (n*, ") + QVQM +2|Vy|?
n
_ 2
> —2x(n — 1)3(—1+ 1) +2w1/2+2|VV|2, (29)
n

onde nés usamos que H? = (—av + ¢)? < n|A|? juntamente com a limitagdo da curtavura
seccional de P".
Assim, utilizando (38) na igualdade (28), temos que

—rn(n — 1)v*(=1+ v?) + (—av + ¢)*v? 1 3|Vv2|?
< A_ang+ 3
n(l+ v?)? (1+ v2)1/2 4(1+v?)3
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que pode ser reescrito como

_g2 3|VV2|2

i . 2 9,2 _ 9 2 « _ 2V
K(n—1)(1—¢*)(1 —2¢%) + (aV1—=¢*+cg)” < 9B-and + Ay

Assim, pelo Teorema (3.1), existe uma sequéncia de pontos {py }reny C 2 tal que limy, g(pi) =
supy, ¢ = g%, limy [Vg(pr)| = 0 e limsup, Ang(pr) < 0. Assim, tomando a sequéncia na

desigualdade acima e passando o limite, nds temos

—r(n— 1)1~ ()1 —2(")2) + I (/T (g + eg)

e entdo
—kn(n —1)(1 —2(g" (ar/1—=(g*)? + cg¥)
isto €
(26n(n — 1) — a® 4+ ) (g")? + 2acg*\/1 — (¢g*)> + a®> — kn(n — 1) <0,
e usando a hipdtese, temos uma contradi¢do. Assim, concluimos o resultado. L]

Observacao 3.1. O caso c = 0 foi estudado por Batista e Lima [2022].

s . . antl . . .
Corolario 3.1. Seja M = Ry X P" um espaco produto Lorentziano, com base Riemanniana
P" completa e curvatura seccional limitada por baixo por uma constante k ndo-negativa. Entdo
ndo existe um translating soliton tipo-espagco completo com termo de forca c que nunca intersecta

o infinito nulo % tal que ¢* > a® e ac < 0

Observamos que alguns exemplos sdo construidos no espago de Minkowski, veja [JU et

al., 2010]. Note que ac > 0, e além do mais, o exemplo intersecta o futuro nulo .#.
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4 Espaco de Robertson-Walker generali-

zado

Nesse capitulo estaremos olhando para uma hipersuperficie imersa num espacgo de
Robertson-Walker generalizado, o qual denotaremos daqui em diante por GRW, provaremos um
principio do maximo de Omori-Yau para essas hipersuperficies sob algumas condi¢des, além
do mais, provaremos um teorema de ndo existéncia para os solitons nesse espaco, também sob

algumas hipoteses.

4.1 Conceitos

Considere P uma variedade Riemanniana n-dimensional, e seja [ uma variedade 1-
dimensional (um circulo ou um intervalo aberto de R). Denotaremos por —/ X s P" o produto

(n + 1)-dimensional I x P" com a métrica Lorentziana

< ) > = —dt* + f2<t)< ) >IP’"7

onde f > 0 é uma funcéo suave positivaem 7, e (, )p» é uma métrica Riemanniana em P". Isto
é, —I x ; P" nada mais é que o produto warped Lorentziano com a base Lorentziana (I, —dt?),
fibra Riemanniana (P", ( | )pn), e a funcdo warping f. Seguindo a terminologia utilizada em
Alias e Colares [2007], vamos nos referir a —/ Xy P" como um espago GRW (generalized
Robertson-Walker). Em particular, quando o fator Riemanniano P" tem curvatura seccional
constante, entdo —I x ¢ P" € dita RW (Robertson-Walker).

Considere uma imersdo suave ¢ : X" — —I Xy P" de uma variedade conexa n-
dimensional > num espaco GRW, e assuma que a metrica induzida via 1) € Riemanniana;

isto €, X € uma hipersuperficie tipo-espaco. Neste caso, como

0
8t = (a)(t,x)v (t,ZL‘) € -1 Xf P

€ um campo vetorial unitdrio tipo-tempo definida no ambiente GRW, entdo existe um unico

campo normal unitério 7 tipo-tempo globalmente definido em > que tem a mesma orientagao
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que 0, isto é

(n,0) < —1<0emX
O campo vetorial dado por
K(t,z) = f(t)(0/0t) ), (t,x) € —1 x;P"
determina um campo conforme fechado que aponta para o futuro ndo nulo em —/ x ¢ P". De fato
VK = f'(t)Z

para cada campo vetorial Z tangente a —I X ; P" no ponto (¢, z), onde V denota a conexdo de
Levi-Civitaem —/ x ; P". Seja ¢ : ¥ — —I x ¢ P" uma hipersuperficie tipo-espago com mapa
de Gauss 7. A fungdo altura de 3, denotada por h, é a restricdo da projet¢do (¢, z) = t em X,

isto é, h : ¥ — I é dada por h = 7 o 1. Perceba que o gradiente de m; em —1 x P € dado por
Vﬂ'] = —(Vm, 8t>8t = —at
Assim, o gradiente de h em 3. é dado por

Vh

I
<
3

-
4|
|
R
~

onde

0 =0 — (1,0

e 9, denota a componente tangencial de 9.
Para finalizar essa introducdo, colocaremos algumas identidades interessantes. Assim
como feito no inicio do capitulo anterior, vamos decompor X = X*— (X 9;)0;, em componentes

tangentes a base e a fibra, dai € facil ver que
« ()" =—(n,0)Vh,
. (E;*)T = E; + (E;, Vh)Vh,

« (X9)7T =X + (X, Vh)Vh,

e entao
RO S Sp—— LN
n,n )pr = f2(h) 5
¢ <77 7Ei >IP" - f2(h> <777at><E17Vh>
o ' X" pn = — (1,8 (1, V)

f2(h)
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4.2  Principio do Maximo de Omori-Yau para espaco GRW

Teorema 4.1. Seja M" = —I x ; P" um espagco GRW, cuja base Riemanniana P" é completa
com curvatura seccional Kpn limitada por baixo por —k, onde rk é uma constante positiva, e a
fungdo warped satisfazendo (In )" < ¢, onde ¢ é uma constante ndo negativa e f(h) > d > 0.
Seja 1) : X — M"™ ! uma hipersuperficie tipo-espaco tal que a curvatura média H e o dngulo
hiperbolico v sdo limitados.

1. Se o = supy(In f) (h) € R, entdo o Laplaciano ponderado A_,;, em . satisfaz o principio

do Mdximo de Omori-Yau’s, para qualquer constante a < (.

2. Se a, = infy(In f)(h) € R entdo o Laplaciano ponderado A_,;, em 3 satisfaz o principio

do Mdximo de Omori-Yau’s, para qualquer constante a > (.

Demonstragcdo. Primeiramente, relembre que o tensor curvatura /2 de uma hipersuperficie tipo-
espaco ¢ : X" — —I x P" pode ser descrito em termos do operador de Weingarten A e do
tensor curvatura R de —I x P, através da equag@o de Gauss. Vamos considerar X € X(X) e

{E1,- -+, E,} um referencial local ortonormal. Entdo, segue da equagdo de Gauss (7) que
(R(X,EB)X,E) = (R(X,E) X, E;) — (AX, X){AE;, E;) + (AE;, X)(AX, E;).

Portanto, somando a equacdo acima em ¢ = 1, ...,n e lembrando que

Ric(X, X) = > (R(X,E)X, E;) — (R(X,n)X,n),

i=1

concluimos que
Rics (X, X) = Ric(X, X) + (R(X,n)X,n) — H{AX, X) + |AX|%. (30)

Um célculo direto, porém pesado, usando a relacdo geral entre o tensor de curvatura do produto
e os tensores de curvatura da base e da fibra, bem como as derivadas da fun¢do warped (veja a
proposi¢ao 42 de [O’NEILL, 1983]) implica que, para nosso ambiente GRW, temos a seguinte

expressao
RU V)W = Rp(U*,VIYW* + ((In f))2((U, W)V — (V,W)U)

+(In £ (W, 0) (V. 0)U — (U,8)V)
—(In )"V, 0 (U, W) = (U, 8)(V, W), 3D
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para campos arbitrarios em —/ X P". Aqui, Rp» denota o tensor curvatura da variedade

Riemanniana P"; Portanto, utilizando (31), obtemos que:

R(X,n,X,n) = f2(h)Rea(X*, 0", X", ") + ((In f))* (X, X)(m,m) — (X, m)?)
+ (In f)" (= (X, X)(n, 0t)* + 2(X, ) (X, 0t)(n, Ot) — (n,n)(X, 0t)?)

= R(X" 0", X7 ") = ((In f))?*| X" + (In f)" (=X [P* + (X, 06)%) .

Além do mais, denotando por Ric o tensor de Ricci de —1 x ¢ P", segundo o coroldrio 43 de

[O’NEILL, 1983], temos que

Ric(X, X) = Rics(X*,X*) + (n((In f)")* + (In f)")| X’
—(n —1)(In f)"(X,,)*. (32)

Assim, juntando (31) e (32) temos que

Ric(X, X))+ R(X,n, X,n) = Ricp(X*, X*) + f2(h)Rp (X*, 0", X*,1")

+(n = 1)((In )X+ (In f)"(1 = v?)| X ?
— (n—2)(In f)"(X, ;)
> Ricp(X™, X*) + f2(h)Rpn (X*, ", X*, 17")
+e(= +1)(n—1) X%, (33)

visto que (In f)” < ce (X,0;)? = (X, Vh)? = | X*|Vh]* < | X]*(—1 + v?).

Logo, substituindo (33) em (32) temos que:
RiCZ(X7 X) > RiC[p)(X*, X*) + fQ(h)}_%P"(X*7 77*’ X*a 77*)
(=2 +1)(n—1)|X|* — H{AX, X) + |AX?

—r(n = DX = kAU X7 0" 07) — (X7, 07)?)
c(—v* +1)(n—1)|X|* — H{AX, X) + |AX|?
1

vV
+

v

VIX]? = m o (VP X PP — X — (X, VR

—k(n — ) !
f*(h) f*(h)
(=2 + 1) (n—1)|X]* - H{AX, X) + |AX?

—K

v

1
fQ(h)ny2|X\2 +e(=1?+1)(n - 1)|X]* — H{AX, X) + |AX|?
1

(—k

v

2
g et D= I+ (1ax] - Dyl ) - Eopx

> —sup (g + el =)= 1)) IXP (34)

3
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Agora, defina
A= irzlf(a(ln f)) etome X :=min{0, \}

Assim, como

[ XT?+ (X, VR)? < [XPP(1+ VA" = [ X%,

—aV?h(X,X) = —a(VxVh,X)=a(Vxd,,X)=a(Vx(0+vn),X)
In f)'(|X]* + (X, Vh)?) —a (AX, X)v

a(
> A X2+ (X, Vh)?) —a{AX, X)v

v

MX )P —a(AX, X)v
podemos finalmente concluir que

Ric_an(X,X) = Rics(X,X)—aV?h(X,X)

> —KJfQEh)nI/ﬂXlQ +e(—?+1)(n—1|X]> - H{AX, X) + |AX|?
A X 2?2 —a (AX, X)v
> (m%nﬁ o=+ D(n—1) - W) xp- ¥ Z“”) X2
1 - (H + av)?
> - SLzlp (/{mmﬂ —c(—+1)(n—1) = \*+ T|X|2) | X|?

Portanto, como n, k, A, ¢ sdo constantes, v e H sdo limitados e f%(h) < 0o concluimos que existe

uma constante positiva [ tal que
Ric—ah(a) Z _(n - 1)F< ) >

Assim, podemos utilizar o0 mesmo raciocinio utilizado em (3.1) e concluir o resultado.

]

Agora, vamos dar um conceito de séliton baseado no artigo de Alias et al. [2020],

comecaremos introduzindo da seguinte maneira.

. —n—+1 . . . .
Seja M™ e M variedades Riemannianas. Dado w, < 0 < w*, vamos considerar a

aplicacao diferencidvel

U (wy,w") x M — M
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tal que W, = W(7,-) é uma imersdo, para cada 7 € (w.,w*). Vamos denotar por ) = V. As
subvariedades W (M) evoluem atraves do seu vetor curvatura média se

v _ .90 _

= Y ; (35)

onde H é o vetor curvatura média (ndo normalizado) de V..
Dado um campo vetorial X € X(M), definimos ® : (€2, Q2*) x M — M para denotar o
fluxo gerado por X definido no intervalo maximal (€., 2*). Seja s o parAmetro do fluxo em ® e
defina
U, (2) = U(r,0) = & (o(7), U, (), = € M,

onde 0 : (wy,w*) — (€, %) é a reparametrizacdo das linhas do fluxo X da forma
s =o(7).
Equivalentemente, podemos escrever
U(r,2) = ®(o(7),¥(7,2)), (7,2) € (ws,w™) x M.

.~ . mntl . . . . 7
Definicdo 4.1. Seja M ' uma variedade Riemaniana com um campo vetorial X € I'(TM).
Dada uma variedade m-dimensional M™, nos dizemos que o fluxo da curvatura média ¥ :
(wy, w*) X M — M é auto-similar se existe uma imersdo isométrica ) : M — M e uma

reparametrizacdo o : (w.,w*) — (4, Q%) das linhas de fluxo tais que

para todo T € (w,,w*), onde ® : (Q,, V) x M — M é o fluxo gerado por X. Em outros termos,
O, (M) = ¢(M), para todo T € (w,,w*).

Motivado por isso, podemos definir uma nocao geral de soliton para o fluxo da curvatura

média com respeito a um campo vetorial X € I'(T'M) da seguinte maneira.

.~ . ~ . o, 5+l .
Definicao 4.2. Uma imersdo isométricap : M™ — M~ é um soliton para o fluxo da curvatura

média com respeito ao campo X € I'(TM) se
aXt=H

ao longo de 1) para alguma constante a € R.
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Com abuso de notagdo, também definimos que a subvariedade /(M) é um soliton para o
fluxo da curvatura média (com respeito ao campo X). Se m = n, isto é, para codimensao 1, a
condicao significa
H =a(X,N).
Assim, motivados por todas as definicdes acima, podemos definir o que sera utilizado no

trabalho.

Defini¢ao 4.3. Dizemos que uma hipersuperficie tipo-espago v : X" — M" ™! imersa em um
espago GRW M"™ = —] x; P é dita soliton tipo-espago do fluxo da curvatura média com
respeito a 0y , com termo de forca c e constante soliton a € R se a fung¢do curvatura média (ndo
normalizada) é dada por:

H=av+c

Para melhorar a notagdo e evitar repeticdes, diremos que um soliton tipo-espago com
constante séliton positiva (respectivamente negativa) satisfaz a condi¢ao (x) quando v, (respecti-

vamente o) existe.

Corolario 4.1. Seja M"™** = —I x ; P" um espago GRW, com base Riemanniana P" completa
com curvatura seccional Kpr limitada por baixo por —k, onde k é uma constante positiva, e
com a fungdo warped satisfazendo (In f)" < 0. Seja 1 : ¥ — M" ™! um soliton tipo-espaco
completo satisfazendo a condi¢do (*). Se a curvatura média H ¢é limitada, entdo o Laplaciano

ponderado A_,;, em X satisfaz o principio do mdximo de Omori-Yau.

4.3 Resultado de nao Existéncia

Nessa se¢do mostraremos alguns resultados de ndo existéncia. Para provar o primeiro
resultado, vamos precisar utilizar o principio do maximo de Omori-Yau e uma lema auxiliar que
estabelece uma férmula para o Laplaciano ponderado A_;, da fungdo angulo hiperbdlico v de

um soliton tipo-espaco v : 3" — —I x P" com respeito a d;. Segue abaixo o lemma:

Lema 4.1. Seja 1 : X" — —1I X IP" um soliton tipo-espago tendo a fungdo altura h e dngulo

hiperbolico v. Entdo
A_anw = (Ricen(n",n") + [A]* +a f'(h) — (n = 1)(In f)"(R)|VA*) v +c f'(h).

Aqui, A denota a segunda forma fundamental de > com respeito a direcdo futura 1, Ricpn
denota o tensor de Ricci da base Riemanniana P" e n* = 1 + v 0y projecdo ortogonal de 1 em

P,
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Demonstragdo. Utilizando o Coroldrio 8.2 de [ALIAS; COLARES, 2007], nés temos que
Av = (VH,9)+ f'(h)H + v|A|?
+v(Ricen (0", 17) = (n — 1)(In f)"(h)|VA[?)
Como H = av + ¢, temos que

(VH,8,) = a(VO,d,) = (VO,V(—ah)).

Portanto, como
A_ 1O = div_g,(Vv) — (Vv,V(—ah)),

o resultado segue. [

Uma defini¢do bastante usual € a de condi¢cdo de convergéncia nula, diremos que 0 GRW

—1I x; P" obedece a condi¢do de convergéncia nula se

Ric(, ) > (n—1)sup(f/" — (5 e

Reescrevendo, temos que o GRW obedece a condi¢cdo de convergéncia nula se
Ricp > (n — 1) sup (f2 (In f)") {, )p.
I

Essa condicdo € interessante, pois se um GRW satisfaz essa condi¢do, entdo podemos concluir

que
Ricpa(n*,n") = (n — 1) f*(h) (In f)"(R) [
= (0= D) (0 1) () 75 (0 = 1)
= (n—1) (In f)"(h) [VA[*. (36)
Assim, conseguimos demonstrar dois teoremas de ndo existéncia.
Teorema 4.2. Seja M"+ = —I x ;P" um espago GRW, cuja base Riemanniana P" tem curvatura

seccional limita por baixo por —k, onde k é uma constante positiva, e com a fun¢do warped
mondtona tal que (In f)" é limitada superiormente e f(h) > d > 0. Entdo ndo existe um soliton

tipo-espagco completo com termo de forca, satisfazendo a condi¢do (x), que ndo intersecta o
infinito nulo, ¢ f'(h) < 0, a f'(h) > 0ea®> > —n(n — 1) infy <#I:L) — (In f)”(h)), desde
—K
infy ( —— — (In f)"(h ista.
que infy, (fQ(h) (In f)"( )) exista
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Demonstragcdo. A demonstracio desse teorema serd parecida com o teorema (3.2). Deixaremos
a prova completa para que o trabalho fique completo.
Assuma que exista tal soliton tipo-espago. Note que podemos aplicar o principio do
e . . . ~ . . 1
maximo de Omori-Yau. Considere uma funcéo limitada e suave g(p) = vt podemos ver
que:
A_ag = e “Mdiv(e”Vyg)

vi?

_ —ah q: ah
= e le<€ m

)

1 —ah q: ah 2 —ah 1 ah 2
= me le(@ VI/ ) +e <V(m), (& VI/ >
A2 3| V22

e utilizando o Lema (4.1), o fato que ¢f’(h) < 0,af'(h) > 0e %2 < |AJ? podemos concluir que

A_gp? = 20A_ v+ 2|V

> 2(Ricp(n*,n*) — (n — 1)(In f)"(h)|VR|*)* + 2| A|*V?

> 2(=kly" \2 (n = 1)(In f)"(h)|VA|*)v* + 2| APV

> 2wyt~ (= Dl VAR + 2
> 20(n— 1)A? —1) + 2%jy2

>

— a2
2 <5(n -1)+ —) v
n
onde definimos
0 = inf In f)” ) and 0 = min{0,d}.
ot (o — (0070 (0.}
Assim, utilizando a desigualdade acima em 37, temos que
2 (S(n —-1)+ %) v 3| V22
< [t IR B
n(l+ v?)? ~ (14212 4(1 4 v?)3

Assim, pelo Teorema (4.1), existe uma sequéncia de pontos {py }reny C 2 tal que limy, g(pg) =

A7ahg +

supy, ¢ = ¢, liminfy [Vg(px)| = 0 e liminfy A_,,g(px) < 0. Assim, tomando a sequéncia na
desigualdade acima e passando o limite, nds temos que

2 <3(n -1+ ﬁ) v
n <0
n(l+ v?)? -

O que é um absurdo, visto que a®> > —n(n — 1) infy (

20 (In f)"(h)) ‘

2[Rice(n”, ") + AP + a f'(h) = (n = 1)(In )" ()|VR)]v? + 2¢ f'(h) v + 2|V v|?

(38)
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Teorema 4.3. Seja M" ™' = —I x ; P" um espaco GRW satisfazendo o a condigdo de conver-
géncia nula, cuja base Riemanniana P" é completa com curvatura seccional limitada por baixo,
fung¢do warped mondtona tal que (In f)" é limitada superiormente e f(h) > d > 0. Entdo ndo
existe um soliton tipo-espaco completo com termo de forca c que nunca intersecta o infinito nulo

satisfazendo a condigdo (), a f'(h) > 0ec f'(h) <O0.

Demonstragcdo. Perceba que se a hipersuperficie satisfaz a condi¢ao de convergéncia nula, entdo

através da equacdo (36) temos que:

A_g® = 20A_gv 42|V

= 2[Ricp(n*,n*) +|A* +a f'(h) — (n— 1)(In f)"(h)|[VR*)|V? + 2¢ f'(R) v + 2 |VV|?

> 2|A|%2
2

> Z(av +c)*?
n

> 2(121/4
n

Repetindo o mesmo processo anterior, utilizando o principio do méximo de Omori-Yau conclui-

mos que
g(12@4
L 0
n(l+ v?)?
O que é um absurdo, visto que a # 0. [

Observacao 4.1. Quando a funcdo warped ndo é monétona em I, nés podemos aplicar o teorema

em slabs da forma —J x ¢ P, onde f é mondtona no intervalo J C I.
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5 Downward Translating grafico tipo-espaco

inteiro

5.1 Convexidade média de um Translating Soliton inteiro

Antes de provarmos a conxevidade média, vamos relembrar o principio do méximo de

Omori [OMORI, 1967].

Proposicao 5.1. Seja X uma variedade Riemanniana completa e conexa com curvatura seccional
limitada por baixo. Se u é uma fung¢do suave tal que u* = supy u < 00, entdo existe uma

sequéncia {p,} de pontos em ¥ satisfazendo:
1. u(p,) — u*;
2. |Vu|(pn) — 0;
3. (Hessu)(p,)(X, X) < 2| X|%
Usando essa proposi¢do, podemos deduzir o seguinte:

Teorema 5.1. A curvatura média de um translating soliton tipo-espago inteiro em Ry x P" que
nunca intersecta o infinito nulo .¢ nunca muda de sinal, desde que P seja completo e tenha

curvatura seccional limitada por baixo com curvatura de Ricci ndo negativa.

Demonstracdo. Considere uma fungdo suave u solucdo de (18). Seja {ej,eq, - ,€,} uma

Ui U4
2 ew =
w

referencial ortonormal geodésico no ponto p € P. Denotemos por a = §;; +

1 z
(1 — | Du|?)2, e daf perceba que podemos escrever (18) como
a’u;; = cw + a.
Derivando a equacdo acima na dire¢do de ey, temos que

] ij _
QWi +a Juijk = CWkg. (39)



Primeiro, vamos expandir alguns desses elementos. Observe que

ij
Ay Uij

onde usamos que w; = — =&

Uk Uik

-2

uij
U U U UL
5 +2 1 uij
w w
zku] uzu]ululk
3 Wiy
w
U U U )
o2 Wi
w

(T
— (51] + —) Wil
w w?

— i
—a ’lUZ‘Ujk,
w

(uikuj Ui Uk
w? w?
(Uiku]'

UiU; W U}3>

UiUjk
+

2
w
2
— \ —WiUsk —
w

A

Veja que se derivarmos w; na dire¢do e; vamos obter:

wij =

_ukjukz' Uk n UpUpi W,

w w w?
_ UpUkij (Ukjuki I Uk“k:i“l“lj)
w w w3
UpUpi; 1 U Ui UL Uy
——— — — (Opupiug, + —QJ
w w w

_ukukij 1 k

l
— —a UpiUy-
w w
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(40)

Queremos agora uma forma de trocar a ordem das derivadas u;j;, para isso vamos utilizar

o lema da identidade de Ricci, que pode ser encontrado em [SPIVAK, 1979] , segue abaixo:

Lema 5.1. Dada f € C3(M

), para quaisquer 1 < i, j, k < n, vale a igualdade

fijk = firg + Z Ryjisfs

onde Rjjs; sdo os coeficientes de Ricci.

Antes de continuarmos com a demonstracdo do teorema, relembre que temos no grafico

da funcdo v em R; x P:

9ij = 52']' — UiUj (métrica)

9 = 6;; + —susu; (inversa da métrica)

hij = =2 (coeficientes da segunda forma fundamental)

e |A[* = trago((g7)A%) = 279" " uriwy;
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Assim, substituindo (40) em (39) e fazendo alguns cdlculos, temos que

i ij
CWi = Qg U +a ]uijk
2 . .
cwy = ——a w4+ aVujy
w
Up Wy 2 . 1 Uk Wik
c = ——awuj; +a’ —=
w w
U, 2 uk
cCwp— = ——a”wzujk— +a¥ um] + E Ryjists) —
w w w
Uy, 2 Uy, Uy,
cwp— = ——a' wzujk— + a”u;ﬂj— + a" Ryjisttg—
w w w w w
Uk 2 Uk ij L W ij U
cwy— = ——awuy— + a”(—w;; — —a"ugu;) + 0 Ryjisus—
w w w w w
cwp— = ——awug— + a?(—w;; — —aupugg) + a¥ Ryjigus—
w w w w w
Uug, 2 a 1 4 i ug,
kaﬁ = E(ijiw]' + E(-?Uij — ECL ukiulj) +a ijjiSuSE
ug , 1 il Lo, 4 Ug,
Sy, = @ (2)y — —| AP+ a7 Ryt (1)
wow w w w
Agora, perceba que
: UsU UsU
E LU >t A— s
a Rkﬂs w3 — Q Rkas w3
i’j)k)s
uluj UsUg
= (51] + )Rkj'is 3
usu;C Ui Us U
= Rk]]s Rkjis 5
usuk U U U U,
= _Rjk]s 3 Rkjis 5
1. 1
= ——Ricpn(Vu, Vu) + —R(Vu, Vu, Vu, Vu)
w3 wd ’

L.
= —ERICPn<VU, Vu).

Logo, substituindo em (41) temos que

uy 1 i L 1, .9 1 .
0 = CE(E)]C + CLJ(E)U — E|A| — ERICpn(VU,VU)
1 1 1
= cwug(—)x +w?a”?(=)i; — w|A]* = =Ricpn (Vu, Vu).
w w w

Assim, multiplicando a expressao acima por — L ficamos com
Al? 1 1 1 1
u =% (—) +c— <Du,D (—>> — —Ricp(Du, Du), (42)
w w w w w
para Zv = a“v;;, que é um operador eliptico em P.

Como a curvatura de Ricci da base € ndo negativa, temos a seguinte desigualdade:

[AF < ( > e <Du,D (l>> . (43)
w w w w
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Assim, utilizando o fato que @ = §;; + “3 € limitado por cima (lembre-se que |Dul? < ¢ < 1)

w
e que a curvatura seccional € limitada por baixo, podemos aplicar o principio do maximo
. ~ 1 ~ . . A .
de Omori (5.1) com a fungdo -~ na equacgdo (43). Dai, existe uma sequéncia {p;} tal que

lim supy, |A|*(px) = 0, logo

1
— limsup H?(py) < limsup |A]* = 0. (44)
no ok k
Em particular,
1 c
sup(—v) = sup (—) =——.
P P w a

Finalmente, podemos concluir que

—av+c¢>0, se a<0
H = -

Y

—av+c¢<0, se a>0

como queriamos.

Uma consequéncia interesante € a seguinte:

Corolario 5.1. Todo downward translating soliton tipo espago inteiro em Ry x P" que nunca

intersecta o infinito nulo .9 é média convexo, desde que P" seja completo e tenha curvatura

seccional ndo negativa.
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6 A segunda forma fundamental dos Trans-

latings

Neste capitulo, vamos estabelecer a formula do tipo Simons para translatings do fluxo da
curvatura média e usaremos isso para deduzir a limitacdo da segunda forma fundamental de um

translating inteiro em nossa configuracao.

6.1 Formula do tipo Simons

Primeiro de tudo, vamos fixar algumas notacdes que serdo utilizadas no decorrer desse
capitulo. Seja ¥ uma hipersuperficie tipo-espaco em R; x M" (k). Para X € X(X), denotemos
por X* := X + (X, 8t> 5;- Considere um referencial geodésico ortonormal {ey, ey, - - - ,e,} de

3. Também vamos escrever X; = (X, ¢;), T; = (2, ¢;) e a;; = (Aey,e;), onde T = 2 + v,

6t7

assim temos que:

(") = et oo )+ G )0
= {eum) + e g o) + e Vo md (et SN 2, )
= et o) o)~ {ei g o)
= {eo )l ) = e T
— T

€

(€1.6) = et e oo eyt (e o) o)
= o)+ e e 2o) (e S )+ fei o) (o ey, o)
= {ened) + leo g en o)+ len s () — {ei g e o)

0 0

<€i7€]> <€z: at><€j’a>
= 0y + T/}
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O nosso objetivo neste comeco € calcular a norma ao quadrado da segunda forma

fundamental. Sabemos que a equacdo de Codazzi (8) € dada por
(R(X.Y)n,Z) = (VxAY. Z) = (VyAX, Z), (45)

entdo podemos concluir que

(R(ex,ej)n, ;) = (Ve Aej, €5) — (Ve, Aeg, ) = ajir, — Qg = aiji, — Qirj- (46)

Assim, utilizando a equacdo de Gauss para espacos de curvatura seccional constante (5)

e (46), temos

Qijkk — ikjk = ek(aijk - aikj)
= ex(Rlex, ), €:)
= er(n{{ep, n)(ej, i) — (er, ) (€5 n")})
= rep(Tpvdi; — vTi0k)

= /i(Vka(;Z’j + l/<6k, VekT>5ij - Vijékz - l/<6j, VekT>5ki).
Agora, se somarmos a expressdo acima em k, ficaremos com

Z(aijkk — Qikjr) = Z[K(Vka%’ + v{ek, Ve, T)0i; — v Ti0ki — viej, Ve, )0l
k k
= /ﬁ?[(Vl/, T)(SU -+ VDlV(T)(SU — <€j, T> <VU, €i> — V<€j, V€ZT>]

= K/[(VV, T)ém + V(-VH)(sZ'j — E(VU, €i> — VHessh(eZ-, ej)}

= w(Vv,T)0;; — kv*Hoy; — kT;(Vv, e;) — kvHessh(e;, e;),

onde h € a fungdo altura e por (13) temos que Div(7") = —Ah = —vH.
Agora, vamos encontrar uma expressao para a;x;r — Gikk;, usando a identidade de Ricci,

temos que

Qikjl — Qikkj = — E U Romikg — E Qimn Rt -

m m

Por fim, vamos calcular ), (@ixr; — akkij). Veja que temos



Aai]’

Z (az’kkj - akkij)

k
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= Z(akikj - akkij)
k
= Z €j<akik - aklm’)
k
= Y _e;((R(ex e, ex))
k
= > wes({(e] ender ) — (e ei)(ern)})
k
= K Z ej(Tkl/@k — ﬂl/dkk)
k
= /{Z(ijchik + V(@k, VejT>5ik - ijicSkk - <€i7 VejT>V(5k/€)

k
= k(vT; +vie;, Ve, T) —nv;T; — nle;, Ve, T)v)

= (I =n)ry;Ti+ (1 — n)kv(e;, Ve, T).

Finalmente, podemos calcular o Laplaciano,

= E Qijkk
k

= Z(az‘jkk — Qikjk) + Z(aikjk — Qikkj) + Z (Qikkj — Qrkiz) + Z(akk)“
k

k

k

= w(V1,T)6;; — HVZH(SW kTjv; — kvHessh(e;, €;) Z Ak Rk — Z i R

m

+(1 = n)ky;T; 4 (1 — n)kvie;, Ve, T) + Z (k) ij-
k

Agora, como [A|* = 37, af; e H=Trago(A) = ), a;;, obtemos que

Lajap
2

%A(Z a?j) = Z aiAagj + Z Vai;|?

iJ
Z @y + Z a;jHi; — Z Wij Gk Rmikj — Z i Qim Bk
1,7,k i,5,m.k

—i—Zam (Vv,T)6;5 — kv H(Sw KT,

—eressh(ei, ej) + (1 —n)svT; + (1 —n)svie;, Ve, T)). 47)

Assim, podemos finalmente enunciar o seguinte resultado:

Teorema 6.1 (Férmula do tipo Simons). Seja 3 uma hipersuperficie tipo-espago de Ry x M"™ (k).
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Entao,
1
§A|A|2 = |VAJ]?* + trago(A o HessH) + Z Rijii(k — kH(AT,T)

H2
+nk|AT* + nrv? <\A[2 — —) ,
n

onde k; sdo as curvaturas principais de ..

Demonstragdo. Apesar das contas serem simples, farei a demonstra¢do para uma melhor famili-

arizacao com os termos. Primeiramente, como calculado em (12) e (11), temos que
Vh=-T e Hessh(e;,e;) =v(Ae;,ej)

e dai,
div(T) = div(—Vh) = —Ah = —vH.

Por outro lado, perceba que

ei(V) = 6,’(77, at) = <V6i777 at) - _<A(€i)’ T>7
assim:
V=Y ew)ei = —(A(T), e))e; = —A(T).
Por fim,
Ve, T ==V, (Vh) = =(Ve, (0 +vn)) " = —vVen = vA(e).

Agora, vamos calcular cada termo da equagdo (47), veja que:

* Zz]k igk IVAF

* > aijHij = trago(A o HessH)

1
=2 QigQmpk Ronikj — > Qi Qi Romkry = Z” éRijij(ki - kj)Q
® Z /€<VV, T)(Sijaij = Zij —/€<A<T>, T)aijéij = —/€H<A(T), T>
DI k2 Héa;; = —kV2 H?

. Z —rkTva:5 + Z (1 —=n)kv;Tia;; = Zij —nkvjTia;; =
= > —nk(=Ale;), T)I(T, ei)(Ales), e5) = 3o ni{A(T), e5)(Ales), e5) (T, e;) = nr|AT|?



. sz —rvHessh(e;, e;)a;; + Eij(l

—n)kv(e;, Ve, T)ay; =

52

= zij —rkvHessh(e;, ej)(lz‘j + Zij (n — 1)kve;, Veth>aij =

= >, nwvHessh(e;, e;)ai; =

= nk?|A|?

i v (Aleq), €5)(Aleq), €5)

Portanto, basta substituir cada elemento de (47) para concluirmos que

Lajap
2

como quer famos provar.

6.2 A limitacao da segunda forma fundamental

1
|VA|2 + tragO(A ¢} HessH) + 5 Z Rlﬂj(k

i?j

H2
+nk|AT)? + nkv? (]A|2 — —) :

n

i — k;)? — kH(AT,T)

Aqui, vamos demonstrar que a norma da segunda forma fundamental de um translating

soliton em um espago produto Lorentziano € limitada por cima.

Lema 6.1. Seja 3 um translating soliton tipo-espaco em Ry x M" (k). Entdo,

Hessv(X,Y)

Demonstragcdo. Considere um referencial ortonormal geodésico {eq, es, - - -

= —wkv((T,X)(T,Y) —

Codazzi ja mencionada em (45), temos entdo que

Hessv/(e;, e;)

v)) = (Vee)v

ej(e;

(Ve,A)ei, T) + V(A €, €;)
(Ve, AT, e;) + v(A%e;, e;)

—wv{(e;, T)(e;, T) — |T i} —

Dai, o resultado segue trivialmente por lineariedade.

TIX,Y)) -

(
(e
ej(—Ae;, T) = —(V.,Ae;, T) —
—
—

(V2 A)X,Y) + v{AX, AY).

,€n} € aequagdo de

<A€i, Vej T>

(VrA)ej, e) + v(A%e;, ej).

Lema 6.2. Seja 3 uma hipersuperficie tipo-espaco em Ry x M" (k). Entdo

1
5 Z Rijij (k
4,7

i — kj)

— 2xH(AT,T) + |A|*

= kn|AP? + kn|AT]? + &|T*| A —

HTraco(A?) — kH?
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Demonstragdo. Considere uma base {ey,es,--- ,e,} de T,% tal que a;; = k;d;;. Usando a

equacao de Gauss, temos

(R(ei,ej)eie5) = (Rlei ej)ei, e5) — (Aej,e5)(Aei, ) + (Aes, e5)(Aej, €:)
= r{(e], e5)(ej, €f) — (e, €5)(€e}, €;) } — ajjai + aijaz
= w{(6i + T.T5)(05; + T;T;) — (65 + T3T5) (05 + T5T5) }
— G504 + Q04
= w{(L+ T+ T}) =TT} — Kk
= KU+ TP+ 17+ TPT] = TPT7) — kik

= K(L+T7 +1T7) — kik;.
Assim,

1
5 ZRW(/% —k;)? = Z{fﬂ(l +T7 + Tk — Kk} — Z{ﬂ(l +T7 + T7 kiky — k7k7}
2y} 2y} 4,7

= k(n|A]* + n|AT|* + |T|*|A]?) — Htrago(A?)

—(kH? + 2 H(AT,T) — |A]Y),
e assim concluimos o resultado desejado. [
Agora, podemos enunciar e demonstrar o resultado principal desse capitulo.

Teorema 6.2. Seja 3 um translating soliton tipo-espagco em R x M"™(k) com termo de forca c e

curvatura média limitada. Entdo, a norma da segunda forma fundamental é limitada.
Demonstracdo. Usando o teorema (6.1) e o (lema 6.1), temos que:

%A|A|2 = |VA]? + (akv{AT,T) — arvH|T|* + a(VA, A) — avTrago( A?))
+(kn|A]* + kn|AT|* + k|T|*|A|* — HTrago(A?)
—kH? = 2k H{AT,T) + |A|*) — kH(AT,T) — kv H? + nk|AT|* + nrxv?*| A
= |VAP?+ gT(|A|2) + k(av — 3H)(AT, T) — (av + H)Trago(A%) — k(1 + v*)H?

+r(n + |T|* + nv?)|A]? + 26n|AT|* — akvH|T|* + |A|*.
Nas proximas linhas vamos obter algumas estimativas. Primeiro, observe que

k(av — SHY(AT,T)| < |s|lav — 3H)|AT||T|

IN

[l |av — BH|A||T*

< |&l||lav —3H|| — 1 + v||A]
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e como v € limitado, temos que:

k(av — SH)(AT,T) > —|k|lav —3H|| — 1+ ?||A]

K? AP

S P
2 2

2 2

> B e 02
2 4¢€

Z —KQ - €/|A|4.
A segunda desigualdade € a seguinte:

fi(]T]2 +n+ nyz)]A|2 = kn—1+ 2+ ny2)|A\2
2

K.
> —IlAR 2 -2 — €Al

onde usamos novamente a limita¢do de v. A préxima é:

k| AT|? > — - — | A,
46”/

—kvH|T)? = —kv(—av +c)(—1 4+ 1v*) > — K.

Finalmente,

1 1
§T(|A!2) = Zaijaijlec > _Eza?jk T I Za?jTlg

i7j7k i7j7k i7j7k
1 1
= ——|VA? — <|A]|IT)?
SIVAP = SIAPIT
1
> —§|VA|2 — "|A|* - K.

"
, €

Assim, escolhendo €, - - - pequeno suficiente, obtemos:

1 1
SAAR > S|t - . (48)

Defina f = |A|? e considere ((z) = a* — r? e g = (*f. Entdo, aplicando (48) em

Bs:(p,a), temos
2

% <O+ A(T2g) = Cy+ (209 — 2¢73(V¢, V) + gA(CT?).

Seja T um ponto de maximo de g em tal bola, entdo nés temos que Vg(7) = 0 e Ag(z) < 0.

a?

Assim, usando o trago da equagdo de Gauss e a limitacdo de v, obtemos que Ric(v,v) > —<,

onde o é uma constante e entdo por (26) nés temos que Ar? < C3(1 + r2). Assim, em T, temos:
1

12
29

IN

Ci¢t + gC* A(CT?) = 01 ¢t — 29C AL + 69|V

< Oy(a® + 2g(a®Ar* + 12r7))

IN

Cy(a® + a4g),
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para a suficientemente grande. Portanto, g(7) < Csa* e fazendo a — oo, concluimos que

| A]? < (5, dai finalizamos a demonstragio. [l

Corolario 6.1. Qualquer translating soliton inteiro com termo de forca c em Ry x M(k) que
nunca intersecta o infinito nulo tem segunda forma fundamental limitada. Em particular, se u é

uma solugdo suave de (17) com |Du| < ¢y < 1, entdo a Hessu é limitada.
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7 Translating soliton de translacao

7.1 Histoérico e notacoes

Em R?, uma superficie é dita uma superficie de translagio se é dada por uma imersdo
X UCR =R (2,y) = (z,y, f(2) +9(v))

onde z = f(x) + g(y) e f e g sdo funcdes suaves. Um famoso exemplo de superficie minima em
R3 € a superficie minima de translagdo conhecia como superficie de Sherck’s. De fato, Scherk
[1835] mostrou em 1835 que excetuando os planos, as tnicas superficies minimas de translagao
sdo as superficies dadas por

z= 110
c

cos(cy)
cos(cx)

Y

onde c € uma constante diferente de zero. Em 1991, Dillen et al. [1991] generalizou esse resultado

para dimensdes mais altas no espaco Euclidiano. Primeiramente, a defini¢do generalizada é:

Definiciio 7.1. Uma hipersuperficie M C R™"*! é dita uma hipersuperficie de translagdo se M é

o grdfico de uma fungdo

fiR" =R (xq,29, -+ ,xn) = fx1,22,- ,20) = fi(z) + -+ fulzn),  (49)
onde f; sdo fungcoes suaves de uma varidvel real para cadai = 1,2,--- n.

A partir disso, ele mostrou que:

Teorema 7.1. Seja M uma hipersuperficie minima de translacdo em R""'. Entdo M é um
hiperplano ou M = ¥ x R"2, onde ¥ é uma superficie minima de translagdo de Sherk’s em

R3.

Seguindo uma linha parecida, Liu [1999] investigou superficies de translacdo com curva-
tura média constante tanto no espaco tridimensional euclidiano quanto no espago de Minkowski.
Em particular, ele descobriu que necessariamente tais superficies tém curvatura de Gauss cons-
tante igual a zero. No caso de uma superficie de translagcdo no espago euclidiano com curvatura

de Gauss constante, ele também provou que necessariamente tal constante deve ser zero.
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O que nds vamos estudar nesse capitulo € o que acontece com os translating sélitons que
sdo também hipersuperficies de translagao.
Nessa pequena introdugdo, vamos considerar um translating séliton em R? com respeito

a es satisfazendo
H=D+C¢
onde 0 = (N, e3) é dito dngulo, N é o vetor unitdrio normal, C' e D sdo constantes com C' # 0.

Observacao 7.1. Perceba que aqui a gente fez uma mudanga nas constantes da defini¢cdo de
translating solitons apresentada no comeco dessa tese, a mudanga foi proposital, apenas para
que a gente fique livre das condigdes dadas em capitulos anteriores e perceba apenas que C' e D

sao constantes quaisquer com C' # 0, assim como o dngulo.

Agora, como M é também uma superficie de translagio em R?, facilmente vemos que o
vetor unitdrio normal N e a curvatura média /1 sdo dadas por
(_f,7 _glu 1)
/1 + f/2 + g/2

N =

H _ fl/ +g/2f// +g// + f/2g//
21+ 2+ g7)}

respectivamente, com f(z) e g(y) fungdes suaves. Como M é um translating soliton, temos que:

f// +g/2fl/ +g/l + fl2g/l

(50)

D+CH= T (5D
21+ 7+ g)}
1
ecomo f = (N, e3) = , temos que:
/1 + f/2 + 9/2
2D(1 + f/2 + 9/2)% + 20(1 4 f/2 + gl2> _ f// + f//g/Q + g// 4 g”f’Q- (52)
Diferenciando a equagdo (52) com respeito a =, obtemos:
6D(1 + f/2 T g/Q)%f/f// + 4Cf/f// — (1 + g/Z)f/// + 2f’f”g”. (53)
Fazendo mais uma vez a derivada da equagdo acima com relacdo a y, vemos que:
3Df/f//g/g//(1 + f/2 + g/2)—% — g/g//f/// + f’f”g"’. (54)

Suponha que f'f”¢'g"” # 0. Entao a equagdo (54) se transforma em

3D(1+ f2+¢%) 7 = (jfff,, + g‘(fg,,) . (55)
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Finalmente, diferenciando mais uma vez com respeito a X, concluimos que

s+ 7+ o)t = (L) )

Observe que isto é um absurdo, pois a equacdo (56) implica que ¢’ € constante, contrariando o
fato que ¢'g” # 0.
Portanto, concluimos que

9(y) = ay + 0,

isto é, g € uma funcao linear. Sabendo disso, n6s temos que f € solucdo da EDO

2D(1+a2+f’2)% +20(1+a2+f’2) :fI/+G2f//.

7.2  Translating solitons de translacio em R"

Podemos generalizar as defini¢des e equagdes vistas anteriormente e analisar os transla-
ting solitons de translacdo em dimensdes mais altas. Para isso, vamos considerar uma hipersuper-
ficie como na defini¢do 7.1. No mesmo caminho, vamos assumir que essa hipersuperficie tem

curvatura média dada por H = D + (C'§. N6s podemos entio enunciar o seguinte teorema:

Teorema 7.2. Seja M uma hipersuperficie translating soliton de translacdo em R"*'. Entdo M é

isométrico ao cilindro v x R"™1, onde v é a curva solu¢do da EDO (60).

Demonstracao: Seja M uma hipersuperficie translating soliton, primeiro vamos considerar o
caso onde D # 0. E facil ver que o vetor normal e a curvatura média H sio dadas por:
(_f{f" ) 7/1’1)
VI [
n n 2
i (L2 5 i) F

== agsr e o7

Juntando (57) com o fato que H = D + C#, temos que

D1+ fP* 4nc(+ ) P => 1+ > A (58)
=1 =1 % jF#i

(lembre-se que 6 = (N, e,11) = ). Agora, diferenciando a equacdo (58) com

1
VI+ XL P

respeito a coordenada x;, vemos que

n 1/2
3
SPDAA L = (Rl + 1L (1 + f£2> .

i=1
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Agora, suponha que f] f| seja diferente de zero e que f, f5 # 0, entdo a equacgéio acima pode ser

1/2

3 " n

3.0 (A 1 AT 59
0= (st 2 )(*Zf) )

7z

Isso nos faz perceber que f/ é constante para i = 3,4,--- ,n. Ou seja, podemos escrever a

reescrita como

funcdo f como

flrr,mg, - s xn) = fi(xr) + fo(@e) + - + fulzn)
= fi(z1) + folze) + agzs + - - + anay,
onde cada a; € R € constante para: = 3,4,--- ,n.

Por outro lado, podemos escrever a equacao (59) como

3 /// "
CaD(14+ S f2) 2 = ( 4 )
; Z R

e diferenciando mais uma vez com respeito a coordenada x, temos

_§nm+zf2 a2 L ( )
2 fift \ i

Absurdo, pois se fixarmos x1, o lado direito da igualdade permanece fixo enquanto o lado

esquerdo varia quando x5 varia (estamos assumindo que f} fY # 0). Portanto, concluimos que f>
¢ linear.
Assim, analizando a equagio (58), concluimos que M é isométrico a v x R"~!, onde  é

a curva solucdo da EDO
Dk + f)** + ne(k + f7) = kY, (60)

ek=(1+ 2+ f+---+ f?) constante.
Agora vamos analisar de forma mais cuidadosa o que acontece quando D = 0. Note que

se temos H = C'0, a equagao (58) pode ser reescrita como

c (1 + ff) =D, (1 + ff) i (61)

i=1 i

Vamos dividir a nossa demonstracao em 4 casos:

* (Caso 01) - f;f!'fif] # O paratodo i # j.

Diferenciando a equagdo (61) com respeito a coordenada x; e depois com respeito a z;,

B fim f/// :|
0_|:fz‘/f// f/f// < Z >7

temos
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ecomo (14 Y p_, f2) # 0, temos que

NI 4
0= [f{f{’ W

paracadai,j =1,2,---n, com j # i. Portanto, n6s concluimos que

f(//
f~’zf~” =0, t=1,2,3--- ,n.
Isso nos mostra que f;” = 0 paratodo ¢ = 1,2,--- ,n. Agora, diferenciando a equacio

(61) com respeito a x;, n0s vemos que
ncfifi =2fifif (M +fo+- -+ fiat fin+-+ 1)
e como f/f!" #0,
ne=(fi +fi + -+ fi +fila+--+ 1)

Porém, isso é um absurdo, pois se rearranjarmos os termos da equagdo (61), vemos que

(ne—fi' == fi) = i+
+(ne—fy == )7
+(ne—fil = f = = )i+ (62)
1.
+(ne—fi' == f )2 =0,

que nos mostra que f” = 0, o que € um absurdo. Portanto, ndo podemos ter fungdes do
tipo (Caso O1).
e (Caso 02) f{fI'fif" # 0 paratodoi,j=1,2,---  kcomk > 3.
1J3 JjJj

Pelo mesmo motivo visto no Caso 01, nds temos que f;” = 0 paratodo: =1,2,---  k,

enquanto f; € linear para todo j > k. Assim, a equacdo (61) se transforma em
ne(l+ f2 4+ f2) = L+ f8 + f8+ -+ [
AP O
A+ P B PR L DS

Procedendo da mesma forma que no Caso 01, vemos que

A+ i+ i+ + i) =nc
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paratodo: = 1,2, --- | k e rearranjando a equacdo (61) obtemos
(ne = fi' == fis)) = fil
+(ne—fy — = fO
e fl = = fOFR
4o
+(ne—fl = fi = = LD
te—fl = = G+t ne = fl = = [ =0

Concluimos assim que

YA+ [+ 1) =0,
que é um absurdo, visto que f; #0e (1+ f2, + --- + f/?) > 0. Portanto, concluimos

que as fun¢des nao podem ser do tipo (Caso 02).

(Caso 03) f1f' fsfy # 0e f; é uma fungao linear para todo j > 3
1/1J2J2 J

Podemos ver que diferenciando a equagdo (61) com respeito a z; e depois com respeito a

o=\ i%* 7 M Z )

" "
o 1 2
0= [ f/ " + f/ //} ’
1/1 2J2

Agora, percebemos o seguinte: como f;(x) é constante com relagdo a varidvel x5, nés

X9, Oobtemos a expressao

que indica que

temos que existe um « € R tal que

V(21) = aff(21) fi' (21) (63)

5 = —afy(xa) fy (2) (64)

Integrando (63) com respeito a x; e (64) com respeito a o, nds temos que existem duas

contantes o e o tais que

(e
[=5/+o (65)
€
,/:_Oé 12+O_ (66)

2 2 2
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Por fim, substituindo as equacdes (65) e (66) na equagdo (61) obtemos:

(nck‘—ka—kﬁ)—k(nc—ﬁ—k?a) {2+(nc—a+k7a)f§2:0 (67)

para todo z1 e z9, onde k = f2 + f2 + -+ f/2. Como f{(z1) e f5(z2) sdo fungdes ndo
constantes por hipétese, nds temos que

ko ko

nc—=o+o, nc:a—l—?, nc—=o— —,

0 que € um absurdo, pois nesse caso teriamos que
nc=o-+ao
. ko i ko
=nc+ —+nc— —
2 2
= 2nc,

implicando ¢ = 0. Portanto, concluimos que as fun¢gdes nao podem ser do tipo (Caso 03).

(Caso 04) - f|f # 0 e f; € uma fungdo linear para todo j > 2.

Neste caso a equacao (61) pode ser reescrita como
neL+ P+ 0+ + ) = A+ K+ 7+ + DA
o que implica que f; é solu¢do da EDO
ne(k + fi?) = kf{

onde k= (14 f2+---+ f?).

Portanto, podemos concluir que se M é um translating soliton de translagdo em R™™! com
H = D + (00, entdo M ¢é isométrico a um cilindro v x R"!, onde ~ é a cuva solucdo da
EDO

Dn(k+ )% + ne(k + f2) = kf}, (68)

ek=(1+f2+ -+ f2)

Exemplo 7.1. Considere a superficie M C R? dada pelo grdfico da fungdo

isto é, olhando para a definicdo 7.1, temos que f(x) = —In(|cos(v/2z)

fiR? =R (z,y) = flz,y) =y — In(|cos(v22))),

) 9ly) =yez =

y — In(Jcos(v/27))).

Perceba que
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* fl(x) = V2tg(V22),
o f"(z) = 2sec?(\/2x),

portanto, podemos ver que o vetor normal e a curvatura média (50) sdo dadas por

(—v2tg(v/2x), —1,1)
ﬂsec(\/ﬁx)

o f//+g/2f//+g//+f/2g// _ 45602(\/§x) _ 1
21+ f2 + g’Q)% 4\/53603(\/5@ ﬂsec(\/ix)'

Assim, como

1
<Na 63> - \/5860(\/527) )

podemos concluir que H = (N, e3) = 6 e portanto, M é um translating soliton de transla¢do

comD=0e(C =1.

7.3 Translating soliton de translacio no espaco de Lorentz-Minkowski

Seja R"™! o0 espago de Minkowski com a métrica de Lorentz

n

g= Z dw? — day, .

i=1

N6s definimos hipersuperficie tipo-espaco de translacdo M C LL"*! da seguinte forma:

Definicdo 7.2. Uma hipersuperficie tipo-espago M C 1" é dita hipersuperficie tipo-espago

de translagdo se é dada uma imersao
. RN n+l .
X :R'"=>L C (T, ey xy) = (T, X0, T, [T, T, X))

onde f(x1, 29, - ,x,) = fi(x1) + folz2) + -+ + fu(x,) € cada f; é uma funcdo suave para

todoi =1,2,--- ,n, além do mais, f deve satisfazer a condi¢do que |V f| < 1
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Teorema 7.3. Seja M C L uma hipersuperficie tipo-espago de translagdo com curvatura
média H = D + C0, isto é, M também é um translating soliton. Entdo M é congruente a

v x R onde v é a curva solucdo da EDO (75).

Demonstracao: Os argumentos utilizados aqui sdo similiares aos usados na secao anterior.
Seja M uma hipersuperficie translating soliton de translacio em um espaco L."*! de Lorentz-

Minkowski. Podemos ver facilmente que o vetor unitdrio normal N e a curvatura média H sao

dadas por
N:( fl?"a nal)
\/1_Zi:1fi/2
e

Z?:l(l - Z?ﬁ fle)fz”
n(1=320 [P
= eque I = D+ (0, aequagio (69) pode ser reescrita

VLT
DL = f)** + ne( Z == A (70)
i=1

i=1 j#i

Agora, como feito anteriormente, vamos diferenciar a equacao (70) com respeito a x; e depois

H—

(69)

Sabendo que 6 = (N, e,,1) =

como

com respeito a xy, obtendo assim a equacao

1/2
3 1 el gl el " /// /
§an1 Lhafs = =122 (1_Zf2> . (71)

Agora, suponha que f]f] seja diferente de zero e suponha também que f;}f) # 0, entdo a

equagdo acima pode ser reescrita como

n 1/2
3 " n
e D - 1 12 72
0=~ 12 )( Zﬁ) 7

Logo, podemos concluir que f/ é constante parai = 3,4, --- ,n. Isto é,

f(mhx?v T 7$n) = fl(l‘l) + f2($2) +oee At fn(xn)

(73)
= fi(x1) + folxo) + azxs + agxry + - - + apxy
onde cada a; € R € constante para: = 3,4, - - - , n. Dito isso, podemos reescrever a equacgdo (71)
como
/// "
—nD foz -1/2 _ < -+ /2 //> (74)
fl f2 2

e diferenciando com respeito a z1, temos

"

3 o 1 '
°aD(1 — 2\=3/2 _ _ 1 ‘
D D AV
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Absurdo, pois se fixarmos x1, 0 lado direito da equag@o permanece inalterado, enquanto o lado
esquerdo da equagdo varia sempre que x5 varia (lembre-se que assumimos f5 f5 # 0). Portanto,
podemos concluir que f, é uma fungio linear.

Assim, analisando a equacdo (70), concluimos que M é isométrico ao cilindro v x R" 1,

onde vy € solucao da EDO

nD(k — f2)*? + nC(k — f) = kfY, (75)

ek=(1-3",f7.
Vamos analisar com cuidado o que acontece quando D = (. Perceba que nesse caso, a
equacao (70) se transforma em

n

ne(1=> ) => 1=> I (76)

i=1 i=1 G

Vamos dividir a nossa demonstracdo em 4 casos:

* (Caso 01) - f; f!'fif] # O paratodo i # j.
Perceba que se derivarmos a equagdo (76) com relag@o a x; € depois com relagdo a z;,

teremos que

0= —2fIfLF) 26

que simplificando fica equivalente a

o[
N
para qualquer i, 7 = 1,2,3,--+ ,n,com i # j. Logo, concluimos que
f(// ]
=0, 1=1,2,3,---,n
fZ/fZ// Y = Y )

(Basta resolver um sistema de equacdes, onde o sistema € formada por todas as equagdes
com i e j variando). Isto no mostra que f;(z;) = aix? +bx; +c;parai =1,2,---  n. Por

(76) temos que

—ne(l = ff == f7) = (CLE P S SO
LS SO

+ (=1 + [P+ SO
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Derivando a equacdo acima com relagio a x; e lembrando que f;” = 0 temos que
quag ¢ que J; q
2ncfifi =20 (W + o+ -+ fli+ fla+ -+ £
e como f/f/' # 0, temos que
ne=(fi +f3+-+fil i+ i+ + 1)
Ora, mais isto é um absurdo, pois organizando a equacdo (76) temos

(—ne+ fi+-+ fr_ )+ fi +

+ (ne—fy == fOIT
R e R A s
+ (= fl == [T =0,

Dati, terfamos que f;/ = 0, o que € um absurdo. Logo ndo poderemos ter fun¢des do tipo

(Caso 01).

* (Caso 02) - f;f/'fif] # Oparatodod,j =1,2,---  kcomk > 3.

Pelo mesmo raciocinio do Caso 01, teremos que f;” = 0 para todo i = 1,2,--- k,

enquanto que f; € linear para todo j > k. Portanto a equagdo (76) se transforma em
—ne(l = f == ) = (FLE S S SO
+ (LRSS SO
+ (LR R SR DR

Derivando a equagdo com relacdo a x; (i < k) e fazendo o mesmo procedimento que no

caso 01, notamos que
(U4 f 4o flL o Fla o+ £ = e,
paratodo: = 1,2, --- | k. Rearranjando mais uma vez a equacdo (76) obtemos

(—ne+ f{+-+ fiq)+ fr +

bone— == DI
b fl = J == R+
T e o

b= [ = R e == 2 =0,
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Dai, concluimos que
2 2
MU= Ry == 1) =0,

o que é um absurdo, pois como |Du| < 1, temos que (1 — f;2, —--- — f/?) # 0, 0 que

implicaria f; = 0. Logo, ndo podemos ter fun¢des do tipo o caso 2.

(Caso 03) - f| 1 f3f4 # 0e f; fungdo linear para todo j > 3.

A demonstracdo segue igual ao caso 03 do caso Riemanniano.

(Caso 04) - f| f' # 0 e f; funcdo linear para todo j > 2

Neste caso, a equacdo (76) se resume a
—ne(l = [ = = S = (CLH S SO
O que implica que f; € solugdo da EDO
—ncK +nef? + Kf] =0 (77)

onde K = (1 — f2—--- — f1).

Assim, podemos concluir que M € isométrico a ¥ x R"~!, onde v € a curva solucdo da

equagao (75).
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