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RESUMO

Neste trabalho estudamos translating solitons com termo de força imersos no espaço
produto Lorentziano R1 × Pn. Sob restrições adequadas ma curvatura da base Pn nós deduzimos
um tipo de princípio do máximo de Omori-Yau, e como aplicação mostramos um resultado
de não existência. Além disso, também provamos que qualquer downward translating gráfico
tipo-espaço inteiro que nunca intersecta o infinito nulo é média convexo. Além disso, com
hipóteses adequadas na base Pn provamos a limitação da segunda forma fundamental. No último
capítulo, classificamos as hipersuperfícies de translação que são também translating sólitons.

Palavras-chave: Espaço produto Lorentziano. Translatings Solitons com termo de força. Trans-
lating gráficos tipo-espaço inteiro. Convexidade média.



ABSTRACT

In this work, we study translating solitons with a forcing term immersed in a Lorentzian
product space R1×Pn. Under suitable curvature constraints on the curvatures of the Riemannian
base Pn, we deduce an Omori-Yau maximum principle, and as applications, we get a nonexistence
result. Besides, we also prove that any entire spacelike downward-translating graph that never
intersects null infinity is mean convex. Furthermore, under suitable assumptions on the base Pn,
we prove the boundedness of the second fundamental form of such translating solitons. In the
last chapter, we classified as translation hypersurfaces those are also translating solitons.

Keywords: Lorentzian product spaces; Spacelike translating soliton with forcing term; Entire
spacelike translating graphs; Mean convexity.
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1 INTRODUÇÃO

Seja Rn+1
1 um espaço de Minkowski (Rn+1, g) com a métrica Lorentziana

g = −dx21 +
n+1∑
i=2

dx2i .

Seja ψ : Σn → Rn+1
1 uma imersão isométrica tipo-espaço em um espaço de Minkowski.

Relembremos que o fluxo da curvatura média (MCF) com um termo de força H associado a

imersão ψ é uma família de imersões tipo-espaço suaves Ψt = Ψ(t, )̇ : Σn → Rn+1
1 com imagens

Σn
t = Ψt(Σ

n) satisfazendo a seguinte equação:
∂Ψ

∂t
= (H − H )η,

Ψ(0, p) = Ψ(p)
(1)

em algum intervalo, onde H representa o vetor curvatura média (não normalizado) da subvarie-

dade tipo-espaço Σn
t em Rn+1

1 e η é o vetor unitário normal ao longo de Σ0; veja mais sobre esse

fluxo geométrico em [ECKER; HUISKEN, 1991].

Olhando no sentido de gráficos de funções, isto é, Σn = {(u(p), p) : p ∈ Ω} ⊂ Rn+1
1 ,

dizemos que Σn é uma hipersuperfície tipo-espaço se u ∈ C1(Ω) e |Du| < 1 em Ω, onde Du é

o gradiente de u e |Du| é a norma em Ω ⊂ Rn. Um caso interessante é o não paramétrico, onde

cada Σn
t é uma hipersuperfície tipo-espaço, isto é, é o gráfico da função U(t, ·) comDU(t, ·) < 1.

Com cálculos simples podemos verificar que a equação (1) é equivalente a equação

∂U

∂t
=
√

1− |DU(t, ·)|2
[
div

(
DU√

1− |DU(t, ·)|2

)
− H

]
, (2)

onde div significa o divergente em Rn.

Aarons [2006], provou que a solução da equação (2) existe para todo t e assumindo

H = c > 0, Σ0 = Ψ(0,Σ) com curvatura limitada e nunca interceptando o futuro nulo infinito

I + ou o passado nulo infinito I − . Podemos, portanto, concluir que Σt = Ψ(t,Σ) converge

sob o fluxo para um gráfico convexo satisfazendo

H = −aν + c, (3)
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para a < 0 e ν = ⟨η, en+1⟩, veja os Teoremas 1 e 3 em [AARONS, 2006], mas observe a

diferença de sinal da nossa notação para a notação utilizada por Aarons em seu paper.

Como as soluções da equação (3) modelam o comportamento do MFC com o termo de

força H = c no infinito, tal equação se mostra bastante interessante. Tais soluções são chamadas

de "downward translating soliton"e no caso não paramétrico são dadas por funções suaves u

que solucionam a equação:

div

(
DU√

1− |Du|2

)
= c+

a√
1− |Du|2

, (4)

para algum a < 0.

Vale ressaltar que o fluxo da curvatura média em uma variedade Lorentziana tem sido ex-

tensivamente estudado (veja [ECKER; HUISKEN, 1991],[ECKER, 1993],[ECKER, 1997],[EC-

KER, 2003],[GAO et al., 2014],[HUISKEN; YAU, 1996],[JU et al., 2010],[LI; SALAVESSA,

2011]) e tem possíveis aplicações na Relatividade Geral (para mais detalhes, veja [ECKER,

1997]).

Recentemente, Jian [2006] estudou soluções da equação (3) para o caso c = 0 no espaço

de Minkowski e, de Lira e Martín [2019] estudaram o caso c = 0 no contexto Riemanniano

geral e perceberam que tais soluções são soluções auto-similares para o fluxo da curvatura

média que são invariante para o fluxo gerado por um campo vetorial paralelo completo em uma

variedade Riemanniana. Um caso especial ocorre quando a variedade Riemanniana ambiente é

o espaço produto R× Pn e o campo vetorial completo paralelo é somente o campo vetorial ∂t.

Similarmente ao que acontece no caso Euclidiano, eles os chamaram de sólitons de translação do

MFC. Quando a métrica da base Pn é rotacionalmente invariante e a curvatura seccional é não

positiva, é possível caracterizar todos os sólitons de translação rotacionalmente invariantes. Além

disso, eles usaram essas famílias de novos exemplos como barreiras para deduzir vários resultados

de não existência. Também notamos que o caso c = 0 para a equação (3) foi extensivamente

estudado por Batista e Lima [2022] no contexto Lorentziano, e foi obtido alguns resultados de

não existencia sob hipóteses adequadas sobre a curvatura da base e também construíram alguns

exemplos assumindo que a base Pn é rotacionalmente invariante e sua curvatura seccional é não

positiva.

Motivado por esses resultados descritos acima, estudamos a não existência de sólitons

de translação tipo-espaço completo imersos em um espaço produto Lorentziano R1 × Pn, sob

condições adequadas no tensor de curvatura da base Riemanniana Pn. Em particular, fornecemos

uma extensão de algumas ideias de [CHENG; YAU, 1975] e [LIRA; MARTÍN, 2019] para
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esta nova configuração. Além do mais, usando ideias similares as de Spruck e Xiao [2016],

obtemos convexidade em média para os translating gráficos inteiros sob Pn e também provamos

a limitação da norma da segunda forma fundamental de um translating sóliton com termo de

força.

Esse trabalho está organizado como segue: No capítulo 2 relembramos alguns conceitos

básicos sobre variedades semi-Riemannianas. Vamos iniciar com uma exposição sobre formas

bilineares simétricas e produto escalar num espaço vetorial de dimensão finita; posteriormente

vamos definir o que é uma variedade Semi-Riemanniana para apresentarmos os conceitos de

curvatura e conexão, bem como os conceitos introdutórios de imersões, esse capítulo serve para

fixarmos algumas notações que serão utilizadas no trabalho.

No capítulo 3, fazemos uma breve exposição sobre hipersuperfícies tipo-espaço imersas

em um espaço produto Lorentziano R1 × Pn e introduzimos a noção de translating soliton tipo-

espaço. Neste capítulo também provamos uma versão do princípio do máximo de Omori-yau

para translating soliton tipo-espaço completo imerso em R1 × Pn, como também um resultado

de não existência desses translatings solitons sob algumas restrições na base Riemanniana

Pn. No capítulo 4 são feitos alguns resultados silimiares aos do capítulo 3 para espaço de

Robertson-Walker generalizado.

Nos capítulo 5 e 6 nos concentraremos em provar dois resultados: Primeiro, que um

downward translating gráfico inteiro é média convexo; posteriormente, apresentaremos uma

fórmula do tipo Simons para a norma da segunda forma fundamental e usaremos isso para

provar que um translating soliton com curvatura média limitada tem segunda forma fundamental

limitada.

Por fim, o capítulo 7 é dedicado a estudar hipersuperfícies de translação. Inspirado em

Seo [2013], classificamos as hipersuperfícies tipo-espaço de translação com curvatura média

dada por H = D +Cθ. Provamos que se M ⊂ Ln+1 é tal hipersuperfície, então M é congruente

a γ × Rn−1, onde γ é a curva solução da EDO (75).
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capítulo temos como objetivo estabelecer as notações que serão utilizadas nos

demais capítulos dessa tese. Vamos iniciar com uma exposição sobre formas bilineares simétricas

e produto escalar num espaço vetorial de dimensão finita; posteriormente vamos definir o que é

uma variedade Semi-Riemanniana para apresentarmos os conceitos de curvatura e conexão, bem

como os conceitos introdutórios de imersões. Para maiores detalhes, indicamos como referências

([O’NEILL, 1983], [NETO, 2004], [ROCHA et al., 2014] ).

2.1 Espaços munidos com um produto escalar

Considere V um espaço vetorial de dimensão finita. Uma forma bilinear simétrica b :

⟨ , ⟩ : V × V → R é dita

• Positiva definida, se b(v, v) > 0 para todo v ∈ V\{0}

• Negativa definida, se b(v, v) < 0 para todo v ∈ V\{0}

• Não-degenarada, se b(v, v) = 0 para todo w ∈ V implica que v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V e W é um subespaço de V , então a restrição

b|W×W : W ×W → R é uma forma bilinear simétrica sobre W . Definimos o índice de b como

a maior dimensão de um subespaço W de V tal que b|W×W é negativa definida.

Definição 2.1. Um produto escalar sobre um espaço vetorial real de dimensão finita V é uma

forma bilinear simétrica b : V × V → R que é não-degenerada. Diremos que V é um espaço

com produto escalar se ele é munido com um produto escalar, e definimos o índice de V como

sendo o índice de seu produto escalar.

Se V é um espaço com produto escalar b e W é um subespaço de V , dizemos que W é não-

degenerado se a restrição b|W×WW ×W → R for não-degenerada. Definimos o complemento

ortogonal W⊥ de W em V por

W⊥ = {v ∈ V ; b(v, w) = 0 para todo w ∈ W}
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Lema 2.1. Sejam V um espaço com produto escalar b e W um subespaço de V . Então

• b é não-degenerada se, e somente se, sua matriz com respeito a uma (e então a toda) base

de V for invertível

• Se W é não-degenerado então dim(W) + dim(W⊥) = dim(V) e (W⊥)⊥ = W;

• W é não-degenerado se, e somente se, V = W⊕W⊥. Em particular, W é não-degenerado

se e só se W⊥ for não-degenerado.

No que segue, supomos que V é um espaço com produto escalar b = ⟨, ⟩. Em relação a

⟨, ⟩, dizemos que v ∈ V\{0} é:

• Tipo-tempo, quando ⟨v, v⟩ < 0;

• Tipo-luz, quando ⟨v, v⟩ = 0;

• Tipo-espaço, quando ⟨v, v⟩ > 0.

Da mesma forma, podemos definir o que significa um subespaço não-degenerado W

de V ser tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaço. Se v ∈ V\{0} não for tipo-luz, define-se o sinal

ϵv ∈ {−1, 1} de v por:

ϵv =
⟨v, v⟩
|⟨v, v⟩|

.

A norma de v ∈ V é |v| =
√
ϵv⟨v, v⟩, e v é unitário se |v| = 1. É bem conhecido em

Álgebra Linear que todo espaço vetorial real V munido com um produto escalar ⟨, ⟩ admite uma

base ortonormal. Assim, se {e1, e2, · · · , en} é uma tal base, teremos que ⟨ei, ej⟩ = ϵiδij , onde ϵi

denota o sinal de ei e

δij =

{
1, se i = j

0, se i ̸= j
.

Podemos assim estabelecer o seguinte resultado:

Lema 2.2. Sejam V um espaço com produto escalar ⟨, ⟩ e {e1, e2, · · · , en} uma base ortonormal

de V . Então

• todo v ∈ V admite uma única representação na forma v =
∑n

i=1 ϵi⟨v, ei⟩ei;

• o número de elementos com sinais negativos em (ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn) é igual ao índice de V .

Seja V um espaço vetorial no qual uma forma bilinear simétrica e não-degenerada

b = ⟨ , ⟩ de índice 1 está definida, e T = {u ∈ V ; ⟨u, u⟩ < 0}. Para cada u ∈ T , definimos o

cone tipo-tempo de V contendo u por C(u) = {v ∈ T ; ⟨u, v⟩ < 0}.
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A demonstração do seguinte lema pode ser encontrando em O’neill [1983].

Lema 2.3. Sejam v, w ∈ T . Então:

• O subespaço {v}⊥ é tipo-espaço e V = span{v}⊕span{v}⊥. Assim, T é a união disjunta

de C(v) e C(−v).

• |⟨v, w⟩| ≥ |v||w|, com igualdade se e só se v e w forem colineares.

• Se v ∈ C(u) para algum u ∈ T , então w ∈ C(u) ↔ ⟨v, w⟩ < 0. Portanto, w ∈ C(u) ↔

v ∈ C(w) ↔ C(v) = C(w).

• Se v e w pertencem ao mesmo cone tipo-tempo de V , então existe um único número θ ≥ 0,

chamado ângulo hiperbólico entre v e w, tal que

⟨v, w⟩ = −|v||w|cosh(θ)

2.2 Variedades Semi-Riemannianas

2.2.1 Métricas semi-Riemannianas e a conexão de Levi-Civita

Definição 2.2. Seja M
n+1

uma variedade diferenciável. Uma métrica semi-Riemanniana em

M
n+1

é uma correspondência que associa, a cada p ∈M
n+1

, um produto escalar ⟨, ⟩p no espaço

tangente TpM , com índice constante ν (isto é, cada TpM tem índice ν), e que é diferenciável no

seguinte sentido: Se x1, x2, · · · , xn+1 são as funções coordenadas de um sistema de coordenadas

de M
n+1

, definido em um aberto U , então as funções

p→

〈
∂

∂xi

∣∣∣∣p, ∂

∂xj

∣∣∣∣
p

〉
p

são diferenciáveis em U , para cada i, j ∈ {1, 2, · · · , n+ 1}. Uma variedade semi-Riemanniana

é um par (M
n+1

, ⟨, ⟩), onde M
n+1

é uma variedade diferenciável e ⟨, ⟩ é uma métrica semi-

Riemanniana em M
n+1

.

No que segue, por simplificação de notação, escreveremos M
n+1

para o par (M
n+1

, ⟨, ⟩).

Quando o índice ν de ⟨, ⟩ é zero, M
n+1

é simplesmente uma variedade variedade Riemanniana.

Por outro lado, quando ν = 1, M
n+1

é denominada uma Variedade Lorentziana.

Exemplo 2.1. Para cada número inteiro ν ∈ {0, 1, · · · , n+1}, seja Rn+1
ν o espaço Rn+1 munido

com o produto escalar

⟨v, w⟩ =
n+1−ν∑
i=1

viwi −
n+1∑

i=1−ν+1

viwi,
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onde v = (v1, v2, · · · , vn+1) e w = (w1, w2, · · · , wn+1). Temos que ⟨, ⟩ tem índice ν. Neste

contexto, Rn+1
ν é chamado espaço semi-Euclidiano de índice ν e de dimensão (n+ 1). Quando

ν = 0, Rn+1
ν torna-se simplesmente o espaço Euclidiano Rn+1. Quando n ≥ 1, Rn+1

1 é chamado

espaço de Lorentz-Minkowski e é frequentemente denotado por Ln+1.

Denotemos, a partir de agora, por X(M) como sendo o conjunto dos campos de vetores

de classe C∞ em M
n+1

e por C∞(M) o anel das funções reais de classe C∞ definidas em M
n+1

.

Assim como ocorre em geometria Riemanniana, o teorema fundamental de Levi-Civita

é válido também para variedades semi-Riemannianas. Enunciaremos dois lemas conhecidos e

úteis, a demonstração pode ser encontrada em O’neill [1983], teoremas 3.11 e 3.35.

Lema 2.4. Em uma variedade Semi-Riemanniana M , existe uma única conexão ∇ tal que

• [V,W ] = ∇VW −∇WV

• X⟨V,W ⟩ = ⟨∇XV,W ⟩+ ⟨V,∇XW ⟩

para todo X, V,W ∈ X. ∇ é dita conexão de Levi-Civita de M , e é caracterizada pela fórmula

de Koszul

2⟨∇VW,X⟩ = V ⟨W,X⟩+W ⟨X, V ⟩ −X⟨V,W ⟩

−⟨V, [W,X]⟩+ ⟨W, [X, V ]⟩+ ⟨X, [V,W ]⟩.

Lema 2.5. Se M é uma variedade semi-Riemanniana com conexão de Levi-Civita ∇, então a

aplicação R : X(M)3 → X(M), dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,

onde X, Y, Z ∈ X(M), é C∞(M)-trilinear, sendo denominada o tensor de curvatura de M .

A curvatura seccional é definida apenas para planos não degenerados. Dado um ponto

p ∈ M e um plano tangente não degenerado π ⊂ TpM , definimos a curvatura seccional K(π)

de π como sendo:

K(π) =
⟨Rp(u, v)u, v⟩

⟨u, u⟩⟨v, v⟩ − ⟨u, v⟩2

onde {u, v} é uma base arbitrária de π.

Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional constante em p ∈ M

se K(π) independe do subespaço de dimensão 2 não-degenerado π ⊂ TpM . Um resultado
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importante para variedades semi-Riemannianas de curvatura seccional constante c é que o tensor

curvatura por de ser expresso como

R(X, Y )Z = c{⟨X,Z⟩Y − ⟨Y, Z⟩X}, (5)

para todos X, Y, Z ∈ X(M).

Definição 2.3. Se M é uma variedade semi-Riemanniana, o tensor de Ricci de M é definido por

Ric(X, Y ) = Tr(Z → R(X,Z)Y ), X, Y ∈ X(M).

Em outras palavras, se {e1, e2, · · · , en} é uma base ortonormal, então

Ric(X, Y ) =
n∑

i=1

ϵi⟨R(X, ei)Y, ei⟩ (6)

onde ϵi = ⟨ei, ei⟩ = ±1. Se p ∈ M e X ∈ TpM , |X| = 1, o número Ric(X,X) chama-se

curvatura de Ricci em p na direção de X.

Uma definição bastante utilizada nessa tese é a seguinte:

Definição 2.4. Diremos que a curvatura de Ricci de uma variedade semi-Riemanniana M
n+1

é limitada inferiormente se existe κ ∈ R tal que Ric(X,X) ≥ κ⟨X,X⟩ para qualquer X ∈

X(M).

Para terminarmos essa seção, falaremos um pouco sobre orientabilidade. Anteriormente,

dado V um espaço vetorial de dimensão finita e u ∈ V tal que ⟨u, u, ⟩ < 0, definimos o cone tipo-

tempo C(u). Em cada espaço tangente TpM de uma variedade Lorentziana M
n+1

existem dois

tipos de cones tipo-tempo e não há uma maneira intríseca de distinguir um do outro. Precisaremos

de algumas definições e resultados.

Definição 2.5. Uma variedade de Lorentz M
n+1

é temporalmente orientável se existir uma

aplicação τ que associa a cada p ∈M
n+1

um cone tipo-tempo τp em TpM , a qual é suave no

seguinte sentido: para p ∈M
n+1

existe uma vizinhança aberta U de p e um campo V ∈ X(U)

tais que V (p) ∈ τq para todo q ∈ U .

Proposição 2.1. Uma variedade de Lorentz M
n+1

é temporalmente orientável se, e somente se,

existe um campo vetorial tipo-tempo V ∈ X(M).

Sempre que uma variedade de Lorentz M
n+1

for temporalmente orientável, a escolha de

uma aplicação τ como na Definição 2.5, ou de um campo vetorial tipo-tempo V ∈ X(M) a ela

correspondente, será denominada uma orientação temporal para M
n+1

.
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Por fim, seja τ uma orientação temporal para M e Y ∈ X(M). Se Y (q) ∈ τq (respectiva-

mente, −Y (q) ∈ τq) para todo q ∈ M , dizemos que Y aponta para o futuro (respectivamente,

aponta para o passado). Sendo V ∈ X(M) uma orinetação temporal para M , segue que um

campo vetorial tipo-tempo Y sobre M aponta para o futuro (respectivamente, para o passado) se,

e somente se, ⟨Y, V ⟩ < 0 (respectivamente, ⟨Y, V ⟩ > 0.

2.3 Hipersuperfícies

Sejam (Σn, g) e (M
n+1

, g) variedades semi-Riemannianas de dimensões n e n + 1,

respectivamente. Uma imersão isométrica ψ : Σn → M
n+1

é uma imersão tal que ψ∗g = g.

Dada ψ : Σ →M imersão isométrica, dizemos que Σ é uma hipersuperfície de M . Se M é de

Lorentz (espaço que mais estudaremos nesse trabalho), uma imersão isométrica Σ :M →M é

dita uma hipersuperfície tipo-espaço de M
n+1

se a métrica g de Σ for Riemanniana.

Considere M uma variedade de Lorentz temporalmente orientada, uma propriedade

interessante é que toda hipersuperfície tipo-espaço de M admite um campo unitário normal

globalmente definido. Segue daí que existe um campo vetorial unitário tipo-tempo T globamente

definido em M , que determina a orientação temporal em M . Como o hiperplano tangente é

tipo-espaço em cada ponto x ∈ Σ, existe um único campo vetorial normal unitário tipo-tempo

η ∈ Σ que tem a mesma orientação temporal de T, assim podemos assumir que Σ é orientada

por η. Vamos nos referir a η como a aplicação normal de Gauss de Σ apontando para o futuro.

Em particular, cada hipersuperfície tipo-espaço de M
n+1

orientável é também orientável.

Seja ∇ a conexão de Levi-Civita de Σ e ∇ a conexão de Levi-Civita de M . Então

∇XY = (∇XY )⊤

para todos X, Y ∈ X(Σ) (podemos conferir [O’NEILL, 1983], lema 4.3), onde (·)⊤ denota a

componente tangente a Σ. Assim, podemos escrever

∇XY = ∇XY + α(X, Y ),

onde α(X, Y ) = (∇XY )⊥ é a componente normal a Σ emM . Denotaremos α : X(Σ)×X(Σ) →

X⊥(Σ) como a segunda forma fundamental da imersão ψ. Logo, definindo A : X(Σ) → X(Σ)

como sendo

⟨AX, Y ⟩ = ⟨α(X, Y ), η⟩,

para todos X, Y ∈ X(Σ), obtemos um campo de operadores lineares auto-adjuntos Ap : TpΣ →

TpΣ, p ∈ Σ, denominado operador de forma da imersão ψ. Podemos facilmente verificar que
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A(X) = −∇Xη e α(X, Y ) = ϵη⟨AX, Y ⟩η,

para todos X, Y ∈ X(Σ).

Enunciaremos alguns teoremas que estabelecem algumas relações entre a geometria de Σ

e M .

Proposição 2.2. Sejam M
n+1

uma variedade semi-Riemanniana orientada e ψ : Σn →M
n+1

uma hipersuperfície (tipo espaço, no caso Lorentziano) orientada pela escolha de um campo

normal unitário η, e A : X(Σ) → X(Σ) o operador de forma correspondente. Para X, Y, Z ∈

X(Σ), temos:

(a) (Equação de Gauss)

R(X, Y )Z = (R(X, Y )Z)⊤ + ϵη(⟨AX,Z⟩AY − ⟨AY,Z⟩AX). (7)

(b) (Equação de Codazzi)

(R(X, Y )η)⊤ = (∇XA)Y − (∇YA)X. (8)

2.4 Alguns operadores diferenciáveis

Vamos entender alguns conceitos que serão utilizados ao longo desse trabalho, como o

conceito de gradiente, divergente, Hessiano e Laplaciano.

Definição 2.6. Para um conjunto aberto U de uma variedade semi-Riemanniana M
n+1

, dizemos

que uma coleção de campos vetoriais {e1, e2, · · · , en+1} em U é chamado um referencial

ortonormal em U quando ⟨ei, ej⟩ = ϵiδij em todo ponto de U e todos os i, j ∈ {1, · · · , n+ 1},

onde ϵi denota o sinal de ei.

Se U é o domínio de um sistema de coordenada em M
n+1

, com campos coordenados{
∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn+1

}
, então é imediato verificar que a aplicação do processo de ortogonalização

de Gramm-Schimidt a tais campos nos fornece um referencial ortonormal em U.

Definição 2.7. O gradiente de uma função f ∈ C∞(M), o qual denotaremos por ∇f , é um

campo vetorial metricamente equivalente a df.

Assim, ⟨∇f,X⟩ = df(X) = X(f) para todo X ∈ X(M). Em termos de um referencial

ortonormal {e1, e2, · · · , en+1} temos

∇f =
n+1∑
i=1

ϵiei(f)ei (9)
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onde ei(f) = ⟨∇f, ei⟩.

Definição 2.8. Dado um campo vetorialX ∈ X(M) definimos a divergência de X como a função

divX :M
n+1 → R dada por

divX = tr{Y (p) → ∇YX(p)}, p ∈M
n+1

.

Em um referencial ortonormal {e1, e2, · · · en+1} podemos escrever

divX =
n+1∑
i=1

ϵi⟨∇eiX, ei⟩.

Definição 2.9. O Hessiano de uma função f ∈ C∞(M), denotado por Hessf , é definido como

sendo a aplicação C∞(M)-bilinear Hess : X(M)× X(M) → C∞(M) dada por

(Hess f)(X, Y ) = ⟨∇X(∇f), Y ⟩.

Abaixo, vamos listar algumas propriedades do Hessiano de uma função.

Proposição 2.3. Para toda f ∈ C∞(M) e quaisquer X, Y ∈ X(M) temos

• (Hessf)(X, Y ) = X(Y (f))− (∇XY )f

• (Hessf)(X, Y ) = (Hessf)(Y,X).

Definição 2.10. Seja M
n+1

uma variedade semi-Riemanniana. O operador Laplaciano ∆ :

C∞(M) → C∞(M) de M
n+1

é definido por ∆f = tr(Hessf), para toda f ∈ C∞(M).

Observamos que o Laplaciano também pode ser visto como um divergente, especifica-

mente, com ajuda de um referencial ortonormal {e1, e2, · · · , en+1}, temos

∆f =
n+1∑
i

ϵi(Hessf)(ei, ei) =
n+1∑
i

ϵi⟨∇ei(∇f), ei⟩ = div(∇f).

Proposição 2.4. Sejam X, Y ∈ X(M), f, g ∈ C∞(M) e ϕ : R → R uma função diferenciável.

Então

• div(X + Y ) = divX + divY ,

• div(fX) = fdivX + ⟨∇f,X⟩,

• ∆(fg) = g∆f + f∆g + 2⟨∇f,∇g⟩,

• ∆(ϕ ◦ f) = ϕ′(f)∆f + ϕ′′(f)|∇f |2
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2.4.1 Geodésicas e a aplicação exponencial

SejamM
n+1

uma variedade semi-Riemanniana e α : I →M
n+1

uma curva diferenciável

definida em um intervalo aberto I ⊂ R. Dizemos que Z é um campo vetorial ao longo de α

se a correspondência I ∋ t→ Z(t) ∈ Tα(t)M é diferenciável. O conjunto de todos os campos

vetoriais ao longo de α será denotado por X(α).

Proposição 2.5. Se Z ∈ X(α), então existe uma única função Z → Z ′ ∈ X(α) satisfazendo:

• (aZ1 + bZ2)
′ = aZ ′

1 + bZ ′
2 para todos a, b ∈ R;

• (hZ)′ = dh
dt
Z + hZ ′ para qualquer h ∈ C∞(I);

• (V |α)′(t) = ∇α′(t)(V ) para todo t ∈ I e qualquer V ∈ X(M);

• d
dt
⟨Z1, Z2⟩ = ⟨Z ′

1, Z2⟩+ ⟨Z1, Z
′
2⟩, para quaisquer Z1, Z2 ∈ X(α).

Definição 2.11. Uma curva α : I →M
n+1

é dita geodésica se (α′)′ = 0.

Com alguns cálculos simples podemos perceber que (α′)′ = 0 equivale a

d2(xk ◦ α)
dt2

+
n+1∑
i,j=1

Γk
ij(α)

d(xi ◦ α)
dt

d(xj ◦ α)
dt

= 0, k ∈ {1, 2, 3, · · · , n+ 1} (10)

onde x1, x2, · · · , xn+1 é um sistema de coordenadas deM
n+1

e Γk
ij são os símbolos de Christoffel

associados a conexão ∇. Perceba que a equação (10) nos dá justamente um sistema de n + 1

equações diferenciais ordinárias de segunda ordem, o que nos fornece alguns resultados de

existência e unicidade.

Proposição 2.6. Se α, β : I →M
n+1

são geodésicas tais que α′(0) = β′(a), para algum ponto

a ∈ I , então α = β.

Proposição 2.7. Dado v ∈ TpM , existe uma única geodésica αv tal que

• α′
v(0) = v;

• αv é maximal, isto é, tem domínio maximal.

Definição 2.12. Seja v ∈ U ⊂ TpM tal que a geodésica αv é definida ao menos em [0, 1]. A

função

expp : U →M
n+1

v → expp(v) = αv(1)

é chamada aplicação exponencial.
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Proposição 2.8. Para cada p ∈ M
n+1

, existe uma vizinhança U0 ⊂ TpM na qual expp é um

difeomorfismo sobre uma vizinhança Vp em M
n+1

.

O próximo resultado garante localmente a existência de um referencial ortonormal cujas

derivadas covariantes num ponto é zero.

Lema 2.6. Sejam M
n+1

uma variedade semi-Riemanniana de dimensão (n+1) e índice ν. Então,

para cada p ∈ M
n+1

, existe um referencial ortonormal {e1, e2, · · · , en+1} ao redor de uma

vizinhança de p satisfazendo ∇eiej(p) = 0. Este referencial será dito geodésico.

Demonstração. Seja Bδ(0) ⊂ TpM tal que expp : Bδ(0) → expp(Bδ(0)) é um difeomorfismo.

Defina ϕ = expp ◦ J , onde J : Bδ(0) ⊂ Rn+1
ν → Bδ(0) ⊂ TpM é uma isometria. Sejam

v ∈ TpM com expp(tv) = αv(t) e v =
∑n+1

i=1 aiei, para uma base ortonormal {e1, e2, · · · , en+1}

de TpM . Note que

xi(αv(t)) = (J−1)i(tv) = t(J−1)i(v) = tai

onde J(a1, a2, · · · , an+1) =
∑n+1

i=1 aiei. Assim, v = α′
v(0) =

∑n+1
i=1 ai

∂
∂xi

|0 e deste modo ej =
∂
∂xi

|0, fornecendo-nos que o referencial
{

∂
∂xi

}n+1

i=1
é ortonormal em p. Substituindo xi(αv(t)) =

tai em 10 obtemos

n+1∑
i,j=1

Γk
ij(αv(t))aiaj = 0, k ∈ {1, 2, · · · , n+ 1}

Sendo ai, aj arbitrários, Γk
ij(p) = 0 e o resultado segue.

No caso de variedades Riemannianas, temos o seguinte conceito de completude.

Definição 2.13. Uma variedade Riemanniana M
n+1

é (geodesicamente) completa se para todo

p ∈ M
n+1

, a aplicação exponencial, expp, está definida para todo v ∈ TpM , isto é, se toda

geodésica começando em p está definida para todos os valores do parâmetro t ∈ R.
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3 Translating soliton

3.1 Hipersuperfície tipo-espaço em espaço produto Lorentziano

Neste capítulo, vamos considerar um espaço produto Lorentziano (n+ 1)-dimensional

M
n+1

da forma R1 × Pn, onde (Pn, gPn) é uma variedade Riemanniana n-dimensional e M
n+1

está dotado com a métrica produto padrão

⟨ , ⟩ = −π∗
R(dt

2) + π∗
Pn(gPn),

onde πR e πn
P denotam as projeções canônicas de R1 × Pn em cada fator. Para t0 ∈ R fixo, nós

dizemos que Pn
t0
= t0×Pn é um slice de M

n+1
. Considere uma variedade conexa n-dimensional

Σ, ψ : Σn → M
n+1

uma imersão onde Σn é uma hipersuperfície tipo-espaço, com a métrica

induzida ⟨, ⟩ via ψ. Sempre assumiremos que a métrica de Σn é a métrica induzida por ψ e

também denotaremos por ⟨, ⟩. Assim, como visto anteriormente, segue da conexão de Σn que

podemos escolher um campo vetorial tipo− tempo globalmente definido η ∈ X(Σ)⊥, tendo a

mesma orientação que ∂t, isto é, tal que ⟨η, ∂t⟩ ≤ −1. Dizemos que η aponta para o futuro.

Aqui, vamos considerar a segunda forma fundamental A : X(Σ) → X(Σ), dada por

A(X) = −∇Xη. Também, vamos considerar a função curvatura média (não normalizada) de Σn

definida como H = tr(A). Além do mais, vamos denotar por ∇ e ∇ os gradientes com respeito

as métricas de M
n+1

e Σn, respectivamente. Utilizando (9) vemos que o gradiente de πR em

M
n+1

é dado por

∇πR =
n+1∑
i=1

ϵiei(πR)ei = −⟨∇πR, ∂t⟩∂t = −∂t.

Assim, denotando por ( )⊤ a componente tangencial do campo vetorial em X(M
n+1

)

ao longo de Σn e considerando ν = ⟨η, ∂t⟩ a função ângulo de Σn, podemos concluir que o

gradiente da função altura (vertical) h = (πR)|Σ é dado por

∇h = (∇πR)⊤ = −∂⊤t = −∂t − νη. (11)
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Portanto, podemos concluir que

|∇h|2 = ⟨−∂t − νη,−∂t − νη⟩

= −1 + ν2 + ν2 − ν2

= ν2 − 1,

onde | · | denota a norma do campo em Σn. Além do mais, por (11) podemos deduzir a Hessiana

de h, ∇2h : X(Σ)× X(Σ) → C∞(Σ), que é dada por

∇2h(X,X) = −⟨∇X∂
⊤
t , X⟩

= −⟨∇X(∂t + νη), X⟩

= −⟨∇X∂t, X⟩ −X(ν)⟨η,X⟩ − ν⟨∇Xη,X⟩

= ν⟨−∇Xη,X⟩

= ⟨AX,X⟩ν, (12)

visto que ∇X∂t = 0, confira a proposição 7.35 de O’neill [1983].

Assim, por (12) podemos obter o laplaciano de h como sendo

∆h = Hν. (13)

3.2 Translating soliton tipo-espaço

O estudo do fluxo da curvatura média se consolidou ao longo dos anos e, atualmente,

pode-se encontrar na literatura notáveis trabalhos que tratam a respeito desse tema.

O fluxo da curvatura média, analiticamente, é retratato por um sistema de equações

diferenciais que envolvem quantidades associadas a uma hipersuperfície em um determinado

espaço (geralmente, Rn+1) . As hipersuperfícies se movimentam, em cada ponto, na direção do

seu vetor normal com a velocidade dada pela sua curvatura média. Podemos reunir essas ideias

na seguinte definição.

Definição 3.1. Seja ψ : Σn → Rn+1 uma imersão. O fluxo da curvatura média é uma família

de imersões Ψt : Σ → Rn+1 com t ∈ [0, T ) tal que Ψt(p) := Ψ(p, t) é uma aplicação

Ψ : [0, T )× Σ → Rn+1 satisfazendo Ψ(0, p) = ψ(p) e

∂

∂t
Ψ(t, p) = H(t, p)η(t, p)

onde H(t, p) é a curvatura média de Ψt(Σ) e η(t, p) é o vetor normal unitário ao longo de

Ψt(Σ).
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Dada uma hipersuperfície inicial ψ(Σ), denotaremos por Ψt(Σ) = Σt e diremos que Σ

evolui pelo fluxo da curvatura média quando Σ satisfaz as condições da definição (3.1) acima.

Um questionamento natural ao se definir o fluxo da curvatura média é quando a equação dada na

definição (3.1) possui solução.

O que nós iremos estudar nesse trabalho difere um pouco da definição (3.1), estudaremos

o que vamos chamar de fluxo da curvatura média com termo de força e o espaço ambiente será

uma variedade Lorentziana, podemos definir assim:

Definição 3.2. O fluxo da curvatura média com um termo de força constante c de uma hiper-

superfície tipo-espaço ψ : Σn → M
n+1

em uma variedade Lorentziana (n + 1)-dimensional

M
n+1

é uma aplicação Ψ : [0, T )× Σn →M
n+1

satisfazendo Ψ(0, ·) = ψ(·) e

∂Ψ

∂t
= (H − c)ηt, (14)

onde H(t, ·) é o vetor curvatura média (não-normalizada) de Σn
t = Ψ(t,Σn), que é uma

hipersuperfície tipo-espaço para todo t ∈ [0, t) e ηt é o normal unitário ao longo de Σt.

Se olharmos para a hipersuperfície Σn como um gráfico, isto é, Σn = {(u(p), p) : p ∈

Ω} ⊂ Rn+1
1 , diremos que Σn é uma hipersuperfície tipo-espaço estrita se u ∈ C1(Ω) e |Du| < 1

em Ω, onde Du é o gradiente de u e |DU | é a norma em Ω ⊂ Rn. Um caso interessante acontece

quando cada Σn
t é uma hipersuperfície tipo-espaço na forma de gráfico, isto é, é o gráfico da

função U(t, ·) com |DU(t, ·)| < 1. Com cálculos simples podemos verificar que a equação (14)

é equivalente a equação

∂U

∂t
=
√

1− |DU(t, ·)|2
[

Div

(
DU(t, ·)√

1− |DU(t, ·)|2

)
− c

]
, (15)

onde Div significa o divergente em Rn.

O interessante, é que Aarons [2006] provou que a solução da equação (15) existe para

todo t e, assumindo que c > 0, Σ0 = Ψ(0,Σ) tem curvatura limitada e nunca intersecta o futuro

nulo I+ ou o passado nulo I−, então Σt = Ψ(t,Σ) converge sob o fluxo da curvatura para um

gráfico satisfazendo

H = −aν + c (16)

para a < 0 e ν = ⟨η, en+1⟩. Veja os Teoremas 1 e 3 em [AARONS, 2006], mas observe a

diferença de sinal da nossa notação para a notação utilizada por Aarons em seu paper.

Como as soluções da equação (16) modelam o comportamento do fluxo da curvatura

média com termo de força c, tal equação se mostra bastante interessante. Motivado por isso
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e seguindo as mesmas ideias de Lira e Martín [2019], ver definição 02, diremos que uma

hipersuperfície tipo-espaço ψ : Σn → M
n+1

imersa em um espaço produto Lorentziano

M
n+1

= R1 × Pn é um translating soliton tipo-espaço do fluxo de curvatura média com

respeito a ∂t, com termo de força c e com constante sóliton a ∈ R se a função curvatura média

(não-normalizada) satisfaz a equação (16).

Ao longo desse trabalho, chamaremos a imersão que satisfaz (16) com a < 0 de

downward translating soliton tipo-espaço. Perceba que o campo vetorial unitário é dado por

η = ∂t+Du√
1−|Du|2

, onde D denota a derivada em P. Assim, temos que

divP

(
Du√

1− |Du|2

)
=

a√
1− |Du|2

+ c, (17)

e chamamos esses gráficos de u definidos em P por translating soliton tipo-espaço inteiro. Veja

que (17) é equivalente a (
δij +

uiuj
1− |Du|2

)
uij = a+ c

√
1− |Du|2, (18)

onde ui = ei(u) e uij = ej(ei(u)); estamos omitindo, por simplicidade, o somatório no lado

esquerdo da igualdade.

3.3 Princípio do Máximo de Omori-Yau para Translating Solitons tipo-
espaço

Primeiramente, relembre que o Laplaciano ponderado de uma função C2, u : Σn → R, é

dado por

∆fu = efdiv(e−f∇u), (19)

onde f é uma função suave. Perceba que se f for uma função constante, temos o operador

Laplaciano usual.

Assim, de acordo com Alías et al. [2016], podemos definir:

Definição 3.3. Seja (Σn, ⟨, ⟩) uma variedade Riemanniana e f uma função suave. Dizemos que

o Laplaciano ponderado ∆f satisfaz o princípio do máximo de Omori-Yau em Σ se, para cada

u ∈ C2 com u∗ = supΣ u < +∞, existe uma sequência {xk} ⊂ Σ tal que

u(xk) > u∗ − 1

k
, |∇u(xk)| <

1

k
, e ∆fu(xk) <

1

k
,

para cada k ∈ N.
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Notamos que tais conceitos aparecem primeiro com Omori [1967] para o hessiano e

depois com Yau [1975] para o Laplaciano.

Para o próximo resultado vamos precisar da seguinte definição:

Definição 3.4. Seja u : Pn → R uma solução de (17). A hipersuperfície tipo espaço definida

por u intersecta o infinito nulo I se limp→∞ |∇u|(p) = 1.

O teorema abaixo nos dá condição suficiente para garantir que o Laplaciano e um

Laplaciano ponderado específico em um translating soliton tipo-espaço em um espaço produto

Lorentziano satisfaz o princípio do Máximo de Omori-Yau.

Teorema 3.1. Seja M
n+1

= R1 ×Pn um espaço produto Lorentziano, onde a base Riemanniana

Pn é completa com curvatura seccionalKPn limitada por baixo. Assumindo que Ψ : Σn →M
n+1

é um translating soliton tipo-espaço completo que nunca intersecta o infinito nulo I , então o

Laplaciano ∆ e o Laplaciano ponderado ∆−ah em Σn satisfazem o princípio do Máximo de

Omori-Yau’s.

Demonstração. Primeiramente, relembre que o tensor curvatura R de uma hipersuperfície tipo-

espaço Ψ : Σn → R1 × Pn pode ser descrito em termos do operador de Weingarten A e do

tensor curvatura R de R1 × Pn, através da equação de Gauss. Vamos considerar X ∈ X(Σ) e

{E1, · · · , En} um referencial local ortonormal. Então, segue da equação de Gauss (7) que

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ = ⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ − ⟨AX,X⟩⟨AEi, Ei⟩+ ⟨AEi, X⟩⟨AX,Ei⟩.

Portanto, somando a equação acima em i = 1, ..., n e lembrando que

Ric(X,X) =
n∑

i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ − ⟨R(X, η)X, η⟩,

concluímos que

RicΣ(X,X) = Ric(X,X) + ⟨R(X, η)X, η⟩ −H⟨AX,X⟩+ |AX|2. (20)

Além do mais, usando a proposição 42, capítulo 17 de [O’NEILL, 1983] temos que:

⟨R(X, η)X, η⟩ = ⟨R(X∗, η∗)X∗, η∗⟩+ 2ν⟨R(X∗, ∂t)X
∗, η∗⟩ (21)

+ 2⟨X, ∂t⟩⟨R(∂t, η∗)X∗, η∗⟩+ ν⟨X, ∂t⟩⟨R(X∗, ∂t)∂t, η
∗⟩

+ ⟨X, ∂t⟩2⟨R(∂t, η∗)∂t, η∗⟩+ ν2⟨R(X∗, ∂t)X
∗, ∂t⟩

= KPn(X∗, η∗)(⟨X∗, X∗⟩Pn⟨η∗, η∗⟩Pn − ⟨X∗, η∗⟩2P2),
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onde usamos que X∗ = X + ⟨X, ∂t⟩∂t, η∗ = η + ν∂t e a definição de curvatura seccional. Por

outro lado, como ∇h = −∂⊤t e utilizando o fato visto que |∇h|2 = ν2 − 1, vemos que

⟨X∗, X∗⟩Pn⟨η∗, η∗⟩Pn = [⟨X + ⟨X, ∂t⟩∂t, X + ⟨X, ∂t⟩∂t⟩][⟨η + ν∂t, η + ν∂t⟩]

= [⟨X,X⟩+ 2⟨X, ∂t⟩2 − ⟨X, ∂t⟩2][⟨η, η⟩+ 2ν⟨η, ∂t⟩ − ν2]

= [|X|2 + ⟨X, ∂t⟩2][−1 + 2ν2 − ν2]

= [|X|2 + ⟨X,∇h⟩2][ν2 − 1]

e

⟨X∗, η∗⟩2Pn = ⟨X + ⟨X, ∂t⟩∂t, η + ν∂t⟩2

= [⟨X, η⟩+ ⟨X, ∂t⟩⟨∂t, η⟩+ ν⟨X, ∂t⟩+ ν⟨X, ∂t⟩⟨∂t, ∂t⟩]2

= [⟨X, η⟩+ 2ν⟨X, ∂t⟩ − ν⟨X, ∂t⟩]2

= [⟨X, η⟩+ ν⟨X, ∂t⟩]2

= [ν⟨X, ∂t⟩]2

= ⟨X,∇h⟩2ν2.

Daí, substituindo essas igualdades em (21) verificamos que

⟨R(X, η)X, η⟩ = KPn(X∗, η∗)(ν2|X|2 − |X|2 − ⟨X,∇h⟩2). (22)

Notamos agora que ν2|X|2 − |X|2 − ⟨X,∇h⟩2 = |∇h|2|X|2 − ⟨X,∇h⟩2 ≥ 0. Então,

assumindo queKPn ≥ −κ para algum κ positivo, temos queRicPn ≥ −(n−1)κ, então inserindo

(22) em (20) e lembrando que Ric(X,X) = RicPn(X∗, X∗) (Veja por um instante O’neill [1983],

capitulo 7, corolário 43), obtemos:

RicΣ(X,X) ≥ −κ(n− 1)|X∗|2−κ(ν2|X|2−|X|2−⟨X,∇h⟩2)−H⟨AX,X⟩+ |AX|2. (23)

Usando o fato que |X∗|2 ≤ ν2|X|2, a equação (23) pode ser reescrita como:

RicΣ(X,X) ≥ −κ(n− 1)ν2|X|2 − κ(ν2|X|2 − |X|2 − ⟨X,∇h⟩2)−H⟨AX,X⟩+ |AX|2

≥ −κnν2|X|2 −H⟨AX,X⟩+ |AX|2

≥ −κnν2|X|2 +
(
|AX| − H

2
|X|
)2

− H2

4
|X|2

≥ − sup
Σ

(
nκν2 +

H2

4

)
|X|2, (24)
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e

Ric−ah(X,X) := RicΣ(X,X)− aHessh(X,X)

=≥ −κnν2|X|2 −H⟨AX,X⟩+ |AX|2 − aν⟨AX,X⟩

≥ −κnν2|X|2 + |AX|2 − (H + aν)⟨AX,X⟩

= −κnν2|X|2 + |AX|2 − c⟨AX,X⟩

≥ −κnν2|X|2 +
(
|AX| − |c|

2
|X|
)2

− c2

4
|X|2

≥ − sup
Σ

(
nκν2 +

c2

4

)
|X|2. (25)

Como Σ não intersecta o infinito nulo, então ν e H são limitados, assim, por (16), (24) e

(25) temos

RicΣ( , ) ≥ −(n− 1)Γ⟨, ⟩

e

Ric−ah( ) ≥ −(n− 1)Γ0⟨, ⟩,

para uma constante positiva Γ = 1
n−1

supΣ

(
nκν2 + H2

4

)
e Γ0 =

1
n−1

supΣ

(
nκν2 + c2

4

)
.

Por uma questão de completude, para concluir o resultado nós vamos usar o mesmo

argumento utilizado por Yau para o Laplaciano, podemos ver [YAU, 1975]. Não faremos a

demonstração para o caso ponderado, mas as ideias seguem exatamente iguais, sem maiores

dificuldades, a única mudança ocorre na fórmula de Bochner que pode ser encontrado em [WEI;

WYLIE, 2009].

Voltando para a demonstração no caso do laplaciano usual, aplicando a fórmula de

Bochner,

∆|∇u|2 = |∇2u|2 + ⟨∇∆u,∇u⟩+ Ric(∇u,∇u),

para a função distância r(·) = distΣ(·, o) relacionado a um ponto de referência o ∈ Σn, temos

∆r(x) ≤ C + (n− 1)Γr(x) em Σn\BR0 , (26)

para uma raio R0 suficientemente pequeno (no sentido fraco, se necessário).

Considere u uma função suave e limitada em Σn. Seja ϵj uma sequência positiva conver-

gindo para 0 quando j tende para +∞. Agora, defina

uj(x) = u(x)− ϵj(log(r(x) + 2).

Note que quando fixamos j, uj(x) → −∞ se r(x) → +∞ e então uj atinge o máximo

em algum ponto pj de Σ. Assim

∇uj(pj) = 0 e ∆uj(pj) ≤ 0.
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Agora, podemos analisar a sequência {pj} e obter algumas conclusões. Nós observamos que

o caso interessante acontece quando r(pj) → +∞, caso contrário o limite seria um ponto de

máximo de u. Também assumimos que pj não está no lugar dos pontos de mínimo (cut locus) de

o, caso contrário poderíamos utilizar o método de Calabi’s descrito em ([CHENG; YAU, 1975],

pág 342). Assim,

|∇u(pj)| ≤
ϵj

r(pj) + 2
< ϵj,

e usando a estimativa por cima (26) do laplaciano ponderado de r, obtemos

∆u(pj) ≤ ϵj
C + (n− 1)Γr(pj)

r(pj) + 2
≤ Eϵj,

para alguma constante positiva E.

Por fim, para concluir o resultado, afirmamos que limj→+∞ u(pj) = supΣ u. De fato,

suponha por absurdo que isso não seja verdade, então existe q ∈ Σn tal que

u(q) > u(pj) + ζ, (27)

para ζ > 0 e j suficientemente grande. Observe que

u(pj) = uj(pj)+ϵj(log(r(pj)+2) ≥ uj(q)+ϵj(log(r(pj))+2) = u(q)+ϵj(log r(pj)−log r(q)),

e então

u(pj) > u(pj) + ζ + ϵj(log r(pj)− log r(q)),

para j suficientemente grande. Como, por hipótese, r(pj) converge para ∞, temos uma contradi-

ção. Caso contrário, nós teríamos uma subsequência {pjk} convergindo para um ponto p. Usando

a equação (27) e o fato que pj é máximo de uj , temos

u(p) ≥ u(q) ≥ u(p) + ζ,

que é uma contradição. Assim, concluímos o resultado.

3.4 Resultado de não existência de translating soliton tipo-espaço com-
pleto

Nesse capítulo, vamos apresentar um teorema de não existência, para obter esse resultado

vamos precisar utilizar o princípio do máximo obtido em (3.1).

Primeiro de tudo, vamos enunciar um lema que estabelece uma fórmula para o laplaciano

ponderado ∆−ah da função ângulo ν de um translating soliton tipo-espaço ψ : Σn → R× Pn

com respeito a ∂t; a demonstração será omitida, mas ela está completa no lema 4.1 de [BATISTA;

LIMA, 2022].
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Lema 3.1. Seja ψ : Σn → R1 × Pn um translating soliton tipo-espaço, h a função altura e ν a

função ângulo hiperbólico. Então

∆−ahν = (RicPn(η∗, η∗) + |A|2)ν,

onde A denota o operador forma de Σn com respeito a η, onde η aponta para o futuro dirigido.

Além do mais, RicPn representa o tensor de Ricci da base Riemanniana Pn e η∗ = η + ν∂t é a

projeção ortogonal de η em Pn.

Podemos agora provar o teorema da não existência. Segue abaixo:

Teorema 3.2. Seja M
n+1

= R1 ×Pn um espaço produto Lorentziano, onde a base Riemanniana

Pn é completa com curvatura seccional limitada por baixo por −κ, para κ ≥ 0. Então não

existe uma translatin soliton tipo-espaço com termo de força c que nunca intersecta o infinito

nulo I em M
n+1

satisfazendo

a2 ≥ κn(n− 1), c2 ≥ a2 − 2κn(n− 1) e ac < 0.

Demonstração. Assuma que exista tal translating soliton tipo-espaço. Note que podemos aplicar

o Teorema (3.1). Considere uma função limitada e suave g(p) = − 1√
1+ν2

, podemos ver que:

∆−ahg = e−ahdiv(eah∇g)

= e−ahdiv(eah
∇ν2

2(1 + ν2)3/2
)

=
1

2(1 + ν2)3/2
e−ahdiv(eah∇ν2) + e−ah⟨∇(

1

2(1 + ν2)3/2
), eah∇ν2⟩

=
∆−ahν

2

2(1 + ν2)3/2
− 3|∇ν2|2

4(1 + ν2)5/2
, (28)

e utilizando o Lema (3.1), temos

∆−ahν
2 = 2ν∆−ahν + 2|∇ν|2

= 2ν(RicPn(η∗, η∗) + |A|2)ν + 2|∇ν|2

= 2ν2RicPn(η∗, η∗) + 2ν2
(−aν + c)2

n
+ 2|∇ν|2

≥ −2κ(n− 1)ν2(−1 + ν2) + 2
(−aν + c)2

n
ν2 + 2|∇ν|2, (29)

onde nós usamos que H2 = (−aν + c)2 ≤ n|A|2 juntamente com a limitação da curtavura

seccional de Pn.

Assim, utilizando (38) na igualdade (28), temos que

−κn(n− 1)ν2(−1 + ν2) + (−aν + c)2ν2

n(1 + ν2)2
≤ 1

(1 + ν2)1/2
∆−ahg +

3|∇ν2|2

4(1 + ν2)3
,



33

que pode ser reescrito como

−κ(n− 1)(1− g2)(1− 2g2) +
1− g2

n
(a
√

1− g2 + cg)2 ≤ −g∆−ahg +
3|∇ν2|2

4(1 + ν2)3
.

Assim, pelo Teorema (3.1), existe uma sequência de pontos {pk}k∈N ⊂ Σ tal que limk g(pk) =

supΣ g = g∗, limk |∇g(pk)| = 0 e lim supk ∆chg(pk) ≤ 0. Assim, tomando a sequência na

desigualdade acima e passando o limite, nós temos

−κ(n− 1)(1− (g∗)2)(1− 2(g∗)2) +
1− (g∗)2

n
(a
√

1− (g∗)2 + cg∗)2 ≤ 0,

e então

−κn(n− 1)(1− 2(g∗)2) + (a
√

1− (g∗)2 + cg∗)2 ≤ 0,

isto é

(2κn(n− 1)− a2 + c2)(g∗)2 + 2acg∗
√

1− (g∗)2 + a2 − κn(n− 1) ≤ 0,

e usando a hipótese, temos uma contradição. Assim, concluímos o resultado.

Observação 3.1. O caso c = 0 foi estudado por Batista e Lima [2022].

Corolário 3.1. Seja M
n+1

= R1 × Pn um espaço produto Lorentziano, com base Riemanniana

Pn completa e curvatura seccional limitada por baixo por uma constante κ não-negativa. Então

não existe um translating soliton tipo-espaço completo com termo de força c que nunca intersecta

o infinito nulo I tal que c2 ≥ a2 e ac < 0

Observamos que alguns exemplos são construídos no espaço de Minkowski, veja [JU et

al., 2010]. Note que ac ≥ 0, e além do mais, o exemplo intersecta o futuro nulo I .
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4 Espaço de Robertson-Walker generali-
zado

Nesse capítulo estaremos olhando para uma hipersuperfície imersa num espaço de

Robertson-Walker generalizado, o qual denotaremos daqui em diante por GRW, provaremos um

princípio do máximo de Omori-Yau para essas hipersuperfícies sob algumas condições, além

do mais, provaremos um teorema de não existência para os solitons nesse espaço, também sob

algumas hipóteses.

4.1 Conceitos

Considere Pn uma variedade Riemanniana n-dimensional, e seja I uma variedade 1-

dimensional (um círculo ou um intervalo aberto de R). Denotaremos por −I ×f Pn o produto

(n+ 1)-dimensional I × Pn com a métrica Lorentziana

⟨ , ⟩ = −dt2 + f 2(t)⟨ , ⟩Pn ,

onde f > 0 é uma função suave positiva em I , e ⟨ , ⟩Pn é uma métrica Riemanniana em Pn. Isto

é, −I ×f Pn nada mais é que o produto warped Lorentziano com a base Lorentziana (I,−dt2),

fibra Riemanniana (Pn, ⟨ , ⟩Pn), e a função warping f . Seguindo a terminologia utilizada em

Alías e Colares [2007], vamos nos referir a −I ×f Pn como um espaço GRW (generalized

Robertson-Walker). Em particular, quando o fator Riemanniano Pn tem curvatura seccional

constante, então −I ×f Pn é dita RW (Robertson-Walker).

Considere uma imersão suave ψ : Σn → −I ×f Pn de uma variedade conexa n-

dimensional Σ num espaço GRW, e assuma que a metrica induzida via ψ é Riemanniana;

isto é, Σ é uma hipersuperfície tipo-espaço. Neste caso, como

∂t = (
∂

∂t
)(t,x), (t, x) ∈ −I ×f Pn

é um campo vetorial unitário tipo-tempo definida no ambiente GRW, então existe um unico

campo normal unitário η tipo-tempo globalmente definido em Σ que tem a mesma orientação
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que ∂t, isto é

⟨η, ∂t⟩ ≤ −1 < 0 em Σ

O campo vetorial dado por

K(t, x) = f(t)(∂/∂t)(t,x), (t, x) ∈ −I ×f Pn

determina um campo conforme fechado que aponta para o futuro não nulo em −I ×f Pn. De fato

∇ZK = f ′(t)Z

para cada campo vetorial Z tangente a −I ×f Pn no ponto (t, x), onde ∇ denota a conexão de

Levi-Civita em −I ×f Pn. Seja ψ : Σn → −I ×f Pn uma hipersuperfície tipo-espaço com mapa

de Gauss η. A função altura de Σ, denotada por h, é a restrição da projetção πI(t, x) = t em Σ,

isto é, h : Σ → I é dada por h = πI ◦ψ. Perceba que o gradiente de πI em −I ×f Pn é dado por

∇πI = −⟨∇πI , ∂t⟩∂t = −∂t

Assim, o gradiente de h em Σ é dado por

∇h = (∇πI)⊤ = −∂⊤t ,

onde

∂t = ∂⊤t − ⟨η, ∂t⟩η

e ∂⊤t denota a componente tangencial de ∂t.

Para finalizar essa introdução, colocaremos algumas identidades interessantes. Assim

como feito no início do capítulo anterior, vamos decomporX = X∗−⟨X, ∂t⟩∂t, em componentes

tangentes a base e a fibra, daí é fácil ver que

• (η∗)⊤ = −⟨η, ∂t⟩∇h,

• (E∗
i )

⊤ = Ei + ⟨Ei,∇h⟩∇h,

• (X∗)⊤ = X + ⟨X,∇h⟩∇h,

e então

• ⟨η∗, η∗⟩Pn =
1

f 2(h)
||∇h||2,

• ⟨η∗, E∗
i ⟩Pn = − 1

f 2(h)
⟨η, ∂t⟩⟨Ei,∇h⟩

• ⟨η∗, X∗⟩Pn = − 1

f 2(h)
⟨η, ∂t⟩⟨η,∇h⟩
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4.2 Princípio do Máximo de Omori-Yau para espaço GRW

Teorema 4.1. Seja Mn+1 = −I ×f Pn um espaço GRW, cuja base Riemanniana Pn é completa

com curvatura seccional KPn limitada por baixo por −κ, onde κ é uma constante positiva, e a

função warped satisfazendo (ln f)′′ ≤ c , onde c é uma constante não negativa e f(h) ≥ d > 0.

Seja ψ : Σ →Mn+1 uma hipersuperfície tipo-espaço tal que a curvatura média H e o ângulo

hiperbólico ν são limitados.

1. Se α∗ = supΣ(ln f)
′(h) ∈ R, então o Laplaciano ponderado ∆−ah em Σ satisfaz o princípio

do Máximo de Omori-Yau’s, para qualquer constante a ≤ 0.

2. Se α∗ = infΣ(ln f)
′(h) ∈ R então o Laplaciano ponderado ∆−ah em Σ satisfaz o princípio

do Máximo de Omori-Yau’s, para qualquer constante a ≥ 0.

Demonstração. Primeiramente, relembre que o tensor curvatura R de uma hipersuperfície tipo-

espaço ψ : Σn → −I × Pn pode ser descrito em termos do operador de Weingarten A e do

tensor curvatura R de −I × Pn, através da equação de Gauss. Vamos considerar X ∈ X(Σ) e

{E1, · · · , En} um referencial local ortonormal. Então, segue da equação de Gauss (7) que

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ = ⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ − ⟨AX,X⟩⟨AEi, Ei⟩+ ⟨AEi, X⟩⟨AX,Ei⟩.

Portanto, somando a equação acima em i = 1, ..., n e lembrando que

Ric(X,X) =
n∑

i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ − ⟨R(X, η)X, η⟩,

concluímos que

RicΣ(X,X) = Ric(X,X) + ⟨R(X, η)X, η⟩ −H⟨AX,X⟩+ |AX|2. (30)

Um cálculo direto, porém pesado, usando a relação geral entre o tensor de curvatura do produto

e os tensores de curvatura da base e da fibra, bem como as derivadas da função warped (veja a

proposição 42 de [O’NEILL, 1983]) implica que, para nosso ambiente GRW, temos a seguinte

expressão

R(U, V )W = RPn(U∗, V ∗)W ∗ + ((ln f)′)2(⟨U,W ⟩V − ⟨V,W ⟩U)

+(ln f)′′⟨W,∂t⟩(⟨V, ∂t⟩U − ⟨U, ∂t⟩V )

−(ln f)′′(⟨V, ∂t⟩⟨U,W ⟩ − ⟨U, ∂t⟩⟨V,W ⟩)∂t, (31)
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para campos arbitrários em −I ×f Pn. Aqui, RPn denota o tensor curvatura da variedade

Riemanniana Pn; Portanto, utilizando (31), obtemos que:

R(X, η,X, η) = f 2(h)RPn(X∗, η∗, X∗, η∗) + ((ln f)′)2
(
⟨X,X⟩⟨η, η⟩ − ⟨X, η⟩2

)
+ (ln f)′′

(
−⟨X,X⟩⟨η, ∂t⟩2 + 2⟨X, η⟩⟨X, ∂t⟩⟨η, ∂t⟩ − ⟨η, η⟩⟨X, ∂t⟩2

)
= R(X∗, η∗, X∗, η∗)− ((ln f)′)2|X|2 + (ln f)′′

(
−|X|2ν2 + ⟨X, ∂t⟩2

)
.

Além do mais, denotando por Ric o tensor de Ricci de −I ×f Pn, segundo o corolário 43 de

[O’NEILL, 1983], temos que

Ric(X,X) = RicP(X
∗, X∗) + (n((ln f)′)2 + (ln f)′′)|X|2

−(n− 1)(ln f)′′⟨X, ∂t⟩2. (32)

Assim, juntando (31) e (32) temos que

Ric(X,X) +R(X, η,X, η) = RicP(X
∗, X∗) + f 2(h)RPn(X∗, η∗, X∗, η∗)

+ (n− 1)((ln f)′)2|X|2 + (ln f)′′(1− ν2)|X|2

− (n− 2)(ln f)′′⟨X, ∂t⟩2

≥ RicP(X
∗, X∗) + f 2(h)RPn(X∗, η∗, X∗, η∗)

+ c (−ν2 + 1)(n− 1) |X|2, (33)

visto que (ln f)′′ ≤ c e ⟨X, ∂t⟩2 = ⟨X,∇h⟩2 = |X|2|∇h|2 ≤ |X|2(−1 + ν2).

Logo, substituindo (33) em (32) temos que:

RicΣ(X,X) ≥ RicP(X
∗, X∗) + f 2(h)RPn(X∗, η∗, X∗, η∗)

+c(−ν2 + 1)(n− 1)|X|2 −H⟨AX,X⟩+ |AX|2

≥ −κ(n− 1)|X∗|2 − κf 2(h){⟨X∗, X∗⟩⟨η∗, η∗⟩ − ⟨X∗, η∗⟩2}

+c(−ν2 + 1)(n− 1)|X|2 −H⟨AX,X⟩+ |AX|2

≥ −κ(n− 1)
1

f 2(h)
ν2|X|2 − κ

1

f 2(h)
{ν2|X|2 − |X|2 − ⟨X,∇h⟩2}

+c(−ν2 + 1)(n− 1)|X|2 −H⟨AX,X⟩+ |AX|2

≥ −κ 1

f 2(h)
nν2|X|2 + c(−ν2 + 1)(n− 1)|X|2 −H⟨AX,X⟩+ |AX|2

≥ (−κ 1

f 2(h)
nν2 + c(−ν2 + 1)(n− 1))|X|2 +

(
|AX| − H

2
|X|
)2

− H2

4
|X|2

≥ − sup
Σ

(
κ

1

f 2(h)
nν2 + c(1− ν2)(n− 1)

)
|X|2 (34)
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Agora, defina

λ := inf
Σ
(a(ln f)′) e tome λ := min{0, λ}

Assim, como

|X|2 + ⟨X,∇h⟩2 ≤ |X|2(1 + |∇h|2) = |X|2ν2,

e

−a∇2h(X,X) = −a ⟨∇X∇h,X⟩ = a ⟨∇X∂
⊤
t , X⟩ = a ⟨∇X(∂t + νη), X⟩

= a (ln f)′(|X|2 + ⟨X,∇h⟩2)− a ⟨AX,X⟩ν

≥ λ (|X|2 + ⟨X,∇h⟩2)− a ⟨AX,X⟩ν

≥ λ |X|2ν2 − a ⟨AX,X⟩ν

podemos finalmente concluir que

Ric−ah(X,X) = RicΣ(X,X)− a∇2h(X,X)

≥ −κ 1

f 2(h)
nν2|X|2 + c(−ν2 + 1)(n− 1)|X|2 −H⟨AX,X⟩+ |AX|2

+λ |X|2ν2 − a ⟨AX,X⟩ν

≥ −
(
κ

1

f 2(h)
nν2 − c(−ν2 + 1)(n− 1)− λν2

)
|X|2 − (H + aν)2

4
|X|2

≥ − sup
Σ

(
κ

1

f 2(h)
nν2 − c(−ν2 + 1)(n− 1)− λν2 +

(H + aν)2

4
|X|2

)
|X|2

Portanto, como n, κ, λ, c são constantes, ν e H são limitados e 1
f2(h)

<∞ concluímos que existe

uma constante positiva Γ tal que

Ric−ah(, ) ≥ −(n− 1)Γ⟨ , ⟩

Assim, podemos utilizar o mesmo raciocínio utilizado em (3.1) e concluir o resultado.

Agora, vamos dar um conceito de sóliton baseado no artigo de Alias et al. [2020],

começaremos introduzindo da seguinte maneira.

Seja Mm e M
n+1

variedades Riemannianas. Dado ω∗ < 0 < ω∗, vamos considerar a

aplicação diferenciável

Ψ : (ω∗, ω
∗)×M →M
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tal que Ψτ = Ψ(τ, ·) é uma imersão, para cada τ ∈ (ω∗, ω
∗). Vamos denotar por ψ = Ψ0. As

subvariedades Ψτ (M) evoluem atráves do seu vetor curvatura média se

dΨ

dτ
= Ψ∗

∂

∂τ
= H, (35)

onde H é o vetor curvatura média (não normalizado) de Ψτ .

Dado um campo vetorial X ∈ X(M), definimos Φ : (Ω∗,Ω
∗)×M →M para denotar o

fluxo gerado por X definido no intervalo maximal (Ω∗,Ω
∗). Seja s o parâmetro do fluxo em Φ e

defina

Ψτ (x) = Ψ(τ, x) = Φ−1(σ(τ),Ψτ (x)), x ∈M,

onde σ : (ω∗, ω
∗) → (Ω∗,Ω

∗) é a reparametrização das linhas do fluxo X da forma

s = σ(τ).

Equivalentemente, podemos escrever

Ψ(τ, x) = Φ(σ(τ),Ψ(τ, x)), (τ, x) ∈ (ω∗, ω
∗)×M.

Definição 4.1. Seja M
n+1

uma variedade Riemaniana com um campo vetorial X ∈ Γ(TM).

Dada uma variedade m-dimensional Mm, nós dizemos que o fluxo da curvatura média Ψ :

(ω∗, ω
∗) × M → M é auto-similar se existe uma imersão isométrica ψ : M → M e uma

reparametrização σ : (ω∗, ω
∗) → (Ω∗,Ω

∗) das linhas de fluxo tais que

Ψτ (M) = Φσ(τ)(ϕ(M)),

para todo τ ∈ (ω∗, ω
∗), onde Φ : (Ω∗,Ω

∗)×M →M é o fluxo gerado por X . Em outros termos,

Φτ (M) = ϕ(M), para todo τ ∈ (ω∗, ω
∗).

Motivado por isso, podemos definir uma noção geral de soliton para o fluxo da curvatura

média com respeito a um campo vetorial X ∈ Γ(TM) da seguinte maneira.

Definição 4.2. Uma imersão isométrica ψ :Mm →M
n+1

é um soliton para o fluxo da curvatura

média com respeito ao campo X ∈ Γ(TM) se

aX⊥ = H

ao longo de ψ para alguma constante a ∈ R.
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Com abuso de notação, também definimos que a subvariedade ψ(M) é um soliton para o

fluxo da curvatura média (com respeito ao campo X). Se m = n, isto é, para codimensão 1, a

condição significa

H = a⟨X,N⟩.

Assim, motivados por todas as definições acima, podemos definir o que será utilizado no

trabalho.

Definição 4.3. Dizemos que uma hipersuperfície tipo-espaço ψ : Σn → Mn+1 imersa em um

espaço GRW Mn+1 = −I ×f Pn é dita soliton tipo-espaço do fluxo da curvatura média com

respeito a ∂t , com termo de força c e constante soliton a ∈ R se a função curvatura média (não

normalizada) é dada por:

H = a ν + c

Para melhorar a notação e evitar repetições, diremos que um soliton tipo-espaço com

constante sóliton positiva (respectivamente negativa) satisfaz a condição (⋆) quando α∗ (respecti-

vamente α∗) existe.

Corolário 4.1. Seja Mn+1 = −I ×f Pn um espaço GRW, com base Riemanniana Pn completa

com curvatura seccional KPn limitada por baixo por −κ, onde κ é uma constante positiva, e

com a função warped satisfazendo (ln f)′′ ≤ 0. Seja ψ : Σ → Mn+1 um soliton tipo-espaço

completo satisfazendo a condição (⋆). Se a curvatura média H é limitada, então o Laplaciano

ponderado ∆−ah em Σ satisfaz o princípio do máximo de Omori-Yau.

4.3 Resultado de não Existência

Nessa seção mostraremos alguns resultados de não existência. Para provar o primeiro

resultado, vamos precisar utilizar o princípio do máximo de Omori-Yau e uma lema auxiliar que

estabelece uma fórmula para o Laplaciano ponderado ∆−ah da função ângulo hiperbólico ν de

um soliton tipo-espaço ψ : Σn → −I × Pn com respeito a ∂t. Segue abaixo o lemma:

Lema 4.1. Seja ψ : Σn → −I ×f Pn um soliton tipo-espaço tendo a função altura h e ângulo

hiperbólico ν. Então

∆−ahν =
(
RicPn(η∗, η∗) + |A|2 + a f ′(h)− (n− 1)(ln f)′′(h)|∇h|2

)
ν + c f ′(h).

Aqui, A denota a segunda forma fundamental de Σn com respeito a direção futura η, RicPn

denota o tensor de Ricci da base Riemanniana Pn e η∗ = η + ν ∂t projeção ortogonal de η em

Pn.
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Demonstração. Utilizando o Corolário 8.2 de [ALÍAS; COLARES, 2007], nós temos que

∆ν = ⟨∇H, ∂t⟩+ f ′(h)H + ν|A|2

+ν(RicPn(η∗, η∗)− (n− 1)(ln f)′′(h)|∇h|2)

Como H = aν + c, temos que

⟨∇H, ∂t⟩ = a⟨∇Θ, ∂t⟩ = ⟨∇Θ,∇(−ah)⟩.

Portanto, como

∆−ahΘ = div−ah(∇ν)− ⟨∇ν,∇(−ah)⟩,

o resultado segue.

Uma definição bastante usual é a de condição de convergência nula, diremos que o GRW

−I ×f Pn obedece a condição de convergência nula se

RicP⟨ , ⟩ ≥ (n− 1) sup
I
(ff ′′ − f ′2)⟨ , ⟩P.

Reescrevendo, temos que o GRW obedece a condição de convergência nula se

RicP ≥ (n− 1) sup
I

(
f 2 (ln f)′′

)
⟨ , ⟩P.

Essa condição é interessante, pois se um GRW satisfaz essa condição, então podemos concluir

que

RicPn(η∗, η∗) ≥ (n− 1)f 2(h) (ln f)′′(h) |η∗|2P

= (n− 1)f 2(h) (ln f)′′(h)
1

f 2(h)
(ν2 − 1)

= (n− 1) (ln f)′′(h) |∇h|2. (36)

Assim, conseguimos demonstrar dois teoremas de não existência.

Teorema 4.2. SejaMn+1 = −I×fPn um espaço GRW, cuja base Riemanniana Pn tem curvatura

seccional limita por baixo por −κ, onde κ é uma constante positiva, e com a função warped

monótona tal que (ln f)′′ é limitada superiormente e f(h) ≥ d > 0. Então não existe um soliton

tipo-espaço completo com termo de força, satisfazendo a condição (⋆), que não intersecta o

infinito nulo, c f ′(h) ≤ 0, a f ′(h) ≥ 0 e a2 ≥ −n(n − 1) infΣ

(
−κ
f 2(h)

− (ln f)′′(h)

)
, desde

que infΣ

(
−κ
f 2(h)

− (ln f)′′(h)

)
exista.
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Demonstração. A demonstração desse teorema será parecida com o teorema (3.2). Deixaremos

a prova completa para que o trabalho fique completo.

Assuma que exista tal soliton tipo-espaço. Note que podemos aplicar o princípio do

máximo de Omori-Yau. Considere uma função limitada e suave g(p) = − 1√
1+ν2

, podemos ver

que:

∆−ahg = e−ahdiv(eah∇g)

= e−ahdiv(eah
∇ν2

2(1 + ν2)3/2
)

=
1

2(1 + ν2)3/2
e−ahdiv(eah∇ν2) + e−ah⟨∇(

1

2(1 + ν2)3/2
), eah∇ν2⟩

=
∆−ahν

2

2(1 + ν2)3/2
− 3|∇ν2|2

4(1 + ν2)5/2
, (37)

e utilizando o Lema (4.1), o fato que cf ′(h) ≤ 0, af ′(h) ≥ 0 e H2

n
≤ |A|2 podemos concluir que

∆−ahν
2 = 2ν∆−ahν + 2|∇ν|2

= 2[RicP(η
∗, η∗) + |A|2 + a f ′(h)− (n− 1)(ln f)′′(h)|∇h|2)]ν2 + 2c f ′(h) ν + 2 |∇ν|2

≥ 2(RicP(η
∗, η∗)− (n− 1)(ln f)′′(h)|∇h|2)ν2 + 2|A|2ν2

≥ 2(−κ|η∗|2 − (n− 1)(ln f)′′(h)|∇h|2)ν2 + 2|A|2ν2

≥ 2(−κ |∇h|
2

f 2(h)
− (n− 1)(ln f)′′(h)|∇h|2)ν2 + 2

(aν + c)2

n
ν2

≥ 2δ(n− 1)ν2(ν2 − 1) + 2
(aν + c)2

n
ν2

≥ 2

(
δ(n− 1) +

a2

n

)
ν4. (38)

onde definimos

δ = inf
Σ

(
−κ
f 2(h)

− (ln f)′′(h)

)
and δ = min{0, δ}.

Assim, utilizando a desigualdade acima em 37, temos que

2
(
δ(n− 1) + a2

n

)
ν4

n(1 + ν2)2
≤ 1

(1 + ν2)1/2
∆−ahg +

3|∇ν2|2

4(1 + ν2)3

Assim, pelo Teorema (4.1), existe uma sequência de pontos {pk}k∈N ⊂ Σ tal que limk g(pk) =

supΣ g = g∗, lim infk |∇g(pk)| = 0 e lim infk ∆−ahg(pk) ≤ 0. Assim, tomando a sequência na

desigualdade acima e passando o limite, nós temos que

2
(
δ(n− 1) + a2

n

)
ν4

n(1 + ν2)2
≤ 0

O que é um absurdo, visto que a2 ≥ −n(n− 1) infΣ

(
−κ
f 2(h)

− (ln f)′′(h)

)
.
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Teorema 4.3. Seja Mn+1 = −I ×f Pn um espaço GRW satisfazendo o a condição de conver-

gência nula, cuja base Riemanniana Pn é completa com curvatura seccional limitada por baixo,

função warped monótona tal que (ln f)′′ é limitada superiormente e f(h) ≥ d > 0. Então não

existe um soliton tipo-espaço completo com termo de força c que nunca intersecta o infinito nulo

satisfazendo a condição (⋆), a f ′(h) > 0 e c f ′(h) < 0.

Demonstração. Perceba que se a hipersuperfície satisfaz a condição de convergência nula, então

através da equação (36) temos que:

∆−ahν
2 = 2ν∆−ahν + 2|∇ν|2

= 2[RicP(η
∗, η∗) + |A|2 + a f ′(h)− (n− 1)(ln f)′′(h)|∇h|2)]ν2 + 2c f ′(h) ν + 2 |∇ν|2

≥ 2|A|2ν2.

≥ 2

n
(aν + c)2ν2

≥ 2

n
a2ν4

Repetindo o mesmo processo anterior, utilizando o princípio do máximo de Omori-Yau concluí-

mos que
2

n
a2Θ4

n(1 + ν2)2
≤ 0

O que é um absurdo, visto que a ̸= 0.

Observação 4.1. Quando a função warped não é monótona em I, nós podemos aplicar o teorema

em slabs da forma −J ×f P, onde f é monótona no intervalo J ⊂ I .
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5 Downward Translating gráfico tipo-espaço
inteiro

5.1 Convexidade média de um Translating Soliton inteiro

Antes de provarmos a conxevidade média, vamos relembrar o princípio do máximo de

Omori [OMORI, 1967].

Proposição 5.1. Seja Σ uma variedade Riemanniana completa e conexa com curvatura seccional

limitada por baixo. Se u é uma função suave tal que u∗ = supΣ u < ∞, então existe uma

sequência {pn} de pontos em Σ satisfazendo:

1. u(pn) → u∗;

2. |∇u|(pn) → 0;

3. (Hessu)(pn)(X,X) < 1
n
|X|2.

Usando essa proposição, podemos deduzir o seguinte:

Teorema 5.1. A curvatura média de um translating soliton tipo-espaço inteiro em R1 × Pn que

nunca intersecta o infinito nulo I nunca muda de sinal, desde que P seja completo e tenha

curvatura seccional limitada por baixo com curvatura de Ricci não negativa.

Demonstração. Considere uma função suave u solução de (18). Seja {e1, e2, · · · , en} uma

referencial ortonormal geodésico no ponto p ∈ P. Denotemos por aij = δij +
uiuj

w2 e w =

(1− |Du|2) 1
2 , e daí perceba que podemos escrever (18) como

aijuij = cw + a.

Derivando a equação acima na direção de ek, temos que

aijk uij + aijuijk = cwk. (39)
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Primeiro, vamos expandir alguns desses elementos. Observe que

aijk uij =
(uikuj
w2

+
uiujk
w2

− 2
uiujwk

w3
)
uij

=
(uikuj
w2

+
uiujk
w2

+ 2
uiujululk

w4

)
uij

=
2

w

(uikuj
w

+
uiujululk

w3

)
uij

=
2

w

(
−wiuik −

uiujujk
w2

wi

)
=

−2

w

(
δij +

uiuj
w2

)
wiujk

=
−2

w
aijwiujk, (40)

onde usamos que wi = −ukuik

w
.

Veja que se derivarmos wi na direção ej vamos obter:

wij = −ukjuki
w

− ukukij
w

+
ukukiwj

w2

= −ukukij
w

−
(ukjuki

w
+
ukukiululj

w3

)
= −ukukij

w
− 1

w

(
δklukiulj +

ukukiululj
w2

)
= −ukukij

w
− 1

w
aklukiulj.

Queremos agora uma forma de trocar a ordem das derivadas uijk, para isso vamos utilizar

o lema da identidade de Ricci, que pode ser encontrado em [SPIVAK, 1979] , segue abaixo:

Lema 5.1. Dada f ∈ C3(M), para quaisquer 1 ≤ i, j, k ≤ n, vale a igualdade

fijk = fikj +
∑
s

Rkjisfs

onde Rjksi são os coeficientes de Ricci.

Antes de continuarmos com a demonstração do teorema, relembre que temos no gráfico

da função u em R1 × P:

gij = δij − uiuj (métrica)

gij = δij +
1
w2uiuj (inversa da métrica)

hij =
uij

w
(coeficientes da segunda forma fundamental)

e |A|2 = traço((g−1)A2) = 1
w2 g

ijgklukiulj
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Assim, substituindo (40) em (39) e fazendo alguns cálculos, temos que

cwk = aijk uij + aijuijk

cwk = − 2

w
aijwiujk + aijuijk

c
ukwk

w
= − 2

w
aijwiujk + aij

ukuijk
w

cwk
uk
w

= − 2

w
aijwiujk

uk
w

+ aij(ukij +
∑
k

Rkjisus)
uk
w

cwk
uk
w

= − 2

w
aijwiujk

uk
w

+ aijukij
uk
w

+ aijRkjisus
uk
w

cwk
uk
w

= − 2

w
aijwiujk

uk
w

+ aij(−wij −
1

w
aklukiulj) + aijRkjisus

uk
w

cwk
uk
w

= − 2

w
aijwiukj

uk
w

+ aij(−wij −
1

w
aklukiulj) + aijRkjisus

uk
w

cwk
uk
w3

=
2

w3
aijwiwj +

aij

w2
(−wij −

1

w
aklukiulj) + aijRkjisus

uk
w3

−cuk
w
(
1

w
)k = aij(

1

w
)ij −

1

w
|A|2 + aijRkjisus

uk
w3

(41)

Agora, perceba que∑
i,j,k,s

aijRkjis
usuk
w3

= gijRkjis
usuk
w3

= (δij +
uiuj
w2

)Rkjis
usuk
w3

= Rkjjs
usuk
w3

+Rkjis
uiujusuk

w5

= −Rjkjs
usuk
w3

+Rkjis
uiujusuk

w5

= − 1

w3
RicPn(∇u,∇u) + 1

w5
R(∇u,∇u,∇u,∇u)

= − 1

w3
RicPn(∇u,∇u).

Logo, substituindo em (41) temos que

0 = c
uk
w
(
1

w
)k + aij(

1

w
)ij −

1

w
|A|2 − 1

w3
RicPn(∇u,∇u)

= cwuk(
1

w
)k + w2aij(

1

w
)ij − w|A|2 − 1

w
RicPn(∇u,∇u).

Assim, multiplicando a expressão acima por 1
w2 ficamos com

|A|2

w
= L

(
1

w

)
+ c

1

w

〈
Du,D

(
1

w

)〉
− 1

w3
RicP(Du,Du), (42)

para L ν = aijνij , que é um operador elíptico em P.

Como a curvatura de Ricci da base é não negativa, temos a seguinte desigualdade:

|A|2

w
≤ L

(
1

w

)
+ c

1

w

〈
Du,D

(
1

w

)〉
. (43)
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Assim, utilizando o fato que aij = δij +
uiuj

w2 é limitado por cima (lembre-se que |Du|2 ≤ c < 1)

e que a curvatura seccional é limitada por baixo, podemos aplicar o princípio do máximo

de Omori (5.1) com a função 1
w

na equação (43). Daí, existe uma sequência {pk} tal que

lim supk |A|2(pk) = 0, logo

1

n
lim sup

k
H2(pk) ≤ lim sup

k
|A|2 = 0. (44)

Em particular,

sup
P
(−ν) = sup

P

(
1

w

)
= − c

a
.

Finalmente, podemos concluir que

H =

{
−aν + c ≥ 0, se a < 0

−aν + c ≤ 0, se a > 0
,

como queríamos.

Uma consequência interesante é a seguinte:

Corolário 5.1. Todo downward translating soliton tipo espaço inteiro em R1 × Pn que nunca

intersecta o infinito nulo I é média convexo, desde que Pn seja completo e tenha curvatura

seccional não negativa.
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6 A segunda forma fundamental dos Trans-
latings

Neste capítulo, vamos estabelecer a formula do tipo Simons para translatings do fluxo da

curvatura média e usaremos isso para deduzir a limitação da segunda forma fundamental de um

translating inteiro em nossa configuração.

6.1 Fórmula do tipo Simons

Primeiro de tudo, vamos fixar algumas notações que serão utilizadas no decorrer desse

capítulo. Seja Σ uma hipersuperfície tipo-espaço em R1 ×Mn(κ). Para X ∈ X(Σ), denotemos

por X∗ := X + ⟨X, ∂
∂t
⟩ ∂
∂t

. Considere um referencial geodésico ortonormal {e1, e2, · · · , en} de

Σ. Também vamos escrever Xi = ⟨X, ei⟩, Ti = ⟨ ∂
∂t
, ei⟩ e aij = ⟨Aei, ej⟩, onde T = ∂

∂t
+ νη,

assim temos que:

⟨e∗i , η∗⟩ = ⟨ei + ⟨ei,
∂

∂t
⟩ ∂
∂t
, η + ⟨η, ∂

∂t
⟩ ∂
∂t

⟩

= ⟨ei, η⟩+ ⟨ei,
∂

∂t
⟩⟨η, ∂

∂t
⟩+ ⟨ei,

∂

∂t
⟩⟨ ∂
∂t
, η⟩+ ⟨ei,

∂

∂t
⟩⟨ ∂
∂t
,
∂

∂t
⟩⟨η, ∂

∂t
⟩

= 2⟨ei,
∂

∂t
⟩⟨η, ∂

∂t
⟩ − ⟨ei,

∂

∂t
⟩⟨η, ∂

∂t
⟩

= ⟨ei,
∂

∂t
⟩⟨η, ∂

∂t
⟩ = ⟨ei, T ⟩ν

= Tiν

e

⟨e∗i , e∗j⟩ = ⟨ei + ⟨ei,
∂

∂t
⟩ ∂
∂t
, ej + ⟨ej,

∂

∂t
⟩ ∂
∂t

⟩

= ⟨ei, ej⟩+ ⟨ei,
∂

∂t
⟩⟨ej,

∂

∂t
⟩+ ⟨ei,

∂

∂t
⟩⟨ ∂
∂t
, ej⟩+ ⟨ei,

∂

∂t
⟩⟨ ∂
∂t
,
∂

∂t
⟩⟨ej,

∂

∂t
⟩

= ⟨ei, ej⟩+ ⟨ei,
∂

∂t
⟩⟨ej,

∂

∂t
⟩+ ⟨ei,

∂

∂t
⟩⟨ ∂
∂t
, ej⟩ − ⟨ei,

∂

∂t
⟩⟨ej,

∂

∂t
⟩

= ⟨ei, ej⟩+ ⟨ei,
∂

∂t
⟩⟨ej,

∂

∂t
⟩

= δij + TiTj.
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O nosso objetivo neste começo é calcular a norma ao quadrado da segunda forma

fundamental. Sabemos que a equação de Codazzi (8) é dada por

⟨R(X, Y )η, Z⟩ = ⟨∇XAY,Z⟩ − ⟨∇YAX,Z⟩, (45)

então podemos concluir que

⟨R(ek, ej)η, ei⟩ = ⟨∇ekAej, ei⟩ − ⟨∇ejAek, ei⟩ = ajik − akij = aijk − aikj. (46)

Assim, utilizando a equação de Gauss para espaços de curvatura seccional constante (5)

e (46), temos

aijkk − aikjk = ek(aijk − aikj)

= ek(R(ek, ej)η, ei⟩

= ek(κ{⟨e∗k, η∗⟩⟨e∗j , e∗i ⟩ − ⟨e∗k, e∗i ⟩⟨e∗j , η∗⟩})

= κek(Tkνδij − νTjδki)

= κ(νkTkδij + ν⟨ek,∇ekT ⟩δij − νkTjδki − ν⟨ej,∇ekT ⟩δki).

Agora, se somarmos a expressão acima em k, ficaremos com∑
k

(aijkk − aikjk) =
∑
k

[κ(νkTkδij + ν⟨ek,∇ekT ⟩δij − νkTjδki − ν⟨ej,∇ekT ⟩δki]

= κ[⟨∇ν, T ⟩δij + νDiv(T )δij − ⟨ej, T ⟩⟨∇ν, ei⟩ − ν⟨ej,∇eiT ⟩]

= κ[⟨∇ν, T ⟩δij + ν(−νH)δij − Tj⟨∇ν, ei⟩ − νHessh(ei, ej)]

= κ⟨∇ν, T ⟩δij − κν2Hδij − κTj⟨∇ν, ei⟩ − κνHessh(ei, ej),

onde h é a função altura e por (13) temos que Div(T ) = −∆h = −νH .

Agora, vamos encontrar uma expressão para aikjk − aikkj , usando a identidade de Ricci,

temos que

aikjk − aikkj = −
∑
m

amkRmikj −
∑
m

aimRmkkj.

Por fim, vamos calcular
∑

k(aikkj − akkij). Veja que temos
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∑
k

(aikkj − akkij) =
∑
k

(akikj − akkij)

=
∑
k

ej(akik − akki)

=
∑
k

ej(⟨R(ek, ei)η, ek⟩)

=
∑
k

κej({⟨e∗i , e∗k⟩⟨e∗k, η∗⟩ − ⟨e∗k, e∗k⟩⟨e∗i , η∗⟩})

= κ
∑
k

ej(Tkνδik − Tiνδkk)

= κ
∑
k

(νjTkδik + ν⟨ek,∇ejT ⟩δik − νjTiδkk − ⟨ei,∇ejT ⟩νδkk)

= κ(vjTi + ν⟨ei,∇ejT ⟩ − nνjTi − n⟨ei,∇ejT ⟩ν)

= (1− n)κνjTi + (1− n)κν⟨ei,∇ejT ⟩.

Finalmente, podemos calcular o Laplaciano,

∆aij =
∑
k

aijkk

=
∑
k

(aijkk − aikjk) +
∑
k

(aikjk − aikkj) +
∑
k

(aikkj − akkij) +
∑
k

(akk)ij

= κ⟨∇ν, T ⟩δij − κν2Hδij − κTjνi − κνHessh(ei, ej)−
∑
m

amkRmikj −
∑
m

aimRmkkj

+(1− n)κνjTi + (1− n)κν⟨ei,∇ejT ⟩+
∑
k

(akk)ij.

Agora, como |A|2 =
∑

ij a
2
ij e H=Traço(A) =

∑
i aii, obtemos que

1

2
∆|A|2 =

1

2
∆(
∑

a2ij) =
∑
ij

aij∆aij +
∑
i,j

|∇aij|2

=
∑
i,j,k

a2ijk +
∑
i,j

aijHij −
∑

i,j,m,k

aijamkRmikj −
∑

aijaimRmkkj

+
∑
i,j

aij(κ⟨∇ν, T ⟩δij − κν2Hδij − κTjνi

−κνHessh(ei, ej) + (1− n)κνjTi + (1− n)κν⟨ei,∇ejT ⟩). (47)

Assim, podemos finalmente enunciar o seguinte resultado:

Teorema 6.1 (Fórmula do tipo Simons). Seja Σ uma hipersuperfície tipo-espaço de R1×Mn(κ).
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Então,

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + traço(A ◦ HessH) +

1

2

∑
i,j

Rijij(ki − kj)
2 − κH⟨AT, T ⟩

+nκ|AT |2 + nκν2
(
|A|2 − H2

n

)
,

onde ki são as curvaturas principais de Σ.

Demonstração. Apesar das contas serem simples, farei a demonstração para uma melhor famili-

arização com os termos. Primeiramente, como calculado em (12) e (11), temos que

∇h = −T e Hessh(ei, ej) = ν⟨Aei, ej⟩

e daí,

div(T ) = div(−∇h) = −∆h = −νH.

Por outro lado, perceba que

ei(ν) = ei⟨η, ∂t⟩ = ⟨∇eiη, ∂t⟩ = −⟨A(ei), T ⟩,

assim:

∇ν =
∑

ei(ν)ei = −⟨A(T ), ei⟩ei = −A(T ).

Por fim,

∇ejT = −∇ej(∇h) = −(∇ej(∂t + νη))⊤ = −ν∇ejη = νA(ej).

Agora, vamos calcular cada termo da equação (47), veja que:

•
∑

i,j,k a
2
ijk = |∇A|2

•
∑

ij aijHij = traço(A ◦ HessH)

• −
∑
aijamkRmikj −

∑
aijaimRmkkj =

∑
i,j

1

2
Rijij(ki − kj)

2

•
∑
κ⟨∇ν, T ⟩δijaij =

∑
ij −κ⟨A(T ), T ⟩aijδij = −κH⟨A(T ), T ⟩

• −
∑

ij κν
2Hδijaij = −κν2H2

•
∑

ij −κTjνiaij +
∑

ij(1− n)κνjTiaij =
∑

ij −nκνjTiaij =

=
∑

ij −nκ⟨−A(ej), T ⟩⟨T, ei⟩⟨A(ei), ej⟩ =
∑

ij nκ⟨A(T ), ej⟩⟨A(ei), ej⟩⟨T, ei⟩ = nκ|AT |2
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•
∑

ij −κνHessh(ei, ej)aij +
∑

ij(1− n)κν⟨ei,∇ejT ⟩aij =

=
∑

ij −κνHessh(ei, ej)aij +
∑

ij(n− 1)κν⟨ei,∇ej∇h⟩aij =

=
∑

ij nκνHessh(ei, ej)aij =
∑

ij nκν
2⟨A(ei), ej⟩⟨A(ei), ej⟩ =

= nκν2|A|2

Portanto, basta substituir cada elemento de (47) para concluirmos que

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + traço(A ◦ HessH) +

1

2

∑
i,j

Rijij(ki − kj)
2 − κH⟨AT, T ⟩

+nκ|AT |2 + nκν2
(
|A|2 − H2

n

)
,

como queríamos provar.

6.2 A limitação da segunda forma fundamental

Aqui, vamos demonstrar que a norma da segunda forma fundamental de um translating

soliton em um espaço produto Lorentziano é limitada por cima.

Lema 6.1. Seja Σ um translating soliton tipo-espaço em R1 ×Mn(κ). Então,

Hessν(X, Y ) = −κν(⟨T,X⟩⟨T, Y ⟩ − |T |2⟨X, Y ⟩)− ⟨∇TA)X, Y ⟩+ ν⟨AX,AY ⟩.

Demonstração. Considere um referencial ortonormal geodésico {e1, e2, · · · , en} e a equação de

Codazzi já mencionada em (45), temos então que

Hessν(ei, ej) = ej(ei(ν))− (∇eiej)ν

= ej(ei(ν))

= ej⟨−Aei, T ⟩ = −⟨∇ejAei, T ⟩ − ⟨Aei,∇ejT ⟩

= −⟨(∇ejA)ei, T ⟩+ ν⟨A2ei, ej⟩

= −⟨(∇ejA)T, ei⟩+ ν⟨A2ei, ej⟩

= −κν{⟨ei, T ⟩⟨ej, T ⟩ − |T |2δij} − ⟨(∇TA)ej, ei⟩+ ν⟨A2ei, ej⟩.

Daí, o resultado segue trivialmente por lineariedade.

Lema 6.2. Seja Σ uma hipersuperfície tipo-espaço em R1 ×Mn(κ). Então

1

2

∑
i,j

Rijij(ki − kj)
2 = κn|A|2 + κn|AT |2 + κ|T |2|A|2 −HTraço(A3)− kH2

− 2κH⟨AT, T ⟩+ |A|4
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Demonstração. Considere uma base {e1, e2, · · · , en} de TpΣ tal que aij = kiδij . Usando a

equação de Gauss, temos

⟨R(ei, ej)ei, ej⟩ = ⟨R(ei, ej)ei, ej⟩ − ⟨Aej, ej⟩⟨Aei, ei⟩+ ⟨Aei, ej⟩⟨Aej, ei⟩

= κ{⟨e∗i , e∗i ⟩⟨e∗j , e∗j⟩ − ⟨e∗i , e∗j⟩⟨e∗j , e∗i ⟩} − ajjaii + aijaji

= κ{(δii + TiTi)(δjj + TjTj)− (δij + TiTj)(δji + TjTi)}

− ajjaii + aijaji

= κ{(1 + T 2
i )(1 + T 2

j )− T 2
i T

2
j } − kjki

= κ(1 + T 2
i + T 2

j + T 2
i T

2
j − T 2

i T
2
j )− kikj

= κ(1 + T 2
i + T 2

j )− kikj.

Assim,

1

2

∑
i,j

Rijij(ki − kj)
2 =

∑
i,j

{κ(1 + T 2
i + T 2

j )k
2
i − k3i kj} −

∑
i,j

{κ(1 + T 2
i + T 2

j )kikj − k2i k
2
j}

= κ(n|A|2 + n|AT |2 + |T |2|A|2)−Htraço(A3)

−(κH2 + 2κH⟨AT, T ⟩ − |A|4),

e assim concluímos o resultado desejado.

Agora, podemos enunciar e demonstrar o resultado principal desse capítulo.

Teorema 6.2. Seja Σ um translating soliton tipo-espaço em R×Mn(κ) com termo de força c e

curvatura média limitada. Então, a norma da segunda forma fundamental é limitada.

Demonstração. Usando o teorema (6.1) e o (lema 6.1), temos que:

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + (aκν⟨AT, T ⟩ − aκνH|T |2 + a⟨∇TA,A⟩ − aνTraço(A3))

+(κn|A|2 + κn|AT |2 + κ|T |2|A|2 −HTraço(A3)

−κH2 − 2κH⟨AT, T ⟩+ |A|4)− κH⟨AT, T ⟩ − κν2H2 + nκ|AT |2 + nκν2|A|2

= |∇A|2 + a

2
T (|A|2) + κ(aν − 3H)⟨AT, T ⟩ − (aν +H)Traço(A3)− κ(1 + ν2)H2

+κ(n+ |T |2 + nν2)|A|2 + 2κn|AT |2 − aκνH|T |2 + |A|4.

Nas próximas linhas vamos obter algumas estimativas. Primeiro, observe que

|κ(aν − 3H)⟨AT, T ⟩| ≤ |κ||aν − 3H)|AT ||T |

≤ |κ||aν − 3H||A||T |2

≤ |κ||aν − 3H|| − 1 + ν||A|
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e como ν é limitado, temos que:

κ(aν − 3H)⟨AT, T ⟩ ≥ −|κ||aν − 3H|| − 1 + ν2||A|

≥ −K1|A| ≥ −K
2
1

2
− |A|2

2

≥ −K
2
1

2
− ϵ′|A|4 − (1/2)2

4ϵ′

≥ −K2 − ϵ′|A|4.

A segunda desigualdade é a seguinte:

κ(|T |2 + n+ nν2)|A|2 = κ(n− 1 + ν2 + nν2)|A|2

≥ −K2|A|2 ≥ −K
2
2

4ϵ′′
− ϵ′′|A|4,

onde usamos novamente a limitação de ν. A próxima é:

2nκ|AT |2 ≥ − κ

4ϵ′′′
− ϵ′′′|A|4,

e

−κνH|T |2 = −κν(−aν + c)(−1 + ν2) ≥ −K3.

Finalmente,

1

2
T (|A|2) =

∑
i,j,k

aijaijkTk ≥ −ϵ
∑
i,j,k

a2ijk −
1

4ϵ

∑
i,j,k

a2ijT
2
k

= −1

2
|∇A|2 − 1

2
|A|2|T |2

≥ −1

2
|∇A|2 − ϵ′′′′|A|4 −K4.

Assim, escolhendo ϵ′, · · · , ϵ′′′′ pequeno suficiente, obtemos:

1

2
∆|A|2 ≥ 1

2
|A|4 − C. (48)

Defina f = |A|2 e considere ζ(x) = a2 − r2 e g = ζ2f . Então, aplicando (48) em

BΣ(p, a), temos

g2

ζ4
≤ C1 +∆(ζ−2g) = C1 + ζ−2∆g − 2ζ−3⟨∇ζ,∇g⟩+ g∆(ζ−2).

Seja x um ponto de máximo de g em tal bola, então nós temos que ∇g(x) = 0 e ∆g(x) ≤ 0.

Assim, usando o traço da equação de Gauss e a limitação de ν, obtemos que Ric(ν, ν) ≥ −α2

4
,

onde α é uma constante e então por (26) nós temos que ∆r2 ≤ C3(1 + r2). Assim, em x, temos:

1

2
g2 ≤ C1ζ

4 + gζ4∆(ζ−2) = C1ζ
4 − 2gζ∆ζ + 6g|∇ζ|2

≤ C2(a
8 + 2g(a2∆r2 + 12r2))

≤ C4(a
8 + a4g),
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para a suficientemente grande. Portanto, g(x) ≤ C5a
4 e fazendo a → ∞, concluímos que

|A|2 ≤ C5, daí finalizamos a demonstração.

Corolário 6.1. Qualquer translating soliton inteiro com termo de força c em R1 ×M(κ) que

nunca intersecta o infinito nulo tem segunda forma fundamental limitada. Em particular, se u é

uma solução suave de (17) com |Du| ≤ c0 ≤ 1, então a Hessu é limitada.
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7 Translating soliton de translação

7.1 Histórico e notações

Em R3 , uma superfície é dita uma superfície de translação se é dada por uma imersão

X : U ⊂ R2 → R3 : (x, y) → (x, y, f(x) + g(y))

onde z = f(x) + g(y) e f e g são funções suaves. Um famoso exemplo de superfície mínima em

R3 é a superfície mínima de translação conhecia como superfície de Sherck’s. De fato, Scherk

[1835] mostrou em 1835 que excetuando os planos, as únicas superfícies mínimas de translação

são as superfícies dadas por

z =
1

c
log
∣∣∣∣cos(cy)cos(cx)

∣∣∣∣ ,
onde c é uma constante diferente de zero. Em 1991, Dillen et al. [1991] generalizou esse resultado

para dimensões mais altas no espaço Euclidiano. Primeiramente, a definição generalizada é:

Definição 7.1. Uma hipersuperfície M ⊂ Rn+1 é dita uma hipersuperfície de translação se M é

o gráfico de uma função

f : Rn → R : (x1, x2, · · · , xn) → f(x1, x2, · · · , xn) = f1(x1) + · · ·+ fn(xn), (49)

onde fi são funções suaves de uma variável real para cada i = 1, 2, · · · , n.

A partir disso, ele mostrou que:

Teorema 7.1. Seja M uma hipersuperfície mínima de translação em Rn+1. Então M é um

hiperplano ou M = Σ× Rn−2, onde Σ é uma superfície mínima de translação de Sherk’s em

R3.

Seguindo uma linha parecida, Liu [1999] investigou superfícies de translação com curva-

tura média constante tanto no espaço tridimensional euclidiano quanto no espaço de Minkowski.

Em particular, ele descobriu que necessariamente tais superfícies têm curvatura de Gauss cons-

tante igual a zero. No caso de uma superfície de translação no espaço euclidiano com curvatura

de Gauss constante, ele também provou que necessariamente tal constante deve ser zero.
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O que nós vamos estudar nesse capítulo é o que acontece com os translating sólitons que

são também hipersuperfícies de translação.

Nessa pequena introdução, vamos considerar um translating sóliton em R3 com respeito

a e3 satisfazendo

H = D + Cθ

onde θ = ⟨N, e3⟩ é dito ângulo, N é o vetor unitário normal, C e D são constantes com C ̸= 0.

Observação 7.1. Perceba que aqui a gente fez uma mudança nas constantes da definição de

translating solitons apresentada no começo dessa tese, a mudança foi proposital, apenas para

que a gente fique livre das condições dadas em capítulos anteriores e perceba apenas que C e D

são constantes quaisquer com C ̸= 0, assim como o ângulo.

Agora, como M é também uma superfície de translação em R3, facilmente vemos que o

vetor unitário normal N e a curvatura média H são dadas por

N =
(−f ′,−g′, 1)√
1 + f ′2 + g′2

e

H =
f ′′ + g′2f ′′ + g′′ + f ′2g′′

2(1 + f ′2 + g′2)
3
2

(50)

respectivamente, com f(x) e g(y) funções suaves. Como M é um translating soliton, temos que:

D + Cθ =
f ′′ + g′2f ′′ + g′′ + f ′2g′′

2(1 + f ′2 + g′2)
3
2

, (51)

e como θ = ⟨N, e3⟩ =
1√

1 + f ′2 + g′2
, temos que:

2D(1 + f ′2 + g′2)
3
2 + 2C(1 + f ′2 + g′2) = f ′′ + f ′′g′2 + g′′ + g′′f ′2. (52)

Diferenciando a equação (52) com respeito a x, obtemos:

6D(1 + f ′2 + g′2)
1
2f ′f ′′ + 4Cf ′f ′′ = (1 + g′2)f ′′′ + 2f ′f ′′g′′. (53)

Fazendo mais uma vez a derivada da equação acima com relação a y, vemos que:

3Df ′f ′′g′g′′(1 + f ′2 + g′2)−
1
2 = g′g′′f ′′′ + f ′f ′′g′′′. (54)

Suponha que f ′f ′′g′g′′ ̸= 0. Então a equação (54) se transforma em

3D(1 + f ′2 + g′2)−
1
2 =

(
f ′′′

f ′f ′′ +
g′′′

g′g′′

)
. (55)
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Finalmente, diferenciando mais uma vez com respeito a x, concluímos que

3D(1 + f ′2 + g′2)−
3
2 =

1

f ′f ′′

(
f ′′′

f ′f ′′

)′

. (56)

Observe que isto é um absurdo, pois a equação (56) implica que g′ é constante, contrariando o

fato que g′g′′ ̸= 0.

Portanto, concluímos que

g(y) = ay + b,

isto é, g é uma função linear. Sabendo disso, nós temos que f é solução da EDO

2D(1 + a2 + f ′2)
3
2 + 2C(1 + a2 + f ′2) = f ′′ + a2f ′′.

7.2 Translating solitons de translação em Rn

Podemos generalizar as definições e equações vistas anteriormente e analisar os transla-

ting solitons de translação em dimensões mais altas. Para isso, vamos considerar uma hipersuper-

fície como na definição 7.1. No mesmo caminho, vamos assumir que essa hipersuperfície tem

curvatura média dada por H = D + Cθ. Nós podemos então enunciar o seguinte teorema:

Teorema 7.2. Seja M uma hipersuperfície translating soliton de translação em Rn+1. Então M é

isométrico ao cilindro γ × Rn−1, onde γ é a curva solução da EDO (60).

Demonstração: Seja M uma hipersuperfície translating soliton, primeiro vamos considerar o

caso onde D ̸= 0. É fácil ver que o vetor normal e a curvatura média H são dadas por:

N =
(−f ′

1, · · · ,−f ′
n, 1)√

1 +
∑n

i=1 f
′2
i

e

H =

∑n
i=1(1 +

∑n
j ̸=i f

′2
j )f

′′
i

n(1 +
∑n

i=1 f
′2
i )

3/2
(57)

Juntando (57) com o fato que H = D + Cθ, temos que

Dn(1 +
n∑

i=1

f ′2
i )

3/2 + nc(1 +
n∑

i=1

f ′2
i ) =

n∑
i

(1 +
n∑

j ̸=i

f ′2
j )f

′′
i , (58)

(lembre-se que θ = ⟨N, en+1⟩ =
1√

1 +
∑n

i=1 f
′2
i

). Agora, diferenciando a equação (58) com

respeito a coordenada x1, vemos que

3

2
nDf ′

1f
′′
1 f

′
2f

′′
2 = (f ′′′

1 f
′
2f

′′
2 + f ′′′

2 f
′
1f

′′
1 )

(
1 +

n∑
i=1

f ′2
i

)1/2

.
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Agora, suponha que f ′
1f

′′
1 seja diferente de zero e que f ′

2f
′′
2 ̸= 0, então a equação acima pode ser

reescrita como
3

2
nD =

(
f ′′′
1

f ′
1f

′′
1

+
f ′′′
2

f ′
2f

′′
2

)(
1 +

n∑
i=1

f ′2
i

)1/2

. (59)

Isso nos faz perceber que f ′
i é constante para i = 3, 4, · · · , n. Ou seja, podemos escrever a

função f como

f(x1, x2, · · · , xn) = f1(x1) + f2(x2) + · · ·+ fn(xn)

= f1(x1) + f2(x2) + a3x3 + · · ·+ anxn,

onde cada ai ∈ R é constante para i = 3, 4, · · · , n.

Por outro lado, podemos escrever a equação (59) como

3

2
nD(1 +

n∑
i=1

f ′2
i )

−1/2 =

(
f ′′′
1

f ′
1f

′′
1

+
f ′′′
2

f ′
2f

′′
2

)
e diferenciando mais uma vez com respeito a coordenada x1, temos

−3

2
nD(1 +

n∑
i=1

f ′2
i )

−3/2 =
1

f ′
1f

′′
1

(
f ′′′
1

f ′
1f

′′
1

)′

.

Absurdo, pois se fixarmos x1, o lado direito da igualdade permanece fixo enquanto o lado

esquerdo varia quando x2 varia (estamos assumindo que f ′
2f

′′
2 ̸= 0). Portanto, concluímos que f2

é linear.

Assim, analizando a equação (58), concluímos que M é isométrico a γ ×Rn−1, onde γ é

a curva solução da EDO

Dn(k + f ′2
1 )

3/2 + nc(k + f ′2
1 ) = kf ′′

1 , (60)

e k = (1 + f ′2
2 + f ′2

3 + · · ·+ f ′2
n ) constante.

Agora vamos analisar de forma mais cuidadosa o que acontece quando D = 0. Note que

se temos H = Cθ, a equação (58) pode ser reescrita como

nc

(
1 +

n∑
i=1

f ′2
i

)
=

n∑
i=1

(
1 +

n∑
j ̸=i

f ′2
j

)
f ′′
i (61)

Vamos dividir a nossa demonstração em 4 casos:

• (Caso 01) - f ′
if

′′
i f

′
jf

′′
j ̸= 0 para todo i ̸= j.

Diferenciando a equação (61) com respeito a coordenada xi e depois com respeito a xj ,

temos

0 =

[
f ′′′
i

f ′
if

′′
i

+
f ′′′
j

f ′
jf

′′
j

](
1 +

n∑
k=1

f ′2
k

)
,
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e como (1 +
∑n

k=1 f
′2
k ) ̸= 0, temos que

0 =

[
f ′′′
i

f ′
if

′′
i

+
f ′′′
j

f ′
jf

′′
j

]
para cada i, j = 1, 2, · · ·n, com j ̸= i. Portanto, nós concluímos que

f ′′′
i

f ′
if

′′
i

= 0, i = 1, 2, 3 · · · , n.

Isso nos mostra que f ′′′
i = 0 para todo i = 1, 2, · · · , n. Agora, diferenciando a equação

(61) com respeito a xi, nós vemos que

2ncf ′
if

′′
i = 2f ′

if
′′
i (f

′′
1 + f ′′

2 + · · ·+ f ′
i−1 + f ′′

i+1 + · · ·+ f ′′
n)

e como f ′
if

′′
i ̸= 0,

nc = (f ′′
1 + f ′′

2 + · · ·+ f ′
i−1 + f ′′

i+1 + · · ·+ f ′′
n).

Porém, isso é um absurdo, pois se rearranjarmos os termos da equação (61), vemos que

(nc− f ′′
1 − · · · − f ′′

n−1)− f ′′
n+

+ (nc− f ′′
2 − · · · − f ′′

n)f
′2
1

+ (nc− f ′′
1 − f ′′

3 − · · · − f ′′
n)f

′2
n +

+ · · ·

+ (nc− f ′′
1 − · · · − f ′′

n−1)f
′2
n = 0,

(62)

que nos mostra que f ′′
n = 0, o que é um absurdo. Portanto, não podemos ter funções do

tipo (Caso 01).

• (Caso 02) f ′
1f

′′
i f

′
jf

′′
j ̸= 0 para todo i, j = 1, 2, · · · , k com k ≥ 3.

Pelo mesmo motivo visto no Caso 01, nós temos que f ′′′
i = 0 para todo i = 1, 2, · · · , k,

enquanto fj é linear para todo j > k. Assim, a equação (61) se transforma em

nc(1 + f ′2
1 + · · ·+ f ′2

n ) = (1 + f ′2
2 + f ′2

3 + · · ·+ f ′2
n )f

′′
1

+ (1 + f ′2
1 + f ′2

3 + · · ·+ f ′2
n )f

′′
2 + · · ·

+ (1 + f ′2
1 + f ′2

2 + · · ·+ f ′2
k−1 + f ′2 + k + 1 + · · ·+ f ′2

n )f
′′
k .

Procedendo da mesma forma que no Caso 01, vemos que

(f ′′
1 + f ′′

2 + · · ·+ f ′′
i−1 + f ′′

i+1 + · · ·+ f ′′
k ) = nc
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para todo i = 1, 2, · · · , k e rearranjando a equação (61) obtemos

(nc− f ′′
1 − · · · − f ′′

k−1)− f ′′
k

+ (nc− f ′′
2 − · · · − f ′′

k )f
′2
1

+ (nc− f ′′
1 − f ′′

3 − · · · − f ′′
k )f

′2
k

+ · · ·

+ (nc− f ′′
1 − f ′′

2 − · · · − f ′′
k−1)f

′2
k

+ (nc− f ′′
1 − · · · − f ′′

k )f
′2
k+1 + · · ·+ (nc− f ′′

1 − · · · − f ′′
k )f

′2
n = 0

Concluímos assim que

−f ′′
k (1 + f ′2

k+1 + · · ·+ f ′2
n ) = 0,

que é um absurdo, visto que f ′′
k ̸= 0 e (1 + f ′2

k+1 + · · ·+ f ′2
n ) > 0. Portanto, concluímos

que as funções não podem ser do tipo (Caso 02).

• (Caso 03) f ′
1f

′′
1 f

′
2f

′′
2 ̸= 0 e fj é uma função linear para todo j ≥ 3

Podemos ver que diferenciando a equação (61) com respeito a x1 e depois com respeito a

x2, obtemos a expressão

0 =

[
f ′′′
1

f ′
1f

′′
1

+
f ′′′
2

f ′
2f

′′
2

](
1 +

n∑
k=1

f ′2
k

)
,

que indica que

0 =

[
f ′′′
1

f ′
1f

′′
1

+
f ′′′
2

f ′
2f

′′
2

]
.

Agora, percebemos o seguinte: como f1(x1) é constante com relação a variável x2, nós

temos que existe um α ∈ R tal que

f ′′′
1 (x1) = αf ′

1(x1)f
′′
1 (x1) (63)

e

f ′′′
2 = −αf ′

2(x2)f
′′
2 (x2) (64)

Integrando (63) com respeito a x1 e (64) com respeito a x2, nós temos que existem duas

contantes σ e σ tais que

f ′′
1 =

α

2
f ′2
1 + σ (65)

e

f ′′
2 = −α

2
f ′2
2 + σ (66)
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Por fim, substituindo as equações (65) e (66) na equação (61) obtemos:

(nck − kσ − kσ) + (nc− σ − kα

2
)f ′2

1 + (nc− σ +
kα

2
)f ′2

2 = 0 (67)

para todo x1 e x2, onde k = f ′2
3 + f ′2

4 + · · ·+ f ′2
n . Como f ′

1(x1) e f ′
2(x2) são funções não

constantes por hipótese, nós temos que

nc = σ + σ, nc = σ +
kα

2
, nc = σ − kα

2
,

o que é um absurdo, pois nesse caso teríamos que

nc = σ + σ

= nc+
kα

2
+ nc− kα

2

= 2nc,

implicando c = 0. Portanto, concluímos que as funções não podem ser do tipo (Caso 03).

• (Caso 04) - f ′
1f

′′
1 ̸= 0 e fj é uma função linear para todo j ≥ 2.

Neste caso a equação (61) pode ser reescrita como

nc(1 + f ′2
1 + f ′2

2 + · · ·+ f ′2
n ) = (1 + f ′2

2 + f ′2
3 + · · ·+ f ′2

n )f
′′
1 ,

o que implica que f1 é solução da EDO

nc(k + f ′2
1 ) = kf ′′

1

onde k = (1 + f ′2
2 + · · ·+ f ′2

n ).

Portanto, podemos concluir que se M é um translating soliton de translação em Rn+1 com

H = D + Cθ, então M é isométrico a um cilindro γ × Rn−1, onde γ é a cuva solução da

EDO

Dn(k + f ′2
1 )

3/2 + nc(k + f ′2
1 ) = kf ′′

1 , (68)

e k = (1 + f ′2
2 + · · ·+ f ′2

n ).

Exemplo 7.1. Considere a superfície M ⊂ R3 dada pelo gráfico da função

f : R2 → R : (x, y) → f(x, y) = y − ln(|cos(
√
2x)|),

isto é, olhando para a definição 7.1, temos que f(x) = − ln(|cos(
√
2x)|), g(y) = y e z =

y − ln(|cos(
√
2x)|).

Perceba que
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• f ′(x) =
√
2tg(

√
2x),

• f ′′(x) = 2sec2(
√
2x),

• g′(y) = 1,

• g′′(y) = 0,

portanto, podemos ver que o vetor normal e a curvatura média (50) são dadas por

N =
(−

√
2tg(

√
2x),−1, 1)√

2sec(
√
2x)

e

H =
f ′′ + g′2f ′′ + g′′ + f ′2g′′

2(1 + f ′2 + g′2)
3
2

=
4sec2(

√
2x)

4
√
2sec3(

√
2x)

=
1√

2sec(
√
2x)

.

Assim, como

⟨N, e3⟩ =
1√

2sec(
√
2x)

,

podemos concluir que H = ⟨N, e3⟩ = θ e portanto, M é um translating soliton de translação

com D = 0 e C = 1.

7.3 Translating soliton de translação no espaço de Lorentz-Minkowski

Seja Rn+1 o espaço de Minkowski com a métrica de Lorentz

g =
n∑

i=1

dx2i − dx2n+1.

Nós definimos hipersuperfície tipo-espaço de translação M ⊂ Ln+1 da seguinte forma:

Definição 7.2. Uma hipersuperfície tipo-espaço M ⊂ Ln+1 é dita hipersuperfície tipo-espaço

de translação se é dada uma imersão

X : Rn → Ln+1 : (x1, x2, · · · , xn) → (x1, x2, · · · , xn, f(x1, x2, · · · , xn))

onde f(x1, x2, · · · , xn) = f1(x1) + f2(x2) + · · · + fx(xn) e cada fi é uma função suave para

todo i = 1, 2, · · · , n, além do mais, f deve satisfazer a condição que |∇f | < 1
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Teorema 7.3. Seja M ⊂ Ln+1 uma hipersuperfície tipo-espaço de translação com curvatura

média H = D + Cθ, isto é, M também é um translating soliton. Então M é congruente a

γ × Rn−1, onde γ é a curva solução da EDO (75).

Demonstração: Os argumentos utilizados aqui são similiares aos usados na seção anterior.

Seja M uma hipersuperfície translating soliton de translação em um espaço Ln+1 de Lorentz-

Minkowski. Podemos ver facilmente que o vetor unitário normal N e a curvatura média H são

dadas por

N =
(−f ′

1, · · · ,−f ′
n, 1)√

1−
∑n

i=1 f
′2
i

e

H =

∑n
i=1(1−

∑n
j ̸=i f

′2
j )f

′′
i

n(1−
∑n

i=1 f
′2
i )

3/2
. (69)

Sabendo que θ = ⟨N, en+1⟩ = 1√
1−

∑n
i=1 f

′2
i

e queH = D+Cθ, a equação (69) pode ser reescrita

como

Dn(1−
n∑

i=1

f ′2
i )

3/2 + nc(1−
n∑

i=1

f ′2
i ) =

n∑
i=1

(1−
n∑

j ̸=i

f ′2
j )f

′′
i . (70)

Agora, como feito anteriormente, vamos diferenciar a equação (70) com respeito a x1 e depois

com respeito a x2, obtendo assim a equação

3

2
nDf ′

1f
′′
1 f

′
2f

′′
2 = −(f ′′′

1 f
′
2f

′′
2 + f ′′′

2 f
′
1f

′′
1 )

(
1−

n∑
i=1

f ′2
i

)1/2

. (71)

Agora, suponha que f ′
1f

′′
1 seja diferente de zero e suponha também que f ′

2f
′′
2 ̸= 0, então a

equação acima pode ser reescrita como

3

2
nD = −

(
f ′′′
1

f ′
1f

′′
1

+
f ′′′
2

f ′
2f

′′
2

)(
1−

n∑
i=1

f ′2
i

)1/2

(72)

Logo, podemos concluir que f ′
i é constante para i = 3, 4, · · · , n. Isto é,

f(x1, x2, · · · , xn) = f1(x1) + f2(x2) + · · ·+ fn(xn)

= f1(x1) + f2(x2) + a3x3 + a4x4 + · · ·+ anxn
(73)

onde cada ai ∈ R é constante para i = 3, 4, · · · , n. Dito isso, podemos reescrever a equação (71)

como
3

2
nD(1−

n∑
i=1

f ′2
i )

−1/2 = −
(
f ′′′
1

f ′
1f

′′
1

+
f ′′′
2

f ′
2f

′′
2

)
(74)

e diferenciando com respeito a x1, temos

3

2
nD(1−

n∑
i=1

f ′2
i )

−3/2 = − 1

f ′
1f

′′
1

(
f ′′′
1

f ′
1f

′′
1

)′

.
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Absurdo, pois se fixarmos x1, o lado direito da equação permanece inalterado, enquanto o lado

esquerdo da equação varia sempre que x2 varia (lembre-se que assumimos f ′
2f

′′
2 ̸= 0). Portanto,

podemos concluir que f2 é uma função linear.

Assim, analisando a equação (70), concluímos que M é isométrico ao cilindro γ ×Rn−1,

onde γ é solução da EDO

nD(k − f ′2
1 )

3/2 + nC(k − f ′2
1 ) = kf ′′

1 , (75)

e k = (1−
∑n

i=2 f
′2
i ).

Vamos analisar com cuidado o que acontece quando D = 0. Perceba que nesse caso, a

equação (70) se transforma em

nc(1−
n∑

i=1

f ′2
i ) =

n∑
i=1

(1−
n∑

j ̸=i

f ′2
j )f

′′
i (76)

Vamos dividir a nossa demonstração em 4 casos:

• (Caso 01) - f ′
if

′′
i f

′
jf

′′
j ̸= 0 para todo i ̸= j.

Perceba que se derivarmos a equação (76) com relação a xi e depois com relação a xj ,

teremos que

0 = −2f ′
if

′′
i f

′′′
j − 2f ′′′

i f
′
jf

′′
j

que simplificando fica equivalente a

0 =

[
f ′′′
i

f ′
if

′′
i

+
f ′′′
j

f ′
jf

′′
j

]
para qualquer i, j = 1, 2, 3, · · · , n, com i ̸= j. Logo, concluímos que

f ′′′
i

f ′
if

′′
i

= 0, i = 1, 2, 3, · · · , n

(Basta resolver um sistema de equações, onde o sistema é formada por todas as equações

com i e j variando). Isto no mostra que fi(xi) = aix
2
i + bixi + ci para i = 1, 2, · · · , n. Por

(76) temos que

−nc(1− f ′2
1 − · · · − f ′2

n ) = (−1 + f ′2
2 + f ′2

3 + · · ·+ f ′2
n )f

′′
1

+ (−1 + f ′1
1 + f ′2

3 + · · ·+ f ′2
n )f

′′
2 + · · ·

+ (−1 + f ′2
1 + f ′2

2 + · · ·+ f ′2
n−1)f

′′
n
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Derivando a equação acima com relação a xi e lembrando que f ′′′
i = 0 temos que

2ncf ′
if

′′
i = 2f ′

if
′′
i (f

′′
1 + f ′′

2 + · · ·+ f ′′
i−1 + f ′′

i+1 + · · ·+ f ′′
n)

e como f ′
if

′′
i ̸= 0, temos que

nc = (f ′′
1 + f ′′

2 + · · ·+ f ′′
i−1 + f ′′

i+1 + · · ·+ f ′′
n)

Ora, mais isto é um absurdo, pois organizando a equação (76) temos

(−nc+ f ′′
1 + · · ·+ f ′′

n−1) + f ′′
n +

+ (nc− f ′′
2 − · · · − f ′′

n)f
′2
1

+ (nc− f ′′
1 − f ′′

3 − · · · − f ′′
n)f

′2
2 +

· · ·

+ (nc− f ′′
1 − · · · − f ′′

n−1)f
′2
n = 0,

Daí, teríamos que f ′′
n = 0, o que é um absurdo. Logo não poderemos ter funções do tipo

(Caso 01).

• (Caso 02) - f ′
if

′′
i f

′
jf

′′
j ̸= 0 para todo i, j = 1, 2, · · · , k com k ≥ 3.

Pelo mesmo raciocínio do Caso 01, teremos que f ′′′
i = 0 para todo i = 1, 2, · · · , k,

enquanto que fj é linear para todo j > k. Portanto a equação (76) se transforma em

−nc(1− f ′2
1 − · · · − f ′2

n ) = (−1 + f ′2
2 + f ′2

3 + · · ·+ f ′2
n )f

′′
1

+ (−1 + f ′2
1 + f ′2

3 + · · ·+ f ′2
n )f

′′
2 + · · ·

+ (−1 + f ′2
1 + f ′2

2 + · · ·+ f ′2
k−1 + f ′2

k+1 · · ·+ f ′2
n )f

′′
k

Derivando a equação com relação a xi (i ≤ k) e fazendo o mesmo procedimento que no

caso 01, notamos que

(f ′′
1 + f ′′

2 + · · ·+ f ′′
i−1 + f ′′

i+1 + · · ·+ f ′′
k ) = nc,

para todo i = 1, 2, · · · , k. Rearranjando mais uma vez a equação (76) obtemos

(−nc+ f ′′
1 + · · ·+ f ′′

k−1) + f ′′
k +

+ (nc− f ′′
2 − · · · − f ′′

k )f
′2
1

+ (nc− f ′′
1 − f ′′

3 − · · · − f ′′
k )f

′2
2 +

· · ·

+ (nc− f ′′
1 − · · · − f ′′

k−1)f
′2
k +

+ (nc− f ′′
1 − · · · − f ′′

k )f
′2
k+1 + · · ·+ (nc− f ′′

1 − · · · − f ′′
k )f

′2
n = 0,
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Daí, concluímos que

f ′′
k (1− f ′2

k+1 − · · · − f ′2
n ) = 0,

o que é um absurdo, pois como |Du| < 1, temos que (1− f ′2
k+1 − · · · − f ′2

n ) ̸= 0, o que

implicaria f ′′
k = 0. Logo, não podemos ter funções do tipo o caso 2.

• (Caso 03) - f ′
1f

′′
1 f

′
2f

′′
2 ̸= 0 e fj função linear para todo j ≥ 3.

A demonstração segue igual ao caso 03 do caso Riemanniano.

• (Caso 04) - f ′
1f

′′
1 ̸= 0 e fj função linear para todo j ≥ 2

Neste caso, a equação (76) se resume a

−nc(1− f ′2
1 − · · · − f ′2

n ) = (−1 + f ′2
2 + f ′2

3 + · · ·+ f ′2
n )f

′′
1

O que implica que f1 é solução da EDO

−ncK + ncf ′2
1 +Kf ′′

1 = 0 (77)

onde K = (1− f ′2
2 − · · · − f ′2

n ).

Assim, podemos concluir que M é isométrico a γ × Rn−1, onde γ é a curva solução da

equação (75).
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