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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de fazer um estudo dos conteidos basicos de

topologia para uma melhor compreensao e aprofundamento desta area.

Palavra-chave:Espacos métricos, Topologia, Espacos Topoldgicos.



Abstratc

This work has the objective to make a study of the basic contents of topology for

a better understanding and deepening at this area.

Key-words: Metric spaces, Topology, Topological spaces.
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Introducao

Ingressando no curso de Matematica licenciatura na Universidade Federal de Ala-
goas no ano de 2015, apds passar por muitas dificuldades nos primeiros semestres, onde
todos estao se descobrindo como estudantes de um curso superior e deixando o perfil de
aluno de ensino médio de lado, ou se adaptando a um novo ambiente, aprendendo novas
formas de estudar e podendo ter a certeza de que estudar matematica nao é nem de perto
parecido com forma da matematica do ensino basico. Ou seja, os primeiros semestres
foram os mais obscuros, onde, além de aprender a estudar, temos que formar um perfil,
e, buscar se identificar entre uma matematica bem abstrata ou uma licenciatura, dois
caminhos bem distintos.

Nas primeiras disciplinas nos deparamos com Teoria dos Numeros, umas das primeiras
disciplinas abstratas estudadas no curso, no qual tive muita de dificuldade, mas que des-
pertou meu interesse em estudar de formar um pouco mais aprofundada aquele mundo,
aquela parte da matematica nao conhecida, tao pouco mencionada no ensino basico.

Foi entao que tive a oportunidade de fazer parte do grupo de pesquisa de iniciagao cienti-
fica em topologia, onde comecei a estudar os assuntos bésicos, como conjuntos e fungoes,
mas sempre relacionados a parte abstrata. Tive a oportunidade de participar do grupo
por dois anos. Até que terminei as matérias do curso e chegou a hora de fazer o trabalho
de conclusao de curso. Mesmo com a oportunidade de ter participado de varios eventos
também ter feito parte de grupo de pesquisa relacionado a licenciatura, nao pensei duas
vezes em falar sobre o tema que mais me marcou, que foi o que mais tive dificuldade,
Topologia.

Com isso, o objetivo desse trabalho é mostrar todo assunto estudado no projeto de pes-
quisa nos dois anos que participei. Onde no primeiro capitulo falaremos sobre um pouco
sobre funcoes, numa linguagem mais abstrata. No segundo, ja entraremos em espagos
métricos, informando definigoes, propriedades e alguns exemplos. E no terceiro e ultimo

capitulo, entraremos em topologia dos espacos métricos, também relatando algumas de-



finigoes, proposicoes e exemplos.



Capitulo 1
Conjuntos e Funcoes

A nocao matematica de conjuntos é praticamente a mesma que se usa na linguagem
comum, ou seja, um agrupamento, colecao, sistema. E pode ser considerado um dos
conceitos basicos mais importantes da matematica moderna.

Exemplos de conjuntos:

N: conjunto dos nimeros naturais
Z:: conjunto dos numeros inteiros
Q: conjunto dos nimeros racionais
R: conjunto dos niimeros reais

C: conjunto dos niimeros complexos

De forma geral os conjuntos sao representados por letras maiusculas, enquanto
os membros sao representados por letras mintsculas. Os membros de um conjuntos sao

chamados de elementos do conjunto.

e Se A é um conjunto e x um elemento de A, serd indicador por:
x € A, e serd lido “x pertence a A”

e Se x nao é um elemento de A, dizemos:
x & A, elido “xr nao pertence a A”

e Dois conjuntos A e B se dizem iguais, quando todo elemento de A também é ele-

mento de B, ou seja, se constam exatamente dos mesmos elementos:

A=B



e Se todo elemento de um conjunto A é também elemento de um conjunto B, dizemos

que A esta contido em B, e simbolizamos por A C B.
A relacao de continéncia segue as seguintes propriedades:

(i) Para todo conjunto A, A C A. (reflexiva)
(i1) Se AC Be B C A, entao A = B. (anti-simétrica)
(1i1) Se AC Be BC C,entao A C C. (transitiva)
e Se A C B dizemos que A é um subconjunto de B.
e O conjuntos de todos os subconjuntos de um conjunto A, é chamado conjuntos das

partes e representado por p(A) = {x|z C A}.

1.0.1 Uniao de Conjuntos

Dados A e B subconjuntos de um conjunto U, a uniao de A e B é um subconjunto

de U e representado por AU B, determinado por:
AUB={zxeUlr € Aoux € B}.
A uniao de conjuntos possui as seguintes propriedades:
(i) AU(BUC) = (AU B)UC para quaisquer A, B,C C U.(associativa)
(i1) AU B = BU A, para quaisquer A, B C U. (comutativa)
(i1i) AUD = A, para qualquer A C U () é o elemento neutro).
(iv) AUU = U, para qualquer A C U.

(v) AUB = B <+ A C B, para quaisquer A, B C U.



Figura 1.1: Diagrama de Euler-Venn, representando a uniao de conjuntos

1.0.2 Interseccao de Conjuntos

Sendo dois subconjuntos A e B de um conjunto U, a interseccao de A com B,

indicado por AN B, sera:
AnNB={zxeUlr€ Aex € B}.
A operagao de interseccao possui as seguintes propriedades:
(1) AnN(BNC) = (AN B)NC para quaisquer A, B,C' C U.(associativa)
(i1) AN B = BN A, para quaisquer A, B C U. (comutativa)
(i1i) ANQ =0, para qualquer A C U (U é o elemento neutro).
(iw) ANB =A<+ A C B, para quaisquer A, B C U.

As operacoes de uniao e intersecgao estao relacionadas pelas seguintes propriedades

distributivas:
(1) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

(11)) AU(BNC)=(AUB)N(AUC), para quaisquer A, B,C C U

Figura 1.2: Diagrama de Euler-Venn, representando a interseccao de conjuntos:



1.0.3 Complementacao de Conjuntos

Para os subconjuntos A C U, é indicado por Cy A (podendo ser simplificado para

A°) o complementar de A em relacao a U o seguinte subconjunto de U:
CyA={xeUlx & A}.

x Dados A e B, subconjuntos de um conjunto U, a diferenca entre A e B, denotado

por A — B, sera definida por:
A-B={zreUlrecAex ¢ B}.

e A seguir algumas propriedades envolvendo complementares e diferencas, para sub-

conjuntos de um conjunto U:
(i) fce=UeU =0
(i) (A = A
(i1i) ANA°=0e AUA“=U
(i) (ANB)*=A°UB°e (AUB)*= A°N B°
(v) AN(B—-C)=(ANB)—(ANCQC)

(vi) Sendo A e B subconjuntos de U, tais que A C B, entdo CpA ={x € B:z ¢ A}.

Figura 1.3: Diagrama de Euler-Venn, representando a complementacao de conjuntos

1.1 Produtos Cartesianos de Conjuntos

Para cada par de conjuntos A e B, é admitido a existéncia do conjunto A x B,
chamado de produto cartesiano de A por B, onde os elementos sao os pares ordenados
(a,b),comaec Aebe B.

xO conceito de par ordenado sera tomado como primitivo, admitindo que, para quaisquer:



(a,b),(c,d) e Ax B
(a,b) = (c,d) +—a=ceb=d
Assim, A x B ={(a,b)la € Aebe B}.

1.1.1 Relacgoes Binarias

Uma relagao binaria do conjunto A no conjunto B, é qualquer subconjunto de

A X B, ou seja:

(R é relagao binédria de A em B)«— RC Ax B

e Se A tem m elementos e B tem n elementos, entao 2" é o nimero de relagoes de

Aem B

e Se R e uma relagdo de A em B e se (z,y) € R, este fato é indicado por xRy, ou

seja, xRy significa que (z,y) € R

e Uma relacao R de conjunto A, no préprio conjunto A, chama-se relagao sobre A.

Assim:

(R é relagao sobre A) «— RC Ax A

1.2 Funcoes

Indicaremos por letras mintsculas, as relagdes de um conjunto A num conjunto B,

chamados de fungoes. Definidas por:

f C Ax B é uma fungao de A em B se, para cada x € A, existe um tnico y € B de

maneira que x fy.

Indicaremos que f é uma funcao de A em B com a notagao: f: A — B.

Ao invés de z fy, usaremos y = f(y), para significar que (z,y) € f.

Se y = f(x) (1é-se "y é igual a f de x7).

Dizemos que y é a imagem de x por f, ou que a x esta associado y.

Para toda funcao f : A — B o conjunto A é chamado de dominio de f, e B é o

seu contradominio.



O conjunto das imagens é chamado de imagem de f, e indicado por: Im(f) =

{f(z)]x € A},

Uma funcao f: A — B se diz injetora se, para quaisquer z,y € A, x # y implica

que, f(z) # f(y) ou equivalente f(z) = f(y) implica z =y

Uma aplicacdo f : A — B é sobrejetora se Im(f) = B, ou seja, se para todo

y € B existe € A de maneira que f(z) = y.

Se uma funggo A — B for ao mesmo tempo injetora e sobrejetora é chamada

bijetora.

Sendo X um subconjunto de um conjunto A. A fungao j : X — A, definida por

j(x) = x, para todo x € X, é chamada inclusao de X em A

Para X = A, caso particular, esta funcao chama-se funcao identidade de A e é

indicada por id4. Assim:
idA A— A

e ida(x) = z, para todo z € A.

Seja f : A — B uma funcao qualquer. Para todo X C A fica definida a restricao

de f ao conjunto A que é a fungao indicada por f|X e assim definida:

fIX:X—B
(fI1X)(z) = f(z), para todo = € X.

Dadas duas fungoes f : A — B e g: B — C, a funcao composta de f e g é a

funcao:

gof:A— C,

definida de maneira que (g o f)(z) = g(f(x)), para todo x € A.

Dada uma funcao f : A — B, se existir g : B — A tal que go f = idy e

f og=1idp, entao g é chamada inversa de f.

A notacao usual para a inversa de f é f~1.



Proposicao 1.1. Para que exista a inversa de uma funcao f : A — B € necessdrio e

suficiente que f seja bijetora.

Demonstragao. (=) Suponhamos que z,y € Ae f(x) = f(y). Entao, g(f(z)) = 9(f(v)),
isto é, (go f)(z) = (go f)(y) e como go f =idy, entdo z = y. Logo, f é injetora. Por
outro lado, dado b € B, como f o g = idp, entdo (f o g)(b) = b, o que é o mesmo que
f(g(b)) =b. Mas g(b) € A e, portanto, dado b € B, existe a = g(b) € A tal que f(a) = b,
0 que prova que f é sobrejetora.

(«<=) Por hipdtese f é bijetora entao a relacao g = {(y,z) € B x A|(z,y) € f} é uma
funcao B em A. De fato, dizer que f é bijetora significa que para cada y € B existe um
unico x € A tal que f(z) =y ou seja, (z,y) € f e dai (y,x) € g. Assim,

f@)=y+—gly) ==

e portanto, para todo z € A, (go f)(x) = g(f(z)) = = o que mostra que go f = ida.
Analogamente f o g = idp.

]

Consideremos uma fungao f : A — B. Um subconjunto x € A, é chamado de

imagem direta de X por f, e indica-se por f(X), o seguinte subconjunto de B:

f(X) ={f(x)lx € X}.

Para imagens diretas valem as seguintes propriedades:

Para toda funcgao f: A — B:

o f(0)=10

e X CYCA= f(X)C f(Y)

o f(XUY)=f(X)UFf(Y), para qualquer X,Y C A
o f(XNY)C f(X)N f(Y), para quaisquer X,Y C A.

e f ¢éinjetora, entdo f(X NY) = f(X)N f(Y).

Seja f: A — B. Para qualquer £ C B, a imagem inversa de E por f, indicada

f~YFE), é o conjunto

fTHE) ={z € Alf(z) € E}



Sendo destacadas as seguintes propriedades:
e LCFCB= f"YE)C fYF)
e [FYYEUF)=f"YE)UfYF), para quaisquer E, F C B
e [FYUENF)=f"YE)N fYF), para quaisquer E, F C B
o [Y(E) = (f"YFE)), para todo E C B

o [YE—-F)=fYE)— f(F), para quaisquer E,F C B

Sendo f: A—> Beg: B— C,entao (go f)"YF) = f~Hg ' (F)), para todo
EccC

e Considere as projegoes p; : By X ... X E, — E;(i =1,2,...,n)

Para cada A; C E; vale a seguinte igualdade:
pz_l(Az) =F; X ..X Ei—l X Az X Ei+1 X ..o X En =x;

Sejam A e I conjuntos e considere uma funcao f que a cada elemento ¢ de I associa
um subconjunto A(i) € p(A)(conjunto das partes de A), ou seja, f: I — p(A).

Considere a imagem direta de f(I) que também é chamado de familia de
subconjuntos de A. Que também podem ser representados por: (X;);e; ou apenas (X;),

onde cada X; é um subconjunto de A.

Exemplo:
Se um conjunto de indices é {1,2,3,--- ,n}, entdo uma familia de subconjuntos é uma

sequéncia finita (X1, Xs, ..., X,,) de subconjuntos de A.
e Se (X;)icr ¢ uma familia de subconjuntos de A, defini-se a uniao (J,;.; Xi:
UX;={re€ Alexistei € [ ex € X;}

Entao um elemento de A esta na uniao se, e somente, se estd em algum dos

conjuntos da familia.

o A intersegao (),c; X;, com a mesma observacao feita acima, é definida por:



Nicr Xi = {z € Alx € Xj, para qualquer, 7 € I}.

Logo um elemento x de A pertence a [ X; se, e somente se, z pertence a todos os

conjuntos X; da familia considerada.

Propriedades envolvendo operagoes com familias de subconjuntos de um dado con-

junto:

mieI<ﬂjeJ Xi,j) = m(i,j)eIXJ Xi,j
(miel Xi) U(mjeJ Y;) = m(i,j)eIxJ<Xi U Y])
(NX)=UX{ e (UXi)*=NXF

Se temos uma fungao f : A — B ese (X;)ier € (Yj);es sao familias de subconjuntos

de A e B, respectivamente, entao:

FINX) =NF(X)

f(UX:) C U f(X;), se injetora, vale a igualdade entre os dois membros.
fOY) =N
fAUY) =Urim

1.3 Conjuntos Enumeraveis

Sendo A e B conjuntos quaisquer. Se existe uma funcao bijetora f : A — B,
entao dizemos que A é equipotente ao conjunto B.

Vejamos que:

e Como para todo conjunto A, a funcao id, : A — A é bijetora, entao todo conjunto

é equipotente a si mesmo. Logo vale a propriedade reflexiva.

e Se A é equipotente a B, isto é, se existe f : A — B bijetora, entdao, como
f~!': B — A também ¢é bijetora, B também é equipotente a A. Valendo assim a

propriedade simétrica.

e Se A é equipotente a B e B é equipotente a C, entao existem f : A — B,
g : B — C bijetoras. Entao go f : A — C também é bijetora e portanto A é

equipotente a C'. Sendo entao transitiva.



No caso de uma funcao bijetora f : A — B iremos nos referir a A e B

simplesmente como conjuntos equipotentes. Notagao: A ~ B.

Um conjunto A se diz finito se A = () ou, se existe n € N* (sendo N* niimeros
naturais sem o 0), de maneira que A ~ {1,2,...,n}. Se A nao é um conjunto finito,
entao dizemos que A é infinito. Entao se A é infinito é o mesmo que dizer que A nao é

equipotente a nenhum dos subconjuntos {1,2,...,n} C N*.

Da definigao temos os seguintes resultados:

Se AC U éfinitoese z € U — A, entao AU {z} também é finito.

e Se A é um conjunto infinito, entdao A — {x} também é infinito, qualquer que seja

r e A

Um conjunto A se diz enumeravel se A é equipotente a algum subconjunto de N*

Entao todo conjunto finito é enumeravel. O conjunto Z dos nimeros inteiros também

é enumeravel pois, Z ~ N e N ~ N*, onde Z ~ N*.

“ Todo subconjunto de um conjunto enumeravel A também é enumeravel.”

Seja X um conjunto enumeravel e infinito, provemos que Y um subconjunto de X
também é enumerdavel, por X ser enumeravel existe uma fungao g : X — N, onde ¢ é
injetora e g(x,) = n para todo n pertencente aos naturais e x, pertencente a X, porque
X é enumeravel. Seja Y C X e tomando uma funcao f : g|Y, onde f : Y — N, temos
que f é injetora, pois g € injetora e portanto é sobrejetora a imagem de f, que é um

subconjunto de N. Entao concluimos que Y é enumeravel.
e “Sao enumeraveis os conjuntos N x N e N* x N*.”

Seja h : N x N — N dado por h(n,m) = 2".3™, como 2 e 3 sdo primos entre si,
segue que h é injetora, assim h : Nx N —— I'm(h) é bijetora, como Im(h) C N concluimos

que N x N é enumeréavel . O mesmo vale para N* x N*, pois é subconjunto de N x N.



1.4 Numeros Reais

1.4.1 O corpo R

Consideremos a adigao (x,y) — = + y e a multiplicagao (z,y) — xy em R.

Valem as seguintes propriedades para as operagoes:
(i) 24 (y+2) = (x+y) + 2,Vr,y, zeR
(1) x+y=y+x,Vr,yeR
(1ii) =+ 0 =z, para todo zeR
(iv) Para cada zeR, existe um elemento em R, —z, de maneira que z + (—z) =0
(v) z(yz) = (xy)z,Vr,y, zeR
(vi) xy = yx, Vo, yeR
(vit) xl1 = z, para todo zeR

(viii) Para cada zeR* = R — {0}, existe um elemento em R, indicado por z~!, tal que

zr =1
(i) x(y + z) = 2y + xz, Va,y, zeR.

Como a adicao e a multiplicacao em R satisfazerem as propriedades acima,

permite que consideremos a R um corpo, conforme designacao usada em algebra.

1.4.2 O corpo Ordenado R

Considernado a relagao sobre R definida por “xr < y”. As propriedades basicas

dessa relacao sao:

(1) x <z, para todo x € R

(17) dados z,y e R, se x <yey <z, entdo x =y
(17i) dados x,y,z € R, se x <,y ey < z, entdo z < z

(iv) para quaisquer z,y € R, tem-se uma das seguintes alternativas: x <y ouy < x



(v) r<y=2+2<y+z paratodoz € R
(vi) dados z,y € R, se 0 < x e 0 <y, entdao 0 < zy.

Para cada par de elementos a,b € R, tais que a < b o conjunto {x € R|a < z < b},
chama-se intervalo aberto de origem a e extremidade b, e é indicado por |a, b[. E o conjunto
{z € Rla <z < b} chama-se intervalo fechado de origem a e extremidade b, e é indicado

por [a, b].

e Seja A C R, A # (). Dizemos que A é limitado superiormente se existe L € R de
maneira que x < L, para todo = € A. Cada elemento L nessa condicoes é chamado

de limite superior de A.

e Se existe [ € R tal que | < z, para qualquer z € A, dizemos que A é limitado
inferiormente e que cada elemento de [ com essa propriedade é um limite inferior

de A.

Dado A # 0, A C R, um elemento S € R se diz supremo de A, e é indicado por
S = sup(A), se:

1. S é limite superior de A;

2. Se S’ € R é um limite superior de A, entao S < S’. Dai, S é o menor dos limites

superiores de A.

Defini-se o infimo de A, notacdo: inf(A), um elemento s € R, é chamado de

infimo se:

1. s é limite inferior de A;

2. Se s’ € R, se s/ é um limite inferior de A, entao s’ < s.

Entao, s é o maior dos limites inferiores de A.

Proposigao 1.2. Seja A C R, A # 0. Um elemento S € R € o supremo de A se, e
somente se, S € um limite superior de A e, dado ¢ > 0 em R, existe a € A de maneira

que S — € < a.



Demonstrag¢ao. (=) Suponhamos que dado € > 0 tivessemos x < S — €, para todo z € A.
Entao S — € seria um limite superior de A e como S — e < S haveria uma contradicao com
a definicao de supremo. Logo deve existir a € A de maneira que S — € < a.

(<) Seja S’ um limite superior de A e suponhamos S’ < S. Sendo € = S — S’ entéo € > 0
e S’ =5 —e. Por hipdtese decorre entao que existe a € A tal que S’ < a o que é absurdo,

uma vez que S’ é um limite superior de A. ]



Capitulo 2

Espacos Métricos

2.1 Meétricas

2.1.1 Definicao de Espaco Métrico

Dado um conjunto M # @) seja d : M x M — R, sendo R o0s reais positivos, e
indicaremos por d(z,y) a imagem de um par genérico (z,y) € M x M, através de uma
funcao d. Entao, dizemos que d é métrica sobre M se as seguintes condigoes sao satisfeitas

para quaisquer z,vy,z € M:

1. d(z,y) = 0 se, e somente se, T =y

2. d(z,y) = d(y,z)

3. d(z,y) < d(x,z)+d(zv)

Nessas condigoes cada imagem d(z,y) recebe o nome de distancia de z a y. Um
par (M, d), onde d é a métrica sobre M, o que é chamado de espago métrico.

Seja (M,d) um espago, métrico. Dado S C M(S # 0), se considerarmos a
restricdo d; = d|S, entdo d; é uma métrica sobre S e obtemos, de maneira natural, o
espago métrico (S,d;) dizemos que S é um subespago do espago métrico M e que a
métrica d; foi induzida por d sobre M. A métrica de subespaco é indicada do mesmo

modo que a de M, ou seja, dy = d.

Proposicao 2.1. Se z,y, e z sdo pontos de um espago métrico (M,d), entdo |d(z,y) —

d(z, z)| <d(y,=z).

21



Demonstragao. De (3), decorre que:

d(x,y) — d(z,z)+ < d(z,y)

Por outro lado, podemos expressar a desigualdade por:
d(x,z) —d(x,y) < d(y, z) implica, —d(y, z) < d(x,y) — d(x, z)
Entao das duas expressoes teremos:

|d(l’,y) - d($? Z)| < d(yv Z) L]

2.1.2 Exemplos de Espacos Métricos

1. Métrica zero-um ou Métrica discreta:

Dado M # () defini-se d : M x M — R, do seguinte modo:

d(xz,x) = 0 para todo x € M e d(z,y) = 1 sempre que x # y.

A fungao d é uma métrica, pois, ao verificar por exemplo, o axioma 3, um dos casos é
aquele em que x # y e y = z. Quando isso ocorre teremos que d(x,y) =1, d(z,z) =1
ed(z,y)=0.

Logo, d(z,y) = d(z, z) + d(z,y), ou seja

1=1+0.

2. A reta usual:

Considerando o conjunto dos nimeros reais a funcao d : R x R — R, , dada por
d(z,y) = | — y|, ¢ uma métrica sobre R. Como a verificacao de (1) e (2) é verificado
de forma imediata, entdo para a (3), temos:

z—yl=lz—2)+ -y <|lt—z+]z—y|

3. Espacgos Vetoriais Normados:
Um espago vetorial sobre R é um conjunto E no qual estao definidas duas leis
de composigao, a interna (u,v) — wu + v (adigdo), e a externa, de R x E em FE,

(v, u) — au (multiplicagao por escalares), onde se verificam as condigoes:

+ (v +w) = (u+v) + w para todo u,v,w € E

(1

(i1) w+ v = v+ u, para todo u,v € E

) u
)

(i17) Existe 0 € E tal que 0 4+ u = u, para todo u € E

(iv) Para todo u € E, existe (—u) € E de maneira que u + (—u) =0
)

(v) (af)u = a(fu), para todo a, f € R e para todo u € E.



(vi) (o + B)u = au + Pu, para todo «, 5 € R e para todo u € E.
(vii) a(u+v) = au+ B, para todo o € R e para todo u,v € E.

(viii) lu = u, para todo u € E.

Os elementos de um espaco vetorial sao chamados de vetores.

Uma norma sobre um espacgo vetorial E sobre R é uma funcao que associa a cada
u € R um nimero real ndo negativo, indicado por ||u||, é chamado de “norma de u”,
de maneira que:

(n) Jul|=0<=u=0

(n2) || au ||= |a|||ul|, para todo « € R, e para todo u € E

(n3) lu+vl[<[full+ vl

Note que podemos definir a seguinte métrica em um espaco vetorial normado:

Dizemos que d(u,v) =|| u — v || é a métrica induzida pela norma

4. Espago de fungoes reais continuas definidas num intervalo fechado:

Para um intervalo fechado [a,b] € R indiquemos /[a,b] o conjunto das fungdes reais
continuas definidas em [a, b]. Com relagao a adi¢ao de fungoes e a multiplicagao de uma
fungao por um escalar. £[a,b] é um espago vetorial sobre R. E a fungao f || f ||=

f; |f(z)|dx é uma norma sobre esse espago uma vez que || f ||€ Ry, para qualquer
f € Ll]a,b] e,
e | f||=0<«= f(z) =0, para todo = € [a,b] <= f =0
o [afll=J; (af)@)de = |al [} |f(@)|dze = |a] || [
o | f+gll=J1(f+9)@)lde = [} |f(x) + g(@)|de < [} |f(x)|dx + [} |g(x)|dz =]
Fl+lgll

Assim {[a, b] é um espag¢o métrico sendo sua métrica definida da seguinte forma:

d(f.g) = [ |f(z) — g(x)|dz, para quaisquer f,g € {[a,b].

2.1.3 Produtos de Espaco Métrico

Sejam (M, dy),- -, (M,,d,) espagos métricos. Veremos que é possivel fazer o

conjunto M = M; x --- x M,, se tornar um espaco métrico, através de métrica ligadas



as métrica dy, ds, - -+ ,d,.
Dados © = (21, -+ ,x,) €y = (Y1, ,yn) pontos de M = M; x --- x M,, e as fungoes
D,D;e Dy: M — R, , definidas do seguinte modo:

b D(I‘,y) = \/d1($17y1)2 + ot dn<xm yn)2
L Dl(xay) = d1<£ll'1,y1) +oee dn('rnayn)

L DQ(%?J) - max{dl(zla 91)7 Tt 7dn($nayn)}

2.1.4 Distancia entre ponto e conjunto

Lembrando que a distancia na geometria: é a distancia de um ponto p a um plano

a ¢ a medida do segmento pq contido na perpendicular a a pelo ponto p.

Figura 2.1: Distancia entre ponto e conjunto

Definicao: Seja (M,d) um espaco métrico. Dados p € M e A C M(A # (), é
chamado de distancia de p ao conjunto A, e é indicado por d(p, A), o seguinte nimero

real nao negativo:

d(p, A) = inf{d(p,z)|z € A}

Note que a existéncia da distancia de d(p, A) estd garantida pois o conjunto das

{d(p, )|z € A}, estd limitado inferiormente pelo 0.

11

Exemplo: Considere sobre R a métrica usual. Se p=0e A= {1,5,3,---}, temos

que d(p, A) = 0.



Como dado € > 0, existe um numero n € N* de maneira que
d(0,2) = |+ =0 = £ < e Logo d(0,4) = inf{d(0,7) = 1|t e N*} = 0, entao
d(0,A) =0.

Proposigao 2.2. Seja (M,d) um espago métrico. Se A C M(A # () e p,q € M, entdo
|d(p, A) — d(q, A)| < d(p,q)-

Demonstra¢ao. Tomando um ponto x € A. Temos d(p, A) < d(p,x) < d(p,q) + d(q, x),
entao d(p, A) — d(p,q) < d(¢,x). Como a desigualdade vale para todo z € A, entao a
constante d(p, A) —d(p, ¢) ¢ um limite inferior do conjunto dos elementos tipo d(q, =), com

xz € A. Onde, d(p, A) —d(p,q) < d(q, A), como permutando p e ¢ a desigualdade continua
valendo, ou seja d(gq, A) — d(p, q) < d(p, A), entdo |d(p, A) — d(q, A)| < d(p. q). O

Definigao: Seja (M, d) um espago métrico. Dados dois subconjuntos A e B do
conjunto M, nao vazios, chama-se distancia de A a B, e indica-se por d(A, B), o nimero

real nao negativo definido por:
d(A,B) =inf{d(z,y)|lr € Aey € B}

Como o conjunto das distancias é limitado inferiormente pelo 0, isso garante a

existéncia da d(A, B) para qualquer subconjunto nao vazio A, B € M.

Definigao: Seja A um subconjunto nao vazio de um espago métrico M. Suponha
que existe um k € R de maneira que d(x,y) < k, para quaisquer z,y € A. Nestas
condigoes dizemos que A é um conjunto limitado e o supremo do conjunto {d(z,y)|z,y €

A} é o diametro do conjunto A e é denotado por:
d(A) = sup{d(z,y)|z,y € A}

Se o conjunto A nao é limitado, entdo temos que d(A) = oc.

2.2 Bolas Abertas

2.2.1 Definicao de Bola Aberta

Seja p um ponto de um espago métrico (M,d). Sendo € > 0 um nimero real, a

bola de centro p e raio ¢, que indicaremos por B(p, €), é o seguinte subconjunto de M:



B(p,e) = {x € M|d(x.p) < e}
Exemplos:

1. Bolas num espaco cuja métrica é a “zero-um”. Seja (M,d) um espago discreto e

consideremos p € M. Podemos considerar 2 casos:

e 0 <e<1. Nessecaso B(p,e) ={x € M|d(x,p) < €} = p, porque o unico ponto
onde a distancia a p é menor que 1 é o proprio p.
e 1 < e. Quando isto acontece, B(p,¢) = {x € M|d(z,p) < ¢} = M, porque todos

os pontos de M estao a uma distancia de p igual a zero ou igual a um, entao

menor que e.

2. Bolas no reta usual: na reta real a bola de centro p € R e raio € é o conjunto B(p,€) =

{zeR||lzx—pl<e}={zeRp—e<z<pt+e}=|p—e€p+el|

3. Bolas no espaco R?: como no espaco R? ja foram definidas trés métricas:

sendo z = (z1,72) e y = (y1,y2) de R?

o D(z,y) = /d(z,y) +d'(z,y)
o Di(x,y) = |z1 — | + |x2 — yo
o Dy(z,y) = méx {351 - y1‘§ |z — y2’}

Sendo p = (a,b) um ponto fixo de R?, uma bola de centro p e raio € > 0, segundo

a métrica D, é o conjunto B(p,€) = {(X,Y) € R?|(X —a)? + (Y — b)? < €*} onde temos

o grafico:




Quando a métrica for Dy, uma bola de centro p e raio € > 0 é o conjunto B(p,€) =
{(X,Y) € R?|X —al+|Y —b| < €}, onde o grafico da relagao dada por: | X —a|+|Y —b| < €
¢ um quadrado aberto, ou seja sem os lados, de diagonais paralelas aos eixos coordenados

com medida de 2¢, com centro p = (a,b), como mostra o gréfico:

Por tltimo, quando temos a métrica Dy, B(p,e) = {(X,Y) € R?| max {|X —
al,|Y —b|} < €}, onde o gréfico da relagao max {|X —al, |Y —b|} < €, representa no plano
a bola B(p, €), onde o interior é o quadrado de centro p = (a,b), cujos lados sdo paralelos

aos eixos coodernados com medidas de 2¢, como no grafico:

* (b

Sejam (M, d), (n,d’) espagos métricos, observe que podemos definir D, Dy, Dy em
M x N da seguinte forma:
D((w1,31); (22, 42)) = /(d(@1, 22) + d'(y1,2)
Dy ((z1,41); (22, y2) = d(@1, x2) + d'(y1,42)
Dy((w1,11); (2, y2) = méx {d(x1,22);d (y1,v2) }

Definigao: Dado um espago métrico (M,d), um ponto p € M se diz ponto

isolado de M se existir € > 0 de maneira que B(p, €) = p.

Exemplos:

1. Seja (M, d) um espago onde a métrica é a zero-um. Entao todo ponto p € M é

isolado porque, tomando € € R de maneira que 0 < € < 1, entao B(p,€) = {p}.



2. Pode ocorrer de todos os pontos de um espaco métrico serem isolados sem que a
métrica seja a zero-um. Se em N = {0,1,---} considerarmos a métrica induzida

pela usual de R, para qualquer p € N, teremos:
B(p,e) ={z € N|jx — p[ < ¢}
e portanto, se 0 < e <1
B(p,€) = {p}.

2.2.2 Bolas Abertas e Produto Cartesiano de Espacos Métricos

Como vimos anteriormente, quando descrevemos as bolas abertas no espaco R2,

em relacao as trés métricas consideradas, uma métrica usada é a D, definida por

Dy(z,y) = méx {|x1 — y1l, [v2 — yol}

para quaisquer ¥ = (z1,72) ¢ y = (yi,y2) de R? se p = (a,b), entdo

B(p,e) =Ja —e,a+ €[x]b—€,b+ €]

Ou seja, B(p, €) é o produto cartesiano das bolas de centro a e raio € e de centro b
e raio €, ambas em R com métrica usual.

Em simbolos:
B(p,e) = B(a,e) x B(b,¢€)

Proposicao 2.3. Sejam (M, dy), - ,(M,,d,) espagos mélricos e consideremos sobre
M = M x -+ x M, a métrica Dy definida por Dy(x,y) = max {di(x1,y1), -+ ,dn(Tn,yn)}
para quaisquer x = (T1, -+ ,Ty,) ey = (Y1, ,Yn) de M. Com essas condigoes, vale entdo

a igualdade, para todo a = (ay,- -+ ,a,) € M:
B(a,€) = B(ay,€) X -+ X B(ay,€).

Demonstragao. Seja p = (p1,--+ ,p,) um ponto arbitrario de M.
Entéo, J2S B<a)€) — max{dl(pla a1)7 U 7dn(pn7an)} < € — dz(pzaaz) < E(Z =

1,2,--+,n) <= p; € Bla;,e)(i=1,2,--- ;n) <= p € Blay,€) X -+ X B(ay,¢€). O



2.2.3 Propriedades Basicas das Bolas Abertas

As propriedades a seguir se referem a bolas genéricas B(p, €) de um espago métrico

arbitrario (M, d).
(P;) Dadas B(p,¢) e B(p,0), se € < §, entao B(p,e) C B(p,9).

e Sex € B(p,e¢), entdo d(z,p) < e. Como € < 6, concluimos que d(x,p) < § e portanto
que = € B(p, ).

(P,) Dado q € B(p,¢€), entao existe 6 > 0 de maneira que B(q,d) C B(p,€).
e Tomando ¢ = € — d(p, q), e mostremos que B(q,d) C B(p,€).

Seja x € B(q,0), a desigualdade triangular nos garante que d(z,p) < d(x,q) +
d(q,p) Como d(x,q) < § = € —d(p,q), entdo d(z,p) < € — d(p,q) + d(p,q) = € o que
garante que x € B(p,€).

(P;) Sejam B(p,€) e B(q,d) bolas distintas. Se t € B(p,€) N B(g, ), entao existe A > 0
tal que B(t,\) C B(p,e) N B(q,0).

e Devido a P, existem A, s € R% de modo que B(t,\1) C B(p,€) e B(t,\s) C
B(q,6).

Se A = min{\i, A2}, entdo B(t,\) estd contida tanto em B(t,A;) como em
B(t, \y), entao

B(t,A) C B(p,e) N B(g,9)
(Py) Sendo p e g dois pontos distintos de um espaco M. Se d(p,q) = €, entdo B(p, <) N

2
B(g,5) =10

e Supondo que exista x € B(p,5) N B(q,5). Entdo v € B(p,5) e v € B(q,5) e
5. Onde, pela desigualdade triangular:

portanto d(z,p) < § e d(z,q) <

e=d(p,q) <d(p,z) +d(z,q) <5+5=c¢€

o que é absurdo.



(Ps) Dadas as bolas B(p,€) e B(q,6), se e +d < d(p, q), entao
B(p,e) N B(q,6) =0

e Suponhamos o contrario, que existe um ponto = € B(p,e) N B(q,d). Entao

d(xz,p) < eed(x,q) < e portanto

d(p,q) < d(p,z) + d(z,q) <e+0 <d(p,q)
o que ¢é impossivel.
(Ps) O diametro de uma bola B(p, €) é menor que ou igual a 2¢, isto é, d(B(p,¢€)) < 2e.

e Sendo x e y pontos arbitrarios de B(p, €). Entao
d(z,y) < d(z,p) +d(p,y) < e+e=2e

Onde, sup{d(z,y)|z,y € B(p,€)} < 2¢, ou seja, d(B(p,€)) < 2e.

2.3 Métricas e Normas Equivalentes

2.3.1 Meétricas Equivalentes

Consideremos duas métrica d e d’, nao necessariamente iguais sobre um mesmo
conjunto M. Indicaremos por By(p,€) uma bola de centro p e raio €, segundo a métrica
d e por, By (p,€) a bola de centro p e raio € quando se tratar da métrica d'.

Definigao: Seja d e d’ métricas sobre o mesmo conjunto M. Diz-se que d e d’
sao métricas equivalentes se, para cada p € M, qualquer que seja a bola By(p, €), existe
A > 0 de maneira que By (p,\) C By(p,€) e, dada uma bola qualquer By (p,€) existe
A > 0 de forma que By(p, A\) C By (p,€). Se d e d sao métrica equivalentes, indicaremos

este fato por d ~ d'.

Proposigao 2.4. Sejam d e d' métricas sobre um conjunto M. Se existem nimeros reais

r,s >0 tais que
rd(z,y) < d'(z,y) < sd(z,y)

para quaisquer x,y € M, entdo d ~ d'.



Demonstragao. Seja p um ponto de M e consideremos a bola By(p, €). Entao

By (p,re) C By(p,e)

De fato, dado x € By/(p, 7€), entdao d'(z,p) < re e como rd(x,p) < d'(z,p), obtemos que
rd(z,p) < re. Onde d(x,p) < € e entdo x € By(p, €). Consideremos agora a bola By (p,€) e
provemos que By(p, £) C By (p,€). Dado x € By(p, <), entdo d(z,p) < € e dai sd(x,p) < e.
Porém d'(z,p) < sd(x,p) e portanto d'(z,p) < € o que garante que x € By (p, €). O

Usando a Prop. 2.4 podemos verificar que as métricas D, Dy, Dy sao equivalentes

em R”.

2.3.2 Normas Equivalentes

Para diferenciar as duas normas que nao necessariamente serao iguais, usaremos a
notacao ||| para uma delas, e ||||'para a outra. E as métricas induzidas sobre um espago
vertorial F, por essas normas serao indicadas por d e d'.

Definicao: Duas normas sobre o mesmo espaco vetorial E dizem-se equivalentes
se, e somente se, as métricas induzidas por essas normas sobre F sao equivalentes.

Se ||| e |||I' sdo as normas consideradas e d e d' as métricas induzidas, respectivamente
por essas normas, entdao a equivaléncia definida significa: dada uma bola By(p, €), com

p € E, existe uma bola By (p, A) de modo que

Bd<pa )‘) C Bd’(p7 6)'

Proposicao 2.5. Duas normas |||| e ||| sobre o mesmo espago vetorial E sao equivalentes

se, e somente se, existem r,s € RY de maneira que
rllul<llull'< s | wll
para qualquer u € E.
Demonstragao. (<) Sendo u,v € E, temos por hip6tese
rlfu—vl<fu—vl'<s|u—v]
ou seja

rd(u,v) < d'(u,v) < sd(u,v)



para quaisquer u,v € E. Pela proposicao 9.1 temos que d ~ d’ o que por sua vez,
significa que as normas, por definicao sao equivalentes.
(=) Por hipétese as normas dadas sao equivalentes. Logo, dada a bola By(0, 1)

existe uma bola By (0, \) de modo que

By (0,)) C By(0,1)

Ty
[l

Tomando um numero real r tal que 0 < r < A, o vetor para todo u € FE,

u # 0, pertence a bola By (0, \), pois

logo esse vetor também pertence a bola By(0, 1) entao,

| < 1

ull’
ou seja
<]l w [
Por outro lado, dada a bola By (0,1), existe A > 0 tal que By(0,\) C Bg(0,1).

Tomando um numero real s tal que 0 < % < A. Entao, para todo u € E,u # 0, o vetor

ﬁ pertence a By(0,\), pois

Logo, também pertence a bola By (0, 1), pois
I ﬁ I'<A<1
ou seja
[ull'<s|wl
Potanto,
rllull<lful'<s|w]

para todo vetor u # 0.
Se considerar o também o vetor nulo de E teremos entao que existem r,s € R7 de

maneira que,

rllu <l < s [ w ]



para qualquer u € FE.

2.4 Sequéncias em Espacos Métricos

2.4.1 Sequéncias

Sendo (M, d) um espago métrico. Uma sequéncia é toda funcao n — x,, de N* em

M e a notacao para determinar uma sequéncia é (1, o, -+ , Ty, - ), ou (z,).

e Dada uma sequéncia (x,), cada imagem x,, é chamada de termo da sequéncia.

Logo, o conjunto de termos dessa sequéncia é:
{zpln € N*} = {xy, 29, }.

Definigao: Seja (M,d) um espago métrico. Dizemos que um ponto p € M é
limite de uma sequéncia (x,,) de pontos de M se, para toda bola B(p, €), existe um indice

r € N* tal que
n=r= x, € B(p,e)

e Para indicar que p é limite da sequéncia (x,) se usa a notacao limz, = p, ou

e E para este fato, dizemos que x, é uma sequéncia convergente, ou que (x,)

converge para p.

Proposicao 2.6. Uma sequéncia (x,) de elementos de M converge para p € M se, e

somente se, para qualquer € > 0, eziste um indice r de maneira que
n=r=d(z,p) <e

Demonstracao. Segue da defingao de bola, pois
Ty € B(p,€) <= d(z,,p) < €.

]

Proposicao 2.7. Seja (x,) uma sequéncia convergente de um espago métrico M. Entdo

€ unico o limite de sequéncia.



Demonstra¢ao. Suponhamos limx, = p e limx, = q. Se p # q, entao € = @ é maior

que zero e portanto existem indices r, s de maneira que

n=r=d(z,p) <e

VoWV

n>=s=d(r,q) <e

Tomando ¢t = méx {r, s}, entao
n>t= d(x,,p) <eed(r,q) <e
Dali, para todo n > t:
d(p,q) < d(p,n) + d(xn,q) < €+€=2e=d(p,q)

o que ¢é absurdo. O

Proposigao 2.8. Sejam d e d métricas equivalentes sobre um conjunto M. Entao uma
sequéncia (x,) de pontos de M converge no espago (M,d) para um ponto p € M se, e

somente se, essa converge em (M,d") para o mesmo ponto p.

Demonstragao. Por hipétese z,, — p no espago (M, d).

Dado uma bola By/(p,€), como d ~ d', existe A > 0 de maneira que
Ba(p,A) € Ba(pe)
Pela hipétese, temos que r > 0 tal que
n>=r= x, € Bip,\)
e portanto
n=r<— x, € By(p,e)
o que prova que x, — p em (M, d’). H

Seja (z,,) uma sequéncia S C {z, : n € N*} é uma subsequéncia de z,, se S é

infinito.

Proposicao 2.9. Se uma sequéncia (x,,) de pontos de um espago M converge parap € M,

entao toda subsequéncia de (x,) também converge para p.

Demonstrag¢ao. Seja (x,1, T, -+ ) uma subsequéncia da sequéncia dada e consideremos

e > 0. Pela hipotese, temos que limx,, = p, entao existe k tal que



n>k= d(z,p) <e

Como cada r; € N er; < ry < ---, entao existe r, > k e portanto, para todo

r; = r vale:
d(mriap) <€

E portanto lim x,.; = p.

[]

Definigao: Uma sequéncia (x,) de pontos de um espago métrico M se diz limi-
tada se o conjunto {z,|n = 1,2,---} dos termos dessa sequéncia é limitado, ou seja,

existe k > 0 tal que d(z,,xs) < k para quaisquer termos r,s € N*.
Proposicao 2.10. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragao. Seja x, uma sequéncia de pontos de um espago M, convergente para

p € M. Dada a bola B(p,1), entdo existe um indice r tal que
n=r=ux, € B(p1).

Seja k > max {d(z;,p)[i = 1,--- ,r — 1} e consideremos a bola B(p,¢), onde ¢ = max
{1,k}. Entao todos os pontos do conjunto {x,|n = 1,2,---} pertencem a essa bola e

portanto, para quaisquer termos z; e x; da sequéncia:

0 que prova que a sequéncia (x,) é limitada.

e Nem toda sequéncia limitada é convergente.
Exemplo: A sequéncia (1,2,1,2,---) é limitada, mas nao é convergente.
2.4.2 Sequéncia num Espago Produto

Sejam M e N espacos métricos arbitrarios. Considerando sobre M x N uma métrica
vista anteriormente no produto cartesiano. Uma sequéncia de pontos de M x N, sendo

definida por

((x1,11); (9, y2); -+ )



onde cada x; € M e cada y; € N, determina a sequéncia (z,), de pontos de M, e a
sequéncia (y,), de pontos de N.
Com isso, estabeleceremos agora a condigao de convergéncia de ((z,,y,)) em ter-

mos da convergéncia das sequéncias (x,)e(yy).

Proposicao 2.11. Uma sequéncia ((z,,yn)) de pontos do produto M x N de dois espagos

métricos M e N converge para (p,q) € M X N se, e somente se,

Tp, —>pem M

Yo —> q em N

Demonstra¢ao. Por Dy (soma), indicaremos por d tanto a métrica de M como a de N.

(=) Seja € > 0. Entao existe um indice r tal que

n=r = Di((Tn,yn); (0, q) = d(@n,p) + d(Yn, q) < €

Consequentemente, para todo n > r, temos

d(zp,p) < eed(yn,q) <e€

o que nos garante que limz,, = p e limy,, = q.

(<) Seja € > 0. Por hipétese, existem indices 7 e s tais que

(n>r = d(zn,p) <§) e (n>s = dym.q) < §

Considerando t = max r, s, entao

n =t = Di((Tn,Yn); (0, q)) = d(n,p) + d(yn,q) < §+ 5 = €.
Onde (xnayn) — (p7 q) O

Exemplo: No espaco R? a sequéncia ((1,2),(3,1), (3

3,2),-) converge para (0,2),

uma vez que lz’m% =0¢(2,2,2) — 2.

2.4.3 Sequéncias em Espagos Vetoriais Normados

Sequéncias em R
No espaco R existem as chamadas sequéncias monétonas que compreendem os seguin-

tes tipos:



e Crescentes sao as sequéncias (x,) tais que x, < x,41, para qualquer indice r. Se

r, < T,y1, para todo r > 1, entao x, se diz estritamente crescente.

e Decrescente sao as sequéncias (x,,) para quais se tem x,.; < x,, para todo indice
r. Quando x,.1 < x,, para qualquer r > 1, entao a sequéncia se diz estritamente

decrescente.

Proposicao 2.12. Toda sequéncia crescente ou estritamente crescente cujo conjunto dos

termos € limitado superiormente converge para o supremo desse conjunto.

Demonstra¢ao. Suponhamos (z,) uma sequéncia em R tal que 27 < 23 < --- e seja
p = sup{x,|n = 1,2,3,---}. Provaremos que limx, = p. Dado ¢ > 0, ndo se pode ter
rn, < p — € para todo indice n pois isto significaria a existéncia de um limite superior do

conjunto z,, menor do que p. Onde para um certo indice r tem-se p — ¢ < x,, < p e dai
p—e<xp <pte
para todo n > r, ou seja
nzr= |z, —p <e
Garantindo a afirmacao de que limzx, = p. O]

Proposicao 2.13. (Conservagao de sinal)

(a) Se (z,,) € um sequéncia em R e se lim x,, = p > 0, entdo existem um indice r e uma

constante ¢ > 0 de maneira que x, > ¢, para todo n > r.

(b) Se lim x, = p < 0, entdao existe uma constante ¢ < 0 e existe um indice r tal que

Tn < ¢ para qualquer n > r.

Demonstragdo. (a) Tomemos € = £. Entao existe um indice r tal que para n > r se tem
|z, — p| < §, ouseja, =5 <z, —p <& Ousejaf <2, < 371” para qualquer n > r.
Basta tomar ¢ = £.

(b) Anélogo ao item (a) O



Capitulo 3

A Topologia dos Espacos Métricos

Definigao: Seja (M, d) um espago métrico. Um subconjunto A C M se diz aberto
se, para todo p € A, existe um numero real € > 0 tal que B(p,¢) C A.

Exemplos:
Proposicao 3.1. Seja A a colegio dos abertos de um espago métrico (M, d). Entao:
(i) ),M e A
(it) A Be A= ANBe A

(1ii) Se (A;) € uma familia de conjuntos abertos de M, ou seja, se cada A; € A, entdo

UA; € A.

Demonstracao.

(i) 0 é aberto pelo fato de nao conter pontos, nao podendo entao contrariar a definigao.
Quanto a M, toda bola de centro em um ponto p € M é um subconjunto de M pela

definicao.

(i7) Seja p € AN B. Entao existem ¢ > 0 e A > 0 tais que B(p,e) C A e B(p,\) C B.

Entao, supondo € < A a propriedade (P;) de bolas abertas nos garante que
B(p,e) € B(p, )

Onde, B(p,e) C AN B.

(731) Seja p € UA;. Entao existe um indice ¢ tal que p € A; e, como A; é aberto, para um

certo € > 0 vale a relagdo B(p,e€) C A;. Logo, B(p,e) C UA;.
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Proposicao 3.2. Sejam d e d' métricas equivalentes sobre M. Se A € a cole¢ao dos

conjuntos abertos de (M,d) e A" é a cole¢cao dos conjuntos abertos de (M,d)', entdo

A=A

Demonstracao. Seja A € A e tomemos p € A. Como A € A, existe ¢ > 0 tal que
By(p,e) C A. Da equivaléncia d ~ d’ decorre que existe A > 0 de maneira que By (p, \) C
By(p,€). Dai, By(p,\) C A oque mostra que A € A'. E assim, provamos que 4 C A". [

Definigao: Seja (M,d) um espago métrico. Se A C M , um ponto p € A é
chamado ponto interior ao conjunto A se existe € > 0 tal que B(p,e) C A.

e O conjunto dos pontos interiores de A é chamado interior de A e é indicado por
A.

e AC A.

Exemplos: Na reta real, consideramos A = [a,b] e A" = [a, +00[. Nos dois casos,
apenas o ponto a nao é interior, pois certamente o intervalo Ja — €, a + ¢[= A’(a, €) ndo
esta contido em A nem em A’. Dai, A =]a,b[ e A’ =a, 00|,

Definigao: Seja (M,d) um espago métrico. Um subconjunto F' C M se diz

fechado se, e somente se, F° é aberto.

Proposicao 3.3. Seja F a colecao dos conjuntos fechados de um espa¢o métrico M.

Entao:
(i) O, M e F
(it) HFe F= HUF e F
(i13) Se (F;) é um familia de conjuntos fechados de M, entao NF; € F.

Definicao: Seja A um subconjunto de um espago métrico M. Um ponto p € M

se diz ponto aderente ao conjunto A se, para todo € > 0, vale a relagao
B(p,e)NA#0

O conjunto dos pontos aderentes ao subconjunto A chama-se fécho de A e ¢ indi-
cado por A.
e« ACA.



Exemplo:

Na reta real, se A =]a,b] ou A = [a,b] ou A =]a,b], entdo A = [a,b]. Portanto os
pontos a e b sao aderentes a esse intervalo pois qualquer bola que tenha centro em um
deles, ird intercepta o conjunto A. Por outro lado, se p < a ou p > b, logo p &€ A, pois

a—-p

pelo primeiro caso, por exemplo se tomarmos € = %52, a bola B(p,€) =|p — €, p + €[ nao

intercepta A

Proposicao 3.4. Seja (M, d) um espago métrico. Entdo, para todo A C M, vale a relagdo
(A)e = A¢ (ou seja, o completar do fecho de A é igual ao fecho do complementar de A)

Demonstracio. p € (A°), ou seja, p & A.
Entdo, existe ¢ > 0 tal que B(p,e) N A =0 <— e > 0: B(p,e) C A® < p & Ac. ]

Proposicao 3.5. Seja (M, d) um espago métrico. Sep € M e A C M, entao d(p, A) =0

se, e somente se, p € A.

Demonstra¢ao. (=) Dado € > 0, como d(p, A) = inf{d(p,z)|x € A} = 0 existe entdo
a € A de maneira que 0 < d(p,a) < e. Caso contrario, teriamos 0 < € < d(p,z), para
todo z € A. O que nao é possivel, pela hipdtese de que d(p, A) = 0. Entéo, a € B(p,¢€) e
portanto B(p,e) N A # (), o que significa que p € A.

(<) Suponhamos d(p, A) = € > 0. Como por hip6tese B(p,e)N A # (), entdo existe
a € A tal que d(a,p) < € Como € =d(p,A) < d(p,a) < e tendo ai, um absurdo. O

Proposicao 3.6. Para todo subconjunto ndao vazio A de um espago métrico M wvale a

igualdade d(A) = d(A).

Demonstra¢io. Como A C A, entdo d(A) < d(A). Por outro lado, dado € > 0, para
quaisquer x,y € A, existem a,b € A de modo que d(z,a) < 5 e d(y,b) < §. Dal
d(z,y) < d(z,a) + d(a,b) + d(b,y) < €+ d(A) e portanto d(A) < e + d(A) Ou seja,

0 < d(A) — d(A) < € para todo € > 0. Onde d(A) — d(A) = 0 ou d(A) = d(A) como

queriamos provar. O

Proposigao 3.7. Se A ¢ um subconjunto de um espaco métrico M e se p € um ponto de

A, entdo existe uma sequéncia (xy,xs,---) de pontos de A tal que lim x, = p.

Demonstra¢io. Como p € A, entdo cada uma das bolas abertas B(p, %)(n =1,2,--+),
1

contém pontos de A. A sequéncia (x1, s, -+ ), onde x,, € AN B(p, %), para todo n > 1,



converge para p. Pois, de fato, toda bola B(p,€) contém B(p, %) com % < € e portanto,
nessa condigoes, contém x,, T,41, Tryg,---. Como (z,) é um sequéncia de pontos de A,

entao esta provada a proposicao. ]

Definigao: Dado um espago métrico (M, d), um subconjunto A C M se diz denso
em M se A= M.

Exemplo: Q é denso em R.

Proposigao 3.8. Seja M um espagco métrico. Se A C M € denso em M, entdo GNA # 0,
para todo aberto G # () desse espago.

Demonstracio. Dado p € G, existe € > 0 de maneira que B(p,e¢) C G. Como A = M,
entao existe a € A tal que d(p,a) < €, ou seja, vale a relacao a € B(p,€). Entao, a € G,

e portanto G'N A # . O

Definigao: Sejam (M, d) um espago métrico e A um subconjunto de M. Diz-se
que um ponto p € M é ponto de acumulagao de A se, e somente se, para todo ¢ > 0,

a intersecao

(B(p,e) —p)N A

é um conjunto infinito. Ou seja, toda bola de centro p de conter infinitos pontos de A,

distintos dos pontos de p. Dizemos que A’ é o conjunto do pontos de acumulagao de

A

Proposicao 3.9. Seja M um espagco métrico. Entao ' C M € fechado se, e somente se,

F'CF.

Demonstra¢ao. = Suponhamos que exista p € F' tal que p ¢ F. Entao p € F€, que
é aberto, e por isso existe € > 0 tal que B(p,e) C F¢, isto é, B(p,e) N F = (). Como
p € F', entao (B(p,e) —p) N F é infinito o que ocasiona que B(p,€) N F também é infinito
e portanto nao vazio. O que é absurdo.

< Seja p € F°. Como F' C F, entao F° C (F')° e dal p € (F')°. Onde, existe

€ > 0 de maneira que
(B(p7€) _p) NE = @

Mas p ¢ F', onde teremos a igualdade B(p,e) N F = ) que equivale a B(p,€) C F° o que
garante que todos os pontos de F° sao interiores, ou seja, que F¢ é aberto. Onde F' é

fechado. O



3.1 Continuidade

3.1.1 Funcoes Continuas

Uma fungao f : R — R ¢é continua em um ponto p se, para todo € > 0, existe

0 > 0 de maneira que

|z —pl <0 = |f(x) = f(p) <e

Definicao: Sejam M e N espaco métricos. Uma funcao f : M — N se diz

continua no ponto p € M se para qualquer ¢ > 0, existe 6 > 0 de maneira que

d(z,p) <0 = d(f(x),f(p)) <e

Entao, dizer que f é continua, significa que f é continua em todos os pontos de M.

Proposicao 3.10. Uma funcao f : M — N € continua no ponto p € M se, e somente

se, dada uma bola B(f(p),€) existe uma bola B(p,d) tal que

f(B(p,d)) € B(f(p),e)

Demonstra¢ao. (=) Dada uma bola B(f(p),€), e seu raio €, existe por hipétese, § > 0

tal que

d(z,p) <0 = d(f(z), f(p)) <€

Sendo a bola B(p,d), temos que a imagem direta por f estd contida em B(f(p),¢).
Pois, se y € f(B(p,0)), entao y = f(z), com x € B(p,0d), logo, d(z,p) < d, o que implica
d(f(x),p(z)) <€ e assim, y = f(x) € B(f(p).€).

< Sejap € M e e >0dado d > 0, tal que f(B(p,0)) C B(f(p),¢). Sejax € M
tal que:

d(z,p) < 4§
Logo se, x € B(p,0) = f(z) € f(B(p,6)) C B(f(x),€) = d(f(x), f(p)) <€
O
Proposigao 3.11. Uma fungao f : M — N € continua num ponto p € M se, e somente

se, o fato de uma sequéncia (z,) de pontos de M convergir para p acarretar que (f(x,))

converge para f(p). Isto é: se, somente se, x, — p, implicar f(x,) — f(p).

Demonstracao. (=) Seja B = B(f(p),¢) onde € > 0 é arbitrario. Da continuidade de f

vem que existe 0 > 0 tal que:



f(B(p,d)) C B

Mas, como z,, — p, existe um indice r tal que, para todo indice n > r, se tem z, €
B(p,§). Dai segue que f(x,) € f(B(p,0)) e portanto que f(z,) € B para qualquer indice
n = r o que prova que f(x,) — f(p).

(<) Se f nao fosse continua em p, existiria e > 0 tal que:

) € B(f , para todo § > 0
Entdo,
FB.1) £ B ).
J(B.3) £ BU®))
F(BW.3) £ BU®).0
1

e para cada n > 1 existe z, € B(p,—) e f(xz,) ¢ B(f(p),€). Onde a sequéncia
n

(%;1:2,'“)—>peasequen(:1a( ( ),f x2) ~~)+>p.

O que contradiz a hipdtese. O
Proposicao 3.12. Dada a funcao f: M — N as afirmacoes sequintes sao equivalentes:
(a) f € continua

(b) Para todo q € N e todo A >0, f~'(B(q,\)) é um subconjunto aberto de M

(¢) Para todo aberto G do espaco N, f~1(G) ¢ um aberto de M

(d) Para todo fechado F do espago N, f~*(F) é um subconjunto fechado de M.

Demonstragao. (a) (=)(b): Dado p € f~Y(B(q,\)), entao f(p) € B(g, \) entao existe
e > 0 tal que B(f(p),e) C B(g,\). Sendo f continua, existe § > 0 de maneira
que f(B(p,8)) C B<f<p>,e>. Como, B(p,d) C A (F(B(p,5))), entio B(p,6)
fTHB(f(p),e) € f7H(

A)

e portanto f~(B (

B(g,\)). E assim, todo pontop € f~'(B(q, \)) é ponto interior

) é aberta.

(b) = (c¢) Se G é aberto em N, entdo G = UB;, onde (B;) ¢ a familia das bolas abertas
contidas em G. Entao, f~1(G) = f~Y(UB;) = Uf }(B;) e como cada f~'(B;) é

aberto, ocorre o mesmo para f~!(G).

(¢) = (d) F sendo fechado em N, entao G = F° ¢ aberto. Entdo, f~}(F¢) = (f~*(F))°
é aberto em M por hipétese. Onde seu complementar f~!(F) ¢ um subconjunto

fechado em M.



c

(d) = (a) Seja p um ponto qualquer de M. Para um € > 0 qualquer seja B = B(f(p), €).
Entao, B¢ é um fechado em N que nio contém f(p) e portanto f~1(B¢) = (f~}(B))
¢ um fechado de M que nao contém p. Logo, f~}(B) é aberto e p € f~Y(B). E
tomando § > 0 de maneira que By = B(p,d) C f~!(B) teremos que:

f(B) C f(f~Y(B)) C B

e entao, f é continua em todo ponto de M.
O

Proposicao 3.13. Sejam f: M — N e g: N — P fungoes continuas nos pontos

p € M e f(p) € N, respectivamente. Entao, go f: M — P € continua no ponto p.

Demonstragao. Dada uma bola By = B((go f)(p),€) = B(g(f(p)),€), a continuidade de
g garante que existe uma bola By = B(f(p), \) tal que g(B;) C Bs.

Agora, a bola By, como f é continua em p, existe B = B(p, ) de maneira que f(B) C Bj.
Dai decorre que g(f(B)) = (go f)(B) C g(B1) entdo, (go f)(B) C Bs. O

Proposicao 3.14. Para que f : M — M; X --- X M, definida por f(x) =
(fi(x), -+, fu(x)), para todo x € M, seja continua num ponto p € M ¢é necessdrio e

suficiente que cada uma das funcoes fi,--- , f, seja continua no ponto p.

Demonstragao. (=) Como (p; o f)(x) = pi(fi(x), -, fu(x)) = fi(z), para qualquer = €
M, entao temos p; o f = fi(i = 1,2,--- ,n) e ainda como f e as projegoes de p; sdo
continuas, entao f; também é continua.

(<) Usando a métrica Dy sobre My x --- x M,. Seja p € M. Dado € > 0 existe
para cada indice i(i = 1,2, -+ ,n) um ndmero J; > 0 tal que:

d(z,p) < 0y = d(fi(x), fi(p)) < £

Tomando, 6 = min{dy,--- ,d,}, temos que

d(]?,p) <0 = d(fz(l’),fl(p)) < %(l =12, 7”) ==
d(fl(x)u f1<p)) oot d(fn(x)v fn(p)) <€

ou seja,

Dy(f(z), f(p)) <€



m
Corolario 3.15. Se f : My — Ny, -+, fn : M, — N,, sdo func¢oes continuas, entao:
f:M;y x---x M, — Ny x---xXN,

definida por:

f(xb T axn) = (fl(ml)v T 7fn<xn))

também é continua.
Demonstra¢ao. Tomando por p; : My X -+ x M, — M; a projegao i-ésima (i =
1,2,-++,n), temos:
(pio f)(wy, - zn) = filws)
O

Sejam (X, d) e (Y, d) espagos métricos. Uma funcao f: X — Y é dita Lipschitz

(Lipschitziana) se existir uma constante real L > 0 tal que:
d(f(z), f(y)) < L-d(z,y), para todo z,y € X

Além disso se E e F' sao espacos normados T : E — F' é Lipschitz se existe k € R, tal

que | T(u) [|[< k|| u || para todo u € E.

3.1.2 Operacoes com Funcoes Continuas

(a) Seja E um espago vetorial normado qualquer. Dado um conjunto X # 0
quaisquer, a soma de duas funcoes f : X — E e g: X — FE é a funcao, indicada por

f + g, assim definida:
f+g: X — Ee(f+g)(z)=f(z)+g(r), para todo v € X

Suponhamos M um espago métrico, £ um espaco vetorial normado e duas fungoes f :
M—Feg: M — E.

Entao vale a seguinte propriedade:
(I) Se f e g sdo continuas, entdao f + g também é continua. Considerando as fungoes
h:M — ExFE,dadaporh(z) = (f(z),g9(z)),es: ExE — E, dadapor s(z,y) = x+y,

como so h = f + g, entao



M—FExFEF—FE
z— (f(z), 9(z)) — f(z) + g(2)

a continuidade de f + g decorre da continuidade de h e da cotinuidade de s.
(b) Supondo f: M — R e g: M — R fungdes quaisquer, e M sendo um espago

métrico. O produto das funcoes f e g é a fungao denotada por f - g, e sua definigao:
frg:M—Re(f g)(x)=f(x)g(x), para todo x € M.

O que leva a seguinte propriedade:
(II)Se f: M — Reg: M — R s@o continuas, entao f - ¢ também é continua.

Considerando que:

M—RxR-—R
v — (f(2),9(x)) — f(z)g(x)

onde h(x) = (f(z),g9(z)) e m(z,y) = x-y. Como f-g = moh, h écontinua e m é
continua, entao f - g também é continua.

(c¢) Seja M um espago métrico. Dadas f: M — Reg: M — R, se g(z) # 0,
para todo x € M, o quociente de f e g é a funcao, indicada por %, e assim definida:
% M —Re (5)(@ = %, para qualquer x € M.

3.1.3 Continuidade das Transformacgoes Lineares

Sejam E e F' espacos vetoriais sobre o corpo K. Uma Transformacao linear T :
E — F ¢ definida através das seguintes condigoes:
(a) T(u+v) = T(u) + T(v)
(b) T(au) = oT'(u), para quaisquer u,v € K

Proposicao 3.16. : Se E e F' sao espacos vetoriais normados sobre R e seT : E — F

¢ uma transformacao linear, entdao sao equivalentes as afirmacoes:

(a) T € continua

(b) T é continua na origem

(¢) Eziste um nimero real k > 0 tal que ||T'(u)|| < kl||u||, para qualquer uw € E

(d) T € lipschitziana



Demonstragao. (a) = (b) Imediata
(b) = (¢) Como T é continua na origem e como 7'(0) = 0, tomando € = 1. existe § > 0

tal que:

lul| <& = [IT()]] <1

Tomemos k € R de maneira que % < k. Portanto, dado um vetor u qualquer, nao nulo,

de E, e o vetor m = MU tem norma %, e assim menor que ¢,e dal

T () l1< 1

Como T ¢ linear e pela propriedade (ny) de normas, temos que:

kHluHHT(U)H <1

Onde,
1T (w)]] < Klful]

para qualquer vetor u # 0 de E. E se u = 0 temos a igualdade ||T'(0)|| = k||0||. E
portanto, ||T(u)|| < k||ul|, para qualquer u € E.
(¢) = (d) A constante de Lipschitz de T' é o préprio k: dados u,v € E,

1T (w) = T@)[| = [IT(u = )|] < kffu = vl

(d) = (a) Toda aplicagao lipschitziana é continua. O

3.2 Espacos Homeomorfos

Definicao 3.17. : Se M e N sao espagos métricos, uma funcao f : M — N é chamada

homeomorfismo se, e somente se

(a) f é bijetora

(b) f e sua inversa f~! sdao continuas.

Se f: M — N é um homeomorfismo dizemos que os espacos M e N sao homeomorfos.

Consideremos num espago vetorial normado £ um ponto p € E e uma bola B(p, €).
A funcdo f : B(p,e) — E, definida por f(u) = L(u — p) é continua pois ¢ composta
pela translacao v — u — p e da homotetia v — %v é injetora. Como para qualquer

u € B(p,e),

1f ()l = tllu—pll < ce=1



Concluindo que Im(f) = B(0,1). Assim, f : B(p,e) — B(0,1), dada por Ff(u) =

L(u—p) é bijetora e continua. A inversa ¢ definida por:
J7Hu) = eutp
e portanto tambem é continua.

Proposigao 3.18. Sejam d e d' métricas sobre um conjunto M. Para que d e d' sejam
equivalentes € necessdrio e suficiente que a fungao i : (M,d) — (M,d’), definida por

i(x) = x para todo x € M, se homeomorfismo.

Demonstra¢ao. (=) Seja p € M. Dada uma bola By (i(p), €), por hipétese existe uma

bola By(p,d) = Ba(i(p),0) C Bu(i(p),€). Como By(p,d) = i(Ba(p,d)), implica
i(Ba(p,6)) C Ba(i(p), €)

e portanto ¢ é continua em p. De maneira andloga conseguimos provar que a inversa de ¢
é continua.
(«<=) Dado uma bola By (p,€) = By (i(p), €), como i é continua em p, entao existe

uma bola By(p,d) de maneira que

Z‘<Bd(p> 6)) = Bd<p7 5) - Bd’(pa 6)

Pelo fato da invesa de ¢ tambem ser continua, de maneira andloga se prova que dada uma

bola By(p,d), existe § > 0 tal que:

Bd’ (p7 5) - Bd<p7 6)

3.2.1 Homeomorfismos Uniformes

Para a funcao f : X — Y definida do espago métrico X para o espaco métrico

Y, f é dita uniformemente continua se dado ¢ > 0 exise um A > 0 tal que:
d(z,y) < A= d(f(z), f(y)) <€, para todo x,y € X.

Definicao 3.19. Sejam M e N espagos métricos. Uma aplicagao f : M — N é chamada
homeomorfismo uniforme se f ¢ bijetora, é uniformemente continua e sua inversa f !

tambem é uniformemente continua.



Exemplo: Toda isometria f : M — N é um homeomorfismo uniforme pois é
bijetora, lipschitziana (uniformemente continua) e a inversa de uma isometria tambem é

uma isometria.

Definigao 3.20. Sejam d e d’ métricas sobre o mesmo conjunto M. Dizemos que d e d’
sdo uniformemente equivalentes se a aplicagao idéntica ¢ : (M,d) — (M,d’) é um

homeomorfismo uniforme.

Proposicao 3.21. Seja f : M — N uma funcdao uniformemente continua. A funcdao f
nao perde essa propriedade quando € substitutdo a métrica M ou N por outra que tambem

seja uniformemente equivalente a métrica substituida.

Demonstracao. Sejam d e dq, as métricas de M e N, respectivamento, e suponhamos que

d’ uniformemente equivalente a d. Dado € > 0, existe por hipotese A > 0 de maneira que

d(z,y) < A= di(f(2), [(y)) <€

E, como a identidade (M,d") — (M, d) é uniformemente continua, devido a equivalencia

uniforme das métrica, entao existe 6 > 0, em funcao de A de tal forma que
d(z,y) <d=d(z,y) <A
Onde,

d'(x,y) <0 = di(f(2), f(y)) <e

Garantindo a continuidade uniforme de f : (M,d) — (N, d,). O

3.3 Conjuntos Compactos

Defini¢ao 3.22. : Seja (M, d) um espago métrico. Diz-se que um subconjunto K C M
é compacto se, para toda sequéncia (x,) de pontos de K. existe um subsequéncia z,;
que converge para um ponto p € K. Um espago métrico (M, d) se diz compacto se M é

compacto.

Proposicao 3.23. Seja M um espago métrico. Se F' e K sao subconjuntos de M, onde

F ¢ fechado, K € compacto e F' C K, entao F' tambem é compacto.

Demonstracao. Se xq,xs,--+ € uma sequencia de pontos de F', e tambem de K, e como
K é compacto, existe uma subsequéncia (x;, Z;q, - - - ) de z; tal que limx;, = p € K. Para

essa subsequeéncia, existem duas possibilidades:



(i) A ={x;1, 29, -} é finito.
Nesse caso, existem subsequéncias de (z;,,) que sao constantes e, devendo cada uma delas
convergir para p, entao seus termos sao todos iguais a p e portanto p € P.

(17) A é infinito. Como p = limA,,, entao para cada e > 0 a bola aberta B = B(p, €)
contém infinitos termos de (x;,) e portanto é infinito a interseccao {B — {p}} N A. Onde,

p€ A edai p € F’, uma vez que A C F. Porem F’' C F (F é fechado), entao p € F. [

Proposicao 3.24. Sejam M e N espacos métricos e seja f: M — N uma fun¢ao

continua. Se K C M € compacto, entao f(K) também € compacto.

Demonstragao. Seja (y1,ys, -+ ) uma sequéncia de pontos de f(K). Assim, existe, para
cada i, um elemento z; € K tal que f(z;) = y;. Como (z;) ¢ um sequéncia de pontos
de K, que é compacto, existe uma subsequéncia (z;;,Z;,---) dessa sequéncia tal que
limz;, = p € K. Como f é continua, entao limf(z;) = f(p) e portanto a subsequéncia

F(:,) de (y;) converge para f(p) € f(K). =

Definigao 3.25. Um subconjunto A de um espaco métrico M se diz totalmente limi-

tado se, para todo € > 0, existem xz1,--- ,x, € A de maneira que :
A C B(z1,e)U---U B(zp,€)

Proposicao 3.26. Todo subconjunto compacto K de um espago métrico M € totalmente

limitado.

Demonstra¢ao. Suponhamos K compacto e nao totalmente limitado. Entao existe € > 0
tal que:

K ¢ B(x,€), para todo z; € K

K ¢ B(x1,€) U B(x2,¢€), para todo zy € K — B(xy,¢€)

K ¢ B(x1,€) U B(xa,€) U B(xs,€), para todo 3 € K — (UB(z4,€))(i = 1,2)

Formando uma sequéncia (x1,%3,---) de maneira que x; € K,z € K —
B(zy,€),---. Como seus termos estao em K, compacto, (x,) admite uma subsequéncia
(Tn1, Tpa, -+ ) —> p € K. Como os termos de (z,;) sao distintos entre si, a bola aberta

B(p, 5) contém infinitos desses termos. Assim, tomando
T, s € B(p,€)

de maneira que x, # x, e r < s, temos:



d(@y, ;) < d(zr,p) +d(p,as) <5+ 5=c¢
Isso mostra que =4 € B(z,,€) o que é absurdo. O
Proposicao 3.27. Qualquer intervalo fechado da reta € compacto.

Demonstrag¢ao. Seja I C R um intervalo fechado e seja (z,,),eny uma sequéncia de elemen-
tos de I. Note que (z,) ¢ limitada. Entao pelo Teorema de Bolzano Weierstrass! existe

subsequencia convergente. O

Proposicao 3.28. Um subconjunto A do espago R™ € compacto se, e somente se, A é

fechado e limitado.

Demonstragao. (=) E valido para todos os espacos métricos.

(<) Sendo A limitado existe a > 0 tal que:
A C [—a,a] X -+ X [—a,a] (n copias)
Cada [—a, a] é compacto em R, entdao o produto
[—a,a] X -+ X [—a,d]

é compacto em R" pelo Teorema de Tychonoff?> . E assim A é um subconjunto fechado do
R™ que esta contido em um compacto desse espaco. Logo, A também é compacto devido
a Proposicao 3.23.

2 m

Proposigao 3.29. Seja A um subconjunto compacto de um espag¢o métrico M. Para toda

funcao continua f : M — R existem entdo a,b € A de maneira que

fla) =inff(A) e f(b) = supf(A)

Demonstragao. Sendo A compacto, entao f(A) também é, pois f é continua. Portanto,

como f(A) é um subconjunto de R, f(A) é fechada e limitado. Entao:

u=1inff(A) ev=supf(a)

Assim, dado € > 0, existem y1,y2 € f(A) de maneira que:

!Teorema de Bolzano Weierstrass: Toda sequéncia limitada admite subsequéncia convergente.
2Teorema de Tychonoff: Produto cartesiano de espacos compactos é compacto.



u<y1<uteev—e<y <v
o que implica
Ju—eu+eNf(A)£Delv—ev+eNf(A) #0
e portanto u,v € f(A), e como f(A) é fechado, existem a,b € A tais que:
fla) =u=inff(A) e f(b) =v = supf(A)
[

Proposicao 3.30. Seja K um subconjunto compacto de um espago métrico (M,d). Se

A C M, entao existe p € K tal que d(p, A) = d(K, A).

Demonstracao. Seja € = d(K, A). Como
d(K,A) =inf(d(z,y)|lr € K,y € A)

entao existem, para cadan € N* z,, € K e y, € A de maneira que € < d(z,,y,) < €+ %
Considerando a sequéncia (z1,xg, - ) € B = (z,|n > 1). Teremos duas alternativas:

(i) B é finito

Neste caso, existe p € K tal que x,, = p para infinitos indices e pode-se provar que
d(K,A) =d(p, A).

)
< 3.

=3 =

Supondo d(p, A) = €+ 9, § > 0, e tomando um natural » > 0 tal que =, = p e

Entao, e+ =d(p, A) = d(z,, A) < d(z,y.) < e+ % <e+ g o que é absurdo.
(i4) B ¢ infinito

Como K é compacto, temos a subsequéncia (x,;) de z, tal que limz,, = p € K. Mos-

tremos que d(K, A) = d(p, A).

Suponhamos que d(p, A) = €+, com 0 > 0. De x,;, — p, temos que B(p, 5), contém

infinitos termos da sequéncia x,, e portanto existe z, € B(p, g) tal que % < g. Entao,
d(p,yr) < d(p,x,) +d(2e,yr) <§+e+2<S+e+d<e+d=d(p,A) <dp,y)

A contradicao com desigualdade triangular encerra a demonstracao. O

3.4 Conjuntos Conexos

Defini¢ao 3.31. Um espago métrico (M, d) se diz desconexo quando existem dois con-

juntos abertos G e H, nao vazios, de maneira que G N H = () e GU H = M. Dizemos



entao que o par de abertos G e H formam uma desconexao de M e indicamos o fato por

M ~ G|H. Um espaco conexo significa dizer que nao existe nenhuma desconexao de M.

Como pela definicao acima de espaco desconexo, GNH =0 e GUH = M implica

G = H®e H = G°e portanto G e H também sao conjuntos fechados.

Proposicao 3.32. Um espaco M é desconexo se, somente se, existe uma fungao continua

e sobrejetora de M em {0,1}.

Demonstra¢ao. (=) Por hipdtese existem abertos G e H do espaco de maneira que
M = G|H. Consideremos f : M — {0,1} definida por f(z) = 0, para todo =z € G e
f(x) =1 com x € H. f é sobrejetora, pois G # 0 e H # (. E continua, porque con-

siderando os abertos de {0, 1}, todoa tém imagem imagem inversa por f um aberto de M.

(<) Por hipdtese existe uma sobrejecao continua f : M — {0,1}. Logo, sao
abertos e nao vazios G = f~1({0})e H = f~'({1}). Como, GNH = f~'({0})nf~1({1}) =
forn{ih) =10 =0e GUH = f~1({0,1}) = M, entao M = G|H. O

Corolario 3.33. Um espaco M ¢é conexo se, e somente se, as unicas fungoes continuas

de M em {0,1} sdo as constantes.

Proposicao 3.34. Sendo f : M — N wuma func¢ao continua. Se M € conexo, entao

f(M) € um subconjunto conexo de N.

Demonstragao. Supondo f(M) desconexo. Existe entao g : f(M) — {0,1} continua e

sobrejetora. Entao
fi: M — f(M)

definida por fi(z) = f(x), para todo € M, f; entao é sobrejetora e continua por f ser
continua. Logo, a fungdo go f; : M — {0,1} é continua e sobrejetora o que é absurdo

pois M é conexo. O

Proposigao 3.35. Se A e B sdo subconjuntos conexos de um espago M e AN B # 0,

entao AU B também € conezxo.

Demonstra¢ao. Se AU B desconexo, existiria uma fungao f: AUB — {0, 1} continua e
sobrejetora. Seja p € AN B e suponhamos f(p) = 0. Entéao existe ¢ € AU B de maneira
que f(q) = 1. Supondo por exemplo que ¢ € A, entao a funcao f|A : A — {0,1} é

continua e sobrejetora. O que é absurdo, pois A é conexo. O



Proposicao 3.36. Seja M um espago métrico tal que, para quaisquer p,q € M, existe

um subconjunto conexo A C M, de modo que p,q € A. Entdo M € conexo.

Demonstracao. supondo que existisse f : M — {0,1} continua e sobrejetora. Conside-
rando p,q € M de modo que f(p) = 0e f(q) =1, seja A C M um subconjunto conexo
tal que p,g € A C M. Entao a fungao f|A — {0,1} é continua e sobrejetora o que é

contrario a hipotese. O

Proposicao 3.37. Considerando a métrica usual sobre R, entao sao conezxos os intervalos

do tipo [a,b], [a,b] ou ]a,b].

Demonstracao. seja o intervalo ]a,b] = J. Se J fosse desconexo existiria f : J — {0,1}
continua e sobrejetora. Supondo f(b) = 1 pois, caso contrario, tomando g(x) =1 — f(x)
(continua e sobrejetora) teriamos g(b) = 1. Seja ¢ = sup{z € J|f(x) = 0}. Como f é
continua em ¢, para € = 1 existe 6 > 0 de modo que |z — ¢| < §(a < x < b) acarreta
|f(x)—f(c)| < 1. Disto teremos que f(z) = f(c), paratodo x € J tal que c—d < x < c+4.

Entao, sendo ¢ = sup{z € J|f(z) = 0}, existe u € J de modo que c—d <u <ce
f(u) =0, do que resulta que f(c) = 0. Por outro lado, tomando v € J de maneira que se

tenha ¢ < v < ¢+ 4, entgao f(v) =1 e dai f(¢) =1 o que é absurdo. O

3.4.1 Aplicagoes

1. Teorema do Valor Intermediario Seja M um espaco conexo e seja f : M —

R uma fungao continua. Se yi,y2 € f(M) e y1 < y < yo, entao existe x € M tal que
fl@)=y.

Demonstra¢ao. Como f é continua, entao f(M) C R é conexo. entdo f(M) é um intervalo

e portanto y € f(M). Onde existe z € M de maneira que y = f(x) O

2. Teorema do Ponto fixo de Brower

Caso particular: Dada uma funcao continua

f : [a’ab] — [CE, b]

existe ¢ € [a, b] de maneira que f(c) = c.
Demonstracao. Supondo f(a) # a e f(b) # b, e considerando g : [a,b] — R dada por
g(x) = x — f(x). g é continua e g(a) = a— f(a) < 0e g(b) =b— f(b) > 0. devido ao
teorema do valor intermediario, existe ¢ € [a, b] de maneira que g(c) = ¢ — f(c¢) = 0 uma

vez que g(a) < 0 < g(b). Onde f(c) = 0 como queriamos provar. ]



Conclusao

A Topologia é um ramo da geometria totalmente abstrato, de dificil compeensao
para uma grande maioria dos alunos, mesmo que universitarios. Como o ensino béasico
geralmente nao tem tanto aprofundamento no estudo da geometria, as primeira matérias
abstratas se tornam as mais complicadas do curso.

Dai a importancia de um estudo em contetidos bésicos antes de aprofundar em um deter-
minado tema. A vis@o, o entendimento, o espaco abstrato se torna melhor e de mais facil
compreensao.

Esse trabalho mostra um caminho de contéudos bésicos iniciais para conseguir se apro-
fundar em espacos topoldgicos da melhor maneira possivel e de uma forma mais resumida
e de facil aprendizado. Mostra também que mesmo os alunos do curso de licenciatura,
mesmo com dificuldades relacionadas a abstragdo matématica, conseguem ampliar sua

visao geomérica abstrata com esfor¢o e dedicacao.
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