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RESUMO

Neste trabalho serdo abordados aspectos historicos, operacdes entre elementos de diferentes
conjuntos, discussdo de algumas propriedades dos numeros complexos e algumas
curiosidades. Os conjuntos aqui estudados sdo: racionais, irracionais, reais, complexos,
algébricos e transcendentes. As operacBes mais usuais serdo: soma, multiplicacdo e
exponenciacdo. Sera ainda discutido brevemente sobre a naturalidade com que certos numeros
s&o aceitos (por exemplo: V2 e i). E visto ainda sobre certas propriedades de potenciagio com
nameros complexos pouco abordadas. Varios exercicios sdo aqui resolvidos a fim de melhor
fixar o conteudo aqui abordado. O conteldo aqui presente é voltado para o ensino médio, para
uma turma de olimpiadas e alguns topicos para a formacéo do professor.

Palavras-chave: irracional, complexo, transcendente, fechado para operagéo.



ABSTRACT

In this work, historical aspects, operations between elements of different sets, discussion of
some properties of complex numbers and some curiosities will be discussed. The sets studied
here are: rational, irrational, real, complex, algebraic and transcendent. The most common

operations will be: sum, multiplication and exponentiation. It will also be discussed briefly

about the naturalness with which certain numbers are accepted (for example: v/2 and i). It is
also seen on certain potentiation properties with complex numbers little addressed. Several
exercises are proposed here in order to better fix the content discussed here. The content
presented here is aimed at high school, a class of Olympics and some topics for teacher
education.

Keywords: irrational, complex, transcendente, closed for operation.
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INTRODUCAO

Na educacdo bésica ndo € explorado em geral, se os principais conjuntos numéricos
(inteiros, racionais ...) sdo fechados para uma dada operagdo, por exemplo: dados dois
racionais, a soma e o produto deles também sdo racionais? E com relagéo aos irracionais? O
problema maior acontece quando vamos para a exponenciacgao, pois dependendo do nimero é
preciso de um resultado que estd fora do curriculo do ensino bésico para responder se tal

namero ¢é racional ou ndo. Depois de se apresentar os irracionais poderia ser natural um aluno

o < . V2 T N
perguntar: como /2 € irracional entdo o nimero v/2 = também é irracional? Questdes como
essa serdo tratadas aqui no capitulo 1, juntamente com alguns fatos histéricos a respeito

desses conjuntos.

Vale ressaltar que se o professor julgar o assunto “avangado” para uma turma comum,
é recomendavel que tais questbes sejam apresentadas aqueles alunos mais curiosos, que

gostam da area de exatas, por exemplo, uma turma olimpica.

A questdo mencionada anteriormente se relaciona com numeros algébricos e
transcendentes. Pode parecer estranho, mas para responder a ultima pergunta feita no primeiro
paragrafo € necessario entrar no mundo dos transcendentes e conhecer o teorema de Gelfond-

Schneider, que trataremos no capitulo 3.

Como o capitulo sobre nimeros transcendentes esta fora do curriculo da educacéo
bésica, este € voltado para a aprendizagem de alunos mais curiosos, por exemplo numa turma
de olimpiadas, como ja foi mencionado. Vale ressaltar que a necessidade de se introduzir 0s
nameros transcendentes nesse trabalho é para responder questdes no universo dos numeros
irracionais e também apresentar resultados interessantes dessa teoria como a transcendéncia

deeeder.

Aqui sera tratado ainda sobre a questdo da “aceitagdo rapida” de certos numeros: por

exemplo, é ensinado a operar com 0 nimero v/2 sem a preocupacio de saber se ele “existe”. O
mesmo ocorre com a unidade imaginaria, i. Em relacdo aos complexos serd dada uma atencao
a certas propriedades que valem para nameros reais e ndo valem para nimeros complexos,
como por exemplo z%*P = z%zb para isso sera definido a exponencial complexa e o

logaritmo complexo, no capitulo 2.
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Ainda no capitulo 2, sera abordado questdes como: qual é a escrita correta: v/4 = 2
ou~/4 = +2? As vezes 0 uso errado de certos simbolos podem causar certos absurdos como

chegar na igualdade 1 = —1.

No apéndice temos varios exercicios resolvidos que o professor pode aplicar em sala
de aula, especialmente as questfes relacionadas aos capitulos 1 e 2, a fim de mostrar aos

alunos exercicios desafiantes e diferentes dos habituais.

Vejamos agora o que diz o PCN (Parametros Curriculares Nacional) e a BNCC (Base

Nacional Comum Curricular) a respeito dos contetdos aqui trabalhado.

J4

O unico momento em que a palavra “irracional” € mencionada no PCN+ ¢ no seguinte

trecho

“... pode-se tratar os nimeros decimais e fracionarios, mas mantendo de perto a relacdo estreita
com problemas que envolvem medicdes, calculos aproximados, porcentagens, assim como 0S

numeros irracionais devem se ligar ao trabalho com geometria e medidas. ”

Percebe-se que ndo had uma preocupacdo sobre as operagdes nesse conjunto, nem
mesmo o que significa saber o que é de fato um nimero irracional, ou ainda, serd que existem

infinitos dele?

Com os numeros complexos acontece algo similar, também s6 é mencionado uma vez,

no seguinte trecho

“Tradicionalmente, a Matematica do ensino médio trata da ampliagdo do conjunto numérico,

introduzindo os nimeros complexos. Como esse tema isolado da resolucdo de equacBes perde

seu sentido para os que ndo continuardo seus estudos na area, ele pode ser tratado na parte

flexivel do curriculo das escolas.”
Mais uma vez néo se fala de operacdes por exemplo.

Na BNCC com relacédo ao ensino fundamental também € dito que os irracionais devem

aparecer em situacdes geométricas, como se pode ver no trecho seguinte:

“Para que aprofundem a no¢do de numero, é importante coloca-los diante de problemas,
sobretudo os geométricos, nos quais 0s nimeros racionais ndo sdo suficientes para resolvé-los,

de modo que eles reconhecam a necessidade de outros numeros: os irracionais.”
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Na BNCC existem algumas habilidades que os alunos devem desenvolver, dentre elas

as seguintes sdo as que mencionam 0s nmeros irracionais:

“(EFO9MAD03) Efetuar calculos com nimeros reais, inclusive poténcias com expoentes

fracionérios.”
Aqui vemos um pouco de operagdes com irracionais.

“(EFO9MAO04) Resolver e elaborar problemas com numeros reais, inclusive em notagdo

cientifica, envolvendo diferentes operacdes.”

Mais uma vez as operacOes sdo mencionadas, mas ndo se fala nada a respeito do

“tamanho” desse conjunto por exemplo.

Com relacdo ao ensino medio, ndo é mencionado algo sobre os irracionais e nem

mesmo sobre os complexos, 0 que surpreende!
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1 NUMEROS RACIONAIS E IRRACIONAIS
1.1 Um pouco de histéria e algumas consideragdes

Segundo [14, cap. 1], as primeiras aparicdes de fracGes sdo vistas no povo Egipcio
como podemos constatar no Papiro de Rhind, encontrado em 1858 pelo escocés Alexander
Henry Rhind e escrito em 1650 a.C. por um escriba chamado Ahmes e por isso é também
chamado de Papiro de Ahmes. Um fato curioso sobre este papiro é que o material que o
compbe advém de um manuscrito ainda mais antigo produzido entre 2000 e 1800 a.C. As
fracGes egipcias foram usadas para medir marcagdes relacionadas ao rio Nilo e também areas

e volumes. Os egipcios usavam e operavam apenas com fragdes de numerador unitério, sendo

2 . ~ . ~ . . . .
5 @ Unica excegéo. Assim, fracOes diferentes das mencionadas anteriormente seriam

~ o - 2 1 1 ~
decompostas em fracfes unitarias, por exemplo: c=stto No entanto, as fracbes eram

vistas como “parte de um todo”.
, . . . . n 1 . . ~
SO com os chineses, veio a ideia de que —=nx (E) ou seja, fixavam uma fracao
unitaria e dispunham dela n vezes. Aparentemente os chineses ndo trabalhavam com fracéao

impropria, eles a transformavam na sua forma mista, por exemplo:

Wl N

8—6+2—2+2—2
33 3 3

A notacdo mais moderna de fracdo surge entdo com os arabes. Com o desenvolvimento do
comércio surgiram as fracOes decimais (aquelas que possuem o denominador como uma
poténcia de 10). O uso de decimais se tornou mais popular na Europa em 1585 onde Simon
Stevin mostrou como transformar fracdo em decimal. A representacdo decimal passou a ser
bem vista pois o0 algoritmo para somar e subtrair eram similares ao dos nimeros inteiros, no
entanto para a multiplicacdo e divisdo ainda usava-se a forma fracionaria, visto que com a
representacdo decimais seria mais provavel o erro. Para mais informacGes sobre fracdo é

recomendavel [14].

O conjunto dos nimeros racionais € simbolizado por Q e definido como:
a
Qz{#anbeZ}

J& que os numeros racionais abrangem tantos nimeros, como podermos verificar que

ainda existem outros diferentes deles? Bom, para isso € uma boa ideia olharmos para a
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~ - . . 1 2 . .
representacdo decimal dos racionais. Observe que 5= 0,5, e 3= 0,666 ...; N0 primeiro caso

tivemos uma representacdo finita, enquanto no segundo, infinita e periddica. Cabe aqui uma
pergunta: todo nimero racional tem uma representacdo decimal finita ou infinita periddica?
Uma outra pergunta seria: toda representacdo decimal finita ou infinita periddica representa
um numero racional? A resposta para essas duas perguntas é sim, e podem ser vistas com
mais detalhes em [12, Cap. 14, pag.186].

Dai, comegamos a nos questionar a respeito das representacGes decimais infinitas e
ndo periddicas: que tipo de “entes” sdo esses? Para entender melhor isso precisamos ir para a

Grécia antiga, onde se tinha a ideia de comensurabilidade. Sejam AB e CD segmentos de reta.

AB . . . — R
A0 escrevermos % = % racional, queremos dizer que existe um segmento EF tal que EF

cabe m vezes em AB e n vezes em CD. Dizemos assim que AB e CD s&0 comensuraveis.

Os gregos antigos admitiam apenas como numeros 0s naturais. Eles ndo usavam
fracdo, apenas razdo. Eles usavam as fracOes para comparar segmentos, e por isso eram
sempre razdo e ndo fracdo. Vale lembrar que razdo é quando estamos comparando duas

grandezas.

Nossa intuicdo nos leva a pensar que quaisquer dois segmentos sdo comensuraveis,
visto que podemos conseguir segmentos tdo pequenos como queiramos. No entanto isto é
falso; os préprios gregos acharam um exemplo disso, provando que o lado de um quadrado e
sua diagonal sdo grandezas incomensuraveis. Uma demonstracao deste fato pode ser visto em
[2, Cap.3, pag. 48].

Tal descoberta foi um tanto ‘“chocante”, pois como os Pitagdéricos sempre
relacionavam numeros a razéo, entdo tinham encontrado um nimero com uma natureza até
entdo desconhecida. Para superar essa crise, Eudoxo criou a teoria das proporcdes que so

dependia de nimeros naturais. Para entender melhor consulte [2,Cap.3, pag. 53].

Com o que foi exposto acima juntamente com o teorema de Pitdgoras segue que nao
existe um namero racional cujo quadrado resulte em 2. Uma maneira de intuir isso sem a
necessidade da geometria é por aproximagdes, pensando que como 1% =1 e 2% = 4, entdo
devemos testar valores para 1 < x < 2 a fim de obtermos x* = 2, como pode ser visto

abaixo:

(1,5)2 = 2,25 > 2.
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(1,4)2 = 1,96 < 2.
(1,45)2 = 2,1025 > 2.
(1,42)% = 2,0164 > 2.
(1,41)? = 1,9881.< 2.

(1,415)% = 2,002225 > 2.
(1,414)% = 1,999396 < 2.

Parece que sempre que acrescentamos uma nova casa decimal, chegamos cada vez
mais perto de 2, porém aparentemente nunca nele. Vamos provar que nossa “ intuigdo” esta

certa, dessa vez algebricamente.

2
Suponha que exista um racional gcom mdc(p,q) = 1 tal que (g) = 2. Observe que:

Usando a fatoracdo em primos, observamos que do lado direito da igualdade existe
uma quantidade impar de fatores 2, enquanto do lado esquerdo existe uma quantidade par de
fatores 2, mas isto contraria o teorema fundamental da Aritmética; chegamos entdo a um

absurdo.

Vimos que ndo existe um racional d tal que d* = 2. Uma pergunta aqui seria, tal d

: . I : 2
existe? Esta pergunta parece ingénua num primeiro momento, pois sabemos que (v2)" = 2,

no entanto +/2 a primeira vista é apenas uma representagdo gréafica em que ndo tem sentido
proprio; faz menos sentido ainda operar com ela. Mas, a resposta para a pergunta € sim gracas

ao teorema a seguir.

Teorema: dados um real positivo x e um natural n > 1, existe um unico real positivo y tal

que y™ = x.
O nimero y chama-se de raiz n-ésima de x e é representado por V/x.

A demonstracdo deste pode ser visto em [16, cap. 2, pag. 72].
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Por muitos anos, a existéncia de tal d foi assumida, tanto que foram desenvolvidas

propriedades sobre nimeros do tipo vn mesmo que ndo houvesse uma teoria embasando esse

desenvolvimento. Por exemplo, dizer que

V2.8 =16 = 4.

Apenas no século XIX o0s matematicos sentiram uma necessidade de uma
fundamentacdo com rigor para os diferentes sistemas de numeragdo. Por mais de dois mil
anos a definicdo de Eudoxo, relacionada a teoria das proporcdes, foi a Unica base para tratar
com 0s numeros irracionais até que Dedekind estudou este assunto e eliminou os “buracos” na
reta. Cantor e Dedekind foram os principais a cuidarem desse rigor para 0s nimeros reais.
Cantor com as ideias de sequéncias de Cauchy, que ndo serdo abordadas aqui, mas que podem
ser encontradas em [11, cap.3]. Neste trabalho ndo pretendemos construir rigorosamente 0s

nameros reais, faremos apenas alguns apontamentos importantes.

Segundo [20, cap. 1, pag. 7,8], Julius Wilhelm Richard Dedekind foi um grande
matematico de sua época. Nasceu em Brunvisque em 1831, finalizou os estudos na
universidade de Gottingen, foi o Ultimo doutorando de Gauss. Teve contato com Riemman e
frequentou o curso de teoria dos numeros de Dirichelet. Mudou-se para Zurique em 1858 para
ser professor de calculo, dai comecou a escrever Continuidade e Numeros Irracionais, um dos
trabalhos mais importantes sobre os fundamentos da Analise. Em 1862 retornou para

Brunvisque e ensinou na universidade local até se aposentar em 1896.

Dedekind usou a ideia de “cortes” que pode ser intuida como segue: Se considerarmos
0 nimero 1 ele separa os racionais em dois conjuntos, aqueles que sdo maiores que 1 e 0s que
sd0 menores que 1, assim 1 é o elemento separador do corte. Se considerarmos as
aproximacdes para v/2 teremos a mesma ideia de separacdo, mas agora 0 V2 ndo é um
elemento separador pois ndo existe um elemento maximo no conjunto das raizes quadradas
por falta de 2 e nem um minimo no conjunto das raizes quadradas por excesso. Uma prova

disso pode ser visto em [2, cap. 3. Pag. 56 e 57].
A definicdo de corte €:

Todo par (E, D) de conjuntos ndo vazios de nimeros racionais, cuja unido seja Q, e tais que

todo elemento de E seja menor que todo elemento de D.
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O elemento separador pode ser vinculado tanto ao conjunto E quanto ao D. Por
exemplo seja E 0 conjunto do nimeros racionais menores ou iguais a 1 e D o conjunto dos
ndmeros racionais maiores que 1. Claramente temos EUD = Q. No entanto se
considerarmos E como 0 conjunto das raizes quadradas por falta de 2 e D como o conjunto

das raizes quadradas por excesso de 2 ndo iremoster E U D = Q.

Dedekind ao analisar a existéncia de cortes sem elementos de separacdo percebe a
descontinuidade de Q, devido ao que hoje conhecemos como irracionais. Fazendo a unido
deste conjunto com Q, espera-se agora que 0 novo conjunto obtido, os reais R, possua
propriedades semelhantes as ja conhecidas em Q. Isso pode ser visto melhor em [11, cap.3].
Poderia se pensar que existe um elemento separador que ndo seja real, mas que separa 0S
reais, como se fez no caso racional acima, a fim de “aumentar” 0 conjunto dos reais. No
entanto Dedekind provou que todo corte de nimeros reais possui um numero real como

elemento separador.

Do que foi dito no pardgrafo anterior, existe numeros que ndo S&o racionais,
chamamos eles de nimeros irracionais. Ja foi dito que todo niUmero que possui representacdo
decimal finita ou infinita e perioddica € racional. E os irracionais ndo sdo racionais, portanto é
razoavel pensar que os irracionais sejam todos os nimeros com representacdao decimal infinita
e ndo periodica, isto de fato € verdade. A construcdo rigorosa dos irracionais nao sera feita

aqui, por fugir dos objetivos do trabalho, mas pode ser encontrada em [2, cap.3].

Foi visto que v/2 € irracional mas sera que /3 também sera irracional? E v/6? 3/20?

'Y/5000 ? Séo todos irracionais, é 0 que veremos a seguir!

Proposicdo 1: Sejam n,k,m € N, com m > 2. Se n # k™ (para todo k), entdo “/n é

irracional.

Demonstracéo

Suponha que "V/n seja racional; dai existem r,s € N, com mdc(r,s) = 1, tal que

S = "V/n. Agora vamos analisar esta Gltima igualdade:

T
-="%n=1r"=s"n.
S

. aj ~ .
Sejan = pfl ...pj’, como n # k™ entdo a; # Im. Ficamos com
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m _ m,,%1 aj
rm=sTp" .p;

Agora note que como pi|piai, temos que
o
p;'|r™ = pi|lr™ = p;lr

Seja p;* a maior poténcia de p; que divide r; ficamos entdo com

aj

mfy r'nﬁit — Smp;h p
Py

D1 p]

Bi

Se mp; > a; entao pim ~% é um namero inteiro, e pela igualdade acima, p;|s™; e dai, p;|s,

um absurdo, pois, mdc(r,s) = 1.

Se mpB; < a; entéo pf“'_mﬁ" € um namero inteiro, e pela igualdade acima p;|t, um absurdo

pois pf" € a maior poténcia de p; que divide r.

Se mf; = a;, ficariamos com
t =s™ = s|t = s|r = mdc(r,s) # 1.
Note que ndo podemos ter s = 1, pois se assim fosse, n = r™, 0 que contraria 0 enunciado.
Portanto, ("3/n) é um namero irracional.

Os alunos concluem o ensino basico com a impressao que 0s irracionais sao apenas
algumas raizes ndo exatas de inteiros/racionais e o m, causando a ilusdo de que os racionais
estdo em quantidade maior, mas na verdade é o contrario! E o que vamos entender neste e no

proximo capitulo. Na proposicdo anterior ja fica provado que existem infinitos irracionais.

Uma outra maneira de ver isto é considerar os nimeros da forma m + /2 com m inteiro, pois
todos eles sdo irracionais (isto serd provado um pouco mais a frente). Como existem infinitos
nameros racionais e infinitos ndmeros irracionais pode-se questionar os alunos: serd que

existem mais racionais ou irracionais?

Aqui vale um comentario sobre o Ultimo “mais” mencionado acima. Considerando
conjuntos finitos, é facil ver quando um tem mais elementos que outro. No entanto, para
conjuntos infinitos isto ndo é tdo claro. Para esclarecer melhor este fato vamos precisar do
conceito de conjuntos equivalentes, ou que tém a mesma cardinalidade, que segundo Cantor é

(de acordo com [2,cap.2,pag.33]):
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Dois conjuntos tem a mesma cardinalidade ou sdo equivalentes, quando é possivel
estabelecer uma bijecéo entre eles, ou seja, uma correspondéncia que leve elementos distintos
de um conjunto em elementos distintos do outro, todos os elementos de um e do outro

conjunto sendo objeto dessa correspondéncia.

Vejamos entdo o conceito formal de conjunto finito e infinito, segundo [11,cap. 2, pag.
42].

Definimos
I, ={p EN|1 < p <n}.

Dizemos que um conjunto A € finito quando é vazio ou quando existe, para algum n € N, uma

bijecao
f:1, = A.
Um conjunto é dito infinito quando ndo for finito.

Antes de mais nada, para estabelecer se dois conjuntos ditos infinitos tém a mesma

cardinalidade, é necessario o conceito de conjunto enumeravel, que sera apresentado a seguir.
Um conjunto A é chamado de enumeravel se for finito ou se existir uma bijecao

N - A
Neste Gltimo caso dizemos que A € infinito enumeravel.

De acordo com a definicdo, o conjunto que tomamos como “tamanho” base € N. Como
é possivel construir uma bijecdo entre os pares e N, os imparese N, Z e N, Q e N entdo todos
esses conjuntos infinitos tém o mesmo “tamanho”. No entanto, ndo ¢ possivel estabelecer uma
bijecdo entre N e R, dai, podemos afirmar que o infinito dos R é “maior” que o infinito dos N.
Observe que ndo podemos ter que o infinito dos R seja menor que o infinito dos N ja que
N c R.

Portanto, ndo é conveniente dividir os conjuntos em apenas duas categorias: finito e
infinito, j4 que nem todo infinito é igual. E melhor classifica-los em: finitos, infinito
enumeravel (mesmo “tamanho” que N) e infinito ndo enumeravel (“maior” que N).

Informacdes mais profundas sobre cardinalidade podem ser encontradas em [10, introdugé&o].
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Vale ressaltar que este estudo aprofundado sobre conjuntos infinitos foi a partir do
século XIX com Benhard Bolzano, e depois Richard Dedekind seguido de Georg Cantor, que

foi 0 que mais avangou neste assunto.

Para a proxima proposicdo usaremos o seguinte teorema: dados os conjuntos A, A,,
A, ..,todos eles enumeraveis, entdo, sua unido A=A, UA,U A;U.. também ¢

enumeravel. Uma demonstracdo para isto pode ser visto em [2,cap.3, pag. 34 e 35].
Proposi¢do 2: o conjunto dos racionais € enumeravel.
Demonstragéo

Considere o conjunto Q% e nele todas as fragdes irredutiveis cuja soma do numerador com o
denominador seja constante, por exemplo, abaixo estd o grupo de fracbes cuja soma do

numerador com denominador é 5.

SNES

3
121

Wl N

1
41
Sendo A, (k = 2) o conjunto cuja soma do numerador com denominador seja k temos que

Como cada Ay, € finito, portanto enumeravel, entdo Q% é enumeravel, pois trata-se da unido

de conjuntos enumeraveis.
Defina agora B, = —A,(k = 2), ou seja, se x € A, entdo —x € B,. Note que

Do mesmo modo concluimos que QX é enumeravel. Portanto Q = Q3 U QX U {0} ¢

enumeravel.

A fim de discutir as opera¢cdes nos conjuntos racionais e irracionais precisamos definir

a poténcia de um namero real, isto sera feito baseado em [9,cap.1].
Sejaa € R,
Poténcia de expoente natural

Sejam € N entéo
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a’®=1(a#0)
am™ =aq.a™l(m=1)
Poténcia de expoente inteiro

Sejam € N e a # 0 entdo

a = a—m
Poténcia de expoente racional
Sejamm,n € Zcomn > 0 e a > 0 entdo
m
an = YVam
Se%> 0 e a = 0 temos que
m
On =0

Poténcia de expoente irracional
Para este caso, € indicado [3] visto que é preciso de uma formalizacdo maior.
1.2 Operac0es

Vejamos agora algumas operacdes com racionais e irracionais, a fim de sabermos que
tipo de numero iremos obter no final dessas operacdes. No que segue p,r €Z , q,s € Z*,
t,u € Q,veR\Q.

Obs. : a subtracdo e a divisdo ndo serdo trabalhadas aqui por serem similares a soma e

multiplicacao.

1) Multiplicacdo de racional por racional

SRS
ol
Q|"ﬁ3
vl =

pr
qs

O produto de inteiros € inteiro, dai ( ) é uma divisdo de um inteiro por outro, logo é um

ndmero racional.
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2) Multiplicacéo de irracional por irracional

Neste caso vemos com exemplos que teremos as duas possibilidades:
(V2)(v2) = 2.
(vV2)(v3) = Ve.

No primeiro exemplo encontramos um nimero racional, enquanto no segundo um nimero

irracional, pela Proposicéo 1.
3) Multiplicacdo de racional por irracional

Se o racional considerado for O, entdo o produto serd O, que é racional. Consideremos o
racional diferente de zero e suponha que o produto seja racional, logo:

t 1
uv=t=>v=—=t-(—)-
u u

Mas, por 1), [t - 1| é racional, uma contradi¢do. Portanto, o produto de um racional ndo
u

nulo por um irracional resulta em um irracional.

4) Soma de racional por racional

T s+r
P T_PStrq
q S qs

. ~ . . ~ + , .
Como o numerador e denominador sdo inteiros entio psq—:q é racional.

5) Soma de irracional por irracional

Neste caso vemos com exemplos que teremos as duas possibilidades.
(V2) + (—V2) = 0.
(VZ) + (V2) = 22 = V8.

No primeiro exemplo encontramos um ndmero racional, enquanto no segundo um ndmero

irracional, pela proposicéo 1.

6) Soma de racional por irracional
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Suponha que essa soma seja um nimero racional, ent&o:
ut+tv=t=>v=t—u.

Mas, por 4), (t —u) € Q, chegamos entdo em uma contradi¢cdo. Portanto, a soma de um

numero racional com um nimero racional; resulta em um ndmero irracional.
7) Exponenciagdo com base e expoente racional

Neste caso vemos com exemplos que teremos as duas possibilidades.

(1)§ 1 ifl
32 2
No primeiro caso temos um racional, enquanto no segundo um irracional.

8) Exponenciacdo com base e expoente irracional

Neste caso vemos com exemplos que teremos as duas possibilidades.

.
vz

(ﬁ”)ﬁ - (V2)' =2

No primeiro caso temos um irracional (sera explicado no capitulo 3), enquanto no segundo

um racional.

9) Exponenciacdo com base racional e expoente irracional

(5

2logz3 = 3,

V2

Neste caso vemos com exemplos que teremos as duas possibilidades. Serd explicado no

capitulo 3 porque o primeiro exemplo € irracional bem como log, 3.

10) Exponenciacdo com base irracional e expoente racional
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(V2) =2

(V2)’ = 2vZ.
Neste caso vemos com exemplos que teremos as duas possibilidades.
1.3 Curiosidades

Ao considerarmos expressdes do tipo )., a,, devemos lembrar que ela pode ser reescrita
como lim,_. (X", a;). Se este limite existir dizemos que a série é convergente, caso
contrério é chamada de divergente. Neste trabalho todas as séries apresentadas sdo

convergentes.

Uma curiosidade € que ainda existem nimeros que ndo se sabe sobre sua racionalidade como

é 0 caso da constante de Euler-Mascheroni [15, cap.1, pag. 4] que € dado por
n
= i ! 1
k=1
Uma demonstracdo de que esta série é convergente pode ser vista em [1, cap. 11, pag. 979].
Um outro nimero que permanece com a racionalidade desconhecida é {(2n + 1), com

n € N —{0,1}, sendo

o)

(=Y~ (s> 1)

n=1
a funcao zeta de Riemann.

Esta série ¢ convergente pois ¢ a propria “série p”, mais detalhes sobre essa série pode ser

vista em [21, cap.11, pag. 647].
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2 CONSIDERAQC)ES SOBRE NUMEROS REAIS E COMPLEXOS
2.1 NUmeros Reais

Agora ficara explicado porque existem “mais” irracionais do que racionais. Para isso

vamos mostrar que o conjuntos dos nimeros reais é ndo enumeravel.

Para demonstrar a préxima proposicao precisaremos de um lema que enunciaremos e
demonstraremos agora. O proximo lema bem como as préximas duas proposicbes foram

retiradas de [2, cap.2, pag. 36-38].
Lema: O intervalo (0,1) tem a mesma cardinalidade que toda a reta real.
Demonstragéo

n o

Sabemos que a funcdo f: (—5 E) — R tal que f(x) = tgx é bijetiva. Assim precisamos

apenas fazer alguns ajustes para mostrar o que desejamos. De fato, a funcdo g: (0,1) — R tal
que g(x) = tg (nx - g) € 0 que procuramos.

Proposicédo 3: R é ndo enumeravel.

Demonstracéo

Demonstraremos que o intervalo (0,1) é ndo enumeravel, que pelo Lema anterior € 0 mesmo
que R ndo ser enumeravel, ja que ¢ conhecida a proposicdo “ se f é um bijecdio de AemBe A

€ ndo enumeravel, entdo B é nio enumeravel”.

Agora observe que dado um nimero sempre podemos escrever sua representacdo decimal de

modo infinito, veja os exemplos
5=4,999..;2,42 = 2,41999 ...
Assim, cada nimero tem uma Unica representacdo decimal infinita.

Suponhamos que fosse possivel estabelecer uma bije¢do dos naturais com o intervalo (0,1);
isto € 0 mesmo que supor que 0s nameros desse intervalo sejam os elementos de uma
sequéncia infinita x,,x,, x5, ... Escritos em suas representacdes decimais, esses nimeros

seriam, digamos,

xl = 0, a11a12 . aln e
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X, =0,a31055 ... Qg -

Xp = 0,000 ... Ay -

onde os a;; séo algarismos de 0 a 9. Vamos agora construir um nimero que ndo esta nesta
lista, usando um processo conhecido como a diagonal de Cantor. Construimos um ndmero
que seja diferente de x; na primeira casa decimal, de x, na segunda casa decimal, e assim por
diante. Sendo x = 0,a,a, ... 0 nimero desejado, uma regra para ele ndo pertencer a lista seria
pora; =1sea; =2ea; =2sea; # 2. Chegamos entdo a um absurdo. Portanto, R é néo

enumeravel.
Proposicéo 4: O conjunto dos nimeros irracionais € ndo enumeravel.
Demonstragéo

Como R=QU (R—Q), se (R— Q) fosse enumerdvel, como @ é enumeravel entdo R
também seria enumeravel, uma absurdo pela proposicdo anterior. Portanto, (R — Q) é nédo

enumeravel.
2.2 Numeros Complexos
Nessa secdo entenderemos a importancia dos numeros complexos.

Segundo [17, cap.3] muitas pessoas pensam que 0S numeros complexos surgiram com
a equacao do 2° grau, no entanto ndo foi, o surgimento se deu com as equacgdes cubicas. O
matematico Bombelli ao resolver a equacdo x*> — 15x — 4 = 0 percebeu que 4 € raiz, no

entanto ao resolver a mesma equacdo usando a conhecida equacdo de Cardano encontrou

(jz+m+jz_m>:x

como raiz da equacdo, 0 que € estranho visto a presenca de raizes quadradas de numeros

negativos. Bombelli comecou a admitir a existéncia de niameros do tipo a + v —b.

Ele escreveu
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a+Vv-b+a—-V-b=4=a=2.

e depois

2+V-=b= 3\[2 +vV—=121 = 3\/2 +11v-1
Considerando v—b = (v/b)(+/—1) concluiu que b = 1, pois

(2 +V=b)’ =8+ 12V=b — 6b — bV—b = (8 — 6b) + V=1[(12 — b)VB] = 2 + 11V—1,
agora basta igualar as partes reais e imaginaria.

Dai, de fato,

3 3
\[2+m+\[2—\/—121=2+\/—1+2—\/— = 4.

Logo, comegou a ser natural admitir a existéncia desses nimeros e também a operar

com eles. Definimos entdo o conjunto dos nimeros complexos como sendo
C={a+bi,i=v-1,a,b € R}.

Assim como no caso dos irracionais era inicialmente estranho operar com /2 sem

saber a fundo o que tal nGmero representaria 0 mesmo ocorre com o simbolo i = +—1. Para
gue este ndo se torne estranho, antes de comecarmos a operar com ele uma boa ideia seria
mostrar que C como foi definido acima é um corpo. Vamos relembrar o que € um corpo

(segundo [11, cap. 3, pag. 61]).

Um corpo é um conjunto K, munido de duas operacdes: a adicdo que faz corresponder
a cada par de elementos x,y € K sua soma x + y € K, e a multiplicacdo que associa a esses

elementos o seu produto x.y € K, onde sdo satisfeitas as seguintes propriedades:

1) Associatividade: quaisquer que sejam x,y,z € K, tem-se (x +y) + z = x + (y + z).
2) Comutatividade: quaisquer que sejam x,y € K,tem-sex +y =y + x.

3) Elemento neutro: existe 0 € K tal que x + 0 = x, seja qual for x € K.

4) Simétrico: todo elemento x € K possui um simétrico —x € K tal que x + (—x) = 0.
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5) Associatividade: dados quaisquer x,y, z € K, tem-se (x.y).z = x. (y. 2).
6) Comutatividade: sejam quais forem x,y € K, vale x.y = y. x.

7) Elemento neutro: existe um elemento em K que representaremos por "1" tal que 1 # 0 e

x.1 = x, qualquer que seja x € K.
8) Inverso multiplicativo: todo x # 0 em K possui um inverso x~1, tal que x.x~1 = 1.
9) Distributividade: Dados x, y, z quaisquer, em K, tem-se x.(y + z) = x.y + x.z.
VVamos agora definir duas operacoes.
Sejam a, b, c e d nUmeros reais entao
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b +d)i
(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
Proposicéo 5: C é corpo.
Demonstracéo
Sejama,b,c,d,e e f numerosreaisex =a+ bi,y=c+diez=-e+ fi.
Adicéo
Associatividade
x+y)+z=[(a+bi)+(c+dD)]+(+fi)=[(a+c)+ D+ dD)i]+(e+fi)=
(ato)+e)+(b+d)+fi=(a+(c+e)+(b+@+f))i=
a+bi+[(cte)+d+Nil=a+bi+[(c+d)+(e+fD)]l=x+(y+2).
Comutatividade
x+y=a+bi+c+di=(@a+c)+b+d)i=(+a)+(d+Db)i=
(c+a)+(d+b)i=c+di+a+bi=y+x

Elemento neutro

Considere o complexo 0 = 0 + 0i e note que



x+0=a+bi+0+0i=(a+0)+(b+0)i=a+bi.
0+x=0+4+0i+a+bi=(0+a)+ (0+b)i=a-+bi.
Simétrico
Veja que —x = —a + (—b)i dai
x+(—x)=a+bi+(-a)+ (-b)i=(a+(-a))+(b+(-b))i=0+0i=0.
(—x)+x=(—a) + (=b)i+a+bi =((-a) +a) + ((=b) + b)i = 0 + 0i = 0.
Multiplicacéo
A associatividade, a comutatividade e o elemento neutro (1) séo similares ao da adicéo.
Inverso multiplicativo

Seja

-1 a +( —b )
x 1= i
a?+b* \a*+ b?

note que:

x.x~t = (a+ bi) (az j_ b2 + (az_-l—bbz) i) N
ittt

a® N b? +( ab ab ),_ a® + b* P Oie140-1
a’+ b?  a?+ b? a’+b? a*+b? L= a?+ b? L= o

Distributividade

x(y+2z)=(a+ bi)((c +di) + (e +fi)) =(a+ bi)((c +e)+(d +f)i) =
l[a(c+e) —b(d+ ]+ [(ald + ) + b(c +€))i] =
(ac + ae — bd — bf) + (ad + af + bc + be)i =

ac +ae —bd — bf + adi + afi + bci + bei =
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(ac + adi + bci — bd) + (ae + afi + bei — bf) =
((ac —bd) + (ad + bc)i) + ((ae —bf) + (af + be)i) =
(a+ bi)(c +di)+ (a+bi)(e+ fi) = xy + xz.

Antes de prosseguirmos para as operagdes devemos nos atentar quando falamos em
raizes n-ésimas, temos dois casos a considerar. De acordo com [7, cap.1, pag. 31] temos o

seguinte:

Sejan = 2 um numero natural e K um corpo. Considere z e w elementos de K. Se w

é tal que w™ = z entdo w é chamado de raiz n-ésima de z.

Obs: se z = 0, entdo a equagdo x™ = 0 tem uma Unica solucéo, paratodon € N e para

todo corpo k.

Quando n e z € K é ndo nulo, nem sempre existe em K uma raiz n-ésima de z.

Vejamos alguns exemplos:
a) Em Q ndo ha raizes quadradas de 2;

b) Em R hé duas raizes quadradas de 2: v2 e —v2;
C) se n é par, em R ndo ha raizes n-ésimas de nimeros negativos;

d) se n é par, em R ha duas raizes n-ésimas de a > 0, o nimero real positivo Y/a e 0 seu

simétrico —V/a;
e) se n é impar, em R ha uma Unica raiz n-ésima de qualquer nimero real;
f) sendo z # 0 um nimero complexo, z possui n raizes n-ésimas.

Vejamos agora algumas informac@es sobre nimeros complexos.

Vale aqui uma observacdo, quando se escreve por exemplo v4, devemos ler esse
simbolo como “raiz quadrada de quatro”, e assim, é correto escrever V4 = 2, e incorreto
escrever V4 = 2. No entanto, para a pergunta “quais sdo as raizes quadradas de quatro?” ¢
equivalente a ““ quais sdo 0s numeros que elevado ao quadrado resulta em 4?”, agora devemos
ir para o campo dos complexos, mas que neste caso vai coincidir com os reais, ja que —2

também é real, quero dizer, para esta pergunta a resposta seria +2. Vale ressaltar que escrever
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V4 = +2, pode ser correto desde que esteja claro que estejamos trabalhando no universo dos
nimeros complexos. Vejamos agora outro exemplo: qual a resposta para 3/1? Devemos ler

i . .y 3
esse simbolo como “raiz cubica de um”, assim, ¢ correto escrever ¥1 = 1. E a0 perguntar:
“quais as raizes cubicas de um?”, a resposta correta sera todos os nimeros do seguinte

\/§1x/§}_

. 1 . .
conjunto {1,——+ =, —-—i=
2 2 2 2

Sendo z = a + bi um numero complexo, definimos o médulo de z cuja notacgéo é |z|

como sendo
|z| = Va® + b2
Sabemos que a forma trigonométrica de um complexo z é dada por:
z = |z|(cosB + isen®).
6 é um argumento de z, bem como 6 + 2m. Definimos entdo
arg(z) = {6 + 2km : k € Z}.

O Unico argumento de z que pertence ao intervalo (—m, ] é chamado o argumento

principal de z e é denotado por Arg(z).
A primeira férmula de Moivre nos diz que se m é um nimero inteiro entao:
z™ = |z|™(cos(mB) + isen(m0)).

A segunda férmula de Moivre nos diz que se n € um namero natural maior ou igual a

dois e k é um nUmero inteiro entdo as raizes n-ésimas de z sdo da forma:
0+ 2kn 0+ 2kn
z, = 1/lz|| cos (T) + isen (T) .

Cabe aqui um comentéario: a literatura traz significados distintos para o simbolo ¥z,

este pode ser visto como um conjunto (das raizes n-ésimas), mas assim nao faria sentido fazer
operacdes do tipo vz.v/w = +/zw (vamos analisar em breve tal igualdade), Uma alternativa

para isso € dizer que o simbolo 3/z pode representar qualquer dos elementos do conjunto

raizes n-ésimas de z e agora faz sentido operac6es do tipo mencionada acima.
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Vamos agora definir a funcdo exponencial complexa segundo [4, cap. 2, pag. 26].

Trata-se da funcédo f: C —» C dada por f(z) = eZ.

Vale ressaltar que tal definicdo na literatura ¢ “construida” a partir de igualdades que
envolvem séries de Taylor, que ndo serdo abordadas aqui; para mais informacgdes é
recomendavel [4, cap. 1, pag. 13]. Dessas igualdades é que surge a famosa identidade de
Euler:

e!® = cos(0) + isen(0).

Vamos provar agora uma propriedade muito importante com relagcdo a exponencial

complexa. Considere z e w nimeros complexos entdo e?.e" = e?*V,
Demonstragéo
Sejam z = a + bi e w = ¢ + di, entdo:

e?.eW = edtbigctdl = g4(cos(b) + isen(b))e(cos(d) + isen(d)) =

e%e(cos(b + d) + isen(b + d)) = e%eCeib*+d) = gatctib+id = gztw,
Observe que, sendo z = x + yi, entéo

e? = e*Vl = e¥eVt = e*(cos(y) + isen(y)),
dai, |e#| = e*. Agora podemos representar um nimero complexo de outra forma
z = |z|e®.

Vale ressaltar que a funcdo exponencial na variavel complexa z ndo € injetiva. Para

entender melhor observe que:
e™ = cos(m) + isen(w) = —1 = cos(3n) + isen(3w) = e'CG™,
De fato, a verdade é que:
e?=e" & z—w = 2kmi.
Demonstracéo

=)
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Sendo z = a + bi e w = ¢ + di temos que
e?(cos(b) + isen(b)) = e(cos(d) + isen(d))
Da igualdade de nimeros complexos seque que a = ce b = d + 2km e dai z — w = 2kmi.
=)
z=w + 2kmi = e? = eWF2kni = gctild+2km) — o¢(cos(d) + isen(d)) = e".
Vamos agora definir o logaritmo complexo na variavel z # 0 segundo [3, cap. 1, pag. 15].
In(z) ={fweC:e% =z}

De acordo com o que foi mostrado anteriormente, € facil ver que se w € um logaritmo de z, 0

mesmo ocorre com w + 2km. Agora veja que:
eV =z = |Z|ei6 — eln |Z|ei(0+2krr) — eln|Z|+i(9+2krr)_
Portanto,

In(z) = {inlz| + i(Arg(z) + 2kn) : k € Z}.

Sendo z e w numeros complexos com z # 0, definimos a potencia com expoente

complexo (segundo [8,cap. 2, pag. 39]) da seguinte maneira

W = ewln(z) — {ew[ln|z|+i(Arg(z)+2k1r)]: k € Z}.

Algumas propriedades da funcdo exponencial complexa sdo véalidas assim como no
caso real, mas outras ndo, isto é devido a ndo injetividade no caso complexo, vejamos quais

sdo validas e quais ndo sdo, segundo [8, cap. 2, pag. 38-40].

Considere agora z, w, a e § numeros complexos com z € w ndo nulos, e n e m

naturais.
Propriedades que valemem R e em C:
1) In(zw) = In(z) + In(w) (z,w # 0)

Antes de demonstra-la vamos explicar tal igualdade, ja que a primeira vista estariamos

manipulando conjuntos. Esta igualdade deve ser entendida do seguinte modo: dado um valor
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de Inzw, existem valores de In(z) e In(w) cuja soma seja o valor dado, e, reciprocamente, a

soma de dois valores quaisquer de In(z) e In(w) é sempre um valor de In(zw).
Demonstragéo
Note que
In(zw) = In|zw| + i(arg(zw) + 2kn) = In|z| + In|lw| + i(arg(z) + arg(w) + 2tm).
In(z) + In(w) = In|z| + i(arg(z) + 2ln) + Inlw| + i(arg(w) + 2pm) =
In|z| + In|w| + i(arg(2) + arg(w) + 2(1l + p)n),

do fato que todo nimero inteiro t pode ser escrito como soma de dois outros inteiros, m + n,

e vice e versa entdo a propriedade esta demonstrada.

2) In(2) = In(2) - In(w)
A demonstracdo é analoga a anterior.
3) aln(zw) = aln(z) + aln(w)
A demonstracdo é analoga a 1).
4) In(z™) = In(2) + -+ + In(2) (n parcelas)
A demonstracdo segue de 1).
5) (zw)?* = z%w*«
Demonstracéo
ZOWT = @aln(@ paln(w) — pain(+ain(w) — paln(zw) — (z)a,

Propriedades que valem em R mas nem sempre valem em C:
1) In(z™) = nin(2)
Tome n = 2 e observe que:

In(z?) = In|z?| + i(arg(z?) + 2kn) = 2 In|z| + i(2arg(z) + 2tn).

2In(z) = 2[In|z| + i(arg(z) + 2ln)] = 2 In|z| + i(2arg(2) + 4ln),
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todo multiplo de 4 é multiplo de 2, mas ndo vale o contrario e dai nem sempre podemos ter a

igualdade.
2) z0+B = z9zF
Tomea =f = % Ficaremos com

1,1
7918 = 212 = Z,

N| =
N| =

7%2P = 72,22 = 47,
que claramente séo distintos.
3) (z%)B = 2B

1 .
Tome a = ne f = —- Ficaremos com

que claramente séo distintos pois 0 primeiro assume nm valores e 0 segundo, n valores.

Vamos agora restringir o dominio da funcdo exponencial a fim de que ela se torne

injetiva e com isso algumas propriedades se tornem validas no dominio especificado.
Seja
S={a+bi|a,bE]R,i=\/——16—n<bSn}.
A funcdo que desejamos é f:S — C* tal que f(z) = e“.

Dada esta restricdo, com relagdo ao logaritmo complexo e colocando Arg(z) =6

ficaremos com:
In(z) = Inl|z| +i0
observe que ndo temos mais um conjunto.

Considerando esta restricio a seguinte igualdade torna-se verdadeira (e®)f = e%¥.

VVamos provar isso. Seja @ = a + bi, entdo
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(e®)F = eBin(e®) = eBUn(e*P)) — ,B(n|e™*Pi+ib) — pB(In(e®+ib) — pBa — paB.

Note que com esta restricdo fica valida uma das propriedades que antes nem sempre

era verdadeira, vejamos:

Za:+[§ — e(a:+ﬁ)ln(z) — e(a+ﬁ)(ln|z|+i9) — ealn|z|+ai0+ﬁln|z|+ﬁi0 — ea(lnlzl+i9)+ﬁ’(ln|z|+i9) —
e®(n|z|+i0) oB(In|z|+i0) — paln(z) oBIn(z) — a,B
Daqui pra frente neste trabalho, esta restri¢do serd sempre adotada.

Vamos ver algumas observagdes sobre poténcia de nimeros complexos comentadas
em [8, cap.1, pag.12-14].

A igualdade (z*)? = (zP)® = z%" ndo é valida para quaisquer a e b reais. Se a e b

s80 naturais sim, mas se Sa0 racionais nem sempre. Temos que Se a e b Sdo naturais e primos

1\ a4

1 a
entre si entdo é verdade que (z%)p = (ZE) = zb. A igualdade aqui em questdo quer dizer que

1 1, @ a
o0 conjunto dos elementos representados por (z%)» é 0 mesmo de (zE) que € 0 mesmo de zb.

1\ @ a
Embora seja sempre verdade que (ZE) = zb COMO podemos ver a seguir:

(z%)a {[|z|(cos(e)+lsen(e)) [(V_ )<cos 9+2kn)+i5en<9+bf2kn)>r:

| |% (a@ + 2akn> b (aH + a2kn) _
z|b | cos 5 isen 5 =

Q

\2|b <cos (% (8 + 2km)) + isen (% @ + an))> — 5.

Vejamos mais um exemplo onde falha a igualdade (z%)? = (z?)¢. Tome z =i, a = 4
eb=2.

1 1 1
(Za)b = (i4)2 =12 = i]_
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2.3 Operagoes
Vejamos agora algumas operagdes entre nimeros complexos.
1) Multiplicagéo entre complexos ndo reais

Veremos com exemplos que encontraremos tanto nimero real quanto complexo néo real.

il+i)=i—-1
2) Multiplicacéo entre complexo ndo real e real
c(a + bi) = ca + cbi

Sendo ¢ # 0, teremos um complexo néo real, se ¢ = 0 teremos claramente um niimero
real, ou seja, um numero real multiplicado por um complexo ndo real resulta em real se e

somente se este real é 0.
3) Soma entre complexos nao reais
Veremos com exemplos que encontraremos tanto nimero real quanto complexo néo real.
@O+@0-i)=1
@O+@+i)=1+2i
4) Soma entre complexo ndo real e real
c+ (a+bi) =(a+c)+ (bi)
Sempre teremos um nimero complexo ndo real.
5) Exponenciacao entre complexos nao reais

Note que:

ei(%) = cos (E) + isen (g) = ei(%) == (ei(%))l =il=il = e_%.

=it =je 2.

Vemos com exemplos que podemos obter tanto nimero real quando complexo nao real.



37

6) Exponenciacdo com base complexa néo real e expoente real

Vemos com exemplos que podemos obter tanto nimero real quanto complexo ndo real.
7) Exponenciagdo com base real e expoente complexo néo real
(e™)! = e'™ = cos(n) + isen(n) = —1
el = ell = cos(1) + isen(1)

Vemos com exemplos que podemos obter tanto nimero real quanto complexo néo real.
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3 CONSIDERACOES SOBRE NUMEROS ALGEBRICOS E TRANSCENDENTES
3.1 Um pouco de historia e algumas consideracoes

Um namero € dito algébrico se for raiz de algum polindmio com coeficientes inteiros.

Vejamos alguns exemplos desses numeros para ilustrar melhor a definicdo.
4 ¢ algébrico pois é raiz do polinémio p(x) = x — 4.
/5 é algébrico pois é raiz do polindmio p(x) = x* — 5.

Um fato curioso é que o conjunto dos nimeros algébricos (cuja notagdo é Q) é um
corpo. Isto serd mostrado em partes ao longo do texto.

Um numero é dito transcendente quando nao for algébrico. Vale ressaltar que o
conjunto dos nimeros transcendentes (cuja notacgdo € T) ndo € um corpo como sera visto mais
adiante. Segundo Euler os numeros transcendentes receberam esse nome porque transcendem
0 poder das operacOes algébricas. A definicdo destes foi dada no século XVIII, mas uma
teoria veio apenas no século seguinte, em 1844 por Liouville, com o que hoje é conhecido
como numeros de Liouville. A ideia dele foi criar uma propriedade que so é satisfeita por
nameros algébricos; assim, se um numero ndo satisfaz esta propriedade entdo ele sera
transcendente. Para mais informacdes sobre estes nimeros € recomendavel consultar [15, cap.
5].

Ainda no século XIX, em 1873, Hermite provou a transcendéncia de e e em 1884,
Lindemann ampliou as ideias de Hermite e como consequéncia disso, provou a transcendéncia
de m. Os numeros transcendentes aparecem também na solucdo da questdo grega na

quadratura do circulo e na famosa lista dos 23 problemas de Hilbert.

Neste trabalho vamos demonstrar a transcendéncia de e e de  por meio do teorema de
Hermite-Lindemann, que serd anunciado na proxima pagina. No entanto, outra demonstracao
para cada numero pode ser encontrada em [21]. A irracionalidade desses nimeros neste
trabalho segue da transcendéncia deles. No entanto, provas independentes da transcendéncia

podem ser encontradas em [15, cap.3.].

Uma pergunta natural surge: Existe algum nOmero que ndo é algébrico?

Responderemos a seguir.

Proposi¢do 6: O conjunto dos nimeros algébricos é enumeravel.
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Demonstragéo
Considere o polindmio de coeficientes inteiros
p(x) = a,x™ + -+ a;x + a,.
Definimos a altura de um polindmio como sendo
h(p) = lapl + -+ lay| + lagl +n — 1.
Pelo teorema fundamental da algebra, cada polinbmio de grau n tem n raizes complexas.

Note que para cada altura dada, temos um namero finito de polindmios, por exemplo, os

polindmios com altura 1, séo

p(x) =x eg(x)=—x

Temos assim que as raizes de todos os polinbmios com uma dada altura formam um conjunto
finito (dada uma altura h, esta terd n polindmios associados, e cada polinGmio tem um
namero finito de raizes, e dai também sera finito o total de raizes desses n polinbmios) e
conseguimos enumerar essas alturas, ou seja, temos uma unido enumeravel de conjuntos

finitos, o que resulta em um conjunto enumeravel.

Como consequéncia, entdo existem numeros transcendentes pois o conjunto C é nao
enumeravel e Q é enumeravel, entdo existe um conjunto T = C — Q ndo enumeravel, ja que
C= QUT.

Antes enunciar os dois teoremas centrais desse capitulo precisamos entender o

significado da expressdo “linearmente independente”.

Seja 0 corpo A c C. Dizemos que o conjunto X = {xy,...,x,} < C € linearmente

independente (L.1.) sobre A se, e somente, uma igualdade do tipo
ax, + -+ apx, =0,
comos a; € A, so for possivel paraa; = -+ = a,, = 0.

Caso contrario € linearmente dependente (L.D.) sobre A.
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Vamos agora enunciar dois teoremas (cujas demonstragdes podem ser vistas em [15,
apéndice A e B]) que vao nos permitir avaliar se varios nimeros sdo ou nao transcendentes

sem a necessidade de usar polinémios.

Teorema (Gelfond-Schneider): seja @ & {0,1} um nimero algébrico e # um nimero algébrico

nao racional, entdo a” é transcendente.

Teorema (Hermite-Lindemann): se aq,...,a,, S8 numeros algébricos distintos, entdo

e, ...,e%m sdo linearmente independente sobre o corpo dos numeros algébricos.

3.2 Operacgodes

1) Multiplicacédo de algébrico por algébrico

VVamos mostrar que o produto de dois nUmeros algébricos resulta em um nimero algébrico.

Sejam a e  numeros algébricos. Entdo existem polindmios p e g com coeficientes inteiros

tais que p(a) = q(B) = 0, onde

p(x) =ax™+ -+ a;x +aq

e
q(x) = bypx™ + -+ byx + b,
Assim,
Ap— a a
aa®+ap_a" L taata=0=a" = (— - 1) att— .. (— —1)a -2
an an an

Ou seja, a™ foi escrito como combinacéo linear de {1, «, ..., a™ 1}. Note que multiplicando a
expressdo anterior por a teremos que a™*! também seré escrito como combinacéo linear de
{1,q,..,a™ 1} pois poderemos substituir a™ pela expressdo dada anteriormente. Com esse
raciocinio todas as poténcias a’/ (j = n) podem ser expressas como combinagdo linear de
{1,a,...,a™1}. Com um raciocinio analogo concluimos que toda poténcia 5*(k > m) pode
ser escrita como combinacdo linear de {1,..., ™ 1}. Observe que os coeficientes dessas

combinacdes lineares sdo nimeros racionais.

Considere agora a sequéncia

L (aB), (ap)?, ..., (ap)™"
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Note que todos os niimeros acima podem ser expressos como combinacéo linear de a/* com
0<j<n—1¢e 0<k<m-—1. Veja agora que temos mn + 1 ndmeros escrito como
combinacdo linear de mn nimeros, ou seja, 0s nimeros da lista acima estdo no conjunto
gerado por /¥, e, da é&lgebra linear!, sabemos que qualquer conjunto com mais de mn
elementos seré linearmente dependente sobre o espaco considerado (neste caso, Q), portanto

existem r;, ndo todos nulos, tais que
ro- 1 + 1 (aB) + -+ 1 (@B)™ = 0,

mostrando assim que (af) é raiz de um polindmio com coeficientes racionais, portanto,

algébrico.
2) Multiplicacéo de transcendente por transcendente

Observe que o nimero 2¢ é transcendente, pelo teorema de Gelfond-Schneider. Agora veja

que:
(29(2) = 2*
Analogamente temos que:
(2)(27) =1

Pelo teorema de Gelfond-Schneider o primeiro exemplo é um nimero transcendente. Vemos

entdo que podemos obter tanto um transcendente quando um algébrico.
3) Multiplicacdo de algébrico por transcendente
Se a = 0 obteriamos um numero algébrico.

Sejam a um namero algébrico ndo nulo e £ um nimero transcendente, agora observe

xzaﬁ::»(f):ﬁ.

a

' A proposicéo usada aqui foi exatamente esta: se um espago vetorial V tem dimens&o n entdo qualquer n + 1

vetores de V sdo linearmente dependentes.
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Se x fosse algébrico entdo S também seria algébrico, ja que (1) é algébrico (serd mostrado

a
que o inverso de um numero algébrico também é algébrico, inicio do apéndice C) e produto
de algebrico é algébrico, um absurdo. Portanto, x é transcendente.

4) Soma de algébrico com algébrico

Na multiplicacdo, trocando a sequéncia

1, (aB), (aB)?, ..., (ap)™
Por
1,(a+p),(a+p)>.., («+p)m"

é facil ver que esses nimeros podem ser escritos como combinagdo linear de a’f* com
0<j<n—-1e0<k<m-—1, gracas ao bhindbmio de newton. E dai o resultado segue de

modo analogo como foi feito com o produto.
5) Soma de transcendente com transcendente
242t =22t = 2t#t

26+ (=29 =0
Vemos que poderemos obter os dois tipos de numeros.
6) Soma de algébrico com transcendente
Sejam a um namero algébrico ndo nulo e £ um nimero transcendente, agora observe

x=a+Bf=>x—a=p

Se x fosse algébrico entdo B também seria algébrico, ja que (—a) é algébrico (serd mostrado
que o oposto de um namero algébrico também € algébrico, no inicio do apéndice C) e soma

de algébrico é algébrico, um absurdo. Portanto, x é transcendente.
7) Exponenciacdo com base e expoente algébrico
12 =1
21’

Vemos que poderemos obter os dois tipos de nimeros.
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8) Exponenciagdo com base e expoente transcendente
ean =2
eTL’

No apéndice C ser& mostrado que e, In2 ee™ sdo transcendentes. Vemos entdo que
poderemos obter os dois tipos de nimeros.

9) Exponenciacdo com base algébrico e expoente transcendente
1" =1

1

2ln2 = ¢

VVemos que poderemos obter os dois tipos de niumeros.

10) Exponenciagdo com base transcendente e expoente algébrico

. Zz . N
Pelo teorema de Gelfond-Schneider \/T/— é transcendente. Ser4 mostrado no apéndice C que

e? é transcendente. Vemos, com exemplos, que podemos obter os dois tipos de nimeros.
3.3 Curiosidades

As curiosidades a seguir foram retiradas de [15, cap.1, pag. 2 e 3].

Um fato interessante é que existem varios nimeros que ndo se sabe ainda se sdo ou

ndo transcendentes como por exemplo e + m, e, {(2n+ 1) (n € N —{0,1}).

A seguir anunciamos o principal problema em aberto na teoria dos numeros

transcendentes

Conjectura (Schanuel): Sejam x4, ...,x, nameros complexos linearmente independentes
sobre Q. Entdo existem pelo menos n nameros algebricamente independentes, dentre

X1y o) X, €51, L, €71,
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Muitos nimeros teriam a transcendéncia descoberta se a conjectura de Schanuel fosse
provada, por exemplo, e¢, [n(in(2)), Inm. Mesmo que esta importante conjectura fosse
provada ainda existiriam problemas em aberto, como por exemplo {(2n+1) (n€ N —

{0,1}) e y (constante de Euler-Mascheroni).
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4 SEQUENCIA DIDATICA

A seguir serd dada uma sugestdo de como o professor pode aplicar este material numa turma
de olimpiada que estejam cursando o final do 3° ano do ensino médio, pois 0s alunos ja terdo
estudado sobre os principais conjuntos numéricos, e dai, como alguns dos tdpicos ndo serao
mostrados a primeira vez a eles, a aula fluird mais rapido. Estamos supondo aqui que 0
publico ja tem alguma experiéncia com aulas de olimpiadas a fim de que ndo haja surpresa

com o “nivel” dos topicos aqui apresentados.

Geralmente, numa turma olimpica os assuntos sdo aprofundados, alguns assuntos sao vistos
na sala de aula convencional e revisto em aulas olimpicas, outros por serem mais especificos
sdo apenas vistos em aulas olimpicas. A quantidade de aulas serd de 12 a 15, dependendo do
ritmo da turma, cada aula com duracdo de 1 hora, pensando nisso sugerimos a seguinte

sequéncia:
Capitulo 1

Obs.: o tdpico sobre historia, sobre corte e o teorema sobre a existéncia de raiz sdo voltados

para o professor, e ndo sdo recomendados para ministrar para a turma pois sdo muito técnicos.

Aula 1: as varias formas de um namero racional, mostrar alguns nameros irracionais e

demonstrar sua irracionalidade, proposi¢céo 1 e 2, bem como fazer alguns exercicios.
Esboco

Dar a definicdo de numero racional, e dela mostrar que alguns decimais também sdo

racionais, e dai perceber que um namero racional tem mais de uma representacdo, como por

exemplo:
314_314_157 4 —4 1333 25 5 1 oc
777100 50 -3 3 2 4 7
20 _-10_ 5= 5,000 V9=3 23,48979797 ... = 232549
4 -_ _2 -_ -_ ) ) -_ ) e T 9900

Os nameros irracionais podem ser introduzidos através de aproximagdes comecando com a
pergunta: qual o nimero que elevado ao quadrado resulta em 2? Os alunos podem usar uma

calculadora e perceberem que tal nimero ndo existe (considerando que usardo nUmeros
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decimais na calculadora). Dada tal percepcao agora esta na hora de mostrar que v2 é um

ndmero irracional.

O proximo passo é questionar se nimeros do tipo \/5 com p primo é também um nimero
irracional. Ndo ha necessidade de demonstrar isto visto que a proposicdo 1 ja englobara este

caso. Outros questionamentos também sdo validos, exemplo: também sdo irracionais 0s

nimeros /6, 'Y/75 ...? Questionamentos desse tipo s&o abordados na proposicéo 1.

Proposicdo 1: Sejam n,k,m € N, com m > 2. Se n # k™ (para todo k), entdio /n é

irracional.

Outra questdo interessante que pode ser mostrada € sobre a irracionalidade dos nimeros

43 s 2+ f21vz

O proxima questdo a ser abordada diz respeito ao fato de existem infinitos nUmeros

irracionais. Para isso vamos mostrar que se m é inteiro entdo m + +/2 é irracional, como
existem infinitos nimeros inteiros entdo existem infinitos nimeros irracionais. Uma pergunta
torna-se inevitavel: existem mais nimeros racionais ou irracionais? Precisaremos agora do

conceito de enumerabilidade.

Dado esse conceito, para exemplificar a ideia de bijecdo de um modo simples usaremos a
funcdo f:{1,2,4} - {2,4,8} tal que f(x) = 2x. Apbs isso, mostrar que existe uma bijecdo
entre N e o conjunto dos nimeros pares, usando a lei de correspondéncia acima. Em seguida
mostrar uma bijecdo entre N e Z e por fim mostrar que Q é enumeravel, que é exatamente o

gue a proposicao 2 aborda.

Proposicdo 2: o conjunto dos racionais é enumeravel.

Os exercicios recomendados para esta aula sao as de nimero 2,4,5,7,8,16 e 19 do apéndice A.
Aula 2: Definir potenciacdo, destacar as operacdes e abordar a curta secdo 2.1.

O destaque aqui seria para as operacdes e na secdo 2.1 fazer com que o aluno tenha

familiaridade com enumerabilidade.

Esbogo
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A aula se inicia definindo potenciagdo, inicialmente com o exponente no conjunto dos
nimeros naturais (aqui é importante salientar que a igualdade a® = 1 (com a # 0) faz parte
da definicdo e ndo é uma propriedade!), depois no conjunto dos niumeros inteiros (aqui vale
salientar que a definicdo deste é elaborada de modo a continuar a valer as propriedades do

conjunto anterior, ou seja, considerando apenas 0 expoente natural temos que a™a™ = a™*",
a fim de preservar tal igualdade com exponente inteiro faz sentido definir a™™ = —n + POis

a~™a™ = a® = 1.), seguido do conjunto dos nimeros racionais. Com relacdo ao expoente

irracional, a fim de ndo querer usar a ideia de limite para ndo ter que entrar em um outro
assunto, podemos estimar o valor de um niimero com expoente irracional, como 1,42 > /2 >

1,41 entdo, 2,675 = 2142 > 2V2Z > 2141 ~ 2 657, Deixando claro que mesmo 0 expoente

sendo irracional, as propriedades de potenciacdo permanecem validas.

O proximo momento da aula é estudar se o conjunto dos nimeros racionais e irracionais séo
fechados para uma determinada operacdo, para iremos usar a secdo 1.2. Note que na se¢ao
mencionada os exemplos dados sdo sempre com dois elementos de um dado conjunto. E
interessante pontuar que algumas operacdes para uma dada afirmacdo feita 14 continua
valendo para uma quantidade maior de elementos, por exemplo, foi mostrado que a soma de
dois numeros racionais resulta em um namero racional, mas isto também vale para a soma de
trés numeros racionais, ou até mesmo de mil, na verdade qualquer quantidade finita! Quando
consideramos uma quantidade infinita de elementos podemos nos surpreender como mostra a

questdo 9 do apéndice A. Um exemplo importante de que soma/produto de numeros

irracionais resulta em nimero racional é o par a + /b e a — v/b, onde a e b s&o racionais com
b > 0. A questdo 11 do apéndice A traz uma proposicdo bastante interessante envolvendo

pares do tipo mencionado.

O ultimo topico da aula € voltado para responder o fato do conjunto dos ndmeros irracionais
ser “maior” do que o conjunto dos niimeros racionais. Para isso mostramos antes que o
“tamanho” do intervalo (0,1) é o mesmo de toda a reta real, fazemos isso através de uma
manipulacdo da funcdo tangente, como pode ser visto na secdo 2.1. Em seguida vamos para a
proposicdo 3, onde mostramos que R é ndo enumeravel e, por fim, vamos para a proposicao 4,
mostrando que o conjunto dos nimeros irracionais é ndo enumeravel, mostrando que na reta
existem “mais” niimeros irracionais do que niimeros racionais. Um 0timo exercicio para esse
fim de aula aproveitando este tdpico € a questdo 1 do apéndice B que trata da densidade dos

racionais e dos irracionais na reta.
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Aula 3 e 4: exercicios.
Esbogo

Esta aulas sdo dedicadas a terminar a lista de exercicios do apéndice A, ou pelo menos,
resolver o maior niamero possivel delas. Destaco agora as questfes mais importantes: 3, 4, 6,
7,11,12,13,15¢e 18.

Capitulo 2

Obs. 1: a proposicdo 5, que diz respeito a corpo, é voltada para o professor, e ndo é

recomendavel para a turma, pois € um conteldo muito técnico.

Obs. 2: se os alunos ainda nédo estudaram nameros complexos ou tem uma base fraca neste

assunto o professor pode aproveitar para revisar ou introduzir com mais calma este contetdo.
Aula 5: fatos historicos, formula de Moivre e raizes n-ésimas.

Esta se levando em conta que ndo é a primeira vez que a turma se depara com nimeros
complexos, seria entdo uma aula de revisdo de alguns tdpicos e tambem abordar a discusséo
sobre raizes n-ésimas que se encontra nas paginas 26 e 27. Vale ressaltar que ndo €
recomendavel fazer a abordagem sobre corpo, visto que é um conteddo mais técnico e ndo

serda trabalhado isso a fundo.
Esboco

A aula se inicia com fatos histéricos destacando a equacgdo x*> — 15x + 4 = 0 resolvida por
Bombelli seguindo a discussdo na secdo 2.2 até a definicdo do conjunto dos numeros

complexos.

O proximo tdpico diz respeito a discussdo da igualdade v4 = +2 que sera feita seguindo a
pagina 27, frisando que tal igualdade esta correta se estivermos considerando o conjunto dos
nameros e complexos e por isso ndo esta infringindo o teorema da existéncia de raiz n-ésima
da pagina 12. Neste topico ¢ importante falar ainda que a propriedade vzw = v/zv/w ndo é

valida para todos os complexos z e w, para ver isto basta tomar i = z = w.

Feita essa discussdo, vamos seguir para as férmulas de Moivre, primeiro a de potenciacédo e

depois a de radiciagdo. Agora até o fim da aula deve-se apenas resolver questdes mais basicas
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a fim de que os alunos trabalhem com tranquilidade no futuro com as férmulas de Moivre,

vejamos alguns exemplos de questdes:

1) Determinar os valores do natural n para 0s quais 0s seguintes nimeros sao reais:

n

a) (+i2) b) (1 + i) SHED)

1-i

2) Seja z um nimero complexo satisfazendo Re(z) > 0 e (z + i)? + |Z + i|* = 6. Determine

0 menor n natural para que z™ é um imaginario puro.

3) Se w # 1 é uma raiz cubica da unidade e k € um namero inteiro calcule o valor de
w2k + wk + 1,

4) Mostre que a soma das raizes da unidade é igual a zero.

5) Calcule o valor das raizes cubicas de i e das raizes quartas de 16i.

Aula 6: funcdo exponencial complexa, logaritmo complexo e exponencia¢do entre niUmeros

complexos

Como a parte de logaritmo pode causar certa estranheza, é recomendavel fazer varios

exemplos, bem como a parte de exponenciacdo entre complexos.
Esboco

Definir a funcdo exponencial complexa do modo como esta na pagina 28, provar a importante
propriedade eZe" = eV e depois mostrar que esta funcdo é periddica, seguindo as paginas

28 e 29. Feito isso, agora devera ser mostrada a famosa relacéo de Euler
e'® = cosO + isend

mesmo que sem demonstracao, ja que esta envolve assuntos que ndo sdo aqui abordados (série

de Taylor). A fim de se acostumar com esta funcdo faremos agora algumas questdes:
1) Determine os valores de z tais que e?2~1 = 1.

2) Mostre que e~ 1?l < |e?| < el?! para todo z complexo.

3) Mostrar que e?*'" = —e?,

4) Calcular a parte real e imaginaria, 0 modulo e o argumento da fungio f(z) = e*.
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Feito este topico, o proximo é definir a funcdo logaritmo complexo de acordo com a pagina
30, e em seguida fazer alguns exemplos:

1) Calcule o valor de:
a) In(i) b) iIn(1 + 1) c) In(—1)
2) Explique por que 2inz # Inz + Inz.

O ultimo topico da aula é dedicado a exponenciacdo entre nimeros complexos que sera feita
de acordo com a pagina 30 e em seguida fazer alguns exemplos:

1) Calcule o valor de:

a) it b) (—1)¢ c) (1+ i)t d) i1+
Aula 7: propriedades dos logaritmos complexos e restricdo da funcéo exponencial complexa
Esboco

A aula se iniciard mostrando as propriedades dos logaritmos complexos e aquelas que valem

em C mas ndo valem em R, e para isto vamos usar a pagina 30, 31 e 32.

Apos isso abordar sobre a restricdo da funcdo exponencial complexa de acordo com a pagina
32, enfatizando que com a sua injetividade ganhamos algumas propriedades: agilidade na hora

de fazer quest@es e o logaritmo complexo deixa de ser um conjunto.

O proximo topico corresponde a “permutacao” dos expoentes com uma base complexa,
seguindo a discussdo feita na pagina 33. As questdes 5 e 7 do apéndice B sdo 6timas para esse

topico.
Aula 8: operaces e exercicios.
Esboco

A aula se iniciara com o topico sobre operacdes seguindo a secdo 2.3, apds isso iremos para
0s exercicios. Como este capitulo tem menos questdes que o anterior, imagina-se que nesta
aula serad possivel terminar todos as questdes propostas, ou pelo menos boa parte dela. Caso

ndo dé tempo de fazer boa parte deles, entdo uma outra aula deve ser usada para tal.

Capitulo 3
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Aula 9: fatos histéricos, defini¢do, proposicao 6 e provar que a multiplicacdo entre algébricos
é algébrico.

Esboco

e ey, . e N . SO - 3
A aula se iniciara com a definicdo de numero algébrico seguido alguns exemplos: 4, P V6,

V2 ++/3,V3 =2, i e cos (ﬁ) + isen (ﬁ) Ap6s isso um breve comentario histérico,

seguindo a pagina 36.

O proximo tdpico seria mostrar que o produto de nimeros algébricos resulta em um nimero
algébrico, seguindo o inicio da proposicdo 3.2 com a seguinte observacdo: nesta prova €
usado uma proposi¢do da algebra linear “se um espago vetorial ¥V tem dimensdo n entéo
qualquer n + 1 vetores de V sdo linearmente dependentes”, como 0 conceito de dimenséo
ndo € visto no ensino basico, a prova desta afirmacao pode tomar muito tempo, visto que se

faz necessario a explicacdo desse conceito, o professor deve ficar atento a isso.

A seguir é natural perguntar se existem infinitos nimeros algébricos. Caso sim, serd que € um

conjunto enumeravel? Para ver que sdo infinitos, basta mostrar que se m € inteiro entdo o

mesmo € raiz do polindmio p(x) = x —m. O caso m racional vem a seguir, sendo m =§

entdo este € raiz do polindmio q(x) = gx — p. Com relagdo aos irracionais, seja p um nimero
primo, logo \/Z é irracional, e este é raiz do polinémio r(x) = x* — p. Assim, fica provado
que todo racional ¢ algébrico, e 0 mesmo acontece com alguns irracionais. E uma 6tima hora
de questionar se o0 conjunto dos nimeros algébricos € um conjunto enumeravel, ja que contém

@Q e um pouco mais. Agora € hora de provar a proposi¢éo 6.
Proposicdo 6: O conjunto dos numeros algébricos é enumeravel.

Para finalizar a aula é importante ser dito que o conjunto dos nimeros algébricos e dos

nameros transcendentes constitui uma particdo dos ndmeros reais.
Aula 10: operacdes, teorema de Gelfond-Schneider e o teorema de Hermite-Lindemann.

Esboco
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A aula se iniciara respondendo a pergunta deixada la na aula 2 a respeito da irracionalidade

\/E A . , .
de V2, e para isso vamos apresentar o teorema de Gelfond-Schneider. Apds isso outros

exemplos de nlimeros transcendentes serdo dados, como: (—1)%, it e 5V3.

Teorema (Gelfond-Schneider): seja @ € {0,1} um nimero algébrico e # um nimero algébrico

nao racional, entdo a” é transcendente.

O préximo topico é voltado para a apresentacdo do teorema de Hermite-Lindemann, este tem
0 objetivo de provar que e e m sdo niumeros transcendentes. Por isso, depois da apresentacéo
do teorema sera feita as questdes 1 e 6 do apéndice C.

Teorema (Hermite-Lindemann): se aq,...,a,, Sa0 numeros algébricos distintos, entdo

e, ... ,e%m sdo linearmente independente sobre o corpo dos nimeros algebricos.
A parte final da aula € dedicada as operagdes, como se pode ver na secéo 3.2.
Aula 11 e 12: exercicios.

Esboco

A ideia é fazer o maior numero de exercicios possiveis do apéndice C, destaco os mais

importantes que ainda nao foram feitos: 3, 5, 7, 8, 13 e 14.
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CONCLUSAO

Observou-se que a construgdo dos nimeros racionais e irracionais foi um processo lento e que
se comecou a operar com certos simbolos antes mesmo de defini-los, embora em algum
momento da historia tal definicdo mostrou-se bastante necessaria. Vimos também que apesar
da quantidade de nameros racionais e irracionais serem infinitas, existem mais irracionais do

que racionais.

Foi interessante ver como um novo conjunto (transcendentes) poderia nos ajudar a resolver
problemas para saber sobre irracionalidade de um nimero através do teorema de Gelfond-
Schneider, mostrando assim que uma introdugdo de nimeros transcendentes no ensino basico
seria bem vinda. Vimos também que com teorema de Hermite-Lindemann a transcendéncia de

e e m € mostrada de modo simples.

Foi visto também a importancia de se dizer que certos simbolos de fato fazem sentido e que
sdo importantes para a evolucdo da matematica. Ressaltou-se que nem toda a propriedade que
é valida no universo dos nimeros reais valem no universo dos nimeros complexos. Sobre

numeros complexos foi estudado a exponenciagdo com complexos, dando um melhor sentido

, _m
a conhecida igualdade i* = e z.
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APENDICES

Apéndice A —Exercicios resolvidos para o capitulo 1

1) Mostre que se a, b e ¢ sdo inteiros impares, a equacdo ax®> + bx + ¢ = 0 ndo tem raiz

racional.

Solugéo

Suponha que a equacdo tenha raiz racional, sendo s ela com p e g inteiros com g #0 e
mdc(p,q) = 1 entdo

ap* b
ax* + bx + ¢ = Oﬁq—pz+?p+c=0=>ap2+bpq+cq2=0,

como mdc(p,q) =1 entdo p e g ndo podem ser ambos pares, temos entdo trés casos a

considerar
i) p e q sdo impares

Dai, ap?, bpq e cq? sdo todos impares, logo ap? + bpq + cq? é um nlmero impar, o que é

um absurdo.
ii) p é par e g € impar

Logo, ap? e bpq sdo pares e cq? é impar, assim ap? + bpq + c¢q? é um nlmero impar, o que

é um absurdo.

iii) p é impar e g é par

E analogo ao caso anterior.

2) Considere a expressdo 1/x° + y*, é possivel que ela seja um nimero racional se:
a)x,y € N*

Solucéo

Suponha que sim, ficariamos com

3
3,/963 +tyl=z=>x3+y3= (g) = (qx)3 + (qy)3 = p?
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Segue do ultimo teorema de Fermat que a Ultima equagdo ndo possui solucéo.

b) x,y € Q%
Suponha que sim, ficariamos com

3 3 t3

3/,3 3 — 3 3 _ .3 p_r___ 3.3,,3 3.3.,3 _ +3,3.3
VxX3+yl=z=>x>+y° =2z ﬂq3+s3—u3=>psu +r’q°u’ =t°q’s° =

(psu)® + (rqu)® = (tgs)*
Segue do ultimo teorema de Fermat que a Ultima equagdo ndo possui solucao.
c)x,y ER
Basta tomar x = 1 e y = /7, encontrando 2 como solug&o.
3)Dadoa € R, definap = a + a®eq = a + ae considere as seguintes afirmagdes:
I. se p ou q € irracional, entdo a € irracional.
Il. se p e g s@o racionais, entdo a € racional.
I11. se g é irracional, entdo p é irracional.

E(sd0) VERDADEIRA(S)

a) () apenas I. b) () apenas II. c) () apenaslell.
d) () apenas | e Ill. e) () todas
Solucéo

I. A contrapositiva nos diz: “se a € racional entdo p e g sao racionais”.

Note que esta proposicdo é claramente verdadeira, ja que produto e soma de racionais gera

racionais.

I1. Note que:
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2
1 ~ . . ~ 1 , . . . - . .
Como p e 2 Sao racionais entao (a +E) também é racional. Dai existem r e s inteiros

positivos com mdc(r,s) = 1 tal que:
e r 1 T
<a+—> =;=>a=——+ —

Suponha que a é irracional entdo r e s ndo sdo ambos quadrados perfeitos. Veja que:

1 AVE T T
— 3 _ 2y [_2 ’_ > Lyl =
q=a+a —a(1+a)—< Zi S><4+ s+s>

5 1\/? r S5 r r|r 5 3r T 7 r
——t - [-——*- ’———i—’—=————+ —(i—i—)'
8 2Ns 257 4~Ns s s\s 8 2s S 4~ s

r

;. a e , . . 7
A Unica possibilidade deste nimero ser racional serla(iz + ;) = 0, mas nesse caso £< 0.

Uma contradigdo. Portanto g € um namero irracional, o que é um absurdo. Concluimos assim

que a € um namero racional.

[11. A contrapositiva nos diz: “se p é racional entdo q ¢ racional.”

2) "4
Note que
1 1 7 1 3v2 1
a_\/i_f:p_Z_Z_ZEQ:}Q_\/E_E+2\/§_3+T_§_
—29+13x/§ ¢
8 4 Q

Portanto a resposta € letra c).

Os dois proximos problemas tratam da sequéncia a,, = \/m + a,_;, cOma; =vm,n>1e

m natural. Tal sequéncia é crescente e limitada portanto a sequéncia é convergente, e faz

sentido o simbolo (\/" +yn+n+ - > \amos mostrar isso.

a,, é crescente

Faremos por inducdo sobre n



a, = /m+\/ﬁ>\/ﬁ=a1.

Suponha que a,_; < a, vamos mostrar que a, < d, ;1.

Uno1 <0y =M+ ap_ g <m+a, = /m+ay,_4 < m+a, = a, < apyq.
a, é limitada

Faremos por indugéo sobre n, mostrando que a,, < m + 1.

1
a1=\/rz<m+1<=)m<m2+2m+1=)0<m2+m—1=(m+—) -

2

Do fato que m > 1, a tltima desigualdade é de fato verdadeira.

Suponha a,,_; < m + 1 vamos mostrar que a, < m + 1.

oy <m+1l1=>m+a,, <2m+1=/m+a,, <V2m+1=

an<\/m2+2m+1—m2=\/(m+1)2—m2<\/(m+1)2=m+1.

Portanto, existe lim,,_,., ay,.

4) E racional ou irracional: \/2 +V24+V2 407

Solucéo

O namero dado € racional, vejamos o0 porqué.

j2+ ’2+\/2+~-=x<:> 2+x=x=>(v2+x)2=x2=>2+x=x2(:>

x’—x—-2=0=x;, =—-1oux, =2.
E claro que x > 0. VVejamos se x, satisfaz a equacéo irracional.
VZ+2=vVE=2

De fato satisfaz, portanto x = 2 que € racional.

60
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5) Paraque valoresden € N, x = \[n ++/n ++n + - € um ndmero natural ?

Solucéo
Note que:
\]n+ /n+\/n+---=x=} n+x=x<x*—x—-—n=0
1+vV1+4n
A=1+4n=x=f-
Note que:

1+4n=21=vV1+4n=21=1-v1+4n <0

Veja que paran = 0 a raiz da equacao é dupla. Entdo, para n # 0 ficaremos com:

1+vV1+4n
2

X =

Veja que x serd natural se e somente se v1 + 4n for um nimero impar.

Vit+4n=2k+1o1+4n=4k*+4k+1on=k?>+k =k(k + 1).

1+2k+1
x=T=k+1.

Portanto, x sera natural se e somente se n € produto de dois nUmeros consecutivos e x sera o

maior deles.

Para a proxima questdo e outras vale ressaltar que o simbolo a%“ est4 bem definido para

e 1
ae€ [(3) ,eE] - Este fato foi provado por Euler e pode ser melhor entendido em [13].

vz
6) Calcule o valor de vz

Solucéo

Note que
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x
\/?/7 =x=>(\/§)x=x<:>27=x<=2x=x2

Esta Gltima equagdo possui duas solucdes, x =2 e x = 4, mas serd que as duas sdo a

resposta? Se ndo, qual delas é? Esta questdo mostra a necessidade de explicar o que

S vz’
exatamente significa v2 .

. N . a ,
Considere a sequéncia a,,; = V2 — onde a; = v2. O que queremos calcular na verdade é

lim,,_,, a,, (que anteriormente chamamos de x) se este realmente existir. Note que

a
=V2" o =27 < a2, = 2%
An+1 = An+1 = An+1 =

1) a,, é crescente

E claro que a, = \/Eﬁ > /2 = a,. Vamos provar o que se quer por inducdo. Suponha que

a, > a,_, paratodo k < n. Vamos provar que isto também é valido para k + 1. Veja que:
A > Ap_q = 2% > 2%-1 = a2 | > al = ag,, > a.
1) a, é limitada

E claro que a; = v/2 < 2. Vamos provar o que se quer por inducio. Suponha que a;, < 2 para

todo k < n; vamos provar que isto também é valido para k + 1. Veja que:
a, <2=2%<22= a2 <2’ a1 <2,

como a, é monotona e limitada, entdo é convergente. Como o limite é Unico sabemos agora

que a solucdo ou é 2 ou é 4. Vejamos entdo qual sera. Note que

a,<2=lima, <lim2=x<2.

n—-oo n—-oo

Concluimos dai que x = 2 é a unica solucéo.

7) E racional ou irracional: V2 +v5 + 2 — ¥/5 2
Solucéo

O namero dado € racional, pois
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3

3\[2+\/§+32—§/§=x=><3\/2+\/§+3\/2—\/§> =13

(ﬁ)g +3(2+V5)(2-+5) (3\[2 +/5 + 3\/2 —~ i/§>+ <ﬂ>3 = x3

©(2+V5)+3U-5@+(2-V5)=x*eo4-3x=x*=x3+3x—4=0.

E facil ver que 1 é raiz dessa Gltima equagdo, pois, 13 +3.1—4=1+3—-4=0.

Sendo assim, vamos dividir (x3 + 3x — 4) por (x — 1), para encontrar x* + x + 4. Assim,
+3x—4=0(x—-1D&*+x+4)=0.(1)
Observe agora que a equacédo (x? + x + 4) = 0 ndo possui raiz, ja que
A=12-414=1-16=—-15<0.
Portanto, a Unica maneira de (I) ser verdade € termos x = 1, que é racional.
8) E racional ou irracional log;, 2 ?
Solucéo
Suponha que seja racional, dai existem p € Z e q € N tais que log,, 2 = s- Agora observe

que:

P
logp2 = =< 109 = 2 < 10P = 24.

QI

Do lado esquerdo da igualdade temos fatores 2 e 5, enquanto que do lado direito, apenas fator
2. Isso contraria o teorema fundamental da Aritmética. Chegamos assim em um absurdo.

Portanto log;, 2 € um numero irracional.

9) Foi visto que a soma de dois nameros racionais resulta em um nimero racional. 1sso pode
ser estendido para uma quantidade qualquer (finita) de parcelas. E quando o namero de

parcelas é infinita, podemos garantir o mesmo ?
Solucéo

Nao! Observe os dois casos a seguir.
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No primeiro caso temos uma soma de P.G. infinita, que resulta em um racional. No
segundo caso temos a soma dos inversos dos quadrados perfeitos, que resulta em um

irracional. A Ultima igualdade pode ser entendida com detalhes em [19, cap. 2].

10) Verifique porque o nimero a seguir é racional.

\/\[4+4i/§+ i/Z+\[4—4i/§+ V4.
Solucéo

Note que (2 + ¥2)” = 4 + 432 + V4. Assim,

j\/4+4i/§+i/1+\/4—4"\’/§+?\’/1=j\/(2+"x’/§)2+\/(2—‘°{/§)2=

\/2+§/§+2—§/§=\/Z=2.

11) Sejam a, b € (R\Q). Se (a + b), (ab) € Q mostre que (a™ + b™) € Q paratodo m € Z.
Solucéo
Inicialmente, vamos considerar m € N e proceder por indugédo sobre m.
Definimos p(m): (a™ + b™) € Q
p(1) é verdade por hipotese.
p(2):a* + b* = (a + b)? — 2(ab)

Pela hipétese e pelo fato de produto e soma de racionais resultarem racional p(2) é

verdadeira.
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Suponha agora que p(k) é verdadeira para todo k < m, com k € N. Vamos provar que

p(k + 1) também € verdadeira.
Note que:
ak*l 4 pk+1 = ght1 4 pk+l 4 gpk — qb¥ + ba* — bak =
(a**t + ab®) + (b*** + ba*) — (ab® + ba¥) =
a(a® + b*) + b(b* + a*) —ab(b** + a* 1) =
(a* + b*)(a + b) — ab(b*=1 + ak~1).

Pela hipotese de indugdo (a* + b*),(b*"1+a*"1) € Q, e, pela hipotese da questdo,
(a + b), (ab) € Q. Portanto, a*** + b**1 € Q.

Fica provado entdo o que foi pedido para m € N. Vejamos agora 0 caso m € Z com m < 0;

neste caso existe k € N tal que m = —k. Note que:

1 N 1 _bk+ak
ak bk (ab)k

ak+pk=
Como (b* + a*) € Q e (ab)* € Q entdo o quociente entre eles também é racional.
12) Considere a equacao x¥ = y* com x e y distintos, responda:
a) ache todas as solugdes da equacdo sendo x,y € Z

Solucéo

Veja que, se x =1 entdo y = 1, 0 que ndo interessa. Se x = 0 entdo y = 0, um absurdo.
Logo, x,y ¢ {0,1}.

Considere inicialmente x,y € N e suponha y > x, dai

y X xy ¥ y—Xx yx
X7 =Yy @x—x—;@x —(—),

X
como x¥~* € N entdo (%) é inteiro, logo x|y, portanto, y = kx, com k € N — {0,1}, ficamos

com
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X 1

1 1
=y = X = ()3 = (k) = xk 1l = k = x = k&1,

_ y

y-x — (2
=)
observe agora que

1
k-1 <2 & k < 2k°1,
esta desigualdade € verdadeira para todo k > 2, vamos ver isso por indugdo sobre k.

Se k = 3, temos que 3 < 4 = 22. Suponha que a desigualdade é para um certo m > 2, vamos

provar que é valida para m + 1
m< 2™l = 2m< 2™
2Zm=m+m>m+2>m+1,
fica entdo provado.

Assim, x < 2, entdo ndo temos solugdo. Resta analisar apenas um caso, k = 2, dai, x = 2 e

y = 4, € a unica solucao.

Considere agorao caso x > 0 e y < 0, logo, existe n > 0 tal que y = —n, ficamos com:
Y= yr == () = = ()
xV=y*=>x""=(—n)* = i -n)”*,

Do lado direito temos um ndmero inteiro, mas do lado esquerdo ndo, chegamos a um absurdo.

O casox < 0 ey > 0 éanalogo. Resta agora apenas um caso, que € x,y < 0, assim existem

m,n > 0 inteiros tais que x = —m e y = —n, ficamos com:

11
(—m)» ~ (—n)™

xV=y*=(Fm)"=_(-n)"m = (m)" = (—n)™,

Se m é par e n é impar, do lado esquerdo teremos um nimero negativo e do direito um
positivo, um absurdo, Se m € impar e n é par € analogo, se m e n tem a mesma paridade,
entdo (—m)™ = (—n)™ é equivalente a m™ = n™, cuja a Unica solucdo é m =4 e n = 2,

desde que m > n.
Concluimos entdo que as Unicas solucbes sdo os pares (2,4), (4,2), (—2, —4) e(—4,—2).

b) mostre que se x, y € R a equagao dada possui infinitas solucGes
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Solucéo
Tome y = tx, onde t € R, logo

1 1 t

W=y x¥=(tx) s xt=tx =>x"l =t =>x =tt-1 = y = t.tt-1 = tt-1,

1 t

Portanto, o par (tt—_l, tt—_l) produz infinitas solucgdes para a equacao dada.

c) dé uma solugdo onde x,y € (Q — Z ) e outra onde x,y € R\Q

2

2 3
tomando t = % , ficaremos com x = (2) ey = G) , logo
3
O NRE)

3 2 3
6] -®]
tomando t = 3, ficaremos com x = V3 e y = /27, logo

37 =27,
13) Mostre que séo irracionais
a) cos 20°
Solucéo

Pelo arco triplo temos que

1
c0560° = 4c0s320° — 3¢c0s20° = 4c0s320° — 3c0s20° — 5= 0=

8c0s320° — 6¢c0s20°—1 =0

Considere o polindmio p(x) = 8x®> — 6x — 1, usando o teorema das raizes racionais vemos

que ndo ha raiz racional, e por isso cos 20 ° é irracional.
b) cos 36°
Solucéo

Pelo arco quintuplo temos que
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cos 180° = 16 cos® 36° — 20c0s336° + 5c0536° =
16 cos® 36° — 20c0s336° + 5c0s36°+ 1 =0

Considere o polindmio p(x) = 16x> — 20x3 + 5x + 1, usando o teorema das raizes racionais

vemos que ndo ha raiz racional, e por isso cos 36 ° € irracional.

14) Verifique que as expressdes a seguir resultam em nlmeros racionais:
a) (c0s20°)(cos40°)(cos80°)

Solucéo

(c0s20°)(c0s40°)(c0s80°)(8sen20°) B

20°)(cos40° )=
(cos520°)(cos40°)(cos80°) 8sen20°

4(sen40°)(cos40°)(cos80°) 3 2(sen80°)(cos80°) _sen160°  sen20° 1

8sen20° 8sen20° " 8sen20° 8sen20° §

b) sen (i) sen (31—2) sen (i—:)

Solucéo

Usando a relagdo senx = cos (g — x) temos que

sen (1) = C0S (7—7-[ —_ i) = C0S (6_7'[) = C0S (3_7'[)
14/ 14 14/ 14) 7)

analogamente,

<3n> _ (271) (571) _ (n)
sen 12 = cos 7 e sen 12 = cos =)

ficando entdo com

s (5 s (2o (2] - =) (47)(7)(7) ssen(Z)

2sen (2771) cos (277-[) cos (377[) _ sen (477[) cos (377[) B %[sen(n) + sen (g)] B
4sen (%) - 4sen (%) - 4sen (g) -
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z5en(7) 1.
4sen (g) - 8

E muito curioso o fato de chegarmos ao mesmo valor do item a).

15) Mostre que para todo namero real irracional a, existem nimeros reais e irracionais b e ¢

tais que a + b e ac sdo ambos racionais, enquanto ab e a + ¢ sdo ambos irracionais.
Solucéo
Tome b = n — a, onde n é um natural qualquer, logo

a+b=a+n—-a=n€eqQ.

ab =a(n—a) = an — a?,

a principio ndo ha como saber se an —a? é racional ou ndo, mas como n é qualquer,
podemos tomar alguns valores para chegar no irracional desejado. Afirmo que a0 menos um
dos nimeros a —a® (n =1) e 2a — a® (n = 2) é irracional. De fato, suponha por absurdo

que os dois sdo racionais, entdo a diferenca entre eles seria racional:
a—a®—(2a—-a?) =—aq,
0 que é um absurdo.

Tome ¢ =2, onde m é um natural qualquer, logo

1
a

m

acza(z)szQ.

m
atc=a+—,
a
estamos agora numa situacao similar a anterior, entdo usaremos a mesma estratégia. Afirmo
- 1 2 ;- .
que ao menos um dos nimeros a + - m=1ea+ - (m = 2) éirracional. De fato, suponha

por absurdo gue os dois sdo racionais, entdo a diferenca entre eles seria racional:
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0 que é um absurdo.

16) Seja o conjunto S ={re€ Q|r=0er? <2}, sobre 0 qual sdo feitas as seguintes

afirmacoes:
.2eseles.
4 5
N{x e R0 <x<V2}nS=0.

l.V2 € S.

Pode-se dizer, entdo, que é (sdo) verdadeira(s)

a)lell b) Ielll c)llelll d) 1 e)ll
Solucéo
2 2
I.5>Oe(5) =E<2=2,Iogo,565. Z>0e(z) =£<5—°=2,Iogo,zes.
4 4 16 16 4 5 5 25 25 5

NSc{ixeRo<x<V2}={xeR[0<x<V2}nS=S5=0.
1. j& foi visto que v2 é um namero irracional, dai, V2 & S.
Assim, alternativa d) é a correta.

17) Considere o polinémio: P(x) = x*> + ax®> + x + 1 com raizes reais. O coeficiente a é
racional e a diferenca entre duas de suas raizes também ¢é racional. Nestas condi¢6es, mostre
que ¢ verdadeira a afirmagdo: “se uma das raizes de P(x) é racional, entdo todas as suas

raizes sao racionais.”
Solucéo
Sejam b, c e d suas raizes e b racional. Temos dois casos a considerar

1) b — c é racional

Pelas relacOes de girard segue que

b+c+d=—a=d=—a—-—-b—-—c=deQ.
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2) ¢ — d € racional

b+a+(c—d)_

b+c+d=—-a=b+c—d=—-a—-2d= =

d=deQqQ.

m m
c—d=—=c=—+d=c€eQ
n n

18) Classifique os itens a seguir em verdadeiro ou falso

a) se x + y e xy sdo racionais, entdo x e y sao racionais.

Solucéo

Falso, tome x =vV2 —1ey =v2 + 1.

b) existem x e y irracionais tais que x + y € racional e xy é irracional.
Solucéo

Verdadeiro, tome x = —/2 ey =2 + 1.

C) existem x e y irracionais tais que x + y é irracional e xy é racional.
Solucéo

Verdadeiro, tome x = V2 ey = %

d) existem x e y irracionais tais que xy? e x*y sejam racionais.
Solucéo

Verdadeiro, tome x = y = /2. Para |x| # |y|, tome y = = e x = V2.

x2
. . . 1 . .
e) existe x irracional tal que x + ~ seja racional.
Solucéo

Verdadeiro, tome x = 2 + /3. Na verdade existem infinitos, basta tomar x = k + v k®>—1

onde k > 1 é um nimero inteiro.
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f) se x,y sdo nimeros positivos e distintos com x, y e vx + [y todos racionais, entdo vx e

\/y sdo também racionais.
Solucéo

Verdadeiro, note que:

_ \/E—\/; o x=y
ﬁ+ﬁ_ﬁ+ﬁ<\/§—\/§>_\/§—\/§’

como x e y s30 racionais, 0 mesmo ocorre com x — y € como vx + \/} também ¢é racional, o

mesmo vai ocorrer com vx — J_ , dai também sdo racionais 0s nimeros

e i I ey B O

g) Se o quadrado de um nimero € racional entdo ele € racional.
Solucéo

Falso, veja 0 exemplo a seguir: V3 € (R\Q ), mas (\/§)2 =3€qQ.
19) Mostre que se x € (Q} — Z ) entdo x* ¢ Q.

Solucéo

Como x € (Q% —Z) entdo existem p e q inteiros positivos com mdc(p,q) = 1 tal que

X = Z - Suponha que x* € Q entdo existem r e s inteiros positivos com mdc(r,s) = 1 tal que

x T .
x* =~ agora note que:

r pg r pP r4
( ) = —=—=pP.s9=r9qgP.

S qP T sa
d =mdc(s,q) = s=daeq =db
Com mdc(a, b) = 1, ficaremos com
pP.d%% = r4.dPbP

Suponha p > q, entéo



73

pP.a? = rd.dP~9pP
Observe que mdc(a,r) = 1, ja que a|s e mdc(s,r) = 1. Entdo, a?|dP~1,

Como mdc(p,q) =1 e d|q, entdo mdc(p,d) = 1. Assim, dP~9]af. Portanto, a? = dP~1.

Ficamos com
pP = rip?P

Como mdc(p,q) = 1 e b|q, entdo mdc(p, b) = 1. Dai, b = 1. E ficamos com

p
ppzrq:pq =r

Como mdc(p,q) =1ep >1,jaquep > q =1, entdo g = 1. Mas, dai, x = p, um absurdo,

pois x ndo é inteiro.
O caso em que p < g € similar.

20) Seja s um namero real, m e n nimeros inteiros com mdc(m,n) = 1 tal que s™ e s™ sdo

nameros racionais, mostre que s € racional.
Solucéo

Como mdc(m,n) =1 entdo existem p e q inteiros tal que mp + nq = 1. Também sdo

racionais s™P e s™4, portanto também sera racional

sMP g4 = gMpP+nq — g
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Apéndice B —Exercicios resolvidos para o capitulo 2

1) Mostre que entre dois nimeros reais distintos sempre hd um racional e um irracional entre
eles.

Solucéo
Vejamos inicialmente o caso dos numeros racionais.

Sejam a, b nimeros reais com b >a >0 (0 caso a < 0 é analogo). Sabemos que
sempre € possivel achar um nimero natural maior que qualquer real dado, assim, existe n € N

tal que

n>

1
=0<—-<b—-a-
n

b—a
Agora vamos provar que um dos numeros %% ... pertencem ao intervalo (a, b). De
fato, suponha gque néo, sendo k € N entéo teriamos:
k k+1 k k+1 k 1 k k
—<a<b<—=b—=X< ——=—<b-—a=>-——-<-a=>->aq,
n n n n n n n n

. , . . . , k
mas, isso é uma contradicdo, logo o intervalo (a, b) possui um nimero da forma ~

. . 1 2
Para o caso irracional, no lugar de ~— tome %

2) Mostre que a parte real de 2¢ esta entre 0,7 € 0,9.
Solucéo
Note que

2t = ein2) = cos(In2) + isen(In2).

T ] T L) T
— — & es 6
4> nZ>6 e4>2>e

T
2>e6 & 20> e

e™ < et < (2,8)* = (7,84)* < 82 = 64 = 26

T
et >2ee™>24=16
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e™ > (2,7) =19,683 > 16

Logo,

i i) T T V2 V3
7 > [n2 > 3 = cos (Z) < cos(In2) < cos (g) = - < cos(ln2) < - =

0,7 < cos(ln2) < 0,9.
3) Sendo z = cos(8) + isen(H), determine arg(e®).

Solucéo
iz = (cos (g) + isen (g)) (cos(0) + isen(0)) = cos (9 + g) + isen (9 + g) =

—sen(@) + icos(0) = e'? = e sen(O)+icos(0) = g=sen(0)picos(0) = grg(e'?) = cos(6).
4) Explique se os seguintes nimeros séo reais ou complexos:
a) it
Solucéo

Note que:

T

s
, _n " -z im\€ 2 i(%(e_f» T, T m, T
i‘t=e 2=>i‘=i92=<62> =e = cos E( 2) + isen E(e 2),
que claramente é um nimero complexo.

b) i
Solucéo

Observe que:

ii

0t o3 ren (311 _

i
=e

s (5e7) s o] _ 5ot E)5)

e =e ,
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a fim de deixar a expressdo um pouco menos carregada, vale ressaltar que cos(x) =

T n i fi
sen (E — x) e sen(x) = cos (E - x) dai ficaremos com

(Do FD)] _Boen(3D) [e(%f)ws(%(e-%))] _

) o (Beos(39)) ) sem (eos (5(79) )

que claramente € um nimero complexo.

Gt ) il
Obs: para o célculo de i a ideia é a mesma, ou seja, usar o valor de i’

1\ 1
5) Mostre que (zﬁ) =z e (z™)n # z, onde z é um ndmero complexo e n > 1 um ndmero

inteiro.
Solucéo

Sendo z = |z|(cosO + isenf) temos que:

n

1\" 1 0 + 2km\ | 0 + 2km
(Zn> =| |z|n| cos (—n ) + isen (—n ) =

IZI(COS(H + 2km) + isen(0 + 2kn)) =

|z|(cos(0) + isen(0)) = z

(Zn)% = (Iz|" cos(ng) + isen(n@))% =

né + 2kn . n9 né + 2km an
|z| | cos (T) + Lsen

2km an
|z| | cos (9 +T> + isen 9 + —

Se k # 0 vemos claramente que o Ultimo namero é diferente de z.
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6) Mostre que a expressao (§/2 +2i+32 - 2i) ndo representa um ndmero complexo ndo

real.
Solucéo
x={2+2i+3V2-2i)=
x3=2+2i+2-2i+3(V2+2iV2-20)(V2+2i+V2-2))=
*=4+3{4+4)x=>x3=4+6x=x3—6x—4=0.
Note que
(—2)3—6(-2)—4=-8+12—4=0.
Assim,

x3—6x—4=0=(x+2)x*-2x—-2) =0.
2—2x—2=0=>x?-2x+1=3=(x-1)2%?=3=x=1++3,
x+2=0=>x=-2

Como todos os valores de x sdo reais, entdo de fato a expressdo do enunciado representa
apenas numeros reais. Vale ressaltar que os trés valores encontrados para x correspondem a
expressdo do enunciado e ndo apenas alguns deles. Para uma outra discussdao sobre, é

recomendavel [12, cap. 2,pag. 23].

7) Observe as igualdades a seguir e explique onde esta errado.
-1=i?=i
Solucéo

O problema esta na “permutagdo” dos expoentes, que nem sempre é vélida, como ja foi

comentado. Observe:

()" = (cos G isn ) =10u (cos(35) e ien () =1
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1
Considerando o nimero (i) teremos como resposta apenas um resultado, mas (i*)z nos dara

dois resultados, necessariamente distintos.

1
Considerando o numero(ii) teremos como resposta dois resultados necessariamente distintos,

1\ 4
mas (ii) também nos dara dois resultados, que podem ser iguais!

8) Considere a igualdade abaixo

(cos(0) + isen(0))* = cos(x0) + isen(x6)
ela é valida para todo x irracional?
Solucéo

Nao! tome x = i e 8 = 2m, dai teriamos
1 1
(cos(0) + isen(8))* = (cos(2m) + isen(2m))2w = 127 = 1
) 1 , 1
cos(x8) + isen(x0) = cos <(—> (27T)> + isen <(—) (27r)> =
2n 2m

cos(1) + isen(1).

9) Seja z um niimero complexo de mddulo unitario que satisfaz a condicdo z2" # —1, onde n

Zn

2 € Um ndmero real.

€ um numero inteiro positivo. Demonstre que

Solucéo

Seja z = cos6 + isen#, logo

z" 1 1 1
1+ 2z 1  z2" z7"+z"  cos(—n6) + isen(—nb) + cos(nd) + isen(nf)
VAL AL
1 ER
2 cos(no) '

~ 2 4 6 ’ -
10) Mostre que a expressdo cos (7”) + cos (7") + cos (7") resulta em um ndimero racional.

Solucéo
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Uma pergunta natural é por que esta questdo esta nesta se¢do. Apesar da pergunta ser da se¢do

anterior, usaremos elementos desta se¢éo para resolvé-la.

As raizes sétimas da unidade sdo da forma cos (2"7”) + isen (@) onde 0<k<6e¢ek

inteiro. E sabido que a soma dessas raizes é zero, logo,

2n 2m 12w 12w
cos(0) + isen(0) + cos <7> + isen (7) + -+ cos (7) + isen (7) =0,

a parte real do lado esquerdo é igual a zero, dai

1+ (27‘[>+ + (127‘[)_0
cos 7 cos -)=0.

observando que,

7 7 7
(87r> _ (2 87r) _ (6n)
cos = cos|2m — - )= cos =)

ficamos com

1+2 (27‘[) + 2 (47‘[) + 2 (67‘[) 0 (27‘[) + (47‘[) + (67‘[) !
e —_— ) = 1 o e —_— = ——
coS 7 coS 7 coS 7 coS 7 coS coS 7 )
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Apéndice C —Exercicios resolvidos para o capitulo 3
1) Mostre que se a € algébrico entéo

a) (—a) é algebrico

Solucéo

Se p(x) é um polinbmio que possui a como raiz entdo p(—x) € um polinbmio que possui

(—a) como raiz.
b) (i) é algébrico (a # 0)
Solucéo

Seja p(x) = a,x™+ -+ ayx + a, tal que p(a) =0. Se g(x) = apx™ + -+ a,_1x + a,

entao

1 a a,_ ag+-+a, a1 +a,a® (a)
g(—>=—,01+'“+n1+an= 0 n1n n =Pn=0.
al « a a

c) e* é transcendente (a # 0)
Solucéo

No teorema de Hermite-Lindemann fazendo m = 2, a; = 0 € @, = a teremos que e® =1 e
e® séo L.l. ou seja, sendo B, e B, algébricos ambos ndo nulos temos £;.1 + B,e* # 0. Se e“
fosse algébrico entdo o mesmo aconteceria com e~%, sendo assim, tomando B, = —1 e

B, = e~ ficamos com
—114e%e*=-14+1=0
0 que é um absurdo.
d) lna é transcendente (a & {0,1})
Solucéo

Se Ina fosse algébrico entdo pelo teorema de Hermite-Lindemann e™(® = o seria

transcendente, um absurdo.

2) Sejam a e b nimeros racionais. Mostre que a? é um nimero algébrico.
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Solucéo

Como a e b sdo numeros racionais entdo existem inteiros p,q,r e s com mdc(p,q) =
mdc(r,s) =1, q,s # 0 e p e r ndo ambos nulos tais que a = se b= E Agora note que
r

pg pr S T TS T A S T
(a) =x=>(a> =x*=>p =qx*=>q"x°—p" =0.

Mostrando assim que a® é um nimero algébrico.

3) Sejam a um nimero algébrico e f um nimero transcendente. Mostre que
a) f™ é transcendente, para todo m € Z*;

Solucéo

Considere inicialmente o caso m € N*.

Suponha que S™ é algébrico, dai existe um polindmio P com coeficientes inteiros tal que
P(B™) = 0, ou seja

A (B™" + A (B 4+ a fM+ap=0=
an(B)™ + ap_ (B)™ ™ + -+ a; ™ + a9 = 0.
Dai, sendo
gx) = apx™ + a1 x™ M+ 4+ a1 x™ + q
Temos que g(B) = 0 e dai B é algébrico, um absurdo.

Sem € Z* entdo existe k € N* tal que m = —k, dai

Como B* é transcendente, entd0 0 mesmo acontece com seu inverso.
b) a? é algébrico, para qualquer g € Q*;
Solucéo

Sejaqg = E com r e s inteiros positivos. Suponha que a? = t € transcendente, dai
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'
al=t=as=t=a" =t°.

Como multiplicacdo de algébrico resulta em algébrico e pelo item a) t* é transcendente,
temos que uma igualdade ente algébrico e transcendente, o que € um absurdo.

O caso g < 0 é similar, lembrado do fato que inverso de algébrico é também algébrico.
c) B é transcendente para qualquer g € Q*.

Solucéo

Analoga ao item anterior.

4) Se x e y séo transcendentes mostre que:

a) x + y oux — y é tambem transcendente

Solucéo

Suponha que ambos sejam algébricos, entdo a soma também serd, dai 2x sera algébrico, e

portanto x sera algébrico, um absurdo.
b) x* ou x**1 é transcendente

Solucéo

X+1

Suponha que ambos sejam algébricos, entdo a divisdo também sera algébrico, dai

X
x* =X
sera algébrico, um absurdo.

C) x + y ou xy é também transcendente.

Solucéo

Suponha ambos sejam algébricos, dai também seriam algébricos os nimeros (x + y)? e 4xy,

e também seria algébrico o nimero
(x+y)2—dxy=x2+2xy+y? —4dxy =x2—-2xy +y2 = (x — y)?
Pela questdo 2), (x — y) também sera algébrico, e dai sera algébrico o namero
(x+y)+(x—y) =2x

Logo, x sera algébrico, o que é um absurdo.
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d) x? + gx é transcendente, onde g € Q
Solucéo

Suponha que x* + gx = a seja algébrico, logo

q+q*+4a

> = x€Q

rgx=a=>x*—-qx—a=0=>A=q¢*+4a=>x =

pois, como a ¢ algébrico, o mesmo ocorre com 4a e também com g% + 4a, ja que g €é

racional, dai x sera algébrico, o que é um absurdo.

5) Sejam a e b nameros reais. Prove que a + ib é algébrico, se e somente se a e b sdo

algébricos.
Solucéo

Sabemos que se P(x) € um polindmio com coeficientes reais que possui 0 complexo z como
raiz entdo também possui z como raiz. Assim, como a + ib é algébrico entdo a — ib também

sera.

=) Como a + ib e a —ib sdo algébricos, entdo a soma também serd, logo e algébrico o
ndmero 2a e dai a. Subtraindo os nimeros iniciais temos que (2i)b sera algébrico e portanto

b seré algébrico.

&) Como a, b e i séo algébricos entdo a + bi é algébrico, ja que produto e soma de
algébricos resulta em algébrico.

6) Mostre que:

a) e™ & um namero algébrico

Solucéo

Como e™* = cos(x) + isen(x) entdo, e = —1, que é um nimero algébrico.

b) € um niimero transcendente

Solucéo
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Suponha que 7 é algébrico, entdo o mesmo aconteceria com im € pelo item c) da questdo 1
deste apéndice e'™ seria transcendente, o que é um absurdo pelo item anterior, portanto 7 é

transcendente.
c) e™ é um numero transcendente
Solucéo
Do que foi feito acima temos que
e = —1= () = (-1 = e = (-1)~

Que pelo teorema de Gelfond-Schneider € transcendente.
7) Prove que
a) cos(Qm) e sen(Qm) sdo algébricos paratodo Q € Q.
Solucéo

e = cos(x) + isen(x)
Fazendo x = Qm ficamos com

e = cos(Qm) + isen(Qm)

Mas,

elem — (ein)Q — (_1)Q

Que € um numero algébrico pela questdo anterior. Logo, cos(Qm) + isen(Qm) é um nimero

algébrico, e pela questéo 5), cos(Qm) e sen(Qm) sdo algébricos.
b) cos(x) e sen(x) sdo transcendentes para todo x algébrico.
Solucéo

No teorema de Hermite-Lindemann considere m = 3, a; = 0, a, = ix € a3 = —ix. Sendo

B, B, € B5 algébricos ndo nulos temos

B1e° + Bre™ + fze ™ = 0
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Suponha que sen(x) seja algébrico, entdo tomando B, = 2isen(x), B, =—-1 ¢ f3=1

ficamos com

2isen(x) — cos(x) — isen(x) + cos(x) — isen(x) = 0
O que é um absurdo. Mostrando assim que sen(x) é transcendente.
Para o cos(x) é analogo.

8) Se a e B séo algébricos nado nulos mostre que (In(a) + In(B)) é transcendente.

Solucéo
Note que
a = elna
B = elnh
Dai

ap = elnatinp

Se (Ina + Inf) fosse algébrico, entdo pelo item c) da questdo 1 deste apéndice e'*+"8 seria

transcendente, um absurdo, visto que af é algebrico.

9) Mostre que

3=

Ve
a) Ve ' étranscendente
Solucéo

Note que

W[

3=
i/?/E =x=>(§/§)x=x=>e =x
Se x fosse algébrico, pelo item c¢) da questdo 1 deste apéndice es seria transcendente, um

absurdo.

1

15
b) 52 é transcendente
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Solucéo

Note que

N

1x
=x=>(§) =x=>2%=x

N| =

Pelo teorema de Gelfond-Schneider se x é algébrico ndo racional, entdo 27 é transcendente,

uma absurdo.
Suponha agora que x é racional, dai, existem inteiros positivos p e g com mdc(p,q) = 1 tal

que x = g - Agora veja que

_pP q
27 =x=2 Q=E=>2p=(g)

q p

7 - - q 7 -
Como 2P ¢ inteiro, 0 mesmo ocorre com (%) , mas como mdc(p,q) =1, a Unica

possibilidade seriap = 1, dai
2=q1
Claro que g = 1 ndo resolve essa equacéo, entao
q=2=q1=21>22>2,
Portanto, ndo havera solucgéo.

10) Na questdo anterior sendo o numero inicial algébrico ou transcendente, tivemos como
resultado um ndmero transcendente. Serd possivel encontrar como resultado um ndmero

algébrico iniciando com um ndmero transcendente?
Solucéo

Sim, observe
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, ~ 7 1 , p Ll
Dai, a solugéo é x = 7 due e um namero algébrico.

11) Sejam a, b, c e d numeros algébricos, ndo nulos, com lna e Inb linearmente independente

sobre Q. Mostre que
a) cin(a) + din(b) # 0
Solucéo

Suponha que possa ser igual a zero, dai

d a
)zn(b) —a=bhc

cln(a) + din(b) = 0 = In(a) = (— )

. . d\ . ~ _d .
Como b é algébrico?, se (—;) ndo for racional, entdo (b c) seria transcendente, um absurdo,

pois a € algébrico. Logo, (—%) é racional. Agora note que

d

——=r=d=—cr
c

Voltando ao inicio ficariamos com
cln(a) —crin(b) =0 = lna—rin(b) =0

Contrariando a independéncia linear de In(a), In(b) sobre @, chegamos novamente a um

absurdo.

In2020
In2

b) é transcendente.

Solucéo
Vamos provar que [n2020 e [n2 séo L.1. sobre Q. Suponha que ndo, dai

b —_—

bin? ) )
aln2020 + bin2 = 0 = [n2020 = i = [n2020 = In (2 a ) = 2020=2\ o =

20204 = 275,

2 Caso b = 1, no inicio ficariamos com clna = 0, e daf Ina = 0, ou seja, Ina e Inb n&o seriam L.1.
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O que contraria o teorema fundamental da Aritmética. Assim, [n2020 e [n2 sdo L.I. sobre Q.

Suponha agora que seja algébrico, dai
n2020

=a= 1.I1n2020 —aln2 =0
In2

O que € um absurdo, visto o item a). Portanto % & transcendente.

12) Mostre que é transcendente o seguinte nimero

Solucéo

Inicialmente vamos considerar algo mais simples e observar o que acontece

2 1 1 1.1
242 = (2 23)2 = 22.232 = 227,

1 2
/ ’ ’ 3 1,11
V_ 2 24 = 24 24 2\/_— 24' 22' 3' = 2213174

usando esse raciocinio indutivo, é facil ver que

=

No entanto, é bastante conhecido que

1,111 11 1
GitTty ty Tt =e— 2=ttt

01 20 ' 317 41
3 4
2 2 /2\/52...=10g22€_2=e—2.

ficamos entdo com:

log,
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13) Prove que se x é racional ndo inteiro entdo x** é transcendente.
Solucéo

Pela questdo 19) do apéndice A, x* € irracional, e pela questdo 2) deste apéndice é algébrico,

logo, utilizando o teorema de Gelfond-Schneider concluimos que x ™ é transcendente.
14) Seja p um namero primo, mostre que se x* = p entdo x € transcendente.
Solucéo
Claramente x ¢ {0,1}, temos alguns casos a considerar,
Se x € inteiro positivo entdo x|p, entdo x = p, dai
pP =p=pPt =1,

Mas,

p22=p—-1=21=pP1>2>1,
Para este caso, ndo temos solucgéo.

Se x € inteiro negativo, entdo existe k > 0 inteiro, tal que x = —k, dai

do lado esquerdo temos um ndmero que nao € inteiro, um absurdo. Observe que se k = 1,

entdo p < 0, um absurdo.

Se x é racional ndo inteiro, entdo pela questdo 19) do apéndice A, x* é irracional e novamente

ndo temos solucao.

Se x ¢ algébrico ndo racional, entdo x* é transcendente, pelo teorema de Gelfond-Schneider, e

mais uma vez nao temos solucao.

Portanto, x é transcendente.

15) Demonstre que e®V™ ¢ transcendente , para infinitos n € N.

Solucéo
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Como ndo sabemos se e® € algébrico ou transcendente vamos considerar 0s dois casos:
1) e€ é algebrico

Claramente e® > 1. Tome n ndo quadrado perfeito, entdo, pelo teorema de Gelfond-

Schneider, e®V™ = (e©)V™ é transcendente, ja que vn ¢ algébrico ndo racional.

I1) e€ é transcendente

Tomando n como sendo quadrado perfeito, entéo v é inteiro, logo, (e€)V" ¢ transcendente,
pela questdo 3-a) deste apéndice.

16) Demonstre que a constante de Plouffe, a seguir, é transcendente

tan™?! (%) .
s
Solucéo
Note que
e = cosx + isenx = ") = cosx — isenx
Assim,
eix + e—ix eix _ e—ix

COSX = ————— e senx = ————

Logo,

1 eix _ e—ix 1 eZix -1 1 eZix -1
v =(g) <+—> =(3) (T) = x = tan™ [(7) (ﬁ)l

Veja agora que

2ix __
1 e 1 1 2' .2' . 2' . -
(7)% =E=2e‘x—2=1e‘x+l=>e‘x(2—1)=L+2=>

iy 2F1 3420 ix 2+ ) 241
e = - = e =i(—>=>1x=ln[i< )]::»
2—1i 5 5 V5

(s ()
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Assim,

1 2+
i

Sabemos que a imagem da funcdo tan~lx é ]—gg[ mas em ( )ln [i (ﬁ)] temos dois

valores. Note que

@)l CN = @l Gl + e[+ G = o[+ (G

)|

. .. 2+i ~ .- ~ 2+i T
Como as partes real e imaginaria de (ﬁ) sdo positivas entdo 0 < Arg [(f)] <7+ Como as
partes real e imaginaria de — (%) sd0 negativas entdo —m < Arg [(%)] < —%- Isso mostra

que a igualdade que de fato vale é

Resta mostrar que a expressao a esquerda € um namero transcendente.

G2 MEY R I S

- i) "I\ V5 75 75

= (-1)Y = (2\/-';)-

Suponha agora que y € racional, entdo existem p e g inteiros com q # 0 e mdc(p, q) = 1 tal
quey = Z logo:
2+1 2+1

(~1)7 = (f> = (-1P = (W)q = (-1)P(V5)' = 2+0)9-

Para tal igualdade ocorrer é necessario a parte imaginaria do lado direito ser zero, vamos
provar que ela é sempre positiva, por inducdo. Definindo A, = (2+ i)™, observe
primeiramente que Re(A4,) e Im(A,) sdo nimeros inteiros ja que soma e multiplicacdo de

inteiros resulta em inteiro. Agora note que:

A, =2+4i= Re(4,),Im(4;) >0
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A, =3+ 4i = Re(4,),Im(4,) > 0

Suponha que Re(Ay) e Im(A,) sejam positivas para todo k <n, vamos provar que a

propriedade se mantém para k + 1.
A1 = QR+ DM =2+ D*Q+i)=(a+bi)2+i)=2a+ai+2bi—1=
(2a—1) + i(a + 2b).
Como a e b séo inteiros e positivos entdo 2a —1 > 0 e a + 2b > 0, fica entéo provado.

Concluimos assim que y é ndo racional. Se ele for algébrico, pelo teorema de Gelfond-

- e 240\ . . L s
Schneider (—1)Y é transcendente, mas (Tsl) € um namero algébrico, chegamos a um absurdo.

Concluimos assim finalmente, que y é transcendente.
17) Prove que existem infinitos transcendentes na sequéncia a,, = e%n-t, coma,; = e.
Solucéo

Se ha uma quantidade finita de algébricos, entdo hd uma quantidade infinita de

transcendentes, neste caso ndo ha o que fazer.

Se hd uma quantidade infinita de algébricos entdo ha uma quantidade infinita de
transcendentes, pois, se a; é algébrico, entdo a;,, = e é transcendente, como ha sequéncia é

infinita, entdo temos infinitos transcendentes.



