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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo estudar a aplicagao de redes neurais na modalagem
de um péndulo duplo, um sistema dinamico complexo e desafiador. Uma nova classe de
Redes Neurais Hamiltonianas (HNN) para modelar o péndulo duplo foi proposta, porém
apresenta falha em muitos sistemas fisicos que nao podem ser expressos como um sistema
Hamiltoniano e, por isso, foi proposto o uso de redes neurais com formulacao Lagrangi-
ana (LNN). Logo, este trabalho busca avaliar a eficacia dessa abordagem, reproduzindo o
trabalho de Cranmer et al. (2020]). Os resultados dessa pesquisa confirmam que a aborda-
gem LNN foi eficaz na obtencgao de solugbes numéricas proximas a solugao analitica. Além
disso, o sistema também se mostrou sensivel as condig¢oes iniciais e a anélise da fungao
de loss indicou estabilidade nos resultados apés o periodo de treinamento. A comparacao
entre as velocidades e aceleracoes angulares provenientes da solucao analitica e previstas
mostrou uma relagao linear e minima interferéncia de outliers. O mapa de calor gerado a
partir da analise do espaco de coordenadas mostrou que o modelo se comportou de forma

satisfatoria.

Palavras-chave: Redes Neurais, Lagrangiana, Sistemas Dinadmicos, Controle,

Péndulo duplo.
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Abstract

This work aims to study the application of neural networks in the modeling of the double
pendulum, a complex and challenging dynamic system. A new class of Hamiltonian
Neural Networks (HNN) was proposed to model the double pendulum, but it fails in
many physical systems that cannot be expressed as a Hamiltonian system. Therefore,
the use of neural networks with Lagrangian formulation (LNN) was proposed. This work
seeks to evaluate the effectiveness of this approach, using the double pendulum as a case
study and reproducing the work of Cranmer et al. (2020)). The results of this research
confirm that the LNN approach was effective in obtaining numerical solutions close to the
ideal analytical solution. Furthermore, the system also proved to be sensitive to initial
conditions, and the analysis of the loss function indicated stability in the results after
the training period. The comparison between real and predicted angular velocities and
accelerations showed a linear relationship and minimal interference from outliers. The
heat map generated from the analysis of the coordinate space showed that the model

behaved satisfactorily

Keywords: Neural Networks, Lagrangian, Dynamical Systems, Control, Dou-

ble Pendulum.
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Capitulo 1

Introducao

O péndulo duplo é um sistema dindmico complexo e desafiador de se modelar devido
a sua natureza nao linear (Taylor| (2005)). O movimento desse sistema ¢ influenciado nao
apenas pela posicao inicial dos péndulos, mas também por suas velocidades e aceleracoes.
Além disso, as forcas que agem no sistema, como a forca da gravidade e a tensdao nas
hastes, estao continuamente se alterando em resposta ao movimento dos péndulos. Como
resultado, pequenas variacoes nas condigoes iniciais podem levar a grandes diferencas
no comportamento do sistema ao longo do tempo (Greiner and Bromley (2003)). Por
essa razao, o péndulo duplo é frequentemente utilizado como um desafio de engenharia e
controle no contexto dos sistemas dinamicos.

Nesse cenério, redes neurais tém sido amplamente utilizadas para a modelagem e o
controle de sistemas dinamicos complexos, possuindo diversas aplicacoes nas areas de
Robotica (Li et al.| (2020), [Liu et al.| (2020)) e Sistemas de Controle (Antsaklis et al.
(1990)), |Selmic and Lewis (2000))).

O estudo de Lee and Carlberg (2020) propoe uma estratégia de redu¢do de modelo
para sistemas dinamicos em variedades nao lineares baseado em Autoencoders Convoluci-
onais Profundos. O método apresentado utiliza redes neurais profundas para aprender a
representacao latente das trajetérias do sistema em uma variedade nao linear, reduzindo
assim a dimensionalidade do sistema original. A rede neural é treinada para reconstruir as
trajetorias do sistema na variedade de baixa dimensionalidade, permitindo a modelagem
do comportamento dinamico do sistema em um espa¢o de menor dimensao. Os resulta-
dos obtidos mostraram que o modelo é capaz de reduzir significativamente o ntimero de
variaveis necessarias para modelar o comportamento dindmico de sistemas nao lineares
complexos como o péndulo duplo.

Em 2020, uma técnica de controle antibalanco para um guindaste de péndulo duplo
usando uma rede neural pura foi proposto por |Chen et al.| (2021) na 22* edi¢ao do Asian
Journal of Control. A abordagem proposta baseia-se na Teoria de Estabilidade de Lya-
punov e utiliza uma rede neural com duas camadas para aproximar a funcao de controle.

A rede neural é treinada usando o algoritmo backpropagation para otimizar a funcao de



custo, que é baseada no erro de posicao e velocidade. Os resultados experimentais mostra-
ram que essa abordagem é capaz de controlar efetivamente o movimento do guindaste de
péndulo duplo, reduzindo significativamente a oscilacao do guindaste em relacao a posigao
desejada.

Na pesquisa de Zhang and Jing| (2021)), os autores apresentam um método de controle
adaptativo baseado em redes neurais para sistemas de guindaste de torre de péndulo duplo
com entradas nao ideais. A metodologia desenvolvida utiliza Deep Learning para modelar
o comportamento dindmico do sistema e adaptar os parametros do controlador de acordo
com as mudangas nas condigoes operacionais. Os resultados praticos mostraram que
essa metodologia é eficaz para rastrear trajetérias desejadas em condigoes adversas, como
ventos fortes e oscilagoes nao lineares, melhorando a seguranca e a eficiéncia operacional.

A 332 Conferéncia de Redes Neurais Avancadas (NeurIPS 2019) trouxe uma nova
classe de redes reurais que utilizam a formulagao hamiltoniana para modelar o péndulo
duplo com o trabalho de |Greydanus et al. (2019). A formulagdo hamiltoniana é uma
técnica matematica que descreve o comportamento de sistemas fisicos em termos de suas
propriedades de energia e movimento. As Redes Neurais Hamiltonianas (HNN) propostas
neste artigo sao capazes de aprender as dinamicas dos sistemas fisicos sem a necessidade
de um modelo explicito, permitindo a modelagem de sistemas complexos e nao lineares.
Os resultados empiricos mostraram que as HNNs sao capazes de modelar com precisao sis-
temas fisicos complexos, como péndulos duplos, e que possuem propriedades importantes,
como conservacao de energia e invariancia temporal.

Entretanto, de acordo com |Cranmer et al.| (2020) a formulagao do péndulo duplo com
HNNs falha porque muitos sistemas fisicos nao possuem uma formulagdo Hamiltoniana
simples ou nao podem ser expressos como um sistema Hamiltoniano, pois requerem coor-
denadas canonicas.

Sendo assim, o artigo “Lagrangian Neural Networks” foi publicado em 2019 durante a
International Conference on Robotics and Automation (ICRA), ocasido em que os autores
propoem a formulacao Lagrangiana, a qual utiliza uma rede neural para aproximar a
funcao Lagrangiana do sistema e, em seguida, derivar as equagoes de movimento usando a
equagao de Euler-Lagrange. Os autores demonstram que a modelagem baseada em Redes
Neurais Lagrangianas (LNN) é mais flexivel e pode ser aplicada a uma ampla gama de
sistemas fisicos, incluindo sistemas com atrito e sistemas nao conservativos. Além disso,
o artigo discute como a abordagem pode ser usada para problemas de controle, como
a trajetoria 6tima de um robo, e como ela pode ser estendida para lidar com sistemas
de varias partes. Os autores demonstraram que a modelagem Lagrangiana baseada em
redes neurais supera os métodos tradicionais de modelagem em termos de precisao e
flexibilidade.

Portanto, este Trabalho de Conclusao de Curso busca estudar a metodologia descrita

por (Cranmer et al.| (2020) com o objetivo de modelar o sistema fisico do péndulo duplo
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utilizando as Equacoes de Lagrange e a LNN, avaliando a capacidade da rede em genera-
lizar para novos dados e comparando a precisao do modelo com a solu¢ao numérica. Além
disso, este trabalho investiga a utilizacao das LNNs como uma alternativa para a solugao

numérica de sistemas fisicos complexos que demandam conservagao de energia.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivos Gerais

1. Realizar a modelagem do sistema fisico péndulo duplo utilizando as Equagoes de

Lagrange e a LNN;

2. Analisar a capacidade da rede neural lagrangiana em generalizar para novos dados

e avaliar a precisao do modelo por meio da comparagao com a solucao analitica;

3. Investigar a utilizacao de LNNs como uma alternativa para a solu¢ao numérica de

sistemas fisicos complexos que demandam conservagao de energia.

1.1.2 Objetivos Especificos

1. Analisar as pequenas perturbagoes no sistema e verificar se elas causam interferéncia

significativa em seu comportamento;

2. Implementar a LNN para a modelagem do sistema fisico péndulo duplo e analisar

os resultados obtidos a partir da solucao analitica;

3. Dividir as amostras em conjuntos de treino e teste e avaliar a capacidade do modelo

em aprender a reconhecer padroes de forma geral e generalizar para novas amostras;

4. Analisar a precisao e a estabilidade do modelo implementado a partir dos erros do

sistema.

1.2 Organizacao do trabalho

Este trabalho foi organizado em capitulos que detalham os passos seguidos durante a
modelagem do péndulo duplo com LNN aprofundando-se em conceitos teoricos fisicos e
definicdes matematicas que servem como base para este modelo.

O Capitulo 2] aprofunda-se em conceitos da mecénica classica e definicoes matematicas
que servem como base para este modelo, tais quais a Funcao Lagrangiana, o Principio da
Minima Acao e a Equagao de Euler-Lagrange. Além disso, este capitulo traz um resumo

sobre o universo das Redes Neurais e do Aprendizado Profundo.



Organizagao do trabalho 4

O Capitulo |3| detalha a modelagem do péndulo duplo utilizando a mecéanica cléssica e
fornece detalhes da implementagao da LNN utilizada.

O Capitulo[]traz a analise e a discussdo dos principais resultados da simulagao, compa-
rando sempre a solugao analitica com a solu¢ao da LNN, analisando o pré-processamento

dos dados, o processo de treinamento e a avaliagao da precisao do modelo.



Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

2.1 Mecanica Classica

2.1.1 Funcao Lagrangiana

A forma Lagrangiana consiste numa formulagao da mecénica cléssica que difere desta,
sobretudo, pelo formalismo matematico empregado. Em linhas gerais, a notagao newtoni-
ana usa um formalismo vetorial, enquanto que a lagrangiana faz uso de grandezas escalares
e sua equacao fundamental possui a mesma forma em todos os sistemas de coordenadas
(Lemos| (2007))).

O Principio D’Alembert

Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) foi um matemaético, fisico e filosofo francés
que se destacou por suas contribuicoes para a mecanica cléssica, em particular na teoria
das equagoes diferenciais parciais. Ele desenvolveu a teoria da dindmica de sistemas de
particulas, que permitiu a resolucao de problemas de movimento em sistemas complexos.
Também foi um dos primeiros a aplicar a anélise matemaética a fisica, e desenvolveu o
Principio D’Alembert, que afirma que a forca resultante em um sistema em equilibrio é
nula (Nascimento| (2020))).

Este principio afirma que o movimento de um sistema mecéanico ¢ governado pela
equacao de movimento, a 2% Lei de Newton, acrescida de um termo conhecido como
forca ficticia ou inercial. Essa for¢ca é uma funcao do deslocamento, da velocidade e da
aceleragao do sistema, e possui a propriedade de anular-se na solucao final da equacao de

movimento. Dai, infere-se que:

—

S (R =) s =0 2.1)

Onde Fi(a) ¢ a forca externa aplicada sobre o corpo i, J é a mudanca infinitesimal

arbitraria das coordenadas 7; da particula ¢, p; é uma forca efetiva invertida introduzida
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para anular a equagao.

Deslocamento Virtual

Um deslocamento virtual ¢ uma variagao infinitesimal da trajetéria de um sistema
fisico que nao necessariamente representa um movimento real do sistema, mas que é usado
para analisar o comportamento do sistema sob perturbagoes. No contexto lagrangiano, o
deslocamento virtual é uma mudanca hipotética na posi¢ao de um sistema fisico, que nao
necessariamente ocorre na pratica, mas é usada para analisar como as forcas atuantes no
sistema sao afetadas por essa perturbacao. Essa mudanga é usualmente representada por
uma pequena variagao nos parametros do sistema, como posigoes, velocidades, aceleracoes

ou angulos.

Demonstragao da Lagrangiana

Com isso, é possivel transformar o Principio de D’Alembert em uma expressao que
envolva deslocamentos virtuais das coordenadas generalizadas, de modo que sejam inde-
pendentes entre si e que os coeficientes infinitesimais possam ser iguais a zero separada-
mente. Sendo assim, é feita uma translacao do sistema de coordenadas 7; para o sistema

q;, tal que:

ﬁ:ﬁ(Qh 7qn7t) (22)

no qual a variavel temporal t é introduzida como parte do sistema de coordenadas. Além
disso, é fundamental para a abordagem lagrangiana que seja incorporado o conceito de

energia cinética, representado pela variavel T'. Assim, obtém-se:

E:H%<%D_%3_Q%%:O (2.3)

A equagao nao possui dependéncia de um sistema de coordenadas cartesiano nos
termos da energia cinética, simplificando a equagao. Nesse cenario, as variaveis ¢; sao in-
dependentes do sistema de coordenadas, (); sao as componentes da forca generalizada que
atua no sistema e existem deslocamentos virtuais ,, independentes tais que os coeficientes

individuais anulam-se. Dalf:

At \94;)  Oa;

Em sequéncia, como a for¢a sobre uma particula depende apenas da posicao e é in-

d(&) or_, 2.4

dependente do caminho percorrido pela particula, entao ela é conservativa e pode ser

expressa como o gradiente da fungao potencial V:
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Fovv=o-YF2 Sy & (25)

8% a%

Observa-se que a equagao [2.5] é equivalente a expressdo obtida pela derivada parcial

de uma fungao —V (r1,--- ,7,,t) em relacdo a ¢;:
ov
L= 2.6
a=-2 26)
Assim, obtém-se:
d /oT oNT—-V)
— S S A A 2.7

Esse sistema sera conservativo somente quando a funcao potencial for independente
do tempo. Como a funcao potencial independe das velocidades generalizadas, inclui-se

um termo referente a derivada parcial em relacao a ¢;, tal que:
d [o(T-V) B T -V)
dt 94 dq;

Da equagao 2.8 obtém-se a defini¢do de Langrangiana L expressa por:

=0 (2.8)

L=T-V (2.9)

Substituindo a equagao 2.9 na equacao 2.8 obtém-se a expressao:

d [OL oL
- — = 2.1

A equacao [2.10| é conhecida como Equacao de Lagrange.

Outra notagao Lagrangiana amplamente utilizada é representada na equacao [2.11}
Seja L(q, ¢,t) a Lagrangiana de um sistema e F(q,t) uma funcao derivavel qualquer das
coordenadas generalizadas desse sistema, tal qual uma forga atuante no sistema. Sabendo
que as variaveis de uma Lagrangiana sao as coordenadas generalizadas do sistema ¢; e

suas velocidades generalizadas ¢;, pode-se dizer que:

dF

L'(q,4,1) = L(g,4,1) + (2.11)

2.1.2 Principio da Minima Acao

Até aqui, foi discutida a abordagem diferencial e independente do sistema de coor-
denadas por meio da Equacao de Lagrange na descricao de um sistema. Nesta secao
discute-se uma segunda abordagem, via principio integral.

Também conhecido como Principio de Hamilton, o Principio da Minima Agao afirma

que o comportamento de um sistema fisico entre dois pontos no tempo é tal que a acao
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total ¢ minima (Goldstein et al. (2002)). A agao ¢ definida como a integral ao longo do

tempo do Lagrangiano do sistema, tal que:

5/t2Ldt:5/t2(T—V)dt:0 (2.12)

t t1

Em outras palavras, diz-se que dentre as diversas variagoes de caminhos que um sis-
tema dinamico pode trilhar, a natureza opta, espontaneamente, pelo caminho que torna
menor as diferencas entre as energias cinética e potencial. Esse caminho pode ser obtido
a partir da equagao (Greiner and Bromley| (2003))).

2.1.3 Equagao de Euler-Lagrange

A evolugao do sistema entre dois pontos no tempo é determinada pelas equagoes de
Euler-Lagrange, as quais sao obtidas a partir do Principio da Minima Agao (2.1.2). Seja S
um valor escalar atribuido a cada um dos caminhos possiveis entre dois pontos, obtém-se

que:

S = / ® Lltt). a(0). )t (2.13)

t)

onde q(t1) = q1 e q(t2) = qo.

De acordo com [Taylor| (2005)), essas equagoes descrevem as trajetorias do sistema que
extremizam a acao total, ou seja, o objetivo é determinar todas as curvas possiveis que
tornem o valor de S minimo, méximo ou estacionario, isto é, constante ao longo do tempo.

Sejam P; e P, dois pontos sobre a curva obtida na minimizacao de S. Como L =
L(q(t),q(t),t) e ¢ = q(t), é facil ver que o integrando é uma funcao apenas de ¢, pois ¢ s6

depende de t. Além disso, seja:
e ¢ = q(t) a curva que representa a solugao correta;
e (Q = Q(1) a curva que representa a solugao errada;

Podemos definir a relagao entre essas curvas por um parametro n que mede a diferenca

entre essas curvas, de modo que:

Q(t) = q(t) + (1) (2.14)

Como Q(t) contém os pontos P; e Py, entao:

n(a) =n(g2) =0 (2.15)

A integral S obtida de Q(t) tem que ser maior do que o valor obtido da integragao
sobre a curva ¢(t). Assim, é introduzido um parametro o com o fito de efetuar essa

corre¢ao. Dai:
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Q(t) = q(t) + a-n(t) (2.16)
Agora a integral S obtida de Q(t) depende de a.. Logo, S = S(«). Ademais, a curva

correta ¢(t) é obtida quando v = 0. Como S é minimo para ¢(t), entdo S(«) é minimo

quando « = 0, portanto:

ds
a T (2.17)
Dai, obtém-se:
q2 q2
S(@) = [ a0t = [ Lig+ ang .t (218)
q1 q1
Como « aparece no integrando L, é preciso avaliar 2 % Aplicando a regra da cadeia,
obtém-se:
OL(q+ an, ¢+ an, t) (9L OL
= 2.19
Ox 8q 5 aq ( )
De acordo com a condigao estabelecida em [2.17] sabe-se que:
ds 2oL /q2 < oL 8L)
— = —dt = n— + dt =0 2.20
da a Oa o dq (9q (2:20)

Esta condigao deve satisfazer a equagao Vn(t). Dessa maneira, integrando por

partes o segundo termo do lado direito da equagao [2.20] obtém-se:

O o C VR

—_———
0

Nesse ponto, pode-se constar que o primeiro termo do lado direito da equagao [2.21] é

igual a zero devido a condigao m, pois deve ser vélida para qualquer fungao n(t). Sendo

/q1 n(t %dt /:2 n(t)% (g—é) dt (2.22)

Substituindo a equagao [2.22] em [2.20] obtém-se:

a L d oL
/ql n(t)(aq dtaq)dt 0 (2.23)

0

assim:

Diante da condicao estipulada em [2.15] mais uma vez, o termo entre parénteses na

equacao 2.23] deve ser anulado. Por fim, obtém-se:
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it | (2.24)

A equacao [2.24] é conhecida como Equacgao de Euler-Lagrange.

2.2 Redes Neurais e Aprendizado Profundo

As redes neurais sdo sistemas projetados para imitar o cérebro humano (Xiang et al.
(2018))). Em termos matematicos, uma rede neural é uma cole¢ao de unidades de proces-
samento interconectadas, capazes de realizar calculos em paralelo e aprender a partir de
exemplos. O aprendizado profundo, por sua vez, ¢ uma técnica de treinamento de redes
neurais profundas, com muitas camadas, que permite a obtencao de modelos altamente
precisos em diversas tarefas.

Essas unidades de processamento interconectadas formam as camadas da rede. Cada
camada possui nés que conectam-se aos nos da camada anterior e aos nos da proxima
camada. Cada n6é em uma rede neural é capaz de efetuar célculos simples. Quando os
nos sao conectados em uma rede, o sistema é capaz de calcular modelos lineares e nao
lineares de maneira distribuida e oportuna. A figura traz uma representagao de uma

rede neural do tipo feedforward:

Propagacao direta

)

Camada Camada Camada
de entrada densa de saida

Figura 2.1: Representagao grafica de uma rede neural do tipo feedforward. Modificado de
Hemeida et al.| (2020)

As redes neurais sao treinadas com uma quantidade finita de dados de entrada e
saida, e ¢ esperado que estas generalizem esses dados e produzam saidas desejaveis para

as entradas fornecidas.
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Nos ultimos anos, muitos trabalhos tém sido realizados na &rea de redes neurais e
aprendizado profundo, com destaque para aplicacoes em reconhecimento de voz, proces-
samento de imagens, reconhecimento de texto e jogos (Dong et al. (2021)).

Existem diversos tipos de redes neurais, como as Redes Neurais Feedforward, em que
as informacgoes se propagam em uma unica dire¢ao (Hemeida et al. (2020))), e as Redes
Neurais Recorrentes, em que hé conexoes que permitem a retroalimentacao de informacoes
(Yu et al| (2019)).

Além disso, as redes neurais podem ter diferentes tipos de funcoes de ativagao, que
determinam como o sinal de entrada é transformado em um sinal de saida. Entre as
fungoes de ativacao mais comuns estao a fungao sigmoide, a funcao ReLU e a fungao
tangente hiperbolica (Sharma et al. (2017)). Uma outra fun¢ao de ativagdo amplamente
utilizada ¢é a funcao softplus.

A fungao de ativacao softplus é uma funcao nao-linear que é comumente usada em
redes neurais artificiais. Essa fungao é uma versao suavizada da funcao de ativagao ReLLU
(Rectified Linear Unit), que permite que a saida seja uma curva suave e continua (Zheng
et al.| (2015)). A funcao softplus ¢ definida como:

softplus(z) = log(1 + €*) (2.25)

Essa funcao é positiva para todos os valores de entrada, o que significa que ela pode
ser usada para ativar todas as unidades de uma rede neural. Além disso, a funcao de
ativagao softplus é derivavel em todos os pontos, o que a torna util para calculo de

gradientes durante o treinamento da rede.



Capitulo 3

Metodologia

3.1 Modelagem Lagrangiana do Péndulo Duplo

Considere o sistema dinamico constituido por um péndulo duplo formado a partir da
juncgao simples de um péndulo a outro. Cada péndulo consiste de uma particula cujas
massas sao mj e mo e uma haste rigida de comprimentos [; e ls, respectivamente, e
de massas despreziveis. O pivd de rotacao do sistema encontra-se na origem O e cada
particula possui suas coordenadas cartesianas (x1, 1) e (2, y2) tal qual caracterizadas na

figura [3.1}

Figura 3.1: Representacao grafica do Péndulo Duplo no sistema de coordenadas cartesi-

ano. Fonte: autora, 2023.
Adicionalmente, sejam 6; e 05 os angulos formados entre a primeira e a segunda haste

com a direcao vertical, respectivamente. Sendo assim, as coordenadas cartesianas das

particulas podem ser representadas pelo seguinte sistema de equagoes:

12
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r1 = ll sin 91 Yy = —ll COS 01 (3 1)
To = Ilysinfy + lysinfy ys = —Ilycost — Iy cosby '
Derivando as equagoes do sistema [3.1] em relagdo ao tempo, obtém-se:
T = 1,6, cos 0 i1 = 1,6, sin @
1 11 1 Y 1V 1 (3'2)

sz = llél COS 91 + lgég COS 92 ij = llél sin 91 + lgég sin 92

Nesse ponto, percebe-se que ao cometer pequenas alteragoes na condigoes iniciais desse
sistema, a modelagem resultara em trajetorias totalmente diferentes e isso ocorre em um
sistema dinamico devido a sua natureza cadtica. A partir dai, obtém-se um modelo de um
sistema fisico que depende apenas dos valores dos angulos (6;,6s) e de suas velocidades
angulares associadas (91,92), sem depender das coodenadas cartesianas. Logo, pode-se
calcular o termo cinético por:

T = %mlvf + %mgvg (3.3)

Decompondo as velocidades no eixo cartesiano, obtém-se que: v? = ;% + 1% e v2 =

9% + 9j,%. Substituindo essas expressoes em [3.3}

1 ) . 1 . .
T = §m1(x12 +41%) + §m2(9€22 + 1j2%) (3.4)

Utilizando os valores obtidos no sistema de equagoes na expressao [3.4] obtém-se a

equacao da energia cinética para o péndulo duplo:

T = 57711[%912 -+ 57)12[[%(912 —+ @922 + 2[1[10192 COS(el — 92)] (35)

Em seguida, calcula-se o termo potencial da Lagrangiana, a qual é expressa por:

V = migy: +magys (3.6)

Substituindo em [3.6], obtém-se a equagao da energia potencial para o péndulo duplo

em coordenadas nao-cartesianas, tal qual a equacao da energia cinética:

V = —(my + my)gly cos 0y — magls cos Oy (3.7)

Portanto, o valor da Lagrangiana equivalente ao sistema dinadmico péndulo duplo é

dado por:

1 . 1 . .
L :é(ml + m2)l%‘9% + §m2l§9§ + m2l1l29192 COS(91 — 92)

+ (mq + ma)gly cos by + magls cos Oy (3.8)
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A partir dai, o momento canonico associado aos valores dos angulos (6;,62) pode
ser obtido a partir da derivada parcial da Lagrangiana em relagao as suas velocidades

angulares (91, 92), de modo que:

Do, = 3_01; = (ml + 77@)[%6)1 + mglllgég COS(QI — 92)

Pg, = g—é = mal30y + malylo6; cos(6; — 0y)

(3.9)

Da equacao [2.24], segue que as equacgoes de movimento para o sistema péndulo duplo

sao obtidas através da expressao:

OL _doL _ _ dps OL _

onde ¢+ = 1,2. Em posse das equacoes supracitadas, obtém-se a solucao analitica para

0 (3.10)

as equacoes fisicas que descrevem o movimento duplo-pendular, ocasiao em que serao
extraidos os dados de simulagao para fins de comparacao com a Rede Neural Lagrangiana

implementada.

3.2 Aprendizado Profundo Lagrangiano

A partir desse ponto a fungao de Lagrange passa a ser uma caixa preta para a rede
neural, isto é, uma fungao arbitraria, complexa e desconhecida para a rede. Como os dados
do sistema fisico foram obtidos na secao 3.1, o proximo passo deve ser a parametrizacao
do Lagrangiano com uma rede neural tal que L = Ly. Entao, ajustando a equacgao
para a notagao vetorial, obtém-se:

d
quL =V,L (3.11)

Expandindo a equacao anterior com a derivada temporal, obtém-se:

(VaViL)i+ (VyViL)q=V,L (3.12)

Por fim, a dinAmica do movimento é obtida com a matriz inversa resolvida em g:

i = (ViVIL)'[V,L — (V,V] L) (3.13)

Sendo assim, para cada conjunto de coordenadas x; = (¢, ¢;), existe um método para
calcular @; = (q4, g;) j& com a restrigdo imposta pela Equagao de Euler-Lagrange. Para
avangar, ¢ necessario retropropagar os dados através dessa restrigao e treinar um modelo

paramétrico que se aproxime do Lagrangiano real.
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3.2.1 Implementacao da LNN

Comparacao entre os modelos Analitico e Autograd

A solucao da equagao torna-se elementar com a utilizagao da biblioteca JAX
(Bradbury et al.| (2018)), a qual possui a finalidade de realizar célculos numéricos eficientes
em GPUs e TPUs, especialmente para aplicagoes de aprendizado de méaquina.

Antes do préximo passo, € preciso conferir se os modelos obtidos estao se aproximando
do caso real para o péndulo duplo via solugao analitica. Sendo assim, foi escolhido um
estado inicial aleatorio e obteve-se a sua dinamica através do método de célculo de auto-
gradiente do JAX e sua solucao analitica. Em seguida, a solucao analitica foi minimamente

perturbada para medir sua sensibilidade as condigoes iniciais do sistema.

Pré-processamento e Treinamento da LNN

As coordenadas generalizadas do sistema foram normalizadas no intervalo [—m, 71]. Os
parametros foram estabelecidos da seguinte forma: m; = mqo = 1lkg, [y = ls = 1m e g =
9,8m/s%. O estado inicial do sistema foi definido com os modulos: ¢(to) = ¢(to) = 1071°.

Em seguida, utilizando o método numérico Runge-Kutta de 4* Ordem associado as
fungoes da biblioteca JAX, foram geradas 1500 amostras de treinamento e 1500 amostras
de teste para as coordenadas generalizadas de ambas particulas constituintes do péndulo
duplo.

A arquitetura da LNN é composta por 3 camadas densas e a fungao de ativagao
utilizada foi a Softplus, visto que esta possui uma performance mais acentuada em uma
simulagao que lida com equagoes diferenciais parciais de 2% ordem (Cranmer et al.| (2020))).

A fungao de loss foi implementada utilizando o Erro Quadratico Médio (MSE) com
base em fungoes built-in da biblioteca JAX. O treinamento foi realizado com 1500 bat-
ches de tamanho igual a 100. Ademais, foi utilizado o otimizador Adam e uma taxa de
aprendizado igual a 1073,

A figura ilustra o diagrama que representa o fluxo do processo:

Normalizacéo das
coordenadas

T

Definicdo das
condigbes iniciais do
sistema

=l

]

Runge-Kutta de 4°
ordem

- "7
&-processamento

J

Biblioteca JAX

h

Amostras de
treinamento

h 4

Amostras de teste

Rede Neural
Lagrangiana

Funcéo Softplus

Figura 3.2: Diagrama de blocos para o fluxo do pré-processamento.



Capitulo 4
Resultados e Discussoes

Em posse das equagoes que descrevem a dinamica do sistema fisico péndulo duplo e
dos dados obtidos por este modelo, foi preciso constatar se as solugoes analitica e a obtida
pela fungdo Autograd da biblioteca JAX seriam proximas, para confirmar a hipotese de
que a solugao via Autograd é uma abordagem viavel. Essa comparacao sucedeu-se de
modo que foram introduzidas perturbagoes no sistema da ordem de 107! (figura [4.1] (a))
e, posteriormente, 107'? (figura (b)), a fim de avaliar o comportamento do sistema
perturbado em relagao ao sistema ideal. Dessa forma, é estabelecido um padrao que
permite distinguir uma leve perturbagao no sistema de uma solugao erréonea. Em seguida,
comparou-se a solugao analitica a solu¢do proveniente do Autograd (figura {4.1] (c)).

Dessas observagoes, constata-se que o sistema dinamico em questao é sensivel as condi-
¢Oes iniciais e que a solugao analitica ideal do sistema aproxima-se da solugao via Autograd
de maneira anéloga a forma como a solucao ideal aproxima-se de uma perturbacao de or-
dem 107!, Além disso, os resultados apontam que pequenas perturbacoes nao causam

interferéncia significativa no comportamento do péndulo.

Solucdo Analitica vs Perturbacéo Solucdo Analitica vs Perturbacéo Solucdo Analitica vs Autograd
g=3e-11 £=2e-12
= 40—, A 40—,
— — /N —
60 - pert. g 30 pert. g .' \ 30 autograd g
pert. g pert. g f “ 4 A autograd §
2 40 S . ! SN o8 \
3 g 207 NN N \ B 201 Ny
7] 7} a4 \ 4 7] P
w w N \/ w N
20 4 ave 10 A / \ d 10 - [\
K / 0 A4 0 ‘~_:
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Tempo (t) Tempo (t) Tempo (t)
(a) (b) (c)

Figura 4.1: Comparacao entre as solugoes. (Unidades de medida - estado: graus, tempo:
segundos) (a) Comparagao entre a solu¢do analitica sem perturbagao e com uma pertur-
bagao € = 3-107!1; (b) Comparacio entre a solugao analitica sem perturbagio e com uma
perturbagao ¢ = 2 - 107!2; (¢) Comparacao entre a solugao analitica e o autogradiente

calculado pela ferramenta JAX.
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Posteriormente, foi feita a divisao das amostras geradas em um conjunto de dados de
teste e um conjunto de dados de treino. Com o fito de visualizar a distribuicao bidimensio-
nal desses dados, esses valores foram plotados em formatos de vetores (61, 62) e observou-se
que os dados estavam equivalentemente distribuidos entre treinamento (figura (a)) e
teste (figura[4.2] (b)), e o modelo é capaz de aprender a reconhecer padroes de forma mais
geral e pode generalizar melhor para novas amostras. Isso significa que o modelo tem
uma maior capacidade de classificar corretamente amostras que nunca foram vistas antes.
Vale ressaltar que se os conjuntos de treino e teste nao estivessem distribuidos de forma
equivalente, o modelo poderia ser enviesado ou ter uma precisao falsamente elevada, ou

seja, um owverfitting.

Dados de Treinamento Dados Teste

Figura 4.2: Comparagao da distribuigao dos dados entre conjuntos de treinamento e teste.

Dando sequéncia a modelagem, apoés o treinamento foi obtido o gréafico referente a
fungao de loss do modelo. O MSE é uma medida de quao bem o modelo esta conseguindo
prever os valores esperados e, portanto, um baixo MSE indica um bom desempenho do
modelo. Na figura [£.3] é possivel inferir que entre os passos 0 e 800, o modelo esta no
seu periodo de treinamento, pois o MSE esta4 diminuindo. Isso indica que o modelo esta

aprendendo a relagao entre as variaveis e melhorando seu desempenho.
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Figura 4.3: Loss calculado através do MSE ao longo do treinamento

Entretanto, observa-se que entre o passo 800 e 900 ha uma grande variacao positiva
do valor do MSE seguida por uma diminuicdo deste. E importante mencionar que se o
modelo de deep learning fizer uma previsao muito ruim em relagao ao valor real de uma
observacao, a elevacao ao quadrado presente na funcao do MSE ira amplificar esse erro.

Isso ocorre porque o termo quadratico torna o erro positivo, independentemente da
direcao em que o erro ocorre. Dessa forma, um erro maior serd mais significativo e tera
um impacto maior no valor total do MSE. Contudo, apesar dos outliers presentes neste
intervalo, o modelo nao apresenta grandes flutuagoes e encontra estabilidade nos passos
seguintes.

Isso fica evidente na figura[4.4], onde os graficos que comparam as velocidades angulares
vs. previstas (a)) e as aceleragoes angulares vs. previstas (b)) sugerem uma

relacao linear entre estas variaveis, destacando a minima interferéncia de outliers.

Predicdo de g Predicdo de g
50 A
251 50 5?
o (=} &
g o
<) re) 04
‘T 25 A S
o :
_504 * =50 A ~e"‘
-50 -25 0 25 50 -50 0 50
q real g real
(a) (b)

Figura 4.4: (a) Velocidade angular real vs. prevista; (a) aceleragao angular real vs.

prevista;

Um método de avaliar a eficiéncia do modelo é examinar como o modelo esta se com-
portando no espago de coordenadas bidimensional. Para fazer essa anélise, é preciso testar
o modelo em diferentes pontos do espago de coordenadas e verificar como as previsoes es-

tdo se comportando em cada um desses pontos, como ilustrado na figura [£.5}
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Modelo = Real Modelo = Previsto
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Figura 4.5: Desempenho dos modelos reais e previstos no espago de coordenadas no

quesito velocidade angular.

O mapa de calor acima revela as curvas de nivel para as velocidades angulares atin-
gidas pelo sistema péndulo duplo real no quadro da esquerda e pelo modelo previsto no
quadro a direita. Dai, observa-se que as regioes amarelas e as regioes roxas estao predomi-
nantemente ocupando o mesmo espago de coordenadas em ambos os graficos, mostrando
que o sistema previsto comporta-se bem em amplitudes maiores.

Adicionalmente, identifica-se regides de transi¢cao entre as curvas de nivel nas cores
azuladas, representando os outliers do modelo, além de indicar que o sistema ¢é mais im-
preciso perto da posigao de equilibrio, ou seja, quando os movimentos possuem amplitudes
menores. [sso ocorre em fungao dos valores muito pequenos para os angulos préoximo a
posicao de equilibrio, os quais sao amplificados no célculo do MSE, pois sao elevados ao
quadrado. Os outliers nos resultados da simulacao representam predigoes errdneas da
rede neural sobre as velocidades e aceleragoes angulares das particulas do sistema. Nesse
caso, h& poucos outliers, indicando que o modelo é satisfatoriamente acurado.

Analogamente, o mapa de calor da figura[4.6|faz uma avalia¢ao em relagao a aceleragao
angular das particulas constituintes do péndulo. Nesse grafico, identifica-se uma maior
similaridade do modelo real com o modelo previsto, porém, contendo as particularidades a
precisao do sistema, o que pode ser entendido como pequenas perturbacoes na conservagao

da energia.
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Modelo = Real Modelo = Previsto
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Figura 4.6: Desempenho dos modelos reais e previstos no espago de coordenadas no

quesito aceleragao angular.

Por fim, foi feita uma comparacao entre os dados obtidos pela solucao analitica e os
dados obtidos apés a insergao de uma perturbagao € = 0,001 no sistema (figura (a))
em funcao do tempo com o objetivo de estabelecer uma expectativa para os resultados
da LNN. Na figura E/I (b), tem-se a comparagao entre a solugdo analitica e a solugao
proveniente da LNN.

Essa comparacao evidencia a similaridade entre o comportamento das particulas pre-
visto pela rede neural e obtido pela solucao analitica, com e sem perturbagao inserida,

por meio das curvas de velocidade angular para as duas particulas.

Analitica vs Perturbacdo (¢=0.001) Analitica vs LNN
10 A 10 A
54 5
o o
o o
LEE LAEE [\
w i
-5 4 6, exato —54 6, exato
6 exato 6, exato
61 perturbagao 6; LNN
—10 4 = 0, perturbagao —10 1 0, LNN
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Tempo (t) Tempo (t)
(a) (b)

Figura 4.7: Comparagao entre (a) solugao analitica vs. perturbagao; (b) solu¢ao analitica
vs. LNN.

Diante disso, observa-se que a LNN aproxima-se da solucao de forma muito semelhante
a que a solugao aproxima-se da solucao com perturbacgao e que, apesar das flutuagoes no
valor das amplitudes, a LNN ¢é capaz de simular a conservacao de energia no sistema e
prever o movimento do péndulo duplo ideal, pois nao ha reducao significativa da amplitude
e o péndulo permanece oscilando.

Por fim, foi elaborada uma representacao visual da dindmica do péndulo duplo

lagrangiano e esta encontra-se disponivel em: https://drive.google.com/file/d/


https://drive.google.com/file/d/14PdIuYCelT4-b5PvTNVnb0qsJ3cf76Gx/view?usp=share_link
https://drive.google.com/file/d/14PdIuYCelT4-b5PvTNVnb0qsJ3cf76Gx/view?usp=share_link

14PdIuYCelT4-b5PvTNVnb0qsJ3cf76Gx/view?usp=share_link
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https://drive.google.com/file/d/14PdIuYCelT4-b5PvTNVnb0qsJ3cf76Gx/view?usp=share_link
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Capitulo 5
Conclusao

Apos analisar os resultados obtidos a partir da modelagem do sistema fisico péndulo
duplo, é possivel concluir que a solugao via LNN é uma abordagem viavel para se obter
solucoes numeéricas que se aproximam da solugao analitica ideal do sistema. Além disso,
verificou-se que pequenas perturbagoes no sistema nao causam interferéncia significativa
em seu comportamento.

Foi possivel também observar que o sistema dinamico é sensivel as condigoes iniciais,
o que indica a importancia de se realizar uma anélise cuidadosa e minuciosa na escolha
dessas condigoes para se obter resultados precisos e confiaveis.

A divisao das amostras em um conjunto de treino e um conjunto de teste possibilitou
visualizar a distribuicao bidimensional desses dados e avaliar a capacidade do modelo
de aprender a reconhecer padroes de forma mais geral e generalizar melhor para novas
amostras. Verificou-se que os conjuntos de treino e teste estavam distribuidos de forma
equivalente, o que indica que o modelo nao apresenta enviesamento e terd uma maior
precisao.

A analise da funcao de loss permitiu inferir que o modelo possui um periodo de trei-
namento e que, a partir de um certo momento, o modelo apresenta estabilidade em seus
resultados a partir dos valores do MSE encontrados.

A comparagao entre as velocidades e aceleragbes angulares reais e previstas sugeriu
uma relagao linear entre essas variaveis e evidenciou a minima interferéncia de outliers. O
mapa de calor gerado a partir da analise das curvas de nivel para as velocidades angulares
atingidas pelo sistema péndulo duplo e pelo modelo previsto revelou que as regioes de
maior amplitude estao ocupando, majoritariamente, o mesmo espaco de coordenadas em
ambos os casos, o que indica que o modelo esté se comportando de maneira satisfatoria.

Logo, a modelagem do sistema fisico péndulo duplo com a LNN foi bem sucedida e os
resultados obtidos a partir da solucao via Autograd se aproximaram da solucao analitica
do sistema. Portanto, a metodologia estudada propoe uma abordagem promissora para a
modelagem de sistemas dinamicos que pode ser 1til para modelar uma ampla variedade de

sistemas dinamicos, incluindo sistemas mecanicos, elétricos e biol6gicos com a introducao

22



Trabalhos Futuros 23

de uma nova classe de modelos neurais que incorpora principios fisicos, como a equacao

de Lagrange, para descrever a conservagao da energia do sistema.

5.1 Trabalhos Futuros

Com base nos resultados obtidos a partir da modelagem do sistema fisico péndulo duplo
utilizando a abordagem da LNN, surgem diversas oportunidades para futuras pesquisas e
desenvolvimentos nessa area promissora, tais quais a investigacao mais aprofundada sobre
o requisito computacional da abordagem LNN, a qual é necessaria para entender melhor a
eficiéncia e escalabilidade da técnica; e a aplicacao da LNN em outros sistemas dinamicos.
Portanto, um proximo passo natural seria aplicar essa técnica a outros sistemas dinamicos,

como sistemas mecanicos, elétricos e biologicos.
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