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Obrigada!



Grandes coisas fez o Senhor por nós, pelas quais estamos alegres.

Salmos 126:3



Resumo

Tashiro e Tachibana mostraram que não há hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas nas

formas espaciais complexas com curvatura seccional holomorfa constante. Também foi

provado que o operador de forma não pode ser paralelo. No produto de formas espaciais

complexas, classificamos as hipersuperf́ıcies umb́ılicas. Também mostramos que, quando

uma hipersuperf́ıcie não é localmente produto, o operador de forma não pode ser paralelo.

Palavras-Chave: Curvatura seccional holomorfa, formas espaciais complexas,

hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas.



Abstract

Tashiro and Tachibana showed that there are no totally umbilical hypersurfaces in com-

plex space forms with constant holomorphic sectional curvature. It has also been proved

that the shape operator cannot be parallel. In the product of complex space forms, we

classify umbilical hypersurfaces. We also show that when a hypersurface is not locally

product, the shape operator cannot be parallel.

Key Words: Holomorphic sectional curvature, complex space forms, totally umbilical

hypersurfaces.
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Introdução

As formas espaciais reais e suas subvariedades têm sido amplamente estudadas por mui-

tos pesquisadores. Também temos vários estudos considerando o produto de duas formas

espaciais reais. B. Daniel [Dan09] dá condições necessárias e suficientes para uma varie-

dade Riemanniana ser isometricamente imersa no produto Sn×R ou Hn×R. Kowalcsyk

[Kow11] estendeu esse resultado de B.Daniel para o produto de duas formas espaciais.

Também Lira, Tojeiro e Vitório [LTV10] provam um teorema de existência e unicidade de

uma imersão isométrica de uma variedade semi-Riemanniana em um produto de formas

espaciais semi-Riemannianas.

Considerando hipersuperf́ıcies umb́ılicas, Souam e Van der Veken [SVdV12] dão condições

de existência de hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas em produtos Riemannianos do tipo

Mn×R com uma descrição completa das mesmas. Mendonça e Tojeiro [MT14] dão uma

classificação de subvariedades umb́ılicas de codimensão arbitrária, estendendo a classi-

ficação de Souam e Van der Veken em Sn × R. No produto de duas formas espaciais de

dimensão 2, Nakad e Roth [NR22] dão uma caracterização das hipersuperf́ıcies totalmente

umb́ılicas.

Nas formas espaciais complexas, Niegerball e Ryan, Liu e Xiao, Yano e kon [NR97,

LX19, YK84] fornecem material de apoio necessário para acessar o campo das hiper-

superf́ıcies. Niegerball e Ryan [NR97] também fazem uma construção detalhada dos

exemplos importantes no espaço projetivo complexo e no espaço hiperbólico complexo.

Eles trazem um teorema (3.1) que diz que o operador de forma de uma hipersuperf́ıcie

em uma forma espacial complexa de curvatura seccional holomorfa constante não pode

ser paralelo, também mostram que não existem hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas

em CPn ou CHn. Este último fato foi primeiramente mostrado por Tashiro-Tachibana

[TT63] em 1963.

Inspirados nestes trabalhos, investigamos hipersuperf́ıcies reais, em especial as hi-

persuperf́ıcies umb́ılicas, em produtos de duas formas espaciais complexas. No primeiro

caṕıtulo, trazemos definições, notações e propriedades básicas das variedades complexas
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que serão úteis à compreensão deste trabalho. No segundo caṕıtulo, trabalhamos com

o produto de formas espaciais complexas, trazendo seu tensor curvatura e as equações

fundamentais de uma hipersuperf́ıcie. No terceiro caṕıtulo, mostramos que o operador

de forma de uma hipersuperf́ıcie real, que não é localmente produto, em um produto de

formas espaciais complexas não pode ser paralelo.

Teorema. Seja M uma hipersuperf́ıcie real em M = CQ1 × CQ2, onde CQi são formas

espaciais complexas com c1 ̸= 0 ou c2 ̸= 0. Suponha que ||V ||2 ̸= 0. Então, o operador

de forma A não pode ser paralelo.

Em seguida, classificamos hipersuperf́ıcies reais umb́ılicas no produto de formas es-

paciais complexas:

Teorema. Seja M uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica de M = CQ1 × CQ2 tendo

uma estrutura local quase produto. Então, M é totalmente geodésica ou uma hiperesfera

extŕınseca.

Teorema. Seja M uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica de M = CQ1 × CQ2, com

|V | ≠ 0 e |c1| = |c2| ≠ 0. Então,

1. Para c1 = c2, M é totalmente geodésica ou uma hiperesfera extŕınseca se, e somente

se, |V | = 1.

2. Para c1 ̸= c2, não existem hipersuperf́ıcies umb́ılicas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Dedicamos este caṕıtulo a uma introdução sobre as variedades complexas e para relembrar

notações, definições e propriedades que são usados ao longo do texto. Damos prioridade

as formas espaciais complexas que são o objeto de estudo deste trabalho.

1.1 Variedades complexas

SejaM uma variedade diferenciávelm-dimensional. A variedadeM é dita quase complexa

se existe uma aplicacão diferenciável J : TM → TM tal que J2 = −I. A aplicação J é

dita ser uma estrutura quase complexa de M . Observe que se M admite uma estrutura

quase complexa então (det J)2 = (−1)m, ou seja, é necessário que a dimensão real m de

M seja par.

Uma variedade quase complexa M é chamada variedade de Kaehler se J é compat́ıvel

com a métrica e ∇J = 0, isto é, para todo X, Y ∈ TM ,temos

⟨X, Y ⟩ = ⟨JX, JY ⟩ (1.1)

e

(∇XJ)Y = ∇XJY − J∇XY = 0 (1.2)

Nas variedades de Kaehler definimos a curvatura seccional holomorfa:

Definição 1.1. A curvatura seccional holomorfa é a curvatura seccional calculada nos

planos holomorfos, isto é, em planos com base da forma {X, JX}, isto é,

K(X, JX) =
⟨R(X, JX)X, JX⟩

|X|2|JX|2 − ⟨X, JX⟩2
. (1.3)
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Definição 1.2. Uma forma espacial complexa é uma variedade de Kaehler com curvatura

seccional holomorfa constante 16c.

Neste caso, denotamos por CQn
k uma forma espacial complexa de dimensão complexa

n e curvatura seccional holomorfa constante k = 16c. Destacamos que o número 16 acima

é apenas um fator estético.

O tensor curvatura de uma forma espacial complexa de curvatura seccional holomorfa

16c tem a forma

R(X, Y )Z = 4c(X ∧ Y + JX ∧ JY + 2⟨X, JY ⟩J)Z. (1.4)

O tensor curvatura pode ser encontrado em [CR15] e é calculado a partir das equações

fundamentais de uma submersão dadas por O’Neill em [O’N66].

Ao interagir com a estrutura quase complexa J , o tensor curvatura de uma forma

espacial complexa tem as seguintes propriedades:

1. R(X, Y ) = R(JX, JY ),

2. R(X, JY ) = −R(JX, Y ),

3. R(X, Y )J = JR(X, Y ),

4. ⟨R(X, Y )JZ, JT ⟩ = ⟨R(X, Y )Z, T ⟩,

5. ⟨R(X, Y )JZ, T ⟩ = −⟨R(X, Y )Z, JT ⟩.

As formas espaciais complexas são o Cn, o espaço euclidiano complexo quando c = 0,

CPn, o espaço projetivo complexo, quando c > 0, e CHn, o espaço hiperbólico complexo

quando c < 0.

O Espaço Complexo Euclidiano Cn é dado com a métrica Euclidiana:

⟨X, Y ⟩ = Re

(
n∑

i=1

xiyi

)
,

onde X = (x1, ..., xn), Y = (y1, ..., yn) ∈ Cn.

O Espaço Complexo Projetivo pode ser definido por

CPn = (Cn+1 \ {0})/{p ∼ λp;λ ∈ C \ {0}}

com a métrica Fubini-Study que é definida a seguir.
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Seja π : Cn+1\{0} → CPn a projeção natural e considere sua restrição a S2n+1(1), isto

é, considere π : S2n+1(1) ⊂ Cn+1 \ {0} → CPn. Esta restrição é sobrejetiva e dois pontos

quaisquer p e q têm a mesma imagem se pertencem ao mesmo grande ćırculo de S2n+1(1),

ou seja, p = eitq, para algum t ∈ R. Em Cn+1 \ {0} consideramos a métrica Euclidiana.

Note que o vetor posição P restrito a S2n+1(1) é um vetor normal a S2n+1(1), e temos que

η = iP é um vetor unitário bem definido em S2n+1(1). Obtém-se que (dπ)p é sobrejetiva e

tem núcleo span{ηp}, ηp = ip, para qualquer p ∈ S2n+1(1). Assim, para qualquer campo

X ∈ TCPn existe um único X ∈ TS2n+1(1), tal que (dπ)X = X e X é ortogonal a η.

O campo X é chamado de levantamento horizontal de X, e assim definimos a métrica

Fubini-Study em CPn por

⟨X, Y ⟩CPn = ⟨X,Y ⟩S2n+1 .

Para o Espaço Hiperbólico Complexo CHn definimos Cn+1
1 = (Cn+1, ⟨, ⟩) onde a

métrica é dada por ⟨X, Y ⟩ = Re(−x0y0 + (
∑n

i=1 xiyi)). Dáı, consideramos

H2n+1
1 = {p ∈ Cn+1

1 ; ⟨p, p⟩ = −1}.

Usando o mesmo racioćınio, com H2n+1
1 no lugar de S2n+1(1), definimos CHn como

o conjunto das classes de equivalência de H2n+1
1 pela ação p 7→ λp. Dáı encontramos a

projeção π : H2n+1
1 → CHn e definimos a métrica da mesma forma que o fizemos para o

espaço projetivo complexo.
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Caṕıtulo 2

Hipersuperf́ıcies reais em produtos

de formas espaciais complexas

2.1 Produtos de formas espaciais complexas

Dadas CQn1
k1

e CQn2
k2

variedades Riemannianas de curvatura seccional holomorfa constante

k1 = 16c1 e k2 = 16c2 com estruturas complexas J1 e J2, respectivamente, consideramos

a variedade Riemanniana M = CQn1
k1

× CQn2
k2

munida da métrica produto. Denotamos

por πi : M → CQni
ki

a projeção natural sobre CQi := CQni
ki
, i ∈ {1, 2}. Consideramos em

M a estrutura complexa definida por J = (J1, J2) e a estrutura quase-produto dada pela

aplicação F : TM → TM definida por

F = π1 − π2.

É de uso comum denotar F = π1 − π2 para o par (π1,−π2).

Com isso, temos que F ̸= I e satisfaz F 2 = I e ⟨FX, Y ⟩ = ⟨X,FY ⟩, para qualquer

X, Y ∈ Γ(TM), onde I denota a aplicação identidade em TM .

Com o objetivo de estudar o tensor de curvatura de M , definimos os seguintes ope-

radores auxiliares Li = I + εiF : TM → CQi, com ε1 = 1 e ε2 = −1. A partir das

propriedades da estrutura complexa J e da estrutura quase-produto F , obtemos a se-

guinte expressão para o tensor curvatura do produto de duas formas espaciais complexas.

Proposição 2.1. O tensor curvatura R : TM ×TM ×TM → TM de M = CQ1×CQ2

tem a forma

R(X,Y )Z =
2∑

i=1

ci
2

[
Li X ∧ Li Y + JLi X ∧ JLi Y + 2⟨Li X, JLi Y ⟩J

]
Li Z (2.1)
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onde X,Y , Z ∈ TM e Li = I + εiF , com ε1 = 1 e ε2 = −1.

Demonstração. Seja X ∈ TM , denotamos por X i := πiX a projeção de X em CQi.

Assim, sendo Ri o tensor curvatura da forma espacial CQi, dados X,Y , Z ∈ TM , tem-se

R(X,Y )Z = R1(X1, Y 1)Z1 +R2(X2, Y 2)Z2

= 4c1(X1 ∧ Y 1 + J1X1 ∧ J1Y 1 + 2⟨X1, J1Y 1⟩J1)Z1

+4c2(X2 ∧ Y 2 + J2X2 ∧ J2Y 2 + 2⟨X2, J2Y 2⟩J2)Z2.

Note que pela definição dos operadores auxiliares L1 e L2, temos que

L1X = X + FX = X1 +X2 +X1 −X2 = 2X1,

L2X = X − FX = X1 +X2 − (X1 −X2) = 2X2,

ou seja, L1X = 2X1 e L2X = 2X2. Além disso, visto que FJ = JF e

J1L1X = 2J1X1 = JX + FJX = J(X + FX) = JL1X,

J2L2X = 2J2X2 = JX − FJX = J(X − FX) = JL2X,

obtemos que

R(X,Y )Z =
c1
2
(L1X ∧ L1Y + J1L1X ∧ J1L1Y + 2⟨L1X, J1L1Y ⟩J1)L1Z

+
c2
2
(L2X ∧ L2Y + J2L2X ∧ J2L2Y + 2⟨L2X, J2L2Y ⟩J2)L2Z

=
c1
2
(L1X ∧ L1Y + JL1X ∧ JL1Y + 2⟨L1X, JL1Y ⟩J)L1Z

+
c2
2
(L2X ∧ L2Y + JL2X ∧ JL2Y + 2⟨L2X, JL2Y ⟩J)L2Z,

e portanto segue o resultado enunciado.

2.2 Hipersuperf́ıcies reais e suas equações fundamen-

tais

Agora, considere M = CQ1×CQ2 com a conexão Levi-Civita ∇. Dada M uma hipersu-

perf́ıcie real orientável de M , a conexão Levi-Civita ∇ da métrica induzida pela imersão

M ↬ M e o operador de forma A se caracterizam por

∇XY = ∇XY + ⟨AX, Y ⟩ν
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e

AX := −∇Xν,

onde ν é o vetor normal unitário da imersão.

Definição 2.1. Definimos a função curvatura média H como o traço do operador de

forma normalizado, isto é,

H =
1

2n− 1
tr A.

Com isto definido, podemos trazer as seguintes definições:

Definição 2.2. Uma hipersuperf́ıcie é dita totalmente umb́ılica se o operador de forma

A é um múltiplo da identidade.

Definição 2.3. Uma hipersuperf́ıcie é dita totalmente geodésica se A ≡ 0.

Definição 2.4. Uma hipersuperf́ıcie é chamada uma esfera extŕınseca se é uma hipersu-

perf́ıcie umb́ılica de curvatura média H constante e não-nula.

A estrutura quase produto F induz a existência em M de um vetor V ∈ Γ(TM), uma

função h : M → R e um endomorfismo f : TM → TM tal que, para todo X ∈ Γ(TM),

FX = fX + ⟨V,X⟩ν e Fν = V + hν,

onde ν é um vetor normal unitário da imersão.

Para a estrutura complexa, temos

JX = φX + ⟨W,X⟩ν,

onde W := −Jν é o vetor estrutura e φ : TM → TM é antissimétrica. Da definição de

J e F , encontramos que FJ = JF . Podemos facilmente ver que, para todo X ∈ Γ(TM),

valem

⟨V,W ⟩ = 0, φ2X = −X + ⟨X,W ⟩W, ⟨W,W ⟩ = 1, e φW = 0. (2.2)

Relembramos também que valem as seguintes propriedades (Ver [NR22]). Seja M

uma hipersuperf́ıcie real de M = CQ1 × CQ2 e X ∈ TM , então

f é simétrica (2.3)

fV = −hV (2.4)

h2 + |V |2 = 1 (2.5)

fφX + ⟨W,X⟩V = φfX − ⟨V,X⟩W (2.6)

fW = hW − φV. (2.7)
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Da decomposição de F , é fácil ver que

f 2X = X − ⟨V,X⟩V,

⟨fX, Y ⟩ = ⟨X, fY ⟩,

⟨fX, fY ⟩ = ⟨X, Y ⟩ − ⟨V,X⟩⟨V, Y ⟩.

Assim, se tomarmos V = 0, vemos que f satisfaz as mesmas propriedades de F em

M , dáı dizemos que f é uma estrutura quase produto de M . E, conclúımos que, M tem

uma estrutura local quase produto se, e somente se, V = 0.

A relação entre as conexões ∇ e ∇ nos dá as equações de Gauss e Codazzi que são,

respectivamente, a parte tangente e a parte normal do tensor curvatura.

Proposição 2.2. As equações de Gauss e de Codazzi são dadas por:

R(X, Y )Z =
2∑

i=1

ci
2
{(LiX ∧ LiY )LiZ + (φLiX ∧ φLiY )LiZ

+⟨V, Z⟩[⟨V, Y ⟩LiX − ⟨V,X⟩LiY

+⟨LiY,W ⟩(φLiX − ⟨V,X⟩W )− ⟨LiX,W ⟩(φLiY − ⟨V, Y ⟩W )]

+[(⟨V,X⟩)φLiY − ⟨V, Y ⟩φLiX) ∧W ]LiZ

+2(⟨LiX,φLiY − ⟨V, Y ⟩W ⟩+ εi⟨LiY,W ⟩⟨V,X⟩)(φLiZ − ⟨V, Z⟩W )}

+(AX ∧ AY )Z

e

d∇A(Y,X) = (∇XA)Y − (∇YA)X

=
2∑

i=1

ci
2
[2εiLi((Y ∧X)V ) + LiφLi((Y ∧X)LiW )

+(3εi⟨(Y ∧X)V, LiW ⟩+ 2⟨X,LiφLiY ⟩)LiW ],

onde Li = I + εif , com ε1 = 1 e ε2 = −1.

Demonstração. A demonstração dessa proposição é feita utilizando as propriedades da

decomposição da estrutura complexa e da estrutura produto, que são dadas nas equações

de (2.2) a (2.7)

Temos a seguir um lema técnico que é utilizado no caṕıtulo seguinte.
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Lema 2.5. Considere um conjunto de campos locais ortonormais {ej}n−1
j=1 em W⊥. Afir-

mamos que o conjunto {W, ej, φej}n−1
j=1 é um referencial local ortonormal. Assim, obte-

mos:

d∇A(W, ej) =
2∑

i=1

(4ci(εi + h) ⟨ej, V ⟩W +
∑
k

ci
2
{[(7 + εih) ⟨ej, V ⟩ ⟨V, φek⟩

+(1− εih) ⟨φej, V ⟩ ⟨V, ek⟩ − (1 + εih) ⟨LiφLiej, ek⟩]ek
+[−(7 + εih) ⟨ej, V ⟩ ⟨V, ek⟩+ (1− εih) ⟨φej, V ⟩ ⟨φV, ek⟩

+(1 + εih) ⟨φLiφLiej, ek⟩]φek}),

d∇A(W,φej) =
2∑

i=1

(4ci(εi + h) ⟨V, φej⟩W +
∑
k

ci
2
{[(7 + εih) ⟨V, φej⟩ ⟨V, φek⟩

− (1− εih) ⟨V, ej⟩ ⟨V, ek⟩ − (1 + εih) ⟨LiφLiφej, ek⟩]ek
+[−(7 + εih) ⟨φej, V ⟩ ⟨V, ek⟩ − (1− εih) ⟨ej, V ⟩ ⟨V, φek⟩

−(1 + εih) ⟨LiφLiφej, φek⟩]φek})

e

d∇A(ej, φel) =
2∑

i=1

{ci[(3 + εih)(⟨V, φel⟩ ⟨V, φej⟩+ ⟨V, el⟩ ⟨V, ej⟩

−(1 + εih) ⟨LiφLiφel, ej⟩]W

+
∑
k

ci
2
[2εi(⟨V, φel⟩⟨Liej, ek⟩ − ⟨V, ej⟩⟨Liφel, ek⟩)

−εi(⟨V, el⟩⟨LiφLiej, ek⟩+ ⟨V, φej⟩⟨LiφLiφel, ek⟩)

+εi⟨V, φek⟩ (3(⟨V, φej⟩⟨V, φel⟩+ ⟨V, ej⟩⟨V, el⟩)− 2⟨LiφLiφel, ej⟩)]ek
+
∑
k

ci
2
[2εi(⟨V, φel⟩⟨Liej, φek⟩ − ⟨V, ej⟩⟨Liφel, φek⟩)

−εi(⟨V, el⟩⟨LiφLiej, φek⟩+ ⟨V, φej⟩⟨LiφLiφel, φek⟩)

−εi⟨V, ek⟩ (3(⟨V, φej⟩⟨V, φel⟩+ ⟨V, ej⟩⟨V, el⟩)− 2⟨LiφLiφel, ej⟩)]φek}
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Demonstração. Podemos escrever

d∇A(W, ej) = ⟨d∇A(W, ej),W ⟩W
+
∑

k (⟨d∇A(W, ej), ek⟩ ek + ⟨d∇A(W, ej), φek⟩φek)
d∇A(W,φej) = ⟨d∇A(W,φej),W ⟩W

+
∑

k (⟨d∇A(W,φej), ek⟩ ek + ⟨d∇A(W,φej), φek⟩φek)
d∇A(ej, φel) = ⟨d∇A(ej, φel),W ⟩W

+
∑

k (⟨d∇A(ej, φel), ek⟩ ek + ⟨d∇A(ej, φel), φek⟩φek) .

(2.8)

Usando as equações de (2.2) a (2.7) e, visto que

⟨LiW,φek⟩ = ⟨W + εifW,φek⟩ = εi⟨hW − φV, φek⟩ = −εi⟨V, ek⟩, (2.9)

⟨LiW, ek⟩ = ⟨W + εifW, ek⟩ = εi⟨hW − φV, ek⟩ = εi⟨V, φek⟩, (2.10)

pela equação de Codazzi, temos que

⟨d∇A(W, ej),W ⟩ =
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h) ⟨ej, V ⟩ ⟨LiW,W ⟩+ (εi − h) ⟨ej, LiW ⟩ ⟨V,W ⟩

−(1 + εih) ⟨LiφLiej,W ⟩]

=
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h)(1 + εih) ⟨ej, V ⟩+ (1 + εh)(εi − h) ⟨V, ej⟩]

=
2∑

i=1

ci
2
[8(εi + h) ⟨ej, V ⟩]

=
2∑

i=1

4ci(εi + h) ⟨ej, V ⟩ , (2.11)
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⟨d∇A(W, ej), ek⟩ =
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h) ⟨ej, V ⟩ ⟨LiW, ek⟩+ (εi − h) ⟨ej, LiW ⟩ ⟨V, ek⟩

−(1 + εih) ⟨LiφLiej, ek⟩]

=
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h) ⟨ej, V ⟩ ⟨W + εifW, ek⟩

+(εi − h) ⟨ej,W + εifW ⟩ ⟨V, ek⟩ − (1 + εih) ⟨LiφLiej, ek⟩]

=
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h) ⟨ej, V ⟩ ⟨εifW, ek⟩+ (εi − h) ⟨ej, εifW ⟩ ⟨V, ek⟩

−(1 + εih) ⟨LiφLiej, ek⟩]

=
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h)εi ⟨ej, V ⟩ ⟨hW − φV, ek⟩

+(εi − h) εi ⟨ej, hW − φV ⟩ ⟨V, ek⟩ − (1 + εih) ⟨LiφLiej, ek⟩]

=
2∑

i=1

ci
2
[(7 + εih) ⟨ej, V ⟩ ⟨V, φek⟩+ (1− εih) ⟨φej, V ⟩ ⟨V, ek⟩

−(1 + εih) ⟨LiφLiej, ek⟩]

e

⟨d∇A(W, ej), φek⟩ =
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h) ⟨ej, V ⟩ ⟨LiW,φek⟩+ (εi − h) ⟨ej, LiW ⟩ ⟨V, ek⟩

−(1 + εih) ⟨LiφLiej, φek⟩]

=
2∑

i=1

ci
2
[−(7 + εih) ⟨ej, V ⟩ ⟨V, ek⟩+ (1− εih) ⟨φej, V ⟩ ⟨φV, ek⟩

+(1 + εih) ⟨φLiφLiej, ek⟩].

Ao substituir na primeira equação de (2.8), isso nos dá a primeira equação do lema.

Pela equação de Codazzi, também obtemos:

⟨d∇A(W,φej),W ⟩ =
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h) ⟨φej, V ⟩ ⟨LiW,W ⟩+ (εi − h) ⟨φej, LiW ⟩ ⟨V,W ⟩

−(1 + εih) ⟨LiφLiφej, φW ⟩]

=
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h)(1 + εih) ⟨φej, V ⟩+ (1 + εih) ⟨LiφLiφej, φW ⟩]

=
2∑

i=1

4ci(εi + h) ⟨V, φej⟩ ,
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⟨d∇A(W,φej), ek⟩ =
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h) ⟨φej, V ⟩ ⟨LiW, ek⟩+ (εi − h) ⟨φej, LiW ⟩ ⟨V, ek⟩

−(1 + εih) ⟨LiφLiφej, ek⟩]

=
2∑

i=1

ci
2
[−(7εi + h)εi ⟨φej, V ⟩ ⟨φV, ek⟩ − (1− εih) ⟨ej, V ⟩ ⟨V, ek⟩

−(1 + εih) ⟨LiφLiφej, ek⟩]

=
2∑

i=1

ci
2
[(7 + εih) ⟨V, φej⟩ ⟨V, φek⟩ − (1− εih) ⟨V, ej⟩ ⟨V, ek⟩

−(1 + εih) ⟨LiφLiφej, ek⟩]

e

⟨d∇A(W,φej), φek⟩ =
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h) ⟨φej, V ⟩ ⟨LiW,φek⟩ (2.12)

+ (εi − h) ⟨φej, LiW ⟩ ⟨V, φek⟩ − (1 + εih) ⟨LiφLiφej, φek⟩]

=
2∑

i=1

ci
2
[−(7 + εih) ⟨φej, V ⟩ ⟨V, ek⟩ − (1− εih) ⟨ej, V ⟩ ⟨V, φek⟩

−(1 + εih) ⟨LiφLiφej, φek⟩].

Substituindo em (2.8), obtemos o resultado da segunda equação. Por último, pela

equação de Codazzi, também obtemos:

d∇A(ej, φel) =
2∑

i=1

ci
2
[2εiLi((ej ∧ φel)V ) + LiφLi((ej ∧ φel)LiW )

+(3εi⟨(ej ∧ φel)V, LiW ⟩+ 2⟨φel, LiφLiej⟩)LiW ].

Note que

Li((ej ∧ φel)V ) = Li(⟨φel, V ⟩ej − ⟨ej, V ⟩φel) = ⟨φel, V ⟩Liej − ⟨ej, V ⟩Liφel,

dáı

⟨(ej ∧ φel)V, LiW ⟩ = ⟨φel, V ⟩⟨Liej,W ⟩ − ⟨ej, V ⟩⟨Liφel,W ⟩

= ⟨φel, V ⟩⟨ej, LiW ⟩ − ⟨ej, V ⟩⟨φel, LiW ⟩

= εi(⟨φel, V ⟩⟨V, φej⟩+ ⟨ej, V ⟩⟨el, V ⟩),
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e

(ej ∧ φel)LiW = ⟨φel, LiW ⟩ej − ⟨ej, LiW ⟩φel = −εi⟨V, el⟩ej + εi⟨φV, ej⟩φel.

Assim,

d∇A(ej, φel) =
2∑

i=1

ci
2
[2εi(⟨φel, V ⟩Liej − ⟨ej, V ⟩Liφel)− εiLiφLi(⟨V, el⟩ej

+⟨V, φej⟩φel) + (3ε2i (⟨φel, V ⟩⟨V, φej⟩+ ⟨ej, V ⟩⟨el, V ⟩)

+2⟨φel, LiφLiej⟩)LiW ]. (2.13)

Usando as equações (3.3), (2.2) a (2.7), (2.9) e (2.10), obtemos

⟨d∇A(ej, φel),W ⟩ =
2∑

i=1

ci[(3 + εih)(⟨V, φel⟩⟨V, φej⟩+ ⟨V, el⟩⟨V, ej⟩)

−(1 + εih)⟨LiφLiφel, ej⟩]. (2.14)

Substituindo (2.13) e (2.14) na última equação de (2.8), obtemos a última equação

do lema.
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Caṕıtulo 3

Hipersuperf́ıcies umb́ılicas em

CQn1
c1 × CQn2

c2

Niegerball e Ryan em [NR97] trazem um teorema que mostra que não existem hipersu-

perf́ıcies totalmente umb́ılicas em CPn ou CHn, fato que foi primeiramente mostrado por

Tashiro-Tachibana [TT63] em 1963. Também mostram que o operador de formas não

pode ser paralelo:

Teorema 3.1 (Niegerball-Ryan). Seja M uma hipersuperf́ıcie em uma forma espacial

complexa de curvatura seccional holomorfa constante 4c ̸= 0. Então, o operador de

forma A não pode ser paralelo. Também não pode ocorrer que A = λI, mesmo com λ

não constante. Em particular, não existem hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas.

A seguir apresentamos, para o produto de duas formas espaciais complexas, teoremas

que chamamos de uma versão de Tashiro-Tachibana, pois eles foram os primeiros a provar

que não existem hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas nas formas espaciais complexas de

curvatura seccional holomorfa constante diferente de zero.

O primeiro destes teoremas mostra que a primeira parte do teorema (3.1) ainda vale

para o produto de formas espaciais complexas, no caso em que M não é localmente

produto.

Teorema 3.2. Seja M uma hipersuperf́ıcie real em M = CQ1 × CQ2, onde CQi são

formas espaciais complexas com c1 ̸= 0 ou c2 ̸= 0. Suponha que |V |2 ̸= 0. Então, o

operador de forma A não pode ser paralelo.

Demonstração. Vamos escrever a equação de Codazzi nas direções W e V e, dáı, chegar

em uma contradição.
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Na equação de Codazzi tomamos Y = W , então temos que

(Y ∧X)V = (W ∧X)V = ⟨X, V ⟩W − ⟨W,V ⟩X = ⟨X, V ⟩W (3.1)

dáı

Li((Y ∧X)V ) = Li(W ∧X)V = ⟨X, V ⟩LiW. (3.2)

Também

⟨(Y ∧X)V, LiW ⟩ = ⟨(W ∧X)V, LiW ⟩ = ⟨Li(W ∧X)V,W ⟩ = ⟨X, V ⟩⟨LiW,W ⟩

e

⟨LiW,W ⟩ = ⟨W, (I + εif)W ⟩ = |W |2 + εi⟨W, fW ⟩ = 1 + εi⟨W,hW − φV ⟩

= 1 + εih|W |2 + εi⟨φW, V ⟩ = 1 + εih, (3.3)

dáı

⟨(Y ∧X)V, LiW ⟩ = (1 + εih)⟨X, V ⟩. (3.4)

Ainda utilizando as propriedades de φ, f e W , obtemos

LiφLiY = LiφLiW = Liφ(W + εifW ) = εiLiφfW = εiLiφ(hW − φV )

= −εiLiφ
2V = −εiLi(−V + ⟨W,V ⟩W ) = εiLiV = εi(V + εifV )

= εi(V − εihV ) = (εi − h)V. (3.5)

Também temos

(Y ∧X)LiW = (W ∧X)LiW = ⟨X,LiW ⟩W − ⟨W,LiW ⟩X = ⟨X,LiW ⟩W − (1 + εih)X

e

LiφLi((Y ∧X)LiW ) = LiφLi((W ∧X)LiW ) = ⟨X,LiW ⟩LiφLiW − (1 + εih)LiφLiX

= ⟨X,LiW ⟩(εi − h)V − (1 + εih)LiφLiX. (3.6)

Portanto,

d∇A(W,X) =
2∑

i=1

ci
2
{[2εi⟨X, V ⟩+ 3εi(1 + εih)⟨X, V ⟩+ 2(εi − h)⟨X, V ⟩]LiW

+⟨X,LiW ⟩(εi − h)V − (1 + εih)LiφLiX} (3.7)

=
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h)⟨X, V ⟩LiW + ⟨X,LiW ⟩(εi − h)V − (1 + εih)LiφLiX].
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A equação (3.7) é a equação de Codazzi nos planos que contêm o vetor W . Agora,

podemos tomar X = V , e obter

d∇A(W,X) =
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h)⟨V, V ⟩LiW + ⟨V, LiW ⟩(εi − h)V − (1 + εih)LiφLiV ]

=
2∑

i=1

ci
2
[(7εi + h)(1− h2)LiW

−(1 + εih)((1− εih)
2φV − (εi − h)(1− h2)W )],

pois LiV = (I + εif)V = (1− εih)V.

Logo,

LiφLiV = (1− εih)LiφV = (1− εih)(φV + εifφV )

= (1− εih)(φV + εi(φfV − ⟨V, V ⟩W − ⟨V,W ⟩V ))

= (1− εih)(φV − εihφV − εi|V |2W )

= (1− εih)
2φV − (εi − h)|V |2W (3.8)

= (1− εih)
2φV − (εi − h)(1− h2)W (3.9)

e

⟨V, LiW ⟩ = ⟨V,W + εifW ⟩ = εi⟨V, fW ⟩ = εih⟨V,W ⟩ − εi⟨V, φV ⟩ = 0.

Fazendo as contas:

(1 + εih)(1− εih)
2 = (1− h2)(1− εih)

(1 + εih)(εi − h) = εi(1− h2)

LiW = W + εifW = W + εi(hW − φV ) = (1 + εih)W − εiφV,

obtemos
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d∇A(W,V ) =
2∑

i=1

ci
2
(1− h2)[(7εi + h) ((1 + εih)W − εiφV )

−(1− εih)φV + εi(1− h2)W ]

=
2∑

i=1

ci
2
(1− h2)[

(
(7εi + h)(1 + εih) + εi(1− h2)

)
W

− ((7εi + h)εi + (1− εih))φV ]

=
2∑

i=1

ci
2
(1− h2)[8(εi + h)W − 8φV ]

Logo,

(∇VA)W − (∇WA)V = d∇A(W,V ) =
2∑

i=1

4ci(1− h2)[(εi + h)W − φV ].

Suponha que ∇A = 0, então, sendo |V |2 = 1− h2 ̸= 0, obtemos

2∑
i=1

ci[(εi + h)W − φV ] = 0. (3.10)

Sendo {W,V, φV } um conjunto ortogonal, obtemos

2∑
i=1

ci(εi + h) = 0 (3.11)

2∑
i=1

ci = 0 (3.12)

De (3.12), obtemos c1 + c2 = 0 ⇒ c2 = −c1. De (3.11),

c1(1 + h) + c2(−1 + h) = 0 ⇒ c1(1 + h)− c1(−1 + h) = 0 ⇒ 2c1 = 0 ⇒ c1 = 0,

voltando para (3.12), obtemos

c1 = c2 = 0,

contradição. Logo, ∇A = 0 não pode acontecer.

A seguir, caracterizamos hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas no produto de formas

espaciais complexas. Antes, trazemos um lema indispensável para a demonstração dos

teoremas.
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Lema 3.3. Seja M uma hipersuperf́ıcie real totalmente umb́ılica de M = CQ1 × CQ2.

Então,

∇H = 4

(
2∑

i=1

ci(εi + h)

)
V. (3.13)

Demonstração. Note que sendo M2n−1 uma hipersuperf́ıcie real de M
2n
, onde 2n é a

dimensão real de M , e ν o vetor normal de M em M , tomamos a base considerada no

Lema 2.5 da forma {W, ej, φej}n−1
j=1 para M sendo {ν,W, ej, φej}n−1

j=1 uma base para M .

Da equação de Codazzi, sendo A = λI, temos que

d∇A(W, ej) = (∇ejA)W − (∇WA)ej = (ejλ)W − (Wλ)ej

d∇A(W,φej) = (∇φejA)W − (∇WA)φej = (φejλ)W − (Wλ)φej.
(3.14)

Comparando com as equações do lema 2.5, obtemos as seguintes equações:

ejλ =
2∑

i=1

4ci(εi + h) ⟨V, ej⟩ (3.15)

(Wλ)δjk =
2∑

i=1

ci
2
[(7 + εih) ⟨ej, V ⟩ ⟨V, φek⟩+ (1− εih) ⟨φej, V ⟩ ⟨V, ek⟩

−(1 + εih) ⟨LiφLiej, ek⟩] (3.16)

0 = ⟨d∇A(W, ej), φek⟩

(φej)λ =
2∑

i=1

4ci(εi + h) ⟨V, φej⟩ (3.17)

0 = ⟨d∇A(W,φej), ek⟩

(Wλ)δjk =
2∑

i=1

ci
2
[−(7 + εih) ⟨φej, V ⟩ ⟨V, ek⟩ − (1− εih) ⟨ej, V ⟩ ⟨V, φek⟩

+(1 + εih) ⟨φLiφLiφej, ek⟩]. (3.18)

Haja visto que os operadores varphi e Li são anti simétrico e simétrico, respectiva-

mente, segue que:

⟨LiφLiej, ej⟩ = −⟨LiφLiej, ej⟩ ⇒ ⟨LiφLiej, ej⟩ = 0

⟨φLiφLiφej, ej⟩ = −⟨φLiφLiφej, ej⟩ ⇒ ⟨φLiφLiφej, ej⟩ = 0.
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Logo, tomando k = j nas identidades (3.16) e (3.18), obtemos:

Wλ =
2∑

i=1

ci
2
[(7 + εih) ⟨ej, V ⟩ ⟨V, φej⟩+ (1− εih) ⟨φej, V ⟩ ⟨V, ej⟩ ,

Wλ =
2∑

i=1

ci
2
[−(7 + εih) ⟨φej, V ⟩ ⟨V, ej⟩ − (1− εih) ⟨ej, V ⟩ ⟨V, φej⟩ .

(3.19)

Somando as equações, obtêm-se

2(Wλ) = 0 ⇒ Wλ = 0. (3.20)

Note que(
2∑

i=1

4ci(εi + h)

)
V =

(
2∑

i=1

4ci(εi + h)

)
n−1∑
j=1

(⟨V, ej⟩ ej + ⟨V, φej⟩φej + ⟨V,W ⟩W )

Sabendo que ⟨V,W ⟩ = 0 e utilizando as equações (3.15) e (3.17), obtemos

(
2∑

i=1

4ci(εi + h)

)
V =

n−2
2∑

j=1

((ejλ)ej + (φejλ)φej) = ∇λ, (3.21)

pois Wλ = 0.

Como M é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica, temos que λ = H, dáı

∇H =

(
2∑

i=1

4ci(εi + h)

)
V,

Teorema 3.4. Seja M uma hipersuperf́ıcie real orientada totalmente umb́ılica de M =

CQ1 × CQ2 tendo uma estrutura local quase produto. Então, M é totalmente geodésica

ou uma hiperesfera extŕınseca.

Demonstração. Seja M uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica de CQ1 × CQ2. Desde

que M tem uma estrutura local quase produto, temos V = 0 (ver página 17), dáı, pelo

Lema 3.3, segue que ∇H = 0, logo temos que H é constante. Assim, se H é constante

igual a 0, temos que M uma hipersuperf́ıcie totalmente geodésica, se é constante diferente

de 0, temos que M é uma esfera extŕınseca.
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Vamos analisar o caso complementar, isto é, quando |V | ≠ 0, ou seja, quando M não

tem estrutura local quase produto.

Teorema 3.5. Seja M uma hipersuperf́ıcie real orientada em M = CQ1 × CQ2 sem

estrutura local produto (V ̸= 0) . Se M é totalmente umb́ılica, então M não tem curvatura

média constante, ou seja, não é totalmente geodésica nem hiperesfera extŕınseca.

Demonstração. Seja M uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica de CQ1 × CQ2, isto é,

A = HI. Suponha que H ≡ cte, então ∇A ≡ 0. Isso contradiz o teorema 3.2. Então,

se M é umb́ılica, H não pode ser constante. Portanto, não pode se totalmente geodésica

nem uma esfera extŕınseca.

Corolário 3.1. Seja M uma hipersuperf́ıcie real orientada em M = CQ1 × CQ2 sem

estrutura local produto (V ̸= 0). Então, se M é CMC, então M não é umb́ılica.

Demonstração. Esse corolário é obtido pela contrapositiva do teorema acima.
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