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Resumo

Tashiro e Tachibana mostraram que nao ha hipersuperficies totalmente umbilicas nas
formas espaciais complexas com curvatura seccional holomorfa constante. Também foi
provado que o operador de forma nao pode ser paralelo. No produto de formas espaciais
complexas, classificamos as hipersuperficies umbilicas. Também mostramos que, quando

uma hipersuperficie nao é localmente produto, o operador de forma nao pode ser paralelo.

Palavras-Chave: Curvatura seccional holomorfa, formas espaciais complexas,

hipersuperficies totalmente umbilicas.



Abstract

Tashiro and Tachibana showed that there are no totally umbilical hypersurfaces in com-
plex space forms with constant holomorphic sectional curvature. It has also been proved
that the shape operator cannot be parallel. In the product of complex space forms, we
classify umbilical hypersurfaces. We also show that when a hypersurface is not locally

product, the shape operator cannot be parallel.

Key Words: Holomorphic sectional curvature, complex space forms, totally umbilical

hypersurfaces.



Sumario

ntroducan|. . . . . . e

T Prolim |

(1.1 Variedades complexas|. . . . . . . . .. ...

2 Hipersuperficies reais em produtos de formas espaciais complexas|

2.1 Produtos de formas espaciais complexas| . . . . .. ... ... ... ...

[2.2  Hipersuperficies reais e suas equacoes fundamentais| . . . . . . . . . . ..

|3 Hipersuperficies umbilicas em CQ_" x CQ_?|

(6] C2




Introducao

As formas espaciais reais e suas subvariedades tém sido amplamente estudadas por mui-
tos pesquisadores. Também temos varios estudos considerando o produto de duas formas
espaciais reais. B. Daniel [Dan09] dé condigoes necessarias e suficientes para uma varie-
dade Riemanniana ser isometricamente imersa no produto S” x R ou H" x R. Kowalcsyk
[Kow11] estendeu esse resultado de B.Daniel para o produto de duas formas espaciais.
Também Lira, Tojeiro e Vitério [LTVI0] provam um teorema de existéncia e unicidade de
uma imersao isométrica de uma variedade semi-Riemanniana em um produto de formas
espaciais semi-Riemannianas.

Considerando hipersuperficies umbilicas, Souam e Van der Veken [SVdV12] dao condigoes
de existéncia de hipersuperficies totalmente umbilicas em produtos Riemannianos do tipo
M™ x R com uma descrigao completa das mesmas. Mendonga e Tojeiro [MT14] dao uma
classificacao de subvariedades umbilicas de codimensao arbitraria, estendendo a classi-
ficacao de Souam e Van der Veken em S™ x R. No produto de duas formas espaciais de
dimensao 2, Nakad e Roth [NR22] dao uma caracterizacao das hipersuperficies totalmente
umbilicas.

Nas formas espaciais complexas, Niegerball e Ryan, Liu e Xiao, Yano e kon [NRIT7,
LX19, [YK84|] fornecem material de apoio necessirio para acessar o campo das hiper-
superficies. Niegerball e Ryan [NRO7] também fazem uma construcao detalhada dos
exemplos importantes no espago projetivo complexo e no espaco hiperbdlico complexo.
Eles trazem um teorema (3.1)) que diz que o operador de forma de uma hipersuperficie
em uma forma espacial complexa de curvatura seccional holomorfa constante nao pode
ser paralelo, também mostram que nao existem hipersuperficies totalmente umbilicas
em CP" ou CH". Este ultimo fato foi primeiramente mostrado por Tashiro-Tachibana
[TT63] em 1963.

Inspirados nestes trabalhos, investigamos hipersuperficies reais, em especial as hi-
persuperficies umbilicas, em produtos de duas formas espaciais complexas. No primeiro

capitulo, trazemos defini¢oes, notagoes e propriedades basicas das variedades complexas
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que serao uteis a compreensao deste trabalho. No segundo capitulo, trabalhamos com
o produto de formas espaciais complexas, trazendo seu tensor curvatura e as equagoes
fundamentais de uma hipersuperficie. No terceiro capitulo, mostramos que o operador
de forma de uma hipersuperficie real, que nao é localmente produto, em um produto de

formas espaciais complexas nao pode ser paralelo.

Teorema. Seja M uma hipersuperficie real em M = CQ; x CQ,, onde CQ, sdo formas
espaciais compleras com ¢; # 0 ou ¢y # 0. Suponha que ||V||? # 0. Entao, o operador

de forma A nao pode ser paralelo.

Em seguida, classificamos hipersuperficies reais umbilicas no produto de formas es-

paciais complexas:

Teorema. Seja M uma hipersuperficie totalmente umbilica de M = CQ, x CQ, tendo
uma estrutura local quase produto. Entao, M é totalmente geodésica ou uma hiperesfera

extrinseca.

Teorema. Seja M uma hipersuperficie totalmente umbilica de M = CQ, x CQ,, com
V| #0 e |c1] = |ca| # 0. Entao,

1. Para cy = co, M € totalmente geodésica ou uma hiperesfera extrinseca se, e somente
se, |V| = 1.

2. Para ¢ # co, nao existem hipersuperficies umbilicas.
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Capitulo 1
Preliminares

Dedicamos este capitulo a uma introdugao sobre as variedades complexas e para relembrar
notagoes, defini¢oes e propriedades que sao usados ao longo do texto. Damos prioridade

as formas espaciais complexas que sao o objeto de estudo deste trabalho.

1.1 Variedades complexas

Seja M uma variedade diferenciavel m-dimensional. A variedade M é dita quase compleza
se existe uma aplicacao diferencidvel J : TM — TM tal que J?> = —I. A aplicacao J é
dita ser uma estrutura quase complexa de M. Observe que se M admite uma estrutura
quase complexa entdo (det J)? = (—1)™, ou seja, é necessario que a dimensio real m de
M seja par.

Uma variedade quase complexa M é chamada variedade de Kaehler se J é compativel

com a métrica e VJ = 0, isto é, para todo X,Y € TM ,temos

(X,Y) = (JX,JY) (1.1)

(VxJ)Y =VxJY —JVxY =0 (1.2)
Nas variedades de Kaehler definimos a curvatura seccional holomorfa:
Definicao 1.1. A curvatura seccional holomorfa € a curvatura seccional calculada nos
planos holomorfos, isto €, em planos com base da forma {X, JX}, isto é,

~ (R(X,JX)X, JX)
K(X,JX) = XPTXP = (X X7 (1.3)
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Definicao 1.2. Uma forma espacial complexa é uma variedade de Kaehler com curvatura

seccional holomorfa constante 16¢.

Neste caso, denotamos por CQ) uma forma espacial complexa de dimensao complexa
n e curvatura seccional holomorfa constante &k = 16¢. Destacamos que o nimero 16 acima
é apenas um fator estético.

O tensor curvatura de uma forma espacial complexa de curvatura seccional holomorfa

16¢ tem a forma
RX,)Y)Z =4c(X NY + JX NJY +2(X, JY)J)Z. (1.4)

O tensor curvatura pode ser encontrado em [CRI5| e é calculado a partir das equagoes
fundamentais de uma submersao dadas por O’Neill em [O’N66].
Ao interagir com a estrutura quase complexa J, o tensor curvatura de uma forma

espacial complexa tem as seguintes propriedades:
1. R(X,Y)=R(JX,JY),
2. R(X,JY)=—-R(JX,Y),
3. R(X,Y)J =JR(X,Y),
4. (R(X,Y)JZ,JT) = (R(X,Y)Z,T),

5. (R(X,Y)JZ,T) = —(R(X,Y)Z,JT).

As formas espaciais complexas sao o C", o espaco euclidiano complexo quando ¢ = 0,
CP", o espago projetivo complexo, quando ¢ > 0, e CH", o espaco hiperbdlico complexo
quando ¢ < 0.

O FEspaco Complexo Fuclidiano C" é dado com a métrica Euclidiana:

onde X = (z1,...,2,),Y = (y1, ..., yn) € C™.
O Espaco Complexo Projetivo pode ser definido por

CP" = (C"\{0})/{p ~ Ap; A € C\ {0}}

com a métrica Fubini-Study que é definida a seguir.
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Seja m : C"*1\ {0} — CP" a projecio natural e considere sua restrigao a S?"™1(1), isto
é, considere 7 : S*"T1(1) C C"*!\ {0} — CP". Esta restrigdo ¢ sobrejetiva e dois pontos
quaisquer p e ¢ tém a mesma imagem se pertencem ao mesmo grande circulo de S (1),
ou seja, p = e'tq, para algum t € R. Em C""!\ {0} consideramos a métrica Euclidiana.
Note que o vetor posigao P restrito a S**1(1) é um vetor normal a S***1(1), e temos que
n = iP é um vetor unitdrio bem definido em S*"™(1). Obtém-se que (dr), é sobrejetiva e
tem ntcleo span{n,}, n, = ip, para qualquer p € S***!(1). Assim, para qualquer campo
X € TCP" existe um tinico X € TS**(1), tal que (dm)X = X e X é ortogonal a 1.
O campo X é chamado de levantamento horizontal de X, e assim definimos a métrica
Fubini-Study em CP" por

(X,Y)epr = (X, Y )goni1.

Para o Espago Hiperbolico Complezo CH" definimos C}™ = (C"*! (,)) onde a
métrica é dada por (X,Y) = Re(—xoy, + (3., ©:7;)). Dai, consideramos

H" = {peCi(p,p) = —1}.

Usando o mesmo raciocinio, com H7"™ no lugar de S?"*1(1), definimos CH" como
o conjunto das classes de equivaléncia de H?"™ pela acdo p —+ Ap. Dai encontramos a
projecdo m : H2"*' — CH" e definimos a métrica da mesma forma que o fizemos para o

espaco projetivo complexo.
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Capitulo 2

Hipersuperficies reais em produtos

de formas espaciais complexas

2.1 Produtos de formas espaciais complexas

Dadas CQj;' e CQ;?2 variedades Riemannianas de curvatura seccional holomorfa constante
ki1 = 16¢; e ks = 16¢o com estruturas complexas J; e Jy, respectivamente, consideramos
a variedade Riemanniana M = CQ;! x CQp? munida da métrica produto. Denotamos
por m; : M — CQZZ a projecao natural sobre CQ; := CQZZ, i € {1,2}. Consideramos em
M a estrutura complexa definida por J = (J, J;) e a estrutura quase-produto dada pela
aplicacao F : TM — TM definida por

F:7T1—7T2.

E de uso comum denotar F' = m, — my para o par (71, —m2).

Com isso, temos que F # I e satisfaz F? = [ e (FX,Y) = (X, FY), para qualquer
X,Y € I'(TM), onde I denota a aplicacdo identidade em T M.

Com o objetivo de estudar o tensor de curvatura de M, definimos os seguintes ope-
radores auxiliares L; = [ 4+ &;F : TM — CQ,, com e, = 1 e g5 = —1. A partir das
propriedades da estrutura complexa J e da estrutura quase-produto F', obtemos a se-

guinte expressao para o tensor curvatura do produto de duas formas espaciais complexas.

Proposicao 2.1. O tensor curvatura R : TM x TM x TM — TM de M = CQ, x CQ,

tem a forma



onde XY, Ze€TM eL;,=1+¢F, come; =1 eey=—1.

Demonstragdo. Seja X € TM, denotamos por X; := mX a projecio de X em CQ,.
Assim, sendo R; o tensor curvatura da forma espacial CQ;, dados X,Y, Z € T'M, tem-se
E(Y, 7)7 — El (71, ?1)71 + R_2<72, ?2)72
= 461(71 N ?1 + lel VAN J171 + 2(71, J1?1>J1)71
+402(y2 A ?2 + JQYQ N J2?2 + 2(?2, J2?2>J2)72.

Note que pela definicdo dos operadores auxiliares L; e Lo, temos que

Zly — 7+F7:71 +72+71 —72 :271,
Ly X-FX=X,+X,— (X1 —X,) =2X,,

>
I

ou seja, L1 X =2X; e LyX = 2X,. Além disso, visto que F.J = JF e

I X =2/, X, =JX+FJX =J(X+FX)=JL X,
JoLoX =21, X, =JX — FJX = J(X — FX) = JL,X,

obtemos que

)
R

RXY)Z = SELXALY + ALX AKLY + 20X, ALY)H)LZ
+02_2<z27 ALY + JoLoX A JoLoY + 2LoX, JoLoY ) Jo) Lo Z
- 02_1@17 ALY + JT X AJLY + 20X, JT.Y) )L, Z
+‘;—2@27 ALY + JLoX A JLoY + 2(IoX, JL.Y)J) Lo Z,
e portanto segue o resultado enunciado. O]

2.2 Hipersuperficies reais e suas equacoes fundamen-
tais

Agora, considere M = CQ, x CQ, com a conexao Levi-Civita V. Dada M uma hipersu-
perficie real orientavel de M, a conexao Levi-Civita V da métrica induzida pela imersao

M 9+ M e o operador de forma A se caracterizam por

VxY =VxY + (AX,Y)v
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AX = —-Vxv,
onde v é o vetor normal unitério da imersao.

Definicao 2.1. Definimos a funcdo curvatura média H como o trago do operador de

forma normalizado, isto €,
1

2n —1
Com isto definido, podemos trazer as seguintes definigoes:

H = tr A.

Definicao 2.2. Uma hipersuperficie é dita totalmente umbilica se o operador de forma

A € um maltiplo da identidade.
Definigao 2.3. Uma hipersuperficie é dita totalmente geodésica se A = 0.

Definicao 2.4. Uma hipersuperficie é chamada uma esfera extrinseca se € uma hipersu-

perficie umbilica de curvatura média H constante e nao-nula.

A estrutura quase produto F' induz a existéncia em M de um vetor V' € I'(T'M), uma
fungao h : M — R e um endomorfismo f : TM — TM tal que, para todo X € I'(T'M),

FX=fX+(V,X)v e Fv=V+ hy,

onde v é um vetor normal unitario da imersao.

Para a estrutura complexa, temos
JX = oX + (W, X)v,

onde W := —Jv é o vetor estrutura e ¢ : T'M — T'M é antissimétrica. Da definicao de
J e F, encontramos que F'J = JF. Podemos facilmente ver que, para todo X € I['(T'M),

valem
(VW) =0, @*’X=-X+(XW)W, W,W)=1, e oW =0. (2.2)

Relembramos também que valem as seguintes propriedades (Ver [NR22]). Seja M
uma hipersuperficie real de M = CQ; x CQ, e X € T M, entdo

f é simétrica (2.3)

fV = —hV (2.4)

R+ VPP =1 (2.5)

FoX + (W, X0V = of X — (V, X)W (2.6)
FW = hWV — V. (2.7)
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Da decomposicao de F, é facil ver que

X = X—(V,.X)V,
(fX,Y) (X, fY),
(X 1Y) = (X,7) = (V,X){V,Y).

Assim, se tomarmos V' = 0, vemos que f satisfaz as mesmas propriedades de F' em
M, dai dizemos que f é uma estrutura quase produto de M. E, concluimos que, M tem
uma estrutura local quase produto se, e somente se, V = 0.

A relacdo entre as conexodes V e V nos dé as equacoes de Gauss e Codazzi que sio,

respectivamente, a parte tangente e a parte normal do tensor curvatura.

Proposicao 2.2. As equacgoes de Gauss e de Codazzi sao dadas por:

[\

C;

R(X,Y)Z = UL X ANLY)LiZ + (pLiX A oLY)L;Z
=1

+(V, Z2) (V.Y YL, X — (V, X)L;Y

LY, W)(pLX — (V.X)W) — (LX, W)(o LY — (V.Y)W)]
FIV, X))o LY — (V,Y)pLiX) AWIL,Z

FA(LX, LY — (V,Y)W) + 2 (LY, W)V, X)) (pLiZ — (V, Z)W)}
HAX NAY)Z

dvA(Y,X) = (VxA)Y — (VyA)X

= Z %[25iLi<<Y ANX)V) + LipLi((Y AN X)L;W)

=1

+(Bei((Y AN X)V, LiW) + 2(X, LipL;Y )) LiW],

onde Ly =1 +¢;f, comey =1 ey =—1.

Demonstracao. A demonstracao dessa proposicao é feita utilizando as propriedades da

decomposi¢ao da estrutura complexa e da estrutura produto, que sao dadas nas equacoes
de @2) a @) m

Temos a seguir um lema técnico que ¢ utilizado no capitulo seguinte.
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Lema 2.5. Considere um conjunto de campos locais ortonormais {e;}} L em Wt Afir-

mamos que o conjunto {W, €j, pejti_ —L € um referencial local ortonormal. Assim, obte-

mos:

2
dyA(W,e;) = Y (dei(es +h) ey, )W+Z%{[(7+sih) (e;, V) (V, per)
=1 k

+ (1 —eih) (pe;, V) (Viex) — (1 +&:h) (LipLiej, ex)ley,
+H—=(T+¢eih) (e;, V) (V,ex) + (1 —e;h) (pe;, V) (©V, ex)
+(1 +eih) (pLipLiej, ex)]per}),

2
dy AW, pe;) = Z dei(e; + h) (V, pe;) W+ Z {[(7 + g:h) (V, 0e;) (V, pe)
=1

— (1 —eih) (Viej) (Viexr) — (1 + gih) (LipLipe;, ex)lex
+[=(7+eih) (pe;, V) (Viex) — (1 —&ih) (e;, V) (V, pex)
—(1+4 &) (LipLipe;, per)|per )

2

dvAle;, pe;) = Z{C@[(?) +eih)((V, wer) (V, ej) +(Vier) (Vi ej)

—(1 + Elh) <Li90Li90657 €j>]W
+ Z [26;((V. peu) (Liej, ex) — (Vi e5)(Lier, ex))

_52(0/7 61> <L190Ll€j7 €k> + <V7 (Pej> <Li30Li(pelv €k>)
+ei(Viper) BV, pe;)(V per) + (Voes)(V, e)) — 2{LipLiper, €5))]er

C;
+2 5 2e((Vope)Liej, per) — (V. ;) (Liger, pex))
k

—e;((V, er)(LiLiej, pex) + (V, pe;) (Lip Liper, pex))
—ei(Viex) BV, e ) (Vi per) + (Vie) (Vs er)) — 2(LipLiver, €5))]pex t
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Demonstracao. Podemos escrever

dvA(W, €j)

dv AW, pe;)

dvA(ej, pe)

<dvA(W, €j>, W> W

+ 2k (dv AW, e)), ex) ex + (dv AW, e5), pex) wey)

<dVA(W> 9063')7 W> W

Usando as equacoes de (2.2)) a (2.7)) e, visto que

(L;W, pey)
(L;W, ex)

2.8
+ 2k (dv AW, pe;), ex) ex + (dv AW, pe;), per) pex) 28
(dv Alej, per), W) W
+ > (dvAlej, per), ex) er, + (dv Alej, per), pex) pex) -
= (WHefW,per) =i (hW — pV, per) = —ei(V, ex), (2.9)
= (WHefW,er) =ei(hW — ¢V, er) = ei(V, peyg), (2.10)

pela equacao de Codazzi, temos que

(dv AW, e;), W)

S DU(Tei+ h) ey, VY (LW, W) + (8 — h) (e, LW) (VW)

2
+&ih) (LipLiej, W)]

_(1
3 (T + ) i) e, V) + (1) = ) (Vo)
2

&

>~ 5 [8(e: + h) e, V)

> dei(ei+h) (e, V), (2.11)
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(dyA(W,e)),ex) = Z G [(Te; + h) (e;, V) (LW, ex) + (g, — h) (ej, LiW) (V. ex)

= 3 Z(Tei + W) (e, V) (B — oV, )
+(gi = h)ei (ej, KW — V) (Vi er) — (1 + g;h) (LipLiej, ex,)]
= > S{(T+eh) (e, V) (V.ger) + (1 — &ih) (e, V) (V. er)

eih) (LipLie;, ex)]

A
[
+ w8

(A AW, e;),pe) = D S[(Tei+ h) (e, V) (LW, pen) + (i = 1) e, L) (Vi)

Ao substituir na primeira equagao de ({2.8]), isso nos da a primeira equagao do lema.

Pela equagao de Codazzi, também obtemos:

(dg AW, pe;), W) = > S (Tei+ ) (e, VY (LW, W) + (25— h) ey, LW) (V, V)

—(1+¢€;h) (LipLipe;j, oW)]
2
C;
= Z 5[(7&' + h)(1 +&;:h) (pe;, V) + (1 +&:h) (LipLipe;, W)
i1

= ) dei(zi+ ) (Vige))

=1
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(dv AW, pej)er) = 22: %[(7& +h) {pej, V) (LiW, ex) + (ei = ) (wej, LiV) (V, ex)
i—:(ll + &ih) (LipLipe;, ex)]
_ Z (T2 + b (e V) (oVierd — (1= 2ih) (e, V) (Vies)
2—1(11 +eih) (LipLipe;, er,)]
_ i ST+ £5h) (V, pe) (V, per) — (1— i) (Vi e) (Vi ex)

2
—(1 +&ih) (LipLipe;, ex)]

oAV, pes). 00y = 3 S1(Te+ 1) s, V) (Y, ) (212
(20— 1) (s, L) V. ) — (1 + 2h) (LupLape o)
=SS e e V) Viaa) — (1 k), (V)
—(L+¢&:h) (LipLipe;, pey,)].

Substituindo em ({2.8]), obtemos o resultado da segunda equagdo. Por ultimo, pela

equacgao de Codazzi, também obtemos:

[282[11((6]' N 3061)‘/> + LZQOLl((GJ VAN (,06[>L1W)

]
o | O

dvAle;, pe;) =

=1

+(3ei((e; A per)V, LiW) + 2(pey, LipL;e;)) LiW].
Note que
Li((e; Aper)V) = Li({pe, Vie; — (e, V)pe) = (wei, V) Lie; — (e;, V) Lier,
dai

((ej Npe)V, LiW) = (pe, V) (Liej, W) — (e;, V){Liger, W)
= (e, Ve, LiW) — (e;, V) {per, LiW)
= &il(per, VIV, we;) + (€5, V)(e, V),
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(e; Npe)LiW = (pe;, LiW)e; — (e, LiW)pe, = —e;(V, er)e; + {0V, e;)pey.

Assim,

2
Cz
dvAle;, pe;) = Z 5 [2e;({per, V) Lie; — (e;, V) Lipe) — e;LioLi((V, e1)e;

(V, pegyper) + (31 ((wer, VIV, weg) + (e, Ve, V)

Usando as equagoes (3.3), (2.2) a (2.7)), (2.9) e (2.10]), obtemos

[\

(dv Ale;, per), = Y al@B+ah)(Vipe)(V, pej) + (Ve (Viey))
i=1
—(1 +&h)(LipLiper, e;)]. (2.14)

Substituindo (2.13) e (2.14) na tltima equacao de (2.8)), obtemos a iltima equagao

do lema.
O]
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Capitulo 3

Hipersuperficies umbilicas em

CQe x CQey

Niegerball e Ryan em [NRO7| trazem um teorema que mostra que nao existem hipersu-
perficies totalmente umbilicas em CP" ou CH", fato que foi primeiramente mostrado por
Tashiro-Tachibana [TT63] em 1963. Também mostram que o operador de formas nao

pode ser paralelo:

Teorema 3.1 (Niegerball-Ryan). Seja M wma hipersuperficie em uma forma espacial
complexa de curvatura seccional holomorfa constante 4c # 0. FEntdo, o operador de
forma A nao pode ser paralelo. Também nao pode ocorrer que A = A, mesmo com A

nao constante. Em particular, ndo existem hipersuperficies totalmente umbilicas.

A seguir apresentamos, para o produto de duas formas espaciais complexas, teoremas
que chamamos de uma versao de Tashiro-Tachibana, pois eles foram os primeiros a provar
que nao existem hipersuperficies totalmente umbilicas nas formas espaciais complexas de
curvatura seccional holomorfa constante diferente de zero.

O primeiro destes teoremas mostra que a primeira parte do teorema ainda vale
para o produto de formas espaciais complexas, no caso em que M nao é localmente

produto.

Teorema 3.2. Seja M uma hipersuperficie real em M = CQ, x CQ,, onde CQ; sio
formas espaciais complezas com ¢, # 0 ou co # 0. Suponha que |V|?> # 0. Entao, o

operador de forma A nao pode ser paralelo.

Demonstracao. Vamos escrever a equacao de Codazzi nas direcoes W e V' e, dai, chegar

em uma contradicgao.
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Na equagao de Codazzi tomamos Y = W, entao temos que
YAX)W=WAX)V=(X, VW - W)X =(X, V)WV (3.1)
dai
Li((YANX)V)=L(WAX)V =(X,V)L,W. (3.2)
Também

(YAXIV,LiW) = (WAX)V,LiW) = (Li(W A X)V, W) = (X, V){L;W, W)

(LW, W) = (W,(I+e&f)W)= (W) + (W, JW) =1+e(W,hW — V)
= 14+ gh|WP? 4+ (oW, V) =1+ ¢h, (3.3)

dai
(YANX)V,L;IW) = (1+¢&h)(X,V). (3.4)
Ainda utilizando as propriedades de ¢, f e W, obtemos

= —&Lip’V = —gL(-V + (W, V)W) =LV =;(V +¢&fV)

Também temos
Y ANX)LW = WAX)LW =(X,LWYW — (W, LW)X = (X, LLW)W — (1+¢;h)X
e

Portanto,
dyAW.X) = %{[MX, VY + 3ei(1 4+ ) (X, V) + 2(e; — h)(X, V)| LW
f(lx, LiW)(s; — BV — (1 + eih) LipL; X} (3.7)
=¥ %[(7&- + )X, VLW + (X, LiW)(g; — h)V — (1 + ;h) LipL; X].

@
Il
i
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A equagao (3.7) é a equagao de Codazzi nos planos que contém o vetor W. Agora,

podemos tomar X = V| e obter

o
o | O

= L[(Te; + h)(1 — h?) LW

1

(1

pois L,V = (I +&,f)V = (1 —g;h)V.

)

i

+

eih)((1 —eih)*oV — (e; — h)(1 — K*)W)),

Logo,
LipL,V. = (1 —g;h)LipV = (1 —&;h)(pV + e, fpV)
= (L=eh)(@V +e(efV = (V.V)W = (V.W)V))
= (1 —gh)(V — gihpV — & |V|*W)
= (1 —&h)*V — (&, — W)|[V]PW (3.8)
= (1 —¢gh)*pV — (g, — h)(1 — KW (3.9)

(ViLW) = (VW +¢efW) =&V, fW) = e;h(V, W) — ei(V, V) = 0.

Fazendo as contas:

(1+ah)(1—ch)? = (1—h2)(1—eh)

obtemos
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Gi
2
(1 —gih)pV +¢e;(1 — hZ)W]

(1= 2)[(Te; + 1) (1 + &)W — ipV)

Mw

dVA(W7 V) =

s
Il
-

(1= 1)[((Tei + B)(1 + &:h) + (1 — B2)) W

o | D

—((Te; + h)ei + (1 — g;h)) V]

M LM ]

-
Il
—

(1 — h?)[8(e; + W)W — 8pV]

o | D

Logo,

(Vv AW = (VwA)V = deAW,V) = 4dei(1—12)[(s + )W — oV].

i=1

Suponha que VA = 0, entao, sendo |V|? =1 — h? # 0, obtemos
2
> il + )W = @V] =0. (3.10)
=1

Sendo {W,V, ¢V} um conjunto ortogonal, obtemos
2
> cilei+h) =0 (3.11)
i=1

2
d a=0 (3.12)
i=1

De (3.12), obtemos ¢; + ¢o = 0 = ¢y = —c;. De (3.11]),

Cl(l+h)+02(—1+h):0:>01(1+h)—01(—1+h):O:>201:O:>01:0,

voltando para (3.12)), obtemos
€1 = C = 07

contradi¢ao. Logo, VA = 0 nao pode acontecer. [

A seguir, caracterizamos hipersuperficies totalmente umbilicas no produto de formas
espaciais complexas. Antes, trazemos um lema indispensavel para a demonstragao dos

teoremas.

26



Lema 3.3. Seja M uma hipersuperficie real totalmente umbilica de M = CQ, x CQ,.
Entao,

VH =4 (Zc 5l+h> (3.13)

=1

Demonstracao. Note que sendo M?"~! uma hipersuperficie real de M%, onde 2n é a
dimensdo real de M, e v o vetor normal de M em M, tomamos a base considerada no
Lema da forma {W,e;, pe; };‘;11 para M sendo {v, W, e;, @ej};?;ll uma base para M.

Da equacgao de Codazzi, sendo A = A\, temos que

dvA(W,ej) = (VAW = (ViwA)e; = (e, )W — (WA)e;

(3.14)
dg AW, pe;) = (Vye, AW = (VwA)pe; = (0e; )W — (WA)ge;.
Comparando com as equagoes do lema [2.5] obtemos as seguintes equagoes:
2
e = Y dei(ei+h) (Viey) (3.15)
i=1
2 .
(WX = Y ST +eh) (e, V) (Viper) + (1= eih) (e, V) (Vi ex)
i=1
—(1 + €Zh) <LZ'QOLi6j, €k>] (316)
0 = (dVA(W e;), per)
(e )\ = Z 4ei(e; 4 h) (V, pe;) (3.17)
=1
0 = (dvA(W,pe)), ex)
2
&
(W) = 5 [T (THeih) {pe;, V) {Vier) — (1 —eih) {ej, V)V, wex)
i=1
+(1 +&h) (pLipLipe;, ex)]. (3.18)

Haja visto que os operadores varphi e Li sao anti simétrico e simétrico, respectiva-

mente, segue que:

(LipLiej, e5) = —(LipLiej,e;) = (LipLiej,e;) =0

(eLipLipej,e;) = —(pLipLiype;,e;) = (pLipLipe;, e;) = 0.
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Logo, tomando k = j nas identidades (3.16)) e (3.18]), obtemos:

Nl
o | D

Wi = (74 2ih) (e, V) (Viges) + (1 — k) (pe;, V) (Viey)
=1
2
C;
wx = Y S (= (THeih) (pe;, V) {Viej) — (1 —eih) (e, V) (Vi pej) -
i=1
(3.19)
Somando as equagoes, obtém-se
20WA) =0=WA=0. (3.20)
Note que
2 2 n—1
(Z 4ci(e; + h)) Vo= <Z Ac;(e; + h)) D ((Viej) e + (Viej) e + (VW) W)
i=1 i=1 j=1

Sabendo que (V, W) = 0 e utilizando as equagoes (3.15)) e (3.17), obtemos

<Z 4e;(e; + h)) V= i((ej)\)ej + (pejN)pe;) = VA, (3.21)

pois WA = 0.

Como M é uma hipersuperficie totalmente umbilica, temos que A = H, dai

2
VH = (Z de;(g; + h)) V,
i=1
]

Teorema 3.4. Seja M uma hipersuperficie real orientada totalmente umbilica de M =
CQ, x CQ, tendo uma estrutura local quase produto. Entao, M ¢é totalmente geodésica

ou uma hiperesfera extrinseca.

Demonstragao. Seja M uma hipersuperficie totalmente umbilica de CQ,; x CQ,. Desde
que M tem uma estrutura local quase produto, temos V' = 0 (ver pagina 17), dai, pelo
Lema [3.3] segue que VH = 0, logo temos que H é constante. Assim, se H é constante
igual a 0, temos que M uma hipersuperficie totalmente geodésica, se é constante diferente

de 0, temos que M é uma esfera extrinseca. O
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Vamos analisar o caso complementar, isto é, quando |V| # 0, ou seja, quando M nao

tem estrutura local quase produto.

Teorema 3.5. Seja M uma hipersuperficie real orientada em M = CQ, x CQ, sem
estrutura local produto (V #0) . Se M € totalmente umbilica, entio M ndo tem curvatura

média constante, ou seja, nao € totalmente geodésica nem hiperesfera extrinseca.

Demonstragao. Seja M uma hipersuperficie totalmente umbilica de CQ; x CQ,, isto é,
A = HI. Suponha que H = cte, entao VA = 0. Isso contradiz o teorema [3.2] Entao,
se M é umbilica, H nao pode ser constante. Portanto, nao pode se totalmente geodésica

nem uma esfera extrinseca. ]

Corolario 3.1. Seja M uma hipersuperficie real orientada em M = CQ, x CQ, sem
estrutura local produto (V #0). Entao, se M é CMC, entao M nao é umbilica.

Demonstracao. Esse corolario é obtido pela contrapositiva do teorema acima. O
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