UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

ERIC ALBERTO DE SOUZA SANTOS

TEORIA DE CONTROLE PARA A EQUAGCAO DE
KORTEWEG-DE VRIES EM UM DOMINIO LIMITADO

MACEIO-AL
2023



ERIC ALBERTO DE SOUZA SANTOS

TEORIA DE CONTROLE PARA A EQUACAO DE
KORTEWEG-DE VRIES EM UM DOMINIO LIMITADO

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Pés-Graduagcao em Matematica
(PPGMAT) como parte dos requisitos que sao
necessarios a obtencao do titulo de Mestre

em Matematica pela UFAL.

Orientador: Dr. Marcio Cavalcante de Melo

Macei6-AL
2023



Catalogacao na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisao de Tratamento Técnico
Bibliotecario: Marcelino de Carvalho Freitas Neto — CRB-4 - 1767

S237t Santos, Eric Alberto de Souza.
Teoria de controle para a equagdo de Korteweg-de Vries em um dominio
limitado / Eric Alberto de Souza Santos. - 2023.
87 f. 11l

Orientador: Marcio Cavalcante de Melo.

Dissertacdo (Mestrado em Matematica) — Universidade Federal de Alagoas.
Instituto de Matematica. Programa de P6s-Graduagdo em Matematica. Maceio,
2023.

Bibliografia: f. 87.

1. Controlabilidade. 2. Korteweg-de Vries, Equagdo de. 3. Unicidade de
Hilbert, Principio da. I. Titulo.

CDU: 517.977.1




...dedico o labor deste trabalho aos meus pais,

irmads, amigos, e a minha inestimavel esposa.



Agradecimentos

A priori, agradeco a Deus que, em seu Filho, se tornou o grande doador de tudo

que temos, que somos, e podemos ser.

Agradeco a minha esposa - Débora Moreira - por todo apoio, cuidado, e sempiterno
amor; agradeco a minha mae, pelo duro processo de me criar; agradeco aos meus
irméos pela companhia nos sofrimentos da infancia. Agradeco ao GrACE, grupo de
Apologética da UFAL, que foi para mim uma rocha sélida em muitos momentos de
abalos. Destaco agradecimentos aos maus amigos cinéfilos do grupo Rocky, com

duras e valiosas licdes, como diz na frase:

‘Nao importa o quanto vocé bate, mas sim o quanto aguenta apanhar e continuar.

O quanto pode suportar e seguir em frente. E assim que se ganha.’ -Rocky Balboa

Agradeco demasiadamente ao professor Marcio Cavalcante pela compreensao que
me acolheu em todo 0 meu processo de mestrado e por me livrar da triste ambivaléncia
entre potencial e incompeténcia. Agradeco ao Instituto de Matematica pelas oportu-
nidades, ao corpo docente (em espacial aos professores Davi Lima e Isnaldo Isaac)
e discente pela forca e companheirismo. Agradeco a Ana por ir além do seu oficio,
por todas as vezes que me lembrava de prazos e que me ajudou a continuar. Agra-
deco a minha banca de mestrado, aos professores Renan Medrado e Victor Hugo, por

tecerem comentarios e correcdes relevantes para a melhoria deste trabalho.

A posteriori, agradeco aos personagens que participaram da minha histéria, na
UFAL e na vida, até que nem sei mencionar, mas que, direta e indiretamente, teceram

parte de mim e, indiretamente, deste trabalho.



r 1

"Os dois guerreiros mais
| poderosos sdo a paciéncia

L e o tempo. |

T Guerra & Paz
- Leon Tolstéi



RESUMO

Esta dissertacdo aborda o estudo de controle para a equagdo do transporte, a
equacao linearizada de Korteweg-de Vries e a equagao nao linear de Korteweg-de
Vries em dominios limitados. O objetivo do trabalho € provar a controlabilidade destes

sistemas através do Principio da Unicidade de Hilbert.

Palavras-chave: Controlabilidade; Equacao de KdV, Principio da Unicidade de Hilbert.



ABSTRACT

This dissertation addresses the study of control for the transport equation, the line-
arized Korteweg-de Vries equation, and the nonlinear Korteweg-de Vries equation in
bounded domains. The aim of this work is to prove the controllability of these systems

through the Hilbert’s Uniqueness Principle.

Keywords: Controlability, Equation KdV, Hilbert Uniqueness Principle (HUP).
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Introducao

Um sistema de controle € um sistema dinamico, no qual se pode atuar usando
controles. Existem muitos problemas que aparecem quando se estuda um sistema de
controle. Um dos problemas mais comuns é o problema de controlabilidade que, em
uma linguagem informal, pode ser ser tomado como modelo a seguinte situacgao:

Dado dois estados, um inicial e um outro final, sera que é possivel mover o sistema
de controle do estado inicial para o estado final?

Para contextualizar esse tipo de modelo matematico, pode-se pensar no problema
de aquecer ou resfriar um quarto de uma temperatura inicial até uma temperatura
adequada, ou no enchimento e/ou esvaziamento de um reservatério de agua até que
atinja um nivel adequado.

Nesta dissertacdo, estudamos este tipo de problema para a equagéo linear do
transporte e para a equagao linearizada e nao-linearizada de Korteweg-de Vries que

modela pulso de ondas de pequena amplitude passando em um canal estreito.



Objetivos do trabalho

* No Capitulo 1, fazemos um estudo de preliminares como uma forma de relem-
brar, e aprimorar, conhecimentos necessarios para a elaboragcao desta disserta-

céo.

» No Capitulo 2, a cargo de familiarizar o leitor com as técnicas usuais em teoria
de controle, vamos tratar de um modelo linear mais simples, a saber, a equacgao
linear do transporte. Serdo tratadas questdes de boa colocagao e controlabili-
dade exata para o sistema. Serdo ainda apresentadas diferentes provas para os

resultados principais deste capitulo utilizando o Método da Unicidade de Hilbert.

* No Capitulo 3, obteremos os principais resultados da dissertacdo, a saber, o
resultado de controlabilidade que é desenvolvido por Lionel Rosier - vide [1] e
[9]. A técnica consiste em provar uma desigualdade de observabilidade para o
sistema adjunto, a qual sera provada quando o comprimento do intervalo estiver

fora de um conjunto, chamado de numeros criticos.

» No Capitulo 4, iremos provar outro resultado classico, de Lionel Rosier encon-
trado em [9], referente a controlabilidade local da equacéo néo linear de KdV.
Vamos usar o método usual do ponto fixo, ou ponto de equilibrio, e sera pre-
ciso assumir que os estados inicial e final serdo suficientemente pequenos para

conseguir o controle.

Xi



Capitulo 1

Preliminares

No decorrer deste texto, presume-se o conhecimento de conceitos elementares
sobre Espacos Vetoriais, Corpo Algébrico, Calculo, Andlise, Teoria da Medida, Analise
Funcional e EDP, que sao abordados pontualmente neste capitulo preliminar e usados
como passo-a-passo até chegar ao tema central, que é estudar a controlabilidade em
alguns sistemas de controle.

Na Secao 1.1, vamos introduzir a no¢ao de espacos vetoriais com produto interno
visando, assim, definir espacos de Hilbert e suas consequentes aplicagcdes em opera-
dores e em espacos de funcdes.

Na Secao 1.2, iremos dar a definicdo de medida, bem como de fungbes mensura-
veis e integraveis a Lebesgue a fim de estruturar o espaco L? tendo como meta alguns
resultados importantes, como teorema da convergéncia monétona e da convergéncia
dominada que serao usados com certa frequéncia ao longo do texto.

Na Secao 1.3, vamos generalizar a propriedade de Lipschitz para funcdes definidas
em abertos de R" e buscar mais regularidade construindo o espago de Holder.

Nas secbes 1.4 e 1.5, vamos tratar dos espacgos de fungbes regulares e definir
derivadas fracas.

Na Secao 1.6, definiremos os espacos de Sobolev e caracteriza-los a partir da
nogao de derivada fraca.

Na secao 1.7, vamos expressar 0 espaco dual de espagos de Sobolev que sao
também espacos de Hilbert.

Na Secédo 1.8, iremos usar técnicas de Semigrupo e o Principio da Unicidade de

Hilbert para garantir a existéncia e unicidade de solu¢do de sistemas lineares.
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1.1 Espacos de Hilbert

Os espacos de Hilbert sdo espacgos vetoriais, generalizam os espagos euclidianos
e néo se restringem a uma dimensao finita. Esses espacos sdo bons ambientes para
vetores por possuirem uma norma induzida pelo produto interno ja definido, o que
possibilita atribuir as no¢des de angulos e distancia entre vetores. Também tém uma
estrutura de espaco métrico completo, em que toda seqlencia de Cauchy é conver-
gente e converge para algum ponto do espaco. Ao definir operadores entre espacos
de Hilbert, iremos desenvolver alguns resultados importantes, como o da representa-
cao de Riesz e de operadores limitados, ilimitados e adjuntos.

Vamos comecar pressupondo que ja é conhecida a nogao usual de espaco vetorial
X sobre um corpo K, de subespaco vetorial de X, bem como suas propriedades.

A definicdo a seguir mostra que existem espacos vetoriais munidos com um pro-

duto definido entre seus elementos.

Definicao 1.1. (PRODUTO INTERNO) Seja X um espacgo vetorial sobre o corpo com-
plexo C. Dizemos que um produto interno em X é uma aplicacdo (.,.) : X x X — C

tal que

i.) (u,v) = (v,u),Vu,v € X,

ii.) A aplicagdo u — (u,v) € linear para cada u € X
ii.) (u,u) > 0,Vu € X;
iv.) (u,u) =0<=u=0.

Definicao 1.2. (NORMA) Seja X um espaco vetorial. Uma fungéo ||.| : X — [0,00) é

dita uma norma sobre um corpo K, real ou complexo, se satisfaz
i) |lz]| =0 <=z = 0;
i) [[Az| = |Al||lz]], V2 € X e VAER;

iii) |z +y| < |z + llyll, Yx,y € X. (desigualdade triangular)

Ao par (X, ||.||) chamamos espaco vetorial normado.
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Afirmacao 1.1. Se X é um espacgo vetorial munido com produto interno (-, -), a norma

pode ser induzida por esse produto interno ja definido em X, basta fazer ||z| :=

V (@, ).
Com efeito. Verificamos facilmente os itens da Definigdo 1.2 da seguinte maneira.

« i) Se ||z|| = /(x,x) = 0, entdo (z,z) = 0. Pelo item (iv) da Definicdo (1.1),
implica que x = 0. Se, porém, for x = 0 entdo pelo item (iv) da Definicdo 1.1

temos que 0 = (z,z) = ||z||* = ||z|| = 0.

 ii) Dados x € X e A\ € C arbitrarios e X sendo espaco vetorial, asseguramos

que Az € X, entdo aplicando a norma neste vetor e considerando que A\ = |\[?,
resulta | \z|| = /(Az, Az) = /A2, \r) = \/A(Az, 2) = \/ A\ (2, 2) = |A|[|7].

« 111) Dados z,y € X, entdo |z + y||* = (z + y,x + y) = (z,2) + 2(z,y) + (z,y) =

l]* +2(z, ) + Iy lI* < l=[* + 21zl + lyI* = (l=]* + lly]})*. A prova segue da
desigualdade de Cauchy-Schwarz. [(w,y) < ||x|||\y||}

Se X é um espaco com produto interno, vale a identidade do paralelogramo.
4+ ylI” + [l — ylI* = 2(]|=* + [ly]1*)-

Definicao 1.3. (SEQUENCIA) Seja X um espacgo vetorial normado X. Dizemos que
uma sequéncia em X € uma aplicagdo x : N — X. O valor que a sequéncia assume
no numero n € N, denotado por x,,, € chamado de n-ésimo termo da sequéncia.

O conjunto de todos os valores da sequéncia é descrito por
z(N) :={z;n e N} ={z,}°2,.

Definicao 1.4. (SUBSEQUENCIA) Dizemos que uma subsequéncia de (x,,) € uma res-
tricdo da aplicagdo n — x,, a um subconjunto infinito N’ = {n; <mns < ... <ny < ..} C

N. Denotamos uma subsequéncia por (x.,, )ren OU @inda por (x,, )i ;-

Definicao 1.5. (CONVERGENCIA) Seja X um espacgo vetorial normado. Uma sequén-

cia {x;};2, C X converge para certo x € X, e escrevemos x;, —» x, quando

lim ||zx — x| = 0.
k—o0
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Podemos reescrever a convergéncia na linguagem de sequéncia do seguinte modo:

Ve > 0, existeny € N tal que
Tp —» T <

n>nyg = |z, —z| <0.

Quando nio existe lim x, em X, dizemos que a sequéncia é divergente.

n—aoo

Observacao 1.1. (UNICIDADE DO LIMITE) O limite obtido na convergéncia para x € X
€ unico, pois se x1,z, € X e a sequéncia {x;}7>, C X s&o tais que z, — x;, €

também x;, — x4, entdo para todo k € N temos que
|1 — zaf| = ||x1 — 2k — 22 + k|| < ||k — 21| + ||2k — 22| — 0, quando k — oc.
Isto implica que ||z, — x| = 0, e pelo item (i) da Definigdo 1.2, resulta que
|21 — 23] =0 = 21 = 2. (unicidade)

Proposicao 1.1. (LIMITE DE SUBSEQUENCIAS DE SEQUENCIA CONVERGENTE) Seja

X um espaco vetorial normado. Se (z,,)°, € uma sequéncia tal que

lim z, =a€ X,
n—-—ao0

entéo toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Demonstragdo. Dado qualquer ¢ > 0, existe no € N talque n > ng = ||z, — q|| < e.
Seja N’ = {n; < ns < ... <y < ...} um subconjunto infinito de N. Entao existe ky € N
de modo que ny, > ny. Logo,
k>ky = ng>ng, = ||z, —a| <e
Portanto, lim z,, = lim z, = a. O
k—> o0 n—>oo
Um ponto a € X é chamado de ponto de aderéncia de uma sequéncia (z,,) quando

a € limite de alguma subsequéncia de (z,,).

Definicao 1.6. (COMPLETUDE) A fim de assegurar que toda sequéncia convergente
em X possa convergir para pontos de X, definiremos a completude do espaco vetorial
X.

i) (SEQUENCIA DE CAUCHY) Uma sequéncia {x;}>, C X é dita sequéncia de

Cauchy quando, para cada ¢ > 0, existe N > 0 tal que
|z — x| <€, Vk,I> N.

15



i1) (EsPACO COMPLETO) O espago vetorial X é completo quando cada sequéncia

de Cauchy de vetores de X converge em X, ou seja,

se {zx}ro, C X éde Cauchy, entdo Ja € X tal que x;, — a. (1.1)

iii) (ESPAGO DE BANACH) Um espaco X é de Banach quando é um espacgo vetorial,

normado e completo.

Definicao 1.7. (NORMAS EQUIVALENTES) Seja X um espago normado. Dizemos que
duas normas || - ||; €| - || sdo equivalentes se existem constantes C; > 0 e Cy > 0 tais
que

Cillzlh < llzflz < Collzflr, Vo€ X. (1.2)

Decorre da equivaléncia entre normas os seguintes fatos:

* Normas equivalentes implicam em métricas equivalentes, que implicam em to-

pologias equivalentes, onde a métrica pode ser tomada como

d(l’,y) = HfE - yH7 \V/CL',y € X.

» Normas equivalentes implicam em mesmas sequéncias de Cauchy.

Definicao 1.8. (ESPACO SEPARAVEL) Seja X um espago vetorial normado. Dizemos

que X é separavel se contém um subconjunto que seja denso enumeravel.

Definicao 1.9. (ESPACO DE HILBERT) Seja ‘H um espaco vetorial sobre um corpo K,
real ou complexo, munido com um produto interno (.,.) : H x H — K. Dizemos que
‘H € um espaco de Hilbert se for completo com respeito a norma induzida pelo produto

interno.
Os seguintes resultados podem ser consultados em [3].

Definicao 1.10. (COMPLEMENTO ORTOGONAL) Seja X um espago vetorial munido
com produto interno e V. C X um subespaco. O complemento ortogonal de V em X é
0 conjunto

Vi ={ue X;{u,v)=0,Yv eV}

16



Observacao 1.2. E vélido que V' é um subespago vetorial de X, e que VN V+ = {0}.
Além disso, se dimX < oo, entdo temos uma decomposicdo direta X =V @ V+;
porém, esta identidade ndo se generaliza em espacgo de dimensé&o infinita. Valendo

em espacgos de Hilbert quando V' for um subespacgo fechado de X .

Proposicao 1.2. Seja X um espaco vetorial com produto interno, e V. C X um subes-

paco. Entdo V+ é um subespaco vetorial fechado de X .

Proposicao 1.3. Seja X um espaco vetorial com produto interno, e U C V C X dois
subespagos. Entao V+ c Ut. Alémdisso, (V)t =V+ eV = (V1)L (ondeV é o fecho

do subespaco V).
Vamos agora definir operadores entre espacos Hilbert.

Definicao 1.11. (OPERADOR LINEAR) Sejam X e Y dois espacos de Hilbert. Uma
aplicagdo A : X — Y é uma regra que a cada v € X, associa um unico elemento
y = A(u) € Y. Dizemos que a aplicagdo A é um operador linear se, para todos u,v € X
e\ ueR, vale

A(Au+ pv) = MAu + pAv. (1.3)

Se a aplicacdo A : X — Y for linear entao destacam-se os sequintes fatos.

(1) Denotamos o dominio do operador A por D(A). (Nesse caso temos que D(A) =

X, mas havera casos em que D(A) C X é um subespago denso em X.)
(i7) Denotamos a imagem do operador A por Im(A) = AX = {Ax,Vx € D(A)}.

Afirmacao 1.2. O conjunto imagem Zm(A) é um espacgo vetorial.

Com efeito. Se y,,yo € Im(A) e A\, u € C entdo existem x,,z, € D(A) tais que

y1 = Az e ys = Axs. LOQo, (Ax1 + pxs) € D(A) €

A(Axy + pag) = A(Axy) + A(pxe) = MNA(z1) + pA(z2) = Ayy + py2 € Im(A)

(737) O nucleo do operador linear A é o conjunto N(A) = {z € X; Az = 0}.

Afirmacao 1.3. O nucleo N(A) do operador A : X — Y é um espago vetorial.

17



Com efeito. Se x,,2, € N(A), entdo A(z,) = A(xe) = 0. Dados \,u € C

arbitrarios, segue que
A(Axy + pag) = A(Azy) + A(pas) = MNA(z1) + pA(z2) = 0.

Portando devemos ter Az, + pxzy € N(A).

Definicao 1.12. (OPERADOR LIMITADO) Seja A : D(A) C X — Y um operador linear
entre dois espacos vetoriais normados X e Y. Entao A é limitado se existe C > 0 tal
que

| Azlly < Cllz|lx, vz € D(A).

Definicao 1.13. O conjunto dos operadores limitados com dominio em X e imagem

emY é denotado por

L(X,Y):={A:DA) c X —Y| A élimitado}.

Proposicao 1.4. O conjunto L(X,Y’) é um espaco vetorial.

Demonstragdo. Com efeito. Sejam A, B € L(X,Y) e a,f € R. Paratodo z € D(A) C

X temos que
(A + B)(x) = (aA)(z) + (BB)(x) = a.A(z) + B.B(z). (1.4)

Além disso, como A, B € L(X,Y), entdo paratodo = € D(A) C X existem C; > 0 e
Cy > 0 tais que

[Az]ly < Cillzllx e [[Bzlly < Cyfl]x.

Logo, Vx € D(A) C X vale
(@A +6B)(z)|| = la-A(z) + 8.B(z)|| < [l A(z)[| + [|8.B(x)|| = |al[[Al2)]| + B B()]],

donde [[(aA + BB)(z)|| < [a|Cilz|x + |8]Callz]x = (la|Cy + [B]C2)x] x.
Fazendo C = |a|C; + |8]|Ca, temos que [[(aA + B)(z)|| < C||z||,Vz € D(A) C X.
Portanto, «A + B € L(X,Y) e provamos a Proposigao. O

18



Definicao 1.14. (NORMA DE OPERADOR) Sejam X eY dois espagos vetoriais norma-
dos e A: X — Y um operador linear limitado. A norma de A é definida por
|A[| := sup {||Au|} < occ. (1.5)
lull<1
Dizemos que o par (£(X,Y);| - ||) formado pelo espago vetorial £(X,Y) munido

com a norma (1.5) é um espagco vetorial normado. Se X =Y, escreveremos L(X).

Teorema 1.1. Sejam X, Y dois espagos normados. Um operador linear A : X — Y

é continuo se, e somente se, é limitado.

Demonstragcdo. Suponha que o operador linear A : X — Y seja limitado. Entao,

dado u € X, existe C' > 0 tal que
[Au — Auglly = [A(u — uo)lly < [[Allcxillu —wollx < Cllu —uollx, Vu e X.
Para todo ¢ > 0, basta tomar § = & e u € X com [ju — || < é, que obtemos
|Au — Auglly < Cllu — uo||lx < e.

Visto que uq € X foi escolhido inicialmente arbitrario, segue que o operador A é conti-
nuo.
Agora, suponha que A é continuo. Como A(0) = A(u — u) = Au — Au = 0, fazendo

ug = 0 € e = 1, pela continuidade do operador A existe 0 > 0 tal que
|A(u)|ly <1, sempre que |lu|lx < d.

Entdo dado u € X arbitrario, seja z = 52%—. Logo, ||z||x = § < 4. Portanto,

2Mullx
5
2||ullx

Ay = [A(w) [y < 1.

Dai, para todo u € X temos que ||A(u)|| < 2||ulx, e provamos que o operador A é

limitado. 0

Definicao 1.15. (IMERSAO CONTINUA) Sejam X e Y dois espacos vetoriais com X C
Y. Dizemos X esta imerso continuamente em Y, e escrevemos X — Y, se existir
C > 0 tal que

z]ly < Cllz|x, Ve € X.

Dizer que a imersdo X — Y é continua significa que a aplicagao incluséo i(z) = =,z €

X é continua.
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Afirmacao 1.4. O nucleo N(A) do operador limitado A : X — Y €& um conjunto

fechado.

Demonstragdo. Com efeito. Seja x € N(A), entdo existe uma sequéncia de vetores
{zx}32, € N(A) tal que =, — z, quando k£ — oo. Como para todo k € N temos
z, € N(A), entéo

A(zy) = 0,Vk € N.

Pela continuidade de A, resulta que

A(z) = A( lim x;) = lim A(zg) =0. = z € N(A).

k—o0 k—o00

O

Definicao 1.16. (OPERADOR FECHADO) Seja A : X — Y um operador linear. Dada

uma sequéncia {x;};2, C X arbitraria, dizemos que A é fechado se,
sempre que tiver v, — u € Au,, — v, implicaem Au = v. (1.6)
Teorema 1.2. Seja A: X — Y um operador linear. Se A é fechado, ento é limitado.

Demonstrag&o. A prova pode ser consultada em [3]. O

1.1.1 Representacao de Riesz

Definicao 1.17. Consideramos aqui operadores lineares limitados com contradominio
R.

* i) (FUNCIONAL LINEAR) Um operador linear limitado u* : X — R é dito um

funcional linear limitado em X.

* i) (ESPACO DUAL) A colegao de todos os funcionais lineares em X € o espacgo

dual de X, e denotamos por X*.

Teorema 1.3. (REPRESENTAGAO DE RIESZ) Seja H um espaco de Hilbert. Todo funci-
onal linear limitado f : H — R pode ser representado em termos do produto interno,

a saber
fx) = (x,2) (1.7)
onde = depende do funcional f, é unicamente determinada por este, e tem norma

dada por
1203 == Ilf 2o (1.8)
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Demonstracdo. Vamos dividir a prova em trés passos.
Passo 1. (Representacao). Queremos representar f como esta em (1.7).

Se f =0, entdo (1.7) e (1.8) sao satisfeitos trivialmente, basta considerar z = 0 €
H.

Seja f # 0. Devemos buscar quais sao as propriedades do vetor fixo z, dependente
do funcional f, de modo que a representagéo de Riesz exista.

Primeiramente precisamos ter z # 0, de outra forma seria f = 0. Em seguida,
podemos considerar o conjunto {z € H; (z,z) =0, desde que f(x) = 0}, ou seja, 0
conjunto dos vetores = que estdo no nucleo N(f) do funcional f e que séo ortogonais
ao vetor z.

Note que devemos ter z fora do nucleo N(f), pois se fosse z € N(f) entdo teriamos

0=f(2)=(2,2) = ||z,

e item (¢) da Definicdo 1.2 implicaria em z = 0. Entretanto, = = 0 acarreta em f = 0.
Portanto, isto confirma que se deve ter = 1. N(f), ou melhor, z € N(f)*.

Pela Afirmagéo (1.3), o nacleo N(f) é um espago vetorial. Além disso, pela Afir-
magéao (1.4) o nucleo N(f) é também um conjunto fechado.

Note que H = N(f) U N(f)*. Dai, se f # 0 entdo N(f) # H e N(f)* # {0}. Logo,
0 espago N(f)* contém algum z, # 0.

De forma estratégica seja v = f(x)zo — f(20)r € H, donde = € H é escolhido

arbitrario. Se aplicarmos o funcional f no ponto v, obtemos de sua linearidade que

f) = f(f(@)z0 — f(z0)x) = f(2)f(20) — f(20)f(z) = 0.

Logo, temos que v € N(f). Como zy L N(f), entdo

0= (v,20) = (f(x)z0 — f(20)7, 20) = f(x)(20, 20) — f(20)(7, 20). (1.9)

Como z, # 0, o item (iv) da Definigdo 1.1 garante que (2o, z0) = ||20]|* > 0. Assim,
através de (1.12), o funcional f se escreve como

(=)

(20, 20) (x, 20).

flx) =

Portanto, o funcional f se escreve na forma da representacdo de Riesz em (1.7) ao

fazer
f(Zo)

o200 € H, paraalgum z, € (N(f)* — {0}).

z =
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Passo 2. (Unicidade) Para definir a expressao de um funcional em termos do produto
interno € preciso se certificar que a sua representacdo € unica, ou seja, que z € H

escolhido em (1.7) é Unico. Sendo assim, suponha que z;, z; € H sao tais que
f(x) = (z,21) = (z,22),Vr € H.

Entdo, Vo € H, tém-se (z,2) = (z,20) = (z,21) — (2,22) = 0= (2,21 — 29) = 0.

Em particular, podemos tomar = = z; — 25, € assim
0= (z,21 —22) = (21 — 20,21 — 22) = |21 — ngz,

0 que implica que z; — 2o = 0, i.e., z; = 2. (Unicidade da representagéo de f).
Passo 3. (Norma do Operador) Se f = 0, basta tomar = = 0 que (1.7) e (1.8) sé@o
satisfeitas trivialmente.

Seja f # 0, entdo z # 0. O funcional na representacao (1.7) dado por f(x) = (z, z).

Do fato do funcional ser um operador limitado, fazendo = = z, decorre que

I1211* = (2. 2) = f(2) < I£][]1=]]
Como ||z[| # 0, fica |z[| < || f].
Por outro lado, usando a desigualdade de Cauchy Schwarz na representacao de f
fica
[f (@) = [(z, 2)] < [|]|]|=]]
Portanto, temos que

IF1l = sup |(z,2)] < =]
Jall=1

E concluimos que ||z|| = || f]]- O
Definicao 1.18. (ADJUNTO) Seja H um espacgo de Hilbert. Se A : H — H € um
operador linear limitado, entdo o adjunto de A é um operador A* : H — H que
satisfaz

(Az,y) = (z, A%y),Ya,y € H.

A seguir, vamos apresentar a definicdo de conjunto pré-compacto, também cha-
mado de totalmente limitado, que sera usada no préximo teorema sobre conjuntos

relativamente compactos e aplicado no controle da equacédo KdV mais adiante.

Definicao 1.19. (CONJUNTO PRE-COMPACTO) Um conjunto K em um espaco topo-
Iégico é dito pré-compacto, ou relativamente compacto, se seu fecho é um conjunto

compacto.

22



1.1.2 Operadores llimitados

Nesta secdo, abordaremos a teoria de operadores nao limitados, que sao aqueles
gue nao satisfazem a condicao (1.12).

Seja A o operador linear definido por
A:D(A)CH—H
xr— Ax,
onde, nesta sec¢ado, D(A) € um subespago de H densamente definido, i.e.,
D(A) é denso em H.

Defini¢cao 1.20 (OPERADOR DENSAMENTE DEFINIDO). Sgja A : D(A) C H — H um

operador linear. O seu adjunto é o operador linear A* definido por
A* DAY CH—H
r— A'z,
onde é necessario que,
(1) O dominio D(A*) é o conjunto de todos os y € H tais que a aplicagéo linear
D(A)cH—C

x+— (Az,y), Vo € D(A),

seja continua. Nesse caso, € suficiente que a aplicagdo seja Lipschitziana, i.e.,

existe C' > 0 dependendo de y tal que

|(Az,y)| < C||z||, Yz € D(A"). (1.10)

(i1) Paratodoy € D(A*), A*y é o unico elemento de H tal que

(Az,y) = (z, A%y),Vz € D(A). (1.11)

Agora, vamos introduzir uma desigualdade classica de Andlise Funcional que é
de suma importancia no estudo de controlabilidade e sera abordada nos préximos

capitulos.
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Proposicao 1.5. Sejam H, e H, dois espacos de Hilbert, e ¥ : Hi — H, uma

aplicacéao linear continua. Entdo F é sobrejetiva se, e somente se, existe ¢ > 0 tal que
|7 ()| rry = cllzallmr,, Vo € Ha. (1.12)

Além disso, se a desigualdade é valida para algum ¢ > 0, entao existe uma aplicacao

linear continua G : H, — H, tal que
1
F(G(x2)) = wo,Vw0 € Hy, € ||G(22)||H, < E||372HH27V332 € H,.
Demonstracdo. Consultar [10]; Teorema 1.15, pagina 97. ]

Defini¢ao 1.21. Um operador linear A : D(A) C ‘H — H é simétrico se, e somente
se,
(Au,v) = (u, Av), (1.13)

para todo u,v € D(A).
Pode-se provar que, se vale (1.13) para todo u,v € H, entdo A é limitado, e portanto,

por (1.1), é continuo.

Proposicao 1.6. Seja A : D(A) C H — H um operador linear densamente definido.
Entdo, A é simétrico se, e somente se A C A*, ou seja, A* é uma extensdo do operador
A.

Demonstragdo. Suponhamos que A* é uma extensao de A, donde A C A*.

Se &,ne D(A), entdo £ € D(A*). Logo, temos que

(A&,m) = (&, A™n) = (&, An),

ou seja, o operador A é simétrico.

Por outro lado, se A é simétrico, entdo para cada n € D(A), temos que

(A&,m) = (£, An), V€ € D(A),

logo, n € D(A*) e A*n = An.
Portanto, dizer que A = A* é equivalente a dizer que o operador A é simétrico e
vale D(A) = D(Ax). O

Definicao 1.22. Dizemos que o operador linear densamente definido A : D(A) C
‘H — H é um operador linear fechado se seu gréafico (i.e., o conjunto {(x, Ax),x €
D(A)} € H x H) é um subespaco fechado de H x H.
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1.2 Teoria da Medida

Nesta secdo vamos apresentar algumas definicdes e resultados classicos em Te-

oria da Medida. O leitor interessado nas demonstracdes pode consultar Folland em
[2].

Definicdo 1.23. (c-ALGEBRA) Dizemos que uma colecdo M de subconjuntos de R™

€ uma o-algebra se
i) 0,R e M;
i1) Se A e M, entdo (R" — A) € M,
iii) Se {Ar}2, C M, entdo (;ﬁAk) eMe (;—lek> e M.

Teorema 1.4. (MEDIDA DE LEBESGUE) Existe uma o-algebra M de subconjuntos de
R™ e uma fungio
l.| : M — [0, 00)

com as seguintes propriedades.

i) Todo subconjunto aberto de R"™, e entdo todo subconjunto fechado de R", per-

tence a M,

i1) Se B é uma bola qualquer em R", entdo |B| é o volume n-dimensional de B;

i) Se {Ar}2, C M é uma sequéncia de subconjuntos mutuamente disjunto, entdo
U] =21l
k=1 k=1

iv) SeAC BondeBe Me|B|=0,entdloAc MeA=0.

Os conjuntos em M sdo chamados conjuntos de Lebesgue mensuraveis e p = |.|
€ a medida de Lebesgue n-dimensional. A terna (X; M; 1) € chamado de espaco de

medida.
Observacao 1.3. Do item (i) no Teorema 1.4, deduzimos que
* [0 =0;

U Ak’ < Z|Ak|, para toda colegdo { A, }32., de subconjuntos mensuraveis.
k=1 k=1
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Se alguma propriedade é valida em todo ponto de R™, exceto para um conjunto de
Lebesgue de medida nula, dizemos que a propriedade é valida em quase todo ponto,

e abreviamos com 7 q.t.p.”.

Definicao 1.24. (FUNGAO MENSURAVEL) Segja f : R™ — R. Dizemos que a fungao f

€ mensuravel, ou M-mensuravel, quando
fHU) eM,
para cada subconjunto aberto U C R.

Proposicao 1.7. Se (X, M;u) € um espago de medida e f : X — R, entdo as

seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
i) f & M-mensuravel.
it) f((a,+o0)) € M para todo a € R.
i11) f([a,+00) € M para todo a € R.
iv) f((—o0,a)) € M paratodoa € R.
v) f((—o0,al) € M para todo a € R.
Os seguintes fatos sdo bem conhecidos a respeito de fun¢cdes mensuraveis:
» Se f é continua, entdo f € mensuravel.
* A soma e o produto de duas fungées mensuraveis sao também mensuraveis.

» Se {fx}2, C M é uma sequéncia de fungdes mensuraveis, entdo sdo mensura-
veis:
g1(z) =sup fi(z),  go() = limsup fi(x),
k k— o0

g3(z) = i%f fr(z) e q(z) = lliiriglof fr(z).

Para verificar este ultimo fato, basta ver que

g7 ((a, +o0]) LJf,€ (a,+00]) e g5'((a,+)) LJf,€ (a, +00])
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De modo geral, considerando h;(x) = sup fy(z) € hj(z) = inf fu(z) entdo hjeh
k>j >J
Sa0 mensuraveis para cada j € N, logo,

go(w) = inf hy(z) € ga(w) = sup hi(z)
Por fim, se existir f(z) = klim fr(x) paratodo x € X, entdo g,(z) = f = ga(x),Vx €
X, logo f é mensuravel.
Agora, vamos abordar integrais de Lebesgue e os principais resultados de integra-
céo.

Definicao 1.25. (FUNGAO CARACTERISTICA) Seja E C X, a fungdo caracteristica X
de E é definida por

1, sex e E
Xp(z) =
0, sex ¢ E.
Definicao 1.26. (FUNGAO SIMPLES) Dizemos que uma fungéo ¢ : X — R é simples
se tiver um numero finito de valores. Sejam aj,ao, ..., a; 0S valores distintos de uma

fungédo simples ¢ e E; = {z € X| p(x) = a;}. Entdo os conjuntos E, E, ..., Ey, S&o
k

disjuntos, X = U E; e ¢ se escreve como
j+1

k
o= a;Xp,. (1.14)
j=1

Agora, definimos o0 seguinte conjunto de fun¢gdes que tomam valores ndo-negativos

a fim de usa-lo na integracao de Lebesgue.
M*(X; M) := O espago de todas as fungdes mensuraveis de X em [0, +oc].

Definicao 1.27. Seja f € M (X, M). Aintegral de f em relagao a medida 1. € definida

como o numero real estendido
/fduzsur)/ edu, (1.15)
X X
onde o supremo é tomado sobre as fungdes simples que satisfazem
0 < () < f(z), Ve X.

Se X € M, éféacil ver que fXr € M*(X, M). Podemos definir a integral de f sobre

o conjunto E em relagdo a medida . como

[Efdu:/xf.XEdu. (1.16)
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Definicao 1.28. (ESPACO DE LEBESGUE) Denotamos por L = L(X, M, i) o0 espago de

Lebesgue que consiste em todas as fungbées mensuraveis f : X — R que satisfazem

/f*du<oo e /fdu<oo, (1.17)
X X

onde, para f € M(X, M), temos que f+ e f~ sdo, respectivamente, a parte positiva e

a parte negativa de f definidas por

fH(x) = max(0, f(x)) e f~(x) = max(0, —f(x)).

Além disso, mostra-se que [, e f~ pertencem a M+ (X, M). Também temos os

seguintes resultados que justificam essa definigéo.
Cf=f
s fl=rr s

O Teorema a seguir mostra algumas propriedades que decorrem da integrabilidade

de fungdes em espacos de Lebesgue.

Teorema 1.5. Seja f,g € L(X, M, ) e c € R. Sdo validas as seguintes propriedades

acerca de integracdo a Lebesgue.

i) /chduzc/xfd,u.
it) /(f+g)duz/fdu+/gdu.

iii) Sejam E = E,|J F», onde E, e E, sdo conjuntos disjuntos em M. Entgo

[EfduszlfdM+/E2fdu-

iv) Sef<g, qtp., enta'o/ fdu < / gdyu.
X X
v) Se fe MY (X,M),entdo f =0 q.tp. <= [, fdu=0.

O préximo Teorema busca caracterizar o espaco de funcdes de Lebesgue apre-

sentado na Definigdo 1.17 como o espago L' das fungdes f tais que | f| é integravel.

Teorema 1.6. Uma fungéo f : X — R é integravel se, e somente se, |f| é integravel.

/deu’ S/X\f\du-
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Demonstragcdo. Supondo que f seja integravel, entéo/ ffdu<oco e / fdu < oo.
X X

Como |f| :f++f‘,entéo/|f|dp:/ f*d;ur/ fTdp < o0o. = |f| €integravel.
X X
Por outro lado, se |f| é integravel, devemos ter necessariamente f* e f~ integraveis.

Além disso, usando a desigualdade triangular temos

deu‘z‘/ f++f—du' < /f‘dﬂ‘
< [ A5t [ 15 = [ (8t = [ 15l

Lema 1.1. (LEMA DE FATOU) Seja {fi}32, uma sequéncia de fungbes ndo negativas

f++

]

e integraveis, entao
/ liminf fidr = hm inf frdz. (1.18)

k—o0 —00 Rn

Teorema 1.7. (CONVERGENCIA MONOTONA) Seja { fi}3>, uma sequéncia de funcdes

mensuraveis tais que

< o< <fi<fir1 <.,

entao
/ hm frdr = hm frdx. (1.19)

]Rn
Teorema 1.8. (CONVERGENCIA DOMINADA) Seja { f}72, uma sequéncia de fungées
integraveis com
lim f,=f, q.tp.
k—> o0

Suponha que que exista alguma funcéo g integravel tal que

fel <9, qtp.

Entao
frdr — fdz. (1.20)

R Rn

1.2.1 Espacos de Lebesgue L”

De forma semelhante ao espacgo L', vamos definir um espaco para o conjunto de
funcdes f tais que |f|’ tem integral finita. Vamos comegar definindo conjunto de fun-
¢coes que possuem mesmo valor em quase todo ponto (g.t.p.), inclusive na integragéo

de Lebesgue, para evitar ambiguidade na representacgao.
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Definicao 1.29. (CLASSE DE EQUIVALENCIA) Duas fungbes sdo equivalentes quando
sdo iguais q.t.p.. A classe de fungées de f, denotada por [f], é o conjunto de todas as
fungbes equivalentes a f.

Note que, em uma classe de equivaléncia [f], qualquer fungcédo equivalente a f

pode ser representante da classe. Temos entdo as seguintes propriedades.
(i) (Refleziva) [f]=1[f].
(it) (Simétrica) Se|f]=|g|, entdo [g] = [f].

(iit) (Transitiva) Se|[f] = [g] elg] = |h], entéo [f] = [h].

O caso (i) e trivial. O caso (ii) segue direto de f = g, q.t.p. Ja no caso (iii), se

f=g, gqtip.€g=nh, qtp.,,entdo f =h, q.t.p.

Definicao 1.30. (ESPAGCOS L?) SejaU C R™ um subconjunto aberto. LP(U) = L*(U, M, p),
com 1 < p < oo, é 0 conjunto de todas as classes de equivaléncia de funcées men-
suraveis f de valor real, onde |f|’ tem integral finita com respeito & medida . sobre
U.

LP(U) = {u : U — C| u é mensurével e /U|u(x)|pdx < oo}. (1.21)

Quando s&o ja conhecidas a o-algebra M e a medida ji, escrevemos L? = LP(U).
O seguinte fato faz com que o espaco de funcdes LP seja um espaco vetorial.
Afirmacao 1.5. Paratodas f,g € L? e o, € R temos que

af + Bg € LP, (Desigualdade de Minkowisk?)

ou seja, a combinacéo linear de fungbes em LP é mensuravel e tem integral no sentido

de Lebesgue finita.
A linearidade de L segue diretamente do seguinte Teorema.

Teorema 1.9. Os espacos LP sdo espacos vetoriais normados, munidos com a norma

[l oy = (/U lu(x)|Pde < oo)p. (1.22)

Demonstracdo. Seja f,g € L e « € R. Como «f e f + ¢g sdo mensuraveis, basta

provar que tém integrais a Lebesgue finitas.
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. /\afl”darz \a\p/\f]pda: < 0.

* Como |f+gl" < (If+ g < (2. max{|f],[g[})" = 2°.(max{| f],[g]})" < 2°(|f|" +
19]),
/\f + g|Pdx < 2p/(\f|p + |g|P)dx < .

Portanto, de af € L” ede f + g € LP, decorre disso que L? € um espago vetorial.
Porém, que a expressao 1.22 € uma norma, decorre da desigualdade de Minkowisk

e pode ser encontrada em [3]. O

Em particular, L?(U) é um espacgo de Hilbert complexo com produto escalar dado
por
(U, v) 2y = / u(z)v(z)dx, Yu,v € L*(U). (1.23)
U
O préximo resultado se trata de mostrar que os espagos L? sdo espacos de Ba-

nach.

Teorema 1.10. (COMPLETUDE DE L?) Sejal < p < oo. O espago LF € um espago

completo sobre a norma || - ||,

Demonstracéo. Seja (f,,) uma sequéncia de Cauchy sobre a norma || - ||,. Para que
LP seja completo, € necessario que a sequéncia ( f,,) seja convergente.

Para todo € > 0, existe N(e) > 0 tal que
mAZ N = (= Fly= [ 1o hPdz < e (1.24)
Paracadai € {1,2,3,...}, seja ¢ = .. Entdo existe N(¢) > 0 de modo que

mizN(5) = N0 = L= il < 5 (1.25)

Considere {m;}32, uma sequéncia definida da seguinte forma.
my = inf{m € Nym > N(i)},

sei>1, m; = 1nf{m eN;ym > méX(mi_l, N(Z))}

Os termos m;, escolhidos com o maximo, faz com que a sequéncia {m,}3°, seja cres-

cente e, além disso, satisfaz

1

||fmi+1 - fmsz < E (126)
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Defina a sequéncia {gx } 3>, de modo que os seus termos s&o tais que g, = Z | frniss — fms
=1

b

entdo o seu limite é dado por

00
- Z ’fmi+1 - fmz
=1

Sendo L? um espaco vetorial, temos que g < gi11, POIS

k
g = khi?oogk - khi>noozl ’fmi+1 - fmz

k+1

+ |fmk+2 - fmk+1| - Z ‘fmi+1 - fml
=1

k k
gk:Z|fmi+1 _fmi Sz|fmi+l_fmi = Gk+1-
=1 =1

Logo, (gx) € uma sequéncia monotona crescente de fungdes em LP.
Note que g, > 0,Vk € N. Também por (1.24) temos ¢¢ € L'. Entédo (¢7) é uma
sequéncia monétona de fungdes em M* (X, o). Pelo Teorema da convergéncia mono-

tona e usando a desigualdade (1.26) temos

/ glPdy = / lim |giPdy = lim / ePdp = Tim (gul2
k— o0 k— o0 k— 00

k P Fo1\?
< . ) J— . 1 _ == .
_kh_1>noo(2||fmz+1 fmt P) <kh_I>noo(Z 2i> 1

i=1

o0
Isso mostra que g € L*, ou seja, a série telescopica Z(fmm — fm;) € absoluta-

=1
mente convergente em L?. Dai, podemos definir uma fungéo f em LP por

f = fm1 + Z(fmi+l - fmi)7
=1

k—1
onde as somas parciais da série $80 f,, = fu,+ Y _(fm: — fm,)- LOGO, limf, = f.
—>00
=1
Observe que como o limite existe, entdo

lim f,, =f = limintf,,, =limsupf,, = f.
ko0 k—o0 k—o0

Para cada m € N fixado, e pela linearidade de L? como um espaco vetorial, temos
que {|fm — fm,. |}, € uma sequéncia de fungbes em L”.

Logo, a sequéncia {|f, — fm,[P}32, estd em L' e, além disso, estd em M (X, o).

Aplicando o Lema de Fatou, juntamente com a condicao (1.24) sobre uma sequén-

cia de Cauchy, para m > N(e) vale
/\fm — flPdu = /lligminf|fm — [ |? < lligminf/|fm — [, |P < €.

Logo, ||f — full? < €, sempre que m > N(e). Portanto, concluimos que f,, — f

em LP e provamos que L? € um espago completo. O
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Para completar a teoria dos espagos L?, introduzimos 0 espago que corresponde

ao valor limitante p = oc.

Definicao 1.31. (SUPREMO ESSENCIAL) Seja f uma fungdo mensuravel em X, entao
definimos

[fllec = inf{a > 0; p({z;[f(x)] > a}) = 0},
com a convencao inf ) = co. O numero || f|l € chamado de supremo essencial de |f]|
e o denotamos por

[fllec = supess|f(x)].
rzeX

Agora podemos definir o espaco de todas as fungdes mensuraveis com supremos

essencial finito.
L>*={f:X — C; f émensuravel e | |l < oo},

onde L*> é o conjunto das classes de equivaléncia de todas as fun¢des que séo iguais
q.t.p. O resultado a seguir segue das propriedades do infimo e considerando ele é

atingido em

[e.e]

1

i 1) > a) = U {oi 1@ > a1
n=1

O resultado a seguir fornece uma estrutura no espago L>(U).

Teorema 1.11. S3o validas as afirmacdes acerca de LP, 1 < p < cc.

(i) Se f e g sdo fungbes mensuraveis em X, entdo || fgl|1 < || fl1]l9]lcc-
Se f e L' eg e L>, entdo temos que ||f.glli = ||fllillgll« S€ € somente se

lg(x)| = ||lg9|l g-t-p. SObre o conjunto onde f(x) # 0.
(17) || - ||oo € uma norma em L.
(i1i) O conjunto L> é um espacgo de Banach.
Proposicao 1.8. Se A C X é um subconjunto qualquer e 0 < p < q < oo, entao
Lr(A) c L(A), e [[flla < lIfllp-

Demonstragdo. Consultar [2] O
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1.3 Espacos de Holder

Esta sec¢do trata de construir o espaco de Hélder, que consiste no espaco de fun-

cbes que generalizam o espaco de fung¢des de Lipschitz.

Definicao 1.32. (FUNGCAO DE LIPSCHITZ) Dado U C R™ aberto, dizemos que uma

funcdo u : U — R é Lipschitziana quando existe ¢ > 0 tal que

Definicao 1.33. (ESPACO DE HOLDER) Sejam U € R™ aberto, e v um numero real tal
que 0 < v < 1. Dizemos que uma funcdo u : U — R é Hdlder continua com expoente

~ Se existe uma constante ¢ > (0 satisfazendo
lu(z) —u(y)| < clz —y|",Vo,y € U. (1.27)

Um espaco de Hélder € um espaco vetorial cujos elementos sdo funcées de H6I-
der, também chamadas Hélder continuas. Denotamos o espaco de funcdes Hélder

Continuas por C*(U).

Veja que se tivermos v = 1, entdo a funcdo u satisfaz a condigdo de Lipschitz.
Porém, se tivermos v = 0, a fungéo u é apenas limitada, por isso devemos exigir que
v € (0,1].

Agora vamos considerar algumas normas no espago de fungdées C%7(U) que per-
mitira trabalhar com propriedades topoldgicas, convergéncia de sequéncias, comple-

tamento e diferenciabilidade de fungoes.

Definicao 1.34. (NORMAS NO ESPACO DE HOLDER) Para toda fungdo u € C°7(U),

ondewu : U C R" — R € limitada, é valido:
(1) A norma do supremo é definida por

lelleo@) = sup fu(@)] = [lull o), Yu € C(U). (1.28)

(i1) A v-ésima seminorma de Hdlder é o infimo das constantes de Hélder ¢ > 0,

dadas em (1.27), e escrevemos

o |u(z) — u(y)|
[l con @) = S LT (1.29)
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(171) Usando (1.28) e (1.29), a v-ésima norma de Hélder é definida por
[ullcon @y = lullco@) + [ulcor@): (1.30)

De fato, o espago das fungbes de Holder C°(U), munido com a norma (1.30),

satisfaz as propriedades de uma norma em (1.2). Dados u,v € C%7(U) e A € R, entdo
(@) [lullcon@ == u=0.(trivial)

(i6) IMullgom @y = Ml oy + MU gom @y

A — A
= sup |[\u(z)| + sup [Au(z) u()|
zcU x,yelU |z —y|

— \[sup Ju(z)| + ]A] sup 14D Z U@
zelU z,yelU ‘x - yh

= |} (sup |u(z)| + sup —]u(x) —u()l
zeU z,yeU ‘37 - yh

) = Wil
(#10) lu+ vl con@) = llu+vllco + [+ v]con @

= sup lu(z) + v(x)| + msll/lepU |(u(z) — v(ﬁ)__y(ﬁ@) o))

< sup|u(x)| +sup|v(x)| + sup
meU’ (@) er’ (@) z,yeU |z —y|

u(z) —u v(z) —v
< sup |u(z)| + sup |v(z)| + sup [(u(z) W)l + sup [(v(2) = v(y))]
el zeU z,yelU |l’ - y|'y z,yeU |:1j — y|'¥

logo, temos que [|u + v||cor @) < [ullcon@) + 10l con @)

O préximo passo é construir uma estrutura de diferenciabilidade para equipar os
espacos de Holder com mais regularidade.

Doravante, usamos a notagdo de multi-indices o € N*, com a = (a3, ao, ..., ay),
onde a; € N, 1 < j < n, e cuja norma do multi-indice o é dada por |a| = ag+as+...4a,.

Seja U c R™ aberto e limitado. Dada uma funcdo v : U — R, vamos denotar
por D;u a sua «; derivada parcial com respeito a j-ésima coordenada em R". Neste
caso, se tiver o multi-indice o dado por o = (0, ...,0,;,0,...,0), entdo a derivada de u
Se escreve como

0%

D% = Dju = —-u.

Qg
Oz,
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Seja k € um inteiro ndo negativo, entao para todo = € U temos
DFu(x) = {Du(x); |a| = k}.
De modo geral, temos todas as derivadas parciais de u escritas com a notagéo
D% = (D", D32, ..., D™ Yu,

que significa a derivada de u, a; vezes com respeito a primeira coordenada de R”, as
vezes com respeito a segunda coordenada de R”, ..., a,, vezes com respeito a n-ésima
coordenada de R". Podemos também denotar o operador derivacao de ordem « como

ol
Do 9", (1.31)

Oz, Ozs .8
Se tivermos a = (0,0, ..., 0), convencionamos o operador identidade como D%u = w,

onde u : U — R é continua.

Definicdo 1.35. Denotamos por C*(U) o conjunto de fungbes u : U C R* — R
que sdo continuas e tais que suas derivadas D*u : U — R é continua para cada

multi-indice o, com |a| = a1 + as + ... + o, < k.
Decorre desta definicdo o conjunto das funcdes infinitamente diferenciaveis.

Definicao 1.36. (FUNCAO SUAVE) Seja U C R" aberto e uma fungcdo u : U — R,
onde u(x) = u(xy, xe, ..., x,). Dizemos que u é suave se € infinitamente diferenciavel,
ou seja,

quando u € C*(U),Vk € N. (1.32)

Denotamos C*°(U) o conjunto das fungées infinitamente diferenciaveis e escrevemos
C*(U) :=={u: U — R;u € infinitamente diferenciavel} .= ﬂO’“(U). (1.33)

k=0
A proxima definicao surge a fim de equipar os espacos de Hélder, além da conti-

nuidade, com classes de regularidade.

Definicao 1.37. (ESPACO DE HOLDER k-REGULAR) Segja U C R™ um subconjunto
aberto e v € (0, 1]. Dizemos que o espago de Holder C*7(U) é o espago das fungdes
Hélder continuas v : U — R com expoente v tais que, u € C*(U) e s&o limitadas com

anorma

lullor@y = YD ullew) + > _[D*ulcorw) < 0. (1.34)

a<k a<k
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Pela linearidade do operador derivagdo, D* : U — R, é facil ver que ||u||cx~
satisfaz as propriedades de uma norma sobre C*7(U). Para isso, basta verificar como
foi feito em (1.30).

1.4 Espaco C°(U) e Distribuicoes

Para comecar o estudo das distribuicbes, vamos observar o ambiente onde as

funcdes estao definidas como segue.

Definicao 1.38. (SUPORTE DE UMA FUNCAO) Sejam f : U — R uma fungdo mensu-
ravel e (©,);c; a familia de todos os subconjuntos abertos ©; C U taisque f =0 q.t.p.

em 0,.

(i) Se considerarmos o subconjunto aberto © = U ©;,deU, entdo f =0 q.t.p. em
el

O.

(1) O suporte de f é o subconjunto fechado
(U—0) :=suppf.

Além disso, podemos reescrever esta definicdo para o caso de fungdes continuas.

Definicao 1.39. (SUPORTE COMPACTO) Seja f : U — R uma fungdo continua. Se
K c U é o conjunto de pontos onde f # 0 e K é o fecho do conjunto K, entio
chamamos K de suporte de f e denotamos por

suppf = K.

Quando o suporte de uma fungdo mensuravel f : U — R é um conjunto limitado e

fechado, dizemos que f possui suporte compacto K.

Além disso, se f,g : U — R sao funcdes mensuraveis e A € C, com \ # 0,

mostra-se que

supp(f +g) C (supp f) U (supp g)
supp(fg) C (supp f) N (supp g)
supp(Af) = Asupp f
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Definicao 1.40. (CONVERGENCIA EM D(U)) Dizemos que uma sequéncia de fungbes
(pm) €m C3°(U) é convergente para zero quando as seguintes condi¢cdes forem satis-

feitas.

(1) Os suportes de todas as fungdes testes ¢,,, da sequéncia dada, estdo contidos

em um compacto fixo K.

(17) Para cada multi-indice o € N", a sequéncia (D"y,,) converge para zero unifor-

memente em K.

Seja ¢ € C5°(U). Diz-se que a sequéncia de fungdes (¢,,,) em Cg°(U) converge
para ¢ em Cg°(U) quando a sequéncia (¢, — ¢) converge para zero no sentido dado
acima.

O espago vetorial C5°(U) com esta nocdo de convergéncia é representado por

D(U) e € denominado o espago das fungdes testes em U.

Definicao 1.41. (DISTRIBUICOES SOBRE UM ABERTO DE R"™) Uma distribuicdo sobre o
aberto U é toda forma linearT' sobre D(U) que € continua no sentido de convergéncia
definida em D(U).

Isto significa que para toda sequéncia (¢,,) de D(U), convergente para zero no
sentido da Defini¢éo 1.40, entdo a sequéncia (7, ¢,,,) converge para zero em K. (Note
que K =Rou K =C e (T, ¢,) éovalorde T em y).

O conjunto de todas as distribuicées sobre U é um espaco vetorial e denotamos
por D' (U).

Neste espaco vetorial, dizemos que uma sequéncia (7,,,) de vetores de D’'(U) con-
verge para zero em D’(U) quando, para toda fungdo auxiliar ¢ € D'(U), a sequéncia
(T, ) CcOnverge para zero em K.

Neste caso, dizemos que lim T7,, = 0 em D'(U) quando lim (7,,—T7)=0em
m—r0o0 m—-r0o0
D'(U).
Exemplo 1.1. Sejau € L} (U). Considere a forma linear T, definida em D(U) por:

loc

(T, p) = /Uu(x)go(x)dx, Vo e U.

Mostra-se que T,, é uma distribuicdo sobre U'.
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E importante observar que existem distribuicdes ndo definidas em L. _(U/), como o

loc

exemplo abordado a seguir.

Exemplo 1.2. (DISTRIBUIGAO DELTA DE DIRAC) Seja =, um ponto de U e §,, a forma

linear definida em D(U) do seguinte modo.
(0z9, ) = (x0), paratoda ¢ € D(U).

Verifica-se que J,, € uma distribuicdo sobre U, denominada distribuicdo de Dirac
ou medida de Dirac concentrada em z,. Quando z = 0, tem-se ¢.
Aléem disso, pode-se mostrar que a distribui¢cdo 4., ndo é definida por uma fungéo

u e L} (U), isto &, ndo existe u € L, (U) tal que

loc

/Uu(x)go(x)dx = ¢(zy), paratoday € D(U).

O seguinte resultado mostra que podemos aproximar as fung¢des L?, 1 < p < oo,

por fungdes regulares.

Teorema 1.12. Para, 1 < p < oo, temos a seguinte cadeia

D(U) — L”

loc(U) — D,(U),
sendo cada imersdo densa na segunda.
Demonstragcdo. Consultar [7]. O

Definicao 1.42. Uma distribuicdo sobre um dominio U C R™ é um funcional linear
continuo em C§°(U).

Exemplo: a funcdo delta de Dirac.
0po : C2(U) — R
> 020 (0)-

Teorema 1.13. Se 1 < p < o0, entdo L*(U) C LY

loc

U).
Demonstrag&o. A prova se encontra em [5]. O

Agora, buscaremos explorar a nogéo de derivada fraca.
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1.5 Derivada Fraca

Motivagdo: Tome u € C'(U) e ¢ € C>(U), usando a férmula de Green podemos

integrar por partes

/ugzﬁxidx: —/umigzﬁdm—i—/ upr;dS
U U ou

Como ¢ se anula no bordo, a integral sobre oU é nula.

Asssim,

/U uD*pdr = (—1) /U Du¢pda

Para isso, é necessario que u € C*(U)

Definicdao 1.43. (DERIVADA FRACA) Dada uma fungao u(z) € L*(U). Dizemos que
ela é a derivada de ordem «, no sentido das distribuicées, de uma fungdo v € L*(U)

quando

| w@yota)ds = (0! [ v(@ypsds,

U
para todo ¢ € D(U).

Indica-se a derivada de v pelo mesmo simbolo D, isto &, u(zx) := D%v(x), mas
subentende-se que isso é verdade no sentido das distribuicbes como exposto mais

formalmente a sequir.

Definicao 1.44. (DISTRIBUIGOES cOMO DERIVADA FRACA) Seja T' uma distribuicdo
sobre U e a € N". A derivada de ordem o de T' é a forma linear D*T" definida em D(U)
é dada por

(DT, ) = (=1)l*UT, D*p), Vi € D(U).

Mostra-se que D*T é uma distribuicdo sobre U.

Segue da definicdo acima que que cada distribuicdo 7" sobre U possui derivadas

de todas as ordens. Assim, as funcdes de L; (U) possuem derivadas de todas as

loc

ordens no sentido das distribuicdes.
Outro resultado que vale a pena mencionar é que a derivada de uma funcéo de
Ll

loc

(U) nao é, em geral, uma funcdo de L} .(U), como mostra o exemplo que vem a

loc

sequir.
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Tal fato, motivara a definicdo de uma classe significativa de espagos de Banach de
funcgdes, conhecidos sob a denominagéo de Espagos de Sobolev, tendo estes resulta-

dos como um dos objetivos o de fazer um estudo introdutério destes espacos.

Exemplo 1.3. Seja u a fungéo de Heaviside, isto €, u € definida em R e tem a seguinte
forma:

1, se z > 0;
u(z) =
0, se z <0.

Ela pertence a L}, (R) mas sua derivada u' = 5, ndo pertence a L}, .(U). De fato,

loc loc

tém-se
() = ~(u¢) = = | e =0(0) = (o)
0
Observacao 1.4. Note que

ue L (U) < / lv|dz < 0o, YV CC U, (compactamente contido)
v

onde V cc U significa que o fechoV é compactoeV C V C U.

1.6 Espaco de Sobolev

Vamos definir um espacgo de fungcbes que estdo em L?, cujos elementos tém deri-

vadas fracas de varias ordens que também estao em L?.

Definicao 1.45. (ESPACO DE SOBOLEV) Seja U C R™ aberto, onde 1 < p < oo, €
k € N. Representamos por W*?(U) o espago vetorial de todas as fungées v : U — R
em L*(U) tais que, para cada multi-indice o, com |a| < k, a derivada D*u existe no

sentido fraco e pertence a L?(U).

Definicdo 1.46. Se u € W*?(U), a norma de u é definida por

1

p
Z/|Dau\pd:1: , se1<p<oo,
laj<k "V

Z sup ess|D%ul, se p = oo.

o<k

/

(1.35)

”uHW’“’P(U) =

Os espagos normados W*»(U) sdo denominados espagos de Sobolev.
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Observacao 1.5. Se p = 2, usualmente escrevemos
HEU) = WE2(U), (k =1,2,3,...).
Os espagos H*(U) sdo espagos de Hilbert. Note também que H°(U) = L*(U).

Definicao 1.47. Seja {u,,}>_, C W*P(U) uma sequéncia e u € W*?(U). Definimos

dois tipos de convergéncia em espacos de Sobolev.

(i) (CONVERGENCIA EM W*?(U)) Dizemos que u,, converge para u, € escrevemos

Uy — u em W*P(U), quando lim |jum, — uflwesqy = 0.
n—-aoo

(17) (CONVERGENCIA EM W,’;f(U )) Dizemos que u,, converge localmente para u,
neste caso denotamos
Upy —> v em WiP(U),

loc

que significa
U, — u em W*P(V), paracada V CC U (compactamente contido).
Proposicdo 1.9. (W*?(U) coMO UM ESPACO DE BANACH) Paral < p < oo, e cada

k € {1,2,..}, o espago de Sobolev W*?(U) com a norma definida em (1.35) é um

espaco de Banach.

Definicao 1.48. (MOLLIFIER) O processo de suavizagdo de fungdes é definido como

segue.

(i) Um mollifier é uma fungdo suavizante n € C*>(R") definida por

C.exp(lxz;l), se |z| <1

n(z) == (1.36)
0, se |x| > 1,
onde a constante C > ( é escolhida de modo que / n(x)dx = 1.
(i7) Para cadace > 0, seja
1 x
ne(z) == —n (—) (1.37)
€ €

As fungdes n. sdo C*°(R") e satisfazem
/T](x)dx =1, onde supp(n.) C B(0,¢).
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Definicao 1.49. (CONVOLUCAO) Seja U C R™ aberto. Se f : U — R é uma fungao

localmente integravel, entdo definimos a convolugdo como
fei=nxf emU, talque

f(x) :Z/Um(x—y)f(d)dy:/ ne(y) f(x —y)dy, Vx € U..

B(0,¢)
A convolugéo é o processo de mollifier, ou regularizag&o, da fungéo f.

1.7 Espaco Dual

Nesta segdo vamos obter uma caracterizagédo do espago dual de H}.

Definicao 1.50. (ESPAGO DUAL DE H}) Denotamos por H='(U) o espago dual de H}.
Em outras palavras, f € H~'(U) significa que f é um funcional linear limitado em
Hy (V).

Definicao 1.51. (NORMA DE H~') Se f € H'(U), a norma em H~' é definida por
£l -1 = sup{{f,w)| u € Hy(U), l|ullmyw) < 13-

Definicao 1.52. (CARACTERIZAGAO DE H~') Assuma que f € H}(U). Entdo existem

funcées f, f%, ..., fm € L*(U) tais que
(0 )
(f,v) = / for+>" flu,de. (paratoda v e Hy(U))
U 1
(i)

1

| flle-10) = ir}f K/UZ ‘fi|2dx) 2; f satisfaz (i) para f*, {2, ..., f € LA(U)]|.

Definicao 1.53. (ESPACO W ™) Suponha-se que 1 < p < o0 €1 < q < oo tais que
» + ¢ = 1. Representa-se por W~"-4(U) o dual topoldgico de Wy""(U).
e O dual topoldgico de HJ'(U) denota-se por H=™(U).

Agora, seja W~™%(U) o espago dual topoldgico e () uma sequéncia de fungdes

testes em U tal que ¢, — 0 em D(U). Resulta que ¢, — 0 em W™ e, logo,

43



temos que (f,vx) —> 0, 0 que permite concluir que a restricdo de f a D(U) é uma

distribuicdo. Considere a aplicagao linear
o:W(U) — D)

tal que o(f) = flpw) para toda f € W=4U). Por ser D(U) denso em W;"(U),
resulta que o é injetora.

Alem disso, se f; € uma sequéncia de vetores de W~"4(U) tal que f, — 0 em
W_mqU), entdo o(fr) — 0 em D’(U), ou seja, o é continua.

A aplicagéo o permite identificar o espago W~—"4(U) como um subespaco de D(U).

Com esta identificacao, temos a seguinte imersao
W=m9(U) — DU)

Quando se diz que uma distribuicao 7" pertence a W~—"-1(U), significa dizer que T,
definida em D(U), pode ser estendida (como um funcional linear continuo) ao espago

WwmP(U). Esta extenséo € representada por 7.

O resultado a seguir se encontra em [6], e se trata de imersdes de Sobolev.

Proposicao 1.10. (IMERSAO DE SOBOLEV) Seja (a,b) C R aberto e limitado. Se k,p, m
sdo inteiros positivos tais que k > m + 1—1) e W*P(I) é o espago de Sobolev de ordem

k e exponente p definido em (a,b), entdo
W ((a, b)) < C™([a, 1))

€ a imersdo de Sobolev unidimensional. A notagdo — indica que a imersdo e continua

e compacta.

Exemplo 1.4. Se escolhermos k = 3, p =2 em = 1, entao vale
(i) W>*((a,b)) = H*((a,b)) = C*([a, b))
(@) - llerqaen < - s qasy-

O teorema a seguir foi desenvolvido e demonstrado por J. Simon (consultar [11]). A

abordagem deste resultado sera com a inteng¢éo de usa-lo em capitulos subsequentes.
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Teorema 1.14. Sejam X, B, e Y trés espacos de Banach tais que X C B C Y, e que
tenha um mergulho compacto X — B. SejaT > 0 e K um subconjunto limitado de
L*((0,T), X). Se existe C' > 0 tal que

of

<CVfekK
8t — 7f€ Y

L2((0,7),Y)

entdo K é relativamente compacto em L*((0,T), B).

Agora, apresentamos um lema de teoria espectral cuja demonstracdo segue a re-
feréncia [9], a prova utiliza transformada de Fourier e aspectos de teoria da medida e
de espacos de Sobolev. Este resultado sera abordado agora a fim de poder ser usado

mais adiante, na controlabilidade da equacao de Korteweg-de Vries.

Lema 1.2. Considere o conjunto

N {2ﬁ,/W;j,zeN_{0}}. (1.38)

Entdo existem A € C e p € {H?((0, L); C) — 0} satisfazendo

(1.39)

se, e somente se, L € N.

Demonstracdo. Assuma que ¢, € {H3((0,L);C) — 0} e X séo tais que as condigdes

(1.39) sao satisfeitas. Denote por u € H*(R) a extenséo de ¢, em torno em 0. Entdo
M+ + " = (0)6(0) — ¢ (L)5, em D/(R),

onde 4., denota a medida de Dirac em x,.

Vale notar que a existéncia de uma fungédo ¢, € {H>((0,L);C) — 0}, com valo-
res complexos, satisfazendo (1.39) é equivalente a existéncia de niumeros comple-
X0s a, 3, X (com (a, 8) # (0,0)), e de uma fungédo u € H?(R) com suporte compacto
[—L, L] tal que

Au+u' +u" = ad(0) — 36, em D'(R).

Aplicando a transformada de Fourier, teremos
(A+ (i) + (i€)*)a(€) = a — BT,
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entdo, fazendo A = —ip, obtemos

a — fe e B Z_oz — Be Lt
—i(&—¢&+p) G —E+p

Usando o teorema de Paley-Wiener e a caracterizagdo usual de fungdes H?(R) pela

u(§) =

transformada de Fourier.

Logo, existéncia de ¢y € {H?((0,L);C) — 0} satisfazendo (1.39) é equivalente a
existénciade p € C, e de (o, 8) € C* — {(0,0)} tal que o mapa
GES %
satisfaz

(z) f éuma fungéo inteira em C;

(i) / FOPRQ +1¢2)%de < oo

(iii) V¢ € C temos que |f(¢)] < C(1 + [¢])NeEEmEl  (para algumas constantes

positivas C'e N).

Considerando que as raizes do complexo a — 3¢~ ¢ sdo simples (a menos do caso
trivial (o, 3) = (0,0)), temos que (i) mostra que as raizes de & — ¢ + p sédo simples,
logo, também as raizes de a — Se~%¢ sdo simples. Note que, se o item (i) se mantém
valido, entdo os itens (ii) e (7i7) sdo satisfeitos.

Retornando ao problema inicial, segue que a existéncia de ¢ satisfazendo (1.39) é
equivalente a existéncia de numeros complexos p, 1o € de niumeros inteiros positivos

j,  tais que, se definirmos as raizes do polinbmio de grau 3 como

T P A e
H1 = fo JL 2 = 1 I

Temos

& —E+p=(£— po)(€— )€ — pa).

Usando as férmulas de Girard, obtemos

(

po + p1 + pe = 0,

N\

popa + fopz + pipe = —1,

K/ioﬂlm = =P
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Resolvendo o sistema, a primeira equacao fica

27 27
O=potm+tp=pot|{potir |+ u1+lf

21 27 2T
O=potpotjr+\mtip | +i—

L L
2
O:3u0—|—(2j+l)%
1 2w
= Z@2j+nZ.
po=—5(27+1)~

Na ultima equacao, vé-se facilmente que

p:—(uo+j2%> (u0+(j+l)2%).

Desenvolvendo as substituicoes, fica

2T 1 2 2w 2
_ 2m Lo 2w 2m 2T
= o+ S+ DT i =05,
27 2w 2
= (G- 415 =(j+2)=
pe =0 =gy +i = +2)37
Substituindo na segunda equacéao de Girard, obtemos
47 A 42
L Y N L . A o
L= popin + popa + pupiz = = (25 + DG =175 = (27 )G+ 20) 575 + (=D +20) 575,
9L2 . . . . . .
oz = (200 =D+ 2+ 0 +20) = (=D +20),
9L2 .2 . . 2 .92 . . 2 .9 . . 2
1 = (25° =250+ jl = 1°) + (25" + 45l + jl + 21%) — (j© + 251 — jl — 21%),
9L2
—— =352+ 351+ 3°
1z 50848l
L2 2 . 2
— = ‘m, (extraindo a raiz)
472 3
S
L:27TUJ—+Z +jl.
3
Portanto, devemos ter L € N.
L]
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1.8 Teoria de Semigrupo

Nesta sec¢do, vamos discorrer sobre alguns resultados cldssicos de semigrupos
gerados por operadores lineares com vasta aplicacao em equacgdes de evolucéo.

Seja ‘H um espaco de Hilbert complexo, e A o operador linear definido por
A: DA CH—H

r+— Ax,

onde, nesta se¢do, D(A) € um subespaco de # densamente definido, i.e.,
D(A) é denso em H.

Como ponto de partida, vamos enunciar algumas definicdes acerca de operadores

com dominio estritamente menor que o espaco de Hilbert que o contém.

Definicao 1.54. (OPERADOR DISSIPATIVO) Um operador linear A : D(A) C H — H
é dito dissipativo quando
R(Az,z) <0,V € D(A). (1.40)

Observacao 1.6. Consideramos que V= € C, a notagcao Rz representa a parte real do

complexo z.
Agora vamos enunciar o teorema de Lumer Phillips, cuja prova se encontra em [4].

Teorema 1.15. Seja A : D(A) C H — H um operador linear densamente definido
e fechado, e A* : D(A*) : H — H Seu adjunto. Se ambos A e A* s&o dissipativos,

entdo para todo 2° € D(A), existe um Unico

x € C([0,00); H) N C°([0, 00); D(A)]) (1.41)
tal que
dx
— = Az em [0, 00), (1.42)
z(0) = a°. (1.43)
E temos ainda
()| < |l2°(], vt € [0,00), (1.44)
’ dflit) H — | Az(t)]| < 42|, V¢ € [0, 00). (1.45)
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Observacao 1.7. Usamos o espaco vetorial D(A) munido com a norma do grafico

definida por ||y||pca) == ||yl + || Ay]|-

Definicao 1.55. (SEMIGRUPO) Dizemos que a familia a 1—pardmetro S(t), 0 < t < o,
de operadores lineares continuos de H em H é um semigrupo de operadores lineares
continuos de H quando

S(0) = Id
0)=1d (1.46)

S(ty +ta) = S(t1) o S(ta), V(t1,t2) € [0,00)2.

Do fato de D(A) ser densamente definida juntamente com (1.44), segue que, para
todo ¢ > 0, a aplicacéo linear 2° C D(A) — z(t) € H pode ser unicamente extendida
a um elemento de L(H,H). i.e, um operador linear continuo de H em H. Essa exten-
sdo € denotada por S(t). Devido as duas propriedades dadas em (1.46), o operador
extensdo S : [0,00) — L(H,H) é chamado de semigrupo associado ao operador

linear A.

Observacao 1.8. Note que a desigualdade (1.44) implica na limitaggo ||S(t)|| c,2) <

1, i.e., 0 semigrupo S(t) € uma contragdo para todot € [0, o).
Veremos a proxima definicdo concernente a regularidade de um semigrupo.

Defini¢ao 1.56. Dado ‘H um espaco de Hilbert, seja S(t),t € [0,00) 0 semigrupo de
operadores lineares continuos de H em H. Dizemos que S(t) é fortemente continuo
quando

lim S(t)z =z, Vo € H.

t—0t

Concernente a problema de Cauchy ndo-homogéneos, temos o seguite teorema.

Teorema 1.16. Seja A : D(A) ¢ H — H um operador linear continuo. Assuma
que A seja densamente definido e fechado. Seja A* : D(A*) C H — H o operador
adjunto de A. Se ambos A e A* sdo dissipativos, entdo para todo z° € D(A), para

todo T € [0,00), e para todo f € C'([0,T]; H), existe um unico

z € C'([0,00); H) N C°([0,00); D(A)) (1.47)
tal que
Z—f = Az + f(t),t €[0,T], (1.48)
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x(0) = 2°. (1.49)
Além disso, temos a formula de Duhamel dada por
t
z(t) = S(t)x° + / S(t—7)f(r)dr,Vt € 0,T). (1.50)
0

Devido ao comportamento da norma ||.S(t)||z#,2) como operador linear continuo,

temos o seguinte teorema cuja abordagem pode ser consultada em [8].

Teorema 1.17. Sgja S(t),t € [0,00), 0 semigrupo de operadores lineares fortemente

continuos em H. Entéo, existe C > 0 e A € R tal que
1SE) || ey < CeM,Vt € [0,00).

Definicao 1.57. Seja S(t),t € [0,00) um semigrupo de operadores lineares continuos

em H. Entéo, o gerador infinitesimal de S é o operador linear A : D(A) C H — H

definido por
D(A) = {a: € H; lim Str == e:m'ste},
t—0t+ t
Az = lim_ M,V:)j € D(A).
t—s

Teorema 1.18. Seja A : D(A) C ‘H — H um operador linear densamente definido e
fechado, A* : D(A*) C H — H o operador adjunto de A, de modo que A e A* dissipa-
tivos. Entdo A é o gerador infinitesimal do semigrupo fortemente continuo associado

ao operador A.

Teorema 1.19. Seja S(t),t € [0,00), 0 semigrupo fortemente continuo de operadores

lineares continuos em H. Entao,

(1) O dominio D(A) € denso emH e A & um operador linear fechado.
(ii) Paratodo z° € D(A), existe um Unico
r € C([0, 00); H) N C°([0, 00); D(A))

tal que

x(t) € D(A),Vt € [0, 00),
dx

= () = Ax(t), vt € [0, 00),

x(t) = 2.
Além disso, essa solugdo satisfaz
x(t) = S(t)2° .Vt € [0, 00).
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(1ii) S(t)*,t € [0,00), € 0 semigrupo fortemente continuo de operadores lineares de
operadores lineares continuos e o gerador infinitesimal desse semigrupo é o

adjunto A* do operador A.

Os proximos passos mostram que os resultados prévios e definicbes podem ser

estendidos a grupos de operadores lineares continuos.

Definicao 1.58. Dizemos que a familia a 1-parametro S(t),t € [0,00), de operadores

lineares continuos de H em H é um grupo de operadores lineares continuos em H se
S(0) = Id,
S(tl + tg) = S(tl) o S(tg),vthtg € R.

Definicao 1.59. Dado um espaco de Hilbert H, seja S(t),t € [0,00) 0 grupo de opera-

dores lineares continuos de H em H. Dizemos que S(t) é fortemente continuo quando
lim S(t)x = z,Vx € H.
t—0

Definicao 1.60. Seja S(¢),t € [0,00), um grupo de operadores lineares continuos em
H. Ent&o, o gerador infinitesimal de S é o operador linear A : D(A) C H — H definido
por

S(t)r —x

D(A) = {x € H; tlimo existe},

M,vx € D(A).

Az = lim
t—0

As principais propriedades de gerador infinitesimal de um grupo, fortemente conti-
nuo de operadores lineares continuos em H, sdo resumidas no seguinte teorema.

(No teorema, aplicamos ¢ € [0,00) — S(t) et € [0,00) — S(—t).)

Teorema 1.20. Seja S(t),t € R, o grupo fortemente continuo de operadores lineares

continuos em ‘H. Ent&o,
(1) O dominio D(A) é denso emH e A € um operador linear fechado.
(i1) Paratodo z° € D(A), existe um unico
z € CY(R; H) N C°(R; D(A))

tal que
z(t) € D(A),Vt € R,
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dz
E(t> = Az(t),Vt € R,
w(t) = 2.

Além disso, essa solucdo satisfaz
x(t) = S(t)a".Vt € R.

(1ii) S(t)*,t € R, é o grupo fortemente continuo de operadores lineares continuos, e

o0 gerador infinitesimal desse grupo é o adjunto A* do operador A.
Para finalizar esta se¢ao, apresentamos o seguinte teorema.

Teorema 1.21. Seja A : D(A) C H — H um operador linear densamente definido
tal que seu adjunto, A* : D(A*) C H — H, satisfaga A = —A*. Entdo A é o gerador

infinitesimal do grupo, fortemente continuo de isometrias em H, associado ao operador
A.
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Capitulo 2

Equacao do Transporte

Neste capitulo iremos abordar a teoria da existéncia e unicidade de solu¢des para
a equacao do transporte e, quando acrescido de uma evolugéo temporal, sistema de
controle, bem como buscar quais sdo as suas condi¢cdes de controlabilidade como
abordado em [1].

Seja L > 0 e T > 0. Considere o sistema de controle linear variando no tempo ¢,

com estado inicial u(t), dado por

yi(t,x) + y.(t,z) =0, com ¢t € (0,T) e = € (0, L); 21)

y(t,0) = u(t);
onde, no tempo ¢ € (0,7'), o controle do sistema (2.1) é afungdo v : (0,7) — R, e 0
estado é a fungéo y(¢,.) : (0, L) — R.
A proxima secao tem como objetivo obter ferramentas para estudar a controlabili-
dade desse sistema de controle linear. Para isso, vamos comegar adicionando uma

condig&o inicial ao sistema de controle (2.1) e vé-lo como um problema de Cauchy.

2.1 Boa Colocacao do Problema de Cauchy

No sistema de controle (2.1), vamos colocar uma condi¢ao de valor inicial fixando

t = 0 na solucao do problema de Cauchy
(

yt+yw:07t€ (07T>7 YRS (07L>7

y(t,0) = u(t), te(0,7T), (2.2)

\y(O,x) = yO(x)’ S (07 L>;
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onde T > 0, y°(x) € L*(0, L) e u € L?(0,T) séo dados.

A fim de desenvolver a nocao de uma solucao fraca para esse problema de Cau-
chy, primeiramente, vamos admitir que existe solugéo forte y € C' em [0,7] x [0, L]
satisfazendo o problema de boa colocagéo (2.2).

Seja 7 € [0, T] um tempo arbitrario e considere ¢ € C'([0, 7] x [0, L]; R) uma fungdo

auxiliar. Se multiplicarmos a equacéo do transporte em (2.2) por ¢, obtemos

Q.Y + ¢y = 0.

Em ambos os lados da equagao, aplicamos integragao sobre o conjunto [0, 7] x [0, L].

Assim,
T L
/ / (¢.ys + ¢.y,)dxdt = 0.
0 Jo

Usando as propriedades da soma de integrais e trocando a ordem de integracdo na

primeira integral, fica assim

T L T L
/ / ¢y dxdt + / / ¢y drdt =0,
o Jo o Jo
L T T L
/ / ¢.ypdtdx + / / by drdt = 0.
o Jo o Jo

Dai, integramos por partes em relacdo a x em uma, e em relacdo a ¢ na outra, ficando

/OL [gzﬁ.y— /gbt.ydt} ;dx—i—/oT [qb.y— /qbz.ydx}

/OL [¢(r, x).y(r, x) — /0 du(t, ) .y(t, x)dt — ¢(0, x).y(0, x)} dr+

L
dt = 0.
0

T L
| oD 1) - [ outt.0)att 0o~ ot,0)t.0)) i =0,
0 0
Apenas separando em somas de integrais nas variaveis x e t correspondentes, segue

que
/OL o(7,2).y(T,z)dw — /OL /OT Gu(t, x).y(t, z)dtdx — /OL (0, 7).y(0, )dz+

T T L T
[ ot naena- [ [ et~ [ o090 =0
0 0 0 0
Podemos agora fazer uso das condic¢des iniciais do problema de Cauchy (2.2) apenas

substituindo y(¢,0) = u(t) e y(0,z) = 3°(x). Neste caso teremos

‘/o / [t ) 9(t,3) + alts )yt )| dedo + / o(r,).y(r, o) de (2.3)

- /0 (0, 7). (x)dx + /0 " 6(t L)y (t, L)di — /0 " 6(t,0) u(t)dt — 0.
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Essa equacéao integral em (2.3) conduz a seguinte definicdo, a qual sugere ser
possivel reduzir a regularidade da solugdo do problema de Cauchy (2.2), ao passo

que faz uso da func¢ao ¢ de forma auxiliar.

Definicao 2.1. (SOLUGAO FRACA) Sejam T > 0, y° € L*(0,L) eu € L*(0,T) dados.
A solugdo do problema de Cauchy (2.2) é uma fungdo y € C°([0,T]; L*(0, L)) tal que,

dado r € [0, T] arbitrario, para toda fungdo ¢ € C*([0, 7] x [0, L]) que satisfaz a condigdo

é(t, L) =0, € [0, 7]. (2.4)

Entao,

_/OL/OT[¢t(t x).y(t,z) + ¢ (t, x).y(t, x)] dtdx+/ o(7,x).y(, x)dw

—/0 »(0,2).y dx—/gth

A escolha e o uso desta definicdo sera justificada na prova da proposigéo a seguir,

(2.5)

a qual afirma que a solugao y do problema de Cauchy (2.2), sendo regular, implica na

regularidade das condi¢des de valor iniciais.

Proposicao 2.1. SejamT > 0,y° € L*(0,L) eu € L?(0,T) dados. Vamos assumir que
y é uma solugdo do problema de Cauchy (2.2) que é de classe C' em [0,T] x [0, L].

Entéo
(1) y* € C'([0, L]);
(ii) we CY([0,T));
(ii1) y(0,x) = ¢°(x),Vzx € [0, L];
(iv) y(t,0) =u(t), vt € [0,T];
(v) yi(t,z) + y.(t, ) = 0,¥(t,x) € [0,T] x [0, L].

Demonstragdo. Vamos provar primeiro o item (v).
Pela Definicao 2.1, a fungao ¢ satisfazendo (2.4) pode ser escolhida de forma ar-
bitraria. Entdo, fazendo 7 := T, considere ¢ € C'([0,7] x [0, L]) se anulando nos

extremos do intervalo temporal e também nos extremos do intervalo espacial, ou seja,
(2.6)
¢(t,0) = o(t, L) = 0,vt € [0, T].
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Se usar-mos a equacao integral (2.5) juntamente com a escolha de ¢ satisfazendo
(2.6), com 7 := T, entdo os termos nos extremos temporal e espacial se anulam,

restando apenas
L T
/ / (¢ + ¢g]ydtdx = 0. (2.7)
0 0

Se prosseguirmos usando integral por partes, considerando ainda (2.6) e 7 := T, entao

(2.7) fica da seguinte maneira

/ / (1 + ¢u]ydtdr = / /0 Tygbtdtd:p—i— /0 ' /0 Lygbxdmdt
:/ [ T—/OTytgbdt]dx—l—/oT[ OL—/OLyxngdx]dt

L T
- /O /O [ye + yu]pdtdz = 0. (2.8)

Agora, € preciso que o termo integrante de (2.8), em termos de y, seja identica-
mente nulo em quase todo ponto (q.t.p).

Veja que, conquanto que o conjunto das fungdes ¢ € C'([0,T] x [0, L]), que se
anulam no conjunto ({0, 7'} x [0, L]) ([0, T] x {0, L}), sejadenso em L'((0,T) x (0, L)),

o resultado expresso em (2.8) se escreve como

/OL /OT[yt + y|odtdr = 0,Yp € L*((0,T) x (0, L)). (2.9)

Em particular, se escolhermos a fungao ¢ € L'((0,T) x (0, L)) definida por

1, se y(t,z) + y.(t,x) >0,
o(t,x) =
—1, se y(t,z) + y.(t,x) <O,

entdo a equagéo (2.9) se torna

L T
/ / |y: + Y| dtdz = 0. (2.10)
0 0

Isto implica que y; + y. = 0, V(t,z) € [0,T] x [0, L]. Assim provamos o item (v).
Agora, vamos provar os itens (iii) e (iv) da proposigao.
Partindo da Definigdo 2.1, escolha a fungdo auxiliar ¢ € C'([0,7] x [0, L]) com um
pouco menos de restricao satisfazendo apenas (2.4), ou seja, ¢(t, L) = 0,Vt € [0, T].

Na equacéo integral (2.5), considerando ainda 7 := T, teremos

_ /OL /OT o(t, x).y(t, x)dtdx — /OT /OL ¢ (t, x).y(t, x)dedt + /OL (7, z).y(T,x)dx
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- [ o000 wrs — [ ott0)utnat -

e levando em conta ja valido o item (v) da Proposigéo 2.1, integramos por partes.

—ALmemmw;
+ /0 " o(r. ) (r. 2 — /O " 5(0.2) 4 (x)dr — /O " B(4,0) ult)dt =

Substituindo os limites de integragéo, fica assim

/OT o(t, :E)yt(t,m)dt] da:—/OT {¢(z€,x).y(t,x) OL—/OL o(t, x).y,(t, z)dz | dt

_ /OL [qﬁ(r, z).y(r,2) — (0, 2)y(0, ) — /OT o(t, )yt x)dt} da

_/T [W L).y(t, L) — 6(t, 0)y(t,0) / o(t, ).y t, x)dx}dtnL

/ngx Txdx—/ 6(0,2).y dm—/mo

Ao distribuir as integrais adequadamente, reorganizamos os termos ficando

- /OL o(7,2).y(r, x)dr + /OL #(0,2)y(0, z)dx + /OL /OT o(t, 2)ys(t, ©)dtdx

_ /0 " o(t L)y(t, L)dt + /0 " (8, 0)y (. 0)dt + /0 ' /O 6(t, 7). (£, 7)dadt
+/0 ng(T,m).y(T,x)dx—/O gb(O,x).yO(m)dx—/OngS(t,O).u(t)dt:

Para eliminarmos os termos nulos na equacéo integral acima, usamos (2.4) e o item

(v) da Proposicéo 2.1 que afirma que y; + y, = 0, logo

/0 6(0, 2)y(0, z)dx + /0 " 6(t,0)y(t, 0)dt
- [ o000 wrs — [ ot0)utnat -

Agrupando as integrais, resulta em

A<mam—uwwwﬁwwyé<mam—y%wwmwa=0 (2.11)

No entanto, precisamos escolher ¢ de modo que as integrais em (2.11) fagcam sentido.
Seja B : C*((0,T) x (0, L)) — L*(0,T) x L*(0, L) um operador bilinear definido por



Entao temos a seguinte afirmacgao cuja prova sera omitida.
B(¢ € C'([0,T] x [0, L]); (2.4) é valido) é densoem L'(0,T) x L'(0,L). (2.12)
Prosseguindo, podemos tomar ¢(., .) tal que

1, se y(t,0) —u(t) > 0,Vt € (0,7,
o(t,0) =
—1, se y(t,0) —u(t) < 0,Vt € (0, 7).

1, se y(0,2) —y°(x) > 0,Vx € (0, L),
¢(0,2) =
—1, se y(0,z) —4°(z) < 0,Vx € (0, L).

Logo, a equacao (2.11) fica

/0 [y(£,0) — u(b))dt + / 1y(0,) — () |dz = 0.

Isso implica em y(¢,0) — u(t) = 0 e y(0,z) — y°(x) = 0, e assim provamos os itens (i)
e ().

Visto que y(¢,0) é C* em (0,7, e também y(0,z) € C* em (0, L), entdo temos como
resultado direto y° € C'(0,L) e u € C'(0,T), e finalizamos a prova da Proposi¢do
(2.1). O

Teorema 2.1. Sejam T > 0, y° € L?(0, L) eu € L*(0,T) dados. Entdo, o problema de

Cauchy (2.2) tem solugdo unica, e essa solugéo satisfaz
ly(7, M 20,y < 19°M 20,0y + 1l 20,2y, V7 € [0, T, (2.13)

Demonstragdo. Vamos provar primeiro a unicidade da solugao.

Suponha que y; e y, sdo duas solucdes do problema de Cauchy. Seja y := y, — y;.
Como a Definigdo 2.1 sugere, y € C°((0,T); L?(0, L)) é uma solugdo fraca de (2.2).
Logo, se 7 € [0,7], e ¢ € C*([0,7] x [0, L]) € uma fungdo satisfazendo (2.6) e (2.7),

entdo temos

T L L
_/ / (¢ +¢x)ydmdt+/ y(1,2)p(T, x)dx = 0. (2.14)
0 0 0
Entdo, seja 7 € [0,7]. Considere ainda (f, ).y Uma sequéncia de fungdes C*(R)
tal que
fn=0em [L,4+00),Vn € N. (2.15)
falo.ry — y(7,.) em L*(0,L), quando n — oo (2.16)
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Para cada n € N, seja ¢,, € C''([0, 7] x [0, L]) definida por
On(t,x) = fu(t+ 2 —1),Y(t,z) € [0,7] x [0, L]. (2.17)
Veja que, por (2.15) e (2.17), a condicao (2.4) é satisfeita para ¢ := ¢,. Basta ver que
o, L) :=¢,(t,L) = fo(r+L—1t)=0,YneN, onde 7+ L —t € [L,00).

Isso acontece porque 7 >t =7—-t>0=7+L—t> L.
Além disso, para cada n € N, podemos derivar f,, € C'(R) com respeito a ¢t e com
respeito a . Fazendo s = 7 + x — t, onde % =-—1le % =1, por (2.17) temos que

0 9, 0
Fi0n(t,0) = S 1(8) = ols). 5 = —Fas).

) J 0
—0(t2) = fuls) = fal5)- 5> = fal5)

Ao somar as duas derivadas, temos
¢nt+¢mc = _fT/L(S) +f7,1(5) = 0. (218)

Dai, segue diretamente o mesmo resultado de (2.7) ao integrar sobre [0, 7] x [0, L].
Note ainda que, fazendo ¢ := ¢,, € usando a identidade (2.18), da equagéo integral

em (2.14) sobra que 5
/ y(7,2) (1, 2)dx = 0,Yn € N. (2.19)
0

Por definicdo em (2.17), temos ¢, = f,,Vn € N. Entdo podemos reescrever (2.19)

assim:
L L
| vran@in = [y oo o
0 0
Fazendo n — oo, € usando o limite f,, — y(7,.) em (2.16), temos
L L L
/ 1y (1, z)|*dr = / lim y(7,z)f,(r)de = lim / y(7,2) fu(x)dx = 0.
0 g "™ n—o0 [,
Logo, y(r,z) =0,Vx € [0, L].
Portanto, se 7 € [0, T'] for tomado arbitrario, entdo garantimos a unicidade da solucao.

yo(7,.) = (7,.) = y(r,.) =0, isto é,

Yo7, x) = y1 (7, ¢),Vor € [0, L]. (Unicidade)
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Agora vamos dar duas provas para a existéncia de solugdes de (2.2). A primeira
consiste em apresentar uma solucao explicita. Ja a segunda consiste em usar a Teoria
de Semigrupo para operadores dissipativos.

Prova 1. (Via solucao explicita)

Sejay:[0,7] x[0,L] — R

(t,z) — y(t, x) definida por:

Oz — x [ x
J(to) = y(x —1t),V(t,z) € [0,T] x (0,L) tal que ¢t < =z, (2.20)

u(t —x),V(t,x) € [0,T] x (0,L) tal que t > z.
Afirmacao: A fungao y em (2.20) é a solucao explicita do problema de Cauchy (2.2).

Provar esta afirmacéo significa verificar que a solucéo y satisfaz as condicdes de
valor iniciais, a equacao do transporte, e a desigualdade das normas em (2.13).

Com efeito. A principio € facil ver que y atende as condigdes de valor iniciais. Basta
ver que, parat > z = 0, temos y(¢,0) := u(t). JApara 0 =t < xz, temos y(0, z) := y°(z).

Agora veremos que y satisfaz a equagao do transporte.

Com efeito. Pela Proposigdo 2.1, se a solugdo y é C' em ([0,7] x [0, L]), entdo
temos que y° € C'(0,L) e u € C*(0,T). Fazendo z — ¢ = s temos que 25 = —1 e
25 =1, logo,

e Se t < z, entdo derivamos

_ 2 0 _,0 % _ _ .0 _ 2 0 _,0 e
yt(trx) - 8t (S) - ys <S)0t - ys (S)’ € yx(tvx) - amy (S) - ys(s)ax - ys (S)
Ao somar, temos que (¢, x) + y.(t, ) = —y2(s) + y¥(s) = 0.

e Se t > z, entdo derivamos

0s 0 0s

y(t,x) = %u(—s) = us(—s).a = —ug(—s), € y,(t,x) = £u(—5 = —

Somando, também temos que  y.(t, x) + y.(t, ) = —us(—s) + us(—s) = 0.

Assim mostramos que, para todo (¢,z) € [0,7] x [0, L], a solugdo explicita (2.20)
satisfaz a equacao linear do transporte.

Resta verificar que a solucao explicita satisfaz a desigualdade (2.13).

A solugdo y sendo mais fraca, i.e., sendo C° em [0, T| x [0, L], se encaixa nos termos
da Definicao (2.1) sem que se tenha necessariamente a condi¢do (2.4). Podemos usar

a equacao integral dada em (2.3) como segue.
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Dado 7 € [0, T arbitrario, seja ¢ € C*([0, 7] x [0, L]) tal que

_/OL /OT[@ + Gglydtdr + /OL o(1,2).y(7, z)dx

—/0 (;S(O,x).yo(a:)da:~l—/oT b(t, L)y(t,L)dt—/oT o(t,0).u(t)dt = 0.

Se tomar ¢ = entdo ¢, + ¢, = 0 e temos

y| 0,7]x[0,1)]

/0 y(7,x).y(T, z)dr — /0 y(0,2).4° (z)dx + /OT y(t, L)y(t, L)dt — /OT y(t,0).u(t)dt =0,

ou ainda
L T L T
/MMJWM+/MMJWﬁ=/|f@ﬂm+/hwwﬁ
0 0 0 0

Como / ly(t, L)|*dt > 0, Vt € [0, 7], resulta que
0

L L T
| wopis < [Crepas+ [ uopar
0 0 0
Portanto, usando o produto escalar dado em (1.23), a solucao explicita (2.20) satisfaz

a desigualdade

y(7, Mz, < 1920,y + Null 201, VE € [0,T).

E assim provamos a desigualdade (2.13).

A segunda prova da existéncia de solugado é mais elaborada que a primeira, pois
utiliza o Teorema 1.15 sobre operadores lineares dissipativos e pode ser usada para
situacdes muito mais gerais de existéncia de solucoes.

Prova 2. (Via Teoria de Semigrupos) Consideremos inicialmente o caso em que
u € C*([0,7]) e u(0) =0, (2.21)
v’ € H(0,L) e 4°(0) = 0. (2.22)
Seja A: D(A) c L*(0,L) — L?(0, L) o operador linear definido por
D(A) = {f € H'(0, L); f(0) =0}, (2.23)
Af = —f,, YVf € D(A). (2.24)

Agora, apresentamos algumas afirmacdes acerca do operador A, e do seu adjunto
A*, que fornecerao as hipdteses necessarias para usar nos resultados de semigrupos.

Afirmacao 1. (Densidade)
O conjunto D(A) é denso em L*(0,L). (2.25)
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Demonstragdo. Com efeito. Seja f uma fungdo em L?*(0, L). Devemos mostrar que
existe uma sequéncia de fungdes em D(A) que converge para f em L*(0, L).

Note que, pelo Teorema 1.12, podemos mostrar que é valida a inclusdo de densi-
dade

C(0,L) € D(A), junto com adesigualdade || - ||m1o,) < |- [|z(0,L)- (2.26)

Basta verificar que, Vn € N, entdo f, € C5°(0,L) implica em f, € L*(0,L) e f, €

L*(0, L), para que o resultado siga diretamente. Além disso, o fato de
suppf, = (0,L) paratodo n € N, = £,(0) = f,(L) = 0. (2.27)

Neste sentido, pela densidade do Teorema 1.12, existe uma sequéncia de fungdes
(fa)nen C C5°(0, L) tal que
fn — f em Lz(O,L)

Entretanto, para cada n € N, seja

MO = sup fo(x), e MY = sup fi(x) (2.28)

xe(0,L) z€(0,L)

Usando (2.28), podemos majorar f,, e f/ para comprovar que f,, . € L*(0, L) fazendo

L 1 L 1 )
dan = ([ @) < s g@P( [Ta) = u0r <. (229

z€(0,L)

L 3 L 3 .
HfrleLQ(O,L) = (/ \f/l(a:)\de) < sup |f7'1(x)|2</ dx) = ]\/[T(Ll)LE < oo. (2.30)
0 0

z€(0,L)
Portanto, de (2.29) e (2.30), é evidente que f, € H'(0,L) e, acrescentando as

condicdes de bordo em (2.27), provamos que
D(A) = L*(0, L),

ou seja, todo ponto em L?(0, L) é o limite de sequéncia de pontos em D(A).

Afirmacao 2. (Operador fechado)
O operador A é fechado. (2.31)

Demonstragéo. Afirmar que o operador A em (2.23)-(2.24) é fechado, significa dizer
que o grafico Gr(A) = {(f, Af);Vf € D(A)} é um subespago fechado de L?(0, L) x

L*(0, L), com a norma do gréfico colocada na Observagéo 1.7.
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Seja (fn)nen € D(A) uma sequéncia tal que f,, — f em L*(0,L), quando n —»
oo. Vale destacar que paratodo n € N, f,, € D(A) implica que (f, , Af.) € Gr(A).
Primeiro vamos verificar que Af := A(lim f,,) estd bem definido. Para isso, é pre-

ciso mostrar que f € D(A).
Note que do fato de f, — f em D(A), quando n — oo, implica que

1oy = I mn fullior)

- ” nh_IPOO f“HH(OAL) + H nli_ffloo f,’lHLg(O’L) (continuidade da norma)

= 1 || fall oop) + Hm [[fall ) < 00- (por (2.29) e (2.30))

n—0o0 n—oo

Logo, f € H'(0,L). Além disso, utilizando a norma do supremo em (1.28) e a densi-

dade destacada em (2.26), resulta no seguinte fato.

Para todo € > 0, existe N(¢) > 0 tal que Yn € N,comn > N e z € (0, L), implica

que
|fa(r) = f(2)| < N fn = flleeo,n) < N fm = fllzro,n) <€, m > N.

Em particular, se tomarmos z = 0, como f,,(0) = 0 para todo n € N, entao temos que
fO)] <[ fm = fllrr0r) <€, m>N.

Visto que ¢ > 0 foi escolhido arbitrario, a desigualdade acima implica que f(0) = 0.
Isso mostra que kli_r)noo fr =f € D(A).

Queremos provar que se f, — f em D(A), e Af, — g em L?*(0,L), entdo
Af = g. Para isso vamos usar a densidade do conjunto D(A) em L?(0, L), que ja

foi demonstrada em (2.25). Ora, da linearidade do operador A e da continuidade da

norma, resulta que
[Af = 9ll20n) = 1Af = lim Afullr20.)

= lim ||Af — Afullr2o.n)
n—oo

= lim ||A(f_fn)HL2(()7L) (usando a definigdo do operador A)
n—-oo

= lim || = 8,(f = fu)llr2eo.n)
n—m-:oo

< tim (1= 0u(f = f)llzony + 1 = full o)

= lim ||f = fallero,n)-
n—oo
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E como ||f — fullz2(0,.y — 0, implica que Af = g. Por isso, e por (2.25), mostramos

que o gréafico € um subconjunto fechado de 2?(0, L) x L*(0, L), donde

(fn, Afn) — (f,9) € Gr(A), ie., (f,g) € Gr(A).

Lembrando que a norma usada é a norma da soma ou do grafico dada por

1Cf, A 22 0,0yx 20,0y = 1 flz20,) + 1Af | 22(0,)-
]

Agora vamos usar a Definicao 1.40 da teoria de semigrupo para provar que o ope-
rador A é dissipativo.
Afirmacao 3. O operador A : D(A) C L*(0,L) — L?(0, L) em (2.23)-(2.24) é dissipa-

tivo.

Demonstragéo. Paratodo f € D(A), € suficiente verificar que vale

(Af, [rzo.r) = /(Af Sfdr = — /fxfd _—/0 %d:ﬁ:—f@) <0. (2.32)

Agora, vamos definir o operador adjunto de A e caracterizar seu dominio.
Afirmacao 4. O operador A* : D(A*) C L*(0,L) — L*(0, L), adjunto de A, é definido
por

D(A") = {f € H'(0, L); f(L) = 0},
A'f = fo, Vf € D(AY),

Demonstragdo. De fato. Para todo f € D(A) e paratodo g € D(A*) vale

L
A 2 z.gdr = . L 0)g(0) = gzdx—f(L)g(L).
Arion =~ [ feote= [ faude-sDo0) 7090 = [ Foute-s ot

Desde que se tenha (f, A*g)r2(0,) = /L f-g.dx + f(L)g(L), onde a condi¢cdo de
bordo para a fungéo g € D(A*), necessaria?mente, é tal que ¢(L) =0, entéo é valido
que

(Af,9)r20.0) = (f, A%g) 20,1y, Vf € D(A) eVg € D(A").
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A seguir, provamos também que o adjunto € dissipativo.
Afirmacéao 5. O operador adjunto A* : D(A*) ¢ L?(0, L) — L*(0, L) é dissipativo.

Demonstragdo. paratodo g € D(A*), o fato de A* ser dissipativo decorre de

L L L 2 0 2
Ao gion = [ Aoatr= [ ggto= [ Lear- L <o (239
0 0 0

O

Logo, do fato de ter o operador A fechado, de ter o seu dominio sendo densamente
definido e, juntamente com seu adjunto A*, ser dissipativo, podemos aplicar o Teorema
1.16 de semigrupo, como segue, para provar a existéncia e unicidade de solucéo do
problema de Cauchy (2.2).

Seja T > 0. Dados 4° € L*(0,L) e u € L*(0,T), entao existe

z € CY([0,T); L*(0, L)) n C°([0, T); H*(0, L))

tal que
2(t,0) =0, Vt €[0,T], (2.34)
dz
A —1 2.
o Az — 1, (2.35)
2(0,.) = ¢°. (2.36)

De forma estratégica, sejay € C'([0,T]; L*(0, L)) NC°([0,T]; H'(0, L)) a translagao,

ou mudancga de variavel, da solucéo z definida por
y(t,x) = 2(t,x) + u(t), V(t,z) €[0,T] x [0, L]. (2.37)
Agora, vamos utilizar a func¢ao auxiliar. Para 7 € [0, T, seja
¢ € C'([0,7]; L*(0, L)) n C°([0, 7]; H'(0, L)).
Integrando por partes, temos:
— /0 ' /0 L(qbt + ¢ )ydadt + /0 ' y(t, L)o(t, L)dt — /0 ' w(t)o(t,0)dt

) / (2.38)
+ [Curagotrays - [P0

Em particular, se tomarmos a restricdo ¢ = y , entdo resulta na equacao

[0,7]%[0,L]

T T L L
2dt — w(t)? 7. 2)Pdx — O(2)|%dz. 2.39
/Ory@,L)rdt /0|<t>|dt+/0 jy(r,2)d /O|y<>|d (2.39)
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Usando o produto escalar em (1.1), resulta em

ly(, Mez,n) < lullrz,n) + 119° 20,2y, V7 € [0, 7). (2.40)

Agora, Sejam ¢° € L?(0,L) e u € C?(0,T) dados. Pela densidade de D(A) C

L?*(0, L) em (2.25), existe alguma sequéncia de fungdes (y9),en C D(A) tal que
y? — y° em L*(0,L), quando n — oo. (2.41)

Por consequéncia da densidade de C°(0, L) C L?*(0,L) no Teorema 1.12, existe al-

guma sequéncia de fungdes (u,).eny C C?([0.7]) tais que u,(0) = 0,¥n € N, e
u, — v em L*(0,L), quando n — oo. (2.42)

Para cada n € N, Seja z, € C1([0,T]; L*(0, L)) N C°([0,T]; H'(0, L)) tal que

2(t,0) =0, YVt € [0,T], (2.43)
dzp _ :
2(0,) = 3. (2.45)

Seja y,, € C([0,T]; L*(0, L)) nC°([0, T]; H*(0, L)) definida por
Yn(t, ) = 2, (y, ) + u,(t),V(t,z) € [0,T] x [0, L]. (2.46)

Tomando 7 € [0, 7], seja ¢ € C*([0,7] x [0, L]) com ¢(., L) = 0. Temos

—/T/ (¢t+¢x)yndxdt—/T un(t)gb(t,O)dt—i—/ Yn(T, 2)O(T, 2)dx
00 0 0 (2.47)

— /L Y2 (2)$(0,z)dr =0, ¥Yn € N
0
aplicando 4" :=14°, w:=u,, y:=uy,, temos
lynlleoqomz2.0)) < unllzzor + 1Yol 20,2 (2.48)
Seja (n,m) € N2, Aplicando 4% := 4% — 4%, w:=u, — Um, © Y :=Yn — Ym, tEMOS
19n — Ymllcoqo.rizz0,0)) < Ntn = tmll 20y + 1Y — Yol 20,1 (2.49)

Note que (y,).en € uma sequéncia de Cauchy em C°([0,77]; L*(0, L)). Portanto,
existe y € C°([0,T]; L*(0, L)) tal que

Y, — y em C°([0,T]; L*(0, L)), quando n — oo. (2.50)
Isto conclui a segunda prova da existéncia de solugéo do problema de Cauchy. O
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2.2 Controlabilidade

Nesta secdo, vamos estudar qual € a condicao para haver controlabilidade na equa-
cao do transporte.

Comecaremos com a definicao usual de controlabilidade.

Definicao 2.2. (CONTROLE) Sgja T' > 0. O sistema de controle (2.1) é controlavel
no tempo T se, para todo y° € L*(0,L) e para todo y' € L*(0,L), existe controle

u € L*(0,T) tal que a solugao y do problema de Cauchy (2.2) satisfaz y(T,.) = y*.

Note que 1° e y* sdo, respectivamente, os estados inicial e final da solugdo y du-
rante sua evolugdo temporal. Buscar controlabilidade do sistema de controle (2.1)
se resume em provar a existéncia de uma fungao u(t), ou controle, de modo que a

solugéo possa partir de y° e atingir 4* no tempo 7.

A partir da Definicao 2.2 de controle, apresentamos o seguinte teorema que busca
mostrar que existe uma condi¢do no tempo 7" > 0 para que o sistema de controle (2.1)

tenha controlabilidade.

Teorema 2.2. O sistema de controle dado em (2.1) é controlavel no tempo T > 0 se,

e somente se, T' > L.

A fim de familiarizar o leitor com as técnicas de controlabilidade, vamos fornecer

trés provas para este fato.

(1) Através da solugao explicita do problema de Cauchy;
(¢7) Pelo método da extenséo;

(17¢) Com a dualidade entre a controlabilidade de um sistema de controle linear e a

observabilidade de seu adjunto.

Enfatizamos que a terceira prova € mais elaborada que as demais e tem aplicabilidade

em outros modelos mais complexos de sistemas de controle.

2.2.1 Solucao Explicita

Aqui damos uma prova da controlabilidade para a equacgao do transporte. O mé-
todo se baseia em apresentar uma solugao explicita e checar que essa solugéao real-

mente satisfaz a Definigcdo 2.2 de controle.
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Primeiramente, se 7' € (0, L) entdo o sistema de controle € ndo-controlavel no
tempo 7. Com efeito. Como 3° e y' sdo escolhidos arbitrariamente, em particular
podemos definir

V() =1, e y'(x)=0,Vr €0, L] (2.51)

Considere u € L*(0,T), com 0 < T < L. A solugdo explicita do problema de
Cauchy em (2.20) é

0
y(x —1),V(t,z) € [0,T] x (0,L) tal que ¢t <z,
y(t,z) = (2.52)
u(t —x),V(t,x) € [0,T] x (0,L) tal que t > z.
Se a condig&o inicial for tal que 3°(z) = 1,Vz € [0, L], entdo a solugéo y satisfaz
y(T,x) =y°(x —T)=1, Ve € (T,L). (Note que T < x.)
Portanto, a escolha dos estados ¢° e y' em (2.51) leva a concluir que y(T',.) # y'.
Isto ja mostra que o sistema de controle é ndo controlavel no tempo 7.
Agora, no caso em que 7' > L, vamos mostrar que o sistema de controle € contro-
lavel no tempo 7.
Seja y’ € L?(0,L) e y' € L(0,L). Como para todo z € (0, L) temos que = < L < T,
entdo na solugéo explicita dada em (2.52) devemos ter

Logo, definindo o controle u € L?(0, T) explicitamente por

y' (T —t), te(T—LT),
u(t) =
0, te (0,7 — L),
entdo a solugéo do problema de Cauchy (2.2) satisfaz
y(T,z) = u(T —z) = y'(z),Vz € (0, L).

Portanto, isso mostra que o sistema de controle é controlavel no tempo 7', quando
T > L.

2.2.2 Meétodo de Extensao.

Usamos esse método para provar que o sistema de controle é controlavel no tempo

T,onde T' > L, ao estender a solugéo para além das condi¢gdes de boa colocagéo.
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Comecamos introduzindo a definicao de sistema nulo-controlavel que ocorre quando

existir controle para a solugédo de modo que ela se anule no estado final.

Definicao 2.3. (SISTEMA NULO-CONTROLAVEL) Seja T > 0. O sistema de controle é
nulo-controlavel no tempo T se, para todo y° € L?*(0, L), existe controle v € L*(0,T) tal

que a solugdo y do problema de Cauchy satisfaz y(T,.) = 0.

Para um tempo 7' > 0 fixo, a Definicao 2.3 acima sugere que existe certa equi-
valéncia em dizer que um sistema de controle é controlavel, e em dizer que € nulo-

controlavel. Essa equivaléncia se apresenta no seguinte lema.

Lema 2.1. SejaT > 0. Entdo o sistema de controle (2.1) é controlavel no tempo T se,

e somente se, é nulo-controlavel no tempo T'.

Demonstragdo. (=) Suponha que o sistema é controlavel no tempo 7T'. Pela definicao
de controlabilidade, dado 7" > 0, para todo y° € L?(0, L) e para todo y' € L?(0, L),
existe u € L*(0,T) tal que y(T,.) = y'.
Em particular, tomando y*(7',.) = 0, implica que y(T',.) = y'. Assim, pela Defini¢cdo
2.3, mostramos que o sistema é nulo-controlavel.
(<) Suponha agora que o sistema de controle (2.1) seja nulo-controlavel no tempo
T > 0. Sejam ¢y° € L?(0,L) e y* € L*(0, L) dados. Precisamos mostrar que existe
u € L*(0,T) tal que a solugdo y do problema de Cauchy (2.2) seja tal que y(7',.) = y'.
Para comecar, vamos assumir que existem 3° € L?(0,L) e uw € L*(0,7) de modo

que a solugédo 3 € C°([0, T]; L*(0, L)) do problema de Cauchy

v +y,=0,te(0,7),z€(0,L), (2.53)
y(t,0) =u(t),t € (0,7), (2.54)
7(0,2) =7°(x), 2 € (0, L), (2.55)
satisfaz
(T, x) == y'(x),z € (0, L). (2.56)

Por hipétese, sabemos que o sistema de controle (2.1) é nulo-controlavel no tempo
T. Considerando que podemos tomar qualquer estado inicial, entdo existe @ € L(0,T)

de modo que a solugdo 5 € C°([0,T]; L*(0, L)) do problema de Cauchy
Ui+ 8. =0, t€(0,T), xe(0,L), (2.57)
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g(t,0) =a(t), te (0,7),
§(0,2) = y(z) = 7’(2), = € (0,L),
satisfaz a seguinte condi¢ao de sistema nulo-controlavel.
g(T,x):=0, = € (0,L).
No entanto, vamos definir v € L?*(0,T') por
U =1u—U.

E assim, a solugéo y € C°([0, T]; L*(0, L)) do problema de Cauchy

(

Yty =0, t€ (O,T), VS (07L)7

y(t,0) = u(t) =ut) —a(t), t € (0,7T),

\y(oax) = yO(I)’ VS (0>L)7

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

e tal que y = ¥ + 5. Isso acontece ao subtrair as equagdes (2.53) e (2.57) e suas

respectivas condigdes de valor iniciais. Logo, por (2.56) e (2.60), temos y(7,.) = y'.

Portanto, o controle u dirige o sistema de controle do estado y° para o estado y!

durante o intervalo de tempo [0, 7.
Porém, resta ainda provar a existéncia de 3° € L*(0, L) e u € L*(0,T).

Seja z € C°([0,T]; L*(0, L)) a solugéo do problema de Cauchy
2+ 2, =0,t€(0,7),z € (0, L),

2(t,0) = 0,t € (0,T),
2(0,7) =y (L —2),2 € (0, L),

Note que z € H'((0,L); H~'(0,T)). Em particular, z(., L) é bem definido e

z(.,L) € H*0,T).

Afirmacao 2.1. De fato, z(., L) tem mais regularidade, pois z(.,L) € L*(0,T).

Demonstracdo. Com efeito. Usando a solugéo explicita, podemos escrever

2z —t),Y(t,x) € [0,T] x (0, L) tal que t < x,
z(t,x) =

u(t —x),V(t,z) € [0,T] x (0, L) tal que t > z.
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Em se tratando do caso em que y' € H'(0, L) satisfaz y'(L) = 0, garantimos que a
solucdo seja tal que z € C'([0,T]; L?(0, L)) N C°([0, T]; H*(0, L)).

Multiplicando a equacgao (2.62) por z, teremos
2.2+ 2.2, = 0.

Podemos fazer a integragé@o sobre o conjunto [0, 7] x [0, L] e separar as integrais como

segue.
L T
/ / (2.2t + 2.2, |dtdx = 0,
0 0
L T T L
/ / z.ztdtdx—i-/ / z.zzdzxdt = 0.
0 0 0 0
Veja que 28° — - e quetambém 27 — .. Entdo, se integrar e depois

substituir os limites de integragao, fica assim

//8t2dtd+//8a:2ddto
T T 2L
/z—dx+/z

dt =0,
/0 2(T, 2) — 22(0, 2)]dx + /0 22(t, L) — 22(¢,0)]dt = 0.

0
Ao separar as integrais, recaimos nas expressdes do produto escalar e das normas

no espacgo de fungdes em L? como segue.

L L T T
/ (T, x)dx — / 22(0, x)dw +/ 22(t, L)dt — / 22(t,0) = 0.
0 0 0 0

Donde, usando (2.63), anula-se o estado inicial e fica

/|Tx|dx—|—/|tL2dt /|y L —2)|*dz,

L
sendo que / |2(T, z)|*dz > 0, resulta em
0

121|220y < NlWll2(0,1)- (2.66)

Por densidade, a desigualdade se mantém se considerarmos que y' esta apenas

em L?(0, L), o que completa a prova da afirmagéao. O
Continuando, defina 31° € L*(0, L) e w € L*(0,T) respectivamente por
7°(z) = 2(T,L — z),Vz € (0, L), e u(t)=z(T —t,L),vt €[0,T].
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Entao, pela regra da cadeia verifica-se que a solucao y do problema de Cauchy é
y(t,z) =2(T —t,L—x),t € (0,T),z € (0, L). (2.67)
Concluimos a prova do Lema. N
Agora, vamos introduzir a definicdo da solugao estendida do problema de Cauchy
Y+ vy =0, (t,x) € (0,+00) X R,

y(0,2) = 1°(x),

(2.68)

onde y° estd em L*(R),
Definicao 2.4. (EXTENSAO DA SOLUGAO) Seja i’ € L*(R). A solugdo do problema de
Cauchy é uma fungdo y € C°([0,0); L*(R)) tal que, para todo T € [0,c), para todo
R > 0 e para toda fungdo ¢ € C*(|0, 7]; R) tal que

o(t,x) =0,t €[0,7],Vr € R tal que |z| > R,

tém-se

- /O /Z(@ + ¢y )ydrdt + /Z y(r, 2)6(T, x)dz — /R y°(2)é(0, x)dz = 0.

R
Proposicao 2.2. Paratodoy® € L*(R), o problema de Cauchy tem uma unica solugdo.
Essa soluggo satisfaz

ly(7, 2@ = 19°] 22®), V7 € [0, 00).

De fato, como no caso do problema de Cauchy, podemos apresentar a solucao y
explicitamente por
y(t,z) =3°(x —t),t €[0,00),x € R. (2.69)

Entao, o método da extensao prossegue da seguinte maneira.
Seja y° € L?(0,L). Seja R > 0. Sejay® € L*(R) tal que

7’(x) = y°(x),2 € (0, L), (2.70)
7°(z) = 0,2 € (—o0, —R). (2.71)
Sejay € C°([0,00); L*(R)) uma solugdo do problema de Cauchy

Y, +9,=0,(t,z) € (0,+00) X R,
YTy ( ) ( ) (2.72)

7(0,2) =7 (z),z € R.
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Usando a solucao explicita do problema de Cauchy, vé-se que
y(t,z) =0, se x <t— R. (2.73)

Adaptando a afirmagéo (2.1) da regularidade da solugdo, temos que y(.,0) € L*(0, o).
Seja T < L. Verifica-se que a solugdo y € C°([0,7T7]; L*(0, L)) do problema de Cauchy

(

yy+yx:07t€ (07T),J]€ (07L)7

y(tv O) = g(ta O)at € (07 T),

y(O,x) = yo(x),x € (07L>7

\
é dada por y(t,xz) =y(t,x),t € (0,T),z € (0, L).

Temos que y(7',) = 0, se R < T — L. Portanto, o controle ¢t € (0,T") — (¢, 0) dirige
o sistema de controle do estado y" para o estado nulo durante o intervalo de tempo
[0, 7).

2.2.3 Dualidade entre controlabilidade e observabilidade

Em termos do parametro temporal, ja sabemos que um sistema tem controlabili-
dade para certa condicao sobre o tempo 7. Mas, Fixado esse tempo 7' na solucéo, a
partir dela obtemos um operador linear que fornece a observabilidade do sistema de

controle.

Definicao 2.5. Seja T > 0. Vamos definir o mapa linear Fr : L*(0,T) — L*(0,L)
do seguinte modo. Sejau € L*(0,T) o controle e y € C([0,T); L*(0, L)) a solugdo do

problema de Cauchy (2.2) com 3° := 0, entdo

Partindo da definicdo acima, tém-se o seguinte lema.

Lema 2.2. O sistema de controle (2.1) é controlavel no tempo T se, e somente se, Fr

€ sobrejetivo.

Demonstragdo. (=) E trivial.
(<) Para provar a volta, vamos assumir que Fr é sobrejetiva e mostrar que o

sistema de controle é controlavel no tempo 7. Sejam " € L*(0,L) e y' € L*(0,L).
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Seja também 7 a solucdo do problema de Cauchy com « := 0. Contanto que Fr seja
sobrejetiva, existe u € L*(0,T) tal que Fr(u) = y' — 4(T,.). Entdo, a solugdo y do
problema de Cauchy satisfaz y(7',.) = 4(T,.) + y* — 4(T,.) = y', 0 que conclui a prova
do Lema 2.2. n

Em Teoria de Controle, a Proposigéo 1.5 fornece a desigualdade (1.12) que € cha-
mada de "desigualdade de observabilidade". A fim de aplicar esta proposi¢éo, vamos

apresentar o operador adjunto F;. de forma explicita no lema a seguir.
Lema 2.3. Segja 2’ € H'(0, L) tal que
ZI(L) =0. (2.74)

Seja = € C'([0,T); L*(0, L)) N C°([0,T); H'(0, L)) a solugdo (tnica) do problema de

Cauchy
ze+ 2, =0, (2.75)
2(t,L) = 0,Vt € [0,T], (2.76)
2(T,) = 2" (2.77)
Entéo
Fi(zh) = 2(.,0). (2.78)

Demonstragéo. Primeiro, vale ressaltar que a prova da existéncia e unicidade da so-
lucéo
2 € CY([0,T]; L*(0, L)) N C*([0,T]; H'(0, L))

satisfazendo (2.75)-(2.77) é similar a prova que foi feita em (2.34)-(2.36). Por isso,
podemos omiti-la aqui.

No entanto, se z € C*([0, T]; L*(0, L))NC°([0, T); H'(0, L)) é a solugéo do problema
de Cauchy

;

2(t,0) = 0,Vt € [0, 7],
dZ _ Az
o AZ,

2(0,z) = 2T(L —x), x €0, L],

7

entdo podemos fazer
2(t,x) = Z(T —t,L — x),VY(t,x) € [0,T] x [0, L].
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Dai, por (2.75) teremos que z(t, L) = 2(T —t,0) = 0. E também, por (2.77), temos que
2(T,x) = 2(0,L — x) := 2T.
Agora, seja u € C?*([0,T]) tal que «(0) = 0. Vamos considerar o sistema a seguir,

cuja solugdo é y € C''([0,T); L*(0, L)) U C°([0, T); H'(0, L)).

y(t,0) = u(t), vt € [0, 7], (2.80)
y(0,-) = 0. (2.81)

Usando os problemas (2.75)-(2.77) e (2.79)-(2.81), podemos fazer o célculo do

produto escalar com Fr e encontrar o seu adjunto da seguinte maneira.
L
(zT, .FT(u))LQ(O’L) = / 21 Fr(u)da
0

L
—/ 2(T,z)y(T,z)dx (definig¢do do operador Fr)
0

L T
/zy dtdx—// 2y)idxdt (T. F. C.)

T
/ / (zy + zy,)dxdt (derivando)

[en]

0

)
T L
/ / (22y + 2y, )dxdt (substituigdo em (2.75))
o Jo
T L
e
T
| -t
0

T
/ 2(t,0)u(t)dt (usando (2.76) e (2.80)).
T

/0 2(T,z)y(T, z) — 2(0,2)y(0, z)dx (por (2.81))
)zdxdt
(

(
Jy(t, L) + z(t,0)y(t,0))dxdt

[en]

:/ z(t, 0)u(t)dt.
0
Portanto, resulta que
L T
(7, Fr(u)) ooy = / 2T Fr(u)de = / Fi (2" )u(t)dt = (F3("),) 120 1y

e dai concluimos que F;(27) := 2(¢,0).
Lembrando que, pelo Teorema 1.12, o conjunto das fungdes v € C?, tais que u(0) =

0, € denso em L?(0,T"). Com isso concluimos a prova do Lema 2.3. O

75



Agora, do Lema 2.3, basta provar a desigualdade de observabilidade (1.12) dada
por
IE(z) 20,y > ell2" [l 20,09,
e decorre diretamente que o operador Fr sera sobrejetivo.

Elevando ao quadrado, fica

(F;“(ZT)af;“(zT))LQ(QT) = ||F7*“(ZT)||%2(O,T) > CQHZTH%?(O,L) = 02 <2T7 ZT)L2(07L)'
Entdo, usando o produto escalar em L?(U), devemos provar que
T L
/ z(t,0)%dt > 02/ 21 (x)*dx, (2.82)
0 0

paratodo z* € H'(0, L) talque 2" (L) = 0, e z € C*([0, T; L*(0, L))NC°([0,T]; H'(0, L))
€ a unica solugdo do problema de Cauchy (2.75)-(2.77).

Vamos apresentar duas provas para a desigualdade (2.82). A primeira se baseia
na solucao explicita, e a segunda no chamado método multiplicativo.
Prova 1. (Via solucao explicita)

Assumimos que 7' > L. Nota-se que a solugéo € dada por
2tx)=z2"(x+t-T), se 0O<w<L+t—T,

z(t,x) =0, se L+t—T <z < L.

Em particular, se T > L, entao

T L
/ 2(t,0)%dt = / 21(z)2de,
0 0

mostrando que a desigualdade se mantém com ¢ = 1.
Prova 2. (Via Método Multiplicativo)

Aqui, vamos assumir que 1" > L e provar que a desigualdade se mantém com

C = ,/TT_L. (2.83)

Seja z* € H'(0, L) tal que (2.74) é satisfeito. Seja » € C([0,T]; L(0, L))NC°([0,T]; H*(0, L))
a unica solugao do sistema. Multiplicando a equagéao (2.75) por z e integrando a equa-

¢ao obtida em [0, L], para cada ¢t € [0, 7] temos

L L
/ zzedx + / zzpdx = 0,
0 0
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=0, (substituindo os limites)

1 1
) dr + 5,z(t, L)? — 52(1&, 0)> =0 (usando (2.76))
2

7
%%Zf(%)@::%Aum2
£ () = oy
ﬁ(/‘tx|ﬂ>:|(>| (2.84)

Vamos agora repetir o argumento. Porém, multiplicando por zz e, para cada ¢t € [0, 7]

integrando a equagéao obtida sobre [0, L] como segue.

L L
/ rzzdr + / xzzpdr =0,
0
L /.2

/ ( ) d:p+/ x(;) dxr =0, (integrando por partes)

0 0 x
1 d L L 2 L
—— / r2’dx ——/ 2y + | =
2dt \ J, ; 2

=0, (usando (2.76))
0

L L
pn (/ )—/ z(t,2)*dr =0 (usando a norma em L*(0, L))
0
d 2
— ZL‘|Z (t,2)|*dx ) = |2(t, ). (2.85)
dt
Parat € [0,7], sejae / |z(t, z)|*dz, e usando (2.85) e T.F.C. temos
T L L
/ e(t)dt:/ x]z(T,x)]de—/ x|2(0, 7)|*dx,
0 0 0
(2.86)

gLé\Aﬂ@ﬁu_Ldﬂ.

Agora, usando (2.84), temos
L T T
= / |2(t, z)|Pdx = e(T) — / |2(7,0)|?dr > e(T) — / |z(,0)|*dr. (2.87)
0 t 0

Logo, usando (2.86), (2.87), e a representagao (2.77), fica

T
—/ |2(7,0)]2dT < e(t), (integrando em [0,T])

[ (e [ i) [ s,
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Te(T) — T/O \2(7,0)2dr < Le(T),

L
(T = L)% 20, < T./ |=(7, 0)[2dr. < 2.88 (2.88)
0

Usamos a desigualdade juntamente com o Lema 2.3 e considerando que o conjunto
das fungdes 27 € H'(0, L), tais que a condi¢éo (2.74) é mantida, é denso em L?(0, L),

provamos a desigualdade de observabilidade desde que

T_
c=1/ TL>1,VT2L>O.

Observacao 2.1. O método multiplicativo fornece uma desigualdade de observabili-

dade mais fraca que o método baseado na solugcio explicita. (Note que o método mul-
tiplicativo, em contraste com o método da solug&o explicita, ndo nos permite provar a
controlabilidade no caso limitante em que T' = L). Todavia, o método multiplicativo é
bastante flexivel fornece resultados interessantes de controlabilidade em sistema de

controle.

78



Capitulo 3

Equacao de Korteweg—de Vries

Neste capitulo, seguiremos a abordagem do controle da equacao de KdV feita em
[1]. Seja L > 0 e T > 0. Considere o seguinte sistema de controle linear da equacao

KdVv.

Y+ Yo + Yzaw =0, 1€ (0,7), z€(0,L),
' ) ©.5) (3.1)

y(t,0) =y(t,L) =0, y.(t,L) =u(t), te€(0,T),
onde, no tempo ¢, o controle é u(t) € R e o estado é y(¢,.) : (0,L) — R.
Nossa meta neste capitulo é estudar as condigdes de controlabilidade desse sis-
tema de controle linear. Vamos comecar pela boa colocagédo do problema de Cauchy

associado ao sistema, destacando o papel dos valores iniciais e de contorno.

3.1 Boa Colocacao do problema de Cauchy

Vamos apresentar a definicdo usual da solugédo do seguinte problema de Cauchy

(

Yt + Yz + Yoz = 0, € (0,T), x€(0,L),

y(t,0) =y(t, L) =0, yu(t, L) =u(t), t€(0,T), (3.2)

Ky((),ac) =1%z), = € (0,L);

onde T >0, y° € L*(0,L) e u € L*(0,T) sédo dados.
A fim de desenvolver esta definicdo de uma solucao, primeiramente, vamos assu-
mir que existe uma fungado y de classe C? em [0, 7] x [0, L] satisfazendo o problema de

Cauchy (3.2) no sentido usual. Consideramos ainda uma funcao auxiliar como segue.
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Para 7 € [0,T], seja ¢ € C3([0, 7] x [0, L]) uma fungao tal que
é(t,0) = ¢(0,L) = 0,Vt € (0,7). (8.3)

Ao multiplicar a equacdo K.d.V em (3.2) por ¢, vamos integrar a equacao obtida sobre

aregiao [0, 7] x [0, L] como segue.
¢yt + gbyac + ¢y:c;tz = Oa

T L

L T T L T L
/ / oydtdr + / / QY dxdt + / / OYzzzdrdt = 0.
0 0 0 0 0 0

Integramos por partes e utilizamos as condi¢cées de contorno em (3.2). Segue que

/OL[¢?J - /¢tydt]|8dx + /OTWJ - /Cbzydx] bt + /OT[qbym — /%ymdx] Lt =0,

e substituindo os limites de integracao, fica
L T
| loatra) = [ ottt = o0.0)(0.0))do+
T L
T L
/0 [6(t, L)yeo(t, L) — /0 G (1, )Y (1, 2)d — B(t, 0)yu (2, 0)]dt = 0.
Vamos eliminar os termos nulos em (3.4), e ficar com
L L T L
— _ 0
| smantraie= [ [ ottapt o~ [ 0.0 @e

T L T L (35)
- / / bu(t, 2)y (¢, 2)drdt — / / 60 (1, 2)yn (£, )t — 0.

Fazendo integragéo por partes apenas na ultima integral de (3.5), que esta destacada

a sequir, obtemos
L
dt

/oT /OL Gt )Y (t, ) ddt = /OT {%(t’w)%(t’@ _/ %yxdx} 0

_ /OT {%(t,x)yx(t,x) — Pualy + / %wyd“’}

L

dt
0

- / [6ut, LYu(t) — 6 (t, 0)ya(t,0) + / dnrydaldt
(3.6)
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Portanto, usando o resultado de (3.6) na equacéao (3.5), resulta em

ora)yra)da— [ [ (6u(t.2) + 6alt, ) + duaalt,2))y(t, 2)dadt
J I a

- / 60, 2)y" () — / " gu(t, Dyu(t)dt + / " 0u(t,0)y. (1, 0)d.

Essa equacéo integral em (3.7) conduz a seguinte definicdo de solugédo do pro-

blema de Cauchy (3.2), porém com menos regularidade como sugere.

Definigdo 3.1. (SOLUGAO FRACA) SejaT > 0. Dados y° € L*(0,L) eu € L?(0,T),
entao a solugdo do problema de Cauchy (3.2) é uma fungdo y € C°([0,T]; L*(0, L)) tal

que, para todo T € [0, T e para toda fungdo ¢ € C3(|0, 7]; [0, L]) que satisfaz
tém-se

o(r,x)y(T, z)dx — ' L((bt(t, z) + ¢p(t, ) + G (t, x))y(t, x)dxdt
! I 0

_/O ¢(O,x)y0(m)dm _ /OT Qﬁx(t, L)u(t)dt.

A proposicao a seguir diz que a regularidade na solugéo implica em certa regula-
ridade nas condicdes de valor iniciais. A prova sera omitida pois segue 0s mesmos

passos que a Proposicdo 2.1 da equagéo do transporte.

Proposicao 3.1. SejaT > 0. Dados y° € L*(0,L) eu € L*(0,T), vamos assumir que
y é uma solugdo do problema de Cauchy (3.2) que é de classe C* em [0,T] x [0, L].

Entdo
(i) y” € C3([0, L]);

(i) u € C*([0,T]);

(iii) y(0,x) = y°(z),Va € [0, L];

() y(t,0) = y(t. L) = 0,y.(t,0) = u(t),Vt € [0, T];
(V) ye(t,2) + Yo (t, @) + Yaaa(t, ) = 0,Y(t, 2) € [0,T] % [0, L].

Agora, prosseguiremos obtendo a demonstragdo da existéncia e unicidade da so-
lucao do problema de Cauchy (3.2), bem como uma majoracao, ou controle da norma,

da solugédo em L?(0, L).
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Teorema 3.1. SejaT > 0. Dados y° € L*(0,L) e u € L*(0,T), entdo o problema de

Cauchy (3.2) admite uma unica solugéo y. Essa solugéo satisfaz

ly(T, M2,y < 19°]r20,2) + llull 20,2y, V7 € [0, L] (3.10)

Demonstragdo. (Existéncia.) Vamos comecar construindo as hipéteses do teorema
de semigrupo para provar a existéncia de solucgéao.

Seja T' > 0. Primeiro, vamos tratar o caso em que

u € C*([0,T)), (3.11)
com u(0) = 0; (3.12)
e y° € H*(0,L), onde 3°(0) = y°(L) = y°(L) = 0. (3.13)

Considere o operador linear A : D(A) c L?(0, L) :— L*(0, L) definido por
D(A)={f € H*(0,L); f(0)=f(L)= f.(L) =0}, (3.14)

Af = —fo = feaa, Vf € D(A). (3.15)

Agora apresentamos duas afirmagoes acerca do operador A.

Afirmacao 1. (Densidade)
O conjunto D(A) em (3.14) é denso em L*(0, L). (3.16)

Dada f € L?(0,L). Pela densidade de C5°(0,L) em L?*(0,L) no Teorema 1.12,

existe uma sequéncia (f,).en C C5°(0, L) tal que
fn — f em L*(0, L), quando n — oo, (3.17)

Vamos verificar que o conjunto C5°(0, L) € denso em D(A).

Com efeito. Para cada n € N, sabemos que pelo fato de f,, € C§°(0, L), implica que
FB e =0, L), com k € {0,1,2,3}.

Note que f¥ € L*(0, L), pois

1

3 L
”f HLQ(OL (/ | d:c) < sup ’frgk)’</ dx) = || ”L"C(OL L3 < oo,
2€(0,L) 0

(3.18)

Assim mostramos que f,, € H3(0, L).
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Além disso, para cada n € N, e para todo = € (0, L), 0 suporte compacto de f, é
tal que
suppf*¥) < (0,L), onde k € {0,1}.

Logo, £,(0) = f.(L) = £V(0) = f”(L) = 0. Isso mostra que f, € D(A), ¥n € N.
Logo, temos que D(A) = L2(0, L).

Vale notar que obtemos C§°(0, L) C D(A) C L*(0, L).

Observando que o fecho de C°(0, L), em L?(0, L), é denso em L?(0, L), passamos

o fecho na cadeia de conjuntos, resultando em
D(A) Cc L*(0,L).

Assim provamos a afirmagao da densidade.

Afirmacao 2. (Operador fechado).
O operador linear A : D(A) c L*(0,L) — L*(0, L) é fechado. (3.19)

Afirmar que o operador A expresso em (3.14)-(3.15) é fechado significa dizer que o
grafico Gr(A) = {(f, Af);Vf € D(A)} é um subespago fechado de L?(0, L) x L?*(0, L),
onde a norma do grafico € a mesma apresentada na Observacgéo 1.7.

Seja (fn)nen C€ D(A) uma sequénciatalque f, — f em D(A), quando n — oc.

Vale destacar que para todo n € N, temos que
fn € D(A), implica que(f,., Af.) € Gr(A).

Queremos provar que se f,, — fem D(A),e Af, — gem L*(0, L), entdo Af = g.
Pela Afirmagdo 3.16, ja foi provado que o conjunto D(A) é denso em L?*(0, L).

Porém, precisamos verificar se de fato temos f € D(A), para que Af faga sentido.
Para isso, veja que a afirmacéo (3.16) mostra que f,, € D(A) = f, € H3*(0,L). E

deste fato juntamente com (3.18) decorre que
f=1lim f, € H*(0, L).
n—>

Além disso, através da imersdo de Sobolev H? — C! dada na Proposicdo 1.10,

existe C' > 0 tal que

sup [g(z)| < sup |g(2)|+ sup |g'(z)] = ll9lloro,r) < Cllgllmzo.ny, Vg € D(A).
z€(0,L) z€(0,L) z€(0,L)
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Em particular, tomando = = 0 temos que
[FO)] + 1 0)] < [£(0) = fu(O)] + [£/(0) = fo(0)]

<|f = fallzeo,ny + ILf" = fullz=o,n)
= ||f = fallero.n)
< C|f = fallz3o.1)

Como f, — fem D(A), entdo f(0) = f’(0) = 0. Portando, f € D(A).
Agora, para a conclusao da afirmacéo, da linearidade do operador A e da continui-

dade da norma, resulta que
1A = gll20.) = 1A = lim Afullz,.r)
= nhinm |Af = AfullLo,)y (usando (3.16))
n——oo
= lim || fua—fo+ fozee— fowzllLo,r) (desigualdade triangular)
n—oo
< lim (ana: - fac||L2(0,L) + ||fnzx:v - fa:acx”L?(O,L))
n—-~oo
< lim || fu — fllaso.n)-
n—~oo

Como || f, — fll#3(0,.) — 0, quando n — oo, entéo concluimos que Af = g. Portanto,
todo ponto (f, g) € Gr(A) é limite de sequéncia de pontos (f,,, Af,) em Gr(A).

As seguintes afirmacdes se encarregam de mostrar que o operador A é dissipativo,
e que seu adjunto A* esta bem definido e, também, é um operador dissipativo.
Afirmacao 3. (O operador A é dissipativo).

Usaremos a Definicdo 1.40, integragdo por partes e as condigdes de bordo em
(3.14).

Seja f € D(A), entdo

L L L
(Af, o) = / (Af).fdz = — / (ot fona) i = — / (oSt fona f)d

/ fofda / Fuvafd = - / (f2)d:c F el / Foo il

__~) ; /0 fuofud = /0 fuotda = [ OUL,

)
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Afirmacao 4. (O operador A* estd bem definido).

Agora afirmamos que o operador A*, o adjunto de A, é definido por
D(A*) = {f € H*(0,L); f(0) = f(L) = f.(0) = 0}, (3.20)

A*f = fo+ fowa, Vf € D(A”). (3.21)

Com efeito, para toda f € D(A) e para toda g € D(A*), vamos usar integral por
partes e as condigbes de bordo: f(0) = f(L) = f.(L) = 0 em (3.14), no seguinte
produto escalar.

L

L L

/ fugd - / Frrsgds = —fg

/ fgudx — fmg

/ foud — fmg

/ f2Gzzdx

+ fxgx

/ feagedr = / fgzdx — fmg

L
0 0 0

+ f 9z
0
Ou seja, substituindo os limites de integracdo, donde f,(L) = 0, temos que

_fgmc
0

L
(Af, 9200y = / F00t — Fra(L)g(L) + Fra(0)g(0) — £2(0)ga / Fguadr. (3.22)

Note que, com o adjunto ocorre o seguinte fato no produto escalar.

L L L L
(. A Q) ooy = /O F(A*g)da = /0 F(gs + Guna)da = /0 Jgude + /0 Jguadr. (3.23)

Portanto, da igualdade entre as identidades (3.22) e (3.23), a definicdo do adjunto
de A segue diretamente, isto é, desde que se tenha ¢(0) = ¢g(L) = ¢.(0) = 0, entdo
temos que o operador adjunto A* : D(A*) c L?(0, L) — L*(0, L) esta bem definido e
satisfaz

(Af,9) 200 = (f, A"9)r20,.0), Vf € D(A), e Vge D(A").

Afirmacao 5. (O operador A* é dissipativo).
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Vamos verificar que o operador adjunto A* : D(A*) c L*(0,L) — L*(0, L) é dissi-
pativo. Para isso, usamos a Definicdo 1.40, integracéo por partes, e as condicdes de
bordo em (3.20) como segue.

Seja f € D(A*), entao

L L L
(A*F, o) = / (A*f).fdu = / (fo + foua) fila = / (o + founf)de

= [ gars / s S = / m(f2>dx+ffm{0 [ tette

_ A Lo (f)
B (f:r:) __fx( ) f2(0)? __faz( )?
== = sty = 5 <0.

Partindo do fato do operador A e de seu adjunto A* serem dissipativos, o préximo
passo sera aplicar Teoria de Semigrupos, como segue, a fim de provar a existéncia de
solugdes do problema de Cauchy (3.2).

Agora apresentaremos um problema de valor inicial ndo-homogéneo. Vamos apli-
car o Teorema 1.16 como segue.

Para todo estado y° € D(A) e para toda fungdo f € C'([0, L]; L*(0,T)), existe uma
Unica solugéo > € C'([0,T]; L*(0, L)) N C°([0,T]; H*(0, L)) do problema de Cauchy

2(t,0) = 2(t, L) = 2z,(t, L) = 0,Vt € [0, T, (3.24)

z(L — ) N u(t)L —LZ:zc7 (3.25)

dz
dt—AZ+u() 7

2(0,.) = ¢°. (3.26)
Para atender as hipéteses do Teorema 1.16, sabemos que f : [0,7] — L?(0,T) é C*,
(L —x) N (t)L—Qx
L e
entdo f(t,z) € C'([0,T]; L*(0,T)), para todo (t,z) € [0,T] x [0, L].
Para isso, note que u € C%*([0,T]) = u € CY([0,T]) = f € C*([0,T]; L*(0,T)),

pois fazendo

mas precisamos verificar ainda que, fazendo f(¢,z) := u(t)

L — L—2
MY = sup u‘ <oo e M®= gsup x’ < oo, entao
2€(0,L) L 2€(0,L)
”f(t7x)||Cl(O,T) = Ssup |f(t,l’>|+ sup ’ft(t’x”
te[0,T) t€[0,T7]
ox(L —x) L —2x ox(L—x) . L—2x
= sup ‘ut——l—ut + sup ‘ut——i—ut
t€[0,T] ( ) L ( ) L te€[0,T] ( ) L ( ) L
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t€[0,T te[0,T7] t€[0,T] t€[0,T

Partindo do sistema (3.24)-(3.26), podemos resolver o problema de Cauchy (3.2).
Basta definir y € C*([0,T7; L*(0, L)) N C°([0,T]; H3(0, L)) por

(L — x)

y(t,x) = z(t, ) — u(t) 7 V(t,z) € [0,T] x [0, L]. (8.27)
Note que, de (3.24) e de (3.27), decorre que
y(t,0) = y(t,L) =0,Vt € [0,T]. (3.28)

Além disso, se na expressao (3.27) considerar uma derivada de y em relagédo a ¢, uma

em relagdo a z, e ainda trés em relacao a z, teremos

dy dz ., x(L—1x)

AN A Y S A

i@ T
dy dz (L — 2x) d>y  d?z 2 By dz
1) e A A O it
dr  dw ut) L 7 dr?  dx? +ul )L © B IWP

Dai, ao somar as equagdes acima, obtemos que y resolve a equacgao linear de KdV
como mostrado a seguir.

P _%_.(t)x(L—x)+%_ (t>(L—2x) d3z
Ve e T Yawe = gy T L dr " L dz3
_dz [ dz d®z (t>x(L —x) ( )(L — 2x)
dt dr  dx3 L L
_dz ox(L —x) (L —2z)
i (Az + u(t) 7 u(t) 7
_dz dz
Cdtdt T

E ainda na expressao (3.27) e na sua derivada, usamos (3.24),(3.26) e (3.28) para
obter

y(t,0) =y(t,L) =0, e w(t.L)=wult), e y(t0)==(t0)=y"
Agora, a fim obter a desigualdade (3.10), vamos usar a funcao teste como segue.
Para 7 € [0,7], seja ¢ € C*([0,T]; L*(0, L)) N C°([0,T]; H3(0, L)) tal que

6(t,0) = (¢, L), vt € [0,T). (3.29)

Entao, podemos usar o sistema (3.24)-(3.26) com a mudanca de variavel y expressa

em (3.27), valendo ainda a condi¢do «(0) = 0 dada em (3.26), como segue.
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Vimos que a solugao y satisfaz a equagao

Multiplicamos por ¢ e depois integramos por partes. A partir daqui, podemos faze-
MOS 0 MesSmMo passo-a-passo nos moldes de obter a equacao integral em (3.7). Vamos

considerar ainda valida a condicdo (3.29) e entao teremos

T L T T
—/ / (O + Op + Ppamyydadt — / ¢ (t, L)u(t)dt + / ¢(t,0)y,(t,0)dt
0o 0 0 (3.31)

L L
+/ o(7,2)y(T, x)d:c—/ $(0,2)y° (z)dx = 0,
0 0
onde a funcéo ¢ foi escolhida arbitrariamente. Em particular, podemos tomar a restri-
G&0 ¢ = ylj0,-x0,] NA €quagéo (3.31).
Usando o produto escalar definido em L?(0,T), e o produto escalar definido em

L*(0, L), fica apenas

T T L L
2 o 2 T 2 . 0 2 = .
/O |y (t,0)"dt /0 |u(?)] dt+/0 y(7, z)|"dz /0 |y (2)["dz = 0, (3.32)

0 que resulta em
lylleoqoryzzio,ny < llullrzor + 1401 c20,1)- (3.33)
Isso prova o resultado assumindo que 3" e u sS40 mais regulares.
Agora, vamos tratar o caso geral em que temos as condi¢des de valor iniciais sem
exigir que se tenha, necessariamente, regularidade no controle w.
Seja ¢y € L*(0,L) e u € L?(0,T). Tomando uma sequéncia de fungdes (4°),cn €M
D(A) tal que

v, — y° em L?(0,L), quando n —; oo. (3.34)

Seja também (u,,).cny Uma sequéncia de fungdes em C?([0,T]) tal que u,,(0) =0 e
u, — v em L*(0,T), quando n — oo. (3.35)

Seja ainda (z,).eny UMa sequéncia de fungdes tal que, para cada n € N, tenhamos
seus termos 2, € C'([0,T7; L*(0, L)) N C°([0,T]; H*(0, L)), de modo que satisfazem o

seguinte sistema de Cauchy

2n(t,0) = 2, (t, L) = 2,.(t, L) = 0,Vt € [0, T, (3.36)
dz, . oL —x) L —2x
= Az + 1, (t) 7 + 1y, (1) T (3.37)
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2(0,.) = 1°. (3.38)

Considere a mudanca de variaveis y,, € C'([0,T]; L*(0, L)) n C°([0, T]; H3(0, L)), defi-
nida por
Yn(t,x) = 2,(¢,0) — U, (t) ———,

Seja T € [0, T). Considere ¢ € C*([0, 7] x [0, L]) tal que

V(t,z) € [0,T] x [0, L]. (3.39)

o(t,0) = o(t, L) = ¢.(t,0) = 0,Vt € [0,T]. (3.40)

Na equacao integral (3.31), aplicamos o caso em que a condigao inicial seja y° := ¢2,

e ainda v := u, € y := y,. L0go,

/ / (61 + b + Guasyyndadi — / bu(t, Lyun(t
(3.41)
+/0 ¢(Tx)yn(7xdx—/ gbO:L‘yn( )dx,

e por (3.32), temos

||yn||00([0,T};L2(o,L)) < ||Un||L2(o,T) + Hy2||L2(o,L)- (3.42)

Tomando (n,m) € N2. Usando ainda (3.32), aplicamos o caso em que 3° := ¢y° — 42,

U= Up — Uy €Y = Yn — Ym, resulta

19 — Ymllcoqorizzo,0)) < ltn — wmllz2o1) + 1Un — Yl 22(0,1)- (3.43)

Levando em conta as convergéncias (3.34) e (3.35), e a desigualdade (3.43), te-
mos que a sequéncia (y,).en € limitada, portanto, € uma sequéncia de Cauchy em
C?([0,77; L*(0, L)).

Logo, existe y € C°([0, T]; L*(0, L)) tal que

y, — y em C°([0,T]; L*(0, L)), quando n —> oo. (3.44)

Entéo, aplicando o limite em (3.41) temos a equacgao integral em (3.9). E aplicando
também o limite em (3.42), temos a desigualdade das normas (3.10).

Assim concluimos a prova da existéncia do problema de Cauchy em (3.2) satisfa-
zendo (3.10).

(Unicidade) Trataremos agora a prova da unicidade da solugao.
Sejam T > 0, y° € L*(0,L) e u € L*(0,T). Agora vamos supor que existam duas

solucdes y; e y, do problema de Cauchy (3.2).
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Considere y := y, —y; € C°([0,T); L*(0, L)). Sejat € [0,T] e ¢ € C3([0,T]; L*(0, L))

tal que (8.8) é satisfeito, i.e., com

¢(t’ O) = ¢<t7 L) = ¢x<t7 L) = 0.

Pela Definicédo 3.1, para toda fungao ¢ € C'([0, 7]; L*(0, L))NC°([0, 7]; H3(0, L)) que

satisfaz a equacao integral (3.9), é valido que

T L L
— / / (P + O + e )ydadt + / o(r,2)y(r, z)dx = 0. (3.45)
o Jo 0

Para T € [0,T], seja (f.)nen UMa sequéncia de fungdes em H?(0, L) tal que

fn(0) = fu(L) = fna(0) = 0, (3.46)
fo —> y(r,.) em L*0, L), quando n — oco. (3.47)
Para cada n € N, seja
Y, € C1([0,7]; L*(0, L)) N C°([0, 7]; D(A)) (3.48)
a solugdo de )
;i" — Aty (3.49)
Un(0,2) = fu(L — ). (3.50)

Seja ainda ¢,, € C'([0,7]; L*(0, L)) N C°([0, 7]; H3(0, L)) uma sequéncia definida por
On(t,z) = Yp(t —t, L — x),¥(t,x) € [0, 7] x [0, L]. (3.51)

Veja que, usando (3.50) em (3.51), a condicao (3.8) é satisfeita para ¢ := ¢,,, pois,

para todo n € N e para todo 7 € [0, L] temos
¢n(77 O) = Q/Jn((), L) = fn(o) =0, ¢n(7-7 L) = wn(oa 0) = fn(L) =0, e

0w (7, L) = 0:9,(0,0) = fro(L) = 0.

Além disso, podemos derivar em relagdo a z, depois em relacdo a ¢, e usar o

operador A como segue.

0 0 0
¢nx = %an(tm) - %¢n(7 t, L {L‘) - _%@Dn)
o3 o3 03
¢nzm: 8mm ¢n(t7 l‘) - %@/}n('r —t, L— l‘) - _axmcd}na



9
ot
Dai, temos que

0 dipn,

¢nt - dt

Logo, usando (3.50) e (3.51), na equacao integral (3.45) obtemos

/0 y(7,z) fr(x)dx = /0 y(1,2)pp (1, 2)dx = 0. (3.52)

Entdo, fazendo n — oo, € usando (3.47), temos

L L
ly(7, )20, :/o |y(7’,x)’2dx:/0 y(7,x) nhinwfn(x)dx (Lema de Fatou)

L

= lim y(7,x) fr(x)dx

n—aoo 0

L
= lim y(r, )y (1, 2)dx = 0.

n—m—o0 0
Portanto, para todo 7 € [0, T], temos que y»(7,.) —y1(7,.) =: y(7,.) = 0. Isso conclui

a prova do teorema. O

3.2 Controlabilidade

Vamos seguir com o estudo da controlabilidade do sistema de controle (3.1). Para

isso, retornamos com a definicdo usual de controlabilidade.

Definicao 3.2. (CONTROLE) SejaT > 0. O sistema de controle (3.1) é controlavel no
tempo T se, para todo 3° € L*(0, L) e todo y' € L*(0, L), existe u € L?(0,T) tal que a
solugcdo y do problema de Cauchy (3.2) satisfaz y(T,.) = y*.

Com esta definicao, temos o seguinte teorema

Teorema 3.2. SejaT > 0, e considere o conjunto

N = {2#\/‘#;]’,[61\1—{0}}. (3.53)

O sistema de controle (3.1) é controlavel no tempo T se, e somente se, L ¢ N.
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Demonstragao. Paray® € L*(0, L), sejay € C°([0, oc]; L*(0, L)) a solugéo do estendida
problema de Cauchy

;

Yt + Yz + Ypzz = Oa
y(,0)=y(,L)=vy.(,L)=0,
| 9(0,) ="

Isto significa que, para T' > 0, a restricdo da fun¢do y ao conjunto [0,7] x (0,L) € a

solugéo do problema de Cauchy de acordo com a definicao (3.1).

Denotamos S(t)y° a funcéo y(t,.). Em outras palavras, S(t),t € [0,00) é 0 semi-
grupo de operadores continuos associado ao operador linear A.

Para a primeira parte da prova do Teorema 3.2, apresentamos a proposicao a

sequir.

Proposicao 3.2. Paray’ € L*(0,L), sejaT > 0 ey(t,.) = S(t)y°, parat € [0,T]. Entdo
y.(.,0) faz sentido em L?(0,T)., comy € L*((0,T); H*(0, L)) e, além disso,

19 )l 20,0y < 119”1l 20,1 (3.54)
1
AT + L\ ?
oo < (o2 ) Il (3.5
1
HyOH%Q(O,L) < T”yH%Q((O,T)X(O,L)) + ||yw('70)||%2(0,T)' (3.56)

Observando a equacgao de KdV em (3.3) tomada no sentido das distribuicdes, e

do fato da solugéo fraca ser tal que y € C°([0,T]; L*(0, L)), temos que
y € H*((0,L); H'(0, 7).

Além disso, y.(.,0) esta bem definido e toma valores em H~'(0,7). A desigualdade
(8.54) diz que, de fato, y.(.,0) em L?*(0,T). Esta é uma propriedade de regularidade

sutil no sentido das distribuigdes.

Demonstragdo. Pela densidade de D(A) em L*(0, L), é suficiente provar as desigual-
dades (3.54), (3.55) e (3.56) no caso em que y° € D(A). Nesse sentido, tome ¢° €
D(A) e considere o sistema de Cauchy em y € C''([0,T]; L*(0, L)) N C°([0, T]; D(A)),

Ye + Yz + Yooz = 0, (3.57)

y('? 0) = y('? L) = ya:('» L) =0, (358)



y(0,.) = ¢°. (3.59)

Vamos multiplicar (3.57) por y e integrar por partes em [0, 7] x [0, L] como segue.

/ / YYt + YYo + YYozedrdt =0
0 0

L T T L T L
/ / yydtdx —I—/ / yyxdxdth/ / YYzzzdrdt = 0.
0o Jo 0o Jo 0o Jo
Loyo|T T |t T L L
/ = da:—l—/ = dt+/ [yym —/ yg;ymdx] dt = 0.
0o 2 |o 0o 2o 0 0 0
L, o|T T
/ Y dx+/
0o 2 o

d xQ
Y
Usando (3.55), (3.56) e (3.57), temos que

0
L L T
/ (T, 2)Pde — / (0, 2)Pda + / o (£,0)dt = 0.
0 0 0

Logo, / |y (t,0)|?dt = /|y ]d:z:—/ |yTx2dx</ 9° () |*d,

0 que prova a primeira desigualdade (3.54).

Agora, para a segunda desigualdade, vamos multiplicar (3.55) por xy e integrar por
partes em [0, 7] x [0, L]. Usando (3.55), (3.55) e (3.55), temos

T L L L
—/ \y(t,x)]%wdt%—/ x\y(T,x)|2dx—/ x|y’ (z)|*dx
o Jo 0 0

T L
+3/ / |y (t, 2)|Pdzdt = 0.
o Jo

(3.60)

Usando (3.10), temos

1 1
lyll 20, %0, < T2yl coqorrzzo,n) < T2 Y0 k20,1,

o qual, juntamente com (3.60), prova a desigualdade (3.55).
Porém, se multiplicarmos (3.60) por (7' — t)y e integrarmos por partes em [0, 7] x
[0, L], usando (3.57), (3.60) e (3.59), temos

T L L T
/ / |y(t,x)|2dxdt—/ T|y0(x)|2dx—i—/ (T — )|y (£, 0)[2dt = 0,
0 0 0 0

0 que prova (3.56). E assim concluimos a prova da proposi¢ao. O

Seguindo a prova do Teorema 3.2, vamos fazer uso da dualidade entre a contro-

labilidade e a observabilidade de um sistema de controle linear (de modo analogo ao
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que foi feito na Definicdo 2.2 da equacéao do transporte). Aplicaremos os conceitos de
controlabilidade e dualidade como segue.

Seja T > 0. Vamos definir uma aplicacéo linear 75 : L*(0,7) — L?*(0,L) da
seguinte maneira:

Escolhendo v € L?(0,T), sejay € C°([0,T); L*(0,L)) a solugdo do problema de
Cauchy (3.2) de modo que se tenha 3° := 0. Entéo, a aplicacdo linear F; é definida

por

A seguir, temos uma proposi¢ao que apresenta uma reformulagdo do problema de

controle.

Proposicao 3.3. (CONTROLE VIA SOBREJETIVIDADE) Seja T > 0. O sistema de con-
trole (3.1) é controlavel no tempo T se, e somente se, a aplicagdo linear Fr(u) é

sobrejetiva.

Para provar que Fr é sobrejetiva, usaremos adiante a Proposicdo 1.5 da desi-
gualdade de observabilidade. Mas antes, vamos introduzir um lema, a fim de buscar
escrever de forma explicita o adjunto de F;r em termos da solucao de um problema de

Cauchy auxiliar.

Lema 3.1. Segja 2’ € H3(0, L) tal que
27(0) = 2T(L) = 27(0) = 0, (3.61)

de modo que z € C1([0,T); L*(0, L)) N C°([0,T]; H3(0, L)) é a tnica solugdo de

2%+ %o + Zaza = 0, (3.62)
2(£,0) = 2(t, L) = 2,(t,0) = 0,V € [0, T, (3.63)
AT, ) =27 (3.64)
Entao
Fr(z") = z(, L). (3.65)

Demonstracdo. Primeiramente, vale destacar que para a prova da existéncia e
unicidade da solugdo » € C1([0,T7]; L*(0, L)) N C°([0, T]; H3(0, L)) satisfazendo (3.62),
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(3.63) e (3.64) é similar a prova da existéncia e unicidade do problema de Cauchy

(3.23), (3.24) e (3.25).
Com efeito. Se z € C*([0,T]; L?(0, L)) N C°([0, T]; H3(0, L)) é solugéo de

Z(t,0) = 2(t, L) = z,(t,L) = 0,Vt € [0, T,

b
YA
a0

#0,2) = 25 (L — x),Yz € [0, L],

entdo, temos que z(t,z) = (T —t,L — x),¥(t,x) € [0,T] x [0, L].

(3.66)

(3.67)

(3.68)

Agora, tome u € C?*([0,T]) tal que u(0) = 0. Considere o problema de Cauchy a

seguir, cuja solugdo é y € C'([0,T]; L*(0, L)) N C°([0, T]; H3(0, L)).
Yt T Yz + Yzza = 07
y(t,0) = y(t, L) = 0,ya(t, L) = u(t),vt € [0,T],

y(0,.) = 0.

(3.69)

(3.70)

(3.71)

Agora, vamos fazer uso do sistema (3.62)-(3.64) e do sistema (3.69)-(3.71) no

produto escalar em L?(U) com o operador Fr, para poder expressar o seu adjunto.

(ZT,]:T(U)> = /OL 21 Fr(u)dz

L2(0,1)
L
:/ y(T, z)dx
0
T L
= /(zy)tdmdt
o Jo

T L
0 0

- / U (b Dyu(t)dt.
= (zx(-,L),u>

Por fim, como o conjunto {u € C?%([0,T]); u(0) =0} é denso em L?*(0, L), entdo

L2(0,T)

(zT,}"T(u)> = (zx(-,L),u) — Fr(2") = z(., L).

L2(0,L) L2(0,T)

Assim concluimos a prova do Lema 3.1.
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Agora, vamos assumir que L ¢ N e provar que a desigualdade de observabilidade
€ valida nesse caso.
Trocando x por L—z, e t por T'—t, e usando o Lema 3.1, vemos que a desigualdade

de observabilidade (1.12) é equivalente a desigualdade

clly’llzz0,) < ye (s Ol p20,m) Vy° € D(A), (3.72)

com y(t,.) = S(t)y°.
Vamos provar este fato através de um argumento por contradicdo como segue.
Assumindo que a desigualdade (3.72) nao é valida para qualquer que seja ¢ > 0,

entdo existe uma sequéncia de fungdes (1°),cn em D(A) tal que
1920200y = 1,¥n €N, e (3.73)
Yen(.,0) — 0 em L*(0,T), quando n — co. (3.74)
Fazendo y,(t,.) = S(t)y°, por (3.55) e (3.73), temos que
a sequéncia (y,)nen € limitada em L?((0,7); H'(0,L)). (3.75)
Além disso, em vista da igualdade v,; = —VYnz — Ynzaz, iMplica também que
a sequéncia (Y )nen € limitada em L*((0,7T); H%(0,L)). (3.76)

Agora, vamos aplicar um resultado de [11] no Teorema 1.14 no contexto ja apre-
sentado. Para isso, considere X = H!(0,L), B = L*(0,L), Y = H?(0,L) e K =
{yn;n € N}. Logo, por (3.75) e (3.76), as hipoteses do teorema séo validas.

Como consequéncia desse teorema, o conjunto {y,,n € N} € relativamente com-
pacto em L?((0,7); L*(0, L)).

Entao, sem perda de generalidade, assuma que para algum y € L*((0,7T), L*(0, L))
tenha

Y, — y em L*((0,7),L*(0, L)), quando n — oo. (3.77)

De (3.56), (3.74) e (3.77) aplicado para y,, — y,, temos que a sequéncia (3°),cy € de
Cauchy em L?(0, L). Logo, existe 3° € L?(0, L) tal que

y? — y° em L*(0,L), quando n — oo. (3.78)
Veja que, de (3.77) e (3.78), temos

y(t,.) = S(t)y’. (3.79)



Além disso, decorre de (3.73) e (3.78) que
||y0||L2(O,L) = 1. (3.80)
Observe que, pela continuidade da aplicagéo
2 e L*0,L) — <t — (S(t)zO)I(O)) c L*(0,7),
( Verificando em (3.54),(3.74), (3.78) e (3.79) ) temos que
Ye(.,0) =0 em L*(0,7). (3.81)

Agora, finalmente (3.79), (3.80) e (3.81) entram em contradicdo com o seguinte lema.

Lema 3.2. SgjaT > 0 e y° € L?(0, L) tais que (3.81) é valido para todo y definido
como semigrupo em (3.79). Se L ¢ N, entdo y° = 0.

Demonstragdo. Seja T > 0. Para T" > 0, seja N7» o0 conjunto de todos y° € L?*(0, L)
tais que, se y € C°([0, 00); L?(0, L)) é solugdo do problema de Cauchy (3.3) com u := 0,
entao

y.(.,0) =0 em L*(0,1"). (3.82)

Além disso,
(0 <T < T”) =— Ny C Ny, (383)

Agora vamos afirmar que, para todo 7" > 0, o conjunto Ny~ € um subespaco linear
fechado de L?(0, L).

De fato, para mostrar que Ny é subespaco linear de L?(0, L), basta tomar y1, 4, €
N7+ solugdes do problema de Cauchy associadas, respectivamente, a 0, y5 € L?(0, L).

Agora, seja (y9).en C Ny uma sequéncia arbitraria tal que, para cada n € N,
y? € Np e y, é a solugdo do problema de Cauchy associada a y° no qual temos
y? — oY, quando n — oo. Neste caso, y é a solugdo do problema de Cauchy
associado a y°, além disso, vale ainda y,,,(-,0) = 0.

Decorre da desigualdade (3.54), na Proposi¢ao 3.2, que
1Y (-5 0) | 201y < Wl 220,
Entao, resulta que

92(+,0) = Yo (-, 0) | 2207y < 1¥° — ¥l 220,y — 0, quando n —» cc.
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Portanto, y.(-,0) = 0 = y € Ny. Isso mostra que N7 é fechado.

Agora, vamos provar que
Paratodo 7" > 0, Ny é subespaco vetorial finito-dimensional. (3.84)

Sejaainda T’ > 0. Se (y").en € a sequéncia dos elementos de Ny tais que ||y°||12(0,2) =
1, seguindo a mesma prova de (3.78), podemos extrair uma subsequéncia convergente
em L%(0, L). Isto significa que a bola unitaria de Ny é compacta. O que prova (3.84).

Usando (3.83), (3.84), e a cardinalidade, existe T'>0en >0taisque T"+n < T e
NT’+t = NT/,Vt € [O, 77] (385)
Considere o conjunto

M:={f:telo, g] — S(t)y% ¥ € N} © CO([0, g], L2(0, L)). (3.86)

Note que, por (3.84), N tem dimenséo finita, o que implica que

M é um subespago fechado de L*((0, g), H~2(0,L)). (3.87)

Seja y € Nr.. Pela propriedade de semigrupo, temos que S(7)S(t)y° = S(r + t)y°, e
por (3.85),
S(t)y° € Ny, ¥t € [0,7]. (3.88)

Entéo, seja y € C°([0, n]; L*(0, L)) definida por

Desde que y € H'((0,7); H*(0, L)), entéo existe z € L*((0,1); H*(0, L)) tal que

yle+.,.) —y(.,.)

z= lirr(}+ ; em L*([0,n/2]; H%(0, L)). (3.89)
Por (3.86) e (3.88), temos
<T € [0,n/2] s YEET: z — ')) € M, Ve e [0,n/2). (3.90)

Por (3.87), (3.89) e (3.90), temos que
z€M = z¢€ C%0,n/2]; L*(0,L)) e 2(0) € Ny
Portanto, y € C'([0,1/2]; L*(0, L)).
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Além disso, usando (3.79), y € C°([0,1/2]; H3(0, L)) e 4° tal que

v’ € H*(0, L), (3.91)
y°(0) = (L) = y2(0) = y3(L) = 0, (3.92)
Ay’ = 2(0) € Np. (3.93)

Portanto, podemos definir uma aplicacao C-linear A : CNy» — CNp» a0 exigir que
A(CSO) = CA(QO),\V/C € vagp € NT"

Note que, sendo Ny finito-dimensional em (3.84), se N» # {0} esse operador linear
possui autovetor associado ao autovalor ¢ € C.

Portanto, para finalizarmos a prova do Lema 3.2 basta ver que este é consequéncia
da condicao (3.83) juntamente com o resultado do Lema 1.2.

Isso conclui a prova do Lema 3.2.

Agora, para concluir a prova do Teorema 3.2, vamos assumir que
LeWN, (3.94)

e provar que o sistema de controle (3.1) € ndo controlavel no tempo 7' > 0, para
qualquer que seja 7" > 0.
Por (3.94) e pelo Lema 1.2, existe A € C e ¢ € H3((0, L); C) tal que (3.92)-(3.93) é

valido e, ainda, satisfaz
o # 0. (3.95)

Seja (y,u) € C°([0,T); L*(0, L)) x L*(0,T)) a trajetéria do sistema de controle (3.1)-
(3.2).
Vamos entdo assumir que se tenha y(0,.) € D(A) e u € C*([0,T]) que satisfaga u(0) =
0. Logo, y € C*([0,T]; L*(0, L)) N C°([0,T]; D(A)). Agora, se multiplicarmos a equagéo

(8.1) por ¢ e integrarmos por partes em [0, L], temos

L
/ (Yt + Y + Yawa)pd = 0,
0

L L L
/ yt@dx + / yﬂc@dx + / yacm:cspdx = 07
0 0 0

L L L L L
/ thOd:L’ + lySO _/ y@mdx:| + |:ymc§0 _/ yx:p@:pdx:| = O,
0 0 0 0 0
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Usando (3.2) e (3.93), e integrando novamente em [0, L], fica

L L L
/ yrpdr — / Ypdr — / Yoz pedr =0,
0 0 0
L L L L
/ yt@dw_/ y@xdx - [yx% _/ yxgpwxdx} =0,
0 0 0 0

L L L
/ Yyrpdr — / ypdr + / Yo Przdr = 0,
0 0 0
L L L L
/ ytcpdx _/ ycpmdx + |:y<)0£€$ _/ ygpmwzdx:| - 07
0 0 0 0
L L L
/ Yyrpdx — / Y dr — / YPrzedr =0,
0 0 0

Usando a equacao (3.92) do Lema 1.2, fica

L L
/ yrodx +/ (_‘Pa: - SOxxw)ydx =0,
0 0

L L
/ yppdr + / Apydx =0, entado
0 0

d L L
pr /0 ygpdac) = —)\/ yed, (3.96)
0

Com argumento de densidade, a identidade (3.96) também € vélida para y(0,.) €
L*(0,L) e uw € L*0,T). Logo,

/0 y(T, x)p(z)dx :e_’\T/O y(0, z)p(x)dx, (3.97)

0 que, juntamente com (3.95), mostra que o sistema de controle (3.1) € ndo controlavel
no tempo 7' > 0. Esta conclusao final pode ser observada no caso em que y° > 0 e
y' := 0. Claramente ndo existe controle v € L?*(0,7) de modo que a solugéo de (3.2)
satisfaca a identidade (3.97).

Isso conclui a prova do Teorema 3.2.

Agora, abordaremos consideragdes acerca do sistema de controle (3.1).

Observacao 3.1. (EQUAGCAO DE KdV cOMO OPERADOR SOBRE R)

Nas mesmas condi¢cbées do Lema 1.2, devemos nos perguntar porque o operador
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é definido em um espaco vetorial sobre o corpo R.

Isto segue do seguinte fato. SeA € C e ¢ € H?((0,L);C), com ¢ # 0, satisfazendo
(1.39)-(1.8) entao ¢ € auto-fungcdo de A com autovalor associado \, € solugdo da
equacdo diferencial

d

Além disso, é valido que
A €R.

Realmente, usando integral por partes e as condi¢cbées de bordo e fronteira (1.8),
temos duas afirmagbes a seguir.

Para z € C, tem-se z = R(z) +iZIm(z) e Z é o conjugado complexo de =. Sejam
©1,99 : [0, L] — R de modo que

o(x) == p1(x) +ips(x) € C, Yz € [0, L].

O conjugado complexo é @ = p,(x) — ips(x), 0 quadrado da norma é |p|? = 2 + ¢2,

e ainda

(1) @z =@ +igh € Pg:i= ) — iy,

" "

(1) Qoo = O +105 € Py = @

— iy
Afirmacao 3.1.
L L L
/ Pprdr = —/ gp@xdx:iIm/ Pp.dr €iR; (3.98)
0 0 0
e Prova de (3.98):

L L
/ dexz/ (1 — ip2) () + ih)dx
0 0
L
=/ (1] + awpy) + (0195 — o) )da
0
= /Lil(sﬁﬂf) + i(p105 — pay})da
0 dlCQ 1 2 1¥2 2¥1

/Ldlr 1+ i(prt d
= —= 1 — x
, dz2 2 P1P2 — P2¢1

J At AT
= — —1 — T
; dx290 P21 — P1¥2

L L
= / — (019} + p2¢h) — (2] — pr9py)dx = —/ 0P, dx.
0 0
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Afirmacao 3.2.
L L L
/ PPpprdr = — / P pppdr = iIm/ PPrredr € iR, (3.99)
0 0 0
e Prova de (3.99) € de modo analogo.
Agora, tomando a equagéo de (1.39) e multiplicando por g em [0, L], fica
AQO = Pz — Przz )\SO = =Pz — Pzza,
Ao = —0(0z + Quex), (multiplicando por P)

L L
/ Nppdr = —/ ?(x + Yuzz)dx, (integrando em [0, L])
0 0
L L L
/ Aopdr = —/ @pxdz—/ Ppreedr, (usando (3.98) e (3.99))
0 0 0

L
)\/ ppdr = —zZm/ D dr —zIm/ DPpred,

Portanto, devemos ter )\ € iR.

Observacao 3.2. (ESPACO DE FUNCOES CONTROLE) SejaT > 0. Para que o sistema
de controle (3.1) seja controlavel, vamos fixar L € (0,00) — N

Sejam dados y° € L?*(0,L) e y' € L*(0, L), respectivamente, os estados inicial e
final. Considerando U/ como o conjunto de todas as fungbes controle v € L*(0,T) tais

que a solugdo y € C°([0,T); L*(0, L)) do problema de Cauchy

(

Yt + Yo + Yozz = 07
y(t,0) =y(t,L) =0, y.(t,0) =u(t),Vt € (0,T),

y(0,2) = y°(x),Vx € (0, L),
satisfaz y(T,z) = y'(z),Vz € (0, L).
Mostra-se que U é um subespaco linear fechado de L?(0,T). Pelo Teorema 3.2,

temos que U # (). Portanto, existe um Unicou = Ty 1y € U tal que

uel e ||ulr2or) = inf{||ul 20w €U}
Além disso, ainda pelo Teorema 3.2 e pelo teorema 3.1, existe C' > 0 tal que

@03l 20y < CUY N 20.0) + 19 2200.0)- (3.100)
E claro que o0 mapa (v°,y') € L*(0,L)? — T,y € L*(0,T) € linear e, além disso,

(3.100) nos diz que o mapa é limitado e, portanto, continuo.
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Capitulo 4

Controle Exato para a Equacao
nao-Linear de Kortweg-de Vries em

um Dominio Limitado

Neste capitulo, vamos abordar o problema de controlabilidade em torno de algum
ponto de equilibrio da equacéo diferencial parcial de KdV néao-linear, porém, desde
que o sistema de controle linearizado em torno desse equilibrio seja controlavel.

O texto base da controlabilidade n&o linear, aqui desenvolvido, pode ser consultado
em [9].

4.1 Boa Colocacao

Ja& vimos que o sistema de controle modelado pela equacao linearizada de KdV/,

em torno do ponto de equilibrio (y,u) = (0,0), é dado por

Yt + Yo + Yzaw =0, t€(0,T), xe€(0,L); (4.1)

y(t,0) =y(t, L) =0, y.(t,L)="h(t) te(0,T), (he L*0,T))

onde, no tempo ¢ € (0,7"), o controle do sistema (4.1) é afungdo h: (0,7) — R, e 0

estado da trajetoria € a fungéo y(¢,.) : (0,L) — R.
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Pelo Teorema 3.2, o sistema de controle (4.1) com a condi¢ao de valor inicial

;

Yi + Yo + Yoza :Oa t e (OaT)7 VS (OaL)7

y(t,0) = y(t,L) =0, y.(t,L)=h(t) te (0,T), (he L*0,T)) (4.2)

\y<07‘7") = ?JOJ € (07[/)7

€ controlavel desde que

LéN = {2M/L;+ﬂ; j,leN—{O}}. (4.3)

A seguir vamos reescrever a Proposicdo 3.1 obtida no capitulo anterior, porém,
numa linguagem de operadores, isso ira facilitar a construgdo de um certo operador

mais adiante.

Proposicao 4.1. SejaT > 0 e L > 0. Existe um unico operador linear ¥ : L*(0,L) x
L*(0,T) — B tal que y°* € D(A) e h € C*([0,T]) com h(0) = 0, e ¥(y°, h) € a Unica
solugéo de (4.2).

Agora, o nosso objetivo sera buscar explicar como obter a controlabilidade local

para a equacao nao-linear por meio de um ponto fixo estratégico.

4.2 Controlabilidade (nao-Linear)

Vamos considerar, inicialmente, o sistema de controle nao-linear, que é modelado
pela equacao ndo-linear de KdV ndo-homogénea, dado por

t (0,7) (0,L) )

y(t,0) =y(t, L) =0, y.(t,L)=nh(t) te(0,T). (heL*0,T))

onde, no tempo ¢t € (0,7), o controle do sistema (4.1) é a fungédo h : (0,7) — R, 0
estado da trajetéria é a fungdo y(¢,.) : (0,L) — R, e f € L*((0,T),L?(0,L)) é o termo
nao-linear.

Note que consideramos ainda (4.4) com o sistema de controle linearizado da mesma,
em torno de algum ponto de equilibrio, seja controlavel.

O proéximo passo é abordar o problema Cauchy associado ao sistema de controle
(4.1), usando uma condicdo de valor inicial, de modo que permita fazer o estudo da

solucao e buscar as condigdes de controle local como segue.
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Considere o seguinte problema de controle ndo-linear homogéneo, com condigdes

de bordo e de fronteira,

(

y(t7 0) = y(t7 L) =0 (45)
Yo (t, L) =h(t) (heL?*0,T))
(0. ~ yo(a).

Vamos desenvolver a prova da controlabilidade exata do sistema (4.5) em uma
vizinhanca do estado nulo. Mais precisamente, provaremos que:

Dados L > 0 e T > 0, existe um raio r, > 0 tal que, para todo yo,yr € L*(0, L)
com [|yollz20,) < 7o [lyrllz2(0,2) < 70, POdEMOS Obter y € B := C(([O7T]7L2(O>L)) A
L2(0,T, Hl(o,L))) tal que

(i) =y = — (Yo + YYu + Yuzw) €M D'(0, T, H2(0, L)).
(4) y(0,-) = yo.y(T,") = yr;

Observe que temos y € B, y, € L*(0,T,L*(0, L)), Yuze € L*(0,T,H2(0,L)) e,
além disso, yy, € L'(0,T, L*(0,L)) - que sera consequéncia da Proposi¢do 4.2 logo
adiante.

Decorre que vy, + yyz + Yeze € L' (0,7, H2(0,L)). Se L € N, entdo a segunda
expressao de (4.5) vale em L?*(0,T) e a terceira expressao de (4.5) vale no sentido
mais fraco para algum controle i € L*(0,T).

Para resolvermos (4.5) escrevemos y = S(t)yo + y1 + y2 onde (S(t));>o denota
0 semigrupo associado ao operador A definido em (1.55). Neste caso, y; € y» Sao,
respectivamente, as solugdes dos dois problemas de Cauchy a seguir.

Problema homogéneo:

(

Yit T Y1z + Yizax =0
£0) =y (t,L) =0
yi(t,0) = yi(t, L) (4.6)
leE(tv L) - h(t>
\yl(O, x) =0
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Problema ndo-homogéneo:

(
Yor + You + Youax = f

y2(t7 O) = y2(t7 L) =0
ygm(t, L) = O

\yg(O,x) =0.

(4.7)

Em (4.7), fazendo f = —yy,, considere ¥, € L*(0,T) — 1, € B o fluxo que associa o
controle h com a solucao de (4.6). Segue da Proposicao 4.1 que o operador ¥, é uma

aplicacéo linear.
Proposicao 4.2. Os resultados a seguir sdo validos a respeito do problema (4.7).

(i) Sey € L*(0,T,H'(0,L)), entdo yy, € L' (0,T,L*(0,L)) e também aplicagdo

y — Yy, € continua.

(ii) Para f € L' (0,T,L*(0,L)) a solugdo y, de (4.7) pertence a B. Além disso, a

aplicacao v : f — yo € continua.

Observacao 4.1. Observe que, usando o resultado das preliminares em (1.50), se
f € L'(0,T, L0, L)), entdo a solugcdo vy, do problema ndo-homogéneo (4.7) é dada

pela formula de Duhamel

ya(t,.) ;:/0 S(t—s)f(s,.)ds.

Demonstragdo. Vamos separar as duas provas.
(i) Sejam y,z € L*(0,T,H'(0,L)). Denote por C; a constante que aparece na
imerséo de Sobolev H'(0, L) < L>(0, L).

Ao aplicar a desigualdade triangular e a desigualdade de Hélder, obtemos

||yyx—22’x ||L1(0,T,L2 (0,L)) = ||yyx =Yg FRYr— 22y ||L1(0,T,L2(0,L))

T T

< / 1 = =)t )| 20,00t + / 12 — 2)(8, oot
0 0
T

< / 1 — 2)(&, Mo lyat, ) 20,0yt

T
+/ 12(8 ) zoe 0.0 [[ (Yo =22 ) (L, )l 2200,y
0
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T
< cl( / 1y = 20t Moyt L oy

T
+ [l -2 .>||H1<0,L>dt)

<Ci <Hy”L2(O,T,H1(0,L))- + H2HL2(0,T,H1(0,L))> ly — zll 220,71 0.1.))-
(4.8)
Tomando z = 0 nesta Ultima expressdo, obtemos que yy, € L' (0,7, L*(0,L)).
Além disso, nessa mesma expressao, fazendo z tender a y, obtemos a continuidade
da aplicacao y — yy.,.
(74) Usando

HX[Qt”(S)S(t - S)f(S, ')||L2(O,L) < ||f(3, ')||L2(07L) S Ll(O,T),

segue do Teorema da convergéncia dominada Lebesgue que a solucao

_ /OtS(t _ 8)f(s,)ds

pertence a C ([0, 7], L*(0, L)). Além disso, para qualquer ¢ € [0, T], temos que

l
lv2(ts I 22(0.1) S/ £ (s, Mr20,yds < ([ fllzro.1,c20,2))- (4.9)
0

Entdo, a aplicagdo linear f € L' (0,7, L*(0, L)) — y» € C ([0, T], L*(0, L)) é continua.
Agora, vamos provar que esta aplicagao de L' (0,7, L*(0, L)) em L? (0, T, H'(0, L))
esta bem definida e € continua. Para tanto, precisamos provar que:

3C, > 0,talque Vf e C' ([0,7],L%(0, L)),

||y2x||L2((O,T)><(O,L)) < ol fll 20,220,
Multiplicando a equagéo de KdV em (4.7) por zy,, € integrando ambos os lados

sobre a regido [0, 7 x |, obtemos

/ / Y2 fdedt / / $y2 Yot + Yox + ymeJ:)dmdt

= / / (TY2y2t + TY2Yor + TYoYorzs )dxdl
o Jo

L T T L T L
:/ / xyzy%dtdﬂﬁ‘l‘/ / xygygxdxdt—f—/ / TY2Yozzedxdt.
0o Jo o Jo o Jo

(4.10)

Para fazer integracdo por partes na equagao integral acima, vamos separar as trés

integrais da soma como seguem.
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T L 2
T
dx::&/h xy3£§l§2dx.

L T L 2
(2) / / Tyayardtde = / x%

o Jo 0 0 0
T ,L T 2L L 2 T pL,2

(47) / / $(yzy2x)dxdt:/ [a:—(yQ) —/ () }dt:—/ / yz(t’x)dt.
0 0 0 2 0 0 2 0 0 2
T L T L
o Jo 0

T L
- _/ / (xY2)2Y2zedxdt  (derivando)
0o Jo

T L
0 0

T L
- - / / YoYozz + xy2xy2xxd$dt
0 0

T L T L
= — / / YoYogrdxdt — / / (xYor ) Yoradrdt
o Jo o Jo

— A+ B,

L
0

0

onde, por um lado,

T L T
A= —/ / Yooz dadl = —/ [yzyz@
o Jo 0
e por outro,

T L T
B— _ / / (220 ) Yazadrdt = — / {(xyzz)ygm
o Jo 0

Integrando por partes, obtemos

T L
B = / / (Y21 )2 Yordadt
o Jo

T L
= / / (Yor + TYous ) Yordrdt
0 0

T L T L
:/ / y%x(t,x)d:vdt%—/ / LYoz Yoredrdt.
0 0 0 0
Usando (4.11), resulta que
1 T L
B = —/ / ya (t, x)dxdt.
2 0 0
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—/ ygdac} dt:/ / ya (t, x)dxdt,
o Jo o Jo

L

L
—/0 (xygz)xy%dx]dt. (4.11)
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Entdo, a expressdo em (i) fica

T rL
0 0

3 (T (L
= —/ / ya.(t, v)dzdt.
2Jo Jo

Retomando a soma dos termos (i), (i7) e (ii) huma mesma equagao, entdo a

equacao integral em (4.11) fica

T L L 2 T L, 2
/ / z(fy2)(t, x)dzdt :/ ny(T7 x>dx—/ / dedt
0 0 0 2 0 0 2
3 T L
—i——/ / ya.(t, z)dx.
2 0 0
Logo, usando a desigualdade (4.9) na equacao integral (4.12), temos que

T L ) 1 T L ) 2 T L
/ / y21,(t, l’)dl'dt S — / / y2 (t, x)dxdt—l——L/ / Hf(t, ) HL2(07L) Hyg(t, ')HLQ(O,L)dxdt
0 0 3 0 0 3 0 0

1 p
< §||f||%1(o,T,L2(o,L)) + 3Ll om0 lelloqom.zo.n)

(T'+2L) .12
T“f”Ll(O,T,LQ(O,L))'

(4.12)

<
Isso conclui a prova da Proposigao 4.2. O

Como consequéncia da controlabilidade da equacéo linearizada de KdV, apresen-

tamos a seguir o teorema principal de controlabilidade n&o-linear.

Teorema 4.1. SejaT > 0 e L > 0. Entdo existe r, > 0 tal que, para todo y°,y* €

L*(0, L), com ||°|| < 7o € ||y < ro, existe solugdo
y € C((0,T], L*(0, L) N L*(0, T, H' (0, L)) "\W'(0, T, H™*(0, L))

do sistema

Yt = =Yz T YYz + Yzzz) €M D’ O,T,H_2 OaL )
r=—( ) ( (0,L)) 4.43)

y(70) =0 em L2(07T)7
satisfazendo y(-,0) = 3°, e y(T,-) = y.
Se, além disso, tivermos L ¢ N, entdo podemos acrescentar a condigdo de bordo

y(-, L) =0 em L*(0, L), e tomar y.(-, L) como a fungdo controle.

109



Demonstragdo. Vamos primeiro considerar que L ¢ N. Mostraremos que para 7' > 0,
existe ry > 0 suficientemente pequeno tal que ||y .20,y < 70 € ||y/2(0,2) < 70, O €Stado
y!” pode ser alcangado a partir de y° pela equagéo nao-linear de KdV .

Sejam ¢°, y* em L?(0, L) tal que ||4°(|r2(0,0), 1y” |20,y < 7, onde r serd escolhido
mais adiante.

Considere, quando 3° = 0, via Principio da Unicidade de Hilbert como visto na

Secao 1.8, a aplicacao linear
Iy’ € L*0,L) — ug(-,L) € L*(0,T).
Seja I’ denotando o operador ndo-linear definido por
F:L*0,T,H*(0,L)) — B

yr— F(y) = S()y° + Vo D(y" = S(T)y° + Ualyye)(T, ) + Wa(—yys).  (4.14)

F esta bem definida e € continua pelas Proposicdes 4.1, 4.2, e 3.2.

Por construcéo, cada ponto fixo de F' verifica a equacao de KdV nao-linear no
problema de Cauchy (4.5), no sentido das distribuicoes, com a condi¢cdo de bordo
y(0,-) = 4°, e valendo y(T,-) = y'.

Para provar que F' possui um ponto fixo, usaremos o teorema de contracdo do
ponto fixo de Banach na restricdo de ' a uma bola fechada B(0, R) em L2(0, T, H'(0, L)),
para certo R > 0 que sera escolhido mais adiante.

Com este objetivo, precisamos provar os seguintes fatos:

i)  F(B(0,R)) c B(O,R), (4.15)

(i) 3C3€(0,1),Vy,z € B(0,R) com [[F(y) — F(2)|| < Cslly — =,
onde | -| denota a norma usualem L?*(0,T, H'(0,L)).

Agora, seja K, (respectivamente K,, K)) a norma de ¥, (respectivamente V,, Us)
como uma aplicagdo sobrejetiva de L2(0, L) (respectivamente L'(0,7, L*(0,L))) em
L*(0,T,H*(0,L)) (respectivamente L*(0, T, H'(0, L)), C([0,T], L?(0, L))), e K denota a
normade I" de L*(0, L) em L?*(0,T).

Defina K5 = /5, e considere y, z € L*(0,T, H'(0, L)) satisfazendo

lyll < R, 2]l < R.
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Ent&o, usando a Proposi¢ao 3.2, e a desigualdade (4.8) no operador F' em (4.14),
temos

AT + L

IFl </

19°11 + K K (ly" || 2200.2) + 119°] £200,0) + KSCa|lyl1?) + K2Ch |yl

< Oy (Ky + KK K)R* + (2K K + K3)r.

A expressao (4.15) fornece a primeira condicao sobre R > 0, e r > 0.

Ci(Ks + KK 1 K3)R* + (2K K + K3)r < R. (4.16)
Agora, escrevemos
F(y) - F(Z) = \112(sz - yyw) + \Ijl o F(\IIQ(ZZ:B - yym)(Ta )) (417)
Entao
20, (K3 + KK K)R < 1. (4.18)

Seja R > 0 um numero real que satisfaz (4.18), entdo (4.16) é valido se tomar

R
N SRR TR (4.19)

Escolhendo
1

T 1= .
*7 402K\ K + K3)(Ky + KK K))
Agora, veja que fazendo » — 1y, temos que

(4.20)

1

R .
T 20, (K + KK, K))

Segue-se que, se ||y°|| < o, entdo todo y° e yT, com ||3°]| < ro € ||yT]|| < ro, pode
ser alcangado por uma solugéo da equacgdo de KdV ndo-linear partindo de 3°. A prova
do teorema é alcangada quando L ¢ N.

Agora, se for L € N, basta considerar o caso em que L > L talque L ¢ N/, e aplicar
o teorema para as fungées 40, y” € L?*(0, L) em que 3°, 47 denota os prolongamentos
do estado nulo até os estados y°, y* € L?(0, L), e entdo restringir a solugdo 7 sobre o

conjunto (0,7") x (0, L). Isso conclui a prova do Teorema 4.1.
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