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Resumo

O objetivo da dissertagao é analisar, com um certo nivel de detalhe, o espalhamento de
radiacao eletromagnética monocromatica por um material dielétrico isotropico e linear com
simetria P7 na aproximacao de Born. Estudar a luz espalhada por um material especifico
pode nos retornar informacoes uteis sobre a natureza do material. Assim, verificamos como
o espalhamento da luz se comporta em um material que apresenta simetria P7 e como a
presenca de ganho e perda dentro do material pode afetar a densidade espectral do campo
espalhado. A densidade espectral é uma quantidade que pode ser medida diretamente no
laboratério. Verificamos que, para certas distribuicoes de ganho e perda, a dire¢ao do campo
espalhado pode variar sem alterar a geometria do espalhador. O carater nao-Hermitiano do
indice de refracao do espalhador também se reflete no padrao de intensidade espalhada, que

agora passa a ser assimétrico com relagao ao angulo de espalhamento.

Palavras-chave: Simetria P7T; Teoria de espalhamento.



Abstract

The objective of this dissertation is to analyze, with a certain level of detail, the scattering
of monochromatic electromagnetic radiation by an isotropic and linear dielectric material
having P7T symmetry in the Born approximation. Studying the light scattered by a specific
material can give us useful information about the nature of the material. Thus, we verify how
light scattering behaves in a material that has P7T symmetry and how the presence of gain
and loss within the material can affect the spectral density of the scattered field. Spectral
density is a quantity that can be measured directly in the laboratory. We verified that,
for certain gain and loss distributions, the scattered field direction can be varied without
changing the scatterer geometry. The non-Hermitian character of the refractive index of the
scatterer is also reflected in the scattered intensity pattern, which now becomes asymmetric

with respect to the scattering angle.

Keywords: PT symmetry; Scattering theory;
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Motivacao

Na formulacao de Dirac-von Neumann de mecanica quantica, todos os observaveis fisicos
devem ser representados por operadores auto-adjuntos ou Hermitianos em um espago de
Hilbert [4, 5, 6]. O Hamiltoniano de um sistema obviamente nao é excecao. Esta tdltima
condicao nao apenas leva a autovalores reais de energia, mas também garante que a norma

da fungao de onda permanega invariante com o tempo [7].

Curiosamente, duas década atras, Bender e seus colegas mostraram teoricamente que uma
ampla classe de Hamiltonianos nao-Hermitianos, os chamados Hamiltonianos P7 -simétricos,
também podem ter um espectro inteiramente real [I], no entanto, é importante nos atentar-
mos que a condic¢ao de simetria PT nao é necessaria nem suficiente para garantir um espectro
de autovalores reais [8, 9, [10].

Em geral, um hamiltoniano é P7T-simétrico desde que todas as suas autofuncoes sejam
simultaneamente autofungoes do operador P e T [11], 12}, 13]. Ultimamente, a perspectiva de
estudar potenciais complexos no ambito da éptica tem sido sugerido [14} [15, [16]. O que torna
isso possivel é a equivaléncia formal entre a equacao de Schrodinger da mecanica quantica e
a equacao da onda éptica [17].

A nocao de simetria P7T ¢é agora extensivamente considerada em diversas areas da fisica,
incluindo, por exemplo, teorias quanticas de campos [11, [12], modelos nao-Hermitianos de
Anderson [18], dlgebras de Lie complexas [19], teorias de rede QCD [20], e em virtude dessa
equivaléncia formal entre as equagoes, campos da éptica e fotonica receberam grandes contri-
buigoes em relacao a simetria P77 também [21], como por exemplo, invisibilidade unidirecional

[22) 23, 24] e cristais fotonicos [25], 26, 27], apenas para mencionar alguns.
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Trabalhos anteriores sobre simetria P7T em 6ptica foram concebidos para implementar
processos fisicos de espalhamento e transi¢oes de fase em sistemas P 7T -simétricos [28, 29]. No
caso do espalhamento, habitualmente assume-se que o meio espalhador é Hermitiano, linear
e isotrépico [3]. Mas com a descoberta da simetria-P7 muita coisa tem mudado, diante
disso, o estudo do espalhamento por materiais nao-Hermitianos é algo que comecou a ser
desenvolvido recentemente e tem produzidos bons frutos. Desde entao muitos estudos sobre
o espalhamento da luz em materiais nao-Hermitianos vem sido estudados [30, BT, [32] [33].
Inspirado nisso, nesse trabalho teremos como objetivo estudar o espalhamento da luz através
de materiais com ganho e perda (ou comumente chamados de nao-Hermitianos) dentro dos
limites da aproximacao de Born.

Iniciamos no capitulo 1 com uma breve motivagao sobre o desenvolvimento do trabalho.
O capitulo 2 introduz os conceitos fundamentais da simetria P7T e suas respectivas aplicacoes
na area da mecanica quantica, discutindo as propriedades mais importantes que descrevem
essa simetria. Faremos também a conexao de tal simetria com o campo de pesquisa da
Optica. O capitulo 3 apresenta a teoria classica do espalhamento e a equacao da onda sa-
tisfeita pelo campo elétrico na sua aproximacao escalar, partindo do conjunto das equagoes
de Maxwell. Serd exposta também a teoria formal do espalhamento para campos escalares
e a representacao de espalhamento multiplo com a série de Born. Discutiremos como sao
dadas tais aproximacoes e suas aplicacoes de interesse para o nosso trabalho. No capitulo 4,
trataremos do espalhamento da luz por um material P7T-simétrico na primeira aproximagcao
de Born. Nosso trabalho conclui que as dire¢oes do campo espalhado podem sofrer mudancas
dependendo da presenca de ganho e perda no material espalhador. Por fim, no capitulo 5,

as conclusoes serao discutidas bem como algumas perspectivas futuras.
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Simetria PT

2.1 Introducao a simetria PT

Quando Dirac formulou os postulados da teoria quantica, ele sugeriu que a Hermiticidade
fosse a condicao fundamental para os operadores que representavam varidveis dinamicas,
como, por exemplo, o Hamiltoniano. Para Dirac, o requisito dessa condigao era o dispositivo
matematico que ele precisava para garantir que todas as previsoes para os resultados das
medicoes do mundo real de sistemas quanticos resultassem em um ntmero real. Isso é impor-
tante, pois sé nimeros reais sao medidos no laboratorio. A escolha de Dirac da Hermiticidade
como a propriedade fundamental do operador Hamiltoniano nao foi seriamente contestada
por cerca de setenta anos.

Essa escolha é uma condigao sutil e abstrata que é matematica em sua origem. Em termos
gerais, a exigéncia de Hermiticidade impoe um limite a um sistema. Esta é uma idealizacao
na qual um sistema ¢ isolado de qualquer ambiente circundante (e, portanto, ndo pode ser
medido). Embora isso forne¢a uma estrutura matematica tratdvel para a teoria quantica, é
um requisito nao fisico, pois todos os sistemas interagem com seu ambiente e, se desejamos
medir um sistema, essa interacao é necessaria.

Em 1998, Carl Bender e Stefan Boettcher [I] publicaram um artigo explorando a substi-
tuicao da Hermiticidade por outra condicao. Eles mostraram que poderiam substituir essa
condicao matematicamente motivada de Dirac por uma fisicamente motivada, preservando
o espectro real obtido a partir dos resultados experimentais. A nova teoria, no entanto,

apresentava recursos muito interessantes.
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A simetria subjacente que Bender e Boettcher encontraram foi o que chamaram de sime-
tria PT. O P significa simetria de paridade. Se um sistema respeita a simetria P, entao
a evolucao do sistema nao mudaria para uma versao espacialmente refletida do sistema. O
T significa reversao no tempo. A simetria de reversao temporal é exatamente o que parece,
um sistema fisico que respeita essa simetria evoluiria da mesma maneira, independentemente
do tempo avancar ou retroceder. Alguns sistemas exibem individualmente simetrias P e T,
mas é a combinacao dos dois que parece ser interessante para questionar o postulado da

Hermiticidade do Hamiltoniano de um sistema quantico.

2.2 Simetria P7T na quantica

Para abordarmos a simetria P77 devemos discorrer um pouco sobre mecanica quantica. Pri-
meiro, vamos relembrar que na mecanica quantica o Hamiltoniano H é assumido como Her-
mitiano, o que significa que

H=H', (2.1)

onde o sobrescrito § denota conjugagdo Hermitiana (isto é, transposi¢ao mais conjugacao
complexa). Isso garante autovalores de energia reais e, correspondentemente, uma evolugao
temporal unitaria para a qual a probabilidade de encontrar a particula em algum estado é
conservada além de também garantir que os autoestados sejam ortogonais entre si. Sistemas

abertos, por outro lado, podem ser descritos por Hamiltonianos nao-Hermitianos, isto €,
H+H, (2.2)

para os quais a probabilidade em geral nao é conservada e a evolucao no tempo nao é unitaria.
O que Bender e Boettcher mostraram, no entanto, foi que a Hermiticidade nao é uma condicao
estritamente necessaria para obter autovalores reais de H, e que toda uma classe de Hamil-
tonianos nao-Hermitianos (com ganho e perda) pode ter autovalores reais mesmo nao sendo
Hermitiano.

Com isso vemos que a ideia central da teoria quantica PT -simétrica é substituir a condi¢ao
de que o Hamiltoniano de uma teoria quantica seja Hermitiano pela condicao mais geral de

que ela possua simetria de reflexdo espago-tempo (simetria P7). Isso nos permite construir
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e estudar novos tipos de Hamiltonianos que anteriormente teriam sido ignorados.

E fundamental que ao substituir a condicao de Hermiticidade pela simetria P7, nao dei-
xemos de abrir mao de nenhuma das propriedades fisicas chave que uma teoria quantica deve
ter. De forma geral, um Hamiltoniano é P7T simétrico desde que todas as suas autofungoes
sejam simultaneamente autofuncoes do operador P7 . Veremos que se a simetria P7 do Ha-
miltoniano nao for quebrada, entao o Hamiltoniano exibird todas as caracteristicas de uma

teoria quantica descritas por um Hamiltoniano Hermitiano.

Comecaremos revisando algumas ideias basicas da teoria quantica. Nos cursos elementa-
res de mecanica quantica aprende-se que uma teoria quantica é especificada pelo operador
Hamiltoniano que atua em um espago de Hilbert. E de suma importancia ressaltar também
que o Hamiltoniano H tem as seguintes propriedades: o de determinar os auto-estados de
energia |E,). Esses sdo os auto-estados do operador Hamiltoniano e resolvem a equagao de

Schrodinger independente do tempo

H|E,) = E, |E,). (2.3)

Em principio, pode-se medir esses niveis de energia. O resultado de tal medigao fisica é
um numero real, por isso é essencial que esses autovalores de energia sejam reais. Uma teoria
quantica pode ter dois tipos de simetrias: simetrias continuas, como invariancia de Lorentz,

e simetrias discretas, como invariancia de paridade e de reversao no tempo.

O Hamiltoniano H determina a evolucao temporal de um sistema quantico. Uma teoria
quantica é simétrica sob uma transformacao representada por um operador A se 0 mesmo

comuta com o Hamiltoniano:

[A, H] = 0. (2.4)

Observe que se uma transformacao de simetria é representada por um operador linear A e
se A comuta com o Hamiltoniano, entao os autoestados de H também sao autoestados de
A. Vamos entender um pouco entao sobre esses operadores de simetria discreta, que sao a

paridade (reflexao no espaco), e a reversao temporal.
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2.2.1 Operacoes de paridade e reversao temporal

O efeito de P no operador de coordenadas da mecanica quantica X e no operador de momento

P é mudar seus sinais:

PIXP =-X, (2.5)
PPP =—P. (2.6)

Observe que P é um operador linear [l e que deixa invariante a relacdo de comutacdo funda-

mental (a dlgebra de Heisenberg) da mecéanica quantica,
XP — PX =1hl, (2.7)

onde 1 é a matriz identidade. Ja o operador de reversao no tempo ¢é representado pelo simbolo

T . Este operador deixa X invariante, mas muda o sinal de P

TXT ' =X, (2.8)
TPT '=-P. (2.9)

Assim como o operador de paridade P, o operador de reversao no tempo 7T deixa a relacao

de comutacao invariante, mas isso requer que 7 inverta o sinal do nimero complexo 7
TiT = —i. (2.10)

A equacao indica que T é um operador antilinear. Além disso, como P e T sao ope-
radores de reflexdao, temos que o quadrado desses operadores sao equivalente ao operador

identidade,

Pr=1, (2.11)
T? =1 (2.12)

Finalmente, os operadores P e T comutam

[P, T)=PT —TP =0. (2.13)

LA &lgebra que prova essas contas podem ser encontradas no apéndice
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Em termos dos operadores P e T, definimos uma classe de Hamiltonianos, que tém a pro-
priedade de ser PT -simétrica no sentido de que eles comutam com o operador PT, isto é
[34],

[PT,H]=PTH— HPT =0. (2.14)

Um Hamiltoniano P7T -simétrico nao precisa ser Hermitiano; isto é, nao precisa satisfazer
a condigao de simetria de Hermiticidade mostrada na equagao [2.1 Podemos ver algumas
das principais propriedades desses operadores na tabela , cujas demonstragoes podem
ser encontradas no apéndice [A] Iremos mostrar na préxima se¢ao que, de fato, os autovalores
de alguns operadores PT -simétricos possuem autovalores reais, sendo assim possivel ter uma

teoria quantica consistente cuja dinamica é descrita por um Hamiltoniano nao-Hermitiano.

Tabela 2.1: Operadores discretos P,7 e PT juntamente com seus requisitos de acdo e simetria.

Operador | Linear/Antilinear Acao Simetria
P operador linear e Pi(r,t) = (—r,t) H(p,r,t) = H(—p,—r, —t)
unitario

T operador antilinear e | T(r,t) = ¥*(r, —t) H(p,r,t) = H*(—p,r, —t)

antiunitario
H(p,r,t) = H*(p, —r, 1)
Mecanica quantica:
PT operador antilinear e | PT(r,t) = *(—r, —t) V(r) = V*(—r)
antiunitario

()ptica:

n(r,w) = n(—r,w)

2.3 Autovalores de um Hamiltoniano P7 -simétrico

Usando a simetria P7T como uma condi¢ao alternativa a Hermiticidade, podemos construir
infinitos novos Hamiltonianos que teriam sido simplesmente ignorados no passado por nao

serem Hermitianos. Por exemplo, os primeiros estudos da teoria de campo de Reggeon no final
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da década de 1970 levou intimeros pesquisadores a observar que os Hamiltonianos ciibicos da

mecanica quantica [35] 36l B7], como o mostrado abaixo,
H=P?+ix? (2.15)

podem ter autovalores reais. Além disso, em 1980 foi estudado com base no argumentos
de somabilidade de Borel, o espectro de um Hamiltoniano relacionado a equagao é tido
como real [38]. Em cada um desses casos, a possibilidade de um Hamiltoniano ndo-Hermitiano
complexo ter niveis de energia reais foi vista como uma curiosidade isolada. Acreditava-se
que tal Hamiltoniano nao poderia descrever uma teoria valida da mecanica quantica porque a
nao-Hermiticidade do Hamiltoniano resultaria em evolugao temporal nao unitaria [39] 40, [41].

Quando Bender decidiu investigar esse mesmo Hamiltoniano, sugeriu que tal Hamiltoni-
ano possuia espectro real de energias por conta da presenca de uma simetria. Essa inves-
tigacao se deu por meio de uma técnica perturbativa desenvolvida pelo mesmo anos antes,
para resolver problemas nao lineares [42]. Ressaltando também que para descrever esses no-
vos Hamiltonianos nao-Hermitianos com niveis de energia reais, foi utilizado a simetria-P7 .
Para apresentar os resultados de seus estudos numéricos, vamos reescrever o Hamiltoniano
como

H=P?— (iX)", (2.16)

onde N é um parametro continuo real. Os autovalores deste Hamiltoniano sao reais para
todo N > 2, enquanto que para N < 2 o espectro é complexo. Mas sé em 2001 Dorey provou
rigorosamente que o espectro de H para N > 2 é real, discreto e positivo [43, 44]. Percebemos
entao que claramente o Hamiltoniano descrito na equagao [2.15|é apenas um membro de uma
enorme e notavel classe de Hamiltonianos P7T-simétricos, cujos niveis de energia sao reais
e positivos. O espectro de H exibe trés comportamentos distintos em fungao de N (ver a
figura :

Quando 1 < N < 2 ha apenas um numero finito de autovalores reais positivos e um
nimero infinito de pares complexos conjugados de autovalores. Dizemos que nesta regiao
a simetria P7T é quebrada e que N > 2 é uma regiao de simetria P7 inteira . Também,
(X) # 0 no estado fundamental porque H quebra a simetria de paridade. A medida que

N diminui de 2 para 1, os niveis de energia adjacentes se coalescem em pares conjugados
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Energy

Figura 2.1: Niveis de energia do Hamiltoniano H = P2 — (iX)" em funcdo do parametro N.

Retirado e adaptado de [1]

complexos comegando na extremidade superior do espectro e quando N < 1 os autovalores
sao todos complexos. No limite inferior N = 2 desta regiao encontra-se o oscilador harmonico
e é exatamente nesse ponto que ocorre a chamada quebra espontanea da simetria P7 no
sistema, onde o espectro de autovalores do Hamiltoniano dado pela equacao deixa de ser
real para tornar-se complexo, N = 2 é o chamado ponto excepcional. Falaremos mais sobre
isso no tépico abaixo.

Com isso, podemos entender a associacao entre a simetria P7T e os espectros reais da
seguinte forma, se a simetria P77 de um Hamiltoniano H ¢ inteira entao todas as autofuncoes

de H sao simultaneamente autofungoes de PT .

2.3.1 Simetria P7T quebrada e inteira

O ponto de transicao entre o estado de simetria P7T quebrada e inteira é o que chamamos de
ponto excepcional. Pontos excepcionais sao singularidades espectrais no espago de parametros
de um sistema em que dois ou mais autovalores, e seus autovetores correspondentes, coalescem
simultaneamente. O termo ponto excepcional foi introduzido pela primeira vez no estudo

da perturbacao de operadores lineares nao-Hermitianos [45], mas sua importéancia fisica foi
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inicialmente apontada em [46, 47], onde a terminologia de degenerescéncia ndo-Hermitiana
foi usada para distinguir esses pontos criticos de degenerescéncia regulares que ocorrem em
sistemas Hermitianos [48, 49]. O interesse por essas degenerescéncias espectrais peculiares
foi despertado em uma familia particular de Hamiltonianos nao-Hermitianos, os chamados
sistemas PT -simétricos.

Percebeu-se que comutar com o operador P7T nao é suficiente para garantir um espec-
tro real, pois os Hamiltonianos formalmente P7T-simétricos podem sofrer uma transicao de
fase para o regime de simetria espontaneamente quebrada, no qual aparecem autovalores
complexos. A transicao de fase acontece como resultado de uma variagdo paramétrica no
Hamiltoniano [II, 50, 13, 1T}, 8, 51].

Para esclarecer esses pontos vamos utilizar um exemplo simples, considere um sistema
composto por duas cavidades acopladas, uma com ganho e outra com perda, como ilustra a
figura 2.2l Neste caso, podemos representar o sistema através de um Hamiltoniano de dois

niveis de energia

o LR (2.17)

g a—1b

onde g é a constante de acoplamento, a diagonal complexa representa ganho e perda, onde
+ib ¢ o ganho e —ib a perda, sendo a,b,g € R e H |p12) = Ei2|¢12). Observamos que
quando b = 0 os autovalores sao reais e a probabilidade é conservada durante a evolucao
temporal. Mas, por outro lado, se a parte imaginaria da diagonal for diferente de zero,
entdo a matriz é nao-Hermitiana e portanto os autovalores resultantes (F,) podem em geral
ser complexos, levando a uma evolucao temporal com amplificagdo ou dissipagao. Nesse
caso, falamos que os autovetores a direita E| correspondentes nao sao mais ortogonais. Os
&1,2>-
¢1,2> =0. Os

autovalores de H podem ser facilmente calculados, tendo em vista que é uma matriz simples,

autovalores da esquerda podem por sua vez ser obtidos através de HT ‘(;51,2> = Ei,

Com isso, a nao ortogonalidade dos dois estados é expressa pela relagao <<;~51,2

tendo como resultado entao:

b 2
Ei=atyg 1—(-). (2.18)
g

20 leitor deve se lembrar que quando temos uma matriz ndo-Hermitiana temos autovetores diferentes 4

direita e esquerda.
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ganho perda

PT exato PT quebrado

EP

0 1 2
Y

Figura 2.2: Um sistema P7T -simétrico composto por dois sistemas (cavidades) acoplados (superior)
com ganho (vermelho) e perda (azul), e os autovalores correspondentes (inferior) versus o contraste

ganho-perda. Retirado e adaptado de [2]

Vemos entao que quando b/g < 1, os dois autovalores sao reais. Nesse regime, conhecido como
“fase PT inteira”, como mostra na figura [2.2] os dois modos sao distribuidos em ambas as
cavidades e nenhuma delas experimenta um ganho ou perda liquida, isto é, permanece neutro.
Por outro lado, as caracteristicas dos modos mudam drasticamente assim que b/g > 1, onde o
sistema entra na “fase PT-quebrada’. A simetria de cada modo é quebrada de tal forma que
um deles reside principalmente na cavidade de ganho e, portanto, desfruta de amplificacao,

enquanto o outro habita a cavidade com perdas experimentando atenuagao.
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2.4 Sistemas ()ptico PT simétricos

Vimos como a descoberta da simetria P7 em sistemas quanticos expandiu nossos conceitos
de Hermiticidade e fez com que novos modelos nao-Hermitianos pudessem ser criados. Como
essa teoria, cuja as implicagoes matematicas tem sido motivo de debate tedérico por muitos
anos, pode ser aplicada na éptica? Foi recentemente reconhecido que a 6ptica pode fornecer

um terreno fértil onde os conceitos de simetria P77 podem ser explorados.

2.4.1 Conceito de simetria P7T para sistemas 6pticos

Antes de considerar a simetria P7T na éptica vamos estender nossa discussao sobre a operacao
de simetria P e 7 juntamente com sua combinacao, P7T, considerando a equacao de Schrodin-
ger de particula unitéaria

_ h(?l/} h? 0%

onde ¥ é a funcao de onda, h é a constante reduzida de Planck, e m é a massa da particula.

Temos que o Hamiltoniano é dado por,

H = _5_23_2 +V(z) = P—2 + V(x), (2.20)

2m Ox? - 2m
sendo composto pelo operador de energia cinética,

h 0

e o operador de energia potencial V(z). Este Hamiltoniano é Hermitiano como mostrado
na equagao 2.1} se o potencial for real V(z) = V*(z), garantindo a evolucdo da energia e
do tempo. Esta teoria descreve sistemas quanticos conservativos, que sao completamente
isolados da vizinhanca e envolvem particulas estaveis.

Na auséncia de condi¢oes de contorno e possiveis fluxos de energia dentro e fora do
dominio de interesse, o potencial V(z) torna-se complexo, levando a nao-Hermiticidade.
Muitas vezes é comumente assumido que um sistema aberto com potencial complexo V' (z) #
V*(z) inevitavelmente resulta em um espectro de energia complexo devido a sua evolugao

nao conservativa.
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No entanto, sistemas nao Hermitianos podem ter um espectro de valor real se seu Hamil-
toniano comuta com o operador P7T, como mostrado na equacao [2.14] Temos que a equagao
de Schrodinger comuta com o operador P7T se e somente se a energia potencial satisfaz

V(x) = V*(—x). Isto implica que existe uma fungao par para a parte real do potencial
Re{V(—z)} = Re{V(2)}, (2.22)
e uma funcao impar para sua parte imaginaria
Im{V(—2)} = —Im{V(x)}. (2.23)

Agora estamos prontos para traduzir esses conceitos para o campo do eletromagnetismo.
Com esse objetivo em mente, quais seriam as condi¢oes para que um sistema déptico seja
considerado um sistema P7T simétrico 7 Nés ja citamos aqui que no artigo original de
Bender e Boettcher foi introduzido a simetria P7 no contexto da mecéanica quantica [I].
Porém, em pouco tempo o conceito de mecanica quantica PT-simétrica foi estendido a éptica
[52 [16], 14, 53]. Isto ocorreu primeiramente usando a aproximagao paraxial para a equagao
da propagagao da onda eletromagnética [54]. Com tal aproximacao, chegamos a uma forma
idéntica a da equacao de Schrodinger, porém com interpretacoes diferentes para os seus termos
constituintes. A percepgao de uma analogia matematica entre a equacao de Schrodinger e
a equacao de onda eletromagnética no limite paraxial foi a base para se comecar a estudar
implementagoes da simetria PT em uma plataforma fotonica, onde a nao-Hermiticidade pode
ser ajustada com ganho e perda 6pticos [52) 53].

Podemos entao introduzir o conceito de simetria P7T em Optica da seguinte maneira.
Nos casos bidimensionais e unidimensionais, As equacoes de Maxwell se reduzem a equacao

escalar de Helmholtz

[3_2 L (£) e, z)] E(x,2) =0, (2.24)

c
onde £ é o campo elétrico, que coincide formalmente com a equagao estacionaria de Schrodin-

ger [55].
{ 0> 9%  2m

3+ g~ Vi 2) = )| wla ) =0, (2.25)
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sob as substituicoes,

V(z,z) — E — €e(z,2), (2.26)
U(x, z) = E(z, 2), (2.27)
—QH—TZ = <%)2 (2.28)

A condigao de simetria P77 para um sistema mecanico quantico descrito pela equacao
¢é reduzida ao requisito
Viz,z) =V*(—z,—2) (2.29)

Portanto, por analogia entre a energia potencial em mecanica quantica e a permissividade em
dptica, a condicao de simetria PT para o sistema éptico é definida como a condicao imposta

a permissividade do meio

Re{e(w,x, z)} = Re{e(w, —x, —2)}, (2.30)

Im{e(w, z, 2)} = —Im{e(w, —z, —2)}. (2.31)

A simetria PT pode ser prontamente estabelecida pela incorporacao de ganho e perda,
ou seja, o indice de refragao agora vai ser quem desempenha o papel do potencial complexo.
Essa analogia também levou a uma enxurrada de atividades de pesquisa semelhantes em
outros ambientes fisicos, como eletronica [56] [57, B8] , micro-ondas [59, 60], mecanica [61],

acustica [62], 63, 64 [65, [66], e sistemas atomicos [67, [68] [69], para citar alguns.

2.5 Conclusao

Neste capitulo fizemos uma breve discussao sobre a descoberta da simetria-P7 na quantica,
e suas aplicagoes na déptica, nosso préoximo objetivo é estender sobre a teoria do espalhamento
baseado na aproximacao de Born, que serd de grande importancia para nossa pesquisa

No proximo capitulo iremos discutir a teoria classica do espalhamento da luz, mostrando
o formalismo do espalhamento para campos escalares. Posteriormente iremos usar essa teoria

para aplicar em um sistema onde o indice de refracao satisfaz a condicao da simetria P7T .
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Teoria do espalhamento

3.1 Introducao

Muito do que sabemos sobre as for¢as fundamentais da natureza foi aprendido com experi-
mentos de espalhamento, nos quais um alvo é essencialmente bombardeado com um feixe de
particulas. Exemplos bem conhecidos sao os espalhamentos elétron-pdsitron, elétron-proton
e préoton-antipréton [70] [71]. Mais muitos outros feixes e ou particulas-alvo foram e sao atu-
almente usados em uma rica variedade de diferentes tipos de experimentos. Talvez o mais
famoso de todos os experimentos de espalhamento seja o espalhamento de particulas alfa em
atomos de ouro, realizada por Rutherford e seus colaboradores no inicio do século 20 [72].

Podemos aprender muito com o espalhamento, cada fenémeno fisico que contribui para
a geracao da luz espalhada deixa sua impressao por assim dizer, na intensidade, polarizacao
e composigao espectral da luz espalhada [73] [74]. As marcas caracteristicas dos diferentes
fenomenos fisicos na luz espalhada nos permitem estudar esses fenomenos e os varios pro-
blemas relacionados a eles [75]. Com a ajuda do espalhamento da luz, estuda-se a estrutura
das moléculas [70], determinam-se os pesos moleculares de solugoes e proteinas [77], cristais
épticos [78], e muitas outras questoes.

Quando um feixe de luz incide sobre a matéria, o campo elétrico associado a luz induz
oscilagoes periddicas dos elétrons do material. O material entao serve como uma fonte se-
cundaria de luz e irradia luz na forma de radiacao fixa com um comprimento de onda igual
ao da luz incidente. A intensidade, polarizagao, distribuicao angular e estrutura fina da ra-

diacao espalhada sao determinadas pelo tamanho, forma, constantes 6pticas e interacoes das
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moléculas no material espalhado. Inversamente, a partir do conhecimento das propriedades
de espalhamento da luz de um determinado sistema, o fisico-quimico por exemplo, pode com
a ajuda da teoria eletromagnética da radiagao e da teoria cinética da matéria, obter uma

imagem molecular detalhada desse sistema [79).

O primeiro sucesso na investigagao da luz espalhada ocorreu em 1869, quando Tyndall [80]
montou um experimento de laboratério no qual observou a luz espalhada por particulas muito
finas. O experimento consistia em uma pequena quantidade de particulas, cujo tamanho era
pequeno em compara¢ao com o comprimento de onda da luz visivel, onde essas particulas
foram colocadas em um tubo de vidro. Um intenso feixe de luz branca foi direcionado ao
longo do eixo do tubo. A luz espalhada foi observada em diferentes angulos em relacao a
direcao da luz incidente. Como resultado desse experimento, Tyndall descobriu que a luz
espalhada revelava uma tonalidade azulada e que a polarizagao linear completa ou quase
completa da luz espalhada era observada em um angulo de 90° em relacao a direcao da luz

incidente.

Com base nessas observacoes, Tyndall chegou a ideia de que a cor azul e a polarizacao
da luz no céu eram determinadas pelo espalhamento da luz solar por finas particulas de
poeira que sempre estao presentes na atmosfera terrestre em quantidades suficientes. As
conclusoes e dados experimentais de Tyndall claramente serviram como ponto de partida

para as primeiras pesquisas tedricas de Rayleigh sobre espalhamento de luz.

Concluimos que o espalhamento da luz é o fenomeno de ricochete da radiagao eletro-
magnética pelos atomos ou moléculas do meio através do qual eles estao viajando. Entao,
quando a luz viaja através de um meio, ela é refletida em qualquer diregao apds atingir as
particulas no meio. Sabe-se que o espalhamento da luz pode ser classificado com base na
energia da luz espalhada. Existindo dois tipos de espalhamento, sendo eles, espalhamento
elastico, que é quando a energia da luz espalhada ¢ conservada, entao tal espalhamento
¢ chamado de espalhamento elastico. Por exemplo, espalhamento de Rayleigh e de Mie.
Espalhamento Inelédstico: Se a energia da luz espalhada nao for conservada, por exemplo,
espalhamento Raman e Brillouin. Neste capitulo iremos discutir um pouco sobre a teoria
do espalhamento da luz, mostraremos suas aproximacoes e como isso serda importante para

nossa pesquisa.
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3.2 Equacao de Helmholtz nao-homogénea

A teoria do eletromagnetismo é baseada nas quatro equacoes de Maxwell. Essas equacoes
sao um conjunto de equagoes diferenciais parciais que combinam o campo elétrico E e a
inducao magnética B entre si. Uma vez que essas equagoes sao aplicadas a um sistema
macroscopico, também sao usados o deslocamento elétrico D e o campo magnético H [81].

Na forma diferencial, as equacoes de Maxwell na auséncia de carga ou fontes de corrente sao

dadas por
V - D(r,t) =0, (3.1)
V - B(r,t) =0, (3.2)
0B
V X E(r,t) = TR (3.3)
oD

onde r é o vetor posicao e t é o tempo.

Se assumirmos que as solucoes das equagoes de Maxwell tém uma dependéncia harmonica
do tempo e ™! onde w é a frequéncia angular, a partir da qual solucoes arbitrdrias po-
dem ser construidas por superposicoes de Fourier, podemos usar amplitudes dependentes de
frequéncia E(r,w), B(r,w), ao invés dos campos dependentes do tempo usados na equagao
de Maxwell acima [82] [83]. Neste chamado dominio de espago-frequéncia, as equagoes de

Maxwell sao escritas como

V. D(r,w) =0, (3.5)
V -B(r,w) =0, (3.6)
V x E(r,w) = iwB(r,w), (3.7)
V x H(r,w) = —iwD(r,w). (3.8)

Vamos considerar agora um sistema material, macroscopico que € isotropico e responde
linearmente a um campo aplicado. Entao os campos E,D,B e H, respectivamente, sao

conectados via
D(r,w) = €(r,w)E(r,w), (3.9)
B(r,w) = p(r,w)H(r,w), (3.10)
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sendo € a permissividade elétrica e 1 a permeabilidade magnética. A partir das equagoes de

Maxwell podemos obter as equagoes da onda do campo eletromagnétieoﬂ

VZE + e(r,w)u(r,w)k’E + V[In pu(r,w)] X VX E+ V[E - Vine(r,w)] =0, (3.11)

V2H + €(r, w)p(r,w)k*H + V[ne(r,w)] X VX H+ VIH- Vinu(r,w)] =0,  (3.12)

sendo k = w/c o nimero de onda onde ¢ = 1/,/€f1p ¢ a velocidade da luz no vacuo e €y e pg
correspondem a permissividade no vacuo e a permeabilidade no vacuo. Consideremos agora
que o campo eletromagnético incide em um meio linear, isotrépico e nao magnético. Com

isso, a equacao |3.11| pode ser simplificada para
V2E(r,w) + k?e(r,w)E(r,w) + V[E(r,w) - VIne(r,w)] = 0, (3.13)

como o ultimo termo a esquerda da equacao acopla as componentes cartesianas do campo
elétrico, o tratamento do espalhamento baseado nesta equacao é bastante complicado. Mas
a equagao pode ser simplificada assumindo que a fungao dielétrica e(r) varia lentamente com
a posicao ou seja, ¢ constante ao longo de distancias da ordem do comprimento de onda
A = 27 /k. Neste caso, o dltimo termo a esquerda da equagao m pode ser desprezado e
obtemos

V2E(r,w) + k*n*(r,w)E(r,w) = 0, (3.14)

onde reescrevemos €(r,w) em termos do indice de refracdo do meio, por meio da expressao,
e(r,w) = n%(r,w).

Notamos que, ao contrario da equagao [3.13| as componentes cartesianas de E(r,w) na
equacao nao estao mais acopladas entre si, o que permite resolver esta equacao para
cada componente separadamente. De fato, a solugdo de uma componente fornece uma boa
visao do comportamento geral da solucao da equagao [3.14] Podemos continuar nossa anéalise
substituindo a componente cartesiana E(r,w) por uma componente arbitraria U(r,w) (apro-

ximagao escalar), que consiste em desprezar a natureza vetorial do campo, tendo assim
(V2 + k*n?(r,w)]U(r,w) = 0. (3.15)

Esta é a equacao fundamental da teoria do espalhamento escalar, sendo ela uma equagao de

Helmholtz nao-homogénea, que serd o ponto de partida para a analise do campo espalhado.

1Essa demonstracdo pode ser encontrada no apéndice
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Serd mais conveniente reescrever a equacao |3.15( de tal forma,
(V2 + KU (r,w) = —47F(r,w)U(r,w), (3.16)

onde

Flr,w) = $k2[n2(r,w) _1). (3.17)

Sendo a func¢ao F(r,w) conhecida como potencial de espalhamento do meio, em analogia com
a terminologia usada na teoria quantica do espalhamento, que é governada por uma equacao
que é matematicamente equivalente a equacao [3.16, a equacao de Schrodinger independente

do tempo para particulas nao relativisticas.

3.3 Funcao de Green

Entre as varias ferramentas de uso comum na teoria de espalhamento, as fungoes de Green
desempenham um papel proeminente, permeando quase todas as facetas do campo (e relacio-
nadas), desde o espalhamento de ondas classicas até a teoria quantica de campos relativistica
e a mecanica estatistica. No campo da matematica uma funcao de Green é a resposta
ao impulso de um operador diferencial linear nao-homogéneo definido em um dominio com

condigbes iniciais ou condigoes de contorno especificadas [84].

3.3.1 Derivacao da equacao integral basica do espalhamento

A equacgao do campo escalar é uma equagao diferencial portanto é possivel obter uma solugao
formal para o campo transformando a equagao [3.16| em uma equacao integral. Para isso,
usamos o método da fungao de Green. Seja entdao G(r) uma funcao de Green que resolva a

equacao de Helmholtz nao-homogénea ou seja
(V2+EHG(r — 1, w) =0(r — 1), (3.18)

onde 6(r — 1) ¢ a funcdo delta de Dirac. E conhecido que se adicionar & uma funcao de
Green particular G' qualquer solugao S da equagao homogénea, (V2 + k%)S = 0, o resultado

G + S ainda é uma funcao de Green
(V2+E)(G+S) =6(r—1). (3.19)
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Por outro lado, a diferenca entre qualquer duas fungoes de Green deve ser uma solucao da
equacao homogénea. E aceitével entao usar a equacao para resolver a equagao diferencial

B.16l

Consideramos um campo eletromagnético monocromatico, incidente em um meio linear,
isotrépico, ndo magnético, ocupando um dominio finito V' (figura|3.1]). Temos que ao incidir
nesse meio linear um campo espalhado é gerado U®)(r,w). Com isso podemos expressar nosso
campo U(r,w) como a soma do campo incidente U (r,w) e do campo espalhado U (r,w),

sendo assim;

meio espalhador

campo espalhado

campo incidente

Figura 3.1: Demonstragdao do campo incidindo em um material espalhador de volume V' limitado

por uma superficie fechada S. Retirado e adaptado de[3]

Ulr,w) = U9 (r,w) + U9 (r,w). (3.20)

Sendo o campo incidente geralmente uma onda plana, sabemos que tal campo satisfaz a

equacao de Helmholtz em todo o espaco,
(V2+EHUD(r,w) = 0. (3.21)

Seguindo da equacao acima e usando a equacao de Helmholtz [3.16] vemos que o campo

espalhado satisfaz a equacao;
(V2 4+ kDU (r,w) = —47F(r,w)U(r,w). (3.22)
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A solucao geral de qualquer equacao nao-homogénea pode ser escrita imediatamente em
termos das fung¢oes de Green, primeiro expandindo F(r,w)U(r,w) como uma combinagao

linear de fungoes delta,
F(r,w)U(r,w) = /6(1‘ — 1) F(r',w)U(r,w)dr’. (3.23)

Pode-se assim escrever a forma geral para solucao de uma equacao nao-homogénea imedia-

tamente em termos das funcoes de Green, sendo
Ulr,w) =U%(r,w) — 47T/G(I‘ — 1, w)F(r,w)U(r,w)dr’. (3.24)

Sendo a equacao [3.22 nossa equacao de interesse agora, precisamos definir quem é nossa
respectiva funcao de Green. A funcgao de Green para (V2 + k?) pode ser deduzido do fato
bem conhecido de que [83], 85],

VQ% = —476(r). (3.25)

Ao usar isso, descobrimos imediatamente que

(V2 4+ k2™ = —4mé(x). (3.26)

Simplesmente substituindo r por r — r’ e 7 por |r — r’| nesta equagao obtemos duas fungoes

de Green G, G~ para [V2 + k?], sendo

A
e:l:zk|r r'|

Gi(r—1') = (3.27)

Cdxfr — |

Com isso podemos escrever nossa equagao do espalhamento na forma integral da seguinte

forma

eik|r—r’|

Ul(r) = e'ksor +/F(r')U(r') dr’ (3.28)

[e—v]

onde a frequéncia w foi omitida. Note que escolhemos €%F para o campo incidente U™ (r) e
também escolhemos a fungao de Green como G . Essas escolhas foram feitas porque estamos
interessados no problema de espalhamento e, neste contexto, U(r) deve ter a forma de uma
onda esférica divergente. Veremos agora que a equagao deve ter um comportamento

assintotico.
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3.3.2 Aproximacgao para o campo distante

Observamos em primeiro lugar que a fungao potencial de espalhamento é um fator no inte-
grando na equacao de modo que as regides de r’ onde F(r’) é muito pequena nao contri-
buem consideravelmente para a integral. Portanto, embora a integracao seja, em principio,

/

para todo r’, ela se estende efetivamente apenas sobre a regiao de r’ préxima a origem,

onde o potencial F(r') é significante [4, B]. Deste modo, ao considerar a forma assintética

lr| = r — oo da equagao podemos tornar |r| > |r'| e, portanto (figura [3.2)),
r—1v|~r—1'-r/r=r—1r-§, (3.29)

onde 8§ = 7. O termo r’ - § na equacao acima ¢ muito pequeno em comparacao com 7 e pode

P

Figura 3.2: Notacao para aproximagcao de campos distantes. Retirado e adaptado de [3]

ser desprezado na substitui¢ao de |r — 1’| no denominador da equagao [3.28] mas no caso da
~ : W . S ~ , .
expressao eFlr—r'l x ehre=hST"  yalor de §-1/ é claramente importante mesmo sendo pequeno

em relacao a kr. Com isso em mente podemos fazer as seguintes aproximagoes,

Para a parte de G no denominador |r — /| ~ r (3.30)
Para a parte de G no numerador |r—r'|~r—§-r’ (3.31)
desse modo,
Bilc|r—1r’| eikr e
—_— R T 3.32
r — 1| r (3:32)
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Com essas devidas consideragoes podemos substituir a equacao |3.32 na integral da equacao

e obter a relacao integral para U(r)

ikr
Ul(r) ~ efSor 4 67 / F(U(x' e *s @3y (3.33)

Obtendo assim uma boa relagdo para o campo em uma aproximacao distante.

3.4 Aproximacao de Born

Partindo da equacao basica do espalhamento de potencial, equacao (3.28
U(r) = eSor 1 / F(UI)G(r —1')d*, (3.34)
1%
pode-se fazer uma aproximacao reescrevendo essa equacao, trocandor — r’ e r’ — r”, tendo

assim

U(x') = ™o 4 / Fx")U")G(x —x") d*". (3.35)
|4

Podemos assim substituir U(r") da equagao na equagao [3.34]

U(I‘) — eik§0~r+/ d37”/F(I‘/)G(I‘—I‘,)eikéo'r/—f—/
\%

Vd3r'F(r’)G(r—r’)/ F"UX"G (' —r") d3" .

v

(3.36)
Se a interagdao entre a luz incidente e o material for fraca, ou seja (|U*| < |U?|), pode-se
obter uma boa aproximagao do campo total se U(r’) for substituido por U’ no integrando
do lado direito da equagao [3.34] Isso nos dé a aproximacao de Born de primeira ordem. A
aproximagao na qual mantemos a primeira integral da série acima e zeramos todas as outras.
Se repetirmos mais uma vez esse procedimento, obtemos mais uma aproximagao, quando

ignoramos o ultimo termo, levando a aproximacao de segunda ordem de Born
Ulr) = ™o / 3’ F(r')G(r — r/)etsor’
v
+/ d*r’ F(r')G(r — r’)/ Er" Fr")G(x' —x")ei*sor”
% 1%
+ [ @ FIGE ) [ @ PG 1) [ @ FEGE U
v v v

Fisicamente esse procedimento corresponde ao que chamamos de espalhamento multiplo como

podemos observar na figura [3.3] .
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2 T l ~ r
So S

Figura 3.3: Ilustrando (a) espalhamento simples, correspondendo a primeira aproximacao de Born,
(b) espalhamento duplo correspondendo a segunda aproximacao de Born. Retirado e adaptado de

3]

Poderiamos continuar com esse procedimento sucessivamente, mas podemos perceber que
ao iterar este procedimento, podemos formar uma série infinita que esquematicamente se

parece coim

U = e 4 / GUesor / GU / GUeHsor 4 / GU / GU / GUe™or 1 (3.37)
\% \%4 \% \% \% \%

como as equacoes se tornam cada vez mais longas, as vezes as expressamos de forma simbdlica,
como mostrado acima.

Vamos escrever entao a primeira aproximacao de Born ja substituindo o valor da funcao
de Green em uma aproximacao para o campo distante, como mostrado na equacao |3.32
tendo assim

ikr

U = eifdor 4 c / F(r')e_iké'r/eikéo'rl d?r’ (3.38)

r

onde

(3.39)

A equacao confirma que longe do espalhador o campo espalhado U®)(r) de fato se
comporta como uma onda esférica de saida, como esperado. Pode-se reparar que a chamada
funcao f(6, ¢) corresponde a nossa integral na equagao [3.38, muito conhecida como amplitude

de espalhamento desempenhando um papel importante na teoria de espalhamento.
£(0,0) = / F(r')e ks gikSor’ 34/ (3.40)

Note que decidimos escolher Kincidgente) = k8o € K(espathado) cOmo sendo k8, como ilustrado na

figura [3.4 Podemos simplificar as exponenciais da equacao [3.40] definindo K = k§ — k§y.
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Figura 3.4: Esquema demonstrando os vetores de onda incidente e espalhada.

Sendo K o vetor de onda de espalhamento na direcao (0, ¢). Com isso obtemos de forma

simplificada a equacao para a amplitude de espalhamento

f(0,¢) = /F(r’)eiK'r/ d*r’ . (3.41)

Essa equagao serd importante para nossa pesquisa, no proximo capitulo iremos utiliza-la para
fazer uma analise do campo espalhado considerando um potencial PT-simétrico, com isso
seremos capazes de analisar melhor sobre o comportamento da densidade espectral da luz em

um material que possui ganho e perda.

3.5 Conclusao

Neste capitulo desenvolvemos a teoria do espalhamento baseado na aproximagao de Born
de campo distante, nosso proximo objetivo entao é juntar os conceitos do capitulo 2 de
materiais com simetria-P7T junto com o conceito do capitulo 3 de espalhamento e estudar o
espalhamento de materiais que tem ganho e perda.

Nosso proximo objetivo principal é considerar entao um material com propriedades de
ganho e perda e observar qual é a resposta do espalhamento do campo espalhado em ter-
mos da aproximagao de Born para um campo distante. No nosso trabalho iremos focar
apenas na primeira aproximacao de Born, onde usaremos tal aproximacao para investigar o

espalhamento de uma onda eletromagnética através de um material PT -simétrico.
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Espalhamento por um material com simetria P7T

4.1 Introducao

Nessa secao iremos tecer um pouco sobre o espalhamento aplicado em um material com si-
metria P7T. Desde a descoberta da simetria P7T na quantica, tem-se explorado sobre suas
aplicagoes na éptica, e com o avanco dessa descoberta surgiram pesquisas sobre o espalha-
mento da luz por matérias com potencial imaginario. Nos tltimos anos, nogoes extraidas
da fisica da simetria de tempo de paridade (P7T) atrairam considerdvel atengdo. Em par-
ticular, a percepcao de que a interacao entre ganho e perda pode levar a caracteristicas
totalmente novas e inesperadas. Com isso iniciou-se um intenso esfor¢o de pesquisa para
explorar o comportamento dos potenciais P7T -simétricos tanto tedrica quanto experimental-
mente [21], 86, [(3].

Como foi demonstrado no capitulo 2, a presenca de regioes de ganho e perda equilibradas
em tais estruturas pode levar a uma ampla gama de fenomenos interessantes, como refracao
negativa [87] e etc. De modo geral, a maioria desses estudos se concentrou em sistemas
de ondas guiadas e redes. No entanto, muito menos atencao tem sido dada a arranjos de
espalhamento em geometria bidimensional [88] 89]. Portanto, é interessante explorar o efeito
da simetria P7T na resposta de espalhamento de ondas eletromagnéticas. Neste capitulo
iremos estudar o espalhamento da luz através de um material com simetria P7T, para tal
consideramos uma esfera Gaussiana envolvendo ganho e perda de forma totalmente simétrica.
Mostramos que tal estrutura pode desviar a luz espalhada por uma quantidade que esta

relacionada ao ganho e a perda que foram incorporados cuidadosamente na estrutura. Além
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disso, veremos que o padrao do espalhamento de campo distante pode mudar com o angulo

de incidéncia.

4.2 Potencial espalhador na aproximacao de Born

Neste trabalho estudamos um problema que se trata de uma onda plana monocromatica se
propagando na direcao de um vetor unitario 8§y, e incidindo em uma esfera Gaussiana que
possui um volume V. Esse problema é parecido com o apresentado no capitulo 3 para tratar

da fisica do espalhamento.

Para iniciarmos nosso estudo, é importante recordar-se das equacoes e(3.41], com isso
serd possivel escrever as equagoes para o problema proposto em questao. Na aproximagao
de Born podemos perceber que o nosso f (6, ¢) é simplesmente a transformada de Fourier de

F(r') calculada na transferéncia de momento K,

ikr
A, et Y
Ulr) = e*8or 4 — /F(r')e K @3y (4.1)
r
Desse modo para resolver a primeira aproximagao de Born devemos definir um potencial e
calcular sua transformada de Fourier. Como visto no capitulo 2, para que esse potencial
seja considerado um potencial P7T -simétrico, ou seja nao-Hermitiano, deve-se assegurar que
a relacdo F*(—r) = F(r) seja satisfeita. Para tal, o indice de refragao deve ser complexo,

incorporando ganho e perda. Tendo isso em mente, vamos definir o potencial que serd usado

como sendo, [90], O1],

Ak? r? ,
onde A e o sdo constantes positivas, e k = 27/X onde A é o comprimento de onda. E

importante notar também que a expressao (1 4+ i3 - r) no potencial é o que o torna nao-
Hermitiano, sendo 8 um vetor capaz de controlar a nao Hermiticidade do nosso sistema.

Observe que quando B é nulo retorna-se ao caso Hermitiano.
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Facamos agora uma andlise das partes real e imaginaria desse potencial, sendo

Fio Re[F(r)] = exp (—%) , (4.3)
io Im[F(r)] = exp (-%) (8-1), (4.4)

onde escolhemos chamar Fy = Ak?/ (27702)% para nao seguir carregando muitos termos tendo

em vista que é apenas uma constante. Com 3 sendo,

Como o comportamento da parte real exibe apenas uma gaussiana serd mais interessante
mostrar a parte imagindria (regido de ganho e perda) com diferentes valores de 3. O com-

portamento dessa expressao pode ser observado na figura |4.1

40 60 40
0| (a) 0| (b)

204 204
20
10 1
0 > 04
—104
-20

T T T T T T T 0 T T T T T T T
—40 -30 -20 =10 o 10 20 30 40 —40 -30 —=20 =10 o 10 20 30 40

w] (€

Figura 4.1: Parte imaginaria do potencial sendo (a) com 3, =0, (b) 8, =5, (c) By = 10.
Podemos ver na figura que ha um hemisfério para ganho e perda em todas as figuras,

de diferentes valores de f3,, sendo a interseccao entre as duas regides (azul e vermelha) a

regiao que nao porta nem ganho nem perda.
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Pode-se observar que conforme os valores de 3, variam, o potencial em questao também
varia, isto é, para diferentes valores de ganho e perda no material, a forma do potencial

espalhador muda, o que é interessante de ser explorado.

4.3 Densidade espectral

Com base no que vimos no capitulo 3, usaremos a equacao do espalhamento considerando a
primeira aproximagao de Born e a aproximagao para o campo distante, equagao [4.1} Tendo
definido um potencial PT-simétrico na secao anterior, podemos iniciar nosso estudo subs-
tituindo o potencial mostrado na equagao [4.2] na equagao [£.1 Assim teremos a base para
analisarmos as propriedades do espalhamento através de um material com simetria de pari-

dade e reversao temporal. Substituindo as equagdes em questao, temos entao,

ikr
U = eiksor 1 &

12
Fo / exp | — - (1448 -r')e T a3 (4.6)
r 202

Note que na aproximagao de Born, a amplitude de espalhamento f(6,¢) ou seja, nossa
integral, é simplesmente a transformada de Fourier do potencial. Desse modo, se calcularmos
a transformada de Fourier F/(K) do potencial F'(r) nds obtemos que

K|
2

‘ ’22

F(K) = Ak? eXp{— }(1 + 028 - K). (4.7)

Substituindo na equacao acima, temos que

ikr
U = eor 4 AR exp{—
r

‘K|20'2

5 }(1+026-K). (4.8)

Assumindo que a aproximacao de Born é valida, estamos interessados agora em observar a

densidade espectral desse campo espalhado. Para tal, nés usamos a expressao [91],
S(r) = |[U*(r). (4.9)

Lembrando que U*(r) é o campo espalhado, e equagao temos que a densidade espectral
é dada por
1
S = SIF(K)P, (4.10)
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onde

K[* = |k(5 — 80)|” (4.11)
::4k2$n22. (4.12)

Pois § e §y sao vetores unitarios. Com isso, temos que a densidade espectral fica

2

1 4k? sin” § o
S = = | AR exp{—% (14028 K) (4.13)
r
Vamos considerar apenas que 1/r* = C' é uma constante. Sendo
B-K=k(B-5-B8) (4.14)
= kB - (5 8), (4.15)
mas escolhemos §p sendo na diregao Z e
B = BoX + B, + .2, (4.16)
entao
B - K = k{B:5, + Bysy + B.(s. — 1)}, (4.17)

sendo s, = sinflcos ¢, s, =sinfsing e s, = cosf. Sabendo disso e substituindo na equacgao
podemos escrever a equagao espectral agora de uma nova forma que nos permita analisar

o quanto de campo esta sendo emitido nas direcoes 0 e ¢,

2

S=C ‘AkQ exp{—2k2 sin® (g) 02}(1 + 0 k{B, sinf cos ¢ + B, sinOsin ¢ + B,(cos§ — 1)})

(4.18)
Através dessa equacao podemos analisar o comportamento da densidade espectral desse ma-
terial nao-Hermitiano, demonstrado na figura [4.2]

Com o objetivo de definir como a densidade espectral do material muda em relagao a
diferentes valores de 3, nés mantivemos alguns valores de (8 fixo enquanto variamos outros,
conforme demonstrado na figura [4.2] A figura nos mostra para qual direcao a luz esta
sendo propaganda, sendo as regides mais escuras (tons de azul) onde a luz se propaga menos
e os pontos amarelados as regidoes em que estd sendo concentrada a maior quantidade de

emissao de luz. Pode-se perceber que a direcao de propagacao da luz muda para cada valor
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Figura 4.2: Densidade espectral em fungao de 6 e ¢, onde o primeiro conjunto de figuras (a,b,c)

2500
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500

demostram os casos que apenas [3, esta variando, sendo (a) o caso em que (8, = =5, 8, = —10, 5, =
10), (b) mesmos 3, f, mas variando 5, = 0, e (¢) mais uma vez mantendo os mesmo [, 3y, mas
f. = —10. Ja no segundo conjunto (d,e,f) temos o caso onde apenas o 3, varia, com (d) sendo
(Bz = —b, By = 10, B, = —10), (e) com os mesmos S, 3., variando S, = 0 e (f) igualmente trocando

s6 B, = —10.

diferente de f3,, B, e 3., sendo esse parametro relacionado a parte imagindria do potencial, ou
seja, a parte com ganho e perda. Com isso fica nitido que o ganho e a perda esta controlando

a direcao de propagacao da onda incidente.

4.4 Maximos da densidade espectral

Nesta se¢ao, vamos analisar os maximos da densidade espectral vistos na se¢ao anterior. A

analise dos maximos é muito interessante para o nosso trabalho, tendo em vista que a regiao
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de maior densidade espectral é onde estd localizado mais luz. Podemos determinar com
exatidao como a posicao dos maximos variam conforme mudamos 3, como vimos na se¢ao
anterior que modificando o ganho e a perda do material nés podemos controlar a diregcao de
maior propagacao da luz.

Apenas observando a figura 4.2] nao somos capazes de distinguir os valores exatos dos
maximos da densidade em relacao aos valores de 3. Para resolver esse problema analiti-
camente temos que minimizar a equagao Porém, as derivadas sao muito complicadas
de se resolver, tornando esse processo mais custoso. Sendo assim, decidimos por fazer uma
analise numérica da equacao [4.18], onde escrevemos um algoritmo de busca, considerando as
constantes 0 = 0.1 e A = 1. Mantivemos duas direcoes de 3 fixos em -10, enquanto a direcao
remanescente varia em um intervalo de -10 a 10. Com isso, pode-se fazer uma analise dos

maximos entre esses pontos e determinar para que direcao era emitida mais luz dependendo

3500
3000
2500
2000
1500
1000

0 20 180
6

dos valores de f3;, 8, e 3., como mostrado nas figuras a seguir.

(a)

300

280

< 360

260 3500

3000

2500

©- 180

240 2000

1500

1000

10 0

Figura 4.3: Méximos da densidade espectral em funcao de 6 e ¢, sendo (a) quando 8, = ., = —10
enquanto [, varia de -10 & 10 e (b) retrata a densidade espectral para os mesmos valores de

By = B. = —10, sendo na parte superior 3, = 5 e inferior 3, = —5.

Decidimos fazer a andlise dos maximos em cada direcao de 3, fixando os mesmos parametros
para ambos os casos para que pudéssemos fazer uma comparacao clara de como o com-

portamento muda dependendo de cada direcao. Comecemos entao com o caso em que
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By = B, = —10 sao mantidos fixo enquanto 3, varia de -10 a 10. Na figura (a) pode-se
observar que para esse caso o maximo da densidade espectral varia em torno de um grau em
f, enquanto que sua maior variagao ocorre em relagao ao eixo ¢. Percebe-se que o maximo
dessa densidade se desloca conforme os valores de (3, aumentam e ficam positivos, demons-
trando uma curva crescente em ¢. Na figura (b) nos escolhemos os mesmos valores de
By, = B, fixos em -10 com a parte superior da ﬁgur (b) sendo 3, = 5 e a parte inferior
B = —5. Com isso podemos comparar com os resultados apresentados na figura (a) e
ver como € claro que a direcao em que esta sendo emitido mais luz quase nao varia em # mas
cresce muito em ¢ conforme (3, cresce.

(a) (b)

240

360 4500

4000
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220 ©- 180

2500
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200
1000

1807 360 4500

4000
160 3500

3000
©- 180 2500

140 2000

1500
1000

72.6 - - - 120

-10 -5 0 5 10 0
By
Figura 4.4: Méximos da densidade espectral em funcao de 6 e ¢ sendo (a) 8, = 5, = —10 enquanto
By varia de -10 a 10 e (b) retrata a densidade espectral para os mesmos valores de 8, = 5, = —10,
sendo na parte superior 3, = 10 e inferior 8, = —10.

Na figura (a) temos o grafico mostrando os valores maximos da densidade espectral
para os valores de 3, = 3, = —10 fixos enquanto 3, varia de -10 a 10, aqui vemos novamente
que a varigao do maximo é minima em relagdo a # (linha vermelha), tendo exatamente a
mesma da figura Mas podemos observar que o comportamento dos maximos em ¢ é o
oposto do demonstrado na figura nesse caso vemos que conforme [, aumenta, a posicao
do méaximo se desloca formando uma curva decrescente. Na figura (b) podemos observar

melhor a forma que a direcao de propagacao da luz muda sua posi¢ao conforme mudamos os
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valores de (3, sendo a parte inferior da figura correspondente a 3, = —10 onde claramente

podemos observar que a posicao que esta recebendo mais luz é superior a quando /3, = 10.

(a) (b)

75 240 2500

2000
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1500
©- 180

65
1000

60 |

< 55 225 ©-
4500

4000
50

3500
3000
45}
2500
2000
401 1500

1000

35 - - - 210

-10 -5 0 5 10
B
Figura 4.5: Maximos da densidade espectral em funcao de 6 e ¢ quando 3, = 3, = —10 enquanto
. varia de -10 & 10 e (b) retrata a densidade espectral para os mesmos valores de 3, = 8, = —10,
sendo na parte superior 3, = 10 e inferior g, = —10.

Por fim, repetimos o mesmo caso mas agora variando 3, de -10 a 10. Na figura |4.5]
podemos observar agora um comportamento totalmente diferente, nesse caso em (a) vemos
que quando mantemos 3, = 3, = —10 fixos e variamos 3, a posi¢ao do maximo varia em 0,
diferente do que tinhamos observado até entao, além de que nesse caso nao temos mudanca
na posicao do maximo da densidade em relacao a ¢, note que independente da variacao de 3,
a posicao em ¢ se mantém a mesma. Pode-se confirmar esse comportamento observando a
figura (b) onde vemos como a luz desloca sua posicao em ¢ mas mantendo o mesmo valor

em o.

4.5 Tamanho do espalhador

Dado que os resultados apresentados até agora dizem respeito a um espalhador de tamanho
de comprimento de onda, seria interessante ver como os maximos da densidade induzido por

ganho e perda sao afetados por diferentes tamanhos de espalhador. Para fazer essa analise,

45



N

nods fixamos os valor de 8 como sendo 3, = 5, = —10, variando 3, de -10 a 10, com trés
possiveis valores de o, sendo eles ¢ = 0.1,0.3,0.5. Variar os valores para ¢ ¢é equivalente a
mudar o tamanho do meu material, ou seja, se eu troco o valor de ¢ eu troco o tamanho do
meio espalhador. Na figura vemos que que quando ¢ = 0.1 (linha azul na figura |4.6|), que
¢ o0 caso que estavamos usando inicialmente em todos os nossos resultados anteriores, vemos
claramente o mesmo padrao apresentado na figura 4.4, onde o 6 varia em torno de 72 a 73
graus e ¢ em torno de 130 a 225 graus. Quando mudamos o valor de ¢ para 0.3 (linha verde)
vemos que a posicao dos maximos da densidade caem em relacao a 6, sendo em torno de 29
graus, e no ultimo caso em que o tamanho do espalhador é o = 0.5 (linha vermelha clara)
vemos que novamente a posicao dos maximos mudaram em relacao a #, mas ¢é interessante
observar também que para todos os tamanhos de o apresentados nao interferiram com a
forma que os maximos variam no eixo ¢, sendo a linha vermelha escura representando a

variacao dos maximos em relacao a ¢ para os trés tamanhos diferentes do espalhador.

80 T T T 240 T T T

708 i 220

60| g

50 — 0=0.1[]
~
= — o0, =
< c=0.3 < 180
40| — 0=0.5|(]
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Figura 4.6: Méximos da densidade para os valores de 3, = 3, = —10, variando 3, de -10 & 10

para o = 0.1,0.3,0.5
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4.6 Conclusao

Neste capitulo utilizamos dos conhecimentos adquiridos no capitulo 2 e 3 para que final-
mente pudéssemos verificar o comportamento da luz espalhada através de um material P77 -
simétrico. Com isso fomos capaz de mostrar como a adi¢ao de ganho e perda no material é
capaz de modificar a direcao em que a luz incidente é propagada. No capitulo a seguir iremos
finalizar nossas conclusoes sobre os conhecimentos aqui adquiridos, analisando cada passo
necessario para a construcao do nosso trabalho e descrevendo por fim nossas perspectivas

futuras.
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Conclusoes gerais e perspectivas

O objetivo desse trabalho foi estudar o comportamento do espalhamento de luz através
de matérias com simetria P7T e através disso ver como o uso da nao Hermeticidade pode
beneficiar o ramo do espalhamento de uma forma inovadora. No capitulo 1 fizemos uma
breve discussao introdutodria sobre a simetria P7T e o espalhamento da luz com o intuito
de demonstrar como ambas as areas juntas veem contribuindo para avancos da optica de
diferentes formas.

Construimos os capitulos 2 e 3 como base da teoria geral para o trabalho. No capitulo 2
discutimos sobre a simetria P7T na mecanica quantica onde fizemos uma leve introducao sobre
os operadores Hamiltonianos que comutam com os operadores paridade e reversao temporal
simultaneamente e assim demostramos como a Hermeticidade poderia ser substituida pela
simetria P7 . Foi mostrado a existéncia das fases quebrada e inteira. Por fim, introduzimos a
simetria PT na éptica, demonstrando como os conceitos que foram estabelecidos na mecanica
quantica podiam ser estendidos a éptica, através da semelhanca com a aproximacao paraxial
para a equacao da onda eletromagnética com a equacao de Schorodinger.

No capitulo 3 apresentamos inicialmente uma discussao de como a teoria do espalhamento
foi essencial para a descoberta de varias forcas fundamentais da natureza. Em sequéncia
comecamos a construir a base matematica necessaria através das bem estabelecidas equagoes
de Maxwell com o intuito de obter a equagao fundamental do espalhamento escalar (uma
equagao de Helmholtz ndo-homogénea). Através da equagao escalar do campo, que se tratava
de uma equagao diferencial, usamos o método da funcao de Green e fomos capaz de chegar

na forma integral da mesma, fizemos entao uma aproximagao para o campo distante com
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o intuito de finalmente chegarmos a aproximacao de Born de primeira ordem e a equacao
para amplitude de espalhamento que foi de suma importancia para nossa pesquisa aqui
apresentada, com isso concluimos nosso conhecimento tedérico necessario para implementar
na pesquisa proposta.

Ap6s construirmos toda a base tedrica necessaria para o nosso trabalho, iniciamos nossa
pesquisa definindo nosso potencial espalhador, e garantindo que esse potencial seja PT-
simétrico, com isso fomos capazes de investigar como o espalhamento da luz se comportaria
através de um material com simetria de paridade e tempo. Investigamos entao a resposta de
espalhamento de estruturas com ganho e perda. Mostramos que, devido as regioes de ganho
e perda, tais sistemas podem desviar a luz de maneiras incomuns. Com isso, fomos capaz de
analisar em que direcao a luz estava sendo emitida, podendo assim definir a regiao de maior
propagagcao de luz. Vimos como a direcao de propagacao da luz muda para diferentes valores
de ganho e perda no material.

Finalmente deixamos como propostas para trabalhos futuros, estender essa pesquisa para
um caso que inclua feixes parcialmente coerentes, o que nos permitiria estudar como as
propriedades de coeréncia do campo eletromagnético se comportam quando adicionamos

diferentes valores para o ganho e perda de um material.
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Operadores: Paridade e Reversao temporal

A.1 Operador de Paridade

A operacao de paridade é também conhecida como inversao espacial [3] [6]. Nés consideramos
na mecanica quantica que hé uma transformagao do estado |a) quando o espago é invertido,

isso é dado por

la) = Pla), (A1)

onde P é o operador paridade, definido a partir da mudanca de sinal do valor esperado de X

(o] X |a) = =((a| PHX(P o)), (A.2)
ou ainda,
(a| PTXP |a) = — (o] X |a) (A.3)
tendo entao,
PIXP = -X. (A.4)

Definimos entdo que P é um operador unitério, tal que PP = PP’ = 1. Com isso vemos

que,
P(PIXP) = —-PX (A.5)

XP =-PX (A.6)

{X,P}=0. (A7)
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Agora vamos analisar a acdo de P sobre um estado |x),

{X,P}|x) =0 (A.8)
X(Plx)) + P(X|z)) =0 (A.9)

sendo que X |z) = x [x), entdo
X(P |x)) = —x(P|x)). (A.10)

Vemos entao que P |x) é autovetor de X com autovalor —x. Assim, Px deve ser proporcional

ao estado |—x), uma vez que o espectro de X é continuo. Isto é,
PIx) = e? |—x), (A.11)

onde § é um fator de fase real. Usualmente, e = 1. Vemos também que P é Hermitiano,

(@] PIXP ) = — (a| X |a)! (A.12)
(a] PXPTa) = — (o X |a) (A.13)
Pt =p. (A.14)

Vejamos algumas propriedades simples de P. O operador P? é o operador identidade, tendo

em vista que,

Plx) =|-x) (A.15)
P?x) = P(P|x)) =P |—x) = |x). (A.16)

Logo, P2 =1ouP =P L E f4cil mostrar por recorréncia que o operador P" é igual a um

quando n é par, e igual ao proprio P quando n é impar.

A.2 Operador de reversao temporal

Sendo T o operador de reversao temporal [5, [6], considere
la) = T |a), (A.17)

onde T |a) é o estado reverso no tempo. Se |«) for um autoestado de momento |p), é esperado

que T |a) seja |—p). Ou seja, deve ser reverso por uma transformagao de reversao temporal.
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Vamos entao deduzir uma propriedade importante, olhando para a evolugao temporal de um

estado reverso no tempo. Seja |a) dado por

o, to = 0; ¢ = dt) =U(0, dt) |a) (A.18)
—[1— ”;dt] o), (A.19)

onde em um tempo inicial tg = 0 e depois de um tempo posterior t = dt. Sendo H o
Hamiltoniano que determina a evolucao temporal. Vamos supor agora que aplicando 7 em
t = 0 e deixando o sistema evoluir sob a influéncia de H, temos que a evolucao temporal do

estado de movimento é
tHdt
h

&) = [1 — T ). (A.20)

Por outro lado, se o movimento é simétrico por reversao temporal, esperamos que o estado

seja aquele que

T |a,to =0;t = —dt), (A.21)

logo
6) =T |, to = 0t = —dt) (A.22)
=[N (A.23)

Com isso, combinando as duas expressoes para |&), temos

71 - D)0y - By (A.21)
Ti(H |a)) = — iH (T |a)), (A.25)

sendo essa relagao verdadeira para qualquer ket. Vendo a equacao percebemos que T
nao pode ser unitario se quisermos que o movimento reverso no tempo faga sentido. Pois se

T nao fosse unitario seria legitimo cancelar os i’s das equacoes, e teriamos
—HT =TH, (A.26)
o que é um resultado totalmente equivocado. Portando é melhor que T seja antiunitario,

T(erla) +e|B) = aT la) + T |B) . (A.27)
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O que também define 7 como sendo um operador antilinear. Com isso, temos

Ti(H |a)) =—iH(T |a)) (A.28)
—iTH |a) =—iHT |a) . (A.29)

Assim chegamos a,
TH=HT, (A.30)

0 que nos mostra que o Hamiltoniano deve ser invariante sobre reversao temporal. Com isso,
podemos agora comegar a estabelecer o comportamento de operadores sob reversao temporal.
Seja

&) =T |a) (A.31)
6> =T18), (A.32)

onde |@) e ) B> sao estados de movimento reverso. Podemos escrever o elemento de matriz

de um operador A como,

(Bl Ala) = (af A|B)” (A.33)
=(alA"B), (A.34)

sendo 7 Y7 =1 e aplicando na equacao acima

(Bl Ala) = (a| T'TATIT|5) (A.35)
= (a| TATT ‘5> : (A.36)

Se A é um operador Hermitiano, entao a equacao pode ser escrita como,
(8] Ala) = (&l TAT |5). (A.37)
Isso nos mostra que os observaveis sao pares ou impares sob reversao temporal se,

TAT '=+A —  par (A.38)
TAT '=—A — impar. (A.39)

Como exemplo, faga-mos os operadores momento linear e posicao:
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Operador momento linear

Na reversao temporal, o momento linear troca de sinal, de maneira que

TPT ' =-P. (A.40)
Podemos provar isso a partir de
P|p) =p|p), (A.41)
PT'T|p) =p|p), (A.42)
TPT'T |p) =pT |p). (A.43)
Onde p é real, pois P é Hermitiano. Mas temos também que T |p) = |—p), logo nossa
equagao fica
TPT'|-p) =p|-p) (A.44)
=—(P|-p)). (A.45)
Que por fim, prova
TPT ' =-P. (A.46)
Operador posigcao
Da mesma forma, temos que
X |X) =x|x) (A.47)
XT M %) =x |x) (A.48)
TXT T |x) =xT |x). (A.49)

Mas, uma vez que a posigao da particula é invariante sob reversao temporal, temos T |x) =

), logo

TXT 1 |x) =x|x)
=X |x) .

O que prova que TX7T ! = X.
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Formalismo da equacao da onda

B.1 Equacoes de Maxwell e equacao da onda.

Para darmos inicio a esse estudo consideremos entao as equagoes de Maxwell macroscopicas.

10D 4w
H--— - B.1
VX c Ot cJ’ (B.1)
10B
E+r—= B.2
V X +c8t 0, (B.2)
V D = 4np, (B.3)
V.D=0. (B.4)

Note que usaremos o sistema de unidades gaussiano (CGS) por conveniéncia. Vamos consi-
derar agora que nosso campo é harmonico, que o material espalhador possui um volume V,

¢ isotropico e esta em repouso. Desse modo, podemos escrever as seguintes relacoes,

J =0E, (B.5)
D = ¢E, (B.6)
B = uH. (B.7)

Devemos assumir que o meio nao contém cargas ou correntes, ou seja J = 0 e p = 0. Se
substituirmos B da equagao na equacao [B.2] temos

poH
VXE+C0 =0, (B.8)
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Dividindo ambos os lados por u e aplicando o operador rotacional, temos

1 10
V x (;V X E) + Eé_(v X H) =0, (B.9)

se diferenciarmos a primeira equacao de Maxwell em relagao ao tempo, podemos obter uma

expressao para 3 (V X H) que sera util, veremos entao, sendo

mas J = 0. E se diferenciamos em relacao ao tempo, teremos

0 19°D
V x H B.11
(VX H) = - (B.11)
substituindo [B.11] em [B.9] temos
1 1 0°D
— E — = B.12
Vx(qu >+02 5 0, ( )

mas como vimos na equagao [B.6] podemos escrever o deslocamento elétrico de tal forma que
substituindo na equagao acima, temos
V X 1V><E + 82(E) 0. (B.13)
— ——(€ = .
[ 2 02

Agora sera de muita ajuda relembrar de algumas identidades vetoriais

V X (uA) =uV X A+Vux A, (B.14)
VX (VXA =V(V-A)-V?A, (B.15)
V.:(uA)=uV-A+A-Vu, (B.16)

utilizando a identidade a equagao temos

¢ O’°E
—V VXE+V VxE+ -2 =0 B.17
. X ><+u>< X+028t2 ( )
Usando agora, a equacao se torna
l[V(V E) — V’E }+V X V X E+—62—E—O (B.18)
T [ 2ot '
Mas V,% = —;%V(ln,u), entao
1 1 ¢ O°E
= -E) - V’E] - V(1 E+—5——=0 B.1
M[V(V ) — V’E] MV(nu)xVx +28t2 0 (B.19)
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Multiplicando toda a equagao por —u, temos por fim

—V(V-E)+V2E+V(lnu)xVxE—Z—g%QT}f: (B.20)
Lembrando das equagoes e [B.6], se substituirmos em temos
V - €E = 4mp. (B.21)
Podemos usar a identidade vetorial para simplificar essa expressao, que fica
v.B- - 2 VE (B.22)

€

Lembrando que p = 0 pois estamos nos limitando a parte do campo que nao contém cargas

ou corrente. Com isso entao, podemos escrever a equacao de tal forma

5 en O°E
VE+V(ln,u)XVXE—CTW—FV(E-VIHG):O. (B.23)

E de maneira analoga podemos obter uma equacao para H também

ep O°H
VH+ V(Ine) X V x H— 2 o

+VH-Vinu) =0. (B.24)

69





