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Só tenho a agradecer a vocês por todo amor, famı́lia.

Agradeço aos meus amigos da UFMT por todas as longas conversas, as partilhas, as
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Resumo

O objetivo da dissertação é analisar, com um certo ńıvel de detalhe, o espalhamento de

radiação eletromagnética monocromática por um material dielétrico isotrópico e linear com

simetria PT na aproximação de Born. Estudar a luz espalhada por um material espećıfico

pode nos retornar informações úteis sobre a natureza do material. Assim, verificamos como

o espalhamento da luz se comporta em um material que apresenta simetria PT e como a

presença de ganho e perda dentro do material pode afetar a densidade espectral do campo

espalhado. A densidade espectral é uma quantidade que pode ser medida diretamente no

laboratório. Verificamos que, para certas distribuições de ganho e perda, a direção do campo

espalhado pode variar sem alterar a geometria do espalhador. O caráter não-Hermitiano do

ı́ndice de refração do espalhador também se reflete no padrão de intensidade espalhada, que

agora passa a ser assimétrico com relação ao ângulo de espalhamento.

Palavras-chave: Simetria PT ; Teoria de espalhamento.



Abstract

The objective of this dissertation is to analyze, with a certain level of detail, the scattering

of monochromatic electromagnetic radiation by an isotropic and linear dielectric material

having PT symmetry in the Born approximation. Studying the light scattered by a specific

material can give us useful information about the nature of the material. Thus, we verify how

light scattering behaves in a material that has PT symmetry and how the presence of gain

and loss within the material can affect the spectral density of the scattered field. Spectral

density is a quantity that can be measured directly in the laboratory. We verified that,

for certain gain and loss distributions, the scattered field direction can be varied without

changing the scatterer geometry. The non-Hermitian character of the refractive index of the

scatterer is also reflected in the scattered intensity pattern, which now becomes asymmetric

with respect to the scattering angle.

Keywords: PT symmetry; Scattering theory;
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enquanto βz varia de -10 à 10 e (b) retrata a densidade espectral para os

mesmos valores de βx = βy = −10, sendo na parte superior βz = 10 e inferior

βz = −10. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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1
Motivação

Na formulação de Dirac-von Neumann de mecânica quântica, todos os observáveis f́ısicos

devem ser representados por operadores auto-adjuntos ou Hermitianos em um espaço de

Hilbert [4, 5, 6]. O Hamiltoniano de um sistema obviamente não é exceção. Esta última

condição não apenas leva a autovalores reais de energia, mas também garante que a norma

da função de onda permaneça invariante com o tempo [7].

Curiosamente, duas década atrás, Bender e seus colegas mostraram teoricamente que uma

ampla classe de Hamiltonianos não-Hermitianos, os chamados Hamiltonianos PT -simétricos,

também podem ter um espectro inteiramente real [1], no entanto, é importante nos atentar-

mos que a condição de simetria PT não é necessária nem suficiente para garantir um espectro

de autovalores reais [8, 9, 10].

Em geral, um hamiltoniano é PT -simétrico desde que todas as suas autofunções sejam

simultaneamente autofunções do operador P e T [11, 12, 13]. Ultimamente, a perspectiva de

estudar potenciais complexos no âmbito da óptica tem sido sugerido [14, 15, 16]. O que torna

isso posśıvel é a equivalência formal entre a equação de Schrödinger da mecânica quântica e

a equação da onda óptica [17].

A noção de simetria PT é agora extensivamente considerada em diversas áreas da f́ısica,

incluindo, por exemplo, teorias quânticas de campos [11, 12], modelos não-Hermitianos de

Anderson [18], álgebras de Lie complexas [19], teorias de rede QCD [20], e em virtude dessa

equivalência formal entre as equações, campos da óptica e fotônica receberam grandes contri-

buições em relação a simetria PT também [21], como por exemplo, invisibilidade unidirecional

[22, 23, 24] e cristais fotônicos [25, 26, 27], apenas para mencionar alguns.
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Trabalhos anteriores sobre simetria PT em óptica foram concebidos para implementar

processos f́ısicos de espalhamento e transições de fase em sistemas PT -simétricos [28, 29]. No

caso do espalhamento, habitualmente assume-se que o meio espalhador é Hermitiano, linear

e isotrópico [3]. Mas com a descoberta da simetria-PT muita coisa tem mudado, diante

disso, o estudo do espalhamento por materiais não-Hermitianos é algo que começou a ser

desenvolvido recentemente e tem produzidos bons frutos. Desde então muitos estudos sobre

o espalhamento da luz em materiais não-Hermitianos vem sido estudados [30, 31, 32, 33].

Inspirado nisso, nesse trabalho teremos como objetivo estudar o espalhamento da luz através

de materiais com ganho e perda (ou comumente chamados de não-Hermitianos) dentro dos

limites da aproximação de Born.

Iniciamos no caṕıtulo 1 com uma breve motivação sobre o desenvolvimento do trabalho.

O capitulo 2 introduz os conceitos fundamentais da simetria PT e suas respectivas aplicações

na área da mecânica quântica, discutindo as propriedades mais importantes que descrevem

essa simetria. Faremos também a conexão de tal simetria com o campo de pesquisa da

óptica. O caṕıtulo 3 apresenta a teoria clássica do espalhamento e a equação da onda sa-

tisfeita pelo campo elétrico na sua aproximação escalar, partindo do conjunto das equações

de Maxwell. Será exposta também a teoria formal do espalhamento para campos escalares

e a representação de espalhamento múltiplo com a série de Born. Discutiremos como são

dadas tais aproximações e suas aplicações de interesse para o nosso trabalho. No caṕıtulo 4,

trataremos do espalhamento da luz por um material PT -simétrico na primeira aproximação

de Born. Nosso trabalho conclui que as direções do campo espalhado podem sofrer mudanças

dependendo da presença de ganho e perda no material espalhador. Por fim, no capitulo 5,

as conclusões serão discutidas bem como algumas perspectivas futuras.
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2
Simetria PT

2.1 Introdução a simetria PT

Quando Dirac formulou os postulados da teoria quântica, ele sugeriu que a Hermiticidade

fosse a condição fundamental para os operadores que representavam variáveis dinâmicas,

como, por exemplo, o Hamiltoniano. Para Dirac, o requisito dessa condição era o dispositivo

matemático que ele precisava para garantir que todas as previsões para os resultados das

medições do mundo real de sistemas quânticos resultassem em um número real. Isso é impor-

tante, pois só números reais são medidos no laboratório. A escolha de Dirac da Hermiticidade

como a propriedade fundamental do operador Hamiltoniano não foi seriamente contestada

por cerca de setenta anos.

Essa escolha é uma condição sutil e abstrata que é matemática em sua origem. Em termos

gerais, a exigência de Hermiticidade impõe um limite a um sistema. Esta é uma idealização

na qual um sistema é isolado de qualquer ambiente circundante (e, portanto, não pode ser

medido). Embora isso forneça uma estrutura matemática tratável para a teoria quântica, é

um requisito não f́ısico, pois todos os sistemas interagem com seu ambiente e, se desejamos

medir um sistema, essa interação é necessária.

Em 1998, Carl Bender e Stefan Boettcher [1] publicaram um artigo explorando a substi-

tuição da Hermiticidade por outra condição. Eles mostraram que poderiam substituir essa

condição matematicamente motivada de Dirac por uma fisicamente motivada, preservando

o espectro real obtido a partir dos resultados experimentais. A nova teoria, no entanto,

apresentava recursos muito interessantes.
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A simetria subjacente que Bender e Boettcher encontraram foi o que chamaram de sime-

tria PT . O P significa simetria de paridade. Se um sistema respeita a simetria P , então

a evolução do sistema não mudaria para uma versão espacialmente refletida do sistema. O

T significa reversão no tempo. A simetria de reversão temporal é exatamente o que parece,

um sistema f́ısico que respeita essa simetria evoluiria da mesma maneira, independentemente

do tempo avançar ou retroceder. Alguns sistemas exibem individualmente simetrias P e T ,

mas é a combinação dos dois que parece ser interessante para questionar o postulado da

Hermiticidade do Hamiltoniano de um sistema quântico.

2.2 Simetria PT na quântica

Para abordarmos a simetria PT devemos discorrer um pouco sobre mecânica quântica. Pri-

meiro, vamos relembrar que na mecânica quântica o Hamiltoniano H é assumido como Her-

mitiano, o que significa que

H = H†, (2.1)

onde o sobrescrito † denota conjugação Hermitiana (isto é, transposição mais conjugação

complexa). Isso garante autovalores de energia reais e, correspondentemente, uma evolução

temporal unitária para a qual a probabilidade de encontrar a part́ıcula em algum estado é

conservada além de também garantir que os autoestados sejam ortogonais entre si. Sistemas

abertos, por outro lado, podem ser descritos por Hamiltonianos não-Hermitianos, isto é,

H ̸= H†, (2.2)

para os quais a probabilidade em geral não é conservada e a evolução no tempo não é unitária.

O que Bender e Boettcher mostraram, no entanto, foi que a Hermiticidade não é uma condição

estritamente necessária para obter autovalores reais de H, e que toda uma classe de Hamil-

tonianos não-Hermitianos (com ganho e perda) pode ter autovalores reais mesmo não sendo

Hermitiano.

Com isso vemos que a ideia central da teoria quântica PT -simétrica é substituir a condição

de que o Hamiltoniano de uma teoria quântica seja Hermitiano pela condição mais geral de

que ela possua simetria de reflexão espaço-tempo (simetria PT ). Isso nos permite construir
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e estudar novos tipos de Hamiltonianos que anteriormente teriam sido ignorados.

É fundamental que ao substituir a condição de Hermiticidade pela simetria PT , não dei-

xemos de abrir mão de nenhuma das propriedades f́ısicas chave que uma teoria quântica deve

ter. De forma geral, um Hamiltoniano é PT simétrico desde que todas as suas autofunções

sejam simultaneamente autofunções do operador PT . Veremos que se a simetria PT do Ha-

miltoniano não for quebrada, então o Hamiltoniano exibirá todas as caracteŕısticas de uma

teoria quântica descritas por um Hamiltoniano Hermitiano.

Começaremos revisando algumas ideias básicas da teoria quântica. Nos cursos elementa-

res de mecânica quântica aprende-se que uma teoria quântica é especificada pelo operador

Hamiltoniano que atua em um espaço de Hilbert. É de suma importância ressaltar também

que o Hamiltoniano H tem as seguintes propriedades: o de determinar os auto-estados de

energia |En⟩. Esses são os auto-estados do operador Hamiltoniano e resolvem a equação de

Schrödinger independente do tempo

H |En⟩ = En |En⟩ . (2.3)

Em prinćıpio, pode-se medir esses ńıveis de energia. O resultado de tal medição f́ısica é

um número real, por isso é essencial que esses autovalores de energia sejam reais. Uma teoria

quântica pode ter dois tipos de simetrias: simetrias cont́ınuas, como invariância de Lorentz,

e simetrias discretas, como invariância de paridade e de reversão no tempo.

O Hamiltoniano H determina a evolução temporal de um sistema quântico. Uma teoria

quântica é simétrica sob uma transformação representada por um operador A se o mesmo

comuta com o Hamiltoniano:

[A,H] = 0. (2.4)

Observe que se uma transformação de simetria é representada por um operador linear A e

se A comuta com o Hamiltoniano, então os autoestados de H também são autoestados de

A. Vamos entender um pouco então sobre esses operadores de simetria discreta, que são a

paridade (reflexão no espaço), e a reversão temporal.
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2.2.1 Operações de paridade e reversão temporal

O efeito de P no operador de coordenadas da mecânica quânticaX e no operador de momento

P é mudar seus sinais:

P†XP =−X, (2.5)

P†PP =−P. (2.6)

Observe que P é um operador linear 1 e que deixa invariante a relação de comutação funda-

mental (a álgebra de Heisenberg) da mecânica quântica,

XP−PX = iℏ1, (2.7)

onde 1 é a matriz identidade. Já o operador de reversão no tempo é representado pelo śımbolo

T . Este operador deixa X invariante, mas muda o sinal de P

T XT −1 =X, (2.8)

T PT −1 =−P. (2.9)

Assim como o operador de paridade P , o operador de reversão no tempo T deixa a relação

de comutação 2.7 invariante, mas isso requer que T inverta o sinal do número complexo i

T iT = −i. (2.10)

A equação 2.10 indica que T é um operador antilinear. Além disso, como P e T são ope-

radores de reflexão, temos que o quadrado desses operadores são equivalente ao operador

identidade,

P2 = 1, (2.11)

T 2 = 1. (2.12)

Finalmente, os operadores P e T comutam

[P , T ] = PT − T P = 0. (2.13)

1A álgebra que prova essas contas podem ser encontradas no apêndice A.
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Em termos dos operadores P e T , definimos uma classe de Hamiltonianos, que têm a pro-

priedade de ser PT -simétrica no sentido de que eles comutam com o operador PT , isto é

[34],

[PT , H] = PT H −HPT = 0. (2.14)

Um Hamiltoniano PT -simétrico não precisa ser Hermitiano; isto é, não precisa satisfazer

a condição de simetria de Hermiticidade mostrada na equação 2.1. Podemos ver algumas

das principais propriedades desses operadores na tabela (2.1), cujas demonstrações podem

ser encontradas no apêndice A. Iremos mostrar na próxima seção que, de fato, os autovalores

de alguns operadores PT -simétricos possuem autovalores reais, sendo assim posśıvel ter uma

teoria quântica consistente cuja dinâmica é descrita por um Hamiltoniano não-Hermitiano.

Tabela 2.1: Operadores discretos P,T e PT juntamente com seus requisitos de ação e simetria.

Operador Linear/Antilinear Ação Simetria

P operador linear e Pψ(r, t) = ψ(−r, t) H(p, r, t) = H(−p,−r,−t)

unitário

T operador antilinear e T ψ(r, t) = ψ∗(r,−t) H(p, r, t) = H∗(−p, r,−t)

antiunitário

H(p, r, t) = H∗(p,−r,−t)

Mecânica quântica:

PT operador antilinear e PT ψ(r, t) = ψ∗(−r,−t) V (r) = V ∗(−r)

antiunitário

Óptica:

n(r, w) = n(−r, w)

2.3 Autovalores de um Hamiltoniano PT -simétrico

Usando a simetria PT como uma condição alternativa à Hermiticidade, podemos construir

infinitos novos Hamiltonianos que teriam sido simplesmente ignorados no passado por não

serem Hermitianos. Por exemplo, os primeiros estudos da teoria de campo de Reggeon no final
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da década de 1970 levou inúmeros pesquisadores a observar que os Hamiltonianos cúbicos da

mecânica quântica [35, 36, 37], como o mostrado abaixo,

H = P 2 + iX3 (2.15)

podem ter autovalores reais. Além disso, em 1980 foi estudado com base no argumentos

de somabilidade de Borel, o espectro de um Hamiltoniano relacionado a equação 2.15 é tido

como real [38]. Em cada um desses casos, a possibilidade de um Hamiltoniano não-Hermitiano

complexo ter ńıveis de energia reais foi vista como uma curiosidade isolada. Acreditava-se

que tal Hamiltoniano não poderia descrever uma teoria válida da mecânica quântica porque a

não-Hermiticidade do Hamiltoniano resultaria em evolução temporal não unitária [39, 40, 41].

Quando Bender decidiu investigar esse mesmo Hamiltoniano, sugeriu que tal Hamiltoni-

ano possúıa espectro real de energias por conta da presença de uma simetria. Essa inves-

tigação se deu por meio de uma técnica perturbativa desenvolvida pelo mesmo anos antes,

para resolver problemas não lineares [42]. Ressaltando também que para descrever esses no-

vos Hamiltonianos não-Hermitianos com ńıveis de energia reais, foi utilizado a simetria-PT .

Para apresentar os resultados de seus estudos numéricos, vamos reescrever o Hamiltoniano

como

H = P 2 − (iX)N , (2.16)

onde N é um parâmetro cont́ınuo real. Os autovalores deste Hamiltoniano são reais para

todo N ≥ 2, enquanto que para N < 2 o espectro é complexo. Mas só em 2001 Dorey provou

rigorosamente que o espectro de H para N ≥ 2 é real, discreto e positivo [43, 44]. Percebemos

então que claramente o Hamiltoniano descrito na equação 2.15 é apenas um membro de uma

enorme e notável classe de Hamiltonianos PT -simétricos, cujos ńıveis de energia são reais

e positivos. O espectro de H exibe três comportamentos distintos em função de N (ver a

figura 2.1):

Quando 1 < N < 2 há apenas um número finito de autovalores reais positivos e um

número infinito de pares complexos conjugados de autovalores. Dizemos que nesta região

a simetria PT é quebrada e que N ≥ 2 é uma região de simetria PT inteira . Também,

⟨X⟩ ≠ 0 no estado fundamental porque H quebra a simetria de paridade. À medida que

N diminui de 2 para 1, os ńıveis de energia adjacentes se coalescem em pares conjugados
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Figura 2.1: Nı́veis de energia do Hamiltoniano H = P 2 − (iX)N em função do parâmetro N.

Retirado e adaptado de [1]

complexos começando na extremidade superior do espectro e quando N ≤ 1 os autovalores

são todos complexos. No limite inferior N = 2 desta região encontra-se o oscilador harmônico

e é exatamente nesse ponto que ocorre a chamada quebra espontânea da simetria PT no

sistema, onde o espectro de autovalores do Hamiltoniano dado pela equação 2.16 deixa de ser

real para tornar-se complexo, N = 2 é o chamado ponto excepcional. Falaremos mais sobre

isso no tópico abaixo.

Com isso, podemos entender a associação entre a simetria PT e os espectros reais da

seguinte forma, se a simetria PT de um Hamiltoniano H é inteira então todas as autofunções

de H são simultaneamente autofunções de PT .

2.3.1 Simetria PT quebrada e inteira

O ponto de transição entre o estado de simetria PT quebrada e inteira é o que chamamos de

ponto excepcional. Pontos excepcionais são singularidades espectrais no espaço de parâmetros

de um sistema em que dois ou mais autovalores, e seus autovetores correspondentes, coalescem

simultaneamente. O termo ponto excepcional foi introduzido pela primeira vez no estudo

da perturbação de operadores lineares não-Hermitianos [45], mas sua importância f́ısica foi
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inicialmente apontada em [46, 47], onde a terminologia de degenerescência não-Hermitiana

foi usada para distinguir esses pontos cŕıticos de degenerescência regulares que ocorrem em

sistemas Hermitianos [48, 49]. O interesse por essas degenerescências espectrais peculiares

foi despertado em uma famı́lia particular de Hamiltonianos não-Hermitianos, os chamados

sistemas PT -simétricos.

Percebeu-se que comutar com o operador PT não é suficiente para garantir um espec-

tro real, pois os Hamiltonianos formalmente PT -simétricos podem sofrer uma transição de

fase para o regime de simetria espontaneamente quebrada, no qual aparecem autovalores

complexos. A transição de fase acontece como resultado de uma variação paramétrica no

Hamiltoniano [1, 50, 13, 11, 8, 51].

Para esclarecer esses pontos vamos utilizar um exemplo simples, considere um sistema

composto por duas cavidades acopladas, uma com ganho e outra com perda, como ilustra a

figura 2.2. Neste caso, podemos representar o sistema através de um Hamiltoniano de dois

ńıveis de energia

H =

 a+ ib g

g a− ib

 , (2.17)

onde g é a constante de acoplamento, a diagonal complexa representa ganho e perda, onde

+ib é o ganho e −ib a perda, sendo a, b, g ∈ R e H |ϕ1,2⟩ = E1,2 |ϕ1,2⟩. Observamos que

quando b = 0 os autovalores são reais e a probabilidade é conservada durante a evolução

temporal. Mas, por outro lado, se a parte imaginária da diagonal for diferente de zero,

então a matriz é não-Hermitiana e portanto os autovalores resultantes (En) podem em geral

ser complexos, levando a uma evolução temporal com amplificação ou dissipação. Nesse

caso, falamos que os autovetores à direita 2 correspondentes não são mais ortogonais. Os

autovalores da esquerda podem por sua vez ser obtidos através de H†
∣∣∣ϕ̃1,2

〉
= E∗

1,2

∣∣∣ϕ̃1,2

〉
.

Com isso, a não ortogonalidade dos dois estados é expressa pela relação
〈
ϕ̃1,2

∣∣∣ϕ1,2

〉
= 0. Os

autovalores de H podem ser facilmente calculados, tendo em vista que é uma matriz simples,

tendo como resultado então:

E± = a± g

√
1−

(
b

g

)2

. (2.18)

2O leitor deve se lembrar que quando temos uma matriz não-Hermitiana temos autovetores diferentes á

direita e esquerda.
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Figura 2.2: Um sistema PT -simétrico composto por dois sistemas (cavidades) acoplados (superior)

com ganho (vermelho) e perda (azul), e os autovalores correspondentes (inferior) versus o contraste

ganho-perda. Retirado e adaptado de [2]

Vemos então que quando b/g < 1, os dois autovalores são reais. Nesse regime, conhecido como

“fase PT inteira”, como mostra na figura 2.2, os dois modos são distribúıdos em ambas as

cavidades e nenhuma delas experimenta um ganho ou perda ĺıquida, isto é, permanece neutro.

Por outro lado, as caracteŕısticas dos modos mudam drasticamente assim que b/g > 1, onde o

sistema entra na “fase PT -quebrada”. A simetria de cada modo é quebrada de tal forma que

um deles reside principalmente na cavidade de ganho e, portanto, desfruta de amplificação,

enquanto o outro habita a cavidade com perdas experimentando atenuação.
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2.4 Sistemas Óptico PT simétricos

Vimos como a descoberta da simetria PT em sistemas quânticos expandiu nossos conceitos

de Hermiticidade e fez com que novos modelos não-Hermitianos pudessem ser criados. Como

essa teoria, cuja as implicações matemáticas tem sido motivo de debate teórico por muitos

anos, pode ser aplicada na óptica? Foi recentemente reconhecido que a óptica pode fornecer

um terreno fértil onde os conceitos de simetria PT podem ser explorados.

2.4.1 Conceito de simetria PT para sistemas ópticos

Antes de considerar a simetria PT na óptica vamos estender nossa discussão sobre a operação

de simetria P e T juntamente com sua combinação, PT , considerando a equação de Schrödin-

ger de part́ıcula unitária

iℏ
∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ, (2.19)

onde ψ é a função de onda, ℏ é a constante reduzida de Planck, e m é a massa da part́ıcula.

Temos que o Hamiltoniano é dado por,

H = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x) ≡ P2

2m
+ V (x), (2.20)

sendo composto pelo operador de energia cinética,

Hc = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
(2.21)

e o operador de energia potencial V (x). Este Hamiltoniano é Hermitiano como mostrado

na equação 2.1, se o potencial for real V (x) = V ∗(x), garantindo a evolução da energia e

do tempo. Esta teoria descreve sistemas quânticos conservativos, que são completamente

isolados da vizinhança e envolvem part́ıculas estáveis.

Na ausência de condições de contorno e posśıveis fluxos de energia dentro e fora do

domı́nio de interesse, o potencial V (x) torna-se complexo, levando à não-Hermiticidade.

Muitas vezes é comumente assumido que um sistema aberto com potencial complexo V (x) ̸=

V ∗(x) inevitavelmente resulta em um espectro de energia complexo devido à sua evolução

não conservativa.
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No entanto, sistemas não Hermitianos podem ter um espectro de valor real se seu Hamil-

toniano comuta com o operador PT , como mostrado na equação 2.14. Temos que a equação

de Schrödinger comuta com o operador PT se e somente se a energia potencial satisfaz

V (x) = V ∗(−x). Isto implica que existe uma função par para a parte real do potencial

Re{V (−x)} = Re{V (x)}, (2.22)

e uma função impar para sua parte imaginária

Im{V (−x)} = −Im{V (x)}. (2.23)

Agora estamos prontos para traduzir esses conceitos para o campo do eletromagnetismo.

Com esse objetivo em mente, quais seriam as condições para que um sistema óptico seja

considerado um sistema PT simétrico ? Nós já citamos aqui que no artigo original de

Bender e Boettcher foi introduzido a simetria PT no contexto da mecânica quântica [1].

Porém, em pouco tempo o conceito de mecânica quântica PT -simétrica foi estendido à óptica

[52, 16, 14, 53]. Isto ocorreu primeiramente usando a aproximação paraxial para a equação

da propagação da onda eletromagnética [54]. Com tal aproximação, chegamos a uma forma

idêntica à da equação de Schrödinger, porém com interpretações diferentes para os seus termos

constituintes. A percepção de uma analogia matemática entre a equação de Schrödinger e

a equação de onda eletromagnética no limite paraxial foi a base para se começar a estudar

implementações da simetria PT em uma plataforma fotônica, onde a não-Hermiticidade pode

ser ajustada com ganho e perda ópticos [52, 53].

Podemos então introduzir o conceito de simetria PT em óptica da seguinte maneira.

Nos casos bidimensionais e unidimensionais, As equações de Maxwell se reduzem à equação

escalar de Helmholtz

[
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2
+
(ω
c

)2

ϵ(x, z)

]
E(x, z) = 0, (2.24)

onde E é o campo elétrico, que coincide formalmente com a equação estacionária de Schrödin-

ger [55]. [
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2
− 2m

ℏ2
(V (x, z)− E)

]
ψ(x, z) = 0, (2.25)
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sob as substituições,

V (x, z)− E → ϵ(x, z), (2.26)

ψ(x, z) → E(x, z), (2.27)

−2m

ℏ2
→

(ω
c

)2

. (2.28)

A condição de simetria PT para um sistema mecânico quântico descrito pela equação

2.25 é reduzida ao requisito

V (x, z) = V ∗(−x,−z) (2.29)

Portanto, por analogia entre a energia potencial em mecânica quântica e a permissividade em

óptica, a condição de simetria PT para o sistema óptico é definida como a condição imposta

à permissividade do meio

Re{ϵ(ω, x, z)} = Re{ϵ(ω,−x,−z)}, (2.30)

Im{ϵ(ω, x, z)} = −Im{ϵ(ω,−x,−z)}. (2.31)

A simetria PT pode ser prontamente estabelecida pela incorporação de ganho e perda,

ou seja, o ı́ndice de refração agora vai ser quem desempenha o papel do potencial complexo.

Essa analogia também levou a uma enxurrada de atividades de pesquisa semelhantes em

outros ambientes f́ısicos, como eletrônica [56, 57, 58] , micro-ondas [59, 60], mecânica [61],

acústica [62, 63, 64, 65, 66], e sistemas atômicos [67, 68, 69], para citar alguns.

2.5 Conclusão

Neste capitulo fizemos uma breve discussão sobre a descoberta da simetria-PT na quântica,

e suas aplicações na óptica, nosso próximo objetivo é estender sobre a teoria do espalhamento

baseado na aproximação de Born, que será de grande importância para nossa pesquisa

No próximo caṕıtulo iremos discutir a teoria clássica do espalhamento da luz, mostrando

o formalismo do espalhamento para campos escalares. Posteriormente iremos usar essa teoria

para aplicar em um sistema onde o ı́ndice de refração satisfaz a condição da simetria PT .
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3
Teoria do espalhamento

3.1 Introdução

Muito do que sabemos sobre as forças fundamentais da natureza foi aprendido com experi-

mentos de espalhamento, nos quais um alvo é essencialmente bombardeado com um feixe de

part́ıculas. Exemplos bem conhecidos são os espalhamentos elétron-pósitron, elétron-próton

e próton-antipróton [70, 71]. Mais muitos outros feixes e ou part́ıculas-alvo foram e são atu-

almente usados em uma rica variedade de diferentes tipos de experimentos. Talvez o mais

famoso de todos os experimentos de espalhamento seja o espalhamento de part́ıculas alfa em

átomos de ouro, realizada por Rutherford e seus colaboradores no ińıcio do século 20 [72].

Podemos aprender muito com o espalhamento, cada fenômeno f́ısico que contribui para

a geração da luz espalhada deixa sua impressão por assim dizer, na intensidade, polarização

e composição espectral da luz espalhada [73, 74]. As marcas caracteŕısticas dos diferentes

fenômenos f́ısicos na luz espalhada nos permitem estudar esses fenômenos e os vários pro-

blemas relacionados a eles [75]. Com a ajuda do espalhamento da luz, estuda-se a estrutura

das moléculas [76], determinam-se os pesos moleculares de soluções e protéınas [77], cristais

ópticos [78], e muitas outras questões.

Quando um feixe de luz incide sobre a matéria, o campo elétrico associado à luz induz

oscilações periódicas dos elétrons do material. O material então serve como uma fonte se-

cundária de luz e irradia luz na forma de radiação fixa com um comprimento de onda igual

ao da luz incidente. A intensidade, polarização, distribuição angular e estrutura fina da ra-

diação espalhada são determinadas pelo tamanho, forma, constantes ópticas e interações das
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moléculas no material espalhado. Inversamente, a partir do conhecimento das propriedades

de espalhamento da luz de um determinado sistema, o f́ısico-qúımico por exemplo, pode com

a ajuda da teoria eletromagnética da radiação e da teoria cinética da matéria, obter uma

imagem molecular detalhada desse sistema [79].

O primeiro sucesso na investigação da luz espalhada ocorreu em 1869, quando Tyndall [80]

montou um experimento de laboratório no qual observou a luz espalhada por part́ıculas muito

finas. O experimento consistia em uma pequena quantidade de part́ıculas, cujo tamanho era

pequeno em comparação com o comprimento de onda da luz viśıvel, onde essas part́ıculas

foram colocadas em um tubo de vidro. Um intenso feixe de luz branca foi direcionado ao

longo do eixo do tubo. A luz espalhada foi observada em diferentes ângulos em relação à

direção da luz incidente. Como resultado desse experimento, Tyndall descobriu que a luz

espalhada revelava uma tonalidade azulada e que a polarização linear completa ou quase

completa da luz espalhada era observada em um ângulo de 90° em relação à direção da luz

incidente.

Com base nessas observações, Tyndall chegou à ideia de que a cor azul e a polarização

da luz no céu eram determinadas pelo espalhamento da luz solar por finas part́ıculas de

poeira que sempre estão presentes na atmosfera terrestre em quantidades suficientes. As

conclusões e dados experimentais de Tyndall claramente serviram como ponto de partida

para as primeiras pesquisas teóricas de Rayleigh sobre espalhamento de luz.

Conclúımos que o espalhamento da luz é o fenômeno de ricochete da radiação eletro-

magnética pelos átomos ou moléculas do meio através do qual eles estão viajando. Então,

quando a luz viaja através de um meio, ela é refletida em qualquer direção após atingir as

part́ıculas no meio. Sabe-se que o espalhamento da luz pode ser classificado com base na

energia da luz espalhada. Existindo dois tipos de espalhamento, sendo eles, espalhamento

elástico, que é quando a energia da luz espalhada é conservada, então tal espalhamento

é chamado de espalhamento elástico. Por exemplo, espalhamento de Rayleigh e de Mie.

Espalhamento Inelástico: Se a energia da luz espalhada não for conservada, por exemplo,

espalhamento Raman e Brillouin. Neste capitulo iremos discutir um pouco sobre a teoria

do espalhamento da luz, mostraremos suas aproximações e como isso será importante para

nossa pesquisa.
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3.2 Equação de Helmholtz não-homogênea

A teoria do eletromagnetismo é baseada nas quatro equações de Maxwell. Essas equações

são um conjunto de equações diferenciais parciais que combinam o campo elétrico E e a

indução magnética B entre si. Uma vez que essas equações são aplicadas a um sistema

macroscópico, também são usados o deslocamento elétrico D e o campo magnético H [81].

Na forma diferencial, as equações de Maxwell na ausência de carga ou fontes de corrente são

dadas por

∇ ·D(r, t) = 0, (3.1)

∇ ·B(r, t) = 0, (3.2)

∇× E(r, t) = −∂B
∂t
, (3.3)

∇×H(r, t) =
∂D

∂t
, (3.4)

onde r é o vetor posição e t é o tempo.

Se assumirmos que as soluções das equações de Maxwell têm uma dependência harmônica

do tempo e−iωt, onde ω é a frequência angular, a partir da qual soluções arbitrárias po-

dem ser constrúıdas por superposições de Fourier, podemos usar amplitudes dependentes de

frequência E(r, ω),B(r, ω), ao invés dos campos dependentes do tempo usados na equação

de Maxwell acima [82, 83]. Neste chamado domı́nio de espaço-frequência, as equações de

Maxwell são escritas como

∇ ·D(r, ω) = 0, (3.5)

∇ ·B(r, ω) = 0, (3.6)

∇× E(r, ω) = iωB(r, ω), (3.7)

∇×H(r, ω) = −iωD(r, ω). (3.8)

Vamos considerar agora um sistema material, macroscópico que é isotrópico e responde

linearmente a um campo aplicado. Então os campos E,D,B e H, respectivamente, são

conectados via

D(r, ω) = ϵ(r, ω)E(r, ω), (3.9)

B(r, ω) = µ(r, ω)H(r, ω), (3.10)
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sendo ϵ a permissividade elétrica e µ a permeabilidade magnética. A partir das equações de

Maxwell podemos obter as equações da onda do campo eletromagnético 1

∇2E+ ϵ(r, ω)µ(r, ω)k2E+∇[lnµ(r, ω)]×∇× E+∇[E · ∇ ln ϵ(r, ω)] = 0, (3.11)

∇2H+ ϵ(r, ω)µ(r, ω)k2H+∇[ln ϵ(r, ω)]×∇×H+∇[H · ∇ lnµ(r, ω)] = 0, (3.12)

sendo k = ω/c o número de onda onde c = 1/
√
ϵ0µ0 é a velocidade da luz no vácuo e ϵ0 e µ0

correspondem a permissividade no vácuo e a permeabilidade no vácuo. Consideremos agora

que o campo eletromagnético incide em um meio linear, isotrópico e não magnético. Com

isso, a equação 3.11 pode ser simplificada para

∇2E(r, ω) + k2ϵ(r, ω)E(r, ω) +∇[E(r, ω) · ∇ ln ϵ(r, ω)] = 0, (3.13)

como o último termo à esquerda da equação acopla as componentes cartesianas do campo

elétrico, o tratamento do espalhamento baseado nesta equação é bastante complicado. Mas

a equação pode ser simplificada assumindo que a função dielétrica ϵ(r) varia lentamente com

a posição ou seja, é constante ao longo de distâncias da ordem do comprimento de onda

λ = 2π/k. Neste caso, o último termo à esquerda da equação 3.13 pode ser desprezado e

obtemos

∇2E(r, ω) + k2n2(r, ω)E(r, ω) = 0, (3.14)

onde reescrevemos ϵ(r, ω) em termos do ı́ndice de refração do meio, por meio da expressão,

ϵ(r, ω) = n2(r, ω).

Notamos que, ao contrário da equação 3.13, as componentes cartesianas de E(r, ω) na

equação 3.14 não estão mais acopladas entre si, o que permite resolver esta equação para

cada componente separadamente. De fato, a solução de uma componente fornece uma boa

visão do comportamento geral da solução da equação 3.14. Podemos continuar nossa análise

substituindo a componente cartesiana E(r, ω) por uma componente arbitrária U(r, ω) (apro-

ximação escalar), que consiste em desprezar a natureza vetorial do campo, tendo assim

[∇2 + k2n2(r, ω)]U(r, ω) = 0. (3.15)

Esta é a equação fundamental da teoria do espalhamento escalar, sendo ela uma equação de

Helmholtz não-homogênea, que será o ponto de partida para a análise do campo espalhado.

1Essa demonstração pode ser encontrada no apêndice B
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Será mais conveniente reescrever a equação 3.15 de tal forma,

[∇2 + k2]U(r, ω) = −4πF (r, ω)U(r, ω), (3.16)

onde

F (r, ω) =
1

4π
k2[n2(r, ω)− 1]. (3.17)

Sendo a função F (r, ω) conhecida como potencial de espalhamento do meio, em analogia com

a terminologia usada na teoria quântica do espalhamento, que é governada por uma equação

que é matematicamente equivalente à equação 3.16, a equação de Schrödinger independente

do tempo para part́ıculas não relativ́ısticas.

3.3 Função de Green

Entre as várias ferramentas de uso comum na teoria de espalhamento, as funções de Green

desempenham um papel proeminente, permeando quase todas as facetas do campo (e relacio-

nadas), desde o espalhamento de ondas clássicas até a teoria quântica de campos relativ́ıstica

e a mecânica estat́ıstica. No campo da matemática uma função de Green é a resposta

ao impulso de um operador diferencial linear não-homogêneo definido em um domı́nio com

condições iniciais ou condições de contorno especificadas [84].

3.3.1 Derivação da equação integral básica do espalhamento

A equação do campo escalar é uma equação diferencial portanto é posśıvel obter uma solução

formal para o campo transformando a equação 3.16 em uma equação integral. Para isso,

usamos o método da função de Green. Seja então G(r) uma função de Green que resolva a

equação de Helmholtz não-homogênea ou seja

(∇2 + k2)G(r− r′, ω) = δ(r− r′) , (3.18)

onde δ(r− r′) é a função delta de Dirac. É conhecido que se adicionar à uma função de

Green particular G qualquer solução S da equação homogênea, (∇2 + k2)S = 0, o resultado

G+ S ainda é uma função de Green

(∇2 + k2)(G+ S) = δ(r− r′). (3.19)
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Por outro lado, a diferença entre qualquer duas funções de Green deve ser uma solução da

equação homogênea. É aceitável então usar a equação 3.18 para resolver a equação diferencial

3.16.

Consideramos um campo eletromagnético monocromático, incidente em um meio linear,

isotrópico, não magnético, ocupando um domı́nio finito V (figura 3.1). Temos que ao incidir

nesse meio linear um campo espalhado é gerado U (s)(r, ω). Com isso podemos expressar nosso

campo U(r, ω) como a soma do campo incidente U (i)(r, ω) e do campo espalhado U (s)(r, ω),

sendo assim;

Figura 3.1: Demonstração do campo incidindo em um material espalhador de volume V limitado

por uma superf́ıcie fechada S. Retirado e adaptado de[3]

U(r, ω) = U (i)(r, ω) + U (s)(r, ω). (3.20)

Sendo o campo incidente geralmente uma onda plana, sabemos que tal campo satisfaz a

equação de Helmholtz em todo o espaço,

(∇2 + k2)U (i)(r, ω) = 0. (3.21)

Seguindo da equação acima e usando a equação de Helmholtz 3.16, vemos que o campo

espalhado satisfaz a equação;

(∇2 + k2)U (s)(r, ω) = −4πF (r, ω)U(r, ω). (3.22)
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A solução geral de qualquer equação não-homogênea pode ser escrita imediatamente em

termos das funções de Green, primeiro expandindo F (r, ω)U(r, ω) como uma combinação

linear de funções delta,

F (r, ω)U(r, ω) =

∫
δ(r− r′)F (r′, ω)U(r′, ω)dr′. (3.23)

Pode-se assim escrever a forma geral para solução de uma equação não-homogênea imedia-

tamente em termos das funções de Green, sendo

U(r, ω) = U (i)(r, ω)− 4π

∫
G(r− r′, ω)F (r, ω)U(r, ω)dr′. (3.24)

Sendo a equação 3.22 nossa equação de interesse agora, precisamos definir quem é nossa

respectiva função de Green. A função de Green para (∇2 + k2) pode ser deduzido do fato

bem conhecido de que [83, 85],

∇21

r
= −4πδ(r). (3.25)

Ao usar isso, descobrimos imediatamente que

[∇2 + k2]eik/r = −4πδ(r). (3.26)

Simplesmente substituindo r por r− r′ e r por |r− r′| nesta equação obtemos duas funções

de Green G+, G− para [∇2 + k2], sendo

G±(r− r′) = − e±ik|r−r′|

4π|r− r′|
. (3.27)

Com isso podemos escrever nossa equação do espalhamento na forma integral da seguinte

forma

U(r) = eikŝ0·r +

∫
F (r′)U(r′)

eik|r−r′|

|r− r′|
dr′ , (3.28)

onde a frequência ω foi omitida. Note que escolhemos eŝ0·r para o campo incidente U (i)(r) e

também escolhemos a função de Green como G+. Essas escolhas foram feitas porque estamos

interessados no problema de espalhamento e, neste contexto, U(r) deve ter a forma de uma

onda esférica divergente. Veremos agora que a equação 3.28 deve ter um comportamento

assintótico.
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3.3.2 Aproximação para o campo distante

Observamos em primeiro lugar que a função potencial de espalhamento é um fator no inte-

grando na equação 3.28, de modo que as regiões de r′ onde F (r′) é muito pequena não contri-

buem consideravelmente para a integral. Portanto, embora a integração seja, em prinćıpio,

para todo r′, ela se estende efetivamente apenas sobre a região de r′ próxima à origem,

onde o potencial F (r′) é significante [4, 3]. Deste modo, ao considerar a forma assintótica

|r| = r → ∞ da equação 3.28 podemos tornar |r| ≫ |r′| e, portanto (figura 3.2),

|r− r′| ≈ r − r′ · r/r = r − r′ · ŝ, (3.29)

onde ŝ = r
r
. O termo r′ · ŝ na equação acima é muito pequeno em comparação com r e pode

Figura 3.2: Notação para aproximação de campos distantes. Retirado e adaptado de [3]

ser desprezado na substituição de |r− r′| no denominador da equação 3.28, mas no caso da

expressão eik|r−r′| ≈ eikre−ikŝ·r′ o valor de ŝ·r′ é claramente importante mesmo sendo pequeno

em relação a kr. Com isso em mente podemos fazer as seguintes aproximações,

Para a parte de G no denominador |r− r′| ≈ r (3.30)

Para a parte de G no numerador |r− r′| ≈ r − ŝ · r′ (3.31)

desse modo,
eik|r−r′|

|r− r′|
≈ eikr

r
e−ikŝ·r′ . (3.32)
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Com essas devidas considerações podemos substituir a equação 3.32 na integral da equação

3.28 e obter a relação integral para U(r)

U(r) ≈ eikŝ0·r +
eikr

r

∫
F (r′)U(r′)e−ikŝ·r′ d3r′ . (3.33)

Obtendo assim uma boa relação para o campo em uma aproximação distante.

3.4 Aproximação de Born

Partindo da equação básica do espalhamento de potencial, equação 3.28

U(r) = eikŝ0·r +

∫
V

F (r′)U(r′)G(r− r′) d3r′ , (3.34)

pode-se fazer uma aproximação reescrevendo essa equação, trocando r → r′ e r′ → r′′, tendo

assim

U(r′) = eikŝ0·r
′
+

∫
V

F (r′′)U(r′′)G(r′ − r′′) d3r′′ . (3.35)

Podemos assim substituir U(r′) da equação 3.35 na equação 3.34

U(r) = eikŝ0·r+

∫
V

d3r′ F (r′)G(r−r′)eikŝ0·r
′
+

∫
V

d3r′ F (r′)G(r−r′)

∫
V

F (r′′)U(r′′)G(r′−r′′) d3r′′ .

(3.36)

Se a interação entre a luz incidente e o material for fraca, ou seja (|U s| ≪ |U i|), pode-se

obter uma boa aproximação do campo total se U(r′) for substitúıdo por U i no integrando

do lado direito da equação 3.34. Isso nos dá a aproximação de Born de primeira ordem. A

aproximação na qual mantemos a primeira integral da série acima e zeramos todas as outras.

Se repetirmos mais uma vez esse procedimento, obtemos mais uma aproximação, quando

ignoramos o ultimo termo, levando a aproximação de segunda ordem de Born

U(r) = eikŝ0·r +

∫
V

d3r′ F (r′)G(r− r′)eikŝ0·r
′

+

∫
V

d3r′ F (r′)G(r− r′)

∫
V

d3r′′ F (r′′)G(r′ − r′′)eikŝ0·r
′′

+

∫
V

d3r′ F (r′)G(r− r′)

∫
V

d3r′′ F (r′′)G(r′ − r′′)

∫
V

d3r′′′ F (r′′′)G(r′′ − r′′′)U(r′′′).

Fisicamente esse procedimento corresponde ao que chamamos de espalhamento múltiplo como

podemos observar na figura 3.3 .
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Figura 3.3: Ilustrando (a) espalhamento simples, correspondendo a primeira aproximação de Born,

(b) espalhamento duplo correspondendo a segunda aproximação de Born. Retirado e adaptado de

[3]

Podeŕıamos continuar com esse procedimento sucessivamente, mas podemos perceber que

ao iterar este procedimento, podemos formar uma série infinita que esquematicamente se

parece com

U = eikŝ0·r +

∫
V

GUeikŝ0·r +

∫
V

GU

∫
V

GUeikŝ0·r +

∫
V

GU

∫
V

GU

∫
V

GUeikŝ0·r + ... (3.37)

como as equações se tornam cada vez mais longas, as vezes as expressamos de forma simbólica,

como mostrado acima.

Vamos escrever então a primeira aproximação de Born já substituindo o valor da função

de Green em uma aproximação para o campo distante, como mostrado na equação 3.32,

tendo assim

U = eikŝ0·r +
eikr

r

∫
F (r′)e−ikŝ·r′eikŝ0·r

′
d3r′ , (3.38)

onde

U (s)(r) = f(θ, ϕ)
eikr

r
. (3.39)

A equação 3.39 confirma que longe do espalhador o campo espalhado U (s)(r) de fato se

comporta como uma onda esférica de sáıda, como esperado. Pode-se reparar que a chamada

função f(θ, ϕ) corresponde a nossa integral na equação 3.38, muito conhecida como amplitude

de espalhamento desempenhando um papel importante na teoria de espalhamento.

f(θ, ϕ) =

∫
F (r′)e−ikŝ·r′eikŝ0·r

′
d3r′ (3.40)

Note que decidimos escolher k(incidente) = kŝ0 e k(espalhado) como sendo kŝ, como ilustrado na

figura 3.4. Podemos simplificar as exponenciais da equação 3.40, definindo K = kŝ − kŝ0.
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Figura 3.4: Esquema demonstrando os vetores de onda incidente e espalhada.

Sendo K o vetor de onda de espalhamento na direção (θ, ϕ). Com isso obtemos de forma

simplificada a equação para a amplitude de espalhamento

f(θ, ϕ) =

∫
F (r′)e−iK·r′ d3r′ . (3.41)

Essa equação será importante para nossa pesquisa, no próximo capitulo iremos utilizá-la para

fazer uma análise do campo espalhado considerando um potencial PT -simétrico, com isso

seremos capazes de analisar melhor sobre o comportamento da densidade espectral da luz em

um material que possui ganho e perda.

3.5 Conclusão

Neste capitulo desenvolvemos a teoria do espalhamento baseado na aproximação de Born

de campo distante, nosso proximo objetivo então é juntar os conceitos do capitulo 2 de

materiais com simetria-PT junto com o conceito do capitulo 3 de espalhamento e estudar o

espalhamento de materiais que tem ganho e perda.

Nosso próximo objetivo principal é considerar então um material com propriedades de

ganho e perda e observar qual é a resposta do espalhamento do campo espalhado em ter-

mos da aproximação de Born para um campo distante. No nosso trabalho iremos focar

apenas na primeira aproximação de Born, onde usaremos tal aproximação para investigar o

espalhamento de uma onda eletromagnética através de um material PT -simétrico.
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4
Espalhamento por um material com simetria PT

4.1 Introdução

Nessa seção iremos tecer um pouco sobre o espalhamento aplicado em um material com si-

metria PT . Desde a descoberta da simetria PT na quântica, tem-se explorado sobre suas

aplicações na óptica, e com o avanço dessa descoberta surgiram pesquisas sobre o espalha-

mento da luz por matérias com potencial imaginário. Nos últimos anos, noções extráıdas

da f́ısica da simetria de tempo de paridade (PT ) atráıram considerável atenção. Em par-

ticular, a percepção de que a interação entre ganho e perda pode levar a caracteŕısticas

totalmente novas e inesperadas. Com isso iniciou-se um intenso esforço de pesquisa para

explorar o comportamento dos potenciais PT -simétricos tanto teórica quanto experimental-

mente [21, 86, 53].

Como foi demonstrado no capitulo 2, a presença de regiões de ganho e perda equilibradas

em tais estruturas pode levar a uma ampla gama de fenômenos interessantes, como refração

negativa [87] e etc. De modo geral, a maioria desses estudos se concentrou em sistemas

de ondas guiadas e redes. No entanto, muito menos atenção tem sido dada a arranjos de

espalhamento em geometria bidimensional [88, 89]. Portanto, é interessante explorar o efeito

da simetria PT na resposta de espalhamento de ondas eletromagnéticas. Neste capitulo

iremos estudar o espalhamento da luz através de um material com simetria PT , para tal

consideramos uma esfera Gaussiana envolvendo ganho e perda de forma totalmente simétrica.

Mostramos que tal estrutura pode desviar a luz espalhada por uma quantidade que está

relacionada ao ganho e a perda que foram incorporados cuidadosamente na estrutura. Além
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disso, veremos que o padrão do espalhamento de campo distante pode mudar com o ângulo

de incidência.

4.2 Potencial espalhador na aproximação de Born

Neste trabalho estudamos um problema que se trata de uma onda plana monocromática se

propagando na direção de um vetor unitário ŝ0, e incidindo em uma esfera Gaussiana que

possui um volume V . Esse problema é parecido com o apresentado no capitulo 3 para tratar

da f́ısica do espalhamento.

Para iniciarmos nosso estudo, é importante recordar-se das equações 3.38 e 3.41, com isso

será posśıvel escrever as equações para o problema proposto em questão. Na aproximação

de Born podemos perceber que o nosso f(θ, ϕ) é simplesmente a transformada de Fourier de

F (r′) calculada na transferência de momento K,

U(r) = eikŝ0·r +
eikr

r

∫
F (r′)e−iK·r′ d3r′ . (4.1)

Desse modo para resolver a primeira aproximação de Born devemos definir um potencial e

calcular sua transformada de Fourier. Como visto no capitulo 2, para que esse potencial

seja considerado um potencial PT -simétrico, ou seja não-Hermitiano, deve-se assegurar que

a relação F ∗(−r) = F (r) seja satisfeita. Para tal, o ı́ndice de refração deve ser complexo,

incorporando ganho e perda. Tendo isso em mente, vamos definir o potencial que será usado

como sendo, [90, 91],

F (r) =
Ak2

(2πσ2)
3
2

exp

(
− r2

2σ2

)
(1 + iβ · r) (4.2)

onde A e σ são constantes positivas, e k = 2π/λ onde λ é o comprimento de onda. É

importante notar também que a expressão (1 + iβ · r) no potencial é o que o torna não-

Hermitiano, sendo β um vetor capaz de controlar a não Hermiticidade do nosso sistema.

Observe que quando β é nulo retorna-se ao caso Hermitiano.
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Façamos agora uma análise das partes real e imaginária desse potencial, sendo

1

F0

Re[F (r)] = exp

(
− r2

2σ2

)
, (4.3)

1

F0

Im[F (r)] = exp

(
− r2

2σ2

)
(β · r), (4.4)

onde escolhemos chamar F0 = Ak2/(2πσ2)
3
2 para não seguir carregando muitos termos tendo

em vista que é apenas uma constante. Com β sendo,

β · r = (βxx+ βyy + βzz). (4.5)

Como o comportamento da parte real exibe apenas uma gaussiana será mais interessante

mostrar a parte imaginária (região de ganho e perda) com diferentes valores de β. O com-

portamento dessa expressão pode ser observado na figura 4.1.

Figura 4.1: Parte imaginaria do potencial 4.2, sendo (a) com βy = 0, (b) βy = 5, (c) βy = 10.

Podemos ver na figura 4.1 que há um hemisfério para ganho e perda em todas as figuras,

de diferentes valores de βy, sendo a intersecção entre as duas regiões (azul e vermelha) a

região que não porta nem ganho nem perda.
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Pode-se observar que conforme os valores de βy variam, o potencial em questão também

varia, isto é, para diferentes valores de ganho e perda no material, a forma do potencial

espalhador muda, o que é interessante de ser explorado.

4.3 Densidade espectral

Com base no que vimos no capitulo 3, usaremos a equação do espalhamento considerando a

primeira aproximação de Born e a aproximação para o campo distante, equação 4.1. Tendo

definido um potencial PT -simétrico na seção anterior, podemos iniciar nosso estudo subs-

tituindo o potencial mostrado na equação 4.2 na equação 4.1. Assim teremos a base para

analisarmos as propriedades do espalhamento através de um material com simetria de pari-

dade e reversão temporal. Substituindo as equações em questão, temos então,

U = eikŝ0·r +
eikr

r
F0

∫
exp

(
− r′2

2σ2

)
(1 + iβ · r′)e−iK·r′ d3r′ . (4.6)

Note que na aproximação de Born, a amplitude de espalhamento f(θ, ϕ) ou seja, nossa

integral, é simplesmente a transformada de Fourier do potencial. Desse modo, se calcularmos

a transformada de Fourier F (K) do potencial F (r) nós obtemos que

F (K) = Ak2 exp

{
−|K|2σ2

2

}
(1 + σ2β ·K). (4.7)

Substituindo na equação acima, temos que

U = eikŝ0·r +
eikr

r
Ak2 exp

{
−|K|2σ2

2

}
(1 + σ2β ·K). (4.8)

Assumindo que a aproximação de Born é valida, estamos interessados agora em observar a

densidade espectral desse campo espalhado. Para tal, nós usamos a expressão [91],

S(r) = |U s(r)|2. (4.9)

Lembrando que U s(r) é o campo espalhado, e equação 3.39, temos que a densidade espectral

é dada por

S =
1

r2
|F (K)|2, (4.10)
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onde

|K|2 = |k(̂s− ŝ0)|2 (4.11)

= 4k2 sin2 θ

2
. (4.12)

Pois ŝ e ŝ0 são vetores unitários. Com isso, temos que a densidade espectral fica

S =
1

r2

∣∣∣∣∣Ak2 exp
{
−
4k2 sin2 θ

2
σ2

2

}
(1 + σ2β ·K)

∣∣∣∣∣
2

. (4.13)

Vamos considerar apenas que 1/r2 = C é uma constante. Sendo

β ·K = k(β · ŝ− β · ŝ0) (4.14)

= kβ · (̂s− ŝ0), (4.15)

mas escolhemos ŝ0 sendo na direção ẑ e

β = βxx̂+ βyŷ + βzẑ, (4.16)

então

β ·K = k{βxsx + βysy + βz(sz − 1)}, (4.17)

sendo sx = sin θ cosϕ, sy = sin θ sinϕ e sz = cos θ. Sabendo disso e substituindo na equação

4.17, podemos escrever a equação espectral agora de uma nova forma que nos permita analisar

o quanto de campo está sendo emitido nas direções θ e ϕ,

S = C

∣∣∣∣Ak2 exp{−2k2 sin2

(
θ

2

)
σ2

}
(1 + σ2k{βx sin θ cosϕ+ βy sin θ sinϕ+ βz(cos θ − 1)})

∣∣∣∣2 .
(4.18)

Através dessa equação podemos analisar o comportamento da densidade espectral desse ma-

terial não-Hermitiano, demonstrado na figura 4.2.

Com o objetivo de definir como a densidade espectral do material muda em relação a

diferentes valores de β, nós mantivemos alguns valores de β fixo enquanto variamos outros,

conforme demonstrado na figura 4.2. A figura 4.2 nos mostra para qual direção a luz está

sendo propaganda, sendo as regiões mais escuras (tons de azul) onde a luz se propaga menos

e os pontos amarelados as regiões em que está sendo concentrada a maior quantidade de

emissão de luz. Pode-se perceber que a direção de propagação da luz muda para cada valor
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Figura 4.2: Densidade espectral em função de θ e ϕ, onde o primeiro conjunto de figuras (a,b,c)

demostram os casos que apenas βz esta variando, sendo (a) o caso em que (βx = −5, βy = −10, βz =

10), (b) mesmos βx, βy mas variando βz = 0, e (c) mais uma vez mantendo os mesmo βx, βy, mas

βz = −10. Já no segundo conjunto (d,e,f) temos o caso onde apenas o βy varia, com (d) sendo

(βx = −5, βy = 10, βz = −10), (e) com os mesmos βx, βz, variando βy = 0 e (f) igualmente trocando

só βz = −10.

diferente de βx, βy e βz, sendo esse parâmetro relacionado a parte imaginária do potencial, ou

seja, a parte com ganho e perda. Com isso fica ńıtido que o ganho e a perda está controlando

a direção de propagação da onda incidente.

4.4 Máximos da densidade espectral

Nesta seção, vamos analisar os máximos da densidade espectral vistos na seção anterior. A

análise dos máximos é muito interessante para o nosso trabalho, tendo em vista que a região
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de maior densidade espectral é onde está localizado mais luz. Podemos determinar com

exatidão como a posição dos máximos variam conforme mudamos β, como vimos na seção

anterior que modificando o ganho e a perda do material nós podemos controlar a direção de

maior propagação da luz.

Apenas observando a figura 4.2 não somos capazes de distinguir os valores exatos dos

máximos da densidade em relação aos valores de β. Para resolver esse problema analiti-

camente temos que minimizar a equação 4.18. Porém, as derivadas são muito complicadas

de se resolver, tornando esse processo mais custoso. Sendo assim, decidimos por fazer uma

análise numérica da equação 4.18, onde escrevemos um algoritmo de busca, considerando as

constantes σ = 0.1 e A = 1. Mantivemos duas direções de β fixos em -10, enquanto a direção

remanescente varia em um intervalo de -10 à 10. Com isso, pode-se fazer uma análise dos

máximos entre esses pontos e determinar para que direção era emitida mais luz dependendo

dos valores de βx, βy e βz, como mostrado nas figuras a seguir.

10 5 0 5 10
βx

72.6

72.8

73.0

73.2

73.4

73.6

73.8

θ

(a)

220

240

260

280

300

320

φ

Figura 4.3: Máximos da densidade espectral em função de θ e ϕ, sendo (a) quando βy = βz = −10

enquanto βx varia de -10 à 10 e (b) retrata a densidade espectral para os mesmos valores de

βy = βz = −10, sendo na parte superior βx = 5 e inferior βx = −5.

Decidimos fazer a análise dos máximos em cada direção de β, fixando os mesmos parâmetros

para ambos os casos para que pudéssemos fazer uma comparação clara de como o com-

portamento muda dependendo de cada direção. Comecemos então com o caso em que
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βy = βz = −10 são mantidos fixo enquanto βx varia de -10 à 10. Na figura 4.3 (a) pode-se

observar que para esse caso o máximo da densidade espectral varia em torno de um grau em

θ, enquanto que sua maior variação ocorre em relação ao eixo ϕ. Percebe-se que o máximo

dessa densidade se desloca conforme os valores de βx aumentam e ficam positivos, demons-

trando uma curva crescente em ϕ. Na figura 4.3 (b) nos escolhemos os mesmos valores de

βy = βz fixos em -10 com a parte superior da figura4.3 (b) sendo βx = 5 e a parte inferior

βx = −5. Com isso podemos comparar com os resultados apresentados na figura 4.3 (a) e

ver como é claro que a direção em que esta sendo emitido mais luz quase não varia em θ mas

cresce muito em ϕ conforme βx cresce.
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Figura 4.4: Máximos da densidade espectral em função de θ e ϕ sendo (a) βx = βz = −10 enquanto

βy varia de -10 à 10 e (b) retrata a densidade espectral para os mesmos valores de βx = βz = −10,

sendo na parte superior βy = 10 e inferior βy = −10.

Na figura 4.4 (a) temos o gráfico mostrando os valores máximos da densidade espectral

para os valores de βx = βz = −10 fixos enquanto βy varia de -10 à 10, aqui vemos novamente

que a varição do máximo é mińıma em relação a θ (linha vermelha), tendo exatamente a

mesma da figura 4.3. Mas podemos observar que o comportamento dos máximos em ϕ é o

oposto do demonstrado na figura 4.3, nesse caso vemos que conforme βy aumenta, a posição

do máximo se desloca formando uma curva decrescente. Na figura 4.4 (b) podemos observar

melhor a forma que a direção de propagação da luz muda sua posição conforme mudamos os
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valores de βy, sendo a parte inferior da figura correspondente a βy = −10 onde claramente

podemos observar que a posição que esta recebendo mais luz é superior a quando βy = 10.
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Figura 4.5: Máximos da densidade espectral em função de θ e ϕ quando βx = βy = −10 enquanto

βz varia de -10 à 10 e (b) retrata a densidade espectral para os mesmos valores de βx = βy = −10,

sendo na parte superior βz = 10 e inferior βz = −10.

Por fim, repetimos o mesmo caso mas agora variando βz de -10 a 10. Na figura 4.5,

podemos observar agora um comportamento totalmente diferente, nesse caso em (a) vemos

que quando mantemos βx = βy = −10 fixos e variamos βz a posição do máximo varia em θ,

diferente do que t́ınhamos observado até então, além de que nesse caso não temos mudança

na posição do máximo da densidade em relação a ϕ, note que independente da variação de βz

a posição em ϕ se mantém a mesma. Pode-se confirmar esse comportamento observando a

figura 4.5(b) onde vemos como a luz desloca sua posição em θ mas mantendo o mesmo valor

em ϕ.

4.5 Tamanho do espalhador

Dado que os resultados apresentados até agora dizem respeito a um espalhador de tamanho

de comprimento de onda, seria interessante ver como os máximos da densidade induzido por

ganho e perda são afetados por diferentes tamanhos de espalhador. Para fazer essa análise,
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nós fixamos os valor de β como sendo βx = βz = −10, variando βy de -10 à 10, com três

posśıveis valores de σ, sendo eles σ = 0.1, 0.3, 0.5. Variar os valores para σ é equivalente a

mudar o tamanho do meu material, ou seja, se eu troco o valor de σ eu troco o tamanho do

meio espalhador. Na figura 4.6 vemos que que quando σ = 0.1 (linha azul na figura 4.6), que

é o caso que estávamos usando inicialmente em todos os nossos resultados anteriores, vemos

claramente o mesmo padrão apresentado na figura 4.4, onde o θ varia em torno de 72 à 73

graus e ϕ em torno de 130 à 225 graus. Quando mudamos o valor de σ para 0.3 (linha verde)

vemos que a posição dos máximos da densidade caem em relação a θ, sendo em torno de 29

graus, e no ultimo caso em que o tamanho do espalhador é σ = 0.5 (linha vermelha clara)

vemos que novamente a posição dos máximos mudaram em relação a θ, mas é interessante

observar também que para todos os tamanhos de σ apresentados não interferiram com a

forma que os máximos variam no eixo ϕ, sendo a linha vermelha escura representando a

variação dos máximos em relação a ϕ para os três tamanhos diferentes do espalhador.
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Figura 4.6: Máximos da densidade para os valores de βx = βz = −10, variando βy de -10 à 10

para σ = 0.1, 0.3, 0.5
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4.6 Conclusão

Neste capitulo utilizamos dos conhecimentos adquiridos no capitulo 2 e 3 para que final-

mente pudéssemos verificar o comportamento da luz espalhada através de um material PT -

simétrico. Com isso fomos capaz de mostrar como a adição de ganho e perda no material é

capaz de modificar a direção em que a luz incidente é propagada. No capitulo a seguir iremos

finalizar nossas conclusões sobre os conhecimentos aqui adquiridos, analisando cada passo

necessário para a construção do nosso trabalho e descrevendo por fim nossas perspectivas

futuras.

47



48



5
Conclusões gerais e perspectivas

O objetivo desse trabalho foi estudar o comportamento do espalhamento de luz através

de matérias com simetria PT e através disso ver como o uso da não Hermeticidade pode

beneficiar o ramo do espalhamento de uma forma inovadora. No capitulo 1 fizemos uma

breve discussão introdutória sobre a simetria PT e o espalhamento da luz com o intuito

de demonstrar como ambas as áreas juntas veem contribuindo para avanços da óptica de

diferentes formas.

Constrúımos os caṕıtulos 2 e 3 como base da teoria geral para o trabalho. No caṕıtulo 2

discutimos sobre a simetria PT na mecânica quântica onde fizemos uma leve introdução sobre

os operadores Hamiltonianos que comutam com os operadores paridade e reversão temporal

simultaneamente e assim demostramos como a Hermeticidade poderia ser substitúıda pela

simetria PT . Foi mostrado a existência das fases quebrada e inteira. Por fim, introduzimos a

simetria PT na óptica, demonstrando como os conceitos que foram estabelecidos na mecânica

quântica podiam ser estendidos à óptica, através da semelhança com a aproximação paraxial

para a equação da onda eletromagnética com a equação de Schorödinger.

No caṕıtulo 3 apresentamos inicialmente uma discussão de como a teoria do espalhamento

foi essencial para a descoberta de varias forças fundamentais da natureza. Em sequência

começamos a construir a base matemática necessária através das bem estabelecidas equações

de Maxwell com o intuito de obter a equação fundamental do espalhamento escalar (uma

equação de Helmholtz não-homogênea). Através da equação escalar do campo, que se tratava

de uma equação diferencial, usamos o método da função de Green e fomos capaz de chegar

na forma integral da mesma, fizemos então uma aproximação para o campo distante com
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o intuito de finalmente chegarmos a aproximação de Born de primeira ordem e a equação

para amplitude de espalhamento que foi de suma importância para nossa pesquisa aqui

apresentada, com isso conclúımos nosso conhecimento teórico necessário para implementar

na pesquisa proposta.

Após construirmos toda a base teórica necessária para o nosso trabalho, iniciamos nossa

pesquisa definindo nosso potencial espalhador, e garantindo que esse potencial seja PT -

simétrico, com isso fomos capazes de investigar como o espalhamento da luz se comportaria

através de um material com simetria de paridade e tempo. Investigamos então a resposta de

espalhamento de estruturas com ganho e perda. Mostramos que, devido as regiões de ganho

e perda, tais sistemas podem desviar a luz de maneiras incomuns. Com isso, fomos capaz de

analisar em que direção a luz estava sendo emitida, podendo assim definir a região de maior

propagação de luz. Vimos como a direção de propagação da luz muda para diferentes valores

de ganho e perda no material.

Finalmente deixamos como propostas para trabalhos futuros, estender essa pesquisa para

um caso que inclua feixes parcialmente coerentes, o que nos permitiria estudar como as

propriedades de coerência do campo eletromagnético se comportam quando adicionamos

diferentes valores para o ganho e perda de um material.
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A
Operadores: Paridade e Reversão temporal

A.1 Operador de Paridade

A operação de paridade é também conhecida como inversão espacial [5, 6]. Nós consideramos

na mecânica quântica que há uma transformação do estado |α⟩ quando o espaço é invertido,

isso é dado por

|α⟩ → P |α⟩ , (A.1)

onde P é o operador paridade, definido a partir da mudança de sinal do valor esperado de X

⟨α|X |α⟩ = −(⟨α| P†)X(P |α⟩), (A.2)

ou ainda,

⟨α| P†XP |α⟩ = −⟨α|X |α⟩ (A.3)

tendo então,

P†XP = −X. (A.4)

Definimos então que P é um operador unitário, tal que P†P = PP† = 1. Com isso vemos

que,

P(P†XP) = −PX (A.5)

XP = −PX (A.6)

{X,P} = 0. (A.7)
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Agora vamos analisar a ação de P sobre um estado |x⟩,

{X,P} |x⟩ =0 (A.8)

X(P |x⟩) + P(X |x⟩) =0 (A.9)

sendo que X |x⟩ = x |x⟩, então

X(P |x⟩) = −x(P |x⟩). (A.10)

Vemos então que P |x⟩ é autovetor de X com autovalor −x. Assim, Px deve ser proporcional

ao estado |−x⟩, uma vez que o espectro de X é cont́ınuo. Isto é,

P |x⟩ = eiδ |−x⟩ , (A.11)

onde δ é um fator de fase real. Usualmente, eiδ = 1. Vemos também que P é Hermitiano,

⟨α| P†XP |α⟩† =− ⟨α|X |α⟩† (A.12)

⟨α| PXP† |α⟩ =− ⟨α|X |α⟩ (A.13)

P† =P . (A.14)

Vejamos algumas propriedades simples de P . O operador P2 é o operador identidade, tendo

em vista que,

P |x⟩ = |−x⟩ (A.15)

P2 |x⟩ = P(P |x⟩) =P |−x⟩ = |x⟩ . (A.16)

Logo, P2 = 1 ou P = P−1. É fácil mostrar por recorrência que o operador Pn é igual a um

quando n é par, e igual ao próprio P quando n é ı́mpar.

A.2 Operador de reversão temporal

Sendo T o operador de reversão temporal [5, 6], considere

|α⟩ → T |α⟩ , (A.17)

onde T |α⟩ é o estado reverso no tempo. Se |α⟩ for um autoestado de momento |p⟩, é esperado

que T |α⟩ seja |−p⟩. Ou seja, deve ser reverso por uma transformação de reversão temporal.
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Vamos então deduzir uma propriedade importante, olhando para a evolução temporal de um

estado reverso no tempo. Seja |α⟩ dado por

|α, t0 = 0; t = dt⟩ =U(0, dt) |α⟩ (A.18)

=[1− iHdt

ℏ
] |α⟩ , (A.19)

onde em um tempo inicial t0 = 0 e depois de um tempo posterior t = dt. Sendo H o

Hamiltoniano que determina a evolução temporal. Vamos supor agora que aplicando T em

t = 0 e deixando o sistema evoluir sob a influência de H, temos que a evolução temporal do

estado de movimento é

|α̃⟩ = [1− iHdt

ℏ
]T |α⟩ . (A.20)

Por outro lado, se o movimento é simétrico por reversão temporal, esperamos que o estado

seja aquele que

T |α, t0 = 0; t = −dt⟩ , (A.21)

logo

|α̃⟩ =T |α, t0 = 0; t = −dt⟩ (A.22)

=T [1− iH(−dt)

ℏ
] |α⟩ . (A.23)

Com isso, combinando as duas expressões para |α̃⟩, temos

T [1− iH(−dt)

ℏ
] |α⟩ =[1− iHdt

ℏ
]T |α⟩ (A.24)

T i(H |α⟩) =− iH(T |α⟩), (A.25)

sendo essa relação verdadeira para qualquer ket. Vendo a equação A.25 percebemos que T

não pode ser unitário se quisermos que o movimento reverso no tempo faça sentido. Pois se

T não fosse unitário seria leǵıtimo cancelar os i’s das equações, e teŕıamos

−HT = T H, (A.26)

o que é um resultado totalmente equivocado. Portando é melhor que T seja antiunitário,

T (c1 |α⟩+ c2 |β⟩) = c∗1T |α⟩+ c∗2T |β⟩ . (A.27)
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O que também define T como sendo um operador antilinear. Com isso, temos

T i(H |α⟩) =− iH(T |α⟩) (A.28)

−iT H |α⟩ =− iHT |α⟩ . (A.29)

Assim chegamos a,

T H = HT , (A.30)

o que nos mostra que o Hamiltoniano deve ser invariante sobre reversão temporal. Com isso,

podemos agora começar a estabelecer o comportamento de operadores sob reversão temporal.

Seja

|α̃⟩ =T |α⟩ (A.31)∣∣∣β̃〉 =T |β⟩ , (A.32)

onde |α̃⟩ e
∣∣∣β̃〉 são estados de movimento reverso. Podemos escrever o elemento de matriz

de um operador A como,

⟨β|A |α⟩ = ⟨α|A |β⟩∗ (A.33)

= ⟨α|A† |β⟩ , (A.34)

sendo T −1T = 1 e aplicando na equação acima

⟨β|A |α⟩ = ⟨α| T −1T A†T −1T |β⟩ (A.35)

= ⟨α̃| T A†T −1
∣∣∣β̃〉 . (A.36)

Se A é um operador Hermitiano, então a equação A.36 pode ser escrita como,

⟨β|A |α⟩ = ⟨α̃| T AT −1
∣∣∣β̃〉 . (A.37)

Isso nos mostra que os observáveis são pares ou ı́mpares sob reversão temporal se,

T AT −1 =+ A → par (A.38)

T AT −1 =− A → ı́mpar. (A.39)

Como exemplo, faça-mos os operadores momento linear e posição:
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Operador momento linear

Na reversão temporal, o momento linear troca de sinal, de maneira que

T PT −1 = −P. (A.40)

Podemos provar isso a partir de

P |p⟩ =p |p⟩ , (A.41)

PT −1T |p⟩ =p |p⟩ , (A.42)

T PT −1T |p⟩ =pT |p⟩ . (A.43)

Onde p é real, pois P é Hermitiano. Mas temos também que T |p⟩ = |−p⟩, logo nossa

equação fica

T PT −1 |−p⟩ =p |−p⟩ (A.44)

=− (P |−p⟩). (A.45)

Que por fim, prova

T PT −1 = −P. (A.46)

Operador posição

Da mesma forma, temos que

X |X⟩ =x |x⟩ (A.47)

XT −1T |x⟩ =x |x⟩ (A.48)

T XT −1T |x⟩ =xT |x⟩ . (A.49)

Mas, uma vez que a posição da part́ıcula é invariante sob reversão temporal, temos T |x⟩ =

|x⟩, logo

T XT −1 |x⟩ =x |x⟩ (A.50)

=X |x⟩ . (A.51)

O que prova que T XT −1 = X.
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B
Formalismo da equação da onda

B.1 Equações de Maxwell e equação da onda.

Para darmos inicio a esse estudo consideremos então as equações de Maxwell macroscópicas.

∇×H− 1

c

∂D

∂t
=

4π

c
J, (B.1)

∇× E+
1

c

∂B

∂t
= 0, (B.2)

∇ ·D = 4πρ, (B.3)

∇ ·D = 0. (B.4)

Note que usaremos o sistema de unidades gaussiano (CGS) por conveniência. Vamos consi-

derar agora que nosso campo é harmônico, que o material espalhador possui um volume V,

é isotrópico e está em repouso. Desse modo, podemos escrever as seguintes relações,

J = σE, (B.5)

D = ϵE, (B.6)

B = µH. (B.7)

Devemos assumir que o meio não contém cargas ou correntes, ou seja J = 0 e ρ = 0. Se

substituirmos B da equação B.7 na equação B.2, temos

∇× E+
µ

c

∂H

∂t
= 0. (B.8)
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Dividindo ambos os lados por µ e aplicando o operador rotacional, temos

∇×
(
1

µ
∇× E

)
+

1

c

∂

∂t
(∇×H) = 0, (B.9)

se diferenciarmos a primeira equação de Maxwell em relação ao tempo, podemos obter uma

expressão para ∂
∂t
(∇×H) que será útil, veremos então, sendo

∇×H− 1

c

∂D

∂t
=

4π

c
J, (B.10)

mas J = 0. E se diferenciamos em relação ao tempo, teremos

∂

∂t
(∇×H) =

1

c

∂2D

∂t2
, (B.11)

substituindo B.11 em B.9, temos

∇×
(
1

µ
∇× E

)
+

1

c2
∂2D

∂t2
= 0, (B.12)

mas como vimos na equação B.6, podemos escrever o deslocamento elétrico de tal forma que

substituindo na equação acima, temos

∇×
(
1

µ
∇× E

)
+

1

c2
∂2

∂t2
(ϵE) = 0. (B.13)

Agora será de muita ajuda relembrar de algumas identidades vetoriais

∇× (uA) = u∇×A+∇u×A, (B.14)

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A, (B.15)

∇ · (uA) = u∇ ·A+A · ∇u, (B.16)

utilizando a identidade B.14 a equação B.13 temos

1

µ
∇×∇× E+∇ 1

µ
×∇× E+

ϵ

c2
∂2E

∂t2
= 0. (B.17)

Usando B.15 agora, a equação se torna

1

µ

[
∇(∇ · E)−∇2E

]
+∇ 1

µ
×∇× E+

ϵ

c2
∂2E

∂t2
= 0. (B.18)

Mas ∇ 1
µ
= − 1

µ
∇(lnµ), então

1

µ

[
∇(∇ · E)−∇2E

]
− 1

µ
∇(lnµ)×∇× E+

ϵ

c2
∂2E

∂t2
= 0. (B.19)
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Multiplicando toda a equação por −µ, temos por fim

−∇(∇ · E) +∇2E+∇(lnµ)×∇× E− ϵµ

c2
∂2E

∂t2
= 0. (B.20)

Lembrando das equações B.3 e B.6, se substituirmos B.6 em B.3 temos

∇ · ϵE = 4πρ. (B.21)

Podemos usar a identidade vetorial B.16 para simplificar essa expressão, que fica

∇ · E = −E · ∇ϵ

ϵ
. (B.22)

Lembrando que ρ = 0 pois estamos nos limitando a parte do campo que não contém cargas

ou corrente. Com isso então, podemos escrever a equação B.20 de tal forma

∇2E+∇(lnµ)×∇× E− ϵµ

c2
∂2E

∂t2
+∇(E · ∇ ln ϵ) = 0. (B.23)

E de maneira análoga podemos obter uma equação para H também

∇2H+∇(ln ϵ)×∇×H− ϵµ

c2
∂2H

∂t2
+∇(H · ∇ lnµ) = 0. (B.24)
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