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Resumo

Neste trabalho, estudaremos propriedades ergódicas do Mapa de Manneville-Poumeau.
Mais precisamente, provaremos que tal dinâmica possui uma probabilidade invariante,
equivalente a medida de Lebesgue, cuja densidade é localmente Lipschitz. Provaremos
também que tal transformação possui decaimento polinomial de correlações sobre o es-
paço L∞ e C1. Para obter o primeiro resultado, construiremos cones, com propriedades
de compacidade, invariantes pela ação do operador de Transferência. Para o segundo,
utilizaremos técnicas de perturbação de operadores. Os resultados obtidos neste trabalho
foram desenvolvidos por C. Liverani, B. Saussol e S. Vaienti em [5].

Palavras-chave: Mapa de Manneville-Pomeau, Cones Invariantes, Operador de Perron-
Frobenius, Decaimento polinomial de correlações.



Abstract

In this work, we will study ergodic properties of the Manneville-Poumeau Map. More
precisely, we will prove that such dynamics has an invariant probability, equivalent to
the Lebesgue measure, whose density is locally Lipschitz. We will also prove that such a
transformation has polynomial decay of correlations over the space L∞ and C1. To obtain
the first result, we will build cones, with compactness properties, invariant by the action
of the Transfer operator. For the second, we will use operator perturbation techniques.
The results obtained in this work were developed by C. Liverani, B. Saussol and S. Vaienti
in [5].

Keywords: Manneville-Pomeau map, Invariant Cones, Perron-Frobenius Operator, Poly-
nomial decay of correlations.
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Introdução

Por sistema dinâmico, entendemos uma função mensurável T : M −→ M definida
num espaço de medida M . A área da Matemática conhecida como Sistemas Dinâmicos
se concentra em estudar o que ocorre com os iterados da dinâmica estudada. Ou seja,
com a função mensurável T n : M −→ M . Do ponto de vista lúdico, poderíamos dizer que
Sistemas Dinâmicos é a área da Matemática que se dedica a estudar os diversos aspectos
apresentados por sistemas que evoluem com o tempo, sejam eles assimtóticos (quanto n
tende ao infinito) ou características apresentadas em tempo finito.

Dentre estas características de interesse de uma dinâmica T está a propriedade cha-
mada de Decaimento de Correlacões associada a uma medida. Definindo mais precisa-
mente, considere duas funções f, g : M −→ R que pertencem a dois espaços de funções
B1 e B2, respectivamente. Suponha que µ é uma medida definida em M . Defina

Cn(f, g) :=
∫

(f ◦ T n)gdµ−
∫
fdµ

∫
gdµ, n ∈ N.

Dizemos que o sistema (f, µ) tem decaimento de correlações sobre os espaços B1 e B2

se
lim

n→∞
Cn(f, g) = 0 (1)

para todas as funções f ∈ B1 e g ∈ B2. O número Cn(f, g) é chamado de n-ésimo
coeficiente de correlação das funções f e g.

A importância da propriedade acima pode ser interpretada de diversas maneiras. Su-
ponha que T n modele matematicamente o movimento de partículas de gás dentro de um
compartimento isolado que denotaremos por M . Poderíamos estar interessados em re-
alizar medições neste sistema dinâmico. Por exemplo, calcular a temperatura, pressão
ou densidade nos diversos pontos do compartimento M . Essas medições serão repre-
sentadas por uma função f : M −→ R que chamaremos de observável f . Estamos
interessados em saber como o movimento das partículas de gás influenciam na observável
f no ponto x do compartimento M . Matematicamente, queremos saber o que ocorre
com f ◦ T n(x) para os diversos valores de n. Em particular, isto se resume a analisar
o comportamento da sequência (f ◦ T n(x))n∈N. Em geral, isto não é uma tarefa sim-
ples. No entanto, quando a medida µ em questão é invariante, sabemos que, em termos
médios, ou seja considerando a sequência de médias (

∫
f ◦ T ndµ)n∈N a resposta é dada
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pela igualdade
∫
f ◦ T ndµ =

∫
f ◦ Tdµ. Em outras palavras, a médias das observáveis

com relação a medida invariante µ não altera com o passar do tempo. Assim, temos que
lim

∫
f ◦ T ndµ =

∫
f ◦ Tdµ.

Sendo µ uma medida T -invariante, poderíamos perguntar: poderíamos estudar o com-
portamento das médias para outros tipos de medidas? Por exemplo, aquelas que são
absolutamente contínuas com relação a µ? Isto é equivalente a estudar o comportamento
da sequência (

∫
f ◦ T ndgµ)n∈N e investigar a existência do limite

lim
∫

(f ◦ T n)dgµ = lim
∫
f ◦ T ngdµ.

Daí naturalmente surge o conceito de decaimento de correlações. Quando o sistema em
questão tem esta propriedade sobre os espaços B1 e B2 então concluímos que tal limite
existe e vale lim

∫
(f ◦ T n)gdµ =

∫
fdµ

∫
gdµ, n ∈ N. Em outras palavras, quando há

decaimento de correlações, as médias de todas as observáveis f de B1 realizadas com
relação a todas as medidas absolutamente contínuas cujas densidades são elementos g de
B2 convergem para o produto das médias de f e g.

Neste texto nós provaremos que o mapa de Manneville-Pomeau, definido por T :
[0, 1] → [0, 1] e

T (x) =

x(1 + 2αxα), ∀ x ∈ [0, 1
2)

2x− 1, ∀ x ∈ [1
2 , 1]

com 0 < α < 1, possui decaimento de correlações sobre os espaços C1([0, 1]) e L∞
m . Além

disso, provaremos que a velocidade de convergência do limite dado pela equação (1) é
polinomial (ver Teorema 4.2.3). Ou seja, estudaremos o artigo A Probabilistic Approach
to Intermittency ao qual foi escrito por Carlangelo Liverani, Benoît Saussol e Sandro
Vaienti, publicado em 1997.

O sistema de Maneville-Pomeau é um exemplo de dinâmica não-uniformemente ex-
pansora que provaremos admite uma probabilidade invariante µ, absolutamente contínua
com relação a Lebesgue, cuja densidade h é localmente Lipschitz (ver Teorema 2.2.5).
Conectando com uma pesquisa mais recente, no artigo [2], foi mostrado que sistemas do
tipo F (x, y) = (T (x), G(x, y)) onde T é não-uniformemente expansora e G(x, y) é uma
contração nas fibras (ver [2], capítulo 2) possuem decaimento exponencial de correlações
sobre o espaço das funções Holders e com relação a medidas F -invariantes, ν, que se
projetam em certas medidas T -invariantes, λ, com relação as quais T a velocidade de
decaimento de correlações é exponencial. Nenhuma dessas medidas λ pode ser µ, já que
para este sistema foi provado que a velocidade polinomial é optimal.

Então poderíamos formular a seguinte questão: seja ν uma medida F -invariante que
se projeta1 na medida µ, T -invariante, cuja existência foi provada no Teorema 2.2.5. A

1Projetar-se na medida µ, significa que µ = π1∗ν onde π1(x, y) = x (ver [2], Lema 5.3, página 6806).
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dinâmica F possui decaimento de correlações com relação a µ? Sobre quais espaços de
funções? A velocidade é polinomial, assim como (T, µ)? Este é um tema de interesse.

O trabalho está dividido em quatro capítulos. No capítulo 1 introduzimos alguns temas
que serão necessários para um bom entendimento dos capítulos posteriores. Nele apre-
sentamos algumas definições e resultados úteis sobre teoria da medida e teoria ergódica e
um breve estudo sobre o Operador de Perron-Frobenius.

No capítulo 2, vamos conhecer o nosso mapa de Manneville-Pomeau, definir alguns
cones que possuem a propriedade de serem invariantes em relação ao Operador de Perron-
Frobenius e obter um ponto fixo h para esse operador que é uma função localmente
Lipschitz.

No capítulo 3, iremos realizar uma pertubação no mapa e obter alguns lemas e pro-
posições que irão nos auxilar na demonstração do nosso resultado principal.

Finalmente, no capítulo 4, apresentaremos a demonstração do resultado principal,
onde iremos provar que o Mapa de Manneville-Pomeau possui decaimento polinomial das
funções correlações.

4



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo iremos revisar alguns conceitos básicos e resultados de Teoria da Medida
e Teoria Ergódica necessários para uma boa leitura e compreensão do presente trabalho.

1.1 Resultados e Conceitos Básicos
Dado um subconjunto A ⊂ X denotaremos por Ac o complementar X\A do conjunto

A em relação a X

Definição 1.1.1. Uma álgebra de X é uma família X de subconjuntos de X que é fechada
para as operações elementares de conjuntos e contém o conjunto vazio, isto é, tal que

1) ∅ ∈ X

2) A ∈ X implica Ac ∈ X

3) A ∈ X e B ∈ X implica A ∪B ∈ X .

Definição 1.1.2. Uma álgebra diz-se uma σ-álgebra de subconjuntos de X se também
for fechada para as uniões enumeráveis.

• Aj ∈ X , para j = 1, 2, ..., n, ... implica
∞⋃

j=1
Aj ∈ X .

Definição 1.1.3. Um espaço mensurável é uma dupla (X,X ) onde X é um conjunto e
X é uma álgebra de subconjuntos de X. Os elementos de X são chamados conjuntos
mensuráveis do espaço.

Definição 1.1.4. Uma medida em (X,X ) é uma funçãom : X → [0,+∞] tal que µ(∅) = 0
e

m(
∞⋃

j=1
Aj) =

∞∑
j=1
m(Aj)
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1. Preliminares

para qualquer família enumerável de conjuntos Aj ∈ X disjuntos dois a dois. Esta última
propriedade é chamada σ-aditividade. A tripla (X,X ,m) é chamada espaço de medida.
Quando vale m(X) < +∞ dizemos que m é uma medida finita e se m(X) = 1 dizemos
que m é uma probabilidade. Neste último caso, (X,X ,m) é um espaço de probabilidade.

Definição 1.1.5. A σ-álgebra gerada por uma família E de subconjuntos de X é a menor
σ-álgebra σ(E) que contém a família E , ou seja, é a intersecção de todas as σ-álgebra que
contêm E .

Definição 1.1.6. A σ-álgebra de Borel (ou σ-álgebra boreliana) de um espaço topoló-
gico é a σ-álgebra σ(τ) gerada pela topologia τ , isto é, a menor σ-álgebra que contém
todos os subconjuntos abertos. Neste caso, os conjuntos mensuráveis recebem o nome de
borelianos.

A medida de Lebesgue formaliza a noção de volume de subconjunto do espaço eucli-
deano Rd.

Definição 1.1.7. Consideremos X = [0, 1] e seja A a família de todos os subconjuntos da
forma A = I1 ∪ . . . ∪ IN onde I1, I2, ..., IN são intervalos disjuntos dois-a-dois. É fácil ver
que A é uma álgebra de subconjuntos de X. Além dsso, temos uma função m0 : A → [0, 1]
definida nesta álgebra por

m0(I1 ∪ . . . ∪ IN) = |I1|+ · · · + |IN | (1.1)

onde |Ij| representa o comprimento de cada intervalo Ij. Note que m0(X) = 1. Observe
que a σ-álgebra B gerada por A coincide com a σ-álgebra de Borel de X, já que todo
conjunto aberto pode ser escrito como união enumerável de intervalos abertos disjuntos
dois-a-dois. Podemos mostrar que existe uma única probabilidade m definida em B que
é uma extensão de m0. Chamamos m de medida de Lebesgue em [0, 1].

Exemplo 1.1.8. Dado um conjunto A ⊂ X definimos a função característica χA : X → R
de A por:

χA(x) =

1, se x ∈ A

0, se x /∈ A

Definição 1.1.9. Seja s =
k∑

j=1
αjχAj

uma função simples. Então a integral de s em relação

à medida m é dada por:

∫
s dm =

k∑
j=1
αjm(Aj).
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1. Preliminares

Proposição 1.1.10. Seja f : X → [−∞,+∞] uma função mensurável. Então existe uma
sequência (sn)n de funções simples tal que |sn(x)|≤ |f(x)| para todo n e

lim
n
sn(x) = f(x), para todo x ∈ X.

Se f é limitada, a sequência pode ser escolhida tal que a convergência seja uniforme. Se
f é não negativa, podemos tomar 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ f .

Demonstração. Ver [1], Página 13.

Definição 1.1.11. Seja f : X → [0,+∞] uma função mensurável não negativa. Então
∫
f dm = lim

n

∫
sn dm

onde s1 ≤ s2 ≤ · · · é uma sequência não decrescente de funções simples tal que lim
n
sn(x) =

f(x) para todo x ∈ X.

Agora, para estender a definição de integral a qualquer função mensurável observamos
que dada uma função f : X → [−∞,+∞] sempre podemos escrever f = f+ − f− com

f+(x) = max{f(x), 0} e f−(x) = max{−f(x), 0}.

É claro que as funções f+ e f− são não negativas.

Definição 1.1.12. Seja f : X → [−∞,+∞] uma função mensurável. Então
∫
fdm =

∫
f+dm+

∫
f−dm.

Desde que pelo menos uma das integrais do lado direito seja finita (valem as convenções
usuais (+∞) − a = +∞ e a− (+∞) = −∞ para todo a ∈ R.

Definição 1.1.13. Dizemos que uma função f : X → [−∞,+∞] é integrável se for
mensurável e a sua integral for um número real. Denotamos o conjunto das funções
integráveis por L1(X,X,m) ou simplesmente por L1

(m).

Proposição 1.1.14. O conjunto L1
(m) das funções reais integráveis é um espaço vetorial

real. Além disso, a aplicação I : L1
(m) → R dada por I(f) =

∫
fdm é um funcional linear

positivo, ou seja,

1)
∫

(af + bg)dm = a
∫
fdm+ b

∫
gdm,

2)
∫
fdm ≥

∫
gdm se f(x) ≥ g(x) para todo x.

Em particular,
∣∣∣∣∫ fdm

∣∣∣∣ ≤
∫

|f |dm se |f |∈ L1
(m). Além disso, |f |∈ L1

(m) se, e somente se,
f ∈ L1

(m).
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1. Preliminares

Demonstração. Ver [1], Página 43.

Definição 1.1.15. Dizemos que uma propriedade é válida em m-quase todo ponto(ou
m-qtp) se é válida em todo o X exceto , possivelmente, num conjunto de medida nula.

Por exemplo, dizemos que uma sequência de funções (fn)n converge para uma função
emm-quase todo ponto se existe um conjunto mensurávelN comm(N) = 0 tal que f(x) =
lim fn(x) para todo x ∈ X\N . Neste caso, supondo que as funções sejam integráveis, as
suas integrais coincidem

∫
fdm =

∫
gdm se f = g em m− quase todo ponto.

Está observação permite definir integral para qualquer função f , possivelmente não men-
surável, que é igual em m-quase todo ponto a uma função mensurável g: basta tomar∫
fdm =

∫
gdm.

Definição 1.1.16. Dada uma função mensurável f : X → [−∞,∞] e um conjunto
mensurável E definimos a integral de f sobre E por

∫
E
fdm =

∫
fχEdm

onde χE é a função característica do conjunto E.

Teorema 1.1.17. (Convergência Monótona) Seja fn : X → [−∞,+∞] uma sequên-
cia não-decrescente de funções mensuráveis não negativas e seja f : X → [−∞,+∞] a
função definida por f(x) = lim

n
fn(x). Então

lim
n

∫
fn(x)dm =

∫
f(x)dm.

Demonstração. Ver [1], página 31.

Teorema 1.1.18. (Lema de Fatou) Seja fn : X → [0,+∞] uma sequência de funções
mensuráveis não negativas. Então, a função f : X → [−∞,+∞] definida por f(x) =
lim inf

n
fn(x) é integrável e vale

lim
n

inf fn(x)dm ≤ lim
n

inf
∫
fndm.

Demonstração. Ver [1], página 33.

Teorema 1.1.19. (Convergência Dominada) Seja fn : X → R uma sequência de
funções mensuráveis e suponha que existe uma função integrável g tal que |fn(x)|≤ |g(x)|
para m-quase todo ponto x em X. Suponha também que a sequência (fn)n converge em
m-quase todo ponto para uma função f : X → R. Então f é integrável e vale:

lim
n

∫
fndm =

∫
fdm.
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1. Preliminares

Demonstração. Ver [1], página 44.

Definição 1.1.20. Sejam m e µ duas medidas num mesmo espaço mensurável (X,X ).
Dizemos que µ é absolutamente contínua em relação a m se todo conjunto mensurável E
que satisfaz m(E) = 0 também satisfaz µ(E) = 0. Nesse caso, escrevemos µ ≪ m.

Dizemos que m e µ são equivalentes, e escrevemos, m ∼ µ, se cada uma delas for abso-
lutamente contínua em relação à outra. Em outras palavras duas medidas são equivalentes
se elas têm os mesmo conjuntos com medida nula.

Teorema 1.1.21. (Radon-Nikodýn) Se m e µ são medidas finitas tais que µ ≪ m,
então existe uma função mensurável ρ : X → [0,+∞] tal que µ = ρm, ou seja, tal que

∫
ϕ dµ =

∫
ϕρ dm

para toda função mensurável limitada ϕ : X → R.
Em particular, µ(E) =

∫
E
ρdm para todo conjunto mensurável E ⊂ X. Além disso, ρ é

essencialmente única: duas quaisquer funções que satisfazem o Teorema 1.1.17 são iguais
em m-quase todo ponto. Chamamos ρ de densidades, ou derivada de Radon-Nikodýn, de
µ relativamente a m e escrevemos

ρ = dµ

dm
.

Demonstração. Ver [1], página 85.

Teorema 1.1.22. (Teorema de Tonelli) Sejam (X,X , µ) e (Y,Y , ν) espaços de me-
didas σ-finitos e seja F uma função mensurável não negativa em Z = X × Y . Então as
funções definidas em X e Y por

f(x) =
∫

Y
Fxdν , g(y) =

∫
X
Fydµ

são mensuráveis e ∫
X
fdµ =

∫
Z
Fdπ =

∫
Y
gdν.

Em outras palavras,
∫

X

(∫
Y
Fdν

)
dµ =

∫
Z
Fdπ =

∫
Y

(∫
X
Fdµ

)
dν.

Demonstração. Ver [1], página 118.

Teorema 1.1.23. (Teorema de Fubini) Sejam (X,X , µ) e (Y,Y , ν) espaços σ-finitos
e seja a medida π em Z = X × Y o produto de µ e ν. Se a função F em Z = X × Y

em [−∞,+∞] for integrável em relação a π, então as funções estendidas de valor real
definidas em quase todos os lugares por

9



1. Preliminares

f(x) =
∫

Y
Fxdν , g(y) =

∫
X
Fydµ

tem integral finita e ∫
X
fdµ =

∫
Z
Fdπ =

∫
Y
gdν.

Em outras palavras,
∫

X

(∫
Y
Fdν

)
dµ =

∫
Z
Fdπ =

∫
Y

(∫
X
Fdµ

)
dν.

Demonstração. Ver [1], página 119.

Dado qualquer p ∈ [1,∞), dizemos que f : X → R é uma função p-integrável com
relação a m se a função |f |P é integrável com relação a m. Se p = 1 isto é o mesmo que
dizer que a função f é integrável.

Definição 1.1.24. Denotamos por Lp
(m) o conjunto das funções reais p-integráveis com

relação a m.

Definição 1.1.25. Para cada função f ∈ Lp
m, definimos a norma Lp de f :

||f ||p=
(∫

|f |pdm
) 1

p

.

Definição 1.1.26. Dizemos que uma função f : X → R é essencialmente limitada com
relação a m se existe uma constante K > 0 tal que |f(x)|≤ K em m-quase todo ponto.
Nesse caso, chamaremos supremo essencial de f , e denotamos por supressm(f), o ínfimo
dos valores de K satisfazendo essa condição.

Definição 1.1.27. Denotaremos por L∞
(m) o conjunto das funções reais essencialmente

limitadas com relação a m. Podemos definir uma norma em L∞
(m) por

||f ||∞= supressm(f).

Definição 1.1.28. Um sistema dinâmico é um par (T,m) onde T : I → I é uma função
mensurável e m é a medida.

Definição 1.1.29. (Mapa Intermitente) Seja T : [0, 1] → [0, 1] um mapa tal que:

1) Existem P1, P2, · · · , Pq, tais que Pi = (ai−1, ai), com ai < ai+1 e 0 ≤ i ≤ q − 1 onde
a0 = 0 e aq = 1.

2) Ti = T|Pi
: Pi → (0, 1) é uma bijeção e

3) Ti é de Classe C1.

10



1. Preliminares

(4) T ′(x) > 1,∀ x ∈ (0, 1], T ′(0) = 1 e T (0) = 0.

Um mapa que satisfaz essas quatro condições será chamado de mapa intermitente.

Definição 1.1.30. Considere o espaço de medida (X,X ,m) e T : X → X uma trans-
formação mensurável, tal que T−1(A) ∈ X , ∀ A ∈ X . Dizemos que m é uma medida
T -invariante se

m(T−1(A)) = m(A),

∀ A ∈ X .

Definição 1.1.31. Uma medida m em X é não singular em relação a T se

T ∗m ≪ m (1.2)

ou seja, dado A ∈ X com m(A) = 0, temos T ∗ m(A) = 0. Nesse caso, T ∗ m significa a
medida em X definida por T ∗m(A) = m(T−1(A)) para cada conjunto mensurável A em
X .

Proposição 1.1.32. Se T é um mapa que satisfaz a Definição 1.1.29, então a medida de
Lebesgue m é não-singular em relação a T .

Demonstração. Primeiro observe que para todo subconjunto A ⊂ X temos que

T−1(A) =
⋃
η∈P
T−1

|η
(A)

onde P é uma partição de [0, 1].

m(T−1(A)) = m

⋃
η∈P
T−1

|η
(A)


=

∑
η∈P

m(T−1
|η

(A))

=
∑
η∈P

∫
η
χT −1

|η
(A)dm

=
∑
η∈P

∫
η
χA ◦ T|ηdm

=
∑
η∈P

∫
T (η)

[
1

|DT |
◦ T−1

|η

]
· χAdm

=
∑
η∈P

∫ [
1

|DT |
◦ T−1

|η
· χT (η)

]
· χAdm

=
∫ ∑

η∈P

1
|DT |

◦ T−1
|η

· χT (η)

 · χAdm

=
∫

A

∑
η∈P

1
|DT |

◦ T−1
|η

· χT (η)

 dm
11
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Consequentemente, se m(A) = 0 temos T ∗ m(A) = m(T−1(A)) = 0 uma vez que m é a
integral sobre um conjunto de medida nula.

Definição 1.1.33. Dada um função f : X → R, f ≥ 0, µ-integrável, definimos µf , por

µf (A) =
∫

A
fdµ =

∫
f ◦ χAdµ.

Definição 1.1.34. Seja T : X → X uma transformação mensurável e seja µ uma proba-
bilidade invariante. A sequência de correlações de duas funções mensuráveis φ, ψ : X → R
é definida por

Cn(φ, ψ) =
∫

(φ ◦ T n)ψdµ−
∫
φdµ

∫
ψdµ, n ∈ N.

Definição 1.1.35. Dizemos que o sistema (f, µ) é misturador se

lim
n
Cn(χA, χB) = lim

n
µ(f−n(A) ∩B) − µ(A)µ(B) = 0

para quaisquer conjuntos mensuráveis A,B ⊂ M . Em outras palavras, quando n cresce, a
probabilidade do evento {x ∈ B e fn(x) ∈ A} converge para o produto das probabilidades
dos eventos {x ∈ B} e {fn(x) ∈ A}.

Definição 1.1.36. Dizemos que (T, µ) tem decaimento exponencial de correlações num
dado espaço vetorial V se existe λ < 1 e para todo φ, ψ ∈ V existe A(φ, ψ) > 0 tal que

|Cn(φ, ψ)|≤ A(φ, ψ)λn para todo n ≥ 1

temos noções similares quando a sequência λn é substituída por qualquer outra sequência
convergindo para zero. Se for substituída por uma expressão polinomial dizemos que o
sistema tem decaimento polinomial de correlações.

Proposição 1.1.37. Seja 0 < α < 1, para qualquer ξ ∈ [0, 1] temos

(1 + ξ)α ≤ 1 + αξ.

Demonstração. Primeiramente, vamos relembrar o

Teorema 1.1.38. (Teorema do Valor Médio de Lagrange) Seja f : [a, b] → R
contínua. Se f é derivável em (a, b), existe c ∈ (a, b) tal que

f ′(c) = f(b) − f(a)
b− a

.

12
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Tomemos f : [0, 1] → R definida por f(ξ) = (1 + ξ)α, temos que f é derivável em [0, 1]
e f ′(ξ) = α(1 + ξ)α−1, como α− 1 é menor que 1 temos f ′(ξ) decrescente em [0, 1] logo

sup
ξ∈[0,1]

f ′(ξ) = α

como f é contínua em [0, ξ] o Teorema do Valor Médio de Lagrange nós dá que existe
c ∈ (0, ξ) tal que

f(ξ) − f(0) = f ′(c)(ξ − 0)
≤ sup

ξ∈[0,ξ]
f ′(ξ)(ξ − 0)

= αξ

(1 + ξ)α − 1 ≤ αξ

e assim, obtemos a desigualdade

(1 + ξ)α ≤ 1 + αξ

Definição 1.1.39. Seja E um conjunto de funções f : X → R, todas com o mesmo
domínio X ⊂ R. Dado x0 ∈ R, diremos que o conjunto E é equicontínuo no ponto x0

quando, dado arbitrariamente ε > 0, existir δ > 0 tal que

x ∈ X, |x− x0|< δ ⇒ |f(x) − f(x0)|< ε para qualquer que seja f ∈ E.

Definição 1.1.40. Um conjunto E de funções f : X → R chama-se equicontínuo quando
E é equicontínuo em todos os pontos x0 ∈ X.

Proposição 1.1.41. As seguintes afirmações a respeito de um espaço métrico M são
equivalentes:

1) M é compacto;

2) Todo subconjunto infinito de M possui um ponto de acumulação;

3) Toda sequência em M possui uma subsequência convergente.

4) M é completo e totalmente limitado.

Demonstração. Ver [4], Página 248.

Proposição 1.1.42. Seja f : [0, 1] → [0, 1] uma função decrescente e x < y, então

13
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1
|Bε(x)|

∫
Bε(x)

f(z)dz ≥ 1
|Bε(y)|

∫
Bε(y)

f(z)dz

onde |Bε(x)|= diamBε(x) e |Bε(x)|= |Bε(y)|.

Demonstração. Suponha que Bε(x) ∩ Bε(y) = ∅, como x < y podemos tomar o extremo
esquerdo da bola Bε(y) e sendo f decrescente obtemos

f(y − ε) = sup
ξ∈Bε(y)

f(ξ).

Dado z ∈ Bε(x), novamente a monotonicidade de f nos dá

sup
ξ∈Bε(y)

f(ξ) ≤ f(z) ⇒
∫

Bε(x)
sup

ξ∈Bε(y)
f(ξ)dz ≤

∫
Bε(x)

f(z)dz

⇒ 2ε sup
ξ∈Bε(y)

f(ξ) ≤
∫

Bε(x)
f(z)dz.

Assim, devemos ter
sup

ξ∈Bε(y)
f(ξ) ≤ 1

2ε

∫
Bε(x)

f(z)dz.

Por outro lado,
∫

Bε(y)
f(z)dz ≤ 2ξ sup

ξ∈Bε(y)
f(ξ) ⇒ 1

2ε

∫
Bε(y)

f(z)dz ≤ sup
ξ∈Bε(y)

f(ξ).

Portanto, obtemos

1
2ε

∫
Bε(y)

f(z)dz ≤ sup
ξ∈Bε(y)

f(ξ) ≤ 1
2ε

∫
Bε(x)

f(z)dz.

Agora se Bε(x) ∩Bε(y) ̸= ∅ veja que

1)
∫

Bε(x)
f(z)dz =

∫ y−ε

x−ε
f(z)dz +

∫ x+ε

y−ε
f(z)dz;

2)
∫

Bε(y)
f(z)dz =

∫ x+ε

y−ε
f(z)dz +

∫ y+ε

x+ε
f(z)dz.

Assim,

1
2ε

∫
Bε(x)

f(z)dz = 1
2ε

∫ y−ε

x−ε
f(z)dz + 1

2ε

∫ x+ε

y−ε
f(z)dz,

como [x − ε, y − ε] ∩ [x + ε, y + ε] = ∅ e ambos os intervalos tem o mesmo comprimento
y − x logo, pela primeira desigualdade demonstrada, vamos obter

14
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1
2ε

∫
Bε(x)

f(z)dz = 1
2ε

∫ y−ε

x−ε
f(z)dz + 1

2ε

∫ x+ε

y−ε
f(z)dz

≥ 1
2ε

∫ y+ε

x+ε
f(z)dz + 1

2ε

∫ x+ε

y−ε
f(z)dz

≥ 1
2ε

∫ y+ε

y−ε
f(z)dz

= 1
2ε

∫
Bε(y)

f(z)dz

provando assim o resultado.

1.2 O Operador de Transferência
Esta seção é dedicada a apresentar alguns fatos sobre o operador que usaremos para

obter as propriedades estatísticas para a dinâmica em questão. Além disso, esta cons-
trução nos dá naturalmente qual será o espaço de nossa aplicação. Sua definição pode
ser dada em uma situação geral, onde T : X → X é uma transformação mensurável no
espaço mensurável (X,X ) e m é uma medida finita qualquer neste espaço com mais uma
suposição adicional: m é não-singular em relação a T (Ver Definição 1.1.31).

Definição 1.2.1. Seja UT : L∞
(m) → L∞

(m) um operador linear definido por UT (φ) = φ ◦ T
chamaremos esse operador de Operador de Koopman de T . Temos que

1) ||UT (φ)||∞≤ ||φ||∞

2) Como as funções constantes são pontos fixos, temos ||UT ||∞= 1.

Depois disso podemos fazer a pergunta: existe o “dual de UT , ou seja, um operador
PT : L1

(m) → L1
(m) tal que para todo φ ∈ L∞

m e ψ ∈ L1
(m) vale a “relação de dualidade ”:

∫
UT (φ).(ψ)dm =

∫
(φ)PT (ψ)dm ?

O próximo resultado nos dará a resposta.

Teorema 1.2.2. Se m é não-singular(Ver Definição 1.1.31), então existe apenas um
operador

PT : L1(m) → L1(m)

tal que, para todo ψ ∈ L1 e para todo conjunto A temos
∫
UT (χA) · (φ)dm =

∫
(χA) · PT (φ)dm (1.3)
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Demonstração. Para uma dada f ∈ L1
(m) tal que f ≥ 0 defina a medida mf dada por

mf (E) =
∫

E
fdm. Com essa definição e a não singularidade de m temos T ∗ mf (E) =

mf (T−1(E)) =
∫

T −1(E)
fdm = 0, desde que m(T−1(E)) = 0. Usando o Teorema de

Radon-Nykodyn (Ver Teorema 1.1.21), defina

PT (f) := dT ∗mf

dm

Vejamos que definindo assim vale a “relação de dualidade” é satisfeita (quando f ≥ 0).
Na verdade,

∫
(χA)PT (f)dm =

∫
(χA) · dT ∗mf

dm
dm

=
∫

A

dT ∗mf

dm
dm

= T ∗mf (A)
= mf (T−1(A))
=

∫
T −1(A)

fdm

=
∫
f · χT −1(A)dm

=
∫
f · χA ◦ Tdm

=
∫
f · UT (χA)dm

Para uma f ∈ L1(m) arbitrária, nos decompomos f = f+ − f− e daí obtemos

PT (f) = PT (f+) − PT (f−)

Vamos ver que este é um operador linear e é o que procuramos.
∫
χA · PT (f)dm =

∫
χA(PT (f+) − PT (f−))dm

=
∫

(χA) · PT (f+)dm−
∫
χA · PT (f−)dm

=
∫
UT (χA) · f+dm−

∫
UT (χA) · f−dm

=
∫
UT (χA) · (f+ − f−)dm

=
∫
UT (χA) · fdm

e chegamos na equação 1.3. Observe que f+ ≥ 0 e também f− ≥ 0 de tal forma que
podemos aplicar a relação de dualidade acima (para funções não negativas) na terceira
igualdade acima. Portanto, a equação 1.3 vale para PT . Para finalizar o teorema resta
provar que PT é um operador linear. Para isso precisamos do seguinte lema:
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Lema 1.2.3. Se f e g são funções integráveis tal que
∫

A
fdm =

∫
A
gdm para cada A ⊂ X

mensurável, então f = g para m-qtp x ∈ X.

Demonstração. Do lema seja A = {x ∈ X | f(x) ≥ g(x)}. Então (f − g)χA é uma função
não-negativa. O mesmo acontece com (g − f)χAc . Por hipótese, temos que

∫
(f − g)χAdm =

∫
fχAdm−

∫
gχAdm

=
∫

A
fdm−

∫
A
gdm

= 0

e ∫
(g − f)χAcdm = 0.

Como as funções são não negativas temos que f(x) = g(x) para m-qtp x ∈ A e g(x) = f(x)
para m-qtp x ∈ Ac. Portanto, f = g m-qtp x ∈ X.

Observação 1.2.4. Na prova acima usamos o fato: “Se f é uma função integrável tal
que f ≥ 0, então

∫
fdm = 0 se, e somente se, f = 0 m-qtp x ∈ X”(A prova dessa

afirmação pode ser vista em [1], Página 35).

Então, por dualidade, temos
∫

A
PT (f1 + αf2)dm =

∫
χA · PT (f1 + αf2)dm

=
∫
UT (χA) · (f1 + αf2)dm

=
∫
UT (χA)(f1)dm+ α

∫
χAPT (f2)dm

=
∫
χA · PT (f1)dm+ α

∫
χAPT (f2)dm

=
∫
χA(PT (f1) + αPT (f2))dm

=
∫

A
(PT (f1) + αPT (f2))dm.

Como vale para todo conjunto mensurável A, pelo lema 1.2.3 temos a linearidade do
operador.

Observação 1.2.5. Esteja ciente de que a relação de dualidade equação 1.3 é fundamental
e vamos usá-la muito neste trabalho.

Por exemplo, no caso em que o sistema dinâmico, (T,m), pertence à classe dos mapas
intermitentes (Ver Definição 1.1.29) o Teorema 1.2.2 e a Proposição 1.1.32 garantem a
existência e a unicidade do operador.

A próxima proposição nos diz que o operador de Perron-Frobenius é positivo.
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Proposição 1.2.6. Se f ≥ 0, então PT (f) ≥ 0.

Demonstração. Para um conjunto mensurável A ⊂ X

∫
A
PT (f)dm =

∫
PT (f) · χAdm

=
∫
f · (χA ◦ T )dm

=
∫

T −1(A)
fdm

≥ 0

pois f ≥ 0. Uma vez que que vale para todo conjunto mensurável A, devemos ter
PT (f) ≥ 0.

Observação 1.2.7. Observe que a unicidade do Operador de Perron Frobenius depende
apenas da relação de dualidade(prova do Teorema 1.2.2). O mesmo vale para sua posi-
tividade. Isso significa que se você está em uma situação específica em que é capaz de
encontrar um operador linear que satisfaça a relação de dualidade, então você tem tudo:
singularidade e positividade. Esta observação nos mostra o buraco da não-singularidade
da medida. Ele só funciona para garantir a existência do operador em uma situação
abstrata.

Corolário 1.2.8. Para toda f ∈ L1(m) temos
∫
PT (f)dm =

∫
fdm

Demonstração.
∫
PT (f)dm =

∫
1 · PT (f)dm

=
∫

(1 ◦ T )fdm

=
∫
fdm.

Agora vamos ver a limitação do operador de Perron Frobenius

Corolário 1.2.9. Para toda f ∈ L1(m) temos
∫

|PT (f)|dm ≤
∫

|f |dm e consequente-
mente ||PT ||1≤ 1.

Demonstração. Relembre que f = f+−f−, onde f+ = max{f(x), 0} e f− = max{−f(x), 0},
f+ ≥ 0 e f− ≥ 0. Pela Proposição 1.2.6 temos que PT (f+) ≥ 0, PT (f−) ≥ 0 e

∫
|PT (f+)|dm =

∫
PT (f+)dm

=
∫
f+dm

=
∫

|f+|dm.
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No entanto,
∫

|PT (f)|dm =
∫

|PT (f+ − f−)dm

≤
∫

|PT (f+)|dm+
∫

|PT (f−)|dm

=
∫

|f+|dm+
∫

|f−|dm

=
∫
f+dm+

∫
f−dm

=
∫

(f+ − f−)dm

=
∫

|f |dm.

A relação acima nos dá ||PT (f)||1
||f ||1

≤ 1 para todo f ∈ L1(m) e então

||PT ||1= sup
f ̸=0

||PT (f)||1
||f ||1

≤ 1.

Vamos denotar

D(X) = {f ∈ L1(m) f ≥ 0 m− qtp e ||f ||1= 1}

e chame todos os elementos desde conjunto por densidades.

Teorema 1.2.10. Suponha que f ∈ D(X). Então PT (f) = f se, e somente se, a medida
de mf for T -invariante e absolutamente contínua em relação a m.

Demonstração. Suponha f ∈ D(X) e PT (f) = f . Então

mf (T−1(E)) =
∫

T −1(E)
fdm

=
∫
f · (χT −1(E))dm

=
∫
f · (χE ◦ T )dm

=
∫
f · UT (χE)dm

=
∫
PT (f) · χEdm

=
∫

E
fdm

= mf (E).

Assim, mf é T -invariante e por sua definição também é absolutamente contínua em relação
a m. Agora suponha que mf é T -invariante. Portanto, para cada conjunto mensurável A
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temos mf (T−1(A)) = mf (A).
Então, para um dado conjunto mensurável A, temos

∫
A
PT (f)dm =

∫
PT (f) · χAdm

=
∫
f · UT (χA)dm

=
∫
f · (χA ◦ T )dm

=
∫
f · (χT −1(A))dm

=
∫

T −1(A)
fdm

= mf (T−1(A))
= mf (A)
=

∫
A
fdm

como vale para todo mensurável A, pelo Lema 1.2.3, temos que PT (f) = f m-qtp x ∈ X

e nós terminamos a prova do resultado.

Proposição 1.2.11. Suponha que (T,m) seja misturador e preserve probabilidades, en-
tão PT tem 1 como autovalor e seu autoespaço associado é simples (seu autoespaço é
unidimensional).

Demonstração. Primeiro observe que 1 é um autovalor de PT . De fato como m é T -
invariante, pelo Teorema 1.2.10 a função constante 1 deve ser um ponto fico de PT . E isso
implica que 1 é um autovalor de PT .
Agora se m é mixing, então para cada φ ∈ L1

(m) e ψ ∈ L∞
(m) temos

lim
n→+∞

∫
φ · ψ ◦ T ndm =

∫
φdm

∫
ψdm. (1.4)

Se PT (g) = g e ψ ∈ L∞
(m) temos

∫
g · ψdm =

∫
P n

T (g) · ψdm

=
∫
g · (ψ ◦ T n)dm

→
∫
gdm

∫
ψdm

quando n → +∞. Portanto,
∫
g · ψdm =

∫
gdm

∫
ψdm.
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No entanto, para um dado conjunto mensurável A ⊂ X e fazendo ψ = χA temos
∫

A
gdm =

∫
g · χAdm

=
∫
gdm

∫
χAdm

=
∫ ∫

gdmχAdm

=
∫

A

∫
gdmdm.

Como vale para todo conjunto mensurável A ⊂ X, significa que g deve ser constante
m-qtp e

g ≡
∫
gdm.

No entanto, a função constante 1 : X → R, 1(x) = x gera todo o auto espaço.

Em alguns casos podemos encontrar uma fórmula para o operador de Perron-Frobenius
e é por isso que às vezes é tão útil. Em particular, podemos encontrar uma fórmula quando
o sistema dinâmico em questão pertence à classe dos mapas intermitentes(Ver definição
1.1.29). Isto é o que diz a próxima proposição.

Proposição 1.2.12. Suponha que T : [0, 1] → [0, 1] é um mapa satisfazendo as condições
da Definição 1.1.29. Então o operador de Perron-Frobenius associado a T tem a seguinte
fórmula. Para todo f ∈ L1(m) e x ∈ [0, 1]

PT (f)(x) =
∑

η∈P(1)

(gη · f) ◦ T−1
|η

(x) =
∑

η∈P(1)

(
f

|DT |
◦ T−1

|η
(x)
)

(1.5)

onde P (1) é uma partição de [0, 1] em intervalos η e gη = 1
|DT|η(x)| .

Demonstração. Vamos usar a fórmula de mudança de variável para mostrar que a equação
1.5 satisfaz a relação de dualidade. Uma vez feito isso, pela observação 1.2.7 terminamos
a prova. Considere x ∈ [0, 1] arbitrário e defina y = T|η(x). Além disso, considere as
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funções ψ ∈ L∞
(m) e φ ∈ L1

(m)

∫ 1

0
(φ(x))(ψ ◦ T (x))dm(x) =

∑
η∈P(1)

∫
η
(φ(x))(ψ ◦ T (x))dm(x)

=
∑

η∈P(1)

∫
T (η)

(φ ◦ (T|η)−1(y))((ψ(y)) · |D(T|η(y)|−1dm(y)

=
∑

η∈P(1)

∫ 1

0

(φ ◦ (T|η)−1(y))(ψ(y))
|DT|η((T|η)−1(y))| χT (η)(y)dm(y)

=
∫ 1

0

∑
η∈P(1)

φ

|DT|η |
◦ ((T|η)−1(y))ψ(y)dm(y)

=
∫
PT (φ)ψdm

e nós terminamos.

Um outra forma de escrever PT (f) é quando estamos sobre as seguintes hipóteses

Proposição 1.2.13. Seja (T,m) um sistema dinâmico, com T : I → I diferenciável,
considerando I a união disjunta de intervalos {Ij} tal que T é injetiva em Ij e T ′(x) ̸= 0.
Então o operador de Perron Frobenius de T é dado pela seguinte expressão, para toda
f ∈ L1

(m) e x ∈ I

PT (f) =
∑

y∈T −1(x)

f(y)
|DyT |

. (1.6)

Demonstração. Definindo PT (f) como acima temos

∫
g(x) · PT (f(x))dm =

∑
j

∫
T (Ij)

g(x) ·
f(T−1

j (x))
|DT −1

j (x)T |
dm(x)

=
∑

j

∫
Ij

g(T (x)) · f(x̃)
|Dx̃T |

|Dx̃T |dm(x̃)

=
∑

j

∫
Ij

g ◦ T (x̃)f(x̃)dm

=
∫
PT (g) · fdm.

Assim vemos que PT (f) satisfaz a relação de dualidade.

De agora em diante, escrevemos P em vez de PT quando não houver confusão.

Proposição 1.2.14. Seja (T,m) como na Proposição 1.2.13, então para f ∈ L1
(m) e n ∈ N

podemos escrever

P nf =
∑

y∈T −n(x)

f(y)
|DyT n|

. (1.7)
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Demonstração. Usando a Proposição 1.2.13, vemos que a aplicação repetida de P nos dá
que

P nf(x) = P n−1(Pf(x))

= P n−1

 ∑
y∈T −1(x)

f(y)
|DyT |


= P n−2

 ∑
s∈T −1(x)

∑
y∈T −1(s)

f(y)
|DyT |

|DsT |


= P n−2

 ∑
y∈T −2(x)

f(y)
|DT (y)T ||DyT |


...
=

∑
y∈T −n(x)

f(y)∏n−1
j=0 |DT j(y)T |

=
∑

y∈T −n(x)

f(y)
|DyT n|

.

Proposição 1.2.15. Seja (T,m), um sistema dinâmico, com T : [0, 1] → [0, 1], tal que
|DyT |> λ e T satisfaz a Definição 1.1.29. Seja y, y′ ∈ J , com J ⊂ [0, 1] um intervalo, tal
que T n(J) ⊂ [0, 1]. Temos a seguinte desigualdade

|y − y′|≤ 1
λn

|T n(y) − T n(y′)|.

Demonstração. Como T é de classe C1 em J , pelo Teorema do valor médio obtemos

|y − y′||DxT |= |T (y) − T (y′)|

para algum x entre y e y′. Por definição |DyT |> λ, consequentemente temos

.|y − y′|≤ 1
λ

|T (y) − T (y′)|.

Como y, y′ ∈ J , temos T (y), T (y′) ∈ T (J), com o uso repetido da desigualdade anterior,
obtemos

|y − y′|≤ 1
λn

|T n(y) − T n(y′)|.
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Capítulo 2

O modelo

Neste capítulo, definiremos o modelo da dinâmica estudada para obter a medida in-
variante. Será fornecido uma abordagem para essa técnica e suas propriedades para tal
mapa.

2.1 O Mapa de Manneville-Pomeau
Definição 2.1.1. (O modelo) Vamos considerar para 0 < α < 1, o mapa
T : [0, 1] → [0, 1] 3

T (x) =

x(1 + 2αxα), ∀x ∈ [0, 1
2)

2x− 1, ∀x ∈ [1
2 , 1]

Figura 1 - Dinâmica T

Fonte: elaborada pelo autor.
3Note que este mapa satisfaz a Definição 1.1.29. Além disso, DyT ≥ 1 para todo y ∈ [0, 1

2 ) ∪ ( 1
2 , 1].
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2.2 Cones Invariantes
Definição 2.2.1. Um subconjunto C do espaço vetorial E chama-se um cone quando,
para todo v ∈ C e todo t > 0, tem-se tv ∈ C.

Definição 2.2.2. Se definirmos o cone C0, é imediato ver que C0 é deixado invariante
pelo Operador de Perron Frobenius P , onde

C0 = {f ∈ C0((0, 1]); f ≥ 0, f é decrescente}. (2.1)

Primeiramente dizer que C0 é deixado invariante pelo Operador de Perron-Frobenius
P , significa dizer que PT (C0) ⊂ C0, ou seja,

f ∈ C0 ⇒ Pf ∈ C0.

Desse modo, se f ∈ C0, então por definição, f ≥ 0 e f é decrescente, consequentemente
Pf ≥ 0, uma vez que, vale a Proposição 1.2.6.

Agora considere x1 < x2, então ao analisarmos os ramos do gráfico da dinâmica T

observamos o seguinte: T−1(x1) = {y1
1, y

1
2} e T−1(x2) = {y2

1, y
2
2}, como DyT é crescente

em [0, 1
2) e constante em (1

2 , 1], temos que 1
DyT

é decrescente em [0, 1
2) e constante em

(1
2 , 1].

Figura 2 - Ramos do gráfico de T

Fonte: elaborada pelo autor.

Dessas observações temos,

25



2. O modelo

1) 1
|Dy2

1
T |

<
1

|Dy1
1
T |

2) 1
|Dy2

2
T |

= 1
|Dy1

2
T |

onde y1
1 < y2

1 e y1
2 < y2

2.

Também temos que f é decrescente, logo f(y2
1) < f(y1

1) e f(y2
2) < f(y1

2). Pela forma
analítica do Operador de Perron-Frobenius o seguinte é válido

Pf(x2) =
∑

y∈T −1(x2)

f(y)
|DyT |

= f(y2
1)

|Dy2
1
T |

+ f(y2
2)

|Dy2
2
T |

<
f(y1

1)
|Dy1

1
T |

+ f(y1
2)

|Dy1
2
T |

=
∑

y∈T −1(x1)

f(y)
|DyT |

= Pf(x1).

Portanto, obtemos que se x1 < x2, então Pf(x2) < Pf(x1), ou seja, Pf é decrescente,
consequentemente teremos Pf ∈ C0. Mostrando, de fato, que C0 é deixado invariante
pelo Operador de Perron Frobenius P .

Vamos chamar X de a identidade, X(x) = x. O próximo lema mostra mais um cone
que possui a propriedade de invariância em relação ao Operador de Perron-Frobenius.

Lema 2.2.3. O cone C1 = {f ∈ C0; Xα+1f é crescente} é deixado invariante pelo
operador P .

Demonstração. Devemos mostrar que dada f ∈ C1, temos que Pf ∈ C1. Desse modo,
seja f ∈ C1, então f ∈ C0 e Xα+1f é crescente. Logo,

Xα+1(x)Pf(x) = xα+1Pf(x) =
∑

y∈T −1(x)
[T (y)]α+1 f(y)

DyT

=
∑

y∈T −1(x)

[T (y)]α+1

yα+1
yα+1f(y)
DyT

=
∑

y∈T −1(x)

[
T (y)
y

]α+1
yα+1f(y)
DyT

.

Definindo T−1(x) = {y1, y2}; y1 ≤ y2 e ξ = 2αyα
1 podemos escrever
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xα+1Pf(x) =
[
T (y1)
y1

]α+1
yα+1

1 f(y1)
Dy1T

+
[
T (y2)
y2

]α+1
yα+1

2 f(y2)
Dy2T

=
[
y1(1 + 2αyα

1 )
y1

]α+1
yα+1

1 f(y1)
1 + (α + 1)2αyα

1
+
(

2y2 − 1
y2

)α+1
yα+1

2 f(y2)
2

= (1 + 2αyα
1 )α+1

1 + (α + 1)2αyα
1
yα+1

1 f(y1) + 1
2

(
2y2 − 1
y2

)α+1

yα+1
2 f(y2)

= (1 + ξ)α+1

1 + (α + 1)ξ y
α+1
1 f(y1) + 1

2

(
2y2 − 1
y2

)α+1

yα+1
2 f(y2).

Uma vez que,
T (T−1(x)) = x

derivando ambos os lados da expressão acima

T ′(T−1(x)).(T−1)′(x) = 1

(T−1)′(x) = 1
T ′(T−1(x))

(T−1)′(x) = 1
T ′(y) .

Observando cada ramo de T em seus respectivos domínios, sabemos que
T ′(y) > 0 para todo y ∈ [0, 1] (onde a derivada de T existe). Logo (T−1)′(x) = 1

T ′(y) > 0.
Portanto, podemos concluir que x 7→ y1, x 7→ y2 são funções crescentes. Além disso, como
ξ = ξ(y1) = 2αyα

1 temos

ξ′(y1) = 2ααyα−1
1 > 0.

Logo a função y1 7→ 2αyα
1 é crescente. Como composição de funções crescentes ainda é

uma função crescente, obtemos que x 7→ ξ é crescente. Como por definição Xα+1f é
crescente, logo a expressão

xα+1Pf(x) = (1 + ξ)α+1

1 + (α + 1)ξ y
α+1
1 f(y1) + 1

2

(
2y2 − 1
y2

)α+1

yα+1
2 f(y2)

nos dá que Pf ∈ C1.

Vamos definir
m(f) =

∫ 1

0
fdm.

Obviamente m(Pf) = m(f). Basta observar o Corolário 1.2.8. Iremos considerar em
m(f) a integral sobre a medida de Lebesgue definida em 1.1.7. A última propriedade
interessante está contida no seguinte lema
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Lema 2.2.4. O cone C∗ = {f ∈ C1 ∩ L1([0, 1]) | f(x) ≤ ax−αm(f)} é invariante com
respeito ao operador P , desde que “a” seja escolhido suficientemente grande.

Demonstração. Para cada f ∈ C∗ vale que

f(x) ≤ ax−αm(f)

e como Xα+1f é crescente, também vale que

xα+1f(x) ≤ 1α+1f(1) = f(1) = inf
x∈[0,1]

f(x) ≤
∫ 1

0
fdm = m(f).

Vamos supor, para simplificar, que m(f) = 1, pois se m(f) ̸= 1 podemos tomar g = f

m(f)
e m(g) = 1, com g ∈ C∗. Deve-se encontrar uma constante a, independente de f , tal que
Pf(x) ≤ ax−α uma vez que m(Pf) = m(f) = 1.
Desse modo,

Pf(x) = f(y1)
Dy1T

+ f(y2)
Dy2T

(2.2)

≤ ay−α
1 m(f)
Dy1T

+ y−α−1
2
Dy2T

(2.3)

onde obtemos 2.3 do fato que f ∈ C∗, implica

f(y1) ≤ ay−α
1 m(f)

e por f ∈ C1, obtemos Xα+1f crescente, logo

yα+1
2 f(y2) ≤ 1 = m(f) ⇒ f(y2) ≤ 1

yα+1
2

= y−α−1
2

continuando,

Pf(x) ≤ ay−α
1 m(f)
Dy1T

+ y−α−1
2
Dy2T

= ay−α
1

Dy1T
+ y−α−1

2
Dy2T

≤ ay−α
1

Dy1T

xα

xα
+ a

a

xα

xα

y−α−1
2
Dy2T

≤ ax−α

[
xα

yα
1

1
Dy1T

+ 1
a

xα

yα+1
2 Dy2T

]
.

Agora observe o seguinte, o segundo termo dentro do colchetes pode ser limitado da
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seguinte maneira

xα

yα+1
2 Dy2T

= [T (y1)]α
yα+1

2 2
= [y1(1 + ξ)]α

yα+1
2 2

= yα
1 (1 + ξ)α

yα+1
2 2

(2.4)

≤ yα
1 (1 + ξ)α

2−α−12 = 2αyα
1 (1 + ξ)α (2.5)

onde obtemos 2.5 por meio de,

1
2 ≤ y2 ⇒ 2 ≥ 1

y2
⇒ 2α+1 ≥ 1

yα+1
2

.

Além disso,

xα

yα+1
2 Dy2T

≤ 2αyα
1 (1 + ξ)α = ξ(1 + ξ)α (2.6)

≤ 2αξ (2.7)

onde 2.7 segue de

y1 <
1
2 ⇒ 2y1 < 1 ⇒ (2y1)α < 1 ⇒ ξ < 1 ⇒ 1 + ξ < 2 ⇒ (1 + ξ)α < 2α.

Portanto, acabamos de mostrar a seguinte desigualdade

xα

yα+1
2 Dy2T

≤ 2αξ. (2.8)

Daí, de 2.4, temos

Pf(x) ≤
[
xα

yα
1

1
Dy1T

+ 1
a

xα

yα+1
2 Dy2T

]
ax−α (2.9)

≤
[(

x

y1

)α 1
Dy1T

+ 1
a

xα

yα+1
2 Dy2T

]
ax−α (2.10)

≤
[(
T (y1)
y1

)α 1
Dy1T

+ 1
a

xα

yα+1
2 Dy2T

]
ax−α (2.11)

≤
[(
y1(1 + ξ)

y1

)α 1
1 + (α + 1)ξ + 1

a

xα

yα+1
2 Dy2T

]
ax−α (2.12)

≤
[

(1 + ξ)α

1 + (α + 1)ξ + 1
a

xα

yα+1
2 Dy2T

]
ax−α (2.13)

≤
[

(1 + ξ)α

1 + (α + 1)ξ + 1
a

2αξ

]
ax−α (2.14)

=

(1 + ξ)α + 2α

a
ξ(1 + (α + 1)ξ)

1 + (α + 1)ξ

 ax−α. (2.15)
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Usando a proposição 1.1.37 em 2.15, obtemos

Pf(x) ≤

1 + αξ + 2α

a
ξ(1 + (α + 1)ξ)

1 + (α + 1)ξ

 ax−α (2.16)

=

1 +
(
α + 2α

a
+ 2α

a
(α + 1)ξ

)
ξ

1 + (α + 1)ξ

 ax−α (2.17)

≤

1 +
(
α + 2α

a
+ 2α

a
(α + 1)

)
ξ

1 + (α + 1)ξ

 ax−α (2.18)

=

1 +
(
α + 2α

a
(α + 2)

)
ξ

1 + (α + 1)ξ

 ax−α. (2.19)

Observando a expressão 2.19 vemos que se 2α

a
(α + 2) ≤ 1 ⇒ 2α(α + 2) ≤ a, então para

essa desigualdade teremos
Pf(x) ≤ ax−α.

Portanto, a partir disso o lema está provado.

Lema 2.2.5. Existe uma função localmente Lipschitz h tal que Ph = h e h(x) ≤ ax−α.

Demonstração. O operador P deixa invariante o conjunto

K = {f ∈ C∗ | m(f) = 1}

pois, em particular, podemos usar o lema 2.2.4, mas Xα+1K consiste em funções equi-
continuas uniformemente limitadas, portanto, é compacto(Ascoli-Arzelá) em C(0). De
fato, relembre 1.1.39 e 1.1.40 mostraremos agora que Xα+1K é um conjunto de funções
equicontínuas. Seja ϕ ∈ Xα+1K, então ϕ(x) = xα+1f(x) para x ≥ y como f ∈ C1, então

yα+1f(y) ≤ xα+1f(x)
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assim,

0 ≤ ϕ(x) − ϕ(y) = xα+1f(x) − yα+1f(y)
≤ xα+1f(x) − yα+1f(x)
= (xα+1 − yα+1)f(x)
≤ ax−α(1 + α)

∫ x

y
ξαdξ

≤ ax−α(1 + α) sup
ξ∈[y,x]

ξα|x− y|

= ax−α(1 + α)xα|x− y|

= a(1 + α)|x− y|

para δ <
ε

a(1 + α) obtemos nossa afirmação. Com um cálculo básico é possível obter

que cada função ϕ ∈ Xα+1K é uniformemente limitada. Como Xα+1K é compacto,
consequentemente, para cada f ∈ K a sequência

φn(f) = Xα+1 1
n

n−1∑
i=0
P if

tem pontos de acumulação em C0, uma vez que 1.1.41 é válido. Logo, existe (φk) ⊂
Xα+1K que converge para um ponto de Xα+1K, e assim esse ponto é de acumulação. Seja
h∗ ∈ Xα+1K tal ponto. Temos h∗ = Xα+1h, com h ∈ K afirmamos que h = X−α−1h∗

é um ponto fixo de P . Com efeito, observe que φk(f) = Xα+1 1
k

k−1∑
i=0
P if converge para

h∗ = Xα+1h, então X−α−1φk(f) → h, onde h = X−α−1h∗. Desse modo,

∥PX−α−1φk(f) −X−α−1φk(f)∥1 =
∥∥∥∥∥1
k

k−1∑
i=0
P i+1f − 1

k

k−1∑
i=0
P if

∥∥∥∥∥
1

(2.20)

= 1
k

∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0
P i+1f −

k−1∑
i=0
P if

∥∥∥∥∥
1

(2.21)

= 1
k

∥P kf − f∥1 (2.22)

≤ 1
k

∥P kf + f∥1 (2.23)

≤ 1
k

(∥P k∥1∥f∥1 + ∥f∥1) (2.24)

≤ 2
k

∥f∥1 (2.25)

onde em 2.25 usamos 1.2. Logo, quando k → ∞ , obtemos ∥PX−α−1φk(f)−X−α−1φk(f)∥1 →
0. Como P é limitado e a norma ∥ ∥1 é contínua, temos ∥Ph− h∥ = 0, ou seja, Ph = h,
provando a nossa afirmação. Afirmamos também que h ∈ C∗. De fato, h∗ é um ponto de
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acumulação de Xα+1K, então
h∗ = Xα+1h

com, h ∈ K. Como K = {f ∈ C∗ | m(f) = 1}, logo h ∈ C∗ e então h(x) ≤ ax−α. Final-
mente, pelo raciocínio desenvolvido para mostrar que Xα+1K é um conjunto equicontinuo
podemos concluir que h é localmente Lipschitz.

Lema 2.2.6. Para cada função f ∈ C∗

inf
x∈[0,1]

f(x) = f(1) ≥ min
a,

[
α(1 + α)

aα

] 1
1−α


∫ 1

0
fdm.

Demonstração. É claramente suficiente mostrar o caso
∫ 1

0
fdm = 1. Já vimos que

f(x) ≤ ax−α,

pois f ∈ C∗ = {f ∈ C1 ∩ L1[0, 1] | f(x) ≤ ax−αm(f)}. E como f ∈ C1 temos

xα+1f(x) ≤ 1α+1f(1) ⇒ f(x) ≤ x−α−1f(1).

Tomando o ponto x∗ = a−1f(1). A esquerda, a primeira desigualdade é estrita e o oposto
vale à sua direita. Se x∗ > 1 então a−1f(1) > 1 ⇒ f(1) > a. De outra forma se x∗ < 1,
temos

1 = m(f) =
∫ 1

0
fdm =

∫ x∗

0
fdm+

∫ 1

x∗
fdm

≤
∫ x∗

0
aξ−αdm+

∫ 1

x∗
ξ−1−αf(1)dm

= aξ1−α

1 − α

∣∣∣∣∣
x∗

0
− ξ−α

α
f(1)

∣∣∣∣∣
1

x∗

= aξ1−α

1 − α

∣∣∣∣∣
x∗

0
+ ξ−α

α
f(1)

∣∣∣∣∣
x∗

1

= ax1−α
∗

1 − α
+ f(1)x

−α
∗
α

− f(1)
α

= aaα−1f(1)1−α

1 − α
+ aαf(1)1−α

α
− f(1)

α

≤ aαf(1)1−α

1 − α
+ aαf(1)1−α

α

= αaαf(1)1−α + aαf(1)1−α − αaαf(1)1−α

α(1 − α)

daí, vamos obter

1 ≤ aαf(1)1−α

α(1 − α) ⇒
[
α(1 − α)

aα

] 1
1−α

≤ f(1)
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do qual segue o lema.
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Capítulo 3

Uma perturbação aleatória

Neste capítulo, vamos mostrar as ideias chaves do artigo, que é a pertubação aleatória
e suas propriedades. Além disso, iremos definir o kernel do Operador Pertubado Pε e
mostrar que em S1 este kernel está limitado inferiormente por um valor γ > 0.

3.1 O Mapa Perturbado
Vamos identificar [0, 1] com o círculo S1, em S1 o mapa T não é suave, mas é continuo,

cuja identificação pode ser definida por

γ : [0, 1] → S1

γ(t) = e2πit

podemos definir a bola
Bε(x) = {y ∈ S1; |x− y|≤ ε}

e o operador média

Aεf(x) = 1
2ε

∫
Bε(x)

f(y)dy. (3.1)

Agora vamos definir o operador perturbado por

Pε = P nεAε

onde nε será especificado mais tarde.
O lema a seguir mostra que o operador perturbado não é muito diferente do original,
desde que consideremos os observáveis.

Lema 3.1.1. Para cada f ∈ C∗

∥P nεf − Pεf∥1 ≤ c1∥f∥1ε
1−α
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onde c1 = 10a
α(1 − α) .

Demonstração. Assumimos que f ∈ C∗ e
∫ 1

0
fdm = 1. Primeiro, observe que

∥P nεf − Pεf∥1 = ∥P nεf − P nεAεf∥1 (3.2)
= ∥P nε(f − Aεf)∥1 (3.3)
≤ ∥P nε∥1∥f − Aεf∥1 (3.4)
≤ ∥P∥nε

1 ∥f − Aεf∥1 (3.5)
≤ ∥f − Aεf∥1 (3.6)

onde em 3.5 usamos o fato que ∥P∥1 ≤ 1 uma vez que 1.2.9 vale. Vamos agora relembrar
as seguintes estimativas

f(x) ≤ ax−α (3.7)

f(y)
f(x) ≤

(
x

y

)1+α

∀ x ≥ y. (3.8)

Iremos limitar a norma L1 da diferença entre f e a média. Com efeito,

∥f − Aεf∥1 =
∫ 1

0
|f(x) − Aεf(x)|dx

=
∫ 1

0

∣∣∣∣∣f(x) − 1
2ε

∫
Bε(x)

f(y)dy
∣∣∣∣∣ dx

=
∫ 1−ε

ε

∣∣∣∣∣f(x) − 1
2ε

∫
Bε(x)

f(y)dy
∣∣∣∣∣ dx+

∫
Bε(0)

∣∣∣∣∣f(x) − 1
2ε

∫
Bε(x)

f(y)dy
∣∣∣∣∣ dx

=
∫ 1−ε

ε

∣∣∣∣∣ 1
2ε

∫
Bε(x)

f(x)dy − 1
2ε

∫
Bε(x)

f(y)dy
∣∣∣∣∣ dx

+
∫

Bε(0)

∣∣∣∣∣f(x) − 1
2ε

∫
Bε(x)

f(y)dy
∣∣∣∣∣ dx

=
∫ 1−ε

ε

1
2ε

∣∣∣∣∣
∫

Bε(x)
[f(x) − f(y)]dy

∣∣∣∣∣ dx+
∫

Bε(0)

∣∣∣∣∣f(x) − 1
2ε

∫
Bε(x)

f(y)dy
∣∣∣∣∣ dx

≤
∫ 1−ε

ε

(
1
2ε

∫
Bε(x)

|f(x) − f(y)| dy
)
dx+

∫
Bε(0)

∣∣∣∣∣f(x) + 1
2ε

∫
Bε(x)

f(y)dy
∣∣∣∣∣ dx

≤
∫ 1−ε

ε

(
1
2ε

∫
Bε(x)

|f(x) − f(y)| dy
)
dx+

∫
Bε(0)

(
|f(x)|+ 1

2ε

∫
Bε(x)

|f(y)|dy
)
dx

=
∫ 1−ε

ε

(
1
2ε

∫
Bε(x)

|f(x) − f(y)| dy
)
dx+

∫
Bε(0)

f(x)dx

+
∫

Bε(0)

(
1
2ε

∫
Bε(x)

f(y)dy
)
dx
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∥f − Aεf∥1 ≤
∫ 1−ε

ε

( 1
2ε

{∫ x

x−ε
|f(x) − f(y)| dy +

∫ x+ε

x
|f(x) − f(y)| dy

})
dx

+
∫

Bε(0)
f(x)dx+

∫
Bε(0)

(
1
2ε

∫
Bε(x)

f(y)dy
)
dx.

Usando 1.1.42, obtemos que

1
2ε

∫
Bε(0)

f(y)dy ≥ 1
2ε

∫
Bε(x)

f(y)dy

logo,

∥f − Aεf∥1 ≤
∫ 1−ε

ε

( 1
2ε

{∫ x

x−ε
|f(x) − f(y)| dy +

∫ x+ε

x
|f(x) − f(y)| dy

})
dx

+
∫

Bε(0)
f(x)dx+

∫
Bε(0)

(
1
2ε

∫
Bε(0)

f(y)dy
)
dx

≤
∫ 1−ε

ε

( 1
2ε

{∫ x

x−ε
|f(x) − f(y)| dy +

∫ x+ε

x
|f(x) − f(y)| dy

})
dx

+
∫

Bε(0)
f(x)dx+ 2ε

2ε

∫
Bε(0)

f(y)dy

=
∫ 1−ε

ε

( 1
2ε

{∫ x

x−ε
|f(x) − f(y)| dy +

∫ x+ε

x
|f(x) − f(y)| dy

})
dx

+
∫

Bε(0)
f(x)dx+

∫
Bε(0)

f(y)dy

≤
∫ 1−ε

ε

( 1
2ε

{∫ x

x−ε
|f(x) − f(y)| dy +

∫ x+ε

x
|f(x) − f(y)| dy

})
dx

+
∫

Bε(0)
f(x)dx+

∫
B2ε(0)

f(y)dy.

Finalmente, como x − ε ≤ y ≤ x ⇒ f(x) ≤ f(y) ⇒ f(x) − f(y) ≤ 0 e x ≤ y ⇒ f(y) ≤
f(x) ⇒ f(x) − f(y) ≥ 0, temos

∥f − Aεf∥1 ≤
∫ 1−ε

ε

( 1
2ε

∫ x

x−ε
[f(y) − f(x)]dy

)
dx+

∫ 1−ε

ε

( 1
2ε

∫ x+ε

x
[f(x) − f(y)]dy

)
dx

+
∫

Bε(0)
f(x)dx+

∫
B2ε(0)

f(y)dy

= 1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
[f(y) − f(x)]dy

)
dx+ 1

2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x+ε

x
[f(x) − f(y)]dy

)
dx

+
∫

Bε(0)
f(x)dx+

∫
B2ε(0)

f(y)dy

vamos desenvolver o primeiro termo da desigualdade acima,

1) 1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
[f(y) − f(x)]dy

)
dx

do seguinte modo. Observe que

1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
[f(y) − f(x)]dy

)
dx = 1

2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
f(y)

[
1 − f(x)

f(y)

]
dy

)
dx
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3. Uma perturbação aleatória

daí, x− ε ≤ y ⇒ x ≤ y + ε ⇒ f(y + ε) ≤ f(x) ⇒ f(y + ε)
f(y) ≤ f(x)

f(y) ⇒

− f(y + ε)
f(y) ≥ −f(x)

f(y) ⇒ 1 − f(y + ε)
f(y) ≥ 1 − f(x)

f(y) . Assim,

1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
f(y)

[
1 − f(x)

f(y)

]
dy

)
dx ≤ 1

2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
f(y)

[
1 − f(y + ε)

f(y)

]
dy

)
dx.

Agora, veja que y + ε ≥ y ⇒ f(y)
f(y + ε) ≤

(
y + ε

y

)1+α

⇒ − f(y)
f(y + ε) ≥ −

(
y + ε

y

)1+α

⇒

−f(y + ε)
f(y) ≤ −

(
y

y + ε

)1+α

⇒ 1 − f(y + ε)
f(y) ≤ 1 −

(
y

y + ε

)1+α

. Onde na primeira impli-

cação usamos a estimativa 3.8. Além disso, a estimativa 3.7, nos dá f(y) ≤ ay−α. Assim,

1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
[f(x) − f(y)]dy

)
dx

≤ 1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
f(y)

[
1 − f(y + ε)

f(y)

]
dy

)
dx

≤ 1
2ε

∫ 1−ε

ε

∫ x

x−ε
ay−α

1 −
(

y

y + ε

)1+α
 dy

 dx
= 1

2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
ay−αdy −

∫ x

x−ε

ay

(y + ε)1+α
dy

)
dx

= 1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
ay−αdy −

∫ x+ε

x

a(u− ε)
u1+α

du

)
dx

= 1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
ay−αdy −

∫ x+ε

x
au−αdu+

∫ x+ε

x
aεu−1−αdu

)
dx

= 1
2ε

∫ 1−ε

ε

ay1−α

1 − α

∣∣∣∣∣
x

x−ε

− au1−α

1 − α

∣∣∣∣∣
x+ε

x

− aεu−α

α

∣∣∣∣∣
x+ε

x

 dx
= 1

2ε

∫ 1−ε

ε

(
ax1−α

1 − α
− a(x− ε)1−α

1 − α
− a(x+ ε)1−α

1 − α
+ ax1−α

1 − α

)
dx

+ 1
2ε

∫ 1−ε

ε

(
−aε(x+ ε)−α

α
+ aεx−α

α

)
dx

= a

2(1 − α)ε

∫ 1−ε

ε

[
2x1−α − (x− ε)1−α − (x+ ε)1−α

]
dx

+ a

2α

∫ 1−ε

ε

[
x−α − (x+ ε)−α

]
dx

= a

2(1 − α)ε

[
2x2−α

2 − α
− (x+ ε)2−α

2 − α
− (x− ε)2−α

2 − α

] ∣∣∣∣∣
1−ε

ε

+ a

2α

[
x1−α

1 − α
− (x+ ε)1−α

1 − α

] ∣∣∣∣∣
1−ε

ε
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3. Uma perturbação aleatória

1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
[f(x) − f(y)]dy

)
dx

≤ a

2(1 − α)(2 − α)ε [2(1 − ε)2−α − 2ε2−α − 1 + (2ε)2−α − (1 − 2ε)2−α]

+ a

2α(1 − α) [(1 − ε)1−α − ε1−α − 1 + 21−αε1−α].

Agora na primeira expressão, da igualdade acima, considere

g(ξ) = (2ξ)2−α − 2ξ2−α − (1 − 2ξ)2−α − 1 + 2(1 − ξ)2−α

derivando g com relação a ξ obtemos

g′(ξ) = (2 − α)(2ξ)1−α2 − 2(2 − α)ξ1−α − (2 − α)(1 − 2ξ)1−α(−2)
+2(2 − α)(1 − ξ)1−α(−1)

= (2 − α)22−αξ1−α − 2(2 − α)ξ1−α + 2(2 − α)(1 − 2ξ)1−α − 2(2 − α)(1 − ξ)1−α

≤ (2 − α)22−αξ1−α − 2(2 − α)ξ1−α

= (2 − α)ξ1−α[22−α − 2].

Onde a primeira desigualdade acima obtemos do fato que definido

u(ξ) = 2(2 − α)(1 − ξ)1−α

u′(ξ) = −2(2 −α)(1 −α)(1 − ξ)−α é negativa, pois ξ ∈ [0, 1], logo u é decrescente e assim
2(2 − α)(1 − 2ξ)1−α − 2(2 − α)(1 − ξ)1−α < 0. Pelo Teorema do Valor Médio, aplicado a
g em [0, ε], existe um c ∈ (0, ε) tal que

g(ε) − g(0) = g′(c)(ε− 0)
(2ε)2−α − 2ε2−α − (1 − 2ε)2−α − 1 + 2(1 − ε)2−α = g′(c)ε

≤ (2 − α)c1−α[22−α − 2]ε
≤ (2 − α)ε2−α[22−α − 2]

onde na última desigualdade usamos o fato da função j(ξ) = ξ1−α ser crescente e c < ε,
daí
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3. Uma perturbação aleatória

a

2(1 − α)(2 − α)ε [2(1 − ε)2−α − 2ε2−α − 1 + (2ε)2−α − (1 − 2ε)2−α]

≤ a(2 − α)
2(1 − α)(2 − α)ε [22−α − 2]ε2−α

= a

2(1 − α) [22−α − 2]ε1−α

= a

1 − α
[21−α − 1]ε1−α

como 21−α < 2, obtemos 21−α − 1 < 1 e α < 1 ⇒ 1
α
> 1 e assim concluímos que

a

2(1 − α)(2 − α)ε [2(1 − ε)2−α − 2ε2−α − 1 + (2ε)2−α − (1 − 2ε)2−α] ≤ a

α(1 − α)ε
1−α.

No segundo termo, como (1 − ε) < 1 ⇒ (1 − ε)1−α < 1 ⇒ (1 − ε)1−α − 1 < 0 e −ε1−α < 0,
logo

a

2α(1 − α) [(1 − ε)1−α − ε1−α − 1 + 21−αε1−α] ≤ a

2α(1 − α)21−αε1−α

≤ a2ε1−α

2α(1 − α)
= a

α(1 − α)ε
1−α

podemos concluir do desenvolvimento dessas desigualdades que

1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
[f(y) − f(x)]dy

)
dx ≤ 2a

α(1 − α)ε
1−α

agora vamos desenvolver a segunda expressão,

2) 1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x+ε

x
[f(x) − f(y)]dy

)
dx.

Com efeito, observe que

1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x+ε

x
[f(x) − f(y)]dy

)
dx = 1

2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x+ε

x
f(y)

[
f(x)
f(y) − 1

]
dy

)
dx

desse modo, como x ≤ y ≤ x+ ε ⇒ x− ε ≤ y− ε ≤ x ⇒ y− ε ≤ x ⇒ f(x) ≤ f(y− ε) ⇒
f(x)
f(y) ≤ f(y − ε)

f(y) . Como y ≥ y − ε obtemos f(y − ε)
f(y) ≤

(
y

y − ε

)1+α

, onde novamente

utilizamos a estimativa 3.8 e pela estimativa 3.7 temos f(y) ≤ ay−α. Logo,
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1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x+ε

x
[f(x) − f(y)]dy

)
dx = 1

2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x+ε

x
f(y)

[
f(x)
f(y) − 1

]
dy

)
dx

≤ 1
2ε

∫ 1−ε

ε

∫ x+ε

x
ay−α

( y

y − ε

)1+α

− 1
 dy

 dx
= 1

2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x+ε

x

ay

(y − ε)1+α
dy −

∫ x+ε

x
ay−αdy

)
dx

= 1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε

a(u+ ε)
u1+α

du−
∫ x+ε

x
ay−αdy

)
dx

= 1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x

x−ε
au−αdu+

∫ x

x−ε
aεu−1−αdu−

∫ x+ε

x
ay−αdy

)
dx

= 1
2ε

∫ 1−ε

ε

au1−α

1 − α

∣∣∣∣∣
x

x−ε

− aεu−α

α

∣∣∣∣∣
x

x−ε

− ay1−α

1 − α

∣∣∣∣∣
x+ε

x

 dx

= 1
2ε

∫ 1−ε

ε

[
ax1−α

1 − α
− a(x− ε)1−α

1 − α
− aεx−α

α
+ aε(x− ε)−α

α

]
dx

− 1
2ε

∫ 1−ε

ε

[
a(x+ ε)1−α

1 − α
− ax1−α

1 − α

]
dx

= a

2ε(1 − α)

∫ 1−ε

ε
[2x1−α − (x− ε)1−α − (x+ ε)1−α]dx

+ a

2α

∫ 1−ε

ε
[(x− ε)−α − x−α]dx

= a

2ε(1 − α)

[
2x2−α

2 − α
− (x− ε)2−α

2 − α
− (x+ ε)2−α

2 − α

] ∣∣∣∣∣
1−ε

ε

+ a

2α

[
(x− ε)1−α

1 − α
− x1−α

1 − α

] ∣∣∣∣∣
1−ε

ε

= a

2ε(1 − α)(2 − α) [2(1 − ε)2−α − (1 − 2ε)2−ε − 1 − 2ε2−α + (2ε)2−α]

+ a

2(1 − α)α [(1 − 2ε)1−α − (1 − ε)1−α + ε1−α].

Tomando h(ξ) = 2(1 − ξ)2−α − (1 − 2ξ)2−α − 1 − 2ξ2−α + (2ξ)2−α temos que

h′(ξ) = 2(2 − α)(1 − ξ)1−α.(−1) − (2 − α)(1 − 2ξ)1−α(−2) − 2(2 − α)ξ1−α

+(2 − α)(2ξ)1−α.2
= −2(2 − α)(1 − ξ)1−α + 2(2 − α)(1 − 2ξ)1−α − 2(2 − α)ξ1−α + 2(2 − α)(2ξ)1−α
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3. Uma perturbação aleatória

como (1 − ξ)1−α > (1 − 2ε)1−α ⇒ 2(2 − α)(1 − 2ξ)1−α − 2(2 − α)(1 − ξ)1−α < 0, assim

h′(ξ) ≤ (2 − α)ξ1−α[22−α − 2].

Novamente, pelo Teorema do Valor Médio, existe um d ∈ (0, ε) tal que

h(ε) − h(0) = h′(d)(ε− 0)
2(1 − ε)2−α − (1 − 2ε)2−α − 1 − 2ε2−α + (2ε)2−α = h′(d)ε

≤ (2 − α)d1−α[22−α − 2]ε
≤ (2 − α)ε2−α[22−α − 2]

logo,

a

2ε(1 − α)(2 − α) [2(1 − ε)2−α − (1 − 2ε)2−ε − 1 − 2ε2−α + (2ε)2−α] ≤ a(2 − α)
2ε(1 − α)(2 − α)ε

2−α

≤ a

1 − α
[21−α − 1]ε1−α

≤ a

1 − α
ε1−α

portanto,

a

2ε(1 − α)(2 − α) [2(1 − ε)2−α − (1 − 2ε)2−ε − 1 − 2ε2−α + (2ε)2−α] ≤ a

α(1 − α)ε
1−α.

Para a segunda expressão,

a

2α(1 − α) [(1 − 2ε)1−α − (1 − ε)1−α + ε1−α] ≤ a

2α(1 − α)ε
1−α

≤ a

α(1 − α)ε
1−α.

Portanto, 1
2ε

∫ 1−ε

ε

(∫ x+ε

x
[f(x) − f(y)]dy

)
dx ≤ 2a

α(1 − α)ε
1−α.

Agora usando a identificação de [0, 1] com S1, obtemos que:

1) lim
x→0+

x−α = ∞

2) lim
θ→0−

x−α = 1
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logo,
∫ 0

−ε
x−αdx <

∫ ε

0
x−αdx. Usando esse fato, obtemos

∫
Bε(0)

f(x)dx =
∫ ε

−ε
f(x)dx

=
∫ 0

−ε
f(x)dx+

∫ ε

0
f(x)dx

≤ 2
∫ ε

0
ax−αdx

= 2a
∫ ε

0
x−αdx

= 2a
1 − α

ε1−α

≤ 2a
α(1 − α)ε

1−α.

Do mesmo modo temos,
∫

B2ε(0)
f(y)dy =

∫
B2ε(0)

f(x)dx

=
∫ 2ε

−2ε
f(x)dx

=
∫ 0

−2ε
f(x)dx+

∫ 2ε

0
f(x)dx

≤ 2
∫ 2ε

0
ax−αdx

= 2a
∫ 2ε

0
x−αdx

∫
B2ε(0)

f(y)dy ≤ 2a
1 − α

(2ε)1−α

≤ 4a
α(1 − α)ε

1−α.

Desse modo, usando todas as desigualdades encontradas na expressão

∥f − Aεf∥1 ≤
∫ 1−ε

ε

( 1
2ε

{∫ x

x−ε
|f(x) − f(y)| dy +

∫ x+ε

x
|f(x) − f(y)| dy

})
dx

+
∫

Bε(0)
f(x)dx+

∫
B2ε(0)

f(y)dy

obtemos,

∥f − Aεf∥1 ≤ 2a
α(1 − α)ε

1−α + 2a
α(1 − α)ε

1−α + 2a
α(1 − α)ε

1−α + 4a
α(1 − α)ε

1−α

≤ 10a
α(1 − α)ε

1−α
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o que prova o lema.

Agora vamos obter uma nova expressão para o operador perturbado. Com efeito, para
qualquer f ∈ C∗ e pela proposição 1.2.14 temos que

Pεf(x) = P nεAεf(x)

= P nε
1
2ε

∫
Bε(x)

f(z)dz

=
∑

y∈T −nε (x)

1
|DyT nε|

1
2ε

∫
Bε(y)

f(z)dz

=
∑

y∈T −nε (x)

1
|DyT nε|

1
2ε

∫ 1

0
χBε(y)(z)f(z)dz

=
∑

y∈T −nε (x)

1
2ε

∫ 1

0
χBε(y)(z)

f(z)
|DyT nε|

dz

= 1
2ε

∫ 1

0

∑
y∈T −nε (x)

χBε(y)(z)
f(z)

|DyT nε|
dz

= 1
2ε

∫ 1

0

∑
y∈T −nε (x)

χBε(z)(y)
|DyT nε |

f(z)dz

= 1
2ε

∫ 1

0
P nεχBε(z)(x)f(z)dz

=
∫ 1

0
Kε(x, z)f(z)dz.

Portanto,
Pεf(x) =

∫ 1

0
Kε(x, z)f(z)dz.

Onde obtemos a igualdada da sétima linha pelo fato que, se z ∈ Bε(y), então y ∈ Bε(z),
pois |y−z|< ε, por outro lado se z /∈ Bε(y), então y /∈ Bε(z), pois |y−z|≥ ε, logo devemos
ter χBε(z)(y) = χBε(y)(z).
Nossa próxima tarefa é encontrar um limite inferior para o Kernel Kε(x, z). Para este
propósito, vamos definir T1 como o mapa T restrito ao intervalo [0, 1

2 ] e an = T−n
1 1. Temos

o seguinte limite assintótico para a sequência an.

Lema 3.1.2. Para todos os inteiros n > 0, o seguinte é válido

an ≤ 2( 1
α2 + 1

α)n(− 1
α)

Demonstração. O lema é comprovado por indução. Primeiro, é claramente satisfeito para
n = 1, pois

a1 = T−1
1 1 = 1

2 = 2−1 < 2( 1
α2 + 1

α).

Em seguida vamos supor que an < cn(− 1
α) e vamos provar que an+1 < c(n + 1)(− 1

α). Se
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for falso, então

an = T−n
1 1

= T
1+(−1+n)
1 1

= T1(T−(n+1)
1 1)

= T1(an+1)
= an+1(1 + 2αaα

n+1)
≥ c(n+ 1)− 1

α (1 + 2αcα(n+ 1)−1)

pela suposição de an, obtemos

cn− 1
α ≥ c(n+ 1)− 1

α (1 + 2αcα(n+ 1)−1)

n− 1
α ≥ (n+ 1)− 1

α

(
1 + 2αcα

n+ 1

)

ou equivalente,

(
n

n+ 1

)− 1
α

≥ 1 + 2αcα

n+ 1 (3.9)(
1 + 1

n

) 1
α

≥ 1 + 2αcα

n+ 1 . (3.10)

Agora considere a função f(ξ) = ξ
1
α − 1, vemos que f ′(ξ) = 1

α
ξ(

1
α

−1), consequentemente,

f”(ξ) = 1
α

( 1
α

− 1
)
ξ

1
α

−2. Como 0 < α < 1, temos 1
α

( 1
α

− 1
)
> 0 e ξ(

1
α

−2) ≥ 0, pois
ξ ≥ 0, então f”(ξ) ≥ 0, ∀ξ ≥ 0, logo f é convexa. Desse modo,

1 + 1
n

= 1 + 2
n

− 1
n

= (1 − 1
n

)1 + 2. 1
n
.

Logo, por convexidade, segue que

f
(

1 + 1
n

)
= f

[
(1 − 1

n
)1 + 2 · 1

n

]
(3.11)

≤
(

1 − 1
n

)
f(1) + 1

n
f(2) (3.12)

=
(

1 − 1
n

)
· 0 + 1

n
f(2) (3.13)

= 1
n
f(2) (3.14)

= 1
n

(2 1
α − 1). (3.15)

Assim,
f
(

1 + 1
n

)
≤ 1
n

(2 1
α − 1). (3.16)
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como f
(

1 + 1
n

)
=
(

1 + 1
n

) 1
α

− 1, segue que da desigualdade 3.16 e da 3.10 que

(2 1
α − 1) 1

n
≥ 2αcα

n+ 1

isto é,

(2 1
α − 1)n+ 1

n
≥ 2αcα

2−α(2 1
α − 1)n+ 1

n
≥ cα

2−α+1(2 1
α − 1) ≥ cα

o que é contraditório, pois se escolhermos c = 2
1

α2 + 1
α temos

cα = 2 1
α

+1 = 2.2 1
α > 2−α+1(2 1

α − 1) ≥ cα

Definimos ∆k = [ak, ak−1] para cada k > 0. Agora somos capazes de provar

Proposição 3.1.3. Existe γ > 0 tal que para cada ε > 0, x, z ∈ S1

Kε(x, z) ≥ γ

desde que escolhamos nε = [22+ 1
α ε−α] + 1. Aqui os colchetes representam a parte inteira.

Demonstração. Em primeiro lugar escolhemos k0 = 3. Em seguida observe que para cada
intervalo J e inteiro m

(PmχJ)(x) =
∑

y∈T −m(x)

χJ(y)
|DyTm|

=
∑

y∈T −m(x)

χJ(y)
DyTm

. (3.17)

Agora, se χJ(y) = 1, então y ∈ J , como y ∈ T−m(x) temos Tm(y) = x, logo x ∈ Tm(J),
consequentemente, χT mJ(x) = 1. Por outro lado, se χJ(y) = 0, então y /∈ J e utilizando
o mesmo raciocínio vamos obter que x /∈ Tm(J), ou seja, χT mJ(x) = 0. Logo podemos
concluir que

χT mJ(x) = χJ(y). (3.18)

Consequentemente, de 3.17 obtemos

PmχJ(x) ≥ χT mJ(x) · inf
y∈J

(DyT
m)−1.

Seja δ0 = ak0−ak0+1. Como cada intervalo J aplicado em T sofre uma expansão existe n0 ∈
N tal que T n0(J) = [0, 1], logo para n ≥ n0 teremos χT nJ(x) ≡ 1, então encontraremos
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3. Uma perturbação aleatória

um c0 tal que para todo intervalo I de tamanho maior que δ0 vale

P nχI ≥ c0

quando n ≥ n0. Assim, a tarefa é controlar o inf
y∈J

(DyT
m)−1, onde m é o tempo necessário

para que o intervalo J se torne um intervalo de tamanho δ0. Seja I0 = [0, ak0 ]. Tomando
um intervalo J , três possibilidades podem ocorrer:

1) J ∩ I0 = ∅.

2) J ∩ I0 ̸= ∅ e J contém, no máximo, um ak para k > k0.

3) J contém mais de um ak para k > k0.

Podemos associar a cada J uma sequência n1, k1, ..., kp−1, np de inteiros (n1 pode ser nulo)
retraçando a trajetória de J da seguinte maneira: Para o tempo n1, T n1(J) ∩ I0 = ∅,
então a imagem de J entra na região intermitente I0 e T k1+n1(J)∩ I0 ̸= ∅, onde T k1+n1(J)
contém no máximo, um ak para k > k0 e k = k1 + k0, então após k1 interações ela existe
a partir de I0. Então a imagem de J fica na região hiperbólica por n2 iterações, e assim
por diante. Finalmente terminamos quando o tamanho do intervalo torna-se maior que
δ0 ou se a imagem de J contém mais de um ak para k > k0. Vamos ver o que acontece
nesses regimes.

1) Sejam D = sup
y∈[ak0+1,1]

D2
yT

DyT 2 e r = (Dak0+1T )−1. Para n ≤ n1 as estimativas de

distorção usuais produzem, para cada y ∈ J , com c2 = D

1 − r
,

DyT
n|J |

|T nJ |
≤ Exp[c2|T nJ |]. (3.19)

Com efeito, para n ≤ n1 temos que para cada y1, y2 ∈ J ,

log
(
Dy1T

n

Dy2T
n

)
= log


n−1∏
j=0

DT j(y1)T

n−1∏
j=0

DT j(y2)T

 (3.20)

=
n−1∑
j=0

(logDT j(y1)T − logDT j(y2)T ). (3.21)

Usando o Teorema do Valor Médio em cada parcela em 3.21, obtemos um cj ∈ (T j(y1), T j(y2)),
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3. Uma perturbação aleatória

para cada j ∈ 0, 1, ..., n− 1, tal que

log
(
Dy1T

n

Dy2T
n

)
=

n−1∑
j=0

(logDT j(y1)T − logDT j(y2)T ) (3.22)

≤
n−1∑
j=0

[logDξT ]′
∣∣∣
ξ=cj

.|T j(y1) − T j(y2)| (3.23)

=
n−1∑
j=0

D2
cj
T

Dcj
T
.|T j(y1) − T j(y2)| (3.24)

≤
n−1∑
j=0

D2
cj
T

Dcj
T
.

1
λn−j

.|T n(y1) − T n(y2)|. (3.25)

Onde em 3.24 usamos a proposição 1.2.15, onde estamos supondo conhecido o valor de λ.
Nosso candidato ao valor de λ é encontrado do seguinte modo, observe que para n ≤ n1

vale que T n(J) ∩ I0 = ∅, logo DyT > Dak0+1T , para todo y ∈ T n(J), uma vez que, DξT é
uma função crescente. Assim,

log
(
Dy1T

n

Dy2T
n

)
≤

n−1∑
j=0

D2
cj
T

Dcj
T
.

1
(Dak0+1T )n−j

.|T n(y1) − T n(y2)| (3.26)

≤
n−1∑
j=0

D2
cj
T

Dcj
T
.

1
Dak0+1T

(
1

Dak0+1T

)n−1−j

.|T nJ | (3.27)

como ak0 < cj, ak0+1 < ak0 , DyT crescente e D2
yT decrescente, temos

D2
cj
T

Dcj
T
<
D2

ak0
T

Dak0
T
<
D2

ak0+1
T

Dak0
T

(3.28)

logo,
D2

cj
T

Dcj
T
.

1
Dak0+1T

<
D2

ak0+1
T

Dak0
T
.

1
Dak0+1T

= D = sup
y∈[ak0+1,1]

D2
yT

DyT 2 (3.29)

Portanto, usando 3.29 em 3.27 temos

log
(
Dy1T

n

Dy2T
n

)
≤ D.|T nJ |

n−1∑
j=0

(
1

Dak0+1T

)n−1−j

= D.|T nJ |
n−1∑
j=0

(
1

Dak0+1T

)j

≤ D.|T nJ |
∞∑

j=0

(
1

Dak0+1T

)j

≤ D

1 − r
|T nJ |
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onde r = 1
Dak0+1T

. Pela última expressão obtemos,

Dy1T
n

Dy2T
n

≤ Exp[c2|T nJ |] (3.30)

com c2 = D

1 − r
. Como a desigualdade vale para qualquer y1, y2 ∈ J e n ≤ n1, se

J = [a1, a2], então T n(J) = [T n(a1), T n(a2)]. Logo pelo Teorema do Valor Médio, temos
que existe y2 ∈ J aplicado em T n tal que

|T nJ |= Dy2T
n · |J |. (3.31)

Substituindo 3.31 em 3.30, obtemos a expressão 3.19. Consequentemente, podemos ob-
servar que 3.19 nos dá um controle sobre DyT

n para n ≤ n1.

2) Seja J1 = T n1J . Vamos ver o que acontece na região intermitente. Supondo que
J1 ⊂ (ak+1, ak−1), isto é, J1 contém no máximo um ak, com k = k0 +k1. Neste caso,
um cálculo direto para j ≤ k1 e y1, y2 ∈ J1 implica

log
(
Dy1T

j

Dy2T
j

)
= log


j−1∏
i=0
DT i(y1)T

j−1∏
i=0
DT i(y2)T

 (3.32)

=
j−1∑
i=0

(logDT i(y1)T − logDT i(y2)T ). (3.33)

Pelo Teorema do Valor Médio, para cada i temos que existe um ci ∈ (T i(y1), T i(y2)) tal
que

log
(
Dy1T

j

Dy2T
j

)
≤

j−1∑
i=0

D2
ci
T

Dci
T
.|T i(y1) − T i(y2)|. (3.34)

Como y1, y2 ∈ J1 ⊂ (ak+1, ak−1), temos (y1, y2) ⊂ (ak+1, ak−1). Consequentemente,
(T i(y1), T i(y2)) ⊂ (ak+1−i, ak−1−i). Logo para cada i, temos

D2
ci
T ≤ sup

ξ∈[ak+1−i,ak−1−i]
D2

ξT (3.35)

e
inf

ξ∈[ak+1−i,ak−1−i]
DξT ≤ Dci

T ⇒ 1
Dci

T
≤ 1

inf
ξ∈[ak+1−i,ak−1−i]

DξT
. (3.36)
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Assim,

D2
ci
T

Dci
T

≤
sup

ξ∈[ak+1−i,ak−1−i]
D2

ξT

inf
ξ∈[ak+1−i,ak−1−i]

DξT
(3.37)

logo,

log
(
Dy1T

j

Dy2T
j

)
≤

j−1∑
i=0

sup
ξ∈[ak+1−i,ak−1−i]

D2
ξT

inf
ξ∈[ak+1−i,ak−1−i]

DξT
· |T i(y1) − T i(y2)| (3.38)

=
j∑

i=1

sup
ξ∈[ak+2−i,ak−i]

D2
ξT

inf
ξ∈[ak+2−i,ak−i]

DξT
· |T i−1(y1) − T i−1(y2)|. (3.39)

Como T é expansora em [ak, ak−1] e j ≤ k1 temos

log
(
Dy1T

j

Dy2T
j

)
≤

k1∑
i=1

sup
ξ∈[ak+2−i,ak−i]

D2
ξT

inf
ξ∈[ak+2−i,ak−i]

DξT
· |T i(y1) − T i(y2)| (3.40)

Dy1T
j

Dy2T
j

≤ Exp

 k1∑
i=1

sup
ξ∈[ak+2−i,ak−i]

D2
ξT

inf
ξ∈[ak+2−i,ak−i]

DξT
· |T i(y1) − T i(y2)|

 . (3.41)

Para x ∈ [0, 1
2) temos T (x) = x+ 2αxα+1, logo

I. T ′(x) = 1 + (α + 1)2αxα (crescente)

II. T ′′(x) = (α + 1)α2αxα−1 (decrescente)

Para cada i ∈ {1, 2, ..., k1},

sup
ξ∈[ak+2−i,ak−i]

D2
ξT = (α + 1)α2αaα−1

k+2−i

e
inf

ξ∈[ak+2−i,ak−i]
DξT = Dak+2−i

T

logo, usando essas expressões em 3.41 teremos

Dy1T
j

Dy2T
j

≤ Exp
 k1∑

i=1
(α + 1)α2αaα−1

k+2−i(Dak+2−i
T )−1|T i(y1) − T i(y2)|

 (3.42)
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usando 1.2.15 na desigualdade acima e considerando λ = inf Dak+2−i
T , obtemos

Dy1T
j

Dy2T
j

≤ Exp
 k1∑

i=1
(α + 1)α2αaα−1

k+2−i(Dak+2−i
T )−k1+i|T k1(y1) − T k1(y2)|

 (3.43)

≤ Exp
 k1∑

i=1
(α + 1)α2αaα−1

k+2−i((Dak+2−i
T )k1−i)−1|T k1J1|

 (3.44)

onde em 3.44 usamos o fato que y1, y2 ∈ J1 ⇒ (y1, y2) ⊂ J1 ⇒ (T i(y1), T i(y2)) ⊂ T i(J1) ⊂
T k1J1, ou seja, |T i(y1) − T i(y2)|≤ |T k1J1|, para cada i ∈ {1, 2, ..., k1}. Seja q = k − i + 2
como 1 ≤ i ≤ k1 temos

1 ≤ i ≤ k1 .(−1)
−k1 ≤ −i ≤ −1

k − k1 ≤ k − i ≤ k − 1
k − k1 + 2 ≤ k − i+ 2 ≤ k + 1

k0 + 2 ≤ q ≤ k0 + k1 + 1

e k1 − i = q − (k0 + 2). Assim, fazendo as substituições acima em 3.44, segue que

Dy1T
j

Dy2T
j

≤ Exp
k0+k1+1∑

q=k0+2
(α + 1)α2αaα−1

q (DaqT
q−(k0+2))−1|T k1J1|

 . (3.45)

Como o mapa é convexo, temos

T (x) − T (a) ≥ DaT (x− a), com x > a. (3.46)

Por outro lado,

DaqT
q−(k0+2) =

q−(k0+2)−1∏
j=0

DT j(aq)T (3.47)

= DaqT ·Daq−1T ·Daq−2T · . . . ·Dak0+4T ·Dak0+3T (3.48)

Se x < a em 3.46 teremos T (x) − T (a)
x− a

≤ DaT . Substituindo esse resultado em cada
produto de 3.48, obtemos
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DaqT
q−(k0+2) ≥ T (x) − T (aq)

x− aq

· T (x) − T (aq−1)
x− aq−1

. · · · .T (x) − T (ak0+3)
x− ak0+3

= T (x) − aq−1

x− aq

· T (x) − aq−2

x− aq−1
. · · · .T (x) − ak0+2

x− ak0+3

= T (aq−1) − aq−1

aq−1 − aq

· T (aq−2) − aq−2

aq−2 − aq−1
. · · · .T (ak0+2) − ak0+2

ak0+2 − ak0+3

= aq−2 − aq−1

aq−1 − aq

· aq−3 − aq−2

aq−2 − aq−1
. · · · .ak0+1 − ak0+2

ak0+2 − ak0+3

= ((((((aq−2 − aq−1

aq−1 − aq

· ((((((aq−3 − aq−2

((((((aq−2 − aq−1
. · · · .ak0+1 − ak0+2

(((((((
ak0+2 − ak0+3

= ak0+1 − ak0+2

aq−1 − aq

≥ r · ak0+1 − ak0+2

aq−1 − aq

= r · T (ak0+2) − ak0+2

T (aq) − aq

= r ·
ak0+2 + 2αaα+1

k0+2 − ak0+2

aq + 2αaα+1
q − aq

= r ·
aα+1

k0+2
aα+1

q

= r · (ak0+2)α+1 · a−(1+α)
q .

Usando a desigualdade acima, em 3.45, temos

Dy1T
j

Dy2T
j

≤ Exp
k0+k1+1∑

q=k0+2
(α + 1)α2αaα−1

q (DaqT
q−(k0+2))−1|T k1J1|

 (3.49)

≤ Exp
k0+k1+1∑

q=k0+2
(α + 1)α2αaα−1

q r−1 · (a1+α
k0+2)−1a1+α

q |T k1J1|

 (3.50)

= Exp
k0+k1+1∑

q=k0+2
(α + 1)α2αa2α

q r−1 · (a1+α
k0+2)−1|T k1J1|

 . (3.51)

Usando o Lema 3.1.2 em 3.50, obtemos

Dy1T
j

Dy2T
j

≤ Exp
k0+k1+1∑

q=k0+2
(α + 1)α2 2

α
+2q−2r−1 · (a1+α

k0+2)−1|T k1J1|

 . (3.52)

Tomando c̃3 = α(α + 1)2 2
α

+2r−1(a1+α
k0+2)−1, teremos

Dy1T
j

Dy2T
j

≤ Exp
k0+k1+1∑

q=k0+2
c̃3q

−2|T k1J1|

 (3.53)
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considerando c3 = c̃3.
k0+k1+1∑
q=k0+2

q−2, vamos concluir que

Dy1T
j

Dy2T
j

≤ Exp
[
c3|T k1J1|

]
(3.54)

e o regime 2) está mostrado.

3) Finalmente, vejamos o que acontece se K = T jJ contém mais de um ak para k > k0.

Se mais de um terço do tamanho de K está em [a1, 1], então consideramos K ∩ [a1, 1] e
o caso 1) é válido para sempre, perdendo apenas o fator 1

3 . Caso contrário, cortamos K

em pedaços ∆k− , · · · ,∆k+ de modo que a união deles seja de tamanho maior que |K|
3 .

Para estes ∆k, o cálculo anterior produz

P k−k0χ∆k
≥ X∆k0

Exp[−c3|∆k0|]
|∆k0 |

|∆k|. (3.55)

Portanto, com l = n0 + k+ − k0

P lχK ≥
k+∑

k=k−

P l+k0−kP k−k0χ∆k

≥
k+∑

k=k−

c0
Exp[−c3δ0]

δ0
|∆k|

≥ c0
Exp[−c3δ0]

δ0

|K|
3 .

Uma vez que controlamos o que acontece em cada região, é possível estimar a distorção
total após m = n1 + k1 + · · · + np + l iterações, onde l = n0 se o caso 3) nunca acontecer
(l = n0 + k+ − k0) se o caso 3) ocorrer.

PmχJ ≥ P lP npP kp−1 · · ·P n2P k1P n1χJ

≥ |J | c0

3δ0
Exp[−c3δ0 − c2|T np+···+k1+n1J |− · · · − c3|T k1+n1J |−c2|T n1J |]

≥ |J | c0

3δ0
Exp[−(c2 + c3)δ0(1 + rnp + rnp+np−1 + · · · + rnp+np−1+···+n2)]

≥ |J | c0

3δ Exp
[
−(c2 + c3)δ0r

1 − r

]
:= γ|J |.

Para concluir, precisamos corrigir nε. Escolhemos o supremo sobre todos os valores pos-
síveis de m = n1 + k1 + · · · + np + l, associados a intervalos J de tamanho 2ε. É imediato
ver que o pior cenário é quando o caso 3) acontece no inicio e J =

(
−2ε

3 ,
4ε
3

)
. Neste

caso, m é tal que ak0+m ≤ 2ε
3 . Claramente, nε =

[
22+ 1

α ε−α
]

+ 1 é grande o suficiente e o
lema está provado.

52



Capítulo 4

Decaimento de Correlações

Neste Capítulo, apresentaremos a demonstração do nosso resultado principal, onde
iremos provar que o Mapa de Manneville-Pomeau T possui decaimento polinomial das
funções correlações.

4.1 Convergência Exponencial em L1

A proposição 3.1.3 permite concluir imediatamente que Pε tem uma densidade invari-
ante para qual converge exponencialmente rápido em L1. De fato , vamos relembrar bre-
vemente o seguinte argumento: Defina Ω = [0, 1] e considere f ∈ L1(Ω) com

∫
Ω
fdm = 0.

Relembre que Pε1 = 1, uma vez que

Pεf(x) =
∫ 1

0
Kε(x, z)f(z)dz (4.1)

e como Kε(x, z) = 1
2εP

nεχBε(z)(x), temos

Pε1 =
∫ 1

0
Kε(x, z)dz

= 1
2ε

∫ 1

0
P nεχBε(z)(x)dz

= 1
2ε

∫ 1

0
χBε(z)(x)dz

= 2ε
2ε

= 1
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e assim temos Pε1 = 1. Também definimos Ω+
ε = {x ∈ Ω| Pεf ≥ 0} e Ω+ = {x ∈ Ω|f ≥

0}, então

||Pεf ||1 =
∫

Ω
|Pεf(x)|dx

=
∫

Ω
[Pεf(x)]+dx+

∫
Ω
[Pεf(x)]−dx

=
∫

Ω+
ε

[Pεf(x)]+dx+
∫

Ω/Ω+
ε

[Pεf(x)]+dx+
∫

Ω+
ε

[Pεf(x)]−dx+
∫

Ω/Ω+
ε

[Pεf(x)]−dx

=
∫

Ω+
ε

Pεf(x)dx−
∫

Ω/Ω+
ε

Pεf(x)dx

= 2
∫

Ω+
ε

Pεf(x)dx

= 2
∫

Ω+
ε

∫
Ω
Kε(x, y)f(y)dydx

= 2
∫

Ω
f(y)

∫
Ω+

ε

Kε(x, y)dxdy

= 2
∫

Ω
f(y)

{∫
Ω+

ε

[Kε(x, y) − γ]dx+
∫

Ω+
ε

γdx
}
dy

= 2
∫

Ω
f(y)

∫
Ω+

ε

[Kε(x, y) − γ]dxdy + 2
∫

Ω
f(y)

∫
Ω+

ε

γdxdy

= 2
∫

Ω
f(y)

∫
Ω+

ε

[Kε(x, y) − γ]dxdy + 2γmx(Ω+
ε )
∫

Ω
f(y)dy

= 2
∫

Ω
f(y)

∫
Ω+

ε

[Kε(x, y) − γ]dxdy

≤ 2
∫

Ω+
f(y)

∫
Ω
[Kε(x, y) − γ]dxdy

= 2
∫

Ω+
f(y)

{∫
Ω
Kε(x, y)dx−

∫
Ω
γdx

}
dy

= 2
∫

Ω+
f(y)[1 − γmx(Ω)]dy

= 2
∫

Ω+
f(y)(1 − γ)dy.

Assim,

||Pεf ||1 ≤ (1 − γ) · 2
∫

Ω+
f(y)dy

= (1 − γ)
[∫

Ω+
f(y)dy +

∫
Ω+
f(y)dy

]

= (1 − γ)
{∫

Ω
[f(y)]+dy +

∫
Ω
[f(y)]+dy

}
= (1 − γ)

{∫
Ω
[f(y)]+dy +

∫
Ω
[f(y)]−dy

}
= (1 − γ)||f ||1.

Desse modo, concluímos
||Pεf ||1≤ (1 − γ)||f ||1. (4.2)
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Agora, para cada f ∈ L1(Ω) e definindo ∏ f =
∫

Ω
fdm, vale que

||(Pε −
∏

)nf ||1= ||Pn
ε (1 −

∏
)f ||1≤ (1 − γ)n||f ||1 (4.3)

Por indução em n vamos mostrar que a primeira igualdade é verdadeira.

• Para n = 1

Pε(f −
∏
f) = Pεf − Pε

∏
f

= Pεf −
∏
f · Pε1

= Pεf −
∏
f · 1

= Pεf −
∏
f

= (Pε −
∏

)f

logo, Pε(f −∏
f) = Pε(1 −∏)f .

• Para n = 2

(Pε −
∏

)2f = (P2
ε − Pε

∏
−
∏

Pε +
∏2)f

= P2
εf − Pε

∏
f −

∏
Pεf +

∏2
f

= P2
εf −

∏
f · Pε1 −

∏
Pεf +

∏
f

= P2
εf −

∏
f −

∏
Pεf +

∏
f

= P2
εf −

∏
Pεf.

Por outro lado, P2
ε(1 − ∏)f = P2

εf − P2
ε

∏
f = P2

εf − ∏
f . Logo, conseguiremos o caso

n = 2 se ∏
Pεf =

∏
f.
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De fato,

∏
Pεf(x) =

∫
Ω
Pεf(x)dx

=
∫

Ω
P nεAf(x)dx

=
∫

Ω
Af(x)dx

=
∫

Ω

1
2ε

∫
Bε(x)

f(y)dydx

= 1
2ε

∫
Ω

∫
Ω
χBε(x)(y)f(y)dydx

= 1
2ε

∫
Ω
f(y)

∫
Ω
χBε(x)(y)dxdy

= 1
2ε

∫
Ω
f(y)

∫
Ω
χBε(y)(x)dxdy

= 1
2ε

∫
Ω
f(y) · 2εdy

=
∫

Ω
f(y)dy

=
∏
f.

Portanto, teremos (Pε −∏)2f = P2
εf −∏Pεf = P2

εf −∏
f = P2

ε(1 −∏)f ,e o caso n = 2
está provado.

• Suponha agora que o resultado seja válido para n = k, ou seja

(Pε −
∏

)kf = Pk
ε(1 −

∏
)f

Vamos usar o seguinte lema para concluir o nosso raciocínio.

Lema 4.1.1. Os operadores Pε e 1 − ∏ são comutativos. Além disso, 1 − ∏ é uma
projeção, ou seja, (1 −∏)2 = 1 −∏.

Demonstração. Observe que para cada f ∈ L1(Ω), temos

Pε(1 −
∏

)f = Pεf −
∏
f

= 1 · Pεf −
∏

Pεf

= (1 −
∏

)Pεf

o que comprova a comutatividade dos dois aperadores. Para a última afirmação, observe
que

(1 −
∏

)2 = (1 −
∏

)(1 −
∏

)
= 1

2 − 1

∏
−
∏

1 +
∏2

= 1 − 2
∏

+
∏

= 1 −
∏
.
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Assim, para n = k + 1, temos

(Pε −
∏

)k+1f = (Pε −
∏

)k(Pε −
∏

)f
= Pk

ε(1 −
∏

)(Pε −
∏

)f
= Pk

ε(1 −
∏

)Pε(1 −
∏

)f
= Pk

ε(1 −
∏

)kPε(1 −
∏

)f
= [Pε(1 −

∏
)]kPε(1 −

∏
)f

= [Pε(1 −
∏

)]k+1f

= Pk+1
ε (1 −

∏
)k+1f

= Pk+1
ε (1 −

∏
)f.

Portanto, pelo principio de indução finita temos que

||(Pε −
∏

)nf ||1= ||Pn
ε (1 −

∏
)f ||1.

Agora observe que
∫

Ω
(1−

∏
)fdm =

∫
Ω
fdm−

∫
Ω

∏
fdm =

∫
Ω
fdm−

∫
Ω
fdm = 0. Logo

a função (1 −∏)f ∈ L1(Ω) com
∫

Ω
(1 −

∏
)fdm = 0. Além disso, podemos observar que

∫
Ω
Pε(1 −

∏
)fdm =

∫
Ω
(1 −

∏
)fdm = 0 (4.4)

e indutivamente a igualdade vale para qualquer iterado de Pε. Desse modo, podemos usar
o resultado

||Pεf ||1≤ (1 − γ)||f ||1.

Com efeito,

||Pn
ε (1 −

∏
)f ||1 = ||PεPn−1

ε (1 −
∏

)f ||1
≤ (1 − γ)||Pn−1

ε (1 −
∏

)f ||1
≤ (1 − γ)2||Pn−2

ε (1 −
∏

)f ||1
...
≤ (1 − γ)n||(1 −

∏
)f ||1.

Vamos mostrar que para qualquer f ∈ L1(Ω) vale

||f −
∏
f ||1≤ ||f ||1. (4.5)
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Observe, primeiramente, os seguintes casos

Caso 1) : 0 ≤ f −∏
f

f −
∏
f = f+ − f− −

(∫
Ω
f+dm−

∫
Ω
f−dm

)
= f+ − f− −

∫
Ω
f+dm+

∫
Ω
f−dm

≤ f+ +
∫

Ω
f−dm.

Desse modo, temos que
∣∣∣f −

∏
f
∣∣∣ ≤

∣∣∣∣f+ +
∫

Ω
f−dm

∣∣∣∣
= f+ +

∫
Ω
f−dm

integrando ambos os membros da desigualdade acima com relação a Ω na medida de
Lebesgue, temos

∫
Ω

∣∣∣f −
∏
f
∣∣∣ dm ≤

∫
Ω
f+dm+

∫
Ω
f−dm

=
∫

Ω
(f+ + f−)dm

=
∫

Ω
|f |dm

= ||f ||1

ou seja, ||f −∏
f ||1≤ ||f ||1.

Caso 2) : 0 ≥ f −∏
f

Daí temos ∏ f − f ≥ 0, então

∏
f − f =

∫
Ω
f+dm−

∫
Ω
f−dm− (f+ − f−)

=
∫

Ω
f+dm−

∫
Ω
f−dm− f+ + f−

≤
∫

Ω
f+dm+ f−

novamente,
∣∣∣∏ f − f

∣∣∣ ≤
∫

Ω
f+dm+ f−

e uma integração em relação a Ω na medida de Lebesgue nos dá que

||f −
∏
f ||1≤ ||f ||1
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o que concluí o resultado. Agora conseguimos mostrar que

||Pn
ε (1 −

∏
)f ||1≤ (1 − γ)n||(1 −

∏
)f ||1≤ (1 − γ)n||f ||1

Portanto, vale
||(Pε −

∏
)nf ||1= ||Pn

ε (1 −
∏

)f ||1≤ (1 − γ)n||f ||1
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4.2 Decaimento de Correlações para o Mapa de Manneville-
Pomeau

Proposição 4.2.1. Para k ∈ N e γ > 0 temos que

||Pk
εP

m
T f ||1≤ Exp[−γk]||f ||1

Demonstração. Sabemos que se
∫

Ω
fdm = 0, então ||Pεf ||1≤ (1 − γ)||f ||1, pela relação de

dualidade temos que ∫
Ω
ψ.PTfdm =

∫
Ω
(ψ ◦ T ).fdm (4.6)

onde ψ ∈ L∞ e f ∈ L1. Em particular, para ψ ≡ 1 e f ∈ L1 temos
∫

Ω
PTfdm =

∫
Ω
1.PTfdm =

∫
Ω
(1 ◦ T ).fdm =

∫
Ω
fdm.

Logo, devemos ter
∫

Ω
Pm

T fdm = 0. Assim,

||Pk
εP

m
T f ||1≤ (1 − γ)k||Pm

T f ||1

como ||PT ||≤ 1 temos
||Pk

εP
m
T f ||1≤ (1 − γ)k||f ||1.

Afirmamos que: 1 − γ ≤ Exp[−γ]. Com efeito, considere f : [0, γ] → R definida por
f(ξ) = e−ξ. Observe que f ′(ξ) = −e−ξ, pelo Teorema do Valor Médio existe c ∈ (0, γ) tal
que

f(γ) − f(0) = f ′(c)(γ − 0) (4.7)
e−γ − 1 = −e−cγ (4.8)

= (−γ)e−c (4.9)

como e−c ≤ 1 temos (−γ)e−c ≥ −γ. Usando em 4.9 , obtemos e−γ − 1 ≥ −γ. Logo,
e−kγ ≥ (1 − γ)k. Assim,

||Pk
εP

m
T f ||1 ≤ (1 − γ)k||f ||1

≤ e−γk||f ||1

o que prova a proposição.

Proposição 4.2.2. Considere o operador perturbado Pε temos que

||Pε||1≤ 1. (4.10)
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Demonstração. Primeiramente, observe que para cada f ∈ C∗ temos

||Pεf ||1 = ||P nεAf ||1
≤ ||P nε||1||Af ||1
≤ ||P ||nε

1 ||Af ||1
≤ ||Af ||1

assim, precisamos mostrar que o Operador Média 3.1 é uma contração, ou seja, ||A||1≤ 1.
De fato, por definição, temos

||Af ||1 =
∫ 1

0
|Aεf(x)|dx

=
∫ 1

0

1
2ε

∣∣∣∣∣
∫

Bε(x)
f(y)dy

∣∣∣∣∣ dx
= 1

2ε

∫ 1

0

∫
Bε(x)

f(y)dydx

= 1
2ε

∫ 1

0

∫ 1

0
f(y)χBε(x)(y)dydx

= 1
2ε

∫ 1

0

∫ 1

0
f(y)χBε(y)(x)dydx

= 1
2ε

∫ 1

0

∫ 1

0
f(y)χBε(y)(x)dxdy

= 1
2ε

∫ 1

0
f(y)

∫ 1

0
χBε(y)(x)dxdy

= 1
2ε

∫ 1

0
f(y) · 2εdy

=
∫ 1

0
f(y)dy

= ||f ||1

onde na sexta expressão, acima, usamos o Teorema de Fubini 1.1.23. Portanto, devemos
ter ||Pεf ||1≤ ||f ||1.

A seguir, chamaremos µ a medida invariante dµ = hdm. Usando todos os fatos acima,
podemos comprovar nosso principal resultado.
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Teorema 4.2.3. Para toda g ∈ L∞, f ∈ C(1)([0, 1]) tal que
∫ 1

0
fdµ = 0. O seguinte é

válido ∣∣∣∣∫ 1

0
g ◦ T nfdµ

∣∣∣∣ ≤ c4C(||f ||C(1))||g||∞n− 1
α

+1(log n) 1
α .

onde C : R → R é afim.

Demonstração. Seja f ∈ C∗ + R,
∫ 1

0
fdµ = 0 e g ∈ L∞, ||g||∞= 1. Para cada n ∈ N,

vamos escrever pelo algoritmo da divisão euclidiana

n = knϵ +m

k ∈ N e m < nϵ. Desse modo, temos
∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfdm

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0
|gP nf |dm (4.11)

= ||gP nf ||1 (4.12)
≤ ||g||∞|||P nf ||1 (4.13)
= ||P nf ||1 (4.14)
= ||P nf − Pk

εP
mf + Pk

εP
mf ||1 (4.15)

≤ ||P nf − Pk
εP

mf ||1+||Pk
εP

mf ||1. (4.16)

Usando a Proposição 4.2.1 no segundo termo da desigualdade 4.16, obtemos
∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfdm

∣∣∣∣ ≤ ||P nf − Pk
εP

mf ||1+ Exp[−γk]||f ||1 (4.17)

para o primeiro termo em 4.16 temos

||P nf − Pk
εP

mf ||1 = ||P knε+mf − Pk
εP

mf ||1
= ||P knεPmf − Pk

εP
mf ||1

= ||P knεPmf − PεP
(k−1)nεPmf + PεP

(k−1)nεPmf − Pk
εP

mf ||1
≤ ||P knεPmf − PεP

(k−1)nεPmf ||1+||PεP
(k−1)nεPmf − Pk

εP
mf ||1

tomando o segundo termo do lado direito acima, temos

||PεP
(k−1)nεPmf − Pk

εP
mf ||1 = ||Pε(P (k−1)nεPmf − Pk−1

ε Pmf)||1
≤ ||Pε||1||P (k−1)nεPmf − Pk−1

ε Pmf ||1
≤ ||P (k−1)nεPmf − Pk−1

ε Pmf ||1

onde sabemos que ||Pε||1≤ 1 por 4.2.2. Daí,

||P nf − Pk
εP

mf ||1≤ ||P knεPmf − PεP
(k−1)nεPmf ||1+||P (k−1)nεPmf − Pk−1

ε Pmf ||1
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Fazendo o mesmo processo mais uma vez, teremos

||P nf − Pk
εP

mf ||1≤
k−1∑

i=k−2
||P (i+1)nεPmf − PεP

inεPmf ||1+||P (k−2)nεPmf − Pk−2
ε Pmf ||1

consequentemente,

||P nf − Pk
εP

mf ||1≤
k−1∑
i=0

||P (i+1)nεPmf − PεP
inεPmf ||1 (4.18)

completando assim a equação 4.17 com a expressão

∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfdm

∣∣∣∣ ≤
k−1∑
i=0

||P (i+1)nεPmf − PεP
inεPmf ||1+ Exp[−γk]||f ||1. (4.19)

Observamos agora que, pelo Lema 3.1.1

• Para i = 0

||P nεPmf − PεP
mf ||1 ≤ c1||Pmf ||1ε1−α

≤ c1|||f ||1ε1−α.

• Para i = 1

||P 2nεPmf − PεP
nεPmf ||1 = ||P nεP nε+mf − PεP

nε+mf ||1
≤ c1||P nε+mf ||1ε1−α

≤ c1||f ||1ε1−α.

...

• Para i = k - 1

||P knεPmf − PεP
(k−1)nεPmf ||1 = ||P nεP (k−1)nεPmf − PεP

(k−1)nεPmf ||1
≤ c1||P (k−1)nεPmf ||1ε1−α

≤ c1||f ||1ε1−α.

Logo, aplicando as observações acima no somatório em 4.19, obtemos
∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfdm

∣∣∣∣ ≤ c1||f ||1kε1−α + Exp[−kγ]||f ||1 (4.20)

≤ 2c1||f ||1kε1−α + Exp[−kγ]||f ||1 (4.21)
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como n = knε +m temos k = n

nε

− m

nε

≤ n

nε

. Assim,

∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfdm

∣∣∣∣ ≤ 2c1||f ||1kε1−α + Exp[−kγ]||f ||1

≤ 2c1||f ||1
n

nε

ε1−α + Exp
[(
m

nε

− n

nε

)
γ
]

||f ||1

= 2c1||f ||1
n

nε

ε1−α + Exp
[
m

nε

γ
]
.Exp

[
− n

nε

γ
]

||f ||1

≤ 2c1||f ||1
n

nε

ε1−α + Exp[γ].Exp
[
−γ n

nε

]
||f ||1.

Como nε =
[
22+ 1

α ε−α
]

+ 1 e x− 1 ≤ [x] ≤ x. Tomando x = 22+ 1
α ε−α temos

[
22+ 1

α ε−α
]

+ 1 ≤ 22+ 1
α ε−α + 1

≤ 2.22+ 1
α ε−α.

Daí,

nε ≤ 2.22+ 1
α ε−α ⇒

1
nε

≥ (2.22+ 1
α )−1.εα ⇒

−γ n
nε

≤ −γ(2.22+ 1
α )−1εαn.

Logo,
Exp[γ] Exp

[
−γ n

nε

]
≤ Exp[γ] Exp

[
−γ(2.22+ 1

α )−1εαn
]
.

Daí, tomando ε = n− 1
α

(
log n(1−γ)−1( 1

α
−1)22+ 1

α

) 1
α

teremos

εα = n−1 log n(1−γ)−1( 1
α

−1)22+ 1
α (4.22)

consequentemente,

Exp[γ] Exp
[
−γ n

nε

]
≤ Exp[γ] Exp

[
−γ(2.22+ 1

α )−1εαn
]

= Exp[γ] Exp
[
−γ(2.22+ 1

α )−1n−1 log n(1−γ)−1( 1
α

−1)22+ 1
α n
]

= Exp[γ] Exp
[
log n−2−1γ(1−γ)−1( 1

α
−1)
]

= Exp[γ]n−2−1γ(1−γ)−1( 1
α

−1)

= Exp[γ]n2−1γ(1−γ)−1(1− 1
α

).

Agora, considerando 2γ < 1 ⇒ γ < 1 − γ ⇒ γ

1 − γ
< 1 ⇒ 2−1γ

1 − γ
< 1. Assim, tomando
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c2 = Exp[γ], temos

Exp[γ] Exp
[
−γ n

nε

]
≤ c2n

1− 1
α (4.23)

≤ c2n
1− 1

α (log n) 1
α . (4.24)

Novamente, como nε =
[
22+ 1

α ε−α
]
+ 1 e x− 1 ≤ [x] ≤ x. Tomando x = 22+ 1

α ε−α, obtemos

22+ 1
α ε−α − 1 ≤

[
22+ 1

α ε−α
]

⇒

22+ 1
α ε−α ≤

[
22+ 1

α ε−α
]

+ 1 ⇒

(22+ 1
α )−1εα ≥ 1

nε

⇒

(22+ 1
α )−1εαn ≥ n

nε

.

Logo,

n

nε

ε1−α ≤ (22+ 1
α )−1εαnε1−α

= (22+ 1
α )−1nε

considerando ε = n− 1
α

(
log n(1−γ)−1( 1

α
−1)22+ 1

α

) 1
α

, teremos

n

nε

ε1−α ≤ (22+ 1
α )−1nε (4.25)

= (22+ 1
α )−1n.n− 1

α

(
log n(1−γ)−1( 1

α
−1)22+ 1

α

) 1
α

(4.26)

= (22+ 1
α )−1(1 − γ)− 1

α

( 1
α

− 1
) 1

α

(22+ 1
α ) 1

αn1− 1
α (log n) 1

α (4.27)

= c3n
1− 1

α (log n) 1
α (4.28)

onde c3 = (22+ 1
α ) 1

α
−1(1 − γ)− 1

α

( 1
α

− 1
) 1

α

. Finalmente, pelas desigualdades 4.24 e 4.28,
encontradas anteriormente, vamos obter

∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfdm

∣∣∣∣ ≤ 2c1||f ||1
n

nε

ε1−α + Exp[γ].Exp
[
−γ n

nε

]
||f ||1 (4.29)

≤ 2c1||f ||1c3n
1− 1

α (log n) 1
α + c2n

1− 1
α (log n) 1

α ||f ||1 (4.30)
≤ c4||f ||1n1− 1

α (log n) 1
α (4.31)

onde c4 = 2c1c3 + c2.
Isso ainda não é o decaimento de correlação com respeito a medida invariante absouluta-
mente contínua dµ = hdx do nosso sistema dinâmico. Para obter tal resultado, precisamos
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notar que f ∈ C(1), então podemos escolher λ, ν, δ ∈ R tal que

fλ,ν,δ(x) = (f(x) + λx+ ν)h(x) + δ ∈ C∗

e
(λx+ ν)h(x) + δ ∈ C∗

a dependência dos parâmetros em relação à norma C(1) de f ser afim. De fato, para fλ,ν,δ

ser decrescente e fλ,ν,δ ≥ 0 (Ver 2.1) devemos ter:

1) Como f ∈ C(1), f(x) +λx+ν é decrescente para [f(x) +λx+ν]′ < 0 ⇒ f ′(x) +λ <

0 ⇒ λ < −f ′(x) ⇒ λ < sup
x∈(0,1]

{−f ′(x)} ⇒ λ < − inf
x∈(0,1]

f ′(x). Precisamos ter

também f(x) + λx+ ν ≥ 0, ∀ x ∈ (0, 1] para concluirmos nosso raciocínio, ou seja,

f(x) + λx+ ν ≥ 0
ν ≥ −f(x) − λx

≥ inf
x∈(0,1]

{−f(x) − λx}

= − sup
x∈(0,1]

{f(x) + λx}.

Desse modo, para x > y temos

f(y) + λy + ν > f(x) + λx+ ν (4.32)

e como h ∈ C0, então
h(y) > h(x), (4.33)

multiplicando as expressões 4.32 e 4.33 temos

h(y)(f(y) + λy + ν) > h(x)(f(x) + λx+ ν)
h(y)(f(y) + λy + ν) + δ > h(x)(f(x) + λx+ ν) + δ

fλ,ν,δ(y) > fλ,ν,δ(x)

ou seja, fλ,ν,δ é decrescente.
Para fλ,ν,δ ≥ 0 temos que

δ ≥ inf
x∈(0,1]

{−(f(x) + λx+ ν)h(x)}

= − sup
x∈(0,1]

{(f(x) + λx+ ν)h(x)}.

Portanto, fλ,ν,δ ∈ C0.

2) Para termos fλ,ν,δ ∈ C1 (Ver 2.2.3) basta que Xα+1fλ,ν,δ seja crescente. Com efeito,
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se x < y

Xα+1fλ,ν,δ(x) = xα+1(f(x) + λx+ ν)h(x) + δxα+1

≤ yα+1h(y)(f(x) + λx+ ν) + δyα+1

como no item 1) temos δ ≥ − sup
x∈(0,1]

{(f(x) + λx+ ν)h(x)} basta tomar δ suficiente-

mente grande tal que

xα+1fλ,ν,δ(x) ≤ yα+1h(y)(f(y) + λy + ν) + δyα+1

= yα+1[h(y)(f(y) + λy + ν) + δ]
= yα+1fλ,ν,δ(y)

ou seja, Xα+1fλ,ν,δ é crescente. Portanto, fλ,ν,δ ∈ C1.

3) Para fλ,ν,δ ∈ C∗ (Ver 2.2.4), observe primeiro que

m(fλ,ν,δ) =
∫ 1

0
fλ,ν,δdm

=
∫ 1

0
fhdm+ λ

∫ 1

0
xhdm+ ν

∫ 1

0
hdm+ δ

=
∫ 1

0
fh+ λ

∫ 1

0
xh+ ν + δ.

Por outro lado,

fλ,ν,δ(x) = (f(x) + λx+ ν)h(x) + δ

≤ ax−α(f(x) + λx+ ν) + δ

= ax−α(f(x) + λx+ ν) + ax−αδa−1xα

= ax−α[f(x) + λx+ ν + δa−1xα]
≤ ax−α[f(x) + λx+ ν + δ].

Desse modo, temos que

fλ,ν,δ(x) ≤ ax−αm(fλ,ν,δ).

Logo, fλ,ν,δ ∈ C∗.

4) Para (λx + ν)h(x) + δ ∈ C∗, basta tomar f ≡ 0 e aplicar os resultados obtidos
anteriormente.

Finalmente, o decaimento de correlações com respeito a µ para cada f ∈ C(1),
∫ 1

0
fdµ =

0 e g ∈ L∞ pode ser estimado como segue:
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Considere fλ,ν,δ + c ∈ C∗ + R, onde c é uma constante, tal que

∫ 1

0
(fλ,ν,δ + c)dµ = 0.

Então,
∣∣∣∣∫ 1

0
gP n(fλ,ν,δ + c)dm

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ 1

0
gP n[(f + λx+ ν)h+ δ + c]dm

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfhdm+

∫ 1

0
gP n[(λx+ ν)h+ δ + c]dm

∣∣∣∣
Sabemos que para x, y ∈ R vale que |x− y|≥ ||x|−|y||, logo

∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfhdm−

(
−
∫ 1

0
gP n[(λx+ ν)h+ δ + c]dm

)∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfhdm

∣∣∣∣− ∣∣∣∣∫ 1

0
gP n[(λx+ ν)h+ δ + c]dm

∣∣∣∣ ∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfhdm

∣∣∣∣− ∣∣∣∣∫ 1

0
gP n[(λx+ ν)h+ δ + c]dm

∣∣∣∣ .
Logo,

∣∣∣∣∫ 1

0
gP n(fλ,ν,δ + c)dm

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ 1

0
gP n[(λx+ ν)h+ δ + c]dm

∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfhdm

∣∣∣∣ , (4.34)

como
∫ 1

0
fdµ = 0, então temos que

∫ 1

0
[(λx+ ν)h+ δ + c]dµ = 0. Pelas observações feitas

anteriormente podemos usar o primeiro resultado aplicado a f nos dois termos do lado
esquerdo da desigualdade 4.34. Assim, vamos ter que

∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfhdm

∣∣∣∣ ≤ c4||fλ,ν,δ + c||1n1− 1
α (log n) 1

α

+c4||(λx+ ν)h+ δ + c||1n1− 1
α (log n) 1

α ,

como (λx+ν)h+ δ+ c ∈ C∗ +R, então ||(λx+ν)h+ δ+ c||1= K < ∞. Portanto, teremos
∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfhdm

∣∣∣∣ ≤ c4(||fλ,ν,δ + c||1+K)n1− 1
α (log n) 1

α , (4.35)
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observe que

||fλ,ν,δ + c||1 =
∫ 1

0
|(f + λx+ ν)h+ δ + c|dm

≤
∫ 1

0
|(f + λx+ ν)h+ δ|dm+

∫ 1

0
|c|dm

=
∫ 1

0
[(f + λx+ ν)h+ δ]dm+ |c|

=
∫ 1

0
fhdm+

∫ 1

0
[(λx+ ν)h+ δ]dm+ |c|

=
∫ 1

0
[λx+ ν)h+ δ]dm+ |c|

≤
∫ 1

0
[(λx+ ν)h+ δ]dm+ |c|+||f ||C(1)

= A+ ||f ||C(1) ,

onde A =
∫ 1

0
(λx+ ν)h+ δ + |c|< +∞ e ||f |C(1)= sup

x∈[0,1]
|f(x)|+ sup

x∈[0,1]
|f ′(x)|. Uma vez que

(λx+ ν)h+ δ ∈ C∗, tomando C(||f ||C(1)) = B + ||f ||C(1) , onde B = A+K, obtemos
∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfhdm

∣∣∣∣ ≤ c4(||fλ,ν,δ + c||1+K)n1− 1
α (log n) 1

α

≤ c4C(||f ||C(1))n− 1
α

+1(log n) 1
α ,

e como µ = hdm, concluímos que vale
∣∣∣∣∫ 1

0
gP nfdµ

∣∣∣∣ ≤ c4C(||f ||C(1))n− 1
α

+1(log n) 1
α . (4.36)

Finalmente, a relação de dualidade (Ver 1.3) nós dá que
∫ 1

0
gP nfdµ =

∫ 1

0
g ◦ T nfdµ,

a partir da expressão 4.36 concluímos que vale
∣∣∣∣∫ 1

0
g ◦ T nfdµ

∣∣∣∣ ≤ c4C(||f ||C(1))||g||∞n− 1
α

+1(log n) 1
α .
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