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Resumo

A Foérmula de Taylor é um método de representar funcoes especificas como polinémios,
afim de ter uma abordagem e andlise mais concisa, afinal as fun¢oes polinomiais sao mais
simples de resolver. Este trabalho tem por objetivo apresentar a definicao de derivadas,
suas regras operacionais e crescimento e decrescimento de funcoes, tal qual analisar a
Férmula de Taylor , mostrar seus resultados e apresentar aplicagoes que a Formula possui,
assim como as aplicagoes de derivadas e também estipular o erro dela, afinal a Formula de
Taylor se trata de uma aproximacao, logo o resultado é aproximado e nao exato. Essas
aplicacoes simplificam problemas matematicos, auxiliam no entendimento do contetudo e

possibilitam uma resolucao mais direta de alguns problemas.

Palavras-chave: Formula de Taylor; Derivada; Matematica; Aplicacoes; Fungoes Polino-

miais.



Abstract

Taylor’s formula is a method of representing specific functions such as polynomials, to have
a more concise approach and analysis, after all the polynomial functions are more simple to
solve. This work aims to present the definition of derivatives, their operational rules, and
growth and decrease functions, such as analyzing the Taylor Formula, showing its results
and presenting applications that the Formula has, as well as the applications of derivatives,
and also stipulating her mistake, after all, Taylor’s formula is an approximation, so the
result is approximate and not exact. These applications simplify mathematical problems,

help to understand the content, and allow a more direct resolution of some problems.

Keywords: Taylor’s Formula; Derivative; Math; Applications; Polynomial Functions
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Introducao

Na Matematica muitas vezes nos deparamos com problemas que envolvem funcoes
complexas, que possuem resolucao nao trivial. Usaremos entao a Formula de Taylor para
transformar essas funcoes em polinomios, que possuem uma solugao simples e direta,
¢ importante destacar que a Féormula de Taylor se trata de uma aproximacao, logo o

resultado é aproximado e nao exato, ela possui entao um erro que pode ser estimado.

Polinomios sao expressoes algébricas formada pela adicao e subtragao de monomios.

0

Sua expressao geral é definida por a,z" + a,_12" ! + ... + asx® + ayx' + apz®, na qual

A, Qn_1, ..., G2, G1, Gg Sa0 0s coeficientes do polinomio e 2™, 2”1, ..., 22, !, 2% sdo as varidveis

complexas do polinomio, com n sendo o maior grau do Polinémio.

O polinomio de Taylor é dado em torno da derivada de uma fungao, inicearemos com
uma revisao sobre a reta tangente e sua inclingao, chegando entao na definicao de derivadas,
que pode ser definida como a inclinacao dessa reta que passa por uma curva ou como a
taxa de variacao instantanea de uma funcao. Ela possui um papel primordial na Férmula

de Taylor.

Demonstraremos o processo de derivacao, bem como as regras operacionais que facilitam
esse processo, as principais regras que servirao de base para os calculos propostos sao as
regra da cadeia e regra da poténcia. Analisaremos também a relacao da derivada com os

intervalos de crescimento e decrescimento da funcao.

No capitulo subsequénte focaremos em analisar a Formula de Taylor em si, abordando
sua estrutura e suas extensoes, dentre as extensoes vamos estipular o erro aproximado da

Férmula de Taylor, afinal a mesma se trata de uma aproximacao e nao de um valor exato.

No capitulo 3 abordaremos algumas aplicagoes da Férmula de Taylor e Derivadas. O
método de aproximacoes de raizes pode ser proposto usar no novo Ensino Médio, com
a utilizacao de itinerarios formativos o leque de possibilidades se apliou, pode-se entao
explorar ainda mais a matematica na educacao basica, nao precisando se limitar a calculo

de raizes exatas.

Ainda neste capitulo teremos outra aplicacao essencial da Férmula de Taylor que é o
problema da Otimizacao. Esse problema em si se estende para diversas areas das ciéncias
exatas e também pode ser utilizado no novo Ensino Médio. Por fim a ultima aplicacao
proposta serd o Método de Newton, pouco usado mas que facilita o célculo de diversas

funcoes.
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1 Nocoes de Derivada

Neste capitulo revisaremos nocoes de derivadas, que serao essenciais para um melhor

entendimento dos capitulos posteriores.

1.1 Reta Tangente

Dados f: X CR — R ea e X. O nimero
f(z) — f(a)

meQ = r—a

é a inclinagao da reta secante ao grafico de f que passa pelos pontos P(a, f(a)) e Q(z, f(z)).

A reta que passa pelo ponto P(a,f(a)) e possui inclinagao

m = lim 1®) 1@

r—a T —aQ

é dita a reta tangente a curva y = f(x) no ponto P(a, f(a)).

(x) - f(a)

Imagem 1

E importante ressaltar que a equacao da reta que passa por (z1,y;) com inclinagdo m é:

(y —y1) = m(z — x1)

Exemplo 1.1. A reta tangente a curva f(x) = x? + 2z + 1, tem inclinagdo
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r—1 J,’—l
= lim(z+3)=1+4+3=4.
z—1

Assim, encontramos que a tangente em (1,4) tem equagdo:
y—4=4(x—1)

ou seja
y =A4zx.

A=(1,4)

Reta tangente a y = f(z) em (1,4)

1.2 Derivadas

Um ponto a € R é dito ponto de acumulacao de um conjunto X C R quando toda
vizinhanga V de a contém algum ponto de X diferente de a, denotaremos por X’ o conjunto

dos pontos de acumulacao de X.

Sejam f: X CR—-Reae€ XNX'. A derivada da funcdo f no nimero a, é

f'(a) = lim,_,, f@)=f@)

Se tomarmos h = x — a, entao x = a + h, veja que h tende a 0, quando z tende a a.

Assim sendo, podemos ter também
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f’(a) = limy,_,0 f(a‘f'h})b—f(a) )
Quando eziste f’(x) para todo v € X N X" dizemos que f: X "R — R € derivdvel no
conjunto X e temos a fungao f': X N X' — R dado por

h—0 h

chamada funcdo derivdvel de f.

Denotaremos a derivada por:

F(a). Df(a), (@) e |

Teorema 1.1. A fim de que [ : X — R seja derivavel no ponto a € X N X' € necessdrio
e suficiente que exista ¢ € R tal que a + h € X implica f(a+ h) = f(a) + c.h +1r(h), onde

limy,_ % = 0. No caso afirmativo, tem-se ¢ = f'(a).
Demonstracao:

SejaY =R, entao 0 € Y NY’, poisa e X NX'.
Suponha que f’(a) existe, defina
r(h) = fla+h) — f(a) = f'(a)h

" () _ fla+h) — f(o
r(h)  fla+h)— f(a ,
) _ ST
donde,
h h) —
iy T = oy I
= f'(a) = f'(a) =0
Logo, ¢ = f’(a) e temos
fla+h)= f(a) + ch+r(h), }lliﬂor—:) = 0.
Reciprocamente, se temos f(a+h) = f(a)+ch+r(h), com limy,_o % =0, isso implica
que
rh) _ flath)~ fa)
=
como )
T
M O
Entao
Py = i Lt = 100) _
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Exemplo 1.2. A funcdo f(x) =+/9 — z, tem derivada dada por.

VY- —h—V9—2x
/ —
flo) = Jm h
_ hm\/Q—x—h—\/9—x VI—z2—h+V9—1x
h—0 h VI—z—-h+V9—2

lim 9—or—h—-9+=x
=0 h(v/9—x—h++v9—1)
lim —h
=0 h(v/9—x — h+ /9 — 1)
= lim !

=09 —z—h++9—2z

—1
VI—2+V9—1x
—1

2V9 —«x

Proposicao 1.2. (Regra da Poténcia). Dada uma fun¢ao do tipo z", com n inteiro e

positivo, teremos

d n n—1
—x" =nx
dx
Demonstracao:
r—a T — Q
= lim r—a
r—a T — Q
~ m (x —a)(z" '+ 2" %a+ ...+ xa" %+ a7 )
T—a r—a
= lim(z" '+ 2" %a+ ... +xa" > +a")
r—a

= " '+ad" %0+ ... +ad" ?+a" !
n—1

= na

Portanto, < (z") = nz"!
Proposigao 1.3. (Regras de derivacao).

i) Multiplica¢do por Constante: Dada uma funcdo f derivdvel e uma constante c, temos

que:
d d
—lef(@)] = e f();

ii) Regra da soma e da diferenca: Dadas duas fungées f e g, ambas derivdveis, vale que

d
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iii) Regra do produto: Se f e g derivdveis, teremos

d d d

f(0)-9(2)] = f(2) - g(x) + g(x) - f ()

iv) Regra do quociente: Se f e g sao derivdveis, com g(x) # 0, entao

d {f(af)} _ 9(@) g f(z) — f(2) f(x)
dz [ g(z) lg(x)]? ’

Demonstracao:

i) Seja g(x) = cf(x), entao

LSO = g

= lim
h—0 L

= h

= lim |¢
h—0

= c¢. lim
h—0

= cf'(2).

[f(w+

ii) Seja F(z)=f(x)+g(x), temos entdo

L@ o) = 2 F@

h—0 i h

h—0 h

h—0 h

Resultado andlogo para -L[f(z) — g(z)).

iii) Seja F(x)= f(z).g(x), temos entdo
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dz
[ - P
= h }
- gy [ )= ) | S ) S+ )]
h—0 | h h h
i (o4 )=o) | () - ()
~ lm _<f<a:+h>> p (ot L =)

_ i [g<x+h}>l—g< ]+ s {f(ﬁh})l 1]
= f@)g'(z) +g(x)f (z)
iv) Vejamos, por fim, (i),(a)
/ [ f(z) _ f(a)
N () = i | 2@ @
(g)() }:—m_ r—a ]
_ i | [ @)9(@) — fla)g(z) 1
ra | r—a g(z)g(a)
[ o) Ut = Slapt) L]
r—a ! Tr—a g(z)g(a)
= (f—(ﬁ ol 077 i(a)) g@)lg(a)}
_ fla)g(a) = f(a)g'(a)
[9(a)]?

Teorema 1.4. (Regra da Cadeia) Sejam f : X — Ryjg:Y — Ra e XNX' b€
Y NY' f(X)CYef(a) =b. Se f é derivdvel no ponto a e g € derivdvel no ponto b entdo
go f: X — R € derivdvel no ponto a, com (go f)'(a) = ¢ (f(a)).f(a).

Demonstracao:
Pelo Teorema 1.2, Temos f(a+h) — f(a) = f'(a).h+1r(h) onde limy,_o L}?) = 0. Temos
também g(b + hz) — g(b) (b)h2 + U(hg) hmh2_>0 a(h2) —0.
Tome
ko= fla+h) = fla)(*)
= f'(a).h+1r(h)
r(h)
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De (*) temos

k= fla+h)=fla)
k= fla+h)—1b
fla+h)=b+k

Veja que

(goflla+h) = glf(a+h)]—g(b+k)

(
= g(b) +
= g(b) + [g'(b) + W]k
= g(b) + [g'(b) + I)[f'(a) + p]h
= g(b) +1[g'(b).f"(a) + 0]R

onde, 9 = % ¢ 0 = 0(h) = 0[f(a+ h) = f(@)][f'(a) + p(h)] + g'(b)-p.

Como f é continua em a e o € continua em 0, temos limp_o0(f(a+h) — f(a)) =0 =
1.3 Funcdes Crescentes e Decrescentes

Uma fungao € dita crescente quando tem-se xy < xa, em X tem-se f(x1) < f(x2). De

mesmo modo, ela € decrescente quando x1 < xa, em X tem-se f(xy) > f(xa).

Fungao Crescente Funcao Decrescente
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Definigao 1.5. . (Func¢do Continua) Uma funcao f: X — R, definida em X C R, € dita
continua em a € X se, para todo € > 0 dado, pode-se ter § > 0 tal que x € X e |r—a| <9
impliquem | f(z) — f(a)| < €. Uma funcao diz-se continua em |a,b] quando é continua em
todos os pontos de |a, b.
Dada uma fun¢ao f continua em um intervalo [a,b] e derivavel em (a,b), temos que
i) Se f'(x) > 0 para todo x € (a,b), entdo f serd estritamente crescente em [a,b|;

ii) Se f'(x) < 0 para todo x € (a,b), entdo f serd estritamente decrescente em [a,b.

Exemplo 1.3. Vamos encontrar os intervalos de crescimento e decrescimento da fun¢ao
fla)=(z—1)*-(1+2).

Inicialmente vamos encontrar a derivada da funcao, usando a regra do produto e a

regra da cadeia.
flx)=2(1—2)(-1)(1+2)°+ (1 —2)*3(1 + x)°1
f'(x)=(1—-2)1+2)*(—=2—22+3 - 3x2)
f'l@) = (1= 2)(1 4+ 2)*(1 - 5z)

Vamos fazer o estudo do sinal:

-1 1/5 1
(1-x) + + + -
(1+x)? + + + +
(1-5x) + + - -
Sinal de f(x) + + - +

Tabela dos sinais

E posstvel perceber entio que a fungdo € crescente no intervalo (=00, —1)U(—00,1/5)U

(1,400) e decrescente no intervalo (1/5,400). Observe o grdfico abaizo:
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Ezemplo 1.3

Definigao 1.6. (Mdximo Local): Dada uma fungao f: 1 — R. A funcdo ftem um mdzimo
local em a € I, quando existir § > 0, tal que x € I e |x —a| <6

fla) = f(x).

Analogamente f possui minimo local quando existir § > 0, tal que x € [ e |x —a| < ¢

fla) < f(z).
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2 Férmula de Taylor

O polinomio de Taylor tem o intuito de aproximar uma fun¢ao nao trivial a um polinémio
de grau n, em torno de um certo numero a, definido em um intervalo I. Afinal as funcoes
polinomiais sao de facil manuseio, possibilitando entao que encontremos um valor muito

prozimo do desejado.

2.1 Polindbmio de Taylor
Seja f uma funcao qualquer, a qual podemos representar como uma série de poténcias:
f(x) =co+ci(x—a) +co(x —a)® +cs(z —a)® + ca(z —a)* + ...

Observe que
fla) = co

se derivarmos a fungao, teremos
fl(w) = e1 4+ 2co(z — a) + 3es(z — a)® + deg(x — a)® + ...

f"(z) = 2¢y + 3.2c3(x — a) +4.3cy(x — a)* + ...
F"(x) = 3205 + 4.3.2c4(z — a) + ...
entao
f’(a) =
f'(a) = 2¢ = 2ley
F"(a) = 3.2¢5 = 3les.

Logo, para a n-éstma deriwada n:

f"(a) =nle,
f"(a)
Cp — T

Definicao 2.1. (Polinomio de Taylor). Dado uma fungio f : I — R, derivdvel n vezes no

ponto a € I, o polinomio de Taylor, de ordem n de f, no ponto a € o polinémio:

" (n)
fla) R4+ .+ F*a) .
2! n!

p(h) = f(a) + f'(a)h +
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Exemplo 2.1. Dada a fungio f(x) = /x.

Note que,
flz) = Vo =a?
Donde,
1 o 11 1
/ = 72 = - = —
f(x)_Q”“ 2T 24/x
Assim,

P(h) = ﬂ)+f()

= 1+in
"3

E o polinomio de Taylor de ordem 1 de f em 1.

Definicao 2.2. (Série de Maclaurin). A Série de Maclaurin corresponde ao Polinomio de
Taylor centrado em a = 0.

/"(0) f“()

p(h) = F0) + £/ b+ I I
Exemplo 2.2. Usando a Série de Maclaurin vamos encontrar o valor de e, onde e € o

, . xX . ~ . .
numero de Euler dado por lim,_, . (1 + %) , com aprorimacao de duas casas decimais,

usando a fungao f(x) = e”.

Como a derivada de e* = e*, teremos que

F(0) = f1(0) = f(0) = .. = f*(0) = 1,

assim sendo, teremos que:

f//(o)hz N f//(o)h3

P(h) = f0)+ f(0)h+ — 31

2 h3

Como queremos o valor de e, vamos considerar h = 1.
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1213
P(l) = 141+ 5+
1 1
- 94 1=
276
— 2,67

2.2 Foérmula de Taylor com Resto de Lagrange

Por ser uma aproximacao, o Polinomio de Taylor possui um erro que pode ser estimado.
Esse erro estd associado a ordem superior a do polindmio. Seja, R(x) o resto do Polinémio

de Taylor, ele € definido por

f(nJrl) (Z)

h(z) = (n+1)!

(x—a

onde z € um numero compreendido entre x e a. Fssa expressao recebe o nome de Resto de
Lagrange. Vale ressaltar que
fz) = Fu(z) + R(x)

Teorema 2.3. (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R continua, com f(a) = f(b). Se f é

derivdvel em (a,b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
Demonstracao:

Por Weierstrass, temos que a funcao f possut um minimo m e um mdzimo M em um

intervalo |a, b].

Se 0o minimo e mdximo forem os extremos, entao teriamos m = M e a funcao f seria

constante, logo f'(x) =0, para todo x € (a,b).
Se m ou M estiverem em (a,b), digamos ¢ € (a,b), entao f'(c) = 0.

Teorema 2.4. (Fdormula de Taylor com resto de Lagrange). Dada uma fungao f : [a,b] — R

n vezes derivdvel em (a,b), com f*~' continua em |a,b]. Existe ¢ € (a,b) tal que

() = fla) + f(@)(b—a) + ... + {;__ <1“)>' (b—a)" + fnn—(f)(b —a)".
Demonstracao:
Defina ¢ : [a,b] = R como
/ f(n—l) n—1 K n
@)= £0) = P =)~ o = oS b= 0yt = T
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onde K € constante e definida de modo que ¢ = 0. Logo, ¢ é continua em |a,b] e derivdvel

em (a,b), com p(a) = o(b) = 0. E fdcil ver que

/ _ K—f(n)(l') n—1
@(C)—W(b—ﬂv) :

Pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0. Ou seja f™(c).

Definigao 2.5. (Desigualdade de Taylor) Se | " (z)] < M para |x — a|] < d, entdo o
resto da série de Taylor satisfaz a desigualdade

|R(z)] <

_ |nt1 _
_(n+1)!!x al" |z —al < d.

Exemplo 2.3. Utilizando polinomio de Taylor de ordem 2, calcule um valor aprorimado

e avalie o erro de In1, 3.
Solugao:

Seja f(z) = Inx, inicialmente vamos encontrar a deriwada de f até a ordem 2.

fia) ==
fa) =

Como queremos encontrar In1,3, vamos fazer o Polinomio centrado em a = 1.

Pl) = fO)+ 061+ w1y

1
= 0+1.(:v—1)—§(x2—2:1:—|—1)

B . a:2+ 1
- o T
2
= 2x—x——§
2 2
Para x = 1,3, teremos
1,32 3
P(1,3) = 21,3— 22— ——
(1,3) ’ 2 2
1,69

— 2,6—7—1,5
= 2,6-0,845—-1,5
= 0,255.



Capitulo 2. Formula de Taylor 23

Vamos avaliar o erro, como determinamos o Polinomio no grau 2, o erro estd no grau

superior, no caso grau 3. Veja que

) = 2

3

Temos entdo que o erro ou resto R(x) serd, centrando ainda em a = 1 e fazendo
r=1,3,

2
R(z) = 155—3!3(1,3—1)3

2 3

N 6.2,197(0’3)
2

= 0,02

13,182 0,027

= 0,00409.

Observe que o resultado obtido € exato até duas casas decimais.

2.3 Férmula de Taylor Infinitesimal

Lema 2.6. Sejar:J — R, em que J ={h € R;a+ h € I}, n vezes derivavel no ponto
0€J, comr(0) =7r"(0)=..=1r"0) para i = 0,1,...,n, € necessario e suficiente que

. r(h
limy, 0 % =

Demonstracao:

Suponha que pata todo i = 0,1,....n, temos r'(0) = 0. Paran =1, r(0) = r'(0) = 0.

Entao,

r(h) r(h) —r(0)
TR
~ im r(0+ h) —r(0)
h—0 h

Para n =2, temos r(0) = 1'(0) = r"(0) =0, logo

/ r(0+z)—7(0)
lim r'(x) = lim z
z—0 X z—0 x
.0
= lim —
z—0 21
= lim0=
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Do Teorema do Valor Médio, temos que se h # 0, para todo h # 0, eziste x €]0, h| tal

que
/ /
) _ iy 8 _ gy )

h? =0 h oz b

0,

jd que h — 0 implica x — 0 e || < 1. Do mesmo raciocicio vale para n=2, n=35,...

Teorema 2.7. Seja f : I — R uma funcdo no ponto a € I. Entdo

(1) Seja r : J — R, definida no intervalo J =h € Rya+ h € I, r cumpre limy_o " =

hn
0,
(2) Se p(h) é um polinémio de grau < n, tal que r(h) = f(a+ h) — p(h) que satisfaz

(1), entdo p(h) é o Polinomio de Taylor de ordem n no ponto a.
Demonstracao:

(1) A fungdo r é n vezes diferencidvel no ponto 0 e f(0) = f/(0) = ... = f©=% Logo,

pelo Lema 1, vale limh_,()% =0,

(2) Ser(h) = f(a+h)—p(h) € tal que limh_m%},f) = 0 entdo, do Lema 1, f(0) = f'(0) =
.. = f"(0) = 0, logo p'(0) = fi(a) >0, parai = 0,1,...,n, logo p(h) é o Polinémio de

Taylor de ordem n.
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3 Aplicacoes

Neste capitulo abordaremos as aplicacoes da Formula de Taylor e das Derivadas. Essas

aplicagoes auxiliam na resolucao de problemas matematicos.

3.1 Aproximacao de Raizes

E comum nos depararmos com raizes nao exatas quando estamos resolvendo um
problema matemaéatico. Com a férmula de Taylor podemos estimar um valor aproximado
para essas raizes. E importante destacar que devemos fixar um valor de a proximo do
valor pedido, assim o resultado fica com uma taxa de erro menor e conseguimos fazer uma

aproximacao melhor.

Exemplo 3.1. Considere a fun¢ao f(x) = \/x, vamos encontrar o valor aproximado de
4,1.

Como o wvalor procurado € \/4,1 vamos centrar o Polinomio de Taylor em a = 4. Como

4 esta muito prozimo de 4,1, faremos a aplicagdo no Polinomio de grau 1, assim sendo

entao

Pi(z) = f(4)+ f(4)(x—4)

4
= \/Z‘i‘m(x—l)

1

Para r=4,1 teremos

1
P(41) = 2+ 7(4,1-4)

1
= 24+ —(0,1
+40.1)

= 240,025
— 2,025.
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Vamos agora estimar o erro do Polinomio de Taylor, utilizando o Resto de Lagrange.
Como calculamos o Polinomio de grau 1, o erro estd associado ao grau 2, calculemos entao

a derivada de ordem 2 da fung¢ao:

f//(x) —

A

Temos entao que o erro R(x) da funcgdo, centrado em a =4 corresponde a

R(z) = —>F(x -4
i
= —6—4(x—4)2.
Em x=4,1, temos que
R(4,1) = 1(4 1 —4)?
) - 64 )
1
= ——0,1°
64
1
= ——0,01
64
= —0,00015625

Do Polinomio de Taylor com Resto de Lagrange teremos:

P(4,1) = 2,025 —0,00015625
— 2,02484375

= /4,1~ 2,024

Usando a calculadora encontramos que /4,1 =~ 2,024, oberve o grdfico abaizo:
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A=(4,2)

P(z) = 1+M J@) = Ve

Ezemplo 5.1

3.2 Problemas de Otimizacao

A otimizagao consiste em maximizar ou minimizar uma fungao. O método de otimizagao
pode ser usado em problemas do dia-a-dia como calculo de areas, volumes, lucro, prejuizo,

dentre outros.

Ela consiste em derivar uma funcao e iguala-la a 0, ou seja, dada uma funcao f, vamos
fazer f’ = 0 e resolver a equagao. O maior valor encontrado é o méximo e o menor é o

minimo.

Exemplo 3.2. Se 1200cm? de material estiverem disponiveis para fazer wma caiza com

uma base quadrada e sem tampa, para encontrar o maior volume possivel da caiza.

Suponha que a caira possua as dimensoes abaizo:

Caiza

Veja que:
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A = a® + 4ab = 1200

b 1200 — az'
4a
Temos entao que o volume serd
V = a%
1200 — a?
2
= a ( 40/ )
~ 1200a — a’
= 1 ,

Como queremos mazimizar o volume, vamos deriwar a fun¢ao e igualar a zero.

[ 1200 — 3a> _ 0
4
Donde,
1200 — 3a® = 0
a® = 400
a = 20.

Agora vamos descobrir o valor da altura b da caixa:

1200 — 20?

4.20
800

80
= 10.

Logo o volume mdximo da caiza serd
V = ab

= 20%.10
= 4000cm?.

Este é um exemplo de aplicagao de otimizacao, esse processo ¢ muito 1til tanto na

matematica como em outras areas das ciéncias exatas, como a engenharia.
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3.3 Método de Newton

O Método de Newton é utilizado para determinar as raizes aproximadas de uma funcao

f. Considere o grafico abaixo:

f(x)

Considerando que a inclinacao da reta tangente m corresponde a derivada da funcao f,
observe que escolhendo um zy qualquer e tragarmos a reta tangente ao ponto (zo, f (o)),

fazendo y = 0, temos

PAC)
f/(xo) 1 0

R CT0)
1 0 f/(xo)'

Tomando agora o ponto (z1, f(x1)) e passando a reta tangente nesse ponto, do mesmo

raciocinio para encontrar xp, teremos

—y; = m(xg — 1)

—f(z1) = f(21) (22 — 1)

Cfle)
flay 270
o — 11 f(z1)

fr(wr)
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De forma geral:

Tr1 = Ty — f(xO)
" F(wo)
I f(x1)

n

Essa expressao é chamada de Método de Newton. Se (z,,) convergir, seu limite serd raiz

da equagao f(x) = 0, pois, fazendo n — oo em

. f($n>

n

tem-se
()
f'(a)
f(a) = 0.

Exemplo 3.3. O numero 1,0754 é um valor aproximado, com 4 algarismos decimais

exatos, da raiz positiva da equacdo x® + 6x — 8 = 0.
De fato;
Veja que temos f(x) = 25+ 62 — 8 e f'(z) = 62° + 6, na qual a tnica raiz real de f'(z)

é em x = —1. Observe que f(1) = —1, logo vamos assumir zo = 1 e usar o método de

Newton. Com

.0 + 62, — 8
6x,° + 6

Tpy1 = Tp —

Dessa forma:

ZL‘():]_

-1
1'1:1—521,083
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= 1,083 —0, 1L 1,07554
e 14,939
0.00119
23 =1,0755 14 6354 ,075

E possivel notar que jd no x3 a funcao se estabiliza, concluindo entao a aproximacdo com

3 digitos. Desse fato podemos afirmar que o método de Newton converge rdpido.

Exemplo 3.4. Defina f : [0,+00) — [0,+00) pondo f(x) = 272 . Mostre que f é uma
contragao (Ver [4], pdagina 108) e que, se a € seu ponto fixo, -a € a raiz negativa da equagao
22 = 2%, Use o método de Newton para obter o valor de a com 8 algarismos decimais

exatos.

Derivando a fun¢do

x

—1In(2)2=2

fla) = =

observamos que |f'(z)| < 2° =1 e 22 € crescente. Dai

In(2)
2

In(2)

<2 = @) = 5o

< 1.

Logo f € uma contracdo. Temos entao que f possui um unico ponto fixo a

—a —
2 2 = q :> 2 a _= a2
e —a € a raiz negativa de 2° = x°.

Tomando xy = 0, temos

—zg
I =272

=1

-z

r9 =272 =0,70710678

—xzo

75 =272 =0, 78265402
2y =272 =0, 76247990

—xy
$5 :2 2

=0, 76779123
16 =277 =0, 76636542
xr =272 =0,76674421
15 =277 =0,76664356
1o =277 =0,76666031
T =272 =0,76666320
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—x10

r11 =22 =0,76666509

—xql

T2 =272 =0,76666459

—xq12

T3 =272 =0,76666472

—x13

r14 =272 =0,76666469

4

—

1
2

1’15:2

O wvalor de a com 8 algarismos exatos é 0, 76666469.

=0, 766664698.
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4 Consideracoes Finais

A Férmula de Taylor estd na grade de Célculo e de Anélise Real, ainda assim em grande
parte dos casos o conteido nao é abordado, isto porque o curso possui uma grade extensa
e um periodo de aulas curto, impossibilitando entao discorrer o contetdo ou abordando de
maneira insuficiente.Sendo assim, o interesse em pesquisar e entender esse Polinomio deve

partir do aluno

O embasamento tedrico deste trabalho foi, em suma, através de livros de Calculo que
possibilita uma abordagem direta da Formula, juntamente com diversas aplicacoes, e

também de livros de analise, o qual apresenta uma abordagem analitica da Férmula.

O objetivo deste trabalho era definir a Férmula de Taylor e sugerir aplicacoes, tanto
para ela quanto para as derivadas em si. O primeiro passo foi apresentar a derivada, as
diversas maneiras de escreve-la e suas regras operacionais. Uma regra importante, a qual

utiliza-se muito no decorrer dos capitulos foi a regra da poténcia e a regra da cadeia.

Ap06s introduzir o conceito de derivada, a segunda parte do trabalho foi apresentar a
Férmula de Taylor, sua definicao formal e estabelecer que ela se trata de uma aproximacao,
logo o resultado obtivo nao é exato. Estabelecemos também o Erro dessa Férmula, conhecido
com Resto de Lagrange, que quando somado a Formula de Taylor resulta no valor mais

aproximado ainda da funcao.

Por fim, o trabalho abordou diversas aplicacoes da Formula de Taylor e da derivada,

conseguindo entao atender o objetivo principal.

Esse método ainda nao é muito utilizado no Ensino Superior, porém algumas abordagens
do mesmo podem ser inseridos no Novo Ensino Médio, fazendo com que os alunos abram

mais a mente na area da Matemaética.
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Apéendice A

Neste apéndice enunciaremos e demonstraremos o Teorema de Weierstrass, usado para
demonstrar o Teorema de Rolle na secao 2.2. Também enuniaremos e demonstraremos
o Teorema do Valor Médio de Lagrange, usado para demonstrar a Férmula de Taylor

Infinitesimal, na segao 2.3.

Definicao A.1. Todo conjunto X C R compacto contém um elemento minimo e um
elemento maximo. Ou seja, se X ¢ compacto, entao existem xo e x1 € X tais que

Ty < x <24

Teorema A.2. (Teorema de Weierstrass): Seja f : X — R continua no conjunto compacto
X CR. Ezistem xo, 21 € X tais que f(xg) < f(x) < f(x1) para todo x € X.

Demonstracao:
X compacto = f(X) compacto.

Logo, f(X) possui um elemento minimo f(x¢) e um elemento mdzimo f(x1), ou seja
existem xg, 1 € X tais que f(xg) < f(x) < f(x1),Vxr € X.

Teorema A.3. (Teorema do Valor Médio de Lagrange) Seja f : [a,b] — R continua. Se f
¢ derivavel em (a,b), existe ¢ € (a,b) tal que
f(b) = f(a)
/ R
f (C) - b —a
Demonstracao:

Considere a fun¢ao auxiliar g : [a,b] — R, definida por

g(x) = f(x) — du,

sendo
1)~ S
b—a
Pelo Teorema de Rolle, eziste ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0, ou seja,

/ o _f<b>_f<a)
f(c)—d—ﬁ.



