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RESUMO

O presente trabalho consiste no estudo das cadeias de Markov e o algoritmo de Monte Carlo
como ferramenta de descriptografia.

Cadeia de Markov € um sistema probabilistico de tempo discreto € sem memdria, ou seja, 0
"amanha" depende do "hoje" e independe do "ontem". O algoritmo de Monte Carlo em Cadeias

de Markov ¢€ qtil para otimizar longas simulagdes que modelam um fendmeno probabilistico.

Palavras-chave: Cadeias de Markov, Monte Carlo, Criptografia.



ABSTRACT

The present work consists of the study of Markov chains and the Monte Carlo algorithm as a
decryption tool.

Markov chain is a discrete-time, memoryless probabilistic system, that is, the "tomorrow"depends
on "today"and is independent of "yesterday". The Markov Chain Monte Carlo Algorithm is

useful for optimizing long simulations that model a probabilistic phenomenon.

Keywords: Markov Chains, Monte Carlo, Cryptography.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é expor alguns resultados basicos de probabilidade uti-
lizando algoritmos de Monte Carlo para Cadeias de Markov. Inicialmente, vamos abordar
conceitos iniciais de Probabilidade. Depois exploraremos algumas propriedades de Cadeias de
Markov como a aperiodicidade e irredutibilidade. Por fim, mostraremos o algoritmo de Monte

Carlo e uma de suas aplicagdes.

No capitulo 2, veremos alguns conceitos bdsicos da teoria de probabilidade que
serdo imprescindiveis para o nosso estudo. Veremos os conceitos, por exemplo, de probabilidade
condicional, varidveis aleatdrias, esperancga de varidvel aleatdria, distribuicao de probabilidade.
Daremos motivacdes a estes conceitos para que fiquem o mais claro possivel através de exemplos

paupaveis.

No capitulo 3, introduziremos a definicio e conceito de Cadeias de Markov. Vamos
abordar as defini¢des importantes como, por exemplo, espaco de estados, matriz de transic¢ao, o
fendmeno da perda de memoria, entre outros topicos. Além de trazer exemplos que aproxime

esses objetos de estudos para o cotidiano do leitor.

No capitulo 4, vamos desenvolver ferramentas matematicas que permitam realizar
simulacdes das cadeias de Markov de acordo com nossas necessidades. Nos capitulo 5 e 7,
vamos estudar as principais propriedades que uma cadeia de Markov pode ter: aperiodicidade,

irredutibilidade e reversibilidade.

No capitulo 6, estudaremos o conceito de distribui¢cdo estaciondria e, na sequéncia,
trés teoremas importantes a respeito da convergéncia da distribui¢io de probabilidade em cadeias

aperiddicas e irredutiveis.

Nos capitulo 8 e 9, seremos apresentados ao Algoritmo de Monte Carlo para otimiza-
coes em Cadeias de Markov. Por fim, no capitulo 10, aplicaremos uma otimizac¢do via algoritmo

de Monte Carlo para otimizar a descriptografia de um texto por meio de sua plausibilidade.



2 O BASICO DE PROBABILIDADE

Nesse capitulo, vamos introduzir algumas nog¢des importantes de probabilidade
como variavéis aleatorias, distribuicdo de probabilidade, esperanca, probabilidade condicional,
etc. Esses conceitos serdo importantes para a compreensdo de Cadeias de Markov no capitulo

seguinte.

Definicdo 1. Sejam X um conjunto qualquer e P(X) a cole¢do de todos os subconjuntos de X.
Dizemos que X C P(X) é uma c-dlgebra de subconjuntos de X se, e somente se:

1. XeX

2. SeAeX, entdo A° € X

3. Se (Ay)nen € uma sequéncia em X, entdo

JA,ex

n=1
Sejam Q um conjunto qualquer e X uma familia de subconjuntos de €, satisfazendo
certas condicdes (operacdes basicas fechadas no préprio conjunto). Elementos de X sao cha-
mados de eventos. Para A C Q, escrevemos A para o complementar de A em Q que significa:

A={seQ:s¢ A}

Uma medida de em Q é uma fungio P : X — [0, 1], satisfazendo:
1. P(0)=0.
2. P(A°)=1-P(A) paratodo A C Q.
3. Se A e B sdo dois eventos disjutos, ou seja, ANB =0, entdo P(AUB) = P(A) + P(B). Em

geral, se Ay,A,...,A, € uma sequéncia enumeravel de eventos disjuntos (A; N B; = () para

todo i # j), entdo P(| JA;) =) P(A).
i=1 i=1
Note que (1) e (2) juntos implicam que P(Q2) = 1.

Se A e B sdo eventos, e P(B) > 0, entdo definimos a probabilidade condicional de A dado

B e denotamos por
P(ANB
P(A|B) = g
P(B)

A interpretagdo intuitiva de P(A | B) é a probabilidade do evento A acontecer, visto que ocorreu o
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evento B.

Dois eventos A e B sdo ditos independentes se P(ANB) = P(A)P(B). Em geral,
os eventos Ay, ...,Ay sdo ditos independentes se para qualquer [ < k e quaisquer iy,...,i; €
{1,...,k} com i} <ip <...<i;nés temos que:

l
P(Ail ﬂAi2 M- ﬂA,’l) = HP(Ain)‘
n=1
Para uma sequéncia infinita de eventos (Ay,...,A,,...), nds dizemos que A1, A>, ...
sdo independentes se A1,A», ..., A, sdo independentes para todo k. Note que se P(B) > 0, entdo

a independéncia entre A e B implica que P(A | B) = P(A), ou seja, a ocorréncia de B ndo afeta a

ocrréncia do evento A.

Uma variavel aleatéria deve ser considerada como uma quantidade aleatéria que
depende do acaso. Normalmente, uma varidvel aleatéria tem valor real, caso em que € uma
funcdo da forma X : Q — R. Iremos, no entanto, também considerar varidveis aleatérias em um
sentido mais geral, permitindo que sejam fun¢des X : € — S onde S pode ser qualquer conjunto.

Um evento A € definido em termos da varidvel aleatéria X se podemos ler se A
aconteceu ou nao a partir do valor de X. Exemplos de eventos definidos em termos da varidvel

aleatoria X sdo

A={X<47}={we Q| X(w) <4.7} e B={X é um niimero inteiro par}.

Definicao 2. Duas varidveis aleatorias X e Y sdo consideradas independentes quando, para
quaisquer eventos A = A(X) e B= B(Y), definidos em termos das variavéis aleatérias X e Y
respectivamente, sdo independentes. Da mesma forma, se X1, ..., Xy, ... sdo varidveis aleatorias,
entdo elas sdo consideradas independentes quando os eventos Ay = A1(Xy),...,Ar = Ar(Xy),

...sdo independentes.

Uma distribui¢ao € a mesma coisa que uma medida de probabilidade. Se X € uma
variavel aleatdria de valor real, entdo a distribuicdo uy € a medida de probabilidade em R
satisfazendo ux(A) = P(X € A) para todos (apropriados) A C R. A distribui¢do de uma varidvel
aleatéria de valor real é caracterizada em termos de sua funcao de distribuigdo Fx : R — [0, 1]

definida por Fx(x) = P(X < x) para todo x € R. Uma distribuicdo 4 em um conjunto finito
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S ={s1,...,5¢} é frequentemente representada como um vetor (i, ..., Ux ), onde L; = . Pela de-
k

finigdo de uma medida de probabilidade, temos entdo que u; € [0, 1] para cada i, e que Z ui=1.
i=1
Uma sequéncia de varidveis aleatdrias X1,X5,... é dita i.i.d., que é abreviagdo de
independente e identicamente distribuida, se as varidveis aleatdrias:
1. sdo independentes, e
2. possuem a mesma fungdo distribuicdo, isto é, P(X; < x) = P(X; < x) para todos , j e x.
Muitas vezes, uma sequéncia (X1, X3, ...) é interpretada como a evolugio no tempo de
alguma quantidade aleatéria: X, € a quantidade no tempo n. Essa sequéncia € entdo chamada de
processo aleatdrio (ou, as vezes, processo estocdstico). Cadeias de Markov, a serem introduzidos

no proximo capitulo, € uma classe especial de processos aleatorios.

Estaremos lidando apenas com dois tipos de varidveis aleatorias de valor real: varia-
veis aleatorias discretas e continuas. Os discretos assumem seus valores em algum subconjunto
finito ou contdvel de R; em todas as nossas aplicagdes, este subconjunto € (ou estd contido em)
{0,1,2,...}, caso em que dizemos que eles sdo nio negativos varidveis aleatdrias discretas com

valor inteiro.

Uma varidvel aleatoria continua X € uma varidvel aleatoria para a qual existe uma

fun¢do de densidade chamada fx : R — [0,c0) de modo que:
X
/ fx(x)dx = Fx(x) = P(X < x) paratodox € R

Um exemplo muito conhecido de uma varidvel aleatdria continua X surge ao deixar

1
X ter a fungdo de densidade gaussiana fx(x) = B parametros i e ¢ > 0.

2mo?
No entanto, as Unicas varidveis aleatorias continuas que serdo consideradas neste texto sdo as

uniformes [0, 1], que t€ém fun¢do de densidade

1, se xe][0,1],
fx(x) =
0, se x¢][0,1]

e funcdo distribuicao dada por
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0, se x<0,
X
FX(X)Z/_ x(tdt ¢ x, se xe]0,1],
I, se x>1

Intuitivamente, se X for uma varidvel aleatdria uniforme [0, 1], entdo X é igualmente
provével para tomar seu valor em qualquer lugar no intervalo [0, 1]. Mais precisamente, para

cada intervalo I de comprimento a dentro de [0, 1], temos P(X € I) = a

A esperanga (ou valor esperado, ou média) E[X| de uma varidvel aleatéria de valor
real X €, em certo sentido, o valor “médio” que esperamos de x. Se X for uma varidvel aleatdria

continua com fungdo de densidade fx(x), entdo sua esperanca é definido como

EX]= /:oxfx(x) dx.

que no caso em que X € uniforme [0, 1] se reduz a

! 1
E[X]:/ xdx = ~.
0 2

Para o caso em que X € uma varidvel aleatdria de valor inteiro ndo negativa, a esperanca €

definida como
EX]=) kP(X =k).
k=1

Pode ser demonstrado que isso € equivalente a férmula alternativa
Y P(X >k).
k=1

E importante entender que a esperanca E [X] de uma varidvel aleatdria pode ser infinito, mesmo

se o proprio X assumir apenas valores finitos. Um exemplo famoso é o seguinte:

Exemplo 1. O paradoxo de Sdo Petersburgo. Considere o seguinte jogo. Uma moeda justa é
jogada repetidamente até a primeira vez que sai coroa. Deixe X ser o niimero (aleatorio) de
caras que aparecem antes da primeira ocorréncia de coroas. Suponha que o banco pague 2X

rublos dependendo de X. Quanto vocé estd disposto a pagar para entrar neste jogo? De acordo
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com a teoria cldssica dos jogos de risco, vocé deve concordar em pagar para E[Y), onde Y = 2X

é o valor que vocé recebe do banco no final do jogo. Entdo, vamos calcular E[Y]. Nés temos:

1 n+1
P(X=n)= (§> para cada n, de modo que

E[Y] = i kP(Y = k) = i 2"P(Y =2")
k=1 n=0
n+1

— Y 2P(x=n)=Y 2"(%)
n=0 n=0
=1

SRR

Outra caracteristica importante, além de E[X], de uma varidvel aleatéria X, é a

varifincia Var[X], definida por
Var[X] = E[(X — pt)?] onde u = E[X].

A variancia é, portanto, o desvio médio quadratico de X de sua esperancga. Isto pode

ser calculado usando a férmula de defini¢do ou pela identidade
Var(X] = E[x*] - (E[x])?

conhecida como formula de Steiner.

Utilizando a linearidade, temos
EXi+...+ X)) =EX|]+... + E[X)]
e, se ¢ for uma constante,
E[cX]| = cE[X]
Para variancias, temos
Var[cX] = c*Var|X]

e, quando X1, ..., X, sdo independentes
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Var[X) + ...+ X,) = Var[X|| + ... + Var[X,]

Vamos calcular as esperancas e variagdes em alguns casos simples.

Fixe p € [0,1] e seja

I, com probabilidade p
X =

0, com probabilidade 1-p.

Esse tipo de X é chamado de varidvel aleatdria Bernoulli(p). A esperanga de X
torna-se

EX]=0-P(X=0)+1-P(X =1)

p.

Além disso, uma vez que X apenas assume os valores 0 e 1, temos X 2 = X, de modo que

E[X}=E[X],e

Var[X] = E[X*] - E[X)?

=p—-p’=p(l-p).

Exemplo 2. Seja Y a soma de n varidveis aleatérias Bernoulli(p) independentes X, ..., X,. Por
exemplo, Y pode ser o niimero de caras em n lancamentos de uma moeda com probabilidade de

caras p.) Tal Y é dito ser uma varidvel aleatdria binomial(n, p). Entdo,

E[Y|=E[Xi|+...+E[Xy]) = np,

Var[Y] = Var[X,] + ...+ Var[X,]| = np(1 — p).

Variancias sao tteis, por exemplo, para limitar a probabilidade de que uma varidvel

aleatoria desvia muito de sua média. Temos, por exemplo, o seguinte resultado bem conhecido.



15

Teorema 1 (Desigualdade de Chebyshev). Seja X uma varidvel aleatoria com média U e
varidncia 6*. Para qualquer a > 0, temos que a probabilidade P||X — 1| > a] de um desvio da
média de pelo menos a, satisfaz

(72
PIX—pza) <2

Demonstragdo. Defina outra varidvel aleatdria Y dada por

a’, se X —ul>a,

Y =
0, se [X—ul<a

Entdo sempre temos ¥ < (X — )2, de forma que E[Y] < E[(X — u)?]. Além disso,
E[Y] =da’P(|X — u| > a), de modo que

P(X —u| > 0) = “1)
< E[(Xazli)z]
_ VarlX] o?
2 "7

O

Teorema 2 (A Lei dos Grandes Numeros). Sejam X1,X>, ... varidveis aleatorias i.i.d com
média finita U e varidncia finita o2. Deixe M,, denotar a média dos n primeiros X;’s, ou seja,

1
M, = — (X1 +...+X,). Entdo, para qualquer € > 0, temos
n
lim P(|M, — | > €) =0
n—oo
Demonstragcdo. Usando a linearidade, temos
1
EM] = —(f+...+ 1) =H

Analogamente, como Var[cX] = ¢?X, entdo

2

1 (o]
Var[Mn] = ;(62 +...+ 62) = 7



Portanto, a desigualdade de Chebyshev da

2
c
P(IM,—u|>¢) < ~ 2 que tende a 0 quando n — co.
n

16
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3 CADEIAS DE MARKOV

Uma cadeia de Markov nada mais € que uma modelagem de um sistema probabi-
listico com tempo discreto. Nesse capitulo vamos introduzir os conceitos do nosso objeto de

estudo. Para isso, vamos comeg¢ar com um exemplo simples.

N6s consideramos um "andarilho"em uma pequena cidade composta por quatro ruas
€ quatro esquinas vy, v, v3 € v4 organizado como na Figura 1. No tempo 0, o andarilho fica no
canto v;. No tempo 1, ele joga uma moeda justa e se move imediatamente para v, ou v4 de
acordo com se a moeda da cara ou coroa. No tempo 2, ele joga a moeda novamente para decidir
para qual dos dois cantos adjacentes se mover, com a regra de decisdo que se a moeda der cara,
entdo ele se move um passo no sentido hordrio na Figura 1, enquanto se sair coroa, ele d4 um

passo no sentido anti-horério. Este procedimento é entdo iterado n vezes.

Y

[§3

%
Figura 1

Para cada n, seja X, o indice da esquina em que o andarilho estd no tempo n. Portanto, (Xo, Xy, ...)
¢ um processo aleatério tomando valores em {1,2,3,4}. Como o andarilho comeca no tempo 0

em vy, temos:
PXo=1)=1.

Em seguida, ele se moverd para v, ou v4 com probabilidade 1/2 cada, de modo que

P(X1:2>:1 c P(X1:4):

1
2 2
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Calcular a distribui¢do de X, para n > 2 requer um pouco mais de reflexdo. Para este
fim, € util considere as probabilidades condicionais. Suponha que no momento n, o andarilho se

posicione em, digamos, v>. Entdo, obtemos as probabilidades condicionais:
1 1
P(Xn—H =V |Xn = v2> = 5 e P(X,H_l = V3‘Xn = Vz) = 5

por causa do mecanismo de cara ou coroa para decidir para onde ir a seguir. Na verdade, obtemos
as mesmas probabilidades condicionais se condicionarmos ainda mais na totalidade histéria do

processo até o tempo 7, ou seja,

. ) ) 1
P(Xyt1 =vi|Xo =10, X1 =1i1,.... X1 = in—1,Xpn =) = 3

) . . 1
P(Xpp1 =v3|Xo =10, X1 =1i1,....Xn—1 =lp—1,Xn=12) = 5

para qualquer escolha de iy, . ..,i,—1. (Isso ocorre porque o cara ou coroa no tempo
n—+ 1 € independente de todos os lancamentos de moeda anteriores e, portanto, também in-
dependente de Xy, ...,X,). Este fendmeno é chamado de propriedade sem memoria, também
conhecida como propriedade de Markov: a distribui¢ao condicional de X, dada (Xp,...,X,)
depende apenas de X,,. Ou, em outras palavras, fazer o melhor possivel previsdo do que acontece
"amanhad"(tempo n + 1), s6 precisamos considerar o que acontece “hoje” (tempo n), como o

“passado” (tempos 0,...,n — 1) ndo fornecem informacdes tteis adicionais.

Outra caracteristica interessante deste processo aleatério € que a condicional dis-
tribuicdo de X, dado que X, = v, (digamos) é a mesma para todos os n. (Isso é porque o
mecanismo que o andarilho usa para decidir para onde ir a seguir € 0 mesmo em todos 0s

momentos). Esta propriedade é conhecida como homogeneidade do tempo, ou simplesmente

homogeneidade.
Definicdo 3. Seja P seja uma matriz k < k com elementos {P, j :i,j=1,...,k}. Um processo
aleatorio (Xo,Xi,...) com espaco de estado finito S = {sy,...,s;} € dito ser uma cadeia de

Markov (homogénea) com matriz de transicdo P, se para todos n, todos i,j € {1,...,k} e todos
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00y--yin—1 € {1,...,k} temos
P(Xni1=15j|X0 = 58ip, X1 = Siys-- -, Xn—1 = 8i,,, Xn = 5i)
= P(Xpi1 = 5j| X0 = 5i)
=P
Os elementos da matriz de transi¢do P sdo chamados de probabilidades de transicao.
A probabilidade de transi¢do F;; € a probabilidade condicional de estar no estado s; "ama-
nhad"dado que estamos no estado s; "hoje". O termo homogéneo € frequentemente descartado, e

dado como certo quando se fala sobre cadeias de Markov. Por exemplo, o exemplo de passeio

aleatério acima é uma cadeia de Markov, com espago de estados {1,2,3,4} e matriz de transi¢do

— 1 1_
0 - 0 =
1 2 1 2
- 0 - 0
P=|2 | 2,
0 - 0 =
1 2 1 2
- 0 = 0
) 2
Cada matriz de transicao satisfaz:
P,j>0paratodoi,jec{1,...,k} (3.1)
e
k
Y Pj=1paratodoic{l,...,k}. (3.2)
j=1

A propriedade anterior € apenas o fato de que as probabilidades condicionais sdao

sempre nao negativas, € que somam 1, ou seja,

P(Xn—l—l :S1|Xn :Si)+P(Xn+l :SZ|Xn :Si)+"'+P(Xn+l :Sk|Xn :Si) =1

A seguir consideramos outra caracteristica importante (além da matriz de transi¢cao)
de uma cadeia de Markov (X, X{,...), a distribuigdo inicial, que nos diz como a cadeia de

Markov comeca. A distribui¢do inicial € representada como um vetor linha /.L(O) dado por

0 0 0
p@ = (w1, )

= (P(Xo =51),P(Xo = 52),...,P(Xo = s¢)).
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Uma vez que ,LL(O) representa uma distribuicdo de probabilidade, temos

k 0
i=1

No exemplo de passeio aleatério acima, temos

u® =(1,0,0,0).

2)

Da mesma forma, deixamos os vetores linha “(1) , ,u( ,... denotam as distribui¢des de a cadeia

de Markov nos tempos 1,2,... de modo que

0 = (@ 1

Para o exemplo do passeio aleatério, temos que

I 1
MW=1(0.-.0=-
u (0727072)

Acontece que uma vez que conhecemos a distribuicao inicial ,u(o) e a matriz de transicao P,

podemos calcular todas as distribui¢des u(l) , u(z)

,... da cadeia de Markov. O seguinte resultado
nos diz que isso é simplesmente uma questido de multiplica¢do de matrizes. Escrevemos P" para

a n-ésima poténcia da matriz P.

Teorema 3. Para uma cadeia de Markov (Xo,X1,...) com espago de estado {si,...,s;}, distri-
buigdo inicial /.L(O) e matriz de transicdo P, temos para qualquer n que o distribuicdo ,u(”) no

tempo n satisfaz

Demonstragcdo. Considere primeiro o caso n = 1. Obtemos, para j = 1,...,k, que
0 3
up' =P(Xi=s;) =Y P(Xo=si,X1 =5;)

Juy

I
™~

Il
_

P(XO = Si)P(Xl = Sj’XO = Sl')

[
1=
=
=
oY
~.
I
=
=
~
Nl

onde (1 P) j denota o j-ésimo elemento do vetor linha nOp.

Portanto,
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Para provar para o caso geral, usamos a inducao. Fixe m, e suponha que o resultado é vélido

para n = m. Paran = m+ 1, obtemos

k
1
uj(.m_'_ ) =P(Xp+1 = Sj) = Z’P(Xm =5, Xnt+1 = Sj)

I
=
=2
&

I
&5
=2
&
=
I
&

&

I
&5

Il
M-
x
5

pas
~.

Il
=

5
=
~

de modo que "V = u™p. Mas u™ = u(© P pela hipétese de indugdo, entdo
u(m—i—l) _ u(m)P _ ,IJ(O)PmP _ ‘u(O)Pm-ﬁ—l'
N

Exemplo 3 (O tempo de Gotemburgo). As vezes, é afirmado que a melhor maneira de prever
o tempo de amanhd é simplesmente adivinhar que serd o mesmo amanhd como é hoje. Se
assumirmos que esta afirmagdo estd correta, entdo é natural modelar o tempo como uma cadeia
de Markov. Para simplificar, assumimos que existem apenas dois tipos de tempo: chuva e sol.
Se o preditor acima estiver correto 715% do tempo (independentemente de o tempo de hoje ser
chuva ou sol), entdo o tempo forma uma cadeia de Markov com espago de estado S = {s1,s2}

(com s1 = “chuva” e sy = “luz do sol”) e matriz de transigcdo

0.75 0.25
0.25 0.75

Exemplo 4 (O tempo de Los Angeles). Observe que no Exemplo 2, hd uma simetria perfeita
entre "chuvae "sol", no sentido de que a probabilidade que o tempo de hoje vai persistir
amanhd é o mesmo, independentemente do tempo de hoje. Isso pode ser razoavelmente realista
em Gotemburgo, mas ndo em Los Angeles onde o sol é muito mais comum do que a chuva. Uma
transi¢do mais razodvel matriz para o tempo de Los Angeles pode, portanto, ser (ainda com sy

= "chuva'e sp = "luz do sol")

0.50 0.50
0.10 0.90
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Figura 2

Exemplo 5 (A Internet como uma cadeia de Markov). Imagine que vocé estd navegando na
Internet, e que cada vez que encontrar uma pdgina da web, vocé clica em uma de seus hiperlinks
escolhidos aleatoriamente (uniformemente). Se X, denota onde vocé estd depois n cliques, entdo
(Xo,X1,...) pode ser descrito como uma cadeia de Markov com espago de estado S igual ao

conjunto de todas as pdginas da web na Internet, e a matriz de transi¢cdo P dada por
1

b d—i, se a pdgina s; tiver um link para a pdgina s
j —
0, caso contrdrio

onde d; é o niimero de links da pdgina s;. (Para tornar esta cadeia bem definida, também
precisamos definir o que acontece se nao houver nenhum link de s;. Nos podemos, por exemplo,
defina P; = 1 (e P;j = 0 para todo i # j) nesse caso, o que significa que quando vocé encontra
uma pdgina sem links, vocé fica preso.) cadeia de Markov complicada (especialmente em
comparagdo com os Exemplos 2 e 3), mas no entanto, acabou por ser um modelo iitil que, sob
vdrias formas de simplificacdo suposicoes admite andlises interessantes. Uma variante recente
deste modelo é levar em consideragcdo também a possibilidade de usar “botoes voltar” em
navegadores da web. No entanto, o resultado processo (Xo,X1,...) ndo é mais uma cadeia de

Markov, desde o que acontece quando o botdo voltar é pressionado ndo depende apenas do

estado atual X,,, mas em geral também em Xy, ..., X,_1.

Uma maneira util de imaginar uma cadeia de Markov € o chamado grafico de
transicdo. O gréfico de transi¢do consiste em nds que representam os estados da cadeia de
Markov, e setas entre os nos, representando probabilidades de transicao. Isso ¢ mais facilmente
explicado apenas mostrando os graficos de transicao dos exemplos considerado até agora. Em
todos os exemplos acima, bem como na Defini¢do 1, a "regra"para obter X, de X, nio mudou
com o tempo. Em algumas situacdes, € mais realista, ou por outras razdes mais desejaveis,
para deixar essa regra mudar com o tempo. Esta nos traz ao tépico das cadeias de Markov nio

homogeéneas, e o seguinte defini¢do, que generaliza a Definicdo 2.1.



Aos meus pais, por nunca terem medido esforcos
para me proporcionar um ensino de qualidade

durante todo o meu periodo escolar.



23

Definicao 4. Sejam pt) , P(Z), ... Ser uma sequéncia de matrizes k X k, cada uma das que satisfaz
(3.1) e (3.2). Um processo aleatorio (Xo,X1,...) com espago de estados finito S = {sy,...,s;.} €
dito ser uma cadeia de Markov ndo homogénea com matrizes de transi¢cdo P(l),P(z), ..., Se para

todo n, todo i,j € {1,...,k} e todos iy, . ..,i,—1 € {1,...,k} nds temos

P(Xn+l = Sj‘XO = si()7X1 :Sila"an*l = Sin_an = si)

= P(Xn+1 = Slen = Si)

_ pn+1)

Exemplo 6 (Um modelo refinado para o tempo de Gotemburgo). Hd muitas maneiras
pelas quais o modelo bruto do Exemplo 2 pode ser feito mais realista. Uma maneira é levar
em consideracdo as mudancas sazonais: ndo parece razodvel ignorar se o calenddrio diz

"janeiro"ou "julho"ao prever o tempo de amanhd. Para este fim, estendemos o espaco de estado

para {s1,s2,53}, onde s1 = “chuva” e sy = “luz do sol” como antes e s3 = “neve”. Sejam
0.75 025 0 0.5 0.30 0.20
Pverao =10.25 025 0Of e Pinverno = 10.15 0.70 0.15
0.50 0.50 O 0.20 0.30 0.50

e suponha que o tempo evolua de acordo com o P,.rqo em maio-setembro, e de acordo com
Piverno em outubro-abril. Essa é uma cadeia de Markov homogénea que modela o tempo de
Gotemburgo. Observe que em maio-setembro, o modelo se comporta exatamente como o do

Exemplo 2, exceto por algum possivel residuo tempo de neve em 11 de maio.

O seguinte resultado, que é uma generalizacdo do Teorema 3, nos diz como para

2)

calcular as distribui¢des /.1(1), /.L( ,..., nos momentos 1,2,... de uma cadeia de Markov ndo

homogénea com distribui¢do inicial [,L(O) e matrizes de transi¢ao P(l),P(Z), e
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Teorema 4. Suponha que (Xo,X1,...) seja uma cadeia de Markov ndo homogénea com espaco

2.

de estado {si,...,sx}, distribui¢do inicial u(o) e matrizes de transig¢do P(l),P( . Para

qualquer n, entdo temos que

Demonstragdo. Segue por um célculo semelhante ao da prova do Teorema 3. [
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4 SIMULACAO COMPUTACIONAL DE CADEIAS DE MARKOV

Uma questao fundamental em muitas aplicagdes préaticas da teoria de Markov € o
capacidade de simular cadeias de Markov em um computador. Este capitulo trata de como isso

pode ser feito.

Como simulamos um Cadeia de Markov (X, Xj,...) com determinado espago de
estado S = {s1,...,s¢}, distribuicdo inicial “(0) e matriz de transi¢do P? Considere variavéis
aleatdrias Up,Uyj, ... com distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1] (chamaremos também de
ndmeros aleatdrios). Outros ingredientes principais sao duas fungdes, que chamamos de fun¢ao

de iniciacio e a funcio de atualizacio.

A fungdo de iniciagdo ¥ : [0, 1] — S é uma fung¢@o do intervalo [0, 1] para o espago
de estado S, que usamos para gerar o valor inicial Xp. Nos presumimos:
1. W é constante por partes (ou seja, que [0, 1] pode ser dividido em finitamente muitos
subintervalos de tal forma que W seja constante em cada intervalo)
2. para cada s € S, o comprimento dos intervalos em que W(x) = s & igual a (¥ (s)

Outra forma de declarar a propriedade (2.) é que:

1
/O Ty —gydx = 'O (s) 4.1)

para cada s € S; aqui, Ipy(y)—s) € a chamada fungdo indicadora de {'¥(x) = s}, o que significa
que:

1
Iog (=) =
0, se W(x)#s

, se W¥(x)=s,

Desde que tenhamos tal fungcdo ¥, podemos gerar Xy a partir do primeiro nimero aleatério Uy
definindo Xy = W(Up) = 5. Isso dé a distribuicio correta de Xy, porque para qualquer s € S

obtemos

1
P(Xo =) = P(¥(Wo) =) = [ Hugdr =,

Portanto, chamamos ¥ uma funcdo de iniciacdo vdlida para a cadeia de Markov

(Xo,X1,...) se (2.) vale para todos s € S. As fungdes de inicia¢do vélidas sdo faceis de construir.
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Com S = {s1,...,5¢} e distribui¢do inicial 1'*), podemos definir

si, se xel0,u®(s)))

s2, se x€ [ O(sp), 1) +uO(s0))

\P(X) = si, se x€ -Z ,LL(O)(SJ'), Z “(O)(Sj)) 4.2)

(k-1
Sk, Se Xx€ Z,u(o)(sj),l]

Precisamos verificar se esta escolha de W satisfaz as propriedades (1.) e (2.) acima.
A propriedade (1.) é 6bvia. Quanto a propriedade (2.), basta verificar que (4.1) é vélido para

cada estado. Isso se mantém, uma vez que

i—1

1 i
/0 I (x)=s}dx = Z N(O)(Sj) - Z IJ(O) (s;) = u(o) (s;) parai=1,... k.
Jj=1 j=1

Isso significa que ¥ conforme definido em (4.2) é uma fung¢do de iniciagdo valida
para a cadeia de Markov (Xo, X, ...).
Portanto, agora sabemos como gerar o valor inicial Xy. Se descobrirmos como gerar X,,;| de
X,, para qualquer n, entdo podemos usar este procedimento iterativamente para obter toda a
cadeia (Xp, X, ...). Parair de X, a X,,; |, usaremos o niimero aleatério U, e uma funcéo de
atualizagdo @ : § x [0, 1] — S, que toma como entrada um estado s € S e um nimero entre O e 1,
e produz outro estado s € § como saida. Da mesma forma que para a fun¢do de iniciacdo ¥, nés
precisamos P para obedecer a certas propriedades, a saber
1. que para s; fixo, a fungéo ®(s;,x) é constante por partes (quando vista como uma fungao
de x), e
2. que para cada s; fixo, s; € S, o comprimento total dos intervalos em que ®(s;,x) =s; é
igual a P, ;.

Novamente, quanto a fung@o de iniciag@o, a propriedade (2.) pode ser reescrita como

1
/0 It (six)=s;(x)}dX = Pij paratodo s;,s; € S. 4.3)
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Se a funcdo de atualizacdo ¢ satisfizer (4.3), entdao

P(Xny1 = 5j|Xn = i) = P(¢ (51, Uy 1) = 51X = 5:) (4.4)
= P((P(si?UrH—l) = sj)

1
= /0 lo(si0=sy ()

A razdo pela qual o condicionamento em (4.4) pode ser descartado é que U,
¢ independente de (U, ...,U,) e, portanto, também de X,,. O mesmo argumento mostra que
a probabilidade condicional permanece a mesma se condicionarmos mais adiante os valores
(Xo,X1,...,X,—1). Portanto, isso dd uma simulagéo correta do Cadeia de Markov. Uma fungéo
¢ satisfazendo (4.4) é, portanto, considerada uma fung¢@o vélida funcgdo de atualizacdo para a

cadeia de Markov (Xo, X1, ... ).

Resta construir uma funcio de atualizacdo valida, mas isso ndo € mais dificil do que

a construcao de uma func¢do de iniciacdo vélida: Defina, para cada s; € S,

si, se x€[0,P)

52, se x€[P1,P1+P>)

. pu— _j_l j 45
¢ (si,x) Sj, se X€ ZPi,l»ZPiJ> -
| =1 =1

[k—1
Sk, Se X€ ZPiJ»l
I=1

Para ver que esta € uma fun¢ao de atualizacdo vilida, note que para qualquer s;,s; € S, temos

1
Zpi,l:Pi,j

j—
=1

: J
/ I{¢(si,x):sj}dx — Zpi,l _
0 “

Assim, temos uma receita completa para simular uma cadeia de Markov: Primeiro

construir fungdes vélidas de inicia¢do e atualiza¢do y e ¢ (por exemplo, como em (4.2) e (4.5)),
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e entdo definir

Xo =y (Vo)

X1 =9 (Xo,Ur)
Xo = ¢(X1,U)
X3=9(X2,U3)

e assim por diante.

Exemplo 7 (Simulando o clima de Maceid). Considere a cadeia de Markov no Exemplo 2, cujo
espago de estado é S = {s1,s2} onde s = "chuva'e sy = "luz do sol", e cuja matriz de transi¢cdo

é dada por
0.75 0.25

0.25 0.75

Suponha que iniciemos a cadeia de Markov em um dia chuvoso, de modo que u(o) = (1,0). Para
simular esta cadeia de Markov usando o esquema acima, aplicamos (4.2) e (4.5) para obter a
fungdo de inicia¢do

y(x)=s1 paratodo x

e fungdo de atualizagdo fornecida por

;

s1, se x€][0,0.75),
¢<S1,X) =
s, se x€0.75,1]
€ 4
s1, se x€[0,0.25),
(P(SZ?x) = 4
sy, se x€[0.25,1]

\

Antes de encerrar este capitulo, vamos finalmente apontar como o método acima
pode ser generalizado para lidar com a simulacdo de cadeias de Markov nao-homogéneas. Seja
(Xo,X1,...) Uma cadeia de Markov ndo-homogénea com espago de estado S = {sy,...,s;},
distribui¢do inicial “(0)’ e matrizes de transicao P(O),P(l), ... Podemos entdo obter a funcao
de iniciacdo y e o valor inicial Xy como no caso homogéneo. A atualizacdo € feita de forma
semelhante ao homogéneo caso, exceto que, uma vez que a cadeia nao é homogénea, precisamos

de vérios atualizando funcdes (])(1) , ¢(2), ..., € para estes precisamos ter



1
_ pn)
/o I{¢(n)(s,-,x):sj}(x)dx — piJ

para cada n e cada s;,s; € S. Tais fun¢des podem ser obtidas pela generalizacdo de

(P(n)(si’x) =

A cadeia de Markov ndo-homogénea é, entdo, simulada pela configuracao

e assim por diante.

51, S€ f

s, se xe B} PV +PY)
(= o & )

sjp se xe |} BLY Py
=1 =
[k—1

Sk, Se X€ ZPi(';),l

\ | [I=1

Xo = y(Up)
X = oW (Xo,Uy)
X, = 0% (X,)

X; =0 (X,,U3)
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5 CADEIAS DE MARKOV IRREDUTIVEIS E APERIODICAS

Neste capitulo, discutiremos duas condi¢des importantes em cadeias de Markov:
irredutibilidade e aperiodicidade. Essas condi¢des sdo de importancia central na teoria de
Cadeias de Markov e, em particular, eles desempenham um papel fundamental no estudo de
distribui¢des estaciondrias, que é o tépico do Capitulo 6.

Comecamos com a irredutibilidade, que, falando vagamente, € a propriedade que
“Todos os estados da cadeia de Markov podem ser alcancados de todos os outros”. Mais precisa-
mente, considere uma cadeia de Markov (Xp, X}, ...) com espago de estado S = {s1,...,s¢} e a
matriz de transi¢do P. Dizemos que um estado s; se comunica com outro estado s;, escrevendo
s; — 5, se a cadeia tem probabilidade positiva de alguma vez alcancar s; quando partimos de s;.

Em outras palavras, s; se comunica com s se existe um n que depende dos estados i e j tal que
P(Xpin=5j| Xm=si) > 0.

Esta probabilidade € independente de m (devido a homogeneidade da cadeia de
Markov), e éigual a (P"); j- Ses;— sjes;—s;, dizemos que os estados s; € 5 se intercomunicam

e escrevemos s; <» 5. Isso nos leva diretamente a defini¢ao de irredutibilidade.

Definicao 5. Outra forma de expressar a definicdo seria dizer que a cadeia é irredutivel se para

qualquer s;,s; € S podemos encontrar um n tal que (P");; > 0.

Uma maneira f4cil de verificar se uma cadeia de Markov € irredutivel € olhar para
seu grafico de transicao, e observar se cada estado existe uma sequéncia de setas que levam a
qualquer outro estado. Uma olhada na Figura 2, portanto, revela que o Cadeias de Markov nos
Exemplos 2 e 3, bem como o exemplo de passeio aleatdrio na Figura 1, sdo todos irredutiveis.

Vamos a seguir dar uma olhada em um exemplo que ndo ¢ irredutivel:
0.5
——
Feoralon’
0.3

COT_=@0

Figura 3
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Exemplo 8 (Uma cadeia de Markov redutivel). Considere uma cadeia de Markov (Xo,X1,...)

com espago de estado S = {1,2,3,4} e matriz de transi¢cdo

(05 05 0 0
03 07 0 0
0 0 02 08
0 0 08 02

Ao dar uma olhada em seu grdfico de transicdo (veja a Figura 3), vemos imediatamente que se
a cadeia comec¢a no estado 1 ou estado 2, entdo é restrita aos estados 1 e 2 para sempre. Da
mesma forma, se comegar no estado 3 ou 4, entdo nunca poderd deixar o subconjunto {3,4} do
espago de estado. Portanto, a cadeia é redutivel. Observe que se a cadeia comeg¢a no estado 1
ou estado 2, ela se comporta exatamente como se fosse eram uma cadeia de Markov com espagco

de estado {1,2} e matriz de transi¢cdo

0.5 05
0.7 0.3

Se comegar no estado 3 ou 4, entdo se comporta como uma cadeia de Markov com espago de

estado {3,4} e matriz de transigcdo
0.2 0.8

0.8 0.2

Isso ilustra uma caracteristica das cadeias de Markov redutiveis, que também explica o termo
"redutivel”: Se uma cadeia de Markov é redutivel, entdo a andlise de seu comportamento de
longo prazo pode ser reduzido a andlise do comportamento de longo prazo de uma ou mais

cadeias de Markov com espaco de estado menor.

Passamos a considerar o conceito de aperiodicidade. Para um finito ou infinito
conjunto {aj,a,...} de inteiros positivos, escrevemos mdc{ay,as,...} para o maior divisor

comum de aj,as,... O periodo d(s;) de um estado s; € S € definido como
d(si) =mdc{n>1:(P"); > 0}.

Em palavras, o periodo de s; € o maior divisor comum do conjunto de vezes que a cadeia pode
retornar (ou seja, tem probabilidade positiva de retornar) para s;, dado que comegcamos com

Xo = s;. Se d(s;) = 1, entdo dizemos que o estado s; é aperiddico
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Definicao 6. Uma cadeia de Markov é considerada aperiddica se todos os seus estados forem

aperiddico. Caso contrdrio, a cadeia é considerada periodica.

Considere, por exemplo, o Exemplo 2 (o clima de Gotemburgo). Veja que, indepen-
dentemente de o tempo hoje ser chuva ou sol, temos para qualquer n que a probabilidade de ter
o mesmo clima n dias depois € estritamente positivo. Ou, expresso de forma mais compacta:
(P");i > 0 para todo n e todos os estados s;. Isso obviamente implica que a cadeia de Markov no
Exemplo 2 € aperiddico. Claro, 0 mesmo raciocinio se aplica ao Exemplo 3 (o Los Tempo de

Angeles).

Por outro lado, vamos considerar o exemplo de passeio aleatério na Figura 1, onde o
caminhante aleatdrio estd no canto v; no tempo 0. Claramente, ele tem que pegar um nimero

par de etapas para voltar a v;. Isso significa que (P"); ; > 0 apenas paran = 2,4,6,... Portanto,
mdc{n>1:(P"); >0} =mdc{2,4,6,...} =2

e a cadeia é, portanto, periddica.

Uma razdo para a utilidade da aperiodicidade € o seguinte resultado:

Teorema 5. Suponha que tenhamos uma cadeia de Markov aperiédica (Xo,X1,...) com espago

de estado S = {s1,...,S;} e matriz de transicdo P. Entdo existe um N < oo tal que
(Pn)i,' >0
paratodoi € {1,... ,k} etodon > N. Para provar este resultado, devemos tomar emprestado o

seguinte lema da teoria dos niimeros

Lema 1. Seja A = {ay,as, ...} um conjunto de inteiros positivos que é
1. sem rede, o que significa que mdc{ay,az,...} =1, e
2. fechado sob adicdo, o que significa que sea € A e b € A, entdo a+b € A.

Entdo existe um inteiro N < oo tal que n € A para todon > N

Demonstragdo. (do Teorema 5) Para s; € S, seja A; = {n >1:(P"); > 0}, de modo que em
outras palavras, A; é o conjunto de tempos de retorno possiveis para o estado s; a partir de s;.

Assumimos que a cadeia de Markov € aperiddica e, portanto, o estado s; € aperiddico, de modo
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que A; é sem rede. Além disso, A; estd fechada sob adi¢do, pelo seguinte motivo: Se a,b € A;,

entdo P(X, = s; | Xo =5i) > 0e P(Xy1p = 5i | Xg = 5i) > 0. Isso implica que

P(Xyyp=si | Xo = si) > P(Xa = 5i,Xap = 5i | Xo = 51)
=P(X,=si|Xo=15i) P(Xgrp =i | Xg = 5i)

>0

de modo que a+b € A;. Em resumo, A; satisfaz as premissas (1.) e (2.) do Lema 1, que portanto,
implica que existe um inteiro N; < oo tal que (P");; > 0 para todos n > N;. O Teorema 5 agora

segue com N = max{Ny,...,Ni}. ]

Ao combinar aperiodicidade e irredutibilidade, obtemos o seguinte importante resul-
tado, que serd usado no préximo capitulo para provar o teorema da convergéncia da cadeia de

Markov (Teorema 7).

Teorema 6. Seja (Xo,X,...) Uma cadeia de Markov irredutivel e aperiédica com espaco de
estado S = {s1,...,sc} e matriz de transi¢do P. Entdo existe um M < o tal que (P");; > 0 para

todoi,j€{l,...,k} etodon> M.

Demonstragdo. Pela aperiodicidade assumida e Teorema 4.1, existe um nimero inteiro N < oo
tal que (P");; > 0 para todo i € {1,...,k} e todo n > N. Fixe dois estados s;,5; € S. Pela
irredutibilidade assumida, podemos encontrar algum 7;; tal que (P"/);; > 0. Seja M;; = N +n;;.

Para qualquer m > M;;, temos
P(Xm =9g; ‘ Xo :Si) > P(men,‘j = 5i, Xim = Sj |X0 :Si)
= P(men,-j = ; ‘ X() = S,')P(Xm = Sj | men,-j = S,')
>0
(o primeiro fator na segunda linha de € positivo porque m —n;; > N, e a segunda €

positiva pela escolha de n;;. Portanto, mostramos que (P™); j > 0 para todo m > M;;. O corolério

agora segue com

M = max{My1,M12,..., My, Mz 1,....May,...,Mr}
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6 DISTRIBUI(;()ES ESTACIONARIAS

Neste capitulo, consideramos uma das questdes centrais da teoria de Markov: a
assintdtica para o comportamento de longo prazo das cadeias de Markov. O que podemos dizer

sobre um Cadeia de Markov que estd em execu¢@o hd muito tempo?

Se (Xp, X1, ...) for qualquer cadeia de Markov ndo trivial, ndo podemos obter resul-
tados sobre a convergéncia de X,, para um limite. No entanto, podemos esperar que a distribui¢ao
de X, se estabeleca até um limite. Este € realmente o caso se a cadeia de Markov € irredutivel e
aperiddica, que € o principal resultado neste capitulo, o chamado teorema da convergéncia da

cadeia de Markov (Teorema 8).

Definicdo 7. Seja (Xo,X1,...) uma cadeia de Markov com espago de estado {sy,...,s;} e matriz
de transi¢do P. Um vetor linha © = (7, ..., m) é dito ser uma distribuicdo estaciondria para a
cadeia de Markov, se

1. mi>0parai=1,....ke zk:ﬂi: 1,

. i=1

2. WP = 7, significa que Zﬂ'iPij =m;paratodo j € {1,... k}.
Propriedade (1.) significa silgyllesmente que T deve descrever uma distribuicdo de probabilidade
em {sy,...,S;}. A propriedade (2.) implica que se a distribui¢do inicial 19 for igual a m, entdo

a distribui¢do /.L(l) da cadeia no tempo 1 satisfaz
‘u(l) — N(O)P =P = T,

e iterando vemos que ,u(”) = T para todo n.

Uma vez que a defini¢do de uma distribui¢do estaciondria realmente depende apenas
do matriz de transi¢do P, também as vezes dizemos que uma distribuicdo T satisfazendo a as
suposicoes (1.) e (2.) na defini¢do 5 sdo estaciondrias para a matriz P (em vez do que para a

cadeia de Markov).

O restante deste capitulo tratard de trés questoes: a existéncia de distribuicoes esta-
ciondrias, a unicidade das distribuicoes estaciondrias e a convergéncia para a estacionariedade

a partir de qualquer distribuicdo inicial. Vamos trabalhar sob as condicoes introduzidas no
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capitulo anterior (irredutibilidade e aperiodicidade), embora para alguns dos resultados essas

condigoes possam ser relaxadas um pouco. Comecamos com a questdo da existéncia.

Teorema 7 (Existéncia de distribuicoes estacionarias). Para qualquer irredutivel e aperiddica

cadeia de Markov, existe pelo menos uma distribuicdo estaciondria

Para provar este teorema da existéncia, primeiro precisamos provar um lema sobre
tempos de rebatida para cadeias de Markov. Se uma cadeia de Markov (Xp, X, ...) com espago
de estados {si,...,s¢} e matriz de transi¢do P comega no estado s;, entdo podemos definir o
tempo de rebatida

Ty =min{n > 1: X, = s;}

com a convengdo de que 7;; = o se a cadeia de Markov nunca visita s;. Também definiremos
tempo médio de rebatida

T = E[T;}]

Isso significa que 7;; € o tempo esperado at€ chegarmos ao estado s;, a partir do estado s;. Para o
caso i = j, chamamos 7;; o tempo médio de retorno para o estado s;. Enfatizamos que ao lidar

com o tempo de rebatida 7;;, hd sempre a suposicdo implicita de que Xy = s;.

Lema 2. Para qualquer cadeia de Markov aperiodica e irredutivel com espaco de estado
S ={s1,...,5k} e matriz de transi¢do P, temos para quaisquer dois estados s;,s; € S que se a

cadeia comec¢a no estado s;, entdo
P(T;; <o) =1 (6.1)
Além disso, o tempo médio de acerto T;; € finito, ou seja,
E[T;j] < oo. (6.2)
Demonstragdo. Pelo Coroldrio 1, podemos encontrar um M < oo tal que (PM )ij > 0 para todos

i,j€{l,...,k}. Fixe tal M, defina

o =min{(PM);; i, j€{1,...,k}},

e note que o > 0. Fixe dois estados s; € s; como no lema, e suponha que a cadeia comega em s;.
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Claramente,

P(T}j>M)§P(XM7£Sj)§1—OC

Além disso, dado tudo o que aconteceu até o momento M, temos probabilidade condicional de

pelo menos & de atingir o estado s; no tempo 2M, de modo que:

P(T,‘j > 2M) :P(Tij > M) -P(Tl‘j > 2M | T;; > M)
<P(Tij > M)-P(Xom # sj | Tij > M)
<(1-a)?

Iterando este argumento, obtemos para qualquer [ que
P(Tij>lM)ZP(T,‘]'>M)-P(TU>2M’7}]'>M)---
~P(Ti; > IM | Ti; > (I - 1)M)
< (1_a)la

que tende a 0 quando [ — 0. Logo, P(T;; = o) = 0, entdo (6.1) € estabelecido. Para provar

(6.2), usamos a formula para a expectativa, obtemos

8

E[T;j]=Y P(T;j>n) = iP(T,J>n) (6.3)

I—HM 1
P(Tij > n)
0 n= lM

(I+1)M—1
< T,,>lM)> MZP T;; > IM)

S
—_

I
s

—
Il

IA
gk

=0 \ n= lM =0
— 1 M
<MY (1- = — < oo,
= 1-(1-a) «
O
Vamos inciar a prova do teorema 7.
Demonstragdo. Escreva, como de costume, (Xo, X, ... ) Para a cadeia de Markov, S = {s1,...,s¢}

para o espaco de estados e P para a matriz de transi¢do. Suponha que a cadeia comega no estado

s1, e define, parai € {1,... k}

= Z P(Xn =i, T1’1 > I’l)
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de modo que, em outras palavras, p; € o nimero esperado de visitas ao estado i até 0 momento
711 — 1. Como o tempo de retorno médio E[T} ;] = 711 € finito, e p; < 71,1, vejamos que p;
também € finito. Nosso candidato a uma distribui¢io estaciondria é

= (m.. ) = (ﬁ,&,...,&).

T1,1 711 T1,1

Precisamos verificar se esta escolha de 7 satisfaz as condigdes (1.) e (2.) da defini¢do 5. Primeiro
k
mostramos que a relacdo Z m;P;j = mj na condigdo (2.) vale para j # 1 (o caso j = 1 serd tratado
i=1

separadamente).
pi 1
nj=——=—% PX,=s;,T11>n
! T1,1 ‘51,1,,;) % ! )
1 (o)
= — P(Xn = Sj,TL] > n) (6.4)
Tlvll’l:]
1 (e}
=—)Y P(X,=s;Ti1>n—1) (6.5)
Tl71 n:l
ok
ZP 1—S1,T11>n—1) ( —SJ|X 1—S)
Tl]n li=1
o k
Z i,j X 1—517Tl]>”_1) (6.6)
Tl]n li=1
k [
f—ZPl,,ZP w1 =si,Ti1>n—1)
Tll, 1 n=1
k [

ZP’JZP m—sllel>m)

Tllt 1 m=0

:Zz 1PibLj Zﬂ’-’ ¥ (6.7)

1,1

onde nas linhas (6.4), (6.5) e (6.6) usamos a suposi¢do de que j # 1; observe também que (6.6)

usa o fato de que o evento {77 ; > n— 1} é determinado unicamente pelo varidveis Xo, ..., X,_1.

A seguir, verificamos a condi¢@o (2.) também para o caso j = 1. Observe primeiro
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que p; =1; isso é imediato da defini¢do de p;. N6s temos

p1=1=P(T1| <) =

ﬁMg
5
I
3

3
Il
_
o
I
—

I
ok
15,
sl
=
e
e
|
S

P(Xn_l =si, 111 >n— I)OP(Xn =5 |Xn_1 :S,‘)

3
I
_
<
I
_

I I
M s
o1~ -1~

P1-P(Xy_1=s,T11>n—1)

3
I
_
<
Il
_

I
™M=
=
s

P(X,—1=si,T11 >n—1)

~
—
ﬁ

ey

I
M=
=
s

P(Xm =i, Tl,l > m)

I
—_
3
I
o

I

-
b
X

~
—

Portanto,

k P k
iL 1
=~ L~ LR
T1,1 T1,1

i=1 i=1

Ao combinar isso com (6.7), estabelecemos que a condi¢do (2.) é valida para nossa escolha de 7.

Resta mostrar que a condig¢ao (1.) também € vdlida. Que m; > 0 parai € {1,...,k} é imediato.
k
Para ver que Z m; = 1 também € valido, observe que
i=1

o)

T1,1 :E[Tl’l] = Z P(Tl’l > n) (6.8)

Il
e 1
M=

P(Xn = S, Tl,l > n)

ﬁ
o
I

—_

I
-
s

Il
—_
3
Il
o

P(X, = si, Ty, > n)

I
™~
S

N
I
—_

(onde a equacdo (6.8) usa (6.3)) de modo que

k
Z — T_ Zp, =1, a condig@o (1.) é verificada.
= 1,1
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Devemos continuar a considerar o comportamento assint6tico da distribui¢io /.L(")
de uma cadeia de Markov com distribui¢do inicial arbitraria /.L(O). Para estabelecer o principal
resultado (Teorema 7), precisamos definir o que significa uma sequéncia de distribui¢des de
probabilidade v(]),v(z) ,... convergir para outra distribui¢do de probabilidade v, e para esse
fim € util ter uma métrica sobre distribui¢cdes de probabilidade. Existem varias dessas métricas;

aquele que é ttil aqui é o chamada distancia de variacao total.

Definicdo 8. Se v(!) = ( 1(1), ey v,El)) ev® =( 1(2), ey v,gz)) sdo distribui¢des de probabili-

dade em S = {s1,...,s;}, entdo definimos a distdncia de variagdo total entre v e v® como
ORVONERE <RIV OINe)
dry(viV,v )=§Z|vl. vV (6.9)
i=1
Se vl , v(z), ... eV sdo distribuicdes de probabilidade em S, entdo dizemos que v converge

L TV
para Vv na variagdo total quando n — oo, escrevendo v Ly e

lim dry (v, v) =0.

n—oo

A constante 1/2 em (6.9) € projetada para fazer a variagdo total da distancia de dry tomar
valores entre 0 e 1. Na auséncia dessa contante, dry tomaria valores entre 0 e 2 devido a

desigualdade triangular. A variagdo total de distancia também tem a interpretagdo
dry (VD v = maxscs | vIV(A) = vP(A) | (6.10)

Em palavras, a distancia de variacdo total entre vi) e v ¢ g diferenca mdxima entre as

probabilidades que as duas distribuicoes atribuem a qualquer evento.

Agora estamos prontos para apresentar o principal resultado sobre convergéncia para

estacionariedade.

Teorema 8 (Teorema de convergéncia da cadeia de Markov). Seja (Xo,X1,...) uma cadeia
de Markov aperiddica e irredutivel com espago de estado S = {s1,...,s}, matriz de transicdo P
e distribuicdo inicial arbitrdria /.L(O). Entdo, para qualquer distribuicdo T que é estaciondria
para a matriz de transicdo P, temos

MOEAS (6.11)

O que o teorema diz € que se executarmos uma cadeia de Markov por um periodo

suficientemente longo de tempo n, entdo, independentemente de qual foi a distribuicdo inicial, a
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distribui¢do no tempo n estard proximo da distribui¢cdo estaciondria 7.

Para a prova, usaremos o chamado argumento de acoplamento; acoplamento € um

das técnicas mais uteis e elegantes em probabilidade contemporanea.

Demonstracdo. Ao estudar o comportamento de ,u(”), podemos assumir que (Xp, X, ...) foi

obtido pelo método de simulacdo descrito no Capitulo 3, ou seja,

Xo = ¥, (Vo)
Xl - (P(XO? U])
X> = ¢(X1,0s)

onde 70 € uma funcdo de iniciagdo valida para /.L(O), ¢ € uma func¢do de atualizagdo vdlida

para P e (Up,Uyj,...) é um i.i.d. sequéncia de varidveis aleatdrias uniforme em [0, 1].

A seguir, apresentamos uma segunda cadeia de Markov (Xp,X,...) permitindo
Y, ser uma fung@o de iniciagdo vdlida para a distribui¢do 7, permitindo (Uy, Uy, ... ) ser outra

sequéncia i.i.d. (independente de (Up,Uy,...)) de varidveis aleatdrias uniformes [0, 1], donde

X(/) = yz(Uo)
X = ¢(X,,U7)

X; = ¢(X1,U3)

Como 7 é uma distribuico estaciondria, temos que X/ tem distribui¢do 7 para qualquer n. Além
disso, as cadeias (Xo,X1,...) e (X{,X],...) sdo independentes de cada outro, pela suposi¢io de

que as sequéncias (Up,Uy,...) e (U},Uy,...) estdo independentes um do outro.

Um passo fundamental na prova agora € mostrar que, com probabilidade 1, as cadeias
se encontrardo, o que significa que existe um 7 tal que X, = X,,. Para mostrar isso, defina o
“hordrio da primeira reuniao”

T =min{n:X, =X}
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com a convencao de que T = oo se as cadeias nunca se encontram. Desde o Markov cadeia
(Xo,X1,...) éirredutivel e aperiddica, podemos encontrar, usando o Coroldrio 1, um M < oo tal
que

(PM);; > O paratodoi,j € {1,...,k}.

Defina
o = min{(PM);;:ie {1,...,k}},

e observe que & > 0. N6s entendemos que

P(T < M) > P(Xy = X},)

Il
N~
1~
i)
2
|
&
>
<
|
=z
~_
h
-
i)
<
I
&
<
E\
I
=z
~_

k
ZP(X():S,')'P(XM:SI |X0:Si)>

de modo que

P(T>M)<1-o?

Da mesma forma, dado tudo o que aconteceu até o momento M, temos probabilidade condicional

de pelo menos a? de ter Xoy = XéM =51, de modo que
P(Xoy #Xopy | T >M) < 1—a?.
Segue que
P(T >2M)=P(T >M)-P(T >2M | T > M)
<(1—a®)P(T >2M|T > M)
< (1= )P (X # Xy | T > M)

(1—a?)?

IN
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Ao iterar este argumento, obtemos para qualquer / que
P(T > IM) < (1—a?)
que tende a 0 quando / — oo. Por isso,

lim P(T > n) =0 (6.12)

n—soo

em outras palavras, mostramos que as duas cadeias se encontrardo com probabilidade 1.

O préximo passo da prova € construir uma terceira cadeia de Markov (X3, X{',...), pela configu-
racao

X! =X, (6.13)

e, para cada n,

" ¢(Xr/z,7Un+1)7 se Xr/z/#Xr/l
Xn—H —

XUy, se X! =X,

Em outras palavras, a cadeia (X ,X] ,...) evolui exatamente como a cadeia (Xy, X1, ...) Até 0
momento 7 quando ela encontra a cadeia pela primeira vez (X{,X],...). Isto entio muda para
evoluir exatamente como a cadeia (X{,X],...). E importante para perceber que Xy, X1',...)
realmente é uma cadeia de Markov com matriz de transi¢do P. Isso pode exigir uma pausa para
reflexdo, mas a razdo bésica pela qual é verdade € que a cada atualizacdo, a fun¢do de atualizacio
¢ exposta a uma nova varidvel uniforme em [0, 1], ou seja, uma que é independente de todas as
varidveis aleatdrias anteriores.

(Se a nova cadeia é exposta a U, ou a U, | depende do anterior valores das varidveis niformes
[0, 1], mas isso ndo importa, pois U, e U/ ».1 t€m a mesma distribuigdo e sdo independentes de
tudo que aconteceu até o tempo n.) Por causa de (5.13), temos esse X{, tem distribui¢do [,L( ).

Portanto, para qualquer 7, X, tem distribui¢do ,LL(”). Agora, para qualquer i € {1,...,k} obtemos

w" —m=P(X! =s5;) - P(X] =)
< P(X, =51, X, # si)
< P(X, #X,)
=P(T > N)
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que tende a 0 quando 1 — oo, devido a (6.12). Usando o mesmo argumento (com o papéis de X,
e X! trocados), vemos que
—ﬂi(n) <P(T >n)

também, novamente tendendo a 0 quando n — oo. Por isso,

hm\,u ﬂi‘:()

n—oo
Isso implica que
1 k
; ") 1) = - _ —
pim () = Jim | 3 1| ] ) =0
Portanto, (6.11) é estabelecido. O

Teorema 9 (Singularidade da distribuicao estacionaria). Qualquer irredutivel e aperiddica

cadeia de Markov tem exatamente uma distribui¢do estaciondria.

Demonstracdo. Seja (Xo,X,...) Uma cadeia de Markov irredutivel e aperiédica com matriz de
transicao P. Pelo Teorema 6, existe pelo menos uma distribui¢cdo estaciondria de P, entdo sO
precisamos mostrar que ha no maximo uma distribui¢fio estaciondria. Sejam 7 e 7’ dois (a priori

. . . . -~ . ;. 2 /
possivelmente diferentes) distribui¢Oes estaciondrias para P; nossa tarefa € mostrar que 7 = 7.

Suponha que a cadeia de Markov comece com a distribui¢o inicial “(o) = 7’. Entio
[,L(”) — 7’ para todo n, assumindo que 7’ € estacionario. No outro Por outro lado, o Teorema 7

nos diz que ,u(”) Y T, 0 que significa que

lim dry (,I.L(n),ﬂ:> =0.

n—yoo

Dado que ,u(”) =7/, este é 0 mesmo que

lim dTv(TL'/, 717) =0.
n—soo

Mas dry (', ) ndo depende de n e, portanto, € igual a 0. Isso implica que 7 = 7’ , entdo a prova

estd completa. O

Para resumir os Teoremas 7 e 8: Se uma cadeia de Markov for irredutivel e aperiddico,
entdo ele tem uma distribuicdo estaciondria unica 7, e a distribui¢do ,u(") da cadeia no tempo n

se aproxima de 7 quando n — oo, independentemente da distribuicao “(0).
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7 CADEIAS DE MARKOV REVERSIVEIS

Neste capitulo, apresentamos uma classe especial de cadeias de Markov conhecidas
como reversiveis. Eles sdo chamados assim porque, em certo sentido, parecem o mesmo,

independentemente de o tempo correr para trds ou para frente.

Definicio 9. Seja (Xo,X1,...) uma cadeia de Markov com espago de estado S = {sy,...,sx} e
matriz de transicdo P. Uma distribuicdo de probabilidade w em S é dito ser reversivel para a

cadeia (ou para a matriz de transi¢cdo P) se para todos i, j € {1,... ,k} ndés temos
EiP,'J = JTJ'PJ",‘ (7.1)
A cadeia de Markov é considerada reversivel se houver uma distribuigcdo reversivel para ela.

Teorema 10. Seja (Xo,X,...) uma cadeia de Markov com espago de estado S = {s1,...,s;} e
a matriz de transicdo P. Se & for uma distribuicdo reversivel para o cadeia, entdo também é

uma distribui¢cdo estaciondria para a cadeia.

Demonstracdo. A propriedade (1.) da definicdo 5 é imediata, entdo s6 resta mostrar que para

qualquer j € {1,...,k}, temos

k
M=) TP
i=1
nos temos
k k k
nj=m;y Pii=Y mjPi=) WP
i=1 i=1 i=1
onde na tdltima igualdade usamos (7.1). O

Exemplo 9 (Passeios aleatorios em graficos). Este exemplo é uma generalizacdo do exemplo
de passeio aleatorio na Figura 1. Um grdfico G = (V,E) consiste em um conjunto de vertice
V ={vi,...,v}, junto com um conjunto de arestas E = {ey,...,e;}. Cada aresta conecta dois
vértices; uma aresta conectando os vértices v; e v; € denotada (v;,v;). Duas arestas ndo sdo
permitidas para conectar o mesmo par de vértices. Dois os vértices sdo considerados vizinhos
se compartilham uma aresta. Por exemplo, o grdfico na Figura 4 tem conjunto de vértices

V ={vi1,...,vs} e conjunto de arestas

E :{<V17V3>7 <V1,V4>, <V2,V3>, <V27V5>7 <V27V6>7 <V37V4>7

(v3,v7), (v3,v8), (v4,v8), (vs,ve), (ve,v7), (v7,V8) }.
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Vi

Figura 4

Um passeio aleatorio em um grdfico G = (V,E) é uma cadeia de Markov com espago de estado
V ={vi,...,v} e 0 seguinte mecanismo de transi¢cdo: se o caminhante aleatdrio ficar em um
Vvértice v; no tempo n, entdo ele se move no tempo n+ 1 para um dos vizinhos de v; escolhido ao
acaso, com probabilidade igual para cada um dos vizinhos. Assim, se denotarmos o niimero de
vizinhos de um vértice v; por d;, entdo os elementos da matriz de transi¢do é dada por

1

—, Sevjevjsdo vizinhos,
po={di
J
0,

caso contrdrio.

Acontece que passeios aleatorios em grdficos sdao cadeias de Markov reversiveis, com distribuicdo

o (dl d %) (7.2)

reversivel T dada por
E, E, ceey d

k
onde d = Z d;. Para ver que (7.1) vale para esta escolha de &, calculamos
i=1

il _1_dil_ -
=5 =5 =557 =70, sevievj S4ao vizinnos
mpy = ddiddd

0=m;Pj;, caso contrdrio.

Para o grdfico da Figura 4, (7.2) torna-se

. 2 3 5 3 2 3 33
~\247247247 24724724724 24
de modo que, em equilibrio, v3 é o vértice mais provdvel para o caminhante aleatorio, enquanto

V| e V5 $4o 0os menos provaveis.

Exemplo 10. Seja (Xo,X1,...) uma cadeia de Markov com espago de estado S = {sy,...,s;} e
matriz de transicdo P, e suponha que a matriz de transi¢do tenha as propriedades que
1. P j>0sempreque|i—j|=1,e

2. P,j=0sempre que |i—j|>2
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B, B, By B,
@ e e~ @ S S
B, R, By Ry
Figura 5

Essa cadeia de Markov é muitas vezes chamada de processo de nascimento e morte, e sua transi-
¢do grdfico tem a forma delineada na Figura 5 (com alguns ou todos os P, ; "loops"possivelmente
ausente). Afirmamos que qualquer cadeia de Markov desse tipo é reversivel. Para construir
uma distribuicdo reversivel T para a cadeia, comecamos definindo 7} igual a algum niimero

arbitrdrio estritamente positivo a. A condi¢do (7.1) comi =1 e j =2 nos forca a tomar

Aplicando (7.1) novamente, agora com i =2 e j = 3, obtemos

. . P3 P3 P
7r3:7r2._:a._._
P35, Py Py
Podemos continuar desta forma e obter

i—1

i =ar i
[L= P

para cada i. Entdo m = (7, T,, ..., ) satisfaca os requisitos de um reversivel distribui¢do, ex-

ceto possivelmente que as entradas ndo somam 1, como é necessdrio para qualquer distribuicdo

2

de probabilidade. Mas isso ¢é facilmente resolvido dividindo todas as entradas por sua soma. E
prontamente verificado que

*

*
T T Ty

ke yk ot
-1 Lie1 T

= (m,m,..., M) =

é uma distribuigdo reversivel.

Tendo chegado tao longe, pode-se ter a impressao de que a maioria das cadeias de
Markov sao reversiveis. Isso ndo € realmente verdade, no entanto, para compensar essa falsa

impressdo, consideremos também um exemplo de uma cadeia de Markov que € ndo reversivel.

Exemplo 11 (Uma cadeia de Markov irreversivel). Vamos considerar uma modificacdo versdo
do passeio aleatorio na Figura 1. Suponha que os lances de moeda usados por os caminhantes
aleatorios na Figura 1 sdo tendenciosos, de tal forma que a cada tempo inteiro, ele se move

3
um passo no sentido hordrio com probabilidade 7 e um passo no sentido anti-hordrio com



47

1 ,
probabilidade 7 Isso produz uma cadeia de Markov com o grdfico de transicdo em Figura 6. E

1111

claro que ™ = ( —> € uma distribuigcdo estaciondria para esta cadeia. Além disso, uma

4’44’4
vez que a cadeia é irredutivel, temos pelo Teorema 8 que esta é a vinica distribuicdo estaciondria.

Por causa do Teorema 9, portanto, precisamos que T seja reversivel para que a cadeia de Markov

para ser reversivel.
0.75
/--'—‘--‘_9
~—
025
0.75 0.25 0.25 0.75
025
OO
~ -
0.75
Figura 6

Mas se, por exemplo, tentarmos (7.1) com i =1 e j =2, obteremos

=mbP

ENI-

P 3 1

MR2Z YT 167 16 4
de modo que TP » = m P> 1 e a reversibilidade falha. Intuitivamente, a razdo pela qual essa
cadeia ndo é reversivel é que o andador tende a se mover no sentido hordrio. Se filmamos o
andarilho e assistimos ao filme ao contrdrio, parecerd que ele preferiu mover-se no sentido

anti-hordrio, de modo que em outras palavras a cadeia se comporta diferente no "tempo para

trds'"em comparacdo com o "tempo para a frente".
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8 CADEIA DE MARKOV MONTE CARLO

Neste capitulo e no préximo, consideramos o seguinte problema: Dada uma dis-
tribui¢do de probabilidade w em S = {sy,...,s;}, como simulamos um objeto aleatério com

distribui¢do 7?7 Para motivar o problema, comecamos com um exemplo.

Figura 8

Exemplo 12 (O modelo hard-core). Seja G = (V,E) um grafo (lembre-se Exemplo 6.1 para
a defini¢do de um grafo) com conjunto de vértices V.= {vi,...,vi} e conjunto de arestas
E ={ey,...,e;}. No chamado modelo hard-core em G, nds atribuimos aleatoriamente o valor O
ou 1 a cada um dos vértices, de forma que ndo dois vértices adjacentes (ou seja, ndo hd dois
vértices que compartilhem uma aresta), ambos recebem o valor 1. Atribuicées de 0 e 1 aos
vértices sdo chamadas de configuracoes e podem ser pensados como elementos do conjunto
{0, I}V. Configuragcoes em que ndo hd dois 1’s ocupando vértices adjacentes sdo chamados
de vidveis. A maneira precisa em que escolhemos uma configuracdo aleatoria é tomar cada
uma das configuracoes vidveis com igual probabilidade. Escrevemos |G para a medida de
probabilidade resultante em {0,1}" . Portanto, para & € {0,1}", temos

1
—, se& évidvel,

uG(&) =14 % 8.1)

0, caso contrdrio.

onde Zg é o niimero total de configuracoes vidveis para G. Veja a Figura 7 para uma configura-

¢do aleatoria escolhida de acordo com g no caso em que G é um grafo de formato quadrado de
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tamanho 8 x 8. Este modelo (com o grdfico G sendo uma grade tridimensional) foi introduzido
em fisica estatistica para capturar parte do comportamento de um gds cujas particulas tém raios
ndo negligencidveis e ndo podem se sobrepor; aqui 1’s representam particulas e 0’s representam
locais vazios. (O modelo também tem sido usado em telecomunicacdes para modelar situacoes
onde um né ocupado desativa todos os seus nos vizinhos.) Uma pergunta muito natural é: qual
é o niimero esperado de 1’s de uma configuragdo aleatoria escolhida de acordo com lig? Se
escrevermos n(&) para o niimero de 1’s na configuracdo &, e X para uma configuracdo aleatdria

escolhida de acordo com g, entdo este valor esperado é dado por,

En)= Y n(€) ue(&) = —

- = Z_G ) l’l((S) I{é é vidvel} (8.2)
gefo1}y cefo,1}v

onde Zg é o niimero total de configuragoes vidveis para o grdfico G.

Avaliar esta soma pode ser invidvel a menos que o grdfico seja muito pequeno, uma vez que o
nuimero de configuragoes (e, portanto, o niimero de termos na soma) cresce exponencialmente
no tamanho do grdfico (por exemplo, temos 264 — 1,8-10" diferentes configuragcoes para o
grdfico de tamanho moderado na Figura 'l; em aplicacoes fisicas geralmente se interessa por
grdficos muito maiores). Pode ajudar um pouco que a maioria dos termos assume o valor 0, mas

o numero de termos diferentes de zero aumenta exponencialmente também. Observe também que

o cdlculo de Zg é computacionalmente ndo trivial.

Jd que a expressdo exata em (8.2) estd além de nossos recursos computacionais
pode lidar, uma boa idéia pode ser reverter para as simulacoes. Se soubermos simular uma
configuragdo aleatéria X com distribuicdo g, entdo podemos fazer muitas vezes, e estimar
E[n(X)] pelo niimero médio de 1’s em nossas simulagcées. Pela Lei dos Grandes Niimeros
(Teorema 2), esta estimativa converge para o verdadeiro valor de E[n(X)), pois o niimero de
simulagoes tende ao infinito, e podemos formar intervalos de confianca, usando procedimentos

estatisticos padrdo.

Com este exemplo em mente, vamos discutir como podemos simular um varidvel X
distribuida de acordo com uma dada distribui¢do de probabilidade 7 em um estado espago S. Em

principio, € muito simples: apenas enumerar os elementos de S como sy, ..., Sk, € entdo deixe

X=y()
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onde U € uma varidvel aleatdria uniforme [0, 1] e a funcdo y : [0,1] — S é dado por

(

s1, se x€l0,7(s1))

s2, se x€[n(sy),m(s1)+mw(s2))

) = Si, Se XE€ Zn(sj),zl:n(sj) 8.3)
=1 =1
[k—1

Sk, Se XE€E Zn'(sj),l
\ j=1

como em (4.2). Argumentando como no Capitulo 4, vemos que isso dd a X o desejado distribui-
cdo 7. Na pratica, no entanto, essa abordagem € invidvel, a menos que o espaco de estado S seja
pequeno. Para o modelo de esferas duras em uma grade quadrada do tamanho de um tabuleiro de
xadrez ou maior, a avalia¢do da fun¢io y em (8.2) torna-se muito demorado para este método

ter alguma utilidade pratica.

E precisamente neste tipo de situagio que a cadeia de Markov Monte Carlo (MCMC)
¢é util. O método se origina na fisica, onde o os primeiros usos remontam a década de 1950.
Posteriormente, teve grandes booms em outras areas, especialmente na andlise de imagens na
década de 1980, e cada vez mais importante na area de estatisticas conhecida como estatisticas

Bayesianas na década de 1990.

A ideia € a seguinte: Suponha que construimos uma cadeia de Markov aperiddica e
irredutivel (Xo,X1,...), cuja distribui¢@o estaciondria (dnica) é 7. Se executarmos a cadeia com
distribui¢do inicial arbitraria (por exemplo, comecando em um estado fixo), entdo o teorema
de convergéncia da cadeia de Markov (Teorema 7) garante que a distribuicdo da cadeia no
tempo n converge para 7, quando n — co. Portanto, se executarmos a cadeia por um tempo n
suficientemente longo, entdo a distribuicdo de X,, serd muito préxima de 7. Claro, isso é apenas
um aproximagao, mas o ponto € que a aproximagao pode ser feita arbitrariamente boa escolhendo

o tempo de execucdo n grande.

Uma objecdo natural nesta fase é: Como pode ser mais fécil construir uma cadeia de

Markov com a propriedade desejada do que construir uma varidvel com distribuicdo 7 direta-
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mente? Para responder a isso, vamos direto para um exemplo.

Exemplo 13 (Um algoritmo MCMC para o modelo hard-core). Vamos considerar o modelo
hard-core do Exemplo 11 em um grdfico G = (V,E) (que para concretude pode ser considerado
o da FiguraT) comV = {v,...,vi}. A fim de obter um algoritmo MCMC para este modelo,
queremos construir uma cadeia de Markov cujo espago de estado S é o conjunto de configuracéoes
vidveis para G, ou seja,

S={Eec{0,1}V : & évidvel}.

Além disso, queremos que a cadeia de Markov seja irredutivel e aperiddica e tenha
distribui¢@o estaciondria g dada por (8.1). Uma cadeia de Markov (Xp,Xj,...) com as pro-
priedades desejadas pode ser obtida usando o seguinte mecanismo de transicdo. A cada tempo
inteiro n+ 1, fazemos o seguinte:

1. Escolha um vértice v € V aleatoriamente (uniformemente).

2. Jogue uma moeda justa.

3. Se a moeda der cara, e todos os vizinhos de v assumirem o valor 0 em X,, entdo deixe
Xpn+1(v) = 1; caso contrério, deixe X+ (v) = 0.

4. Para todos os vértices w diferentes de v, deixe o valor em w inalterado, ou seja, deixe
Xpt1(w) = Xu(w).

Passo n Passo n+1 Passo n Passo n+1

s
= el B

Temos que Pg ¢ > 0, pois X, e X+ diferem em um ou em nenhum vértice. Desse modo, a
cadeia é aperiédica. Trocando um vértice de cada vez, é possivel observar que & — &’ e a cadeia

¢ irredutivel.

Passo 1 Passo 2 Passo 3

§:§n1_>én2_>"'_>§nk:€/
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Portanto, resta mostrar que U € uma distribui¢do estaciondria para a cadeia. Pelo
Teorema 9, € suficiente mostrar que i € reversivel. P ¢/ denota a probabilidade de transi¢do do
estado & para o estado &’ (com transi¢do mecanismo como acima), portanto, precisamos verificar

N

uG(&) - Pegr = ug(E') - Per g (8.4)

para quaisquer duas configura¢des vidveis & e &’. Vamos escrever d = d(&€, ") para o nimero
de vértices em que & e &’ diferem, e trata os trés casos d = 0, d = 1 e d > 2 separadamente. Em
primeiro lugar, o caso d = 0 significa que & = &', nesse caso a relagio (8.4) é completamente
trivial. Em segundo lugar, o caso d > 2 € quase tdo trivial, porque a cadeia nunca muda os valores
em mais de um vértice de cada vez, tornando ambos os lados de (8.4) iguais a 0. Finalmente,
considere o caso d = 1 onde & e £’ diferem em exatamente um vértice v. Entdo, todos os vizinhos
de v devem assumir o valor 0 em ambos & e &', pois de outra forma uma das configuracdes nio

seria viavel. Portanto, obtemos

I 1

‘LLG(§> -Pg.g/ = Z_G : ﬂ = .uG(él) 'Pé’,é

e (8.4) é verificado (Ilembre-se de que k é o niimero de vértices). Portanto, a cadeia tem [ como

uma distribui¢ao reversivel (e portanto estaciondria).

Agora podemos simular essa cadeia de Markov usando os métodos do Capitulo 4.
A escolha conveniente da fung@o de atualiza¢do ¢ € dividir o intervalo da unidade [0, 1] em 2k

subintervalos de igual comprimento 1/2k, representando as escolhas:
(vi,cara), (vy,coroa), (vo,cara), ..., (v, coroa)

na descri¢do acima do mecanismo de transi¢do. Se agora executarmos a cadeia por um longo
tempo n, comeg¢ando com uma configuracao inicial arbitraria vidvel, como a configuracdo de
"todos os 0’s"e saida X,,, entdo obtemos uma configuracdo aleatdria cujo a distribuicdo é de

aproximadamente (.

O acima € um algoritmo MCMC tipico em vérios aspectos. Em primeiro lugar,
observe que embora seja apenas necessario que a cadeia tenha a distribuicdao desejada como
uma distribui¢ao estaciondria, encontramos uma cadeia com a propriedade mais forte que a

distribuicdo € reversivel. Este € o caso da grande maioria dos conhecidos Algoritmos MCMC.
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A razdo para isso é que, na maioria das situagdes ndo triviais, a maneira mais facil de construir
uma cadeia com uma dada distribui¢@o estaciondria 7 é que a condic@o de reversibilidade (7.1)

se mantém.

Em segundo lugar, o algoritmo no Exemplo 12 é um exemplo de um comumente
usado classe especial de algoritmos MCMC conhecidos como amostradores de Gibbs que sao
titeis para simular distribuicdes de probabilidade 7 em espacos de estado da forma SV, onde S e
V s@o conjuntos finitos. Em outras palavras, temos um conjunto finito V de vértices com um
conjunto finito S de valores atingiveis em cada vértice, e 7 € a distribui¢ao de alguma atribui¢ao
aleatdria de valores em S aos vértices em V (no exemplo do modelo hard-core, temos S = {0, 1}).
O amostrador Gibbs € uma cadeia de Markov que a cada tempo inteiro n+ 1 faz o seguinte.

1. Escolha um vértice v € V aleatoriamente (uniformemente).

2. Escolha X, 1(v) de acordo com a distribui¢do 7 condicional do valor em v dado que todos
os outros vértices assumem valores de acordo com X,

3. Seja X, 11(w) = X,,(w) para todos os vértices w € V exceto v.

Nao € dificil mostrar que esta cadeia de Markov € aperiddica, e que tem 77 como uma
distribuicao reversivel (portanto estaciondria). Se além disso a cadeia for irredutivel (o que pode
ou nio ser o caso, dependendo de quais elementos de S tém probabilidade 7 diferente de zero),
entdo esta cadeia de Markov é um algoritmo MCMC correto para simular varidveis aleatérias

com distribuicdo . Damos outro exemplo:

Exemplo 14 (Um algoritmo MCMC para g-coloriveis aleatérios). Seja G = (V,E) seja um
grdfico e seja q > 2 um inteiro. Uma q-coloragdo do grdfico G é um atribuicdo de valores de
{1,...,q} (considerado como q diferentes “cores”) com a propriedade de que dois vértices
adjacentes ndo tenham o mesmo valor (cor). Por coloracdo q aleatoria para G, queremos dizer
uma coloragdo q escolhida uniformemente a partir do conjunto de possiveis q-coloriveis para G,

e escrevemos Pg 4 para a distribuicdo de probabilidade correspondente em sv.

Para um vértice v € V e uma atribui¢do & de cores aos vértices diferentes de v, a
distribui¢do condicional pg 4-distribui¢do da cor em v € uniforme sobre o conjunto de todos
cores que ndo sdo obtidas em & em algum vizinho de v. Um amostrador Gibbs para g-coloriveis
aleatorios é, portanto, uma cadeia de Markov avaliada em SV onde em cada tempo n+ 1, as

transigcoes ocorrem da seguinte maneira.



54

1. Escolha um vértice v € V aleatoriamente (uniformemente)
2. Escolha X, +1(v) de acordo com a distribui¢do uniforme sobre o conjunto de cores que
ndo sdo alcangados em qualquer vizinho de v.
3. Deixe a cor inalterada em todos os outros vértices, ou seja, deixe X, 1(w) = X,(w) para
todos os vértices w € V exceto v.
Esta cadeia é aperiddica e possui pg 4 como distribui¢do estaciondria. Se a cadeia
é irredutivel ou ndo depende de G e g, e ndo é trivial problema em geral para determinar isso.
No caso, podemos mostrar que é irredutivel, este amostrador de Gibbs torna-se um algoritmo

MCMC itil.

Vamos também mencionar que uma variante comumente usada do amostrador de
Gibbs € o Segue. Em vez de escolher os vértices para atualizar aleatoriamente, podemos circular
sistematicamente através do conjunto de vértices. Por exemplo, se V = {vy,..., v}, podemos

decidir atualizar o vértice

vy, mnasvezes l,k+1,2k+1...

vy, nasvezes2,k+2,2k+2...

(8.5)
v;, nasvezesi,k+i,2k—+i...

vk, mas vezes k,2k,3k...

Isso dda uma cadeia de Markov nao homogénea (porque ha k diferentes regras de
atualizagc@o usadas em momentos diferentes) que € aperiddico e tem o desejado distribui¢do como
uma distribuicdo reversivel. Além disso, € irredutivel se e somente se o amostrador de Gibbs de
s e . . . .

vértice aleatdrio” original for irredutivel. Provar essas afirmacdes sdo razoavelmente diretas,
mas requerem uma extensao notacionalmente um tanto inconveniente da teoria nos Capitulos
5 —7 para o caso de cadeias de Markov ndo homogéneas; portanto, omitimos os detalhes. Esta

variante do amostrador de Gibbs é referido como o amostrador de Gibbs de varredura sistematica.

Outro procedimento geral importante para projetar uma cadeia de Markov reversivel
para algoritmos MCMC ¢€ a construcdo de uma chamada Metrépole cadeia. Vamos descrever
uma maneira (ndo a mais geral possivel) de construir uma cadeia de Metrépolis para simular

uma dada distribui¢@o de probabilidade & = (7, ..., m;) em um conjunto S = {s1,...,s¢}. O
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primeiro passo € construir alguns grafos G com conjunto de vértices S. O conjunto de arestas
(estrutura de vizinhanca) deste grafico pode ser arbitrario, exceto que
1. o grafo deve ser conectado a fim de garantir a irredutibilidade da cadeia resultante, e
2. cada vértice ndo deve ser o ponto final de muitas arestas, caso contrario a cadeia torna-se
computacionalmente muito pesada para simular na prética
Como de costume, dizemos que dois estados s; € s; sd0 vizinhos se o grafo contém uma borda
(siys j> ligando-os. Também escrevemos d; para o nimero de vizinhos do estado s;. A cadeia

Metropolis correspondente a uma determinada escolha de G tem matriz de transi¢cao

( 1 . ﬂjdi ~ ..
— -min{ 1}, se ;e s, sdo vizinhos
d; ﬂidj
P j=140, se s; # s ndo sdo vizinhos
1 T 'd,‘
1-Y — min{=",1 se Ii=j

onde a soma € sobre todos os estados s; que sdo vizinhos de s;. Esta transicdo matriz corresponde
ao seguinte mecanismo de transi¢do: Suponha que X, = s;. Primeiro escolha um estado s; de
acordo com a distribui¢cao uniforme no conjunto de vizinhos de s; (de modo que cada vizinho

seja escolhido com probabilidade 1/d;) Entao defina
T 'di
sj, com probabilidade min{ =, 1}
Xp41 = mid,

n+1 —
si, com probabilidade 1 — min{

ﬂjdi,l}
ﬂidj

Para mostrar que esta cadeia de Markov tem 7 como sua distribuicao estaciondria, € suficiente

para verificar se a condicao de reversibilidade
717,'1'),',]' = J'CijJ' (8.6)

vale para todos os i e j. Procedemos como no Exemplo 12, observando primeiro que (8.6) é
trivial para i = j. Para o caso em que i = j e s; € 5; ndo sdo vizinhos, (8.6) € vélido porque ambos
os lados sdo 0. Finalmente, dividimos o caso em que s; € s; sd0 vizinhos em dois subcasos de

Tid; Tid;
acordo com ou ndo —— > 1. Se =.-X > 1, entdo

71'1']' 7'Cij
T P; T, I
i, = M
d; p
1lmd; =&
.p. . J 4
TTiPj;
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jr. .
de modo que (8.6) se mantenha. Da mesma forma, se ﬂj ‘< 1, entdo
i«j
1 mid;
v ldl' ﬂidj dj
1
i J
dj

e novamente (8.6) se mantém. Portanto, 7 é uma distribuic@o reversivel (portanto estaciondria)

para a cadeia Metropolis, que portanto pode ser usada para simulacio MCMC de 7.
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9 CONVERGENCIA RAPIDA DE ALGORITMOS MCMC

Embora a abordagem MCMC para simulacdo, descrita no capitulo anterior, seja
altamente util, vamos observar duas desvantagens do método:

1. A principal base tedrica para 0 método MCMC € o Teorema 7, que garante que a distri-
buicdo u(") no tempo n de uma cadeia de Markov irredutivel e aperiddica iniciada em
um estado fixo converge para a estaciondria distribui¢do 7 como n — co. Mas isso ndo
significa que u(”) sempre se torna igual a 7, sé que chega muito perto. Na verdade, na
maioria dos exemplos, temos /.L(") # 1 para todo n. Portanto, ndo importa o quio grande
seja n € considerado no algoritmo MCMC, ha ainda havera alguma discrepancia entre a
distribuicdo da saida e a distribui¢do desejada 7.

2. A fim de tornar o erro devido a (1) pequeno, precisamos descobrir qudo grande n precisa
ser tomado para garantir que a discrepancia entre ,u(") e 7 (medido na distancia de variacao
total dry ( n, 7) € menor do que algum dado € > 0. Em muitas situagdes, descobriu-se
ser muito dificil obter limites superiores de quao grande n precisa ser tomadas, que sao
pequenas o suficiente para ter qualquer uso pratico

O problema (1) acima em si ndo é um obstdculo particularmente sério. Na maioria
das situagdes, podemos tolerar um pequeno erro na distribuicdo da saida, desde que pois temos
uma ideia sobre o quio pequeno ele é. E apenas em combinagio com (2) que se torna realmente
incomodo. Uma cadeia de Markov (Xp, X, ...) cuja distribui¢do ,u(") converge para a distribui-
cdo desejada 7, pois o tempo de execugdo n tende a oo, € construido. A cadeia € entdo executada
por um tempo razoavelmente longo n (digamos, 10* ou 10°, e X,, ¢ a saida, na esperanca de que

a cadeia tenha chegado perto do equilibrio por entao.

Esta situacdo € claramente insatisfatéria e uma quantidade substancial de esfor¢o nos
ultimos anos tem tentado corrigi-lo. Neste capitulo, daremos uma olhada em duas abordagens
diferentes. O que vamos considerar neste capitulo € tentar superar o problema mais sério (2)
por estabelecer limites uteis para taxas de convergéncia de cadeias de Markov. Em geral, este
continua sendo um problema aberto dificil, mas em uma série de situacdes especificas, resultados

muito bons foram obtidos.

Para ilustrar o tipo de resultados de taxa de convergéncia que podem ser obtidos, €

uma das principais técnicas de prova, neste capitulo iremos nos concentrar em um exemplo onde
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a cadeia MCMC foi analisada com sucesso, ou seja, o g-colorivel aleatérios no Exemplo 13.

Uma variedade de técnicas diferentes (mas as vezes relacionadas) para provar a
rapida convergéncia ao equilibrio de cadeias de Markov foram desenvolvidas, incluindo limites
de autovalor, argumentos de caminho e fluxo, varias comparacdes entre cadeias diferentes e o
conceito de dualidade estaciondria forte. Outra técnica importante, que ja abordamos no Capitulo

6, € o uso de acoplamentos, e essa € a abordagem que faremos aqui.

Vamos considerar o exemplo g-colorivel. Fixe um grafo G = (V,E) e um inteiro g,
e lembre-se de que pg,, € a distribuicdo de probabilidade em {1, ... ,q}v que € uniforme em
todos os £ € {1,... ,q}v que sdo g cores vdlidas, ou seja, sobre todas as atribui¢cdes de cores
1,...,q aos vértices de G com a propriedade que nao haja dois vértices compartilhando uma
aresta com a mesma cor. N6s consideramos o Amostrador de Gibbs descrito no Exemplo 13,
com a modifica¢do de que o vértice a ser atualizado € escolhido como no amostrador de Gibbs
de varredura sistematica definido em (8.5). Isso significa que em vez de escolher um vértice
aleatoriamente de maneira uniforme a partir de V = {vy,...,v;}, varremos sistematicamente o
conjunto de vértices atualizando vértice v; no tempo 1, v, no tempo 2,..., vx no tempo k, v;

novamente no tempo k + 1, e assim por diante, como em (8.5).

E natural formular a pergunta sobre as taxas de convergéncia para este MCMC
algoritmo (ou outros) da seguinte forma: Dado € > 0 (como por exemplo € = 0,01), de quantas
iteracdes n do algoritmo precisamos para fazer o total distancia de variacdo dTV(u("), PG.q)

menor que €7 Aqui /.L(”) ¢ a distribuic@o da cadeia apds n iteracoes.

Teorema 11. Seja G = (V,E) um grafo. Seja k o niimero de vértices em G, e suponha que
qualquer vértice v € V tenha no mdximo d vizinhos. Suponha além disso, q > 2d°. Entdo, para
qualquer € > 0 fixo, o niimero de iteracoes necessdrio para o amostrador de Gibbs de varredura
sistemdtica descrito acima (a partir de qualquer g-coloragdo fixa &) para entrar na distancia de

variagdo total € do alvo distribui¢do pg 4 € no maximo

log(k) +1log(e~ ') —log(d)

k-
log(5%3)

+1 1. 9.1)

Antes de ir para a prova desse resultado, alguns comentérios cabem:
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1. O aspecto mais importante do limite em (9.1) € que ele € limitado por
C-k-(log(k)+log(e™"))

para alguma constante C < o que ndo depende de k ou de €. Isso significa que o nimero de
iteragdes necessdrias para chegar a disténcia de variagdo total € da distribui¢do alvo ¢ 4, ndo
cresce terrivelmente rapido quando k — oo como & — 0. E facil ver que qualquer algoritmo
para gerar g coloragdes aleatdrias deve ter um tempo de execug@o que cresce pelo menos
linearmente em k (porque leva cerca de tempo k até mesmo para imprimir o resultado). O
log de fator extra (k) que chegamos aqui ndo € uma desaceleracio particularmente grave.

2. Nosso limite g > 2d* para quando obtivermos convergéncia rapida é um ponto bastante
bruto estimativa.

3. Se G fizer parte da rede quadrada (como, por exemplo, o grafico da Figura 7), entdo d = 4,
de modo que o Teorema 8.1 fornece convergéncia rapida do MCMC algoritmo para g > 33.
O melhor limite de Jerrum da convergéncia rapida para g > 9.

4. Pode parecer estranho que obtemos convergéncia rapida para grandes g apenas, como um
pode intuitivamente pensar que seria mais dificil simular o maior ¢ fica, devido ao fato de
que o nimero de g-colorivel em G estd aumentando em ¢. Isso €, no entanto, enganoso,
e a intui¢do correta €, em vez disso, a seguir. Quanto maior ¢ fica, menos dependente é
a coloracdo de um vértice v se torna em seus vizinhos. Se g for muito grande, podemos
escolher o cor em v uniformemente ao acaso, € tem muito pouco risco de que esta cor
seja jd levado por um de seus vizinhos. Portanto, a diferenga entre pg 4 € a distribui¢do
uniforme sobre todos os elementos de {1, ... ,q}v torna-se muito pequena no limite quando
q — oo e a ultima distribui¢do €, naturalmente, facil de simular: basta atribuir 1.1.d. cores

(uniformemente de {1,...,q}) aos vértices

Demonstracdo. Como na prova do Teorema 7, usaremos um argumento de acoplamento: De-
vemos executar duas cadeias de Markov com valor de {1,...,¢}" (Xo,X1,...) e (X}, X],...)
simultaneamente. Eles terdo as mesmas matrizes de transicdo (ou seja, aqueles dados pelo
amostrador de Gibbs de varredura sistematica para coloragdes g de G, conforme descrito acima).
A diferenga serd que o primeiro cadeia € iniciada no estado fixo Xy = &, enquanto a segunda é
iniciada em um estado aleatério X; escolhido de acordo com a distribui¢do estaciondria pg 4.
Entdo X, tem distribui¢do PG,q para todo n, pela defini¢do de estacionariedade. Também escrever

/.L(”) para a distribui¢cdo da primeira cadeia (Xp, X, ...) no tempo n; Isto é o cadeia na qual esta-
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mos principalmente interessados. Queremos limitar a variagio total dTV(u(") ,PG,q) entre u
e a distribuicdo estaciondria, e nés deve ver que dry (1, PG.q) € proximo de 0 se P(X, = X,,)

estd proximo de 1.

Lembre-se do Exemplo 13 que sempre que um vértice v € escolhido para ser atu-
alizado, escolher uma nova cor para v de acordo com a distribui¢do uniforme no conjunto de
nucleos que ndo sdo alcancadas por nenhum vizinho de v. Uma maneira de implementar isso

concretamente € escolher uma permutacio aleatéria
1
R=(R',...,R%

do conjunto {1,...,q}, escolhido uniformemente do ¢! diferentes permutacdes possiveis e, em se-

guida, deixe v obter a primeira cor de a permutacio que ndo € alcancada por nenhum vizinho de v.

Claro, precisamos escolher uma nova (e independente) permutagcdo em cada atua-
lizacao de uma cadeia. No entanto, nada nos impede de usar as mesmas permutagdes para a
cadeia (X}, X{,...) quanto a (Xg,Xp,...), e isso € de fato o que nés faremos. Seja Ry, Ry, ...
um i.i.d. sequéncia de permutacdes aleatdrias, cada deles uniformemente distribuidos no con-
junto de permutacdes de {1,...,q}. Em cada tempo n, as atualiza¢des das duas cadeias usam a
permutacao

R,=(R.,...,R)

e o vértice v a ser atualizado recebe o novo valor
i
XVH-I (V) = Rn
onde

i = min{j : X,(w) # R/ para todos os vizinhos w de v}

na primeira cadeia. Na segunda cadeia, definimos de forma semelhante

X, 1(v) =R}

n

onde

i =min{j : X,(w) # R;lj/ para todos os vizinhos w de v}.
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Isso define nosso acoplamento de (Xo,Xi,...) e (X{,X],...). O que esperamos pois € ter
Xr = X} em algum tempo (aleatério, mas ndo muito grande) 7', no qual caso também teremos
X, = X, para todo n > T (porque o acoplamento é definido de forma que, uma vez que as duas
cadeias coincidam, elas fiquem juntas para sempre). Para estimar a probabilidade de que as
configuragdes X, e X, sejam iguais, vamos primeiro consideremos a probabilidade de que eles

. . . L . . / . 2o
coincidam em um determinado vértice, ou seja, que X,,(v) = X, (v) para um determinado vértice v.

Considere a atualizacdo das duas cadeias em um vértice v no tempo n, onde nés
tome n < k, de modo que em outras palavras estamos na primeira varredura do Gibbs amostrador
através do conjunto de vértices. Chamamos a atualizacdo de sucesso se resultar em tendo
Xn1(v) =X, (v); caso contrério, dizemos que a atualiza¢do falhou. o probabilidade de uma
atualizac@o bem-sucedida depende do nimero de cores que sdo alcangado na vizinhanga de v em

~ ! » ~
ambas as configuracdes X, € X,, e em o numero de cores que sdo alcancadas em cada uma delas.

Defina

By = o niimero de cores r € {1,...,q} que sdo obtidas na vizinhanga de v em nenhum de X,, € X,

B = o niimero de cores r € {1,...,g} que sdo obtidas na vizinhanga de v em exatamente um de X, e X,
B, = o nimero de cores r € {1,...,q} que sdo obtidas na vizinhanga de v de X, e X,

e observe que By + B; + B, = g. Observe também que se a primeira cor R,ll no permutagdo
R, estd entre as cores B; alcancadas na vizinhanga de v em ambas as configuracdes, entdo os
amostradores Gibbs simplesmente descartam R e olhe para R2 em vez disso, e assim por diante.
Portanto, a atualiza¢do € bem-sucedida se e somente se o primeiro cor em R, que € atingida na
vizinhanga de v em nenhum de X, € X, aparece mais cedo na permutag¢o do que a primeira cor
que € alcangada em a vizinhanga de v em exatamente um de X,, e X,. Este evento (de ter um
atualizacdo bem-sucedida), portanto, tem probabilidade
By
By + B,
condicionada em By, B| e B. Em outras palavras, nés temos

B
P(atualizagdo falhada) = ﬁ (9.2)
0+ B

Prosseguimos para estimar o lado direito em (9.2). Claramente, 0 < B < d. Além disso,

B, <2d—-2B; 9.3)
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Argumentando da mesma forma para a terceira varredura e para a segunda varredura, nds temos
2d (2d4*\°
PO() £ X3 0) < 2 (%)
q9 \ 4
e continuando da maneira 6bvia, obtemos param =4,5,... que
2d (24°\""!
POG0) # X)) < 2 (220 )

Ap6s esta andlise da probabilidade de que X, € X/, diferem em um dado vértice,
a seguir queremos estimar a probabilidade P(X,x # X/,;) que o primeiro cadeia ndo consegue
ter exatamente a mesma configuracdo que a segunda cadeia, no momento mk. Desde o evento

Xk 7 X, implica que X, (v) # X, (v) por pelo menos um vértice v € V, temos

P(Xonk 7 Xpe) < Y, Pk (v) # Xoue)

vev
2\ m—1

ok (242\"
ie

onde a desigualdade em (9.8) é devida a (9.7) e a suposi¢do de que o gréfico tem k vértices.

AgorasejaA C {1,...,¢}" qualquer subconjunto de {1,...,4}". Por (6.10), temos que

dry (™ pgq) = max | 1" (A) = pg ga) |
= max |PXu€A)—PX,€A)]. (9.9)
AC{l,....q}V

Para qualquer A, temos

P(X €A) —P(X, €A) =
=PXu €A X, €EA)+PXk €AX, & A)
—P(X) €EA X €A)—P(X\ €A Xy & A)
=P(X €AX, ¢ A)—P(X, €A X & A)
< P(Xnk € A, Xy £ A)

< P(Xonk # X)

k <2d2)’”
<—-(—) .
=il
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Da mesma forma, nds temos

P(X,, €A)—P(Xpk €A). (9.10)
Segue que
, k (2d4*\"
|P(ka€A)_P(kaEA)|§E v (9.11)
Tirando o maximo de todo A C {1,...,¢}", e inserindo em (9.9), nds temos
k (2d*\"
dTV(IJ(mk),PGﬂ) < pl (7) 9.12)

que tende a 0 quando m — co. Tendo estabelecido este limite, nosso préximo e final problema é:
Quao grande deve ser tirado para fazer o lado direito de (9.12) menor que €?

Pela configuracao,

e resolvendo para m, descobrimos que

e log(k) +1log(e™!) —log(d)
)

de modo que executar o amostrador de Gibbs por tempo suficiente para obter pelo menos esse

nimero de varreduras através do conjunto de vértices da dpy ("%, PG.q) < €. Para ir do niimero
de verifica m para o niimero de etapas n da cadeia de Markov, temos que multiplicar por k, dando

INNY
log(k)+log(e~") —log(d)

o 2)

deve ser suficiente. No entanto, tomando n como em (9.13), ndo necessariamente obtemos um

n=k (9.13)

valor inteiro para m = n/k, entdo, para estar do lado seguro, devemos considerar n como pelo
menos o menor nimero que é maior do que o lado direito de (9.13) e o que torna n/k um inteiro.
Isso significa aumentar n em no maximo k em comparagio com (9.13), de modo que nossa

resposta final € que tomando

log(k) +1log(e~1) —log(d)

ey

n==k-

+1



¢ suficiente, e o Teorema 10 € estabelecido.
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10 DECIFRANDO CRIPTOGRAFIAS

A Criptografia € um conjunto de técnicas aplicadas a uma informacdo de modo que

apenas 0 emissor e o recptor possam compreendé-las.

Um dos primeiros modelos de criptografia foi a cifra de César que consiste em transladar o

alfabeto um nimero n de vezes. Por exemplo,

Figura 9

* Se n = 3, entdo criptografia ¢ criptografada como fulswrjudild
Esse método € bem simples de decifrar, pois temos 26 configura¢des possiveis. Logo, surgiram
métodos mais avangados como, por exemplo, a utilizagdo de nimeros primos que sado ideiais
para proteger informacdes de bancos, redes sociais, etc.
* Use um texto grande para base nas estastiticas, como por exemplo, um livro do Harry
Potter.
* Denote M(«,3) a propor¢do que a letra 3 surge depois de a.

* Considere o texto criptografado como uma sequéncia de simbolos

1,0, 03,...,0—1, W

 Dada uma descriptografia g : {c6digos} — {alfabeto}, calculamos sua plausibilidade por

k—1

Pl(g) = [[M(g(@),8(wjs1))

i
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Figura 10

Agora, vamos utilizar o processo de otimiza¢do de Monte Carlo, seguindo os passos:
* Escolha uma g : {cddigos} — {alfabeto} arbitraria

Calcule PI(g)

Considere g* transpondo aleatoriamente duas imagens de g

Calcule PI(gx). Se PI(gx) > PI(g), entdo aceite g*.
Pl(gx*)
Pi(g)

* Caso contrério, jogue uma moeda com probabilidade de sair cara.
* Se sair cara, escolha g*. Caso contrério, escolha g.
Desse modo, vamos convergir para a maior plausibilidade e, consequentemente, para o texto

original.
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porque contando os vizinhos em ambas as configuracdes, hd no maximo 2d delas, e cada cor que

contribui para B; usa até duas delas. N6s temos

By B
Bo+Bi  q—B

2d—2B, 2d—B;
< <

q—B> q—B>
_2d(-%)

P(atualizagdo falhada) =

< (9.4)
g(1-2) ~ 4
onde a primeira desigualdade é apenas (9.3), enquanto a desigualdade final é devido ao suposi¢do
B B
g > 2d?, o que implica g > 2d, o que por sua vez implica (1 — —2) > (1-— Zzl)
q

Portanto, temos, ap0s k etapas das cadeias de Markov (ou seja, apds a primeira varredura dos

amostradores de Gibbs através do conjunto de vértices), que, para cada vértice v

P(Xi(v) # X (v)) < 2;12 9.5)
Agora, considere as atualizacdes durante a segunda varredura do amostrador de Gibbs, ou seja,
entre os tempos k e 2k. Para uma atualizacdo no tempo n durante a segunda varredura para
falham, as configuragdes X, e X, precisa diferir em pelo menos um vizinho de v. Cada vizinho w
tem X, (w) # X, (w) com probabilidade no méximo 2d (devido a (9.4), e somando no maximo d
vizinhos, obtemos que K

2
P(discrepancia) < i (9.6)
q

onde "discrepancia"é a abreviagdo para o evento de que existe um vizinho w de v com X,,(w) #
X, (w). Dado o evento em (9.6), temos, ao repetir os argumentos em (9.2) e (9.4), que a
probabilidade condicional P(atualizagdo com falha | discrepancia) de uma atualizagido com falha

2d
¢ limitada por —. Portanto,
q

P(atualizagdo com falha) = P(discrepancia) - P(atualiza¢ao com falha | discrepancia)

443 2d<2d2)
<—> ==
q qg \ q

Portanto, apds 2k etapas das cadeias de Markov, cada vértice v € V tem diferentes cores nas duas

cadeias com probabilidade no maximo

2
Pa(v) 7 X3() < 22 (%) .
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