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RESUMO

A Ciéncia da Computagdo revolucionou o processamento, a transmissao € 0 armazena-
mento da informacao, conduto algumas limitagdes, surgiram com a minimiza¢cdo do componentes
eletronicos a nivel atdmico, para solucionar esse problema foi proposto um novo modelo com-
putacional baseado nas leis da Fisica Quantica, surgi assim a Computagdo e a Informacao
Quantica, entretanto construir computadores com essa nova teoria tem se mostrado muito desafi-
ador frente as limitagdes experimentais. Muitos modelos para transmissdo da informagdo vem
sendo propostos e um dos mais estudados € o transporte eletronico em materiais com desordem.
Um dos modelos mais bem exitosos para explicar tal fendmeno € o modelo de Localizacao de
Anderson , assim o estudo das redes cristalinas e desordenadas € uma forte candidata a auxiliar
o desenvolvimento de componentes eletronicos para implementar esses novos computadores.
Neste trabalho investigamos um protocolo de transferéncia de estado quantico com tnico qubit
ao longo de um canal com desordem diluido na diagonal. No regime em que os sitios de origem
e destino estdo fracamente acoplados ao canal, assim relatamos a possibilidade de transmitir
estados quanticos com alta fidelidade, além de estabelecer um emaranhamento de ponta a ponta
nesse tipo de configuragcdo. Discutimos ainda como o desempenho do protocolo depende da
disponibilidade de estados estendidos no canal desordenado.

Palavras-chave: Comunica¢do quantica. Desordem diluida. Emaranhamento. Estados
estendidos.



ABSTRACT

Computer Science revolutionized the processing, transmission and storage of information,
leading to some limitations that arose with the minimization of electronic components at the
atomic level. Therefore, it was proposed a new computational model based on the laws of
Quantum Physics, Computing, and Quantum Information; however, building computers with
this new theory has proved to be very challenging in the face of experimental limitations. Many
models for transmitting information have been proposed, and one of the most studied is electronic
transport in materials with the disorder. One of the most successful models to explain this
phenomenon is the Anderson Location model. The study of crystalline and disordered networks
is a strong candidate to assist the development of electronic components in implementing these
new computers. In this work, We investigate a single-qubit state transfer protocol along a channel
featuring diluted diagonal disorder. In the regime where the source and destination sites are
weakly coupled to the channel, we report the possibility of transmitting quantum states with high
fidelity and establishing end-to-end entanglement in that configuration. We further discuss how
the protocol’s performance depends upon the availability of extended states within the disordered
channel.

Keywords: Quantum communication. Diluted disorder. Entanglement. Extended states.
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1 Introducao

A Revolucdo Cientifica e Tecnolégica do século XX promoveu o desenvolvimento das
ciéncias de forma imagindvel. Duas importantes dreas do conhecimento contribuiram significati-
vamente para esse avango: A Mecanica Quantica e a Ciéncia da Computacao.

A Mecéanica Quantica com seu elegante formalismo resolveu problemas que a Fisica da
época (cldssica) ndo conseguia solucionar. A Teoria Quantica forneceu descri¢cdes precisas para
muitos fendmenos previamente inexplicados. Através de suas teorias os cientistas promoveram
uma verdadeira revolu¢@o no conhecimento do mundo microscépico e compreenderam melhor a
natureza microscopica da matéria. Ela auxiliou o desenvolvimento da fisica do estado sélido,
da fisica atdmica, da fisica nuclear, da fisica de particula e campo, entre outros ramos da Fisica.
Estes ramos baseados no formalismo da Mecéanica Quantica, foram utilizados na produg¢do dos
mais diversos equipamentos tecnoldgicos dos quais nos beneficiamos hoje.

Em relacdo a Ciéncia da Computacdo, alguns achados histéricos encontrados na Babilonia
datados de 1750 antes de Cristo relataram a ideia sofisticada de algoritimos, porém a ideia
moderna de computagao foi atribuida ao grande Matematico Alan Turing pelo seu artigo de
1936 [1, 2]. Nesse trabalho ele formulou a nogdo abstrata do que conhecemos hoje como
computador programéavel e esse modelo foi batizado de maquina de Turing em sua homenagem.

Essa maquina utiliza seqiiéncias 16gicas de unidades de informagao chamadas bits (binary
digit). Este € conceito fundamental da computacdo e informacdo cldssica e assumem valores “0”
ou “1”. Pode-se dizer que o processamento e manipula¢do da informagao contida num conjunto
de bits se reduz a mudar “zeros” por “uns” e vice-versa. Assim toda informagdo, processamento
e armazenamento sdo feitos usando essas unidades.

Na década de 1980 em meio a esse turbilhdo de informagdes e conhecimentos produzidos
por essas duas novas dreas do conhecimento silenciosamente iniciava-se a fusdo da Mecanica
Quantica com a Ciéncia da computagao, resultando na Computacdao Quantica e Informagao
Quantica. Ambos com o intuito de aplicar os sistemas quanticos num aparato computacional,
para a manipulacdo de informacdes [3].

Em 1981, o fisico Richard Feynmann [4] apresentou uma proposta para utiliza¢do de
sistemas quanticos em computadores quanticos, com o objetivo de possuir uma capacidade de
processamento superior aos computadores comuns. Em 1985, David Deutsch [5], da Universidade
de Oxford, descreveu o primeiro computador quantico universal, uma Mdaquina de Turing

Quantica.Este, por sua vez, simularia outro computador quantico.
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Novas noticias referentes ao computador quantico ressurgiram em 1994 [6] quando o
professor de matematica aplicada Peter Shor desenvolveu o Algoritmo de Shor, capaz de fatorar
grandes nimeros numa velocidade aparentemente superior a dos computadores classicos. Dois
anos depois em 1996, Lov Grover [7, 8], desenvolveu o Speedup, o primeiro algoritmo para
pesquisa de base de dados quénticos. Alguns meses depois foi proposto um modelo para a
corre¢do de erros quanticos [9].

Na ultima duas décadas foram langados outros candidatos aos computadores quanticos,
inicialmente com pequeninas quantidade de g-bits, com o aperfeicoamento da tecnologia fora
aumentando a quantidade de g-bits . Muitas empresas estdo nessa corrida para o desenvolvimento
do computador quantica, entre elas podemos citar a Google, IBM, Microsoft . Em 2019 A Google
anunciou sua supremacia quantica com o desenvolvimento do chip de computa¢do Sycamore.

Mesmo com tantos avancos na drea de Computagdo e Informagdo Quantica, existem
grandes problemas a serem superados, um deles é manter o sistema isolado, pois qualquer
alteracdo do campo magnético, choque de moléculas de ar, um f6ton aleatério pode alterar os
g-bits. Assim os processadores quanticos apresentam erros rotineiros devido a fragilidade dos
g-bits. O estado quéntico dura fracdes de segundo, mesmo com esses problemas alguns avangos
jé foram realizados.

A computacdo e a informagdo quantica € uma drea em plena evolugdo, assim novas formas
de transmitir informacao de forma mais eficiente tem sido estudados no intuito de neutralizar
ruidos que tanto atrapalha o transporte da informacao.

O efeito preliminar da desordem nas cadeias quanticas € induzir o chamado fendmeno
da localizacdo de Anderson, que suprime a propagacao da fun¢cdo de onda. Com base nos
primeiros trabalhos de Anderson [10], sabemos que os autoestados de um Hamiltoniano de
uma Unica particula tight-binding (ligagdo forte) com desordem nao correlacionado no local sdo
exponencialmente localizados para qualquer grau de desordem nos sistemas 1D.

Por outro lado, foi demonstrado que a presenca de correlagdes na distribui¢do da desordem
permite o aparecimento de estados deslocalizados na banda [11, 12]. Uma classe particular de
desordem correlacionada apresentada por Hilke na ref. [13] consiste em um modelo de Anderson
no qual a desordem diagonal € distribuida por toda a rede ap6s uma determinada periodicidade.
Esse modelo de desordem diluida tem sido investigado em varias estruturas desde entdo [12, 13].
A versdo padrdo do modelo € baseada em duas sub-redes interpenetrante, uma com potenciais
aleatdrios no local e a outra com segmentos ndo aleatérios de potenciais constantes. Energias

ressonantes especiais emergem devido a periodicidade desses segmentos. O modelo de Anderson
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diluido foi posteriormente modificado para incluir uma funcdo geral de diluicdao que define as
energias no local dentro de cada segmento nao aleatdrio [14]. Usando um procedimento analitico,
foi demonstrado que este modelo exibe um conjunto de estados estendidos, cujo nimero depende
fortemente do comprimento dos segmentos diluidores e da simetria da fun¢ao que o gera. Na
Ref. [15] a dinAmica eletronica em cadeias diluidas aleatdrias foi investigada em detalhes. Os
autores demonstraram que o perfil de propagacdo da funcdo de onda depende fortemente da
posicao inicial da particula. Hilke investigou ainda mais o modelo de Anderson diluido em uma
estrutura quadrada, onde foi encontrada uma verdadeira transicao metal-isolador com bordas de
mobilidade que delimitam uma faixa de estados estendidos. Recentemente, o distirbio correlato
também foi abordado no contexto de protocolos de comunicagdo quantica. Como promove
o colapso da localizacao de Anderson, a coexisténcia entre estados localizados e estendidos
permite a realizacdo de transferéncia de estado quantico (QST) [16] e protocolos de distribui¢ao
de emaranhamento [17], mesmo na presenca de desordem. Na realidade, deve-se sempre esperar
a presenca de alguma quantidade de desordem nas cadeias quanticas pré-projetadas para os
protocolos QST [16, 18] devido a imperfei¢cdes experimentais no processo de fabricacio ou a
fatores dinamicos.

Com isso em mente, é crucial investigar os efeitos do ruido correlacionado nesses
protocolos [16, 19]. Tais correlacdes oferecem a possibilidade de mascarar a desordem sem a
necessidade de recursos substanciais que seriam necessdrios para diminui-la globalmente.

Aqui, estudamos uma classe de protocolo QST do tipo Rabi, em que ambas as extremida-
des da cadeia estdo fracamente acopladas ao volume [20,21], apresentando desordem diluida.
Por meio da diagonaliza¢ao numérica do Hamiltoniano completo do sistema, avaliamos a fide-
lidade média de entrada do QST [22], bem como o emaranhamento de ponta a ponta em uma
janela de tempo fixa. Nossos cédlculos revelam uma dependéncia interessante dessas quantidades
em relacd@o as ressonancias existentes no canal devido a desordem diluida. Discutimos esses
resultados a luz da existéncia de estados estendidos no conjunto de modos normais do canal.

No capitulo 1 € feita uma introducao geral sobre o tema em estudo e o que serd desen-
volvido em nosso trabalho. No capitulo 2 faremos uma revisao geral sobre alguns conceitos de
Mecéanica Quantica que sdo fundamentais para compreensdo do nosso experimento. Posterior-
mente, abordaremos o Modelo de Anderson para transferéncia de um elétron. A chamada "Teoria
da localiza¢do"é um tema importante dentro do contexto de transporte em sistemas desordenados.
Vamos descrever o formalismo utilizado por Anderson para descrever dindmica eletronica em

sistemas desordenados bem como apresentar a teoria de escala para a transi¢ado de Anderson.
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A teoria proposta por Anderson, apesar de ter sido construida dentro do contexto eletronico,
€ vdélida para sistemas magnéticos, acusticos etc. Uma vez estudado o basico necessario ao
entendimento de transporte quantico em sistemas desordenados vamos entao debater, de forma
sucinta, a transferéncia de estados quanticos. No capitulo 3 serd apresentado nosso modelo
de estudo e todo o formalismo pertinente. Vamos debater também os métodos numéricos e/ou
analiticos necessdrios para a solu¢cdo do problema. Por fim vamos apresentar nossos principais

resultados e uma discurssdo acerca da fenomenologia envolvida.
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2 A Computacao Quantica

De forma geral a Computacao Quantica pode ser entendida como o estudo das tarefas
que podem ser executadas através da andlise de informagdes contidas em sistemas quanticos.
Assim, a ideia € caracterizar, transportar € manipular a informac@o em meios exclusivamente
quanticos.

As primeiras propostas de um computador que utiliza os principios da Mecanica Quantica
comegcaram a surgir na década de 1980, desde entdo pesquisas no setor computacional quantico
se intensificaram atraindo gradativamente a aten¢do do setor tecnoldgico e industrial. Sua origem
ocorreu devido as limita¢des que a fisica cldssica impde a fabricacdo de componentes eletronicos

em escala atOmica, e a dificuldade de simular sistemas quinticos em um computador classico.

2.1 BITS QUANTICOS

De forma andloga ao bit da Computacdo e da Informacao Classica, a Computagdo e a
Informagdo Quantica € construida sobre o conceito de bit quintico (o quantum bit ou qubit.).
Assim como o bit cldssico que funcionam a partir de um cédigo bindrio. Isso significa que os
calculos para o processamento de dados assumem os valores, 0 ou 1, j4 o qubit assume os valores

de |0),

1) ou qualquer superposicéo deles.

O principio da superposicdo diz que o estado de um sistema fisico pode ser escrito como
uma combinagdo linear de outros estados e essa propriedade so existe no reino da mecdnica

qudntica [23].

A ideia de superposi¢@o ndo € intuitiva e pode ser interpretada como se um g-bit pudesse
guardar até o estado de uma moeda defeituosa e nao apenas "cara"ou "coroa". O fato é que eles
sdo reais e até que seja realizado um processo de medida, eles podem assumir muitos estados.
Na prética, um g-bit é um sistema quéntico de dois niveis. Por exemplo, uma particula de spins
que assume apenas dois valores onde, |1) = —3 e |0) = 3 ou ainda os feixes de fétons passando
por um espelho divisor de feixes, uma vez que o divisor separa as componentes do campo que
constitui o foton.

Os dois autoestados de um qubit qualquer sao representados pelas matrizes colunas:

O conjunto |0), |1), é Linearmente Independente (L.I.) e formam uma base no espago de

Hilbert, batizada de base computacional.
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Figura 1 — Representacdo de um bit classico, bit probabilistico e g-bit na esfera de Bloch. Os
angulos 6 e o representam o ponto sobre a esfera unitéria, onde estd o estado |¢).

Z
0 0 A
. i 0)
;J.'--""." P
(il /
._\ /-,
. S e g .
1 1 1)
v
Bit classico Bit probabilistico Bit quantico

Fonte: Prof. Carlos R. B. Azevedo - LbiC/FEEC/UNICAMP [24]

A representacdo geral de um g-bit é dada por:

[¥) = al0) + b[1), (D

onde a e b representam amplitudes de probabilidade |a|? + |b]? = 1, podemos também fazer essa

representacdo geral através dos angulos 6 e o utilizando a = cos(6/2) e b = €*°(sin(6/2)):

[¥) = cos(0/2)|0) + €™ (sin(6/2))[1). )

Uma forma de visualizarmos o comportamento do g-bit (|¢/) ) é observar sua representacgéo
geométrica na esfera de Bloch (figura 1).

Novamente fazendo uma analogia entre o computador cldssico que trabalha basicamente
com fios e portas logicas cldssicas, o computador quantico utiliza um circuito quantico contendo
fios e portas logica quanticas que carregam e manipulam a informagao quantica [2]. Apesar dos
circuitos quanticos serem semelhantes aos cléssicos, eles diferem muito da analogia cldssica
por conta de seus algoritmos e portas l6gicas com propriedades quanticas, estes que sao mais
réapidos que o modelo de circuitos de um computador convencional para uma mesma classe
de problemas [2]. Um dos problemas enfrentados pela computacdo quéntica € a criacdo de

algoritmos quanticos que sejam realmente eficientes e a possibilidade de sua implementagao.
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Figura 2 — Exemplo de algumas portas logicas

Gate Notation Matrix
NOT Al 0 1]
( Pauli-X") - 1 0
1 0
Pauli-Z 7= 0 —1
I 1
Hadamard — H \/_i [1 _1]
g e 1 0 0 0
CNOT 0 1 0 O
( Controlled NOT ) e - 0 0 0 1
0 0 1 0

Fonte: Aplicacdo da Computacdo Quantica na Resoluciao de Problemas Computacionais e seu
Impacto no Ambito cientifico [25]

2.2 INFORMACAO QUANTICA

“Information is physical (Informagao € algo fisico)” "Rolf Landauer”

A teoria matematica da informacao estuda o armazenamento, processamento € transmis-
sao de informacao [26].

Como foi mencionado anteriormente a Computacao Quantica e a Informacdo Quantica
sdo areas relativamente nova da Fisica e se alicercam nas bases da Mecanica Quantica e da
Ciéncia da Computacdo para seu desenvolvimento. Elas utilizam os qubits como unidade de
armazenamento de informacgdo que por sua vez, pode ser processada e comunicada, j4 na Compu-
tacdo e Informacao Cldassica se utiliza os bits para esse armazenamento e sao representados por 0
e 1 (linguagem bindria). Como veremos mais adiante um ponto crucial para o desenvolvimento
da Teoria da Informacao sua foi sua descri¢gdo matematica publicada por Claude E. Shannon
em 1948 [26]. Nessa descricdo Shannon batizou a quantificacdo de informa¢do com o nome
de Entropia . Calcular a entropia do sistema representa quantificar de incerteza probabilistica
envolvida na transmissdo de uma determinada informac¢do. Assim passamos a tratar o armazena-

mento do processamento de comunicacdo e informagao considerando a natureza probabilistica
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dos resultados apresentados na determinacao do experimento aleatério.

2.2.1 Teoremas Relevantes para a Informagao Quantica

Para Compreensao de muitos fenomenos da Computacdo e Informacdo Quantica é
fundamental entendermos alguns conceitos relevantes de Mecanica Quantica. De forma resumida
citamos sem grandes detalhes trés importantes teoremas derivados de conceitos fundamentais da

mecanica quantica. Esses teoremas s@o bastante conhecidos e citados em varios trabalhos.

Teorema 1 (Teorema da niio-clonagem) E impossivel para qualquer dispositivo receber um
estado quantico desconhecido e arbitrario como entrada e reproduzir exatamente o mesmo estado

e uma copia dele como saida. Ou seja, é impossivel clonar um estado quantico.

Teorema 2 E impossivel determinar o estado quantico desconhecido de um sistema tnico e

individual, mesmo considerando qualquer quantidade de medidas ou sequéncia de medicoes.

Teorema 3 E impossivel, para qualquer dispositivo, distinguir de forma inequivoca, estados

nao-ortogonais.

Esses trés teoremas sdo fundamentais para teoria da informac¢do quantica, pois limitam a

realizacdo de determinados experimentos baseados na Mecénica Quantica.

2.3 LOCALIZACAO DE ANDERSON

Até a década de 1950 a maioria dos estudos realizados em sélidos era realizado em
modelos quanticos sem desordem,ou seja, modelos com invariancia translacional. Porém, em
1958 o fisico Philip Warren Anderson propdes uma teoria que leva em conta a influéncia de
impurezas e defeitos na condutividade de um determinado material, batizada de Teoria de
Localizacdo de Anderson [27-30].

A desordem produzida na rede for¢a o elétron a se localizar em uma determina regiao,
explicando as transi¢cdes metal-isolante. Anderson estudou esses mecanismos e percebeu que
os atomos dos sélidos tém um potencial muito ordenado quando puro e que se repete peri-
odicamente, mas quando colocamos impurezas, esse potencial periddico é quebrado, logo o
elétron encontra essa desordem, e ndo consegue continuar seu trajeto, assim o sélido perde a
condutibilidade.A localizagdo acontece por causa das sucessivas interferéncias nos sitios da

rede, devido as desordens encontradas. Ao analisarmos um sélido produzido na natureza ou
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Figura 3 — Representagdo do estado eletronico estendido e localizado: a) Representa a fungao
de onda no estado estendido na transi¢do de Bloch; (b) Representa a funcio de onda
localizado na transi¢cao de Anderson.

bl

Fonte: R. Zallen [31]

artificial encontramos certas imperfeigoes que aniquilam a invariancia translacional e modificam
as propriedades fisicas previstas pelos modelos tedricos da época. Eles sdo boas aproximagdes
se o s6lido for um cristal perfeito. Como exemplo, o modelo de Bloch que prevé uma resisténcia
nula para cristais perfeitos. Porem os resultados encontroados diferem bastante dos identificados
em cristais reais. Logo € de extrema relevancia estudar modelos teéricos que apresentem defeitos.

Em um cristal sem desordem, isto é, numa rede com simetria translacional perfeita, os

estados estaciondrios podem ser escritos a partir da Equagao de Schrodinger [32]

32
Ho = | GV 4 UG v = v, @

onde U(r) é um potencial com periodicidade U(r + R) = U(r) e R é um vetor de Bravais
tipico da rede. As ondas de Bloch, solu¢des da Eq.(1) sdo estendidas por todo espagco. Anderson
mostrou que a natureza da fun¢do de onda pode mudar de estendida, como no caso das ondas de
Bloch, para o caso localizada onde a funcao de onda fica restrita a uma pequena regiao da rede

(fora desta pequena regido a func¢do de onda € nula) [33].
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Tabela 1 — Exposic@o esquemadtica com as transi¢des de Bloch, Mott e Anderson

_ . Mudanca na
. Funcdo de onda Energia o L
Transi¢cdo e transicao Localizacdo
Lado Metalico | Lado bolante | Caracteristica M—1
Bandas
Parcialmente
preenchidas
. . Largura downarrow
Bloch Estendid Estendid —
oc stendica slendica de Banda B Bandas
completamente
preenchidas
ou vazias
4 Energia Localizagdo
e Interagcdo induzida
Mott Estendida Localizada 5 5 U>B
Eletron—]eizletron pela interagdo
T Elétron-Elétron
Largura W
da distribuicdo Localizagdo
Anderson Estendida Localizada das energias induzida W >B
aleatOrias por desordem
dos sitios

Vamos discutir de forma qualitativa o papel da desordem na localizacido dos estados
eletronicos. Considere o modelo de Bloch com potencial periédico nulo (U(r) = 0), ou seja,
um elétron livre. Se introduzirmos uma unica barreira de potencial, a funcdo de onda sera
parcialmente transmitida e parcialmente refletida pela barreira. Se, em vez de uma unica bar-
reira, introduzirmos duas barreiras de potencial, a funcdo de onda sofrerd duas reflexdes. As
duas barreiras geram ondas refletidas e incidentes que podem sofrer interferéncias destrutivas
ou construtivas a depender da diferenca de fase existente. Estas interferéncias podem mudar
bastante o padrdo da fun¢do de onda. Se um potencial aleatdrio estiver presente, o que pode ser
representado por barreiras de potencial em posi¢des aleatdrias ou com intensidades aleatorias, a
funcdo de onda sofrera vérias reflexdes, as quais ndo mantém coeréncia de fase. Estas reflexdes
causam interferéncias destrutivas que induzem uma localizacio exponencial da funcao de onda
como mostra a figura

O modelo de Anderson utiliza os elementos fundamentais para estudar a natureza dos
estados eletronicos em sistemas desordenados. Analisando o Hamiltoniano que representa esse
modelo percebemos um termo cinético que descreve o hopping do elétron entre os sitios vizinhos
na presenca de um potencial qualquer. Através desse modelo podemos estudar varios fenomenos
em metais que se apresentam devido a presenga de desordem. Usando a representacdo de Wannier

(tight-binding [32]) podemos escrever o Hamiltoniano de Anderson como:
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Figura 4 — Representacdo esquematica da transi¢do de Anderson. Em (a) tem-se um potencial
aleatério com uma largura da desordem W. J4 em (b) tem-se um potencial cristalino
com B representado a largura da banda, ao qual € permitida a o elétron. A existéncia
da localizacdo dar-se ao momento em que W é maior que B.

(b) |

8 e yB=W

ANDERSON
TRANSITHON

(a)
____%:____ I . --:I- TE<W
W | | =

Fonte: R. Zallen [27]

H=> eli) il +> tli) (il “4)
i i#]
O t;; representa o hopping responsével pela parte cinética entre os sitios ¢ € j, também representa
o elemento de matriz do Hamiltoniano entre os sitios 7 € j. O elemento de matriz ¢;; € chamado
de integral de transferéncia entre os sitios 7 € j. O pardmetrohopping ?;; diminui de forma
rdpida 2 medida que a distancia entre os sitios |i — j| aumenta. O termo ¢; € a energia do sitio
i. |i) sdo os estados que representa o orbital atdmico centrado no sitio 7 e sdo ortogonais entre
si, representando uma base na qual podemos expandir os autoestados do Hamiltoniano (H).
A energia potencial ¢; tem valores aleatérios escolhidos dentro do intervalo de largura W. O
parametro W € conhecido como a intensidade ou a largura de desordem do sistema. No modelo

de Anderson tridimensional a transi¢do metal-isolante é dada quando W = W, se W < W, o

sistema apresenta uma banda de estados estendidos encontrando-se na fase metélica.



21
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Representando a expansio dos autos estados na base dos orbitais |i) por

) = cli). 5)

(]

Como c¢; é amplitude da funcao de onda no sitio 7 e usando a equagdo de Schrédinger

para calcular os autoestados e autoenergias temos:

H|U) = E |U). (6)

Usando um ket |i), e trocando uma varidvel a Equagéo (4) torna-se:

Hi) = eli) + > t5i l4)- (7)
i#]
Substituindo a Equacao (5) em (6) obtemos uma nova equagio expressa por:

H V)= ¢Hli). (8)

Relacionando a equacdes (7) e (8) obtemos:

H )= ecili)+ Y tic |7). ©)
i i
Fazendo novamente uma mudanca de varidvel, porem exclusivamente no segundo termo da
equagdo (9), temos
Hlp)=>" (m + Ztijcj) |i). (10)
i i#]
Relacionando a equagdo (6) com a equagdo (10) obtemos:
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EUZ:Cz ‘Z>:Z Eici+ztzjcj ’Z> (11)

i i#j
Logo chegamos ao seguinte resultado:

ECi = €;¢ + Ztijcj' (12)
J

Analisando dois casos especiais. Primeiro, o sistema unidimensional, segundo, os estados esten-
didos. No sistema unidimensional podemos atribuir um valor ndo nulo e constante aohopping

entre os primeiros vizinhos, com essa atribui¢do a Eq. (12) pode ser escrita como

J=i+1
ECi = €;C; +t Z Cj. (13)

j=i—1
onde 7' € a integral de transferéncia entre os primeiros vizinhos e a soma se estende em torno
dos k vizinhos mais préximos do sitio <. Em estados sem desordem, ou seja, estados estendidos
a solugdo € encontrada pelo caso limite da equacao (13). Para um sélido cristalino utilizaremos
W = 0, as energias sdo idénticas, logo podemos atribuir o valor de €¢; = 0. Assim a equagao

(13) assume a seguinte forma:

Ec; = t(ci—1 + cit1), (14)

a solucdio da equagio (14) é do tipo exponencial complexa c,, = coe’™*, que s6 é satisfeita
se utilizarmos ¥ = 2t cos k. Esse resultado corresponde a banda cristalina da teoria de Bloch
quando t assume os valores (—2t < E < +2t). Em cadeias unidimensionais onde k = 2
encontramos o valor da banda cristalina como B = 4¢. Geralmente a amplitude, para uma rede
de dimensao unidimensional é B = 2kt, onde o k representa as correlacdes do sistema. Anderson
também estudou casos mais complexos onde W e ¢ sdo diferentes de zero (ndo nulos), para isso
ele usou a Teoria de pertubacdo para obter a solucao dos problemas analisados. Muitas técnicas
de estudo tanto numérico como analitico vem sendo utilizados para solucionar a equagao de
Schrodinger e consequentemente os casos mais complexos envolvendo a Teoria de Localizagdo de
Anderson de modo a encontrar quantidades quem medem o grau de localiza¢do dos autoestados
do Hamiltoniano H e alguns parametros de interesse como o expoente de Lyapunov (v) e a
participag@o. A caracterizacio de um estado € definida como localizado ou estendido analisando
esses parametros. Na secdo 1.4 definiremos com mais detalhes essas quantidades, bem como sua

importancia para o estudo dos fendmenos de localizacao.

24 A TEORIA DE ESCALA

No final da década de 1970, precisamente no ano de 79, um artigo publicado por
Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishnan [30] incrementaria o estudo de localizag¢do

de estados. Esse estudo relacionou a transi¢do metal — isolante com a dimensao do sistema.
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Tabela 2 — Correspondéncia entre a teoria de escala tradicional e a reformulada

Reformulagao da Teoria de Escala,

Modelo de Anderson por Thouless

Um sélido formado por caixas contendo
Um sitio atdbmico individual muitos sitios, com dimensao d

e lado L, daf um volume L.

O espacamento médio AE ~ W/N

dos N niveis de energia com o volume L¢.

A extensdo W da distribuicdo F; das
energias dos sitios

O passo de energia ) /' causado
por uma mudanga nas condi¢oes
de contorno na interface

do cubo (h/t4, onde t, é 0 tempo
necessdrio para um pacote de onda
eletronico difundir até os
contornos de uma caixa de lado ).

A energia de transferéncia ou integral
dehopping 7;; que acopla
o sitios vizinhos.

(AE/SE)(1/9),

(W/B) ~ (W/2kT01), é a medida onde g(L) = (h/e*)o L™

adimensional da intensidade ¢ a condutincia adimensional da dependéncia
de desordem de escala que serve - como

intensidade de desordem.

Fonte: M . O. Sales, 2012 [35]

De forma grosseira a ideia bésica da teoria de escala € encontrar uma quantidade que con-
trole a transicdo metal isolante em temperatura igual ao zero absoluto (7' = 0), essa quantidade
foi batizada de condutancia generalizada g.

A aplicagdo da teoria de escada serviu para reformulacdo do modelo de Anderson feita
por Thouless [34]. Podemos verificar algumas mudangas feitas por essa restruturacao na Tab
2. Nessa reformulagio as unidades bdsicas sdo caixas de volume 1 acopladas umas as outras
contendo muitos sitios formando um sélido. As energias caracteristicas do modelo de Anderson
€, € T sdo analisados respectivamente no espagamento médio entre os niveis de 0 F e em 0 F
causadas por mudangas nas condi¢des de contorno. Usaremos algumas relagdes heuristicas de
modo a relacionarmos a condutincia e as duas quantidades.

Segundo [31] podemos relacionar o principio da incerteza com a variagdo de energia e o

tempo 1'p ¢ necessario para o elétron difundir até os contornos do bloco de lado L. Assim temos:

SE ~ h/Tpy. (15)

Assumiremos que o elétron realize um movimento Browniano dentro do bloco, assim

podemos escrever th como:

Tpy = L?/Dy, (16)
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onde D; significa a difusdo do sistema. Reescrever a equacdo (16) temos

L2
Dy=—. (17)
! Tp;
A equacao (15) pode ser reescrita de uma outra forma, assim temos
h
Tpr = —. 18
Df = 5% (18)

Usando a relacdo de Einstein entre a condutividade e as propriedades de difusao expressa por

o =e*Dn(E), (19)
chegamos a uma nova relacdo para expressa d F/, dado por:

oh
0 = ———. 20
e2L2n(F) (20)
Podemos expressar a densidade de estados média n(E) em fungdo do espacamento médio entre

os niveis de energia A F, assim temos:

1
E)=——.
"E) = TaAE
Estados estendidos sdo vulnerareis a mudangas nas condi¢des de contorno (0E > AFE),
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e possuem condutividade alta, ja os estados localizados ndo apresentam essa vulnerabilidade,
assim ndo perceber contornos e sdo bastante insensiveis (0E < AFE). Definimos a medida da
“for¢a” de desordem como sendo a razdao AFE/§FE no sistema, andloga a razao W/.J do modelo
de Anderson tradicional. A condi¢do de localizagdo 6 ' < AF € interpretada no sentido de que
a falta de regularidade altera o sistema para que ndo aja propagacao, impedindo a transmissao do
elétron. Sua condutividade € baixa. O parAmetro de desordem, denotado como g1, é a agora
uma quantidade de dependéncia de escala, definida como sendo o inverso da condutividade:
L ﬁ (22)
g(L) — oF
Substituindo as Eq. (20) e (21) na Eq. (22), podemos observar a dependéncia de escala do

parametro g:

g(L) = (h/e*)aLP72 (23)

Ao analisarmos a equacao (23) percebemos q sua aplicacdo s6 e valida para estados estendidos
no limite macroscépico, ou seja, g grande, pois para encontrd-lo é necessario ter difusao no
sistema. Para analisarmos o comportamento da func¢do g usaremos a fungdo /3(g), conhecida

também como funcao fluxo.

d[n g(L)]

B(g) = “dinL] (24)
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Devemos fazer uma anélise da equag@o (24), assim quando 3 é positivo (5 > 0) existe
um crescimento dos paramentos g e L, porém quando /3 € negativo (§ < 0), g decresce enquanto
L cresce. Para o caso de uma condutincia generalizada g suficientemente grande (g — 00),
a fungdo g(L) é dada pela teoria macroscépica de Thouless. Assim a equagdo (24) assume a

seguinte forma:

lim B(g) ~ d — 2, (25)

g—o0
Quando a conduténcia é suficientemente pequena (¢ — 0), ou seja, no limite de forte desordem
e um fraco acoplamento, os estados sdo localizados e tem um decaimento exponencial com a

distancia como previsto pelo modelo de Anderson. Nesse regime a condutancia assume a foma

g(L) x et (26)

onde ~y representando o inverso do comprimento de localizagcdo e é conhecido como expoente de

Lyapunov. Fazendo a substituicao da Equacdo (26) na Equacao (24) temos

lim f(g) = In(g) = —cc. (27)

g—0
A andlise da fung¢do (3(g) feita por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishnam
demonstra o comportamento qualitativo que pode ser determinado a partir dos seus limites
assintdticos (¢ — oo e g — 0). Quando g assume valores altos podemos utilizar a equagdo (23)

para chegar

lim f(g) =D 2, (28)

g—oo
a uma nova expressao (28).

Analisamos a fig. 5 percebemos o comportamento de 3 para os valores D = 1,2, 3, assim
(g — o0) = 1 quando D = 3;3(g — o0) = 0 quando D = 2 e (g — o0) = —1 quando
D = 1. Usando a equacdo (24) percebemos também que ((g) se aproxima de —oo quando ¢
tende a zero, (¢ muito pequeno) independente da dimenséo. Assumindo que (g) tenha variagéo
lenta e monotonica entre os limites ¢ — oo € ¢ — 0, A anélise reproduz o comportamento
qualitativo da fig. 5. As setas do diagrama de fluxo sobre as curvas representam a dire¢do em que
g sofre variagcdes quando L cresce. Para D < 2 as setas indicam que g sempre diminui quando L
cresce. Em D = 3, temos duas situagdes bem distintas:

Abaixo de um determinado valor de g (8(g) < 0) as setas do diagrama de fluxo indicam
que a condutancia generalizada g diminui quando L cresce; porém para outros valores de g
(B(g) > 0) o comportamento da fungdo é oposto, g e L aumentam. Podemos notar um ponto
fixo instdvel no diagrama de fluxo onde (g, 8(g) = 0) . Percebemos também a dependéncia da
transicdo de Anderson com dimensao D < 2, logo nao existe transi¢do metal isolante para essas

dimensdes, os estados sdo todos localizados, pois a condutividade tende a zero quando L — oo.
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Figura 5 — O comportamento qualitativo de 5(g) para D = 1, 2 e 3 na teoria de escala apresen-
tada por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishnam.

£o | ’ g(gu,b) B

0 Condutancia Generalizada g —
Fonte: ABRAHAMS et al., 1979 [30]

Ja para D = 3 existe uma transi¢cao metal isolante (Transi¢do de Anderson), um regime tanto
metdlico quanto isolante.

Para compreendermos melhor a questdo da transi¢ao de estados localizados para estados
estendidos devemos mensurar o grau de localizacao, para isto vamos fazer uma breve revisao
sobre algumas quantidades necessdarias para tais medidas. Primeiro as quantidades independentes

do tempo, posteriormente as das quantidades dependentes do tempo.

2.5 MEDIDAS DO GRAU DE LOCALIZACAO

De forma geral a Teoria de localizacdo de Anderson consiste na identificacao de estados
estendidos ou estados localizados numa determinada banda eletrOnica. Para esse fim, foram
desenvolvidas vérias técnicas matematicas, tanto analitica como computacional para se calcular
alguns paramentos ou quantidades quem mecam o grau de localizacdo. Uma das técnicas
consiste em fazemos a expansao dos autoestados do Hamiltoniano de Anderson onde escrevemos
o operador Hamiltoniano / na forma matricial para chegarmos a diagonalizacao numérica de H
numa determinada base indica, e calculamos um nimero que possa medir o grau de localizacdo

dos estados. Este nimero foi batizado de razdo de participacao y [36].
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(29)

Para relacionarmos a razao de participacdo com a localizacao, é fundamental analisar o
caso de uma cadeia (3, |¢,|*) pura onde todos os autoestados sdo estendidos com ¢,, constante.
Observando a equacdo (29) percebemos que ela € igual a 1 devido a normalizagdo dos autoestados
do Hamiltoniano. Utilizando Y, |c,|* = 1, chegamos ao seguinte resultado: N|c,|? = 1. Assim
podemos escrever a seguinte relagdo |c| = \/LN Fazendo as devidas substitui¢des na equacao
(29) temos:

1 1
X:En|cn|4zzn$:]\f. (30)

A funcio de participagdo y nada mais é do que o nimero de sitios onde as amplitudes c,,

da func¢do de onda diferem de zero. No limite termodinamico x € finito para fun¢des de onda
localizadas em certa regiao do espago [34].

Uma outra forma de medir a localizacao além da razdo de participacdo e através do
comprimento de localizacdo L, que € definido através do comprimento assint6tico da funcio de
onda [34]. A func¢ao de onda apresenta um decaimento exponencial para longa distancias. Esse

decaimento € da forma

Ui(r) =(r)e /", 31)

Definimos 7 como sendo a distancia ao centro de localizac@o. Para estados estendidos
temos que L — oco. Outra forma de encontrar o comprimento de localizacdo e através expoente
de Lyapunov (), onde vy é o inverso do comprimento de localizagdo (y = 1/L). Com o
aumento das pesquisas relacionadas a Teoria de Localizagdao de Anderson, muitos métodos foram
utilizados para calcular o valor de L, entre eles podemos citar: de grupo de renormalizacao,
fun¢des de Green e matriz de transferéncia. Dentre estes descreveremos o método de matriz de
transferéncia.

Inicialmente vamos considerar um modelo tight binding unidimensional com desordem

somente na diagonal, logo o Hamiltoniano pode ser expresso por

H=> e |n)+tY [In)(n+1] + |n)(n—1]], (32)

onde |n) representa o orbital atdmico centrado no sitio n e €,, é o potencial aleatério. Podemos

escrever a equagao (32) de uma outra forma, assim temos

T(chr1+ cno1) = (B — €,)cn. (33)

Podemos reorganizar os termos da equagdo (33) temos:

Ecn = €Cp + T(Cn+1 + Cn—l)a (34)
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onde ¢,, é a amplitude da funcao de onda no sitio n. Podemos expressar a equagdo (34) como

E—epn — tn_—l’n
Cn+1 - tn,nt1 tn,nt1 “n . (35)
C?’l ]_ 0 C’Vl—l

Fazendo uma redefini¢do de varidveis na equagdo (35), temos

OM4=<C“4>. (36)
Cn

Definimos a matriz de transferéncia 7,, como

E—€n _tn—l7n
T,= ( wos Ten ) (37)

uma equagao matricial

1 0

Podemos escrever (', na forma

Cn - n—lOn—l- (38)

Substituindo a equagdo (38) na equacdo (36), temos

CnJrl = TnTnflcnflu (39)

e para C),_1, temos
Cnfl = Tnf2Cn72> (40)

substituindo agora na equagdo (39), a expressao fica definida na seguinte forma
On—i—l = TnTn—lTn—QCn—2- (41)

Para obtermos C), ;1 usa-se uma forma recursiva. Considerando uma condi¢ao inicial na forma

%=<“>, (42)
Co

podemos escrever a equacio (36) através de um produtdrio da matriz de transferéncia, que pode

ser escrita por

n
tni1 = | [ TiCo. (43)
1=0
Para relacionarmos a localizacdao de Anderson ao comprimento de localizagao devemos

assumir que |c,| vs n, nas bordas, tem um decaimento exponencial, da forma er/L

quando n
assumi um valor grande. Sabendo que a fun¢@o exponencial tem um comprimento de decaimento
dado por L, podemos Calcular o logaritmo do médulo de ¢, /n, através da relagio:

Injc,| 1
x

(44)

&~

n
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Definido o comprimento de localizagdo em termos de C),, temos

1
L' = lim —In|C,]|. (45)

n—oo M

Assim podemos definir o expoente de Lyapunov como

v=L1 (46)

Relacionando as equagdes (45) com (46) temos

1
v = lim —In|C,], 47)
n—oo N

No limite termodindmico se o expoente de Lyapunov for finito, o estado eletronico é
localizado, para uma funcio de onda igualmente finita. Se o expoente tender a zero ao tomarmos
o limite termodinamico, entdo o estado eletrOnico € estendido.

Analisando a evolugdo temporal, ou seja, a dindmica de um sistema desordenado podemos
perceber também estados estendidos. Considerando o modelo de Anderson em uma dimensao
(1d) como exemplo, e utilizando o tempo como sendo zero (¢t = 0), um elétron é colocado no
sitio m de maneira que |c,,,(t = 0)|* = 1, ¢;(t = 0) = 0 para i # m. Assim podemos reescrever

a equacgdo de Schrodinger dependente do tempo para este sistema da seguinte forma:

de; (1)
dt

Estudando o comportamento de ¢,,(t) para t — oco. E se a probabilidade de encontrar o
2

ih

= €;Cj (t) + tj—l,jcj—l(t) + tj,j—l—lcj—',-l (t), ] = 1, 2, ceey N. (48)

elétron no sitio m apds um longo periodo de tempo for nula, ou seja, |, (t — o0)|* = 0, no limite
termodindmico, o elétron é itinerante através da cadeia (estado estendido). Se ¢,,(t — 00) = 0,
entdo o elétron ndo esta espalhado por toda a rede podendo ser localizado apenas nas vizinhangas
de m (estado localizado). A quantidade |c,,(t)|* é chamamos de probabilidade de retorno ao
ponto de partida. Uma maneira de calcularmos essa quantidade (|c,, (t)|?) é executar a integragdo

numérica do conjunto de equagdes de movimento, usando o método de Runge-Kutta [37-39].

2.6 A TRANSFERENCIA DE ESTADOS QUANTICOS

A transferéncia de estados quanticos (QST - Quantum State Transfer), de forma geral,
pode ocorrer de duas formas bem distintas: A transferéncia de estados usando o processo de
emaranhamento de dois estados para transferéncia de um terceiro por teleporte quantico e a
transferéncia que envolve a criagdo de um canal quantico, pelo qual os estados podem se propagar
naturalmente de um local a outro evoluindo em concordancia com seu Hamiltoniano ou através
de controle externo.

Quando dois sistemas quanticos (fétons, elétrons ou fons) sdo preparados de forma que
haja interagdo entre eles, favorecendo a formacao de um sistema composto, suas propriedades
individuais deixam de ser independentes. As propriedades de um sistema dependem do outro,

por isso, € dito entrelacado ou emaranhado. Indispensavel para a Computacdo e Informacao
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Quantica, o emaranhamento (ou correlacio) é um efeito quantico enigmatico para a maioria dos
cientistas do século XX que se propuseram a desenvolver a teoria. Tao peculiar que o préprio
Einstein a denominou como “ac¢ao fantasmagorica a distancia” [40, p. 68]. Num sistema com
duas ou mais particulas emaranhadas torna-se possivel prever pelo menos o estado de uma delas,
por exemplo: Correlacionando um par de elétrons A e B, levando em consideracio apenas os
spins de seu estado, ao observar que o elétron A estd com o spin para cima, instantaneamente o
elétron B ficard com o spin para baixo [41, p. 116].

Em geral, entende-se por teletransporte quantico qualquer estratégia que use apenas
operagdes locais e comunicacao cldssica para transmitir um estado quantico desconhecido. Em
1993, Bennett et. al [42] mostraram que, com o auxilio de um estado de Bell (canal quantico),
dois bits de informagao (canal cldssico) e um conjunto especifico de operagdes locais ou medidas
pode se transmitir toda a informagdo contida em um estado quantico de dois niveis desconhecido
|1)) de uma regido do espaco (digamos de Alice, subsistema A) para outra (Bob, subsistema B).
Para que o teleporte ocorra o emissor e o receptor devem possuir duas particulas ja emaranhadas
formando um estado de Bell. O processo para se remeter o estado ocorre quando o emissor
promove o emaranhamento de sua parte no estado de Bell com o g-bit a ser enviando, para isso
efetua-se a uma medida na base dos estados de Bell. O remetente comunica ao receptor através
de um canal de comunicacdo classico o valor de sua medida. O destinatario aplicar localmente a
porta ldgica correta no qubit ao qual ele tem acesso. Com esse procedimento se recupera o estado
inicial possuido pelo remetente. Vale ressalta que devido ao Teorema de ndo-clonagem o estado
inicial do emissor foi destruido no seu processo de medida, dada a impossibilidade de se clonar
um estado quantico [43]. Ja a Transferéncia de estados através de um canal utiliza geralmente
spins, estes sao dotados de momento magnético quantizado e muitos materiais nos oferecem uma
imensa quantidade deles. Uma caracteristica desses materiais € o alinhamento dos momentos
magnéticos paralelamente ou anti-paralelamente, fendmenos conhecidos como ferromagnetismo
e anti-ferromagnetismo, respectivamente. Uma cadeia de spins modela uma grande quantidade
de materiais, nos quais essas particulas estdo permanentemente acopladas e arranjadas em
uma estrutura unidimensional. Um canal de comunicac¢io quéntico pode ser representado por
uma cadeia de spins e o Hamiltoniano que governa esse sistema foi primeiramente proposto
por Heisenberg. Em 2003, Sougato Bose [44] propds um modelo semelhante ao supracitado,
que consiste em uma cadeia unidimensional imersa em um campo magnético constante na
direcdo z no qual as interacdes entre 0s spins ocorrem apenas entre os primeiros vizinhos, Esta
comunicacao se d4 colocando o estado do spin em uma ponta da cadeia e, apés um tempo, o
estado ird se propagar para a outra ponta, como pode ser visto na fig.(6)a). Além disso, a fig.(6b)
nos mostra um canal onde os spins estdao dispostos de formas aleatdrias. A principal diferenca
entre esse protocolo de transferéncia em cadeias de spin e o de teleporte quantico € que esse
ultimo ndo € necessdrio fazer uma medida pra para se determinar o estado transferido.

Muitos estudos sobre a transferéncia de estados quanticos utilizando spins tem sido
desenvolvidos. Apollaro et al. [45] agrupa os protocolos de QST em sistemas spin %2 em

dependentes e independentes do tempo. Nos dependentes do tempo, como o proprio nome
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Figura 6 — (a) Protocolo de comunicacao dos estados. (b) Canal arbitrario de spin por onde a
comunicacdo quantica pode ocorrer.

N i2222222222222 18 8
l N
nice § (JNNFNFANAENKF ] 7 Bob

{a) (o)

Fonte: BOSE, 2003 [44]

indica, a operacdo de transferéncia € realizada por meio da modulacdo temporal dos parametros
de interacdo; nos independentes do tempo, os parametros sdo estaticos durante a execugdo do
protocolo de QST. Ele ainda classifica os sistemas de Hamiltonianos independentes do tempo

em trés classes: métodos de engenharia de acoplamento, balistico e dindmica do tipo Rabi.
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3 Transferéncia de Estados Quanticos com Desordem Diluida

3.1 INTRODUCAO

No capitulo anterior, fizemos uma breve revisao sobre alguns conceitos fundamentais
de Mecanica Quantica para compreensiao do nosso trabalho, neste faremos um estudo sobre
um protocolo de transferéncia de estados quanticos com um qubit ao longo de um canal que
apresenta uma desordem especifica chamada de desordem diluida. Nossa investigacdo é reali-
zada utilizando o regime de fraco acoplamento entre os sitios de origem e de destino do canal.
Inicialmente verificamos a possibilidade de transmissao de estados quanticos com alta fidelidade.
Percebemos a viabilidade de se estabelecer um emaranhamentos de ponta a ponta na configu-
racdo desenvolvida nessa categoria de transferéncia e analisamos o desempenho do protocolo
que depende da disponibilidade de estados estendidos no canal desordenado. O capitulo foi
estruturado da seguinte forma: a principio descrevemos o modelo € 0s componentes necessarios
para realizagdo de nosso trabalho, em seguida o protocolo de transferéncia utilizado, dando
continuidade ,demostraremos os resultados encontrados e para finalizar apresentamos nossas

conclusoes.

3.2 MODELO

Consideramos uma cadeia de spin 1D (tipo X X) com /N + 2 sitios descritos pelo seguinte

Hamiltoniano (h = 1):

H = W((1){A]+|N+2)(N +2|)

N
= D GG+ TIY NG+ (49)
=2 =2
= +g(I1)2]+ [N +1)(N +2[) + H.e,

com o primeiro e o ultimo sitios denotando os componentes da fonte (s) e o receptor (),
respectivamente, tendo energia local €; = ey o = W e acoplada ao canal (composto pelos sitios
2a N+1), ambos a taxa g. Aqui, declare |[i >= | |>1,| }>2 ...| T>; ...| }>n2 indica um dnico
spin no :—ésimo sitio. Definimos as forcas de salto no canal como a unidade de energia, isto &,
J = 1. As energias correntes ¢; diluidas nos sitios do canal sdo geradas da seguinte maneira. Para
Jj=2,5,8,11, ..., ¢;, sdo nimeros aleatdrios tirados uniformemente do intervalo [0, 5.J,0, 5.J]
enquanto para j = 3,4,6,7,9,10,12,13, ... temos uma sub-rede pura com energias dadas por
€; = €. De acordo com esta regra de constru¢do, um em cada trés sitios possui uma energia
local aleatoria [ver Fig.7(a)]. Para manter a periodicidade desses canal, que € o ingrediente
principal neste tipo de sistema [14,46], fixamos o nimero de sitios do canal N como sendo
um multiplo de trés. Também nos restringimos ao regime de acoplamento fraco g < J. Nesta

configuracio, o QST é realizado através de oscilagdes do tipo Rabi devido a uma interacio eficaz
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Figura 7 — (a) Esquema do modelo: os dois spins externos, as partes que se comunicam, sao
fracamente acoplados ao canal, ou seja, g < J, que € formado por segmentos
independentes de um sitio desordenado, cuja energia € escolhida aleatoriamente
da distribui¢@o pronta para uso [—0.5./,0.5./] mais dois sitios com energia fixa ¢,
acoplamento intracanal J € ajustado uniformemente através do canal. (b) Interacdo
eficaz de ponta a ponta derivada da teoria de perturbacio de segunda ordem. Ambas as
partes externas adquirem energias locais renormalizadas hg e hi € criam seu préprio
subespaco, conectando-se via J.¢r que depende da resolucio espectral do canal. O
mecanismo de trabalho do protocolo é fazer uso dessa configuracao reduzida de dois
sitios para induzir oscilagdes do tipo Rabi entre as spins externos.

g T U gy i

1 Channel N+2

@ Jcﬁ‘ w

1 N+2
Fonte: (JUNIOR et al., 2019) [22]

entre as extremidades externas da cadeia [16,20,47]. A representacido matricial do Hamiltoniano

completo de nosso modelo pode ser encontrado abaixo:
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W g 000O0GO0O0 0 0 0
g es J OO O0OO0OO0 0 O 0
0 Je J OOOGOO O 0
00 Je JOOGO O O 0
0 00 Je J OO O O 0
L | 0000 Je 70 0 0 0|

00000 Jeg J O O 0
000000 Je J O 0
0 0 0 ey J 0
00 0 J enp g

0 0 0 g W

Em linhas gerais, a representacdo matricial do Hamiltoniano tem esta forma tridiagonal. Este tipo
de matriz € razoavelmente simples para diagonalizar. A diagonalizacdo do Hamiltoniano € feita
através da solugdo numérica da equagio secular H |E) = E |E) onde |E) sdo os autovetores
e { £’} sdo os autovalores. Vamos usar métodos tradicionais do livro Numerical Recipies [48]
para resolver a equacdo secular e diagonalizar //. Como vamos descrever na proxima se¢ao, os
autovetores e autovalores vao ser usados tanto na investigacao da natureza dos estados como
também para se investigar a evolugdo temporal do estado do sistema e a transferéncia de estados

quanticos.

3.3 PROTOCOLO DE TRANSFERENCIA DE ESTADOS QUANTICOS

Para transmitir um estado arbitrario de qubit |¢) = a| 1) + b| |) usando a dindmica
natural do Hamiltoniano definida anteriormente, seguimos o esquema QST padrao proposto para
Bose na referéncia [22]. Ao inicializar o canal e o receptor em seu estado fundamental, o estado
inicial completo indica |1(0)) = |¢)1]| 4)2 - - | ) n+2. Dado que o Hamiltoniano subjacente do
sistema preserva o nimero de excitagdes, a dindmica real aqui ocorre no coletor de excitagao
Unica e, portanto, pode ser gerada por um Hamiltoniano tendo a forma da Eq. (49). Em seguida,
deixamos o sistema evoluir e~ /" através do estado |¢) disponivel no site N + 2 com a maior
fidelidade possivel F,(7) = (¢|pn+2|¢) - em algum momento (prescrito) 7 - em que pyo €
o estado reduzido do sistema apds rastrear os sitios 1 através de /N + 1. Uma figura de mérito

apropriada para a transferéncia € obtida pela média de F sobre todas as entradas possiveis (que
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estdo sobre a esfera de Bloch) para obter [22]:

F(t) = 1 4 | fn+2(t)] cos  + |fN+(25(t>’2’

5 5 (50)
onde fy.2(t) = representa a amplitude da fung¢@o de onda no receptor (r) e ¢ é sua fase que
pode ser geralmente negligenciada (estabelecemos cos ¢ = 1 a partir de agora) por uma escolha
adequada dos potenciais externos apos a conclusao do protocolo. A deducdo da equacdo anterior
pode ser feita de forma bem elegante usando formalismo padrio de teoria de informacao quantica.
Vamos reproduzir aqui a deducdo da Fidelidade seguindo a referéncia ( [49]). Vamos considerar
o exemplo classico de comunicagdo quantica onde Alice tenta transferir informacao da fonte
"s"para o sitio final da cadeia (receptor "r", onde estd Bob). Para iniciar o protocolo, Alice coloca

um spin em um estado desconhecido no sitio "s"na cadeia de spin:

0 . 0
|Vin) :cos§\o> +e“f’sin§|1> (51)

Bob quer recuperar este estado, ou um estado mais proximo possivel na outra extremidade
da cadeia(sitio "r"). Para isso, deve-se esperar um tempo especifico até que o estado inicial evolua
para um estado final que seja mais préximo possivel do eq.(51). O r-ésimo estado serd, em geral,
um estado misto e pode ser obtido aplicando o traco dos estados de todos os outros spins de (/.

Isso evolui com o tempo:

Pout(t) = P(t) [Your(t)) (You(t)] + [L = P(£)]|0) (0], (52)

com

1 7 i . 0

|out () = 20 (cos 310) +e ¢ sin 3 () |1>) (53)

onde

g . 5,0
P(t) = cos® 5 + sin? §|fN+2(t)|2 (54)
e

fnia(t) = (r|exp{—iHat}|s). (55)

Agora suponha que Bob vai pegar o r-ésimo spin (e, portanto, completar o protocolo
de comunicagdo) em um tempo predeterminado ¢ = t,. A fidelidade de comunica¢do quantica

através da média sob todo o estado de entrada pura |¢;,) na esfera de Bloch que é dada por:

Feo / (Winl Dot (t0) [ ) 2. (56)

Resolvendo:

(Yin]pout (to)[in) = P(to)(thin|tout (o)) (Yout(to)[Vin) + (Winl[L — P(t0)][0) (Olthin)-
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(Vin|pout (to)|Vin) = P(to) (Yin|tout (o) (Yout (o) [tin) + (¥in|0){0|1in) — P(to){1in|0) (0[tbin)-

Vamos separar a equagdo em trés partes:

(1) = P(tO)<7Tin|1/}out(t0>><¢Out(t0>|¢in>- (57)

Facamos agora as contas separadamente:

(Vinlthout (to)) = |:COS g(0| + e " sin g(l@ Pl(to) (cos g\()) + €' sin ng+2(t) |1)>
(Vin|Vour(to)) = [0032 g + sin® ng+2(tO):| ﬁ (60)
E também:
(Vin|out(to)) = <cos€<0| +67i¢sing(f (t ))*(1\) (COSQ’0> +el¢sing|1>)
in|Pout\0)) — P(to) 9 9 N+2\t0o 9 9
(Vout(to) |Vin) = L |:COSQ Q + sin? Q(fN Q(to))*} (61)
ou in m 9 9 +

Assim, teremos:

6 6 6 0 6 6
(1) = cos® = + cos® = sin? = (fn42(to))* + cos® = sin’ éfNJrg(to) + sin® §|fN+2(t0)|2 (62)

2 2 2 2
(2) = cos? g (63)
0 7 0 . ,0
(3) = —P(ty) cos® 5= cos™ 3 cos? 2 sin? §|f]\;+2(to)|2 (64)

Com essas expressoes, podemos entdo resolver e calcular a fidelidade:

1 1 0 0 0 0 0
o /(wm]pout|¢m> dQ = o cos? 3 + cos? 5 sin® §(fN+2(to))* + cos? 3 sin® 5fN+2(t(]) +

.40 0 7 0 . 50
= +sin* i\fNJrg(to)\z + cos? 3~ cos’ 3~ cos? 3 sin? i\fNJrg(to)\Q s

Sabendo que
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2 T
/dQ:/ / sin 6 dfdo
0 0

Como ndo hd dependéncia em ¢ teremos que a integral vale 27, restando apenas a integral

em 0:

1 T 0 0 0 0
= —271'/ cos® = sin® = sin 0( fx,2(tg))* + cos® = sin® = sin 0 fx42(to)
A" )y 92 " 9 2 " 9 65)
0 0 0 0
sin* 3 sin 0| f2(to)|* + cos? 3 sin @ — cos? 5 sin? 3 sin 6| fxya(to)|? do
Usando o site( [50]) para resolver as integrais, temos:
11 o1 2 1
= o | 3(fwaa(to)” + 3 fasalto) + Sl fvia(to)” +1 = 2| fyra(to)
213 3 3 3
1 L1 1 ,
= g v+ (fvaato))] + 5 + Gl fva (to) [ (66)
Vamos focar nossas aten¢des agora no primeiro termo:
A = |fN+2(t0)|€i'aT9(fN+2(t0))+|fN+2(t0)|e—i'aT9(fN+2(t0)) = | fnya(to)] [ei'arg(fNH(to)) + e_i'fN+2(t0):|
A = 2|fn+2(to)] cos(arg(fa+2(to))) (67)
Logo:
1 1 1 1 )
e (Win|pout|Pin) A2 = F§|fzv+2(t0)| cos(arg(fn+2(to))) + 5 + 6|fN+2(t0)|
Ou entdo:
1 1 , 1
F= §|fN+2(t0)| cos(v) + 6|fzv+2(t0)| t3 (68)

onde v = arg|fyi2(to)]-
Logo , usando este formalismo demonstramos a equacdo matemadtica da Fidelidade

na transferéncia de estados quénticos. A quantidade F'(t) pode ser calculada e/ou avaliada
através de métodos numéricos e/ou métodos perturbativos. Vamos inicialmente debater um
pouco acerca da investigacdo numérica da Fidelidade. Em linhas gerais o célculo da fidelidade
¢ feito através da evolucao temporal do estado quantico. Esta evolucido temporal pode ser
feita através da solu¢do numérica da equacao de Schrodinger dependente do tempo. A solucao
numérica da equacao de Schrodinger dependente do tempo pode ser feita , por exemplo, usando

métodos tais como Runge-kutta (RK) e/ou método de Taylor(MT). Entretanto, neste caso,
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podemos descrever um procedimento simples usando basicamente as defini¢cdes bdsicas da
Mecéanica quantica dentro do contexto do operador de evolu¢do temporal(OET). Uma descri¢ao
bem detalhada deste procedimento pode ser encontrado nas referéncias [S1], [52]. Uma das
maiores vantagens de usar o método do operador de evolugdo temporal € a precisdo numérica. A
solucdo numérica via (OET) ndo tem aproximag¢des como no caso de (RK) e (MT). Por outro
lado este formalismo também tem sérias dificuldades e umas delas € a dimensdo do sistema.
No caso unidimensional (como o nosso por exemplo), esta dificuldade ndo € tao acentuada
pois o Hamiltoniano € uma matriz razoavelmente pequena e simples de diagonalizar. Vamos
apresentar agora o formalismo do (OET) para resolver numericamente a equagdo de Schrodinger
dependente do tempo. Vamos iniciar considerando um problema geral em Mecanica Quantica
com Hamiltoniano H. Formalmente, a evolu¢ao temporal do estado quantico deste sistema é
dada por:

() = e

v(0)), (69)

iH L

onde |¥(0)) é o estado no tempo ¢t = 0 e e~ "% & o operador de evolugdo temporal do problema.

Considere que os estados |V (¢)) e |¥'(0)) podem ser expandidos na base de orbitais |n) como:

= fult) ) (70)
= fa(0) [n) (71)

vamos substituir as equagdes (70) e (71) na Eq.(69) para encontrar uma relagdo simples entre
fn(t) e fn(0). Logo temos que:

ch )|n) =e —iH g ch (72)

O conjunto {|n)} representa uma base do espago de Hilbert do sistema de interesse.
Portanto, podemos usar {|n)} para escrever uma representacdo matricial de H e/ou expandir
os seus autovetores. Seja entdo | F') um autovetor de H (e portanto, H |E) = E |E)), podemos

€screver

B) =) z[n). (73)

n

Vamos agora usar {|E) } para expandir o estado inicial do sistema da forma:

[0(0)) = > [Elo|Elbo)] |E) (74)
[0(0) = > [z f(0)] ((mlnlm|n)) | E) .

E
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Temos que (m|n|m|n) = 6,,,, logo

[0(0)) = Y2l fa(0)|E) (75)
[40(0)) = Z[szfnm) E) . (76)

Assim, podemos usar [¢)(t)) = e~ &'

() = ey [Z 22 £,(0)

E

1(0)) para fazer a evoluc@o temporal:

|E) (77)

_iHt _iBt . : :
sabemos que e~ |E) = e~ n |E), logo, a equagdo anterior pode ser escrita como:

() => [Z sznw)] e |E). (78)

E

Temos que [¢/(1)) = 3=, fu(t) [n) e |E) = 3=, 25 [m), logo

PFAGIDEEESY) [ZZEfn(O)] Y 2l m). (79)

E m

Fazendo Z(E) =Y, 2F f,(0), temos
D fal®) ) =) Z(E)zpe”

Podemos eliminar o somatoério através de uma mudancga de varidveis m — n logo, a fungdo de

iEt

" m) . (80)

onda eletronica dependente do tempo ¢ no site n pode ser obtida usando a seguinte equacao:

_iBt

falt) =D Z(E)zfen, (81)
E

Este procedimento pode ser usado tranquilamente para encontrar, por exemplo, fn.2(t)
( a funcdo de onda no sitio final ou seja, em "r"). Em linhas gerais o algoritimo para o cal-
culo € o seguinte: i) escreve a representacao matricial do Hamiltoniano completo do sistema
canal+fonte(s)+receptor (r) (ou seja, o sistema com N+2 sitios). i1) Diagonaliza o Hamiltoniano
encontrando assim os autovetores |E) e seus respectivos autovalores F. iii) Substitui os auto-
vetores, autovalores e o estado inicial na equacdo 81 e encontra a evolucao temporal do estado
quantico do sistema. Uma vez que o estado quéntico no tempo ¢ foi obtido podemos calcular
tranquilamente a Fidelidade F'(t).

Outra abordagem que pode ser feita neste tipo de problema ¢ uma abordagem analitica
usando teoria de pertubaciao. Podemos calcular a amplitude de transi¢do no regime de acopla-
mento fraco g < J usando a teoria de perturbacdo de segunda ordem para o Hamiltoniano
(49) [47]. Dado |\, = Z;V:J; Uk.j|7) € Ax sdo, respectivamente, os autovalores e autovetores do
canal hamiltoniano H,;, = ;V:ng elnGl+J (Z;VZQ |9+ 1|+ H.c) , podemos reescrever a
Eq. (49) como
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H = WL+ [N+ 2)(N +2)) + Y M) (Ml

= —|—g Z (Uk72’1><)\]€‘ + Uk7N+1’N + 2><)\k’ + HC) . (82)
k

Essa equacdo nos diz que, no limite g < J, os spins externos, cada uma com energia W
no sitio, ficam em ressonancia estreita com um ou os modos de canal, digamos W = )\, ou nao.
A primeira situagdo leva a um sistema efetivo de trés niveis, enquanto o ultimo, caso ressonante,
promove o aparecimento de um subespaco de dois niveis reduzido [47], abrangido por ambas as
partes comunicantes, que € o resultado mais provével, dado que estamos lidando com um canal
desordenado (o espectro de energia flutua amostra por amostra). Portanto, sempre que W # A\
para todos os k, somos capazes de derivar o seguinte Hamiltoniano efetivo de dois niveis Fig.
7(b).

Hepp = hg|1)(1] + hr|N + 2)(N + 2| + Jesr(|1)(N + 2| + H.c.) (83)
com

2 ’Uk 2|
hs = Z (84)
hi = Z [on 417 N“' (85)

R = e —

Vi 21)

Jefr = —g Z " _kNH (86)

Alguns detalhes sobre como abordar essas expressoes podem ser vistos em Ref. [47].
Em principio, a estrutura efetiva acima nao faz nenhuma suposi¢ao em relagcdo a topologia do
canal; poderia ser qualquer rede arbitraria, desordenada ou ndo. Sem ir mais longe, € imediato
ver que a qualidade da transferéncia de particula tnica do local 1 para N 4 2 (ou para trds) deve
depender do ajuste A = hg — hg. De fato, apds a diagonalizacdo do Hamiltoniano efetivo [Eq.
(83)] temos

2Jerr|1) + (A £ QN +2))

€5) =
VB EQR +472,

(87)

onde Q = /A2 +4J? o7y efetua a frequéncia Rabi efetiva. As energias correspondentes sdo

&t = (hs + hg £ Q) /2. O valor absoluto da amplitude de transi¢o assume a forma

2J, 0
| e (t)] = fos1n(2t) .

Assim, vemos que, para obter a maxima fidelidade [ver Eq. (50)], € necessario A = 0,

(88)

produzindo 2 = 2.J. ;s e consequentemente | fx2(t)| = 1 para 7 = nw/2|Jsf|(n = 1,3,5,...).
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Isso € facilmente atendido quando o canal apresenta simetria espelhada, o que significa que
|U,2| = |vk,N+1| para cada k ou quando o espectro apresenta simetria de orificio de particulas -
como a de uma corrente com nimero par de sitios com acoplamentos arbitrdrios .J; e energias
uniformes no local [21] - para os quais A\, = —\; e |vg ;| = |v_g |, levando trivialmente a
hs = hr = 0, desde que W esteja sintonizado no centro da banda. (Observe que a simetria de
espelho implica naturalmente simetria de orificio de particulas.)

Aqui, como temos que lidar com desordens no local, A # 0 diminuindo assim a qualidade
da transferéncia de estados quanticos (QST) devido a auséncia de simetria na banda do canal. Por
outro lado, podemos minimizar esses efeitos encontrando estados semelhantes deslocalizados
apropriados em algum lugar do espectro e ajustando W de acordo (observe que a contribuicao
para as somas nas Eqgs. (84)-(86) decai como (A — W) ™! e portanto, modos distantes W torna-se
menos relevante, de modo a equilibrar as sobreposi¢oes |vy 2| € |k, 41|, tanto quanto possivel,
portanto, |A/J.r¢| < 1 para obter Q ~ 2.J ;s [veja Egs. (50) e (88)]. Obviamente, isso seria
inttil no caso de desordem ndo correlacionado, em que todos os autoestados estdo localizados em
1D e 2D. Nosso objetivo aqui €, entdo, rastrear conjuntos de estados deslocalizados induzidos no
modelo de desordem diluida, controlando a energia remetente-receptor W, de modo a maximizar
a fidelidade QST. Mencionamos também que, embora a desordem torne um pouco dificil definir
o tempo exato de transferéncia 7 de realizagcdo por realiza¢do [21], aqui estamos, finalmente,
cuidando da perspetiva de gerar uma dinamica Rabi-like de ponta a ponta através de uma cadeia
desordenada com caracteristicas discutidas na se¢ao anterior. Também merece destaque o fato de
que o Hamiltoniano efetivo na Eq. (83) é uma aproximacgdo. Ao considerar o sistema completo
[Eq. (49)] esperamos algum vazamento do {|1 >,|N + 2 >} subespacgo no canal durante a
evolugdo [20], dado H # H sy @ Hep,.
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4 Resultados

Comecamos mostrando nossos resultados para a fidelidade maxima atingida F,,,,, =
max{ F(t)} considerando um intervalo de tempo de aproximadamente 5 x 10°. Também consi-
deramos muitas realizagdes de desordem para fazer uma estatistica um pouco mais aprimorada
(consideramos aproximadamente 1000 realizacdes de desordem). Parte destes resultados podem
ser encontrados na Fig. 8. Como descrevemos no capitulo anterior, os cdlculos foram feitos atra-
vés da diagonalizacdo numérica exata do Hamiltoniano completo [Eq. (49)]. Coletamos diversos
valores de F,,,, para diversos valores de energia do emissor/receptor (ou seja, diversos valores
de W). Fizemos inicialmente um histograma de F,,,,, € percebemos que este histograma tem
uma forte dependéncia com o valor de IV considerado. Para W = 0 e 2., a maioria das amostras
teve valores de F},,, em torno de F},,, ~ 1. Para W = —1.J o histograma obtido apresentou
uma distribuicdo bem espalhada. Considerando a fonte e o receptor com energia W = 1.6.J
nossos resultados indicam que o valor F,,,,, ~ 1/2 foi o mais frequente. Este histograma sugere
que existem situacdes para as quais a transferéncia de estados quanticos ocorre com melhor
fidelidade. Os casos onde fonte e o receptor tem energias préximas de W' = 0 ou 2 sdo casos
onde a transferéncia de estados ocorre com fidelidade maxima. Para aprender mais sobre essa
dependéncia da fidelidade em relagdo a W, na Fig. 9, repetimos o cdlculo de F},,, agora para
dois tamanhos de canal diferentes. Primeiro, observamos que existem dois intervalos de W
para as quais a qualidade da transferéncia se aproxima da unidade e é fracamente sensivel ao
tamanho da corrente. Além disso, observamos um terceiro intervalo nas regides de energias
negativas onde encontramos também uma boa fidelidade. Entretanto, se faz importante salientar
que essa ndo representa uma regido com transferéncia de estados quanticas. Podemos observar
que esta regido esta claramente associada a um efeito de tamanho finito. O aparente efeito de
transferéncia vai sendo visivelmente degradado quando o tamanho N do sistema cresce. Esses
aspectos podem ser explicados pela andlise da natureza dos modos normais do canal. Com base
na ref. [46], cadeias com desordem diluida, semelhantes a que estamos usando aqui, apresentam
duas ressonancias dentro da faixa de estados permitidos. Essas ressonancias correspondem aos
estados de Bloch com amplitude de fuga nos sitios desordenados. Os estados de Bloch t€ém
auto-energias dadas por Ej = ¢y — 2J cos k, com k = 27 /¢ e ( sendo o comprimento de onda
associado. No presente caso, as ressonantes sdo ¢ = 6 e ( = 3 e, portanto, para, digamos ¢, = 1J,
as energias ressonantes sdo 0 e 2./, em torno das quais ocorrem os mais altos resultados de
fidelidade QST. Na Ref. [46] foi ainda demonstrado que o expoente de Lyapunov € finito para
todas as energias, exceto nesses dois valores. Mencionamos que, embora estejamos aplicando
algum tipo de periodicidade em todo o canal - para o qual as propriedades acima se mantém -
considerando apenas segmentos independentes compostos por um sitio desordenado seguido
por dois limpos (veja a Figura 7 (a)), se decomponha no final do canal, digamos, considerando
N = 52 ou N = 53, o comportamento geral seria 0 mesmo, dado que estamos lidando com
pequenas cadeias.

E importante destacar que existe uma regido finita nas proximidades das energias resso-
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Figura 8 — Distribui¢cdo de probabilidade normalizada P (F,,,,) versus F,,,, = max{F(t)}
avaliada ao longo do intervalo de tempo até 5 x 10° unidades de tempo. Os da-
dos foram obtidos a partir da diagonalizacdo numérica do Hamiltoniano (49) para
N =51,9=0.01J, ¢ = 1J e 10? realizacdes distintas de desordem.
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(JUNIOR et al., 2019) [53]

Fonte:

nantes em que o comprimento da localizagcdo € extremamente pronunciado (mas finito). Isso é
ilustrado na Fig. 10 onde plotamos o nimero de participagdo, dado por x(E) = (3, [2F[*) -,
versus energia média em muitas realizacdes de desordem para uma cadeia com N = 7200 sitios.
Se faz importante incluir aqui uma répida revisao acerca da func¢ao participagdo. Como ja foi
discutido anteriormente, a fungéo x(FE) representa o nimero de dtomos (sitios) que participam
do estado quantico. Vamos revisar aqui os limites de x(£) para estados estendidos e localizados.

Considere um dado autovetor |E) definido como |E) = Y. 2F |i). Vamos assumir que este es-

i i
tado é estendido ou seja, suas amplitudes z” sdo todas idénticas ou seja: z” = 2;). Sabemos que
o autovetor € normalizado logo podemos escrever a seguinte equacao : vazl |2E]% = 1; substi-
tuindo z” = z, temos que, Zf\il |20|* = 1, ou seja, 29 = 1/\/N; substituindo zi =2y = 1/\/N
na equagdo da participagdo temos que (E) = S_~ (1/v/N)*, isto é, x(E) = N. Logo, para

estados estendidos a fungao participagao € igual N. Por outro lado, para os estados localizados,
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Figura 9 — Fidelidade méxima F,,,, versus W (avaliada em tJ € [0.5 X 105]) em média 103
realizacOes independentes de desordem para N = 51, 102 e 0.5],1,0J. Os dados foram
obtidas a partir da diagonalizacdo numérica exata do Hamiltoniano com g = 0.1J
(linhas solidas) e 0.01 J (linhas tracejadas).
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Fonte: (JUNIOR et al., 2019) [53]

a funcéo x(FE) é uma constante, cujo valor é em geral bem menor que o tamanho do sistema. Ou
seja, a participacdo € uma forma indireta de medir o "tamanho"do estado quantico (seria uma
medida indireta do chamado "comprimento de localizac@o"). Vamos avaliar o comportamento
de x dentro do contexto do problema da cadeia diluida. Observe que o niimero de participagdo
permanece bem grande para energias proximas das ressonancias. Este resultado é totalmente
compativel com a existéncia de boa transferéncia de estados quanticos para estados préximos das
ressonancia (como obtivemos na Fig. 9). A analise da funcio x também explica a diminuicdo de
eficiéncia da transferéncia de estados quanticos na primeira banda. Observe que a participacao
na primeira banda € razoavelmente pequena (pouco mais de 10 sitios participam do estado
quantico). Portanto, quando fazemos experimentos de transferéncia de estados quanticos usando

cadeias "grandes"(ao menos maiores que 10-20 sitios) observemos que este tamanho é superior
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Figura 10 — Nimero de participagc@o  versus a auto-energias do canal F para N = 7200 sitios
€0 = 1J em média em 10° realizacdes de desordem. Observe que o niimero de
participacdo se torna da ordem do tamanho da cadeia nas energias 0 e 2J, sinalizando
os estados ressonantes deslocalizados. Na primeira banda, o  atinge o maximo da
ordem de algumas dezenas de sitios.
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Fonte: (JUNIOR et al., 2019) [53]

ao comprimento de localizacdo (dentro da primeira banda). Assim, a transferéncia de estados
quanticos nao vai ocorrer com boa eficiéncia. Ja na segunda e terceira banda observamos que a
participagdo € consideravelmente grande (da ordem de 10 sitios). Portanto, experimentos de
transferéncia de estados quanticos nesta regido sao possiveis (mesmo que a cadeia utilizada tenha
N = 50 ou 100, como foi observado nas figuras anteriores). Como foi observado na Fig. 9, a
transferéncia de estados quanticos, mesmo para /N em torno de 100 € possivel entretanto existe
uma pequena dependéncia com NV (a fidelidade vai diminuindo a medida que N cresce). Uma
forma de melhorar um pouco o valor da fidelidade quando o tamanho cresce € diminuir o termo

de acoplamento g. Entretanto, temos que lembrar que o tempo necessario para que a transferéncia
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Figura 11 — Concorréncia maxima C,,,, versus W (avaliada considerando tempos até 5 x 10°).
Célculos foram mediados usando aproximadamente 10? realiza¢des independentes
de desordem para N = 51, 102 e ¢y = 0.5/, 1J. Os dados foram obtidos a partir da
diagonalizacdo numérica exata do Hamiltoniano (49) com g = 0.1J (linhas sélidas)
e 0.01J (linhas tracejadas).
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Fonte: (JUNIOR et al., 2019) [53]

de estados ocorra cresce da forma 7 ~ g~2 [47,54]. Logo, este crescimento do tempo pode se
tornar um problema tanto computacional quanto também levar a efeitos de decoeréncia.

Por fim, investigamos a criacdo de emaranhamento que ocorre durante a dindmica da
transferéncia de estados quinticos entre a fonte (s) e o receptor (7). Vamos considerar o estado
inicial como sendo [1(0) >= |1 >. Vamos considerar, dentro do formalismo do Hamiltoniano

efetivo, que A = hg — hg = 0. Assim podemos encontrar um estado estado emaranhado da
forma
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1) + €N +2)
V2
(| Ml Dvge + e Dl Dvso
V2

onde ¢’ = 7/2. A Quantificdo do emaranhamento entre s e 7 pode ser feito através da concoréncia
definida por : [17,55]

() =

) ® ’ \l/>cha7’mel (89)

C(t) = 2l i) fy2()] = Va2 = | v (D)1 (90)

Portanto, no limite g < J para o qual o Hamiltoniano efetivo [Eq. (83)] € valido e a amplitude
de transi¢cdo pode ser expressa como na Eq. (88), a concorréncia atinge seu valor maximo C' = 1
sempre que a probabilidade de ocupagio da particula ser no sitio N + 2 € pyio = | fni2(t)]? =
1/2. Examinando a Eq. (88) e lembrando que Q = /A% +4JZ;, quando [A/Jes| < 2,

significando px,"fg b > 1 /2, a ocorréncia sempre terd duas méximas locais em torno do pico

de ppyo. Quando |A/Jesf| > 2 <p%nf§ <1 / 2), ambas as quantidades atingem seu méximo
simultaneamente, embora a transmissao (que € a fidelidade) ja seja insignificante. Por outro lado,
o emaranhado permanece forte até |A/.J.;¢| = 2, acima do qual a concorréncia maxima comega
a diminuir de C' = 1.

O cdlculo numérico de C'(t) bem como da concorréncia maxima C,,,, = max{C(t)}
pode ser feito usando exatamente o mesmo procedimento de evolugdo temporal que usamos
para o célculo de F'(t). Diagonalizamos o Hamiltoniano completo, calculamos o operador de
evolugdo temporal e assim encontramos f;(t) e fx2(f). Vamos focar nossos estudos dentro do
contexto da concorréncia maxima C,,,, = max{C(t)} (considerando g << .J.J).A concorréncia
maxima foi obtida considerando tempos até 5 x 10° unidades de tempo. Na Fig. 11 plotamos
Cnaz contra W considerando g = 0.1, 0.01, ¢ = 0.5e 1 e N = 51 e 102. Em linhas gerais, os
resultados de C),,,, estdo em boa concordancia com os resultados para a fidelidade. Nas mesmas
regides onde temos transferéncia de estados quanticos com boa fidelidade observamos que a
concorréncia maxima C),,,, também € grande (perto do maximo C' = 1). Isso mostra que quando

a transferéncia ocorre o sistema mostra grande emaranhamento entre a fonte e o receptor.
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5 Conclusoes

Em resumo, investigamos os protocolos de transferéncia de estados quanticos e geracdo de
emaranhamento em um sistema 1d descrito por uma fonte e um receptor fracamente conectados
por um canal desordenado. Em nosso sistema, o canal desordenado usado foi uma cadeia com
desordem diluida. O tipo de desordem diluida que usamos foi a desordem descrita por Hilke [13]
e colaboradores. Nesta abordagem temos uma “mistura” de uma cadeia pura e uma cadeia
desordenada. A cadeia diluida apresenta desordem sem correlagdo intercalada com uma cadeia
periddica (cristalina). Foi demonstrado por Hilke e diversos outros autores que esta cadeia
apresenta algumas ressonancias (estados estendidos). A posicdo destas ressonincias dentro da
banda de energias permitidas depende do tipo de dilui¢do que foi usado [13]. Entretanto este
modelo tem bastante relevancia pois se trata de um modelo unidimensional desordenado que
contém alguns modos estendidos (ou seja, tem transporte mesmo na presenga de desordem).
Desta forma utilizamos este Hamiltoniano diluido como sendo o canal para protocolos de
transferéncia de estados quanticos. Em nosso estudo preparamos o estado inicial na fonte e
evoluimos o mesmo até o receptor. A evolucao temporal foi feita usando operador de evolucao
temporal(OET). O (OET) foi obtido através da diagonalizacdo numérica do Hamiltoniano do
sistema. A fidelidade da transferéncia foi avaliada bem como o nivel de emaranhamento entre
a fonte e o receptor. Nossos resultados indicaram que a existéncia de ressonancias especiais
provenientes da desordem diluida do canal sdo fundamentais para a ocorréncia de transferéncia
de estados quanticos bem como de emaranhamento. Mostramos que ao redor das supracitadas
ressonancias é possivel a transferéncia de estados quanticos com razodvel fidelidade (mesmo no
limite de desordem intermedidria). Fizemos um estudo analitico um pouco mais detalhado acerca
das especificidades gerais de transferéncia de estados quanticos dentro deste tipo de sistema.
Usando teoria de perturbag¢do, mapeamos o sistema em um sistema de dois niveis acoplados com
hopping J. . Nossos resultados analiticos corroboram as previsdes numéricas obtidas através
da evolugdo do pacote de onda. Em linhas gerais, nossos estudos sugerem a possibilidade de
transferéncia de estados quanticos em sistemas desordenados diluidos, bem como, produgao de
emaranhamento. Os principais resultados desta pré-tese foram publicados no volume 383 da
Physics Letters A. Nossas perspectivas envolvem o estudo deste tipo de sistema em dimensao
d > 1. Estamos interessados em investigar sistemas quasi-unidimensionais bem como sistemas

bidimensionais.
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1. Introduction

The primary effect of disorder in quantum chains is to induce
the so-called phenomenon of Anderson localization which sup-
presses propagation of the wave function. Based on the Anderson’s
early works [1] we know that the eigenstates of a single-particle
tight-binding Hamiltonian with on-site uncorrelated disorder are
exponentially localized for any degree of disorder in 1D systems.
On the other hand, it was shown that the presence of correlations
within the disorder distribution allows for the appearance of delo-
calized states in the band [2-16].

A particular class of correlated disorder put forward by Hilke in
Ref. [9] consists of an Anderson model on which diagonal disorder
is distributed throughout the lattice following a given periodic-
ity. This diluted disorder model has been investigated in various
frameworks since then [9-16]. The standard version of the model
is based on two interpenetrating sub-lattices, one with random on-
site potentials and the other featuring non-random segments of
constant potentials. Special resonant energies emerge due to the
periodicity of those segments. The diluted Anderson model was
later modified to include a general diluting function which defines
the on-site energies within each non-random segment [11]. Us-
ing an analytical procedure, it was demonstrated that this model
displays a set of extended states, the number of which strongly
depends on the length of the diluting segments and the symmetry
of the function generating it. In Ref. [14] the electronic dynamics
in diluted random chains was investigated in detail. The authors
demonstrated that the wave function spreading profile strongly de-
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pends upon the initial position of the particle. Hilke [15] further
investigated the diluted Anderson model in a square lattice, where
a true metal-insulator transition with mobility edges delimiting a
band of extended states was found.

Recently, correlated disorder has also been addressed in the
context of quantum communication protocols. As it promotes the
breakdown of Anderson localization, the coexistence between lo-
calized and extended states allows for the realization of quantum-
state transfer (QST) [17] and entanglement distribution protocols
[18] even in the presence of disorder. In reality, one should always
expect the presence of some amount of disorder in pre-engineered
quantum chains for QST protocols [17-26] due to experimental
imperfections in the manufacturing process or dynamical factors.
With this in mind, it is crucial to investigate the effects corre-
lated noise on those protocols [17-20]. Such correlations offer the
possibility of masking disorder without the need of substantial re-
sources that would be required in order to globally diminishing it.

Here, we study a class of Rabi-type QST protocol where both
ends of the chain are weakly coupled to the bulk [27-30], this
featuring diluted disorder. By means of numerical diagonalization
of the full Hamiltonian of the system we evaluate the QST input-
averaged fidelity [31] as well as the end-to-end entanglement over
a fixed time window. Our calculations reveal an interesting depen-
dence of those quantities upon the resonances that exist within
the channel due to the diluted disorder. We discuss those results
in light of the existence of extended states in the set of normal
modes of the channel.

2. Model

We consider a 1D spin chain (XX type) with N + 2 sites de-
scribed by the following Hamiltonian (i =1)
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(a)
g J J J J J J J g
1 Channel N+2
(b)
@ J, eff w
1 N+2

Fig. 1. (a) Model scheme: both outer spins, the communicating parties, are weakly
coupled to the channel, that is g « J, which is made by independent segments
of one disordered site (dark circles) having its energy randomly picked out of the
box distribution [—0.5],0.5]] plus two clean ones featuring fixed energy €o. The
intrachannel coupling ] is set uniformly across the channel. (b) Effective end-to-
end interaction derived from second-order perturbation theory. Both outer parties
acquire renormalized local energies hs and hg and create their own subspace, be-
coming connected via Jof that depends on the spectral resolution of the channel.
The working mechanism of the protocol is to make use of such reduced two-site
configuration to induce Rabi-like oscillations between the outer spins.

H=W (|1){1] + |N+2)(N+2|)

N+1
+Z€1|J J|+JZ|] (J+1]
+g(|l)(2| + |N+1)(N+2|)+H.c., (M

with the first and last sites denoting the source and receiver com-
ponents, respectively, having local energy €; = ey42 = W and cou-
pled to the channel (made up by sites 2 through N + 1) both
at rate g. Here, state [i) =] {)1| {)2---] 1)i---| })n+2 denotes a
single spin up at the i—th site. We set the hopping strengths
in the channel as the energy unit, i.e., J = 1. The diluted ran-
dom on-site energies ¢€; in the channel is generated in the fol-
lowing manner. For j =2,5,8,11,...,, €; are random numbers
taken uniformly from the interval [—0.5],0.5]] whereas for j =
3,4,6,7,9,10,12,13,... we have a pure sub-lattice with energies
given by €; = €p. According to this construction rule, one out of
each three sites has a random local energy [see Fig. 1(a)]. In or-
der to maintain the periodicity of these segments, which is the
very ingredient responsible for inducing a set of delocalized states
within the spectrum [11,13], here we fix the number of sites of
the channel, N, to be a multiple of three. We also restrict ourselves
to the weak coupling regime g <« J. In this configuration, QST is
performed via Rabi-like oscillations due to an effective interaction
between the outer ends of the chain [27,28,30].

3. Quantum-state transfer protocol

In order to transmit an arbitrary qubit state |¢) =a| 1) +b| |)
using the natural dynamics of the Hamiltonian defined above, we
follow the standard QST scheme put forward by Bose in Ref. [31].
When initializing the channel and receiver at their ground state,
the full initial state reads | (0)) = |¢)1] {)2---| |)N+2. Given that
the underlying Hamiltonian of the system preserves the number
of excitations, the actual dynamics here takes place in the single-
excitation manifold and can thus be generated by a Hamiltonian
having the form of Eq. (1). We then let the system evolve through
e At yntil state |¢) is available at site N + 2 with highest possi-
ble fidelity Fy(7) = (¢|pn+2]¢) — at some (prescribed) time T -
where pn4; is the reduced state of the system after tracing out
sites 1 through N + 1. An appropriate figure of merit for the trans-
fer is obtained by averaging F4 over every possible input (that is
over the Bloch sphere) to obtain [31]

[fn2(01 )| | fn2 ()

F(t)_i R AL r-— (2)

where fyi2(t) = (N + 2|e~iH{|1) represent the end-to-end transi-
tion amplitude and ¢ is its phase which can be generally neglected
(we set cos¢ =1 henceforth) by a suitable choice of the external
potentials after the protocol is done.

We can work out that transition amplitude in the weak-
coupling regime g <« J using second-order perturbation theory for
Hamiltonian (1) [28]. Given |A) = Z?’:Z] v jlj) and Ay are, respec-
tively, the eigenstates and eigenvalues of the channel Hamiltonian
Hen = Y005 €101+ JOZ)op 1) + 11+ He), we may rewrite
Eq. (1) as

H=W (1)(1]+ N +2)(N+2)) + Y Ael2e) (uid
Kk

+8 ) (Vi) (il + Vieng1IN +2) (| + Hee.) . (3)
k

This picture tells us that deep in the limit g <« J the outer spins,
each with on-site energy W, either get in narrow resonance with
one or the channel modes, say W = Ay, or does not. The former
situation leads to an effective three-level system whereas the lat-
ter, off-resonant case, promotes the appearance of a reduced two-
level subspace [28] spanned by both communicating parties, which
is the most likely outcome given we are dealing with a disordered
channel (the energy spectrum fluctuates sample by sample). So
whenever W # A, for all k we are able to derive the following
two-site effective Hamiltonian [see Fig. 1(b)]

Hefr = hs|1) (1] + hrIN 4 2)(N + 2| + Jefr(I11){N + 2| + H.c.)

(4)
with
[vi |
hs =W — gZZA < (5)
. —
hp =W — gZZ|VkN+1| (6)
A —
Vi 2Vk
Jett = _gzz e — NH (7)
K

Details on how to approach to these expressions can be seen in
Ref. [28]. In principle, the above effective framework does not
make any assumptions toward the topology of the channel; it
could be any arbitrary network, disordered or not. Without going
any further, it is immediate to see that the quality of the single-
particle transfer from site 1 to N+2 (or backwards) should depend
on the detuning A = hs — hg. Indeed, after diagonalization of the
effective Hamiltonian [Eq. (4)] we get

2Jeffl1) + (A £ Q)N +2)

JAEQ?2+4)% ’

where Q= ,/A2 +4] fo is the effective Rabi frequency. The corre-

sponding energies read £+ = (hs + hg & £2)/2. The absolute value
of the transition amplitude finally takes the form

]eff sin < t)
2

Thereby, we see that in order to get maximum fidelity [see
Eq. (2)], one needs A =0, yielding 2 =2 Jo¢ and then | fy12(t)| =
1 at times T =nmw /2| el (1 =1,3,5,...). This is readily met when
the channel is mirror symmetric, meaning that |vi2| = [Vk N+1]
for every k or when the spectrum features particle-hole symmetry

6%y = (8)

| fn2(O] = (9)
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- such as that of a chain with even number of sites with arbi-
trary couplings J; and uniform on-site energies [30] - for which
Ak =—A_g and |vy j| = [v_y |, trivially leading to hs =hg =0 as
long as W is tuned at the very center of the band. (Note that mir-
ror symmetry naturally implies particle-hole symmetry.)

Here, as we have to deal with on-site disorder, A # 0 thereby
decreasing the QST quality due to asymmetries within the channel
band. On the other hand, we may minimize such effects by find-
ing proper delocalizedlike states somewhere in the spectrum and
tuning W accordingly (note that the contribution to the sums in
Egs. (5)-(7) decays as (Ax — W)~! and thus modes distant from

T I T I T I T I T ]
121~ €= W=0 1]
et UL
10 [ W=2 -
5 a
~
=" 10
[aW
5
0
160
80

Fig. 2. Normalized probability distribution P(Fmnax) versus Fmax = max{F(t)} eval-
uated over the time interval tJ € [0,5 x 10°]. Data were obtained from numerical
diagonalization of Hamiltonian (1) for N =51, g=0.01], €g = 1], and 10* distinct
disorder realizations.
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W becomes less relevant), so as to balance the overlaps |vi »| and
[V, n+1] as much as possible and thus [A/ Jeff| < 1 to get Q= 2 Jefr
[see Egs. (2) and (9)]. Of course, that would be useless in the case
of uncorrelated disorder, where every eigenstate is localized in 1D
and 2D. Our goal here is then to track down sets of delocalized
states induced in the diluted disorder model by controlling the
sender-receiver energy W in order to maximize the QST fidelity.
We also mention that although disorder will make it somewhat
difficult to define the exact transfer time 7 realization by real-
ization [17], here we are ultimately looking after the prospect of
generating an end-to-end Rabi-like dynamics through a disordered
chain having the characteristics discussed in the previous section.
It also deserves to notice the fact that the effective Hamiltonian
in Eq. (4) is an approximation. When considering the full system
[Eq. (1)] we expect some leakage from the {|1), [N + 2)} subspace
into the channel during the evolution [27], given H 7 Hegr @ Hep.

4. Results

We start by showing our results for the maximum achieved fi-
delity Fmax = max{F(t)} over a fixed time interval t ] € [0, 5 x 10°]
for many distinct disordered samples (Fig. 2). Calculations were
done through exact numerical diagonalization of the full Hamilto-
nian [Eq. (1)]. In each histogram of Fig. 2 we considered different
sender/receiver local frequencies W. We readily note that the fi-
delity is very sensitive against it. For W =0 and 2], the majority
of the samples fell around Fpax =~ 1 whereas W = —1 ] resulted in
a well spread distribution. The frequency W =1.6] had the poor-
est transfer quality (Fmax ~ 1/2).

In order learn more about this dependence of the fidelity over
W, in Fig. 3 we show Fp,x averaged over distinct realizations
within the same time interval as before, now for two different
channel sizes. First, we note that there are two windows of W for
which the transfer quality approaches unit and is weakly sensitive

1 T T T

a) PN .
I [— g=0.1] ! U il
09 |--- g=0.01 \ N\
eO=O.5 |
N=51
0.8~ - -
=
0.7~ -
0.6 -

1

h) | T \
r ! \\‘ " N
09 — g=0.1 K]
| -- g=0.01 i
08k g,=1 |

% N=51
g L 1

a9

0.7+ -
0.6 -

Fig. 3. Maximum fidelity Fmax versus W (evaluated within tJ € [0, 5 x 10°]) averaged over 10° independent realizations of disorder for N =51,102 and €y = 0.5, 1. Data
were obtained from the exact numerical diagonalization of the Hamiltonian (1) with g =0.1] (solid lines) and 0.01J (dashed lines).
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10° .
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Fig. 4. Participation number x versus channel eigenenergy Ay for N = 7200 sites
and €y = 1] averaged over 10° disorder realizations. Note that the participation
number becomes of the order of the chain size at energies 0 and 2], signaling the
delocalized resonant states. Within the first band, x reaches a maximum of the
order of a few dozens of sites.

to the chain size. Moreover, we observe a third (less pronounced)
window with high-fidelity centered at negative energies. This is
not, however, a robust QST window for it is clearly associated
to a finite-size effect, being visibly degraded for larger N. These
aspects can be explained by analyzing the nature of the normal
modes of the channel. Based on Ref. [13], chains with diluted dis-
order similar to the one we are using here feature two resonances
within the band of allowed states. These resonances correspond to
Bloch states with vanishing amplitude at the disordered sites. The
Bloch states have eigenenergies given by Ey = €9 — 2] cosk, with
k=2m/¢ and ¢ being the associated wavelength. In the present
case, the resonant ones are ¢ =6 and ¢ =3 and thus for, say
€9 = 1], the resonant energies are 0 and 2 J, around which it oc-
curs the highest QST fidelity outcomes. In Ref. [13] it was further
demonstrated that the Lyapunov exponent is finite for all ener-
gies except at those two values. We mention that although we are
enforcing some sort of periodicity throughout the channel - for
which the above properties hold - by only considering indepen-
dent segments made up by a disordered site followed by two clean
ones (see Fig. 1(a)), if we break it down at the end of the channel,
say, by considering N =52 or N =53, the overall behavior would
be about the same given we are dealing with small chains.

It is important to highlight that there is a finite region in the
vicinity of the resonant energies in which the localization length
is extremely pronounced (but finite). This is illustrated in Fig. 4
on which we plot the participation number, given by x (i) =
(Zj |vk’j|4)‘1, versus energy averaged over many disorder realiza-
tions for a chain with N = 7200 sites. Notice that the participation
number remains quite large for energies above the resonances,
thus supporting an efficient QST in the finite energy bands re-
ported in Fig. 3. It also explains the loss of QST efficiency in the
first band. When the chain size exceeds a few dozens of sites,
it becomes much larger than the localization length in this low-
energy band. Therefore, within the context of QST along a finite
channel, only modes with large localization length contribute to
the high fidelity of the transmission, effectively diminishing the
ratio |A/ Jegf| [see Egs. (5) through (7)].

Back to Fig. 3, we also note that increasing N will lead to a
fidelity decrease over the entire range of W. This is due to the
allocation of more channel modes closer to W thereby disturbing
the reduced subspace {|1), [N + 2)}. This can be solved by further
lowering g at the expense of increasing the QST timescale given
T ~g~2[28,30].

Last, we investigate the creation of pairwise entanglement that
occurs during the dynamics of the single-particle transfer from one
end to the other. If one prepares |y (0)) = |1), and arrange for A =
hs —hg =0 in the effective model [Hamiltonian (4)], for instance,
we get a fully entangled state of the form

D+ E¥INE2)
() = 7
_ [ 1] $IN2 + €91 1] Pnaa
V2

) by | »L)channel (10)

at times t' = 7/2.

We formally quantify the end-to-end entanglement by means
of the so-called concurrence [32] which in our case (single-particle
manifold) is simply [18]

CO)=2f1(O) fy O = \/|f1v+2(t)|2 — [ fN+2@®1* (11)

Therefore, in the limit g « J for which the effective Hamilto-
nian [Eq. (4)] is valid and the transition amplitude can be ex-
pressed as in Eq. (9), the concurrence reaches its maximum value
C =1 whenever the occupation probability of the particle to be
in site N +2 is pyi2 = |fn42(t)]? = 1/2. By examining Eq. (9)

and recalling that Q = /A2 +4]gff, when |A/ Jeffl < 2 meaning

pf\,”f;) > 1/2, the concurrence will always have two local maxi-

mum surrounding the py; peak. When |A/ Jegf| > 2 (pl(\,“f;) <

1/2), then both quantities reach about their maximum at the same
time although the transmission (that is the fidelity) is already in-
significant. On the other hand, entanglement remains strong up to
|A/ Jefl = 2, above which the maximum concurrence starts to de-
crease from C =1.

Getting back to the full Hamiltonian [Eq. (1)] featuring small,
but finite g, we now evaluate in the maximum concurrence Cpax =
max{C(t)} achieved over the same time interval as in Fig. 3 and
plot it against W in Fig. 5. As we expect from the discussion
carried out above, the concurrence is indeed much more reliable
against disorder (compare it with Fig. 3). It is worth stressing that
in Fig. 5 we have considered the same parameters as in Fig. 3 when
investigating the maximum fidelity. Needless to say, the resonance
properties of the channel discussed at the beginning of this section
applies here as well.

5. Summary and conclusions

In summary, we investigated QST and entanglement generation
protocols over a 1D chain with weak end couplings featuring a
particular kind of noise named diluted disorder, where the random
on-site energies are set following a given periodicity. We showed
that the existence of special resonances within the energy band
of the channel allows for a high-quality realization of the above
quantum information tasks even in the presence of disorder.

The overall performance of the channel primarily depends upon
inducing an effective, reduced interaction between the outer ends
of the chain (setting g <« J) and making sure that there is a
proper set of delocalized states around the tuning frequency W,
that ultimately yields |A/ Jeff| < 1 for the QST protocol or, at least
A/ Jefl <2 for the entanglement generation procedure. In such
diluted disorder model, the fidelity of the protocols is enhanced
whenever W matches Bloch-like resonant modes with vanishing
amplitude at the disordered sites. It is important to stress that the
location of those resonant modes can be tuned by properly tailor-
ing the energy profile in the non-random segments, thus opening
the possibility of carrying out efficient quantum communication
schemes for any specific frequency associated with the sender and
receiver sites.
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