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RESUMO

AZEVEDO, H. V. F. Técnicas de Simulagdo Aplicadas a Andlise Confiabilistica: O De-
safio da Obtencao de Baixas Probabilidades de Falha. 2022. Trabalho de Conclusao de

Curso (Graduagdo em Engenharia Civil) - Universidade Federal de alagoas, Macei6.

Os avangos da andlise de seguranca na Engenharia de Estruturas sdo cada vez mais
aprimorados pela ciéncia, uma vez que sua aplicacdo é notdria em diversos ramos
da engenharia, desde as estruturas mais convencionais presentes na construgao civil
até as estruturas mais arrojadas na engenharia aeroespacial. Dentre os requisitos aos
quais uma estrutura deve seguir, garantir uma boa seguranca dela é imprescindivel
no dia a dia de um engenheiro, de modo que a caracterizagdo matematica dos estados
limites deve garantir um limite entre o dominio de falha e o de seguranca desta estru-
tura. Sendo assim, pode-se usar a Teoria da Confiabilidade Estrutural para analisar
os requisitos de seguranga de uma estrutura a partir da analise de seus parametros de
projeto de modo probabilistico. As incertezas referentes a esses projetos sdo incorpo-
radas no modelo, na tentativa de obter uma resposta mais precisa do comportamento
previsto da estrutura e de uma estimativa de sua probabilidade de falha. Dentre as
técnicas de andlise de confiabilidade, o método FORM (First Order Reliability Method)
é amplamente utilizado por ser um método semi-analitico capaz de resolver diversos
problemas com baixo custo computacional, embora ele possua limita¢des na aplicacdo
em problemas complexos e ndo-lineares. Assim, pode-se destacar o método de Simula-
¢do de Monte Carlo, uma poderosa técnica capaz de solucionar problemas complexos,
grandes e ndo-lineares. Porém, o alto custo computacional associado pode se tornar
um problema, especialmente em casos com baixas probabilidades de falha. Para con-
tornar isso, técnicas de redugao de variancia (chamadas de Amostragem Inteligente)
sdo propostas na literatura de modo a se obter uma boa estimativa de baixas probabili-
dades de falha, com um custo computacional que ndo seja proibitivo. Sendo assim, este
trabalho objetiva explorar algumas dessas técnicas e avaliar o potencial dessa estima-
tiva, dando destaque a: Amostragem Assintotica e Amostragem Melhorada. Busca-se
explorar problemas benchmark da literatura em que a solugao tende a ser complexa e,
em alguns casos, de dificil obtencdo via FORM, para evidenciar a necessidade de técni-
cas de simulacgao. Todas as analises sdo feitas com a linguagem de programagéao Python
e os resultados obtidos sdo comparados em termos da eficdcia da convergéncia das téc-

nicas e da sua acuracia em relacdo a literatura.

Palavras-chave: Simulacdo de Monte Carlo; Amostragem Assintética; Amostragem
Melhorada; Amostragem por Hipercubo Latino; FORM.



ABSTRACT

Simulation Techniques Applied to Reliability Analysis: The Challenge of Obtaining
Low Failure Probabilities. 2022. Thesis (Bachelor - Civil Engineering) - Federal Uni-
versity of Alagoas, Maceid.

The advances of safety analysis in Structural Engineering are increasingly improved
by science, since its application is notorious in various branches of engineering, from
the most conventional structures present in civil construction to the boldest structu-
res in aerospace engineering. Among the requirements that a structure must follow,
ensuring a good safety of the structure is essential in an engineer’s daily life, so that
the mathematical characterization of limit states must ensure a limit between the fai-
lure domain and the safety domain of this structure. Thus, one can use the Structural
Reliability Theory to analyze the safety requirements of a structure from the analysis
of its design parameters in a probabilistic way. The uncertainties related to these de-
signs are incorporated into the model in an attempt to obtain a more accurate response
to the predicted behavior of the structure and an estimate of its failure probability.
Among the reliability analysis techniques, the FORM method (First Order Reliability
Method) is widely used because it is a semi-analytical method capable of solving se-
veral problems with low computational cost, although it has limitations when applied
to complex and non-linear problems. Thus, one can highlight the Monte Carlo Simu-
lation method, a powerful technique capable of solving complex, large and non-linear
problems. However, the associated high computational cost can become a problem, es-
pecially in cases with low failure probabilities. To circumvent this, variance reduction
techniques (called Intelligent Sampling) are proposed in the literature in order to ob-
tain a good estimate for low failure probabilities with a computational cost that is not
prohibitive. Therefore, this paper aims to explore some of these techniques and evalu-
ate the potential of this estimation, highlighting Asymptotic Sampling and Enhanced
Sampling. It seeks to explore benchmark problems from the literature where the solu-
tion tends to be complex and, in some cases, difficult to obtain via FORM, to highlight
the need for simulation techniques. All the analyses are done with the Python program-
ming language and the results obtained are compared in terms of the effectiveness of
the convergence of the techniques and their accuracy with respect to the literature.

Keywords: Monte Carlo Simulation; Asymptotic Sampling; Enhanced Sampling; Latin
Hypercube Sampling; FORM.



LISTA DE FIGURAS

Figura1- Defini¢do da funcado de falha bidimensional ................................ 21
Figura 2 — Definigdo geométricade B............o.ooiiiiiiiiiiii 23
Figura 3 — Etapas de transformagdo do método FORM .......................ooae 24
Figura 4 — Superficie de falha no espago reduzido eindice B ......................... 26
Figura 5 — Processo iterativo para calcularf ..................... 27
Figura 6 — Amostragem por Hipercubo Latino........................... 32
Figura 7 — Hipercubo Latino para duas varidveis e cinco realizagdes................ 32

Figura 8 - Histogramas de densidade obtidos por Amostragem Simples, Amos-

tragem por Varidveis Antitéticas e Amostragem por Hipercubo Latino 34

Figura 9 - Funcdode Falha-Exemplo1............cooiiiiiiii 39
Figura 10 — Convergéncia do Monte Carlo Cru - Exemplo1 ........................... 40
Figura 11 — Andlise do parametro f - Exemplo1...................o, 41
Figura 12 — Convergéncia da Amostragem Assintética - Exemplo1.................. 42
Figura 13 — Andlise do parametro A - Exemplo 1..............coooi, 43
Figura 14 — Convergéncia da Amostragem Melhorada - Exemplo 1 .................. 43
Figura 15 — Tempo Computacional na Amostragem Assintética - Exemplo 1 ....... 44
Figura 16 — Tempo Computacional na Amostragem Melhorada - Exemplo 1 ....... 44
Figura 17 — Fungdo de Falha - Exemplo 2. 46
Figura 18 — Convergéncia do Monte Carlo Cru-Exemplo 2 ........................... 47
Figura 19 — Andlise do parametro f - Exemplo2.................oo. 48
Figura 20 — Convergéncia da Amostragem Assintética - Exemplo2 .................. 49
Figura 21 — Anélise do parametro A - Exemplo 2.................... 50
Figura 22 — Convergéncia da Amostragem Melhorada - Exemplo2 .................. 50
Figura 23 — Tempo Computacional na Amostragem Assintética - Exemplo 2 ....... 51
Figura 24 — Tempo Computacional na Amostragem Melhorada - Exemplo 2 ....... 51
Figura 25 — Fungdo de Falha - Exemplo 3.................oo 53
Figura 26 — Convergéncia do Monte Carlo Cru - Exemplo 3 ........................... 54
Figura 27 — Andlise do parametro f - Exemplo 3.................oo 55
Figura 28 — Convergéncia da Amostragem Assintética - Exemplo 3 .................. 56
Figura 29 — Andlise do parametro A - Exemplo 3.................oo 57
Figura 30 — Convergéncia da Amostragem Melhorada - Exemplo 3 .................. 57
Figura 31 — Tempo Computacional na Amostragem Assintética - Exemplo 3 ....... 58
Figura 32 — Tempo Computacional na Amostragem Melhorada - Exemplo 3 ....... 58
Figura 33 — Fungdo de Falha - Exemplo4.............coooiiiiiii 60

Figura 34 — Convergéncia do Monte Carlo Cru - Exemplo4 ........................... 61



Figura 35 — Andlise do parametro f - Exemplo4..................ooo 62

Figura 36 — Convergéncia da Amostragem Assintética - Exemplo 4 .................. 63
Figura 37 — Anélise do parametro A - Exemplo4..................oo, 64
Figura 38 — Convergéncia da Amostragem Melhorada - Exemplo 4 .................. 64
Figura 39 — Tempo Computacional na Amostragem Assintética - Exemplo 4 ....... 65
Figura 40 — Tempo Computacional na Amostragem Melhorada - Exemplo 4 ....... 65
Figura 41 — Chapa Tracionada com Fissura Central........................oo. 67
Figura 42 — Convergéncia do Monte Carlo Cru - Estudode Caso ..................... 69
Figura 43 — Anélise do parametro f - Estudode Caso......................oool, 70
Figura 44 — Convergéncia da Amostragem Assintética - Estudo de Caso ............ 70
Figura 45 — Andlise do parametro A - Estudode Caso......................ooe 71
Figura 46 — Convergéncia da Amostragem Melhorada - Estudo de Caso ............ 72

Figura 47 — Tempo Computacional na Amostragem Assintética - Estudo de Caso. 73
Figura 48 — Tempo Computacional na Amostragem Melhorada - Estudo de Caso . 73



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 — Estimativa de nimero de simulag¢des para captar diferentes valores de

Pr,aum nivel de dispersdo d = 5% ..........cooeiiiiiiii 29
Tabela 2 — Combinacdes Realizadas de Andlise .............ccviiiiiiiiiii ... 38
Tabela 3 — Propriedades das Varidveis Aleatdrias - Exemplo 1 ........................ 40
Tabela 4 - Comparagdo Monte Carlo Cru e FORM - Exemplo1....................... 40
Tabela 5 — Propriedades das Varidveis Aleatérias - Exemplo2 ........................ 47
Tabela 6 — Comparacdo Monte Carlo Cru e FORM - Exemplo2....................... 47
Tabela 7 — Propriedades das Varidveis Aleatérias - Exemplo3 ........................ 54
Tabela 8 - Comparacdo Monte Carlo Cru e FORM - Exemplo3....................... 54
Tabela 9 — Propriedades das Varidveis Aleatérias - Exemplo 4 ........................ 61
Tabela 10 -Comparagdo Monte Carlo Cru e FORM - Exemplo4....................... 61
Tabela 11 —Propriedades das Varidveis Aleatérias - Estudo de Caso .................. 68

Tabela 12 -Comparagdo Monte Carlo Cru e FORM - Estudo de Caso................. 69



v.a.

PDF

CDF

SMC

FORM

AS

AM

AVS

LHS

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Varidvel Aleatoria

Funcdo densidade de probabilidade
Funcao de distribui¢do acumulada
Simulacdo de Monte Carlo

First-Order Reliability Method
Amostragem Assintotica
Amostragem Melhorada

Amostragem por Varidveis Antitéticas

Latin Hipercube Sampling



LISTA DE SIMBOLOS

Varidvel Aleatéria

Realizacao da varidvel aleatéria X

Média de X

Desvio-padrado de X

Varidncia de X

PDF de X

CDF de X

Probabilidade de Falha

Indice de Confiabilidade

Parametro chave da Amostragem Assintética

Parametro chave da Amostragem Melhorada



SUMARIO

1 INTRODUCAO 13
8 OV 107 5 U 10 T 14
1.2 ODbJetivos . .uciuiiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i i 14
1.3 Metodologia ...oouviiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 15
1.4 Organizacdo do Contetido .......ccvvviiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiaennas 15
2 REVISAO BIBLIOGRAFICA 16
3 CONCEITOS DE CONFIABILIDADE ESTRUTURAL 19
3.1 INtroducao ..coovineiiiiineiiiiiiiiiiiiiiiii ittt riiiatttiiiaeeriiaeeeeaas 19
3.2 Definicao da Probabilidade de Falha .........cccceeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnne. 20
3.3 Problema Basico da Confiabilidade...........cccoceviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn, 21
3.4 FORM - Método de Confiabilidade de Primeira Ordem .....................ne 23
3.4.1 Algoritmo de Hasofer, Lind, Rackwitz e Fiessler ................................ 26
4 METODOS DE SIMULACAO EM CONFIABILIDADE ESTRUTURAL 28
4.1 Método de Monte Carlo .......ccovvvuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i 28
4.2 Técnicas de Geragdao de Amostras Aleatorias.........cccevvviiiiiniiiiiiiiinnnnns 30
421 Amostragem simples..............ooiiiiii 30
422 Amostragem por varidveis antitéticas......................o 30
423 Amostragem por hipercubo latino ....................o 31
4.3 Técnicas de Amostragem Inteligente ..............coooiiiiiiiiiiiiii, 34
43.1 Amostragem assintotica ... 34
43.2 Amostragem melhorada.................ooo 35
5 RESULTADOS E DISCUSSOES 38
51 Exemplo1-Equacado de Estado Limite Altamente Nao linear ................. 39
5.2 Exemplo 2 - Equacao de Estado Limite Concava..........ccocvveiiiiiiniiiinnnee. 46
5.3 Exemplo 3 - Equacao de Estado Limite de Polinomial do Terceiro Grau..... 53
5.4 Exemplo 4 - Equacdo de Estado Limite de Polinomial do Quarto Grau ...... 60
5.5 Estudo de Caso-Fratura .........cooeviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn., 67
6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS 74
6.1 Sugestdes para Trabalhos Futuros.........c.cccovivviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin, 74

REFERENCIAS 78



13

1 INTRODUCAO

Os avangos na engenharia de estruturas, nos modelos de anélise e nos novos ma-
teriais empregados, viabilizam a concepg¢do de estruturas cada vez mais complexas e
arrojadas. Tais estruturas devem ser projetadas de modo a garantir alguns requisitos,
como: de servico, de robustez e principalmente de seguranca. Estes requisitos podem
ser explicitados por meio de equagdes matematicas de estado limite, que garantem um
limite entre o0 dominio de falha e o de seguranga de uma estrutura. A seguranca deve
ser garantida principalmente pela intensidade da consequéncia de uma possivel ruina.

O dimensionamento das estruturas a um nivel adequado de seguranca demanda
um alto nivel de conhecimento acerca de seus pardmetros de projeto. Evitar superdi-
mensionar uma estrutura garante menores custos financeiros, baixo consumo de recur-
sos e menos impactos ambientais na sua producdo. Além disso, analisar as incertezas
inerentes aos problemas de engenharia estrutural — a variabilidade dimensional dos
elementos, das solicitagdes que a estrutura sofre e das propriedades mecéanicas dos
materiais que as compdem — leva a uma resposta mais precisa do comportamento
previsto da estrutura, desde a fase de projeto.

Nesse contexto, pode-se utilizar de abordagens probabilisticas, adicionalmente
aos métodos tradicionais de verificagdo deterministica dos estados limites. Nesse tipo
de abordagem, a Teoria da Confiabilidade Estrutural se apresenta como uma impor-
tante ferramenta para estudar o balango entre custo e seguranca dentro de um enfoque
probabilistico, no qual as incertezas associadas as varidveis de projeto sdo quantifica-
das e incorporadas a andlise estrutural. A partir da andlise confiabilistica de um projeto
estrutural, é possivel estimar a probabilidade de ocorréncia de um modo de falha para
um determinado estado limite, chamada de probabilidade de falha (Py).

Ha4 duas grandes classes de métodos que podem ser usados para achar a proba-
bilidade de falha: Métodos de Transformacdo e Métodos de Simulagdo. O primeiro
grupo usa formula¢des semi-analiticas que visam aproximar a equagdo de estado li-
mite no ponto de projeto por um hiperplano ou uma hipersuperficie quadrética, que
pode conduzir a erros, principalmente quando a equacgéo de estado limite é fortemente
ndo-linear (MELCHERS; BECK, 2018). Para evitar esses erros, pode-se estimar a Py de
um problema usando o segundo grupo de solucdo dos problemas de confiabilidade, a
partir da simulagdo de Monte Carlo.

Métodos de simulac¢do - como a simulacdo de Monte Carlo (MCS) - permitem a
solugdo de problemas complexos, grandes e ndo-lineares de confiabilidade estrutural,
embora o alto custo computacional associado pode se tornar um problema, especi-
almente em casos com baixas probabilidades de falha (SANTOS, 2014). MCS é uma
técnica poderosa para estimar a Py de um sistema estrutural e diferentes técnicas de

amostragem inteligente sdo propostas na literatura para reduzir o niimero de simu-
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lagdes e o custo computacional, como mostram Olsson, Sandberg e Dahlblom (2003),
Bucher (2009), Naess, Leira e Batsevych (2009) e Naess, Maes e Dann (2013).

Um dos objetivos das técnicas de amostragem inteligente é estimar probabilida-
des de falha pequenas com o menor custo computacional possivel. Dentre as princi-
pais técnicas, pode-se citar a Amostragem por Varidveis Antitéticas (HAMMERSLEY;
MORTON, 1956), Amostragem por Hipercubo Latino (OLSSON; SANDBERG; DAHL-
BLOM, 2003), Amostragem Assintética (BUCHER, 2009) e Amostragem Melhorada
(NAESS; LEIRA; BATSEVYCH, 2009).

Sendo assim, este trabalho objetiva testar a performance de diferentes técnicas de
amostragem inteligente para avaliar problemas de confiabilidade estrutural que apre-
sentam baixas probabilidades de falha. Este trabalho também visa a difusdo do co-
nhecimento sobre tais técnicas, de modo a servir como material de referéncia sobre o
tema, ajudando a comunidade académico-cientifica e profissional na aplicagdo de tais
metodologias.

1.1 Motivagao

Visto que ndo é raro encontrar problemas em engenharia de estruturas em que
a probabilidade de falha é demasiadamente pequena (na ordem de 10~° a 10~7, por
exemplo), a técnica de simulagdo de Monte Carlo requer um alto custo computacional
para sua solugéo.

Sendo assim, a motivacdo principal deste trabalho é explorar técnicas que viabi-
lizem a estimativa de baixas probabilidades de falha usando técnicas de simulagéo,
de modo a dar mais destaque a essas técnicas na literatura nacional, em nivel de Gra-
duacdo, e fornecer mais uma alternativa do uso de confiabilidade de estruturas em

aplica¢des comerciais.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é analisar e comparar diferentes técnicas de amos-
tragem inteligente em problemas de confiabilidade estrutural.

Como objetivos especificos, pode-se listar:

1. Estudar e compreender algumas das técnicas modernas de amostragem inteli-

gente;

2. Descrever as técnicas, suas diferencas e a logica do algoritmo para sua aplicagdo

computacional;

3. Programar as técnicas estudadas usando a linguagem de computacdo Python;
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4. Apresentar um estudo comparativo das técnicas estudadas, em problemas que

sdo criticos no que se refere a estimativa da probabilidade de falha.

1.3 Metodologia

A metodologia consiste em realizar inicialmente uma revisdo de literatura, a fim
de verificar as tendéncias de uso e o estado da arte das técnicas de amostragem in-
teligente em simulacdo de Monte Carlo. Destacam-se estudos que deram origem as
técnicas e em quais problemas de confiabilidade estrutural elas foram aplicadas.

Em seguida, faz-se a implementagdo destas técnicas em linguagem computacional
Python, validando-as com problemas da literatura que servirdo como benchmark.

Por fim, realiza-se um estudo comparativo do desempenho das diferentes técnicas
de amostragem inteligente, de modo a identificar as vantagens e desvantagens de cada
uma delas.

Para a implementac¢do computacional serd utilizado um computador com proces-
sador Intel®Core™i7-7500U CPU 2.90 GHz 64 bits, com 16GB de meméria RAM.

1.4 Organizacao do Contetdo

Este trabalho esta dividido de modo a garantir que as defini¢des e conceitos ne-
cessdrios ao entendimento do tema sejam brevemente apresentados no decorrer dos
capitulos.

O Capitulo 2 apresenta uma revisao bibliografica sobre o estado da arte dos t6pi-
cos abordados neste trabalho. O principal objetivo é descobrir como as técnicas estu-
dadas foram aplicadas na literatura por outros autores ao longo dos anos.

O Capitulo 3 define o que é confiabilidade estrutural, probabilidade de falha e
outros conceitos importantes, de maneira simples e objetiva, a fim de que seja possivel
realizar o bom entendimento da teoria por trds deste trabalho.

O Capitulo 4 traz conceitos de simulagdo de Monte Carlo assim como as diversas
técnicas de amostragem, que sdo o foco do presente trabalho.

O Capitulo 5 traz os resultados e discussdes sobre a aplicacdo das técnicas em
diferentes problemas de confiabilidade de estruturas retirados da literatura.

O Capitulo 6 traz as conclusdes do trabalho e sugestoes de trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Proposto por Metropolis e Ulam (1949), o método de simulagdo de Monte Carlo
(Monte Carlo Simulation, MCS) é uma técnica de simulacdo que envolve a geracdo de
nimeros aleatérios a serem avaliados em algum experimento. Seu nome faz referéncia
ao distrito de Monte Carlo, bastante conhecido por seus cassinos, onde a aleatoriedade
inerente aos jogos de azar se faz presente.

Aplicado em confiabilidade estrutural, o MCS consiste na geragdo de N cendrios
randdmicos para serem avaliados na equacdo de estado limite do problema. Sua utili-
zagdo na solugdo de problemas de confiabilidade é realizada, primeiramente, a partir
da geracdo de amostras aleatérias de tamanho N. Analisa-se entdo o problema para
cada realizagdo i dentre as N geradas na etapa de amostragem, de modo que a equa-
cdo de estado limite estudada é analisada N vezes.

Hammersley e Morton (1956) apresentam a técnica chamada Amostragem por Va-
ridveis Antitéticas. Sua origem remota a implementa¢cdo do MCS em problemas de
transporte de particulas, com o objetivo de ser uma ferramenta para a reducao de va-
ridncia do estimador da probabilidade de falha e diminuir o custo computacional ine-
rente do MCS. H4 poucos relatos de aplicagdes bem sucedidas desta técnica, mas ela
ainda é classicamente apresentada na literatura em estudos de comparacao de técnicas.

McKay, Beckman e Conover (1979) apresentam o desenvolvimento da Amostra-
gem por Hipercubo Latino (Latin Hypercube Sampling, LHS). Nesta técnica, o dominio
de cada variadvel aleatéria é dividido em bandas, de modo que cada uma delas deve
ser amostrada apenas uma vez para que seja garantida uma cobertura homogénea do
dominio das varidveis aleatérias do problema, de forma que este tipo de amostragem
resulta numa grande dispersdo dos pontos. Sendo assim, essa técnica de amostragem
garante que todas as porc¢des do espago amostral sejam representadas (MCKAY; BECK-
MAN; CONOVER, 1979).

Outro trabalho que dé destaque a técnica LHS é o de Olsson, Sandberg e Dahl-
blom (2003), no qual é apresentado estudo comparativo entre diferentes técnicas de
Amostragem por Importancia combinadas ou ndo com LHS. Ao longo de trés exem-
plos estudados, os autores concluem que é vantajoso usar LHS para gerar amostras
de varidveis aleatérias, uma vez que mais de 50% do esfor¢o computacional pode ser
salvo usando LHS no lugar da amostragem simples feita no MCS (OLSSON; SAND-
BERG; DAHLBLOM, 2003).

Bucher (2009) apresenta uma outra técnica de amostragem inteligente, a qual ele
chama de Amostragem Assintética. Ela se baseia no comportamento assintético da
probabilidade de falha, a qual tende a zero a medida que os desvios-padrao das va-
ridveis aleatorias tendem a zero. A ideia da técnica é causar uma excitagcdo na analise

da funcdo de falha, forcando o MCS a ultrapassar a barreira do dominio de seguranga.
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Isso é alcangado a partir da parametrizacdo dos desvios padrao das varidveis aleatorias
do problema, com o objetivo de se obter mais amostras dentro do dominio de falha da
equacao de estado limite do problema.

Sichani, Nielsen e Bucher (2011a) apresentam diversas aplicacdes da Amostragem
Assintotica em modelos estruturais dindmicos, sujeitos a excitagdo aleatéria. Os auto-
res detalham uma técnica de calibragdo dos pontos de suporte para se obter um menor
coeficiente de variagdo para a Py estimada. Em seguida, a metodologia ¢ aplicada em
diferentes problemas lineares e ndo lineares, com grandes ntimeros de varidveis ale-
atorias focando em problemas dinamicos. Os autores concluem que a Amostragem
Assintética € capaz de fornecer boas aproximagdes para eventos com baixas Ps.

Em outra publicac¢do, os autores Sichani, Nielsen e Bucher (2011b) apresentam a
Amostragem Assintética para estimar valores baixos de Py de sistemas ndo lineares de
alta dimensao, chegando a resultados na ordem de 107, Os autores mostram que
a técnica é uma boa opcdo para emprego em problemas complicados, ja que as ndo
linearidades do modelo ndo dificultam a aplicacdo do método e nem levam a uma
redugdo consideravel da sua eficdcia. Trés sistemas néo lineares conhecidos sao estu-
dados como benchmark e, em seguida, aplica-se Amostragem Assintética para estimar
a Py de um modelo reduzido de um grau de liberdade de uma turbina e6lica.

Naess, Leira e Batsevych (2009) apresentam a Amostragem Melhorada. Esta téc-
nica foi originalmente proposta para estimar probabilidades de falhas pequenas em
sistemas estruturais. Baseada na parametrizagdo da funcdo de estado limite, ela visa a
redugédo do custo computacional do MCS mantendo suas principais vantagens, a partir
da exploragdo da regularidade da Py nas caudas das distribui¢des de probabilidade, de
modo que seja possivel usar um procedimento de aproximacado para estimar probabi-
lidades de falhas pequenas por extrapolagdo. Os autores conseguiram estimar a Py de
sistemas em série e em paralelo, com valores entre 10 %e107.

Outras aplicacdes notorias da Amostragem Melhorada sdo a de Sichani, Nielsen
e Naess (2012), em que os autores propdem o uso da técnica na estimativa da proba-
bilidade de falha de turbinas edlicas exigida pelos codigos de pratica para seu projeto,
estimando Py na ordem de 10~7. Além disso, os autores Naess, Maes e Dann (2013)
ampliam a abordagem da Amostragem Melhorada para otimizar o dimensionamento
de parametros de projeto baseado em confiabilidade estrutural, ou seja, escolher os
valores de projeto dos pardmetros de algum problema, de modo que este problema
obedega o critério de falha com base em uma Py alvo. Para o caso em questdo os auto-
res calibraram dois exemplos com Py alvo de 1075 e10°°.

Destaca-se, também, o trabalho de Santos e Beck (2014). Os autores apresentam
um estudo comparativo dentre diversas técnicas de amostragem inteligente que exis-
tem na literatura. Usando o MCS cru (ou seja, com uma simples forma de gerar amos-

tras) e outras quatro técnicas modernas de amostragem inteligente combinadas com
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trés esquemas de geracdo de amostras aleatdrias, os autores mostram um total de
quinze diferentes estratégias combinando as diferentes técncias de amostragem para

estimar probabilidades de falha de problemas de confiabilidade estrutural.



19

3 CONCEITOS DE CONFIABILIDADE ESTRUTURAL
3.1 Introducdo

A avalia¢do da seguranca de uma estrutura é muito relevante para garantir seu
funcionamento adequado. Quando se avalia uma estrutura, as intimeras incertezas
presentes nas varidveis de projeto provocam alteragdes no seu comportamento real,
que podem ndo ter sido incorporadas no modelo feito na fase de projeto. De acordo
com Melchers e Beck (2018), as estruturas e elementos estruturais devem cumprir al-

guns requisitos basicos, que séo:

a) Requisito de servi¢co: uma estrutura deve manter-se em condi¢des apropriadas
para a execucdo da funcdo a qual se destina durante todo o periodo de vida til;

b) Requisito de seguranca: uma estrutura deve suportar carregamentos extremos
esporadicos e carregamentos repetidos aos quais a mesma esteja sujeita dentro
do periodo de vida previsto, sem entrar em colapso ou apresentar severos danos

permanentes;

¢) Requisito de robustez: uma estrutura ndo deve ser danificada por eventos aci-
dentais como incéndio, explosdes, impactos, terremotos ou erros humanos de

maneira desproporcional a severidade do evento causador do dano.

Quando alguns desses requisitos, em qualquer momento da vida ttil da estrutura,
é violado, hd uma falha no sistema. Diante disso, os requisitos bdsicos podem ser
equacionados em forma de estados limites.

Segundo Melchers e Beck (2018), o principal objetivo da confiabilidade estrutu-
ral é a avaliagdo da seguranca das estruturas, que se baseia no cdlculo da probabili-
dade de que um determinado estado limite seja violado. Avalia-se com mais atengdo
os estados limites ultimos (ELU), como eventos extremos de colapso, mas os autores
destacam que o conceito de confiabilidade também esta relacionado aos estados limi-
tes de servigo (ELS), ou seja, os requisitos que as estruturas devem satisfazer. Cita-se
como exemplos: deslocamentos inadmissiveis, tensdes inadmissiveis, vibracao exces-
siva, instabilidade e abertura inadmissivel de fissuras.

O uso de modelos confiabilisticos em projetos de estruturas deve avaliar as in-
certezas relacionadas as varidveis de projeto, que sdo descritas de maneira estatisticas
como varidveis aleatdrias. Segundo Leonel (2009), na anélise da confiabilidade estrutu-
ral cada critério pode ser entendido como um evento estatistico e suas consequéncias
como cendrios de falha, a verificacdo de cada critério significa a verificagdo de cada
modo potencial de falha, e para isto, deve-se descrever e formular o problema consi-

derando suas varidveis com suas devidas incertezas. Nesse sentido, a caracterizagao
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das varidveis aleatdrias (v.a.) é uma etapa crucial na andlise probabilistica, sendo feita

a partir de técnicas de inferéncia estatistica, para mais detalhes ver Ang e Tang (2008).

3.2 Definicao da Probabilidade de Falha

De acordo com Gouveia (2014), a probabilidade de falha (Ps) de uma estrutura é
estimada a partir de 3 pontos, que sdo:

a) a caracterizagdo estatistica das varidveis de projeto, assim como seu comporta-

mento individual e em conjunto;
b) a definicdo de uma equacdo de estado limite;

¢) a definicdo de um método de anélise de confiabilidade.

Na teoria da confiabilidade estrutural, a Py é uma medida de muito importante
na andlise de seguranca de estruturas ou sistemas estruturais. Esse parametro fornece
um indicativo da probabilidade de que a capacidade resistente de uma estrutura seja
ultrapassada pelas solicitagdes impostas durante sua vida ttil.

Assim, a caracterizacgdo estatistica das varidveis de projeto é realizada a partir de
um conjunto de dados colhidos de um experimento — lote de corpo de provas de
concreto, por exemplo — que sdo representados por algum modelo de distribui¢do
estatistica.

Os modos de falha da estrutura sdo quantificados através das equagdes de estado
limite (fung¢des de falha), deduzidas a partir dos aspectos fisicos do problema em ané-
lise. Por exemplo, o esforgo normal resistente de uma barra é um estado limite que
pode ser equacionado. Assim, sendo a func¢do de falha G(X), em que X é um vetor
de v.a., para cada modo de falha definido para a estrutura, a fun¢do em estudo define
uma fronteira entre o dominio de falha ) £ € seguranca ();. Desta forma, os eventos de
falha e seguranga sdo especificados como mostra a Eq. 1.

G(X) > 0 — Evento seguro,

1)
G(X) < 0 — Evento de falha.

O dominio de falha ()¢ pode ser caracterizado como o conjunto de todos os pontos
de X que levam a falha estrutural. J4 o dominio de seguranca () é o conjunto comple-
mentar a este. Uma fungdo de falha bidimensional G representada pelas v.a. X; e X
pode ser vista na Figura 1. O limite entendido como superficie de falha é caracteri-
zado por G (X1, X3) = 0. Em qualquer problema de confiabilidade, a Pf é calculada
integrando-se a fun¢do densidade de probabilidade (PDF) conjunta das v.a. do pro-

blema sobre o dominio de falha, conforme Eq. Equagéo 2.
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Figura 1 — Defini¢do da func¢do de falha bidimensional

A
X

®u G(X1,X2) <0
(dominio de falha)

G(X1,X) =0

G(Xy,X3) >0
(dominio de seguranca)

Fonte: Autor (2022)

Pf = Qf fx(X)dx (2)

Uma caracteristica desta integral n-dimensional é sua dificil avaliagdo analitica,
tendo em vista a complexidade inerente as PDF das distribuicoes estatisticas usuais.
Faz-se necessdrio, portanto, a utilizacdo de métodos de andlise em confiabilidade es-
trutural para sua resolucdo. Esses métodos sdo classificados em: de transformacao,
como o método FORM (Secéo 3.4); e de simulacdo, como o método Monte Carlo (apre-
sentado no Capitulo 4).

3.3 Problema Basico da Confiabilidade

A funcdo de falha mais simples é aquela independente do tempo e que possui
apenas duas varidveis em sua formulagdo (MELCHERS; BECK, 2018). Via de regra,
essas fungdes sdo formuladas por um problema de resisténcia (R) e solicitagdo (S),
como demonstrada na Equagao 3.

G(R,S)=R—-S=0 3)

Contudo, em problemas mais complexos de confiabilidade existem diversas v.a.
envolvidas, em que a varidvel R é tratada como uma fungao das v.a. relacionadas a re-
sisténcia da estrutura e a varidvel S como uma fungéo de v.a. relacionadas a solicitagao
(GOUVEIA, 2014).

Assumindo que R e S sdo v.a. normais independentes, o problema béasico de confi-
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abilidade também pode ser resolvido por meio da varidvel margem de seguranga (M),

vide Equagao 4.

M=R-S5 (4)

A andlise de M é idéntica a andlise da fungdo G, valores positivos da margem de
seguranca correspondem a seguranca da estrutura, e a falha desta ocorre para valores
negativos. Um valor nulo da margem de seguranga representa a condi¢do de estado
limite a qual a estrutura estara sendo submetida. Como R e S sdo v.a. normais inde-
pendentes, hd de se considerar que M também serda (MELCHERS; BECK, 2018), com

média y s e desvio padrdo oy, apresentados na Equagdo 5.

UM = HUR — Hs

®)
oM = \/0% + 03

Dessa forma, a Py de M ¢ calculada (Equagao 6) como a probabilidade da margem

de seguranga assumir valores negativos.

Py=PIR—S<0=PM<0)= [ fu(mdn = Fu(0) ©

Pode-se, entdo, transformar a varidvel M em uma v.a. normal padréo (p =0e o =

denominada por Y, apresentado na Equacgao 7.

M —pum
oM

Y = 7)

Sendo assim, pode-se usar a CDF normal padrdo ® para avaliar as Py associadas

a variavel M, como mostra a Equacéo 8.

_ (0 —EMm) _ 2
o (C5) - (-5) Y

Pode-se entdo definir um pardmetro denominado indice de confiabilidade ()

(Equacdo 9), interpretado geometricamente como a distancia entre a origem do espago
normal reduzido e o ponto correspondente a m = 0 (ponto de maior probabilidade de

ocorréncia no dominio da falha, denominado ponto de projeto).

[B:‘u—M: HR — Ks (9)

N

A probabilidade de falha pode ser reescrita, entdo, como mostrado na Equagéo 10.

Py = &(—p) (10)

A Figura 2 mostra a interpretacdo geométrica de f para determinagéo da Py.
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Figura 2 — Defini¢do geométrica de j

A #(v)

- BEm/oyy

Fonte: (BECK, 2019)

Destaca-se, ainda, que os problemas de engenharia, de maneira geral, apresentam
diversas v.a., com distribui¢des quaisquer, nem sempre Gaussianas. Portanto, a fungdo
de falha do problema fundamental serd aqui generalizada, conforme Equacdo 11, que

serd utilizada daqui em diante neste trabalho.
G(X1,X2) = X1 — X2 (11)

3.4 FORM - Método de Confiabilidade de Primeira Ordem

O First Order Reliability Method - FORM é um método semi-analitico que consiste
na transformacéo das v.a. originais em normais equivalentes, e na lineariza¢do da fun-
¢do de falha do problema. Diante disso, seu grande diferencial consiste em sua capa-
cidade de utilizar toda a informacao estatistica das v.a. do problema, sendo possivel
analisar distribuicoes estatisticas quaisquer, inclusive considerando correlacdo entre as
varidveis.

Conforme apresentado na Secdo 3.3, a interpretagdo geométrica do indice de confi-
abilidade p é desenvolvida no espago das v.a. normais reduzidas independentes. Desta
forma, além da transformacdo das v.a. em normais reduzidas, existe a necessidade de
descorrelaciona-las. A solucdo de problemas via FORM deve seguir a metodologia

proposta a seguir:

a) transformacdo das distribuicdes originais em normais equivalentes reduzidas;

b) determinacdo de coeficientes de correlacdo equivalentes para as distribui¢des

marginais normais;
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¢) eliminagdo da correlacdo através de alguma técnica de decomposicéo.

Figura 3 — Etapas de transformagao do método FORM

Fonte: (BECK, 2019)

A primeira transformagdo se d por meio do modelo de Hasofer e Lind (1974), que
consiste na reducdo das v.a. originais dependentes X em v.a. reduzidas dependentes
Z. Na segunda etapa, calcula-se os coeficientes de correlagdo equivalentes da transfor-
magdo de Nataf (1962), e em seguida a eliminagdo da correlagdo entre as v.a.. Neste
ponto, ha a transformacdo das v.a. reduzidas dependentes Z em v.a. independentes,
denominadas por Y. Na grande maioria dos casos, a decomposigao de Cholesky é uti-
lizada para fatorar a matriz de correlagdo, obtendo-se uma matriz triangular inferior
associada.

Para fins de ilustragdo, aplica-se 0 método no problema bésico da confiabilidade
estrutural visto na Se¢do 3.3. Como as varidveis sdo independentes, ndo hd a ne-
cessidade de eliminar a correlacdo entre as variaveis, realizando a transformacédo de
Hasofer-Lind de forma direta de X para Y.

y, = KT (12)
%é
Obtem-se entdo as varidveis transformadas Y7 e Y3, e a expressdo da margem de

seguranca pode ser reescrita como demonstrada na Equagdo 13

m(y1,Y2) =7 —5 = Y10R + UR — Y205 — }s (13)

Na superficie de falha, m(y1,y2) = 0, obtém-se y, em fungdo de y;, das médias e

desvios-padrao.

2:}/1UR+}4R—}45

s (14)

A distancia entre um ponto qualquer (y1,y2) e a origem é dada pela expressdo

d? = y2 + 5. A condigdo de minimo é obtida derivando essa expressdo em relagdo a
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e igualando a zero. Desse modo, obtém-se a coordenada y; do ponto sobre 1 (y1,2)

mais proximo da origem.

* OUR (;uR — U S)

= - 15
LA 0,12{ + 0% (15)
De forma andloga, faz-se os mesmos passos para a defini¢do de y;, derivando a

expressdo da distancia do ponto ao eixo em relagdo a y, e igualando a zero, como segue:

* s (‘uR — ‘115)
=22 o) 16
Y2 0_12{ +0_§ ( )

substituindo as expressoes de v} e y; em d* = y? + y3, resultard na minima distancia

da superficie de falha a origem, demonstrado na Equagao 17.

din = ~T5—13 a7)
R S

Observa-se que a Equagdo 17 é idéntica ao indice de confiabilidade B, ratificando
sua interpretacdo como a menor distdncia entre a superficie de falha e a origem. Na
Figura 4 é representada a superficie de falha no espaco reduzido, tal como o indice B.
O exemplo resolvido acima é para o caso de v.a. normais e independentes. Contudo, a
maioria dos problemas de confiabilidade estrutural possui v.a. que ndo seguem a dis-
tribuicdo normal. Desse modo, é necessario fazer uma transformacdo da distribuigdo

qualquer em uma distribui¢do normal equivalente.



Figura 4 — Superficie de falha no espaco reduzido e indice 8

falha
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Fonte: (SILVA, 2018)

Portanto, a estimativa da Py via Método FORM baseia-se em um problema de
otimizagdo ndo linear com restrigdo, cujo objetivo é achar o ponto de projeto que define
a menor distancia entre a superficie de falha e a origem dos eixos. Usa-se, para este
fim, o algoritmo HLRF (HASOFER; LIND, 1974; RACKWITZ; FLESSLER, 1978).

3.4.1 Algoritmo de Hasofer, Lind, Rackwitz e Fiessler

Sabe-se que a férmula de recorréncia do algoritmo HLRF fundamenta-se na apro-
ximagdo de um ponto qualquer y a superficie g(y) = 0 e na perpendicularizagdo entre
o vetor y e a tangente a superficie no ponto (MELCHERS; BECK, 2018).

Desse modo, admite-se y; como um ponto inicial qualquer — fora ou ndo da su-

26
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perficie de falha — aproxima-se a funcdo de falha como os termos de primeira ordem

de sua expansdo em série de Taylor em torno deste ponto, como mostra a Equacéo 18.

§(yie1) =8 (ve) + Vg (k)" (Y1 —yx) =0 (18)

em que /g (yx) é o gradiente da fungdo de falha, no espago normal padréo, avaliado
no ponto yy. Este gradiente é calculado utilizando-se o método das diferengas finitas.
Encontra-se, assim, um novo ponto yj.,; sobre a equagdo linearizada, de modo
que § (yxk+1) = 0. O valor inicial do indice de confiabilidade é calculado como By =
yI - yk e o vetor de cossenos diretores da funcdo de falha (ff;) é definido na Equa-

¢do 19.

_ 8 (yx)
= TV ol 1)

A partir desse vetor, define-se o fator de importancia da i-ésima varidvel no calculo

2703

da Py como I; = ffy,.
Isolando o termo yy 1, segundo Melchers e Beck (2018), chega-se a expressdo de
cdlculo do novo ponto do processo iterativo, definida a seguir:

-~ a _8(yk)
Yie1 =~ [ﬁ” Vs (yk>||} #0)

A Equacdo 20 é utilizada de forma iterativa até que se atinja convergéncia em y ou

B. Esse processo pode ser visto na Figura 5.

Figura 5 — Processo iterativo para calcularp

V2 m = g(y)

\ Ponto de projeto (y*)

Be ’81"+__1-’J \ Aproximacéo Linear de g(y*)

N

Y

Fonte: Autor (2022)
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4 METODOS DE SIMULACAO EM CONFIABILIDADE ESTRUTURAL

Em problemas muito complexos, em que a formula¢do do problema envolve di-
versas combinagdes de carregamento e de resisténcia dos modelos, além de ser forte-
mente ndo-linear (quando ha mais de um ponto de projeto e também em sistemas com
multiplas equagdes de estado limite), o uso dos métodos de transformacao, apresenta-
dos no Capitulo 3, podem ndo convergir ou apresentar um resultado insatisfatorio.

Nesse sentido, outra abordagem muito utilizada é a utilizacdo de simula¢des nu-
méricas para observar estruturas em diferentes configura¢des de cargas e resisténcias.
Trata-se de realizar experimentos, por meio de um computador, tomando como base
um modelo que representa o sistema original a ser avaliado.

Neste capitulo serdo abordadas algumas técnicas de simulagdo que sdo usadas na
solucdo de problemas de confiabilidade estrutural.

41 Meétodo de Monte Carlo

O Método de Monte Carlo é uma das técnicas de simulacdo que envolve a uti-
lizacdo de ntmeros aleatérios. Tem seu nome como referéncia ao distrito de Monte
Carlo, no principado de Monaco, onde tem como grande atrativo seus casinos. A téc-
nica foi proposta por Metropolis e Ulam (1949) e seu caréter aleatério se assemelha ao
experimento de girar uma roleta nao viciada, que trabalha gerando nimero aleatdrios.

O método tem como objetivo gerar N eventos randdmicos para serem avaliados
com base em um experimento. A solucdo de problemas de confiabilidade utilizando-o
é realizada, primeiramente, a partir da geracdo de uma amostra aleatéria de tamanho
N. Analisa-se entdo o problema para cada realizacdo i dentre as N geradas na etapa de
amostragem, de modo que a equagdo de estado limite estudada é analisada N vezes.
Em seguida, define-se uma fungéo indicadora I[x], tal que:

I[x] = 1sex € Qy,

(21)
I[x] =0sex € Q,

em que, ()¢ € o dominio de falha e ()s é 0 dominio de seguranca. Estendendo-se os
limites de integragdo sobre todo o dominio () das varidveis aleatérias, tem-se entdo a
probabilidade de falha dada por:

Py = /Q I[x]fgdx = E [1[x]]. 22)

Sendo a Equacdo 22 o valor esperado a fungdo indicadora I[x], uma estimativa da
probabilidade de falha Py para o problema considerado pode ser calculada por meio

de um estimador para E [I[x]]. Este estimador é definido tal que:
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_ 1 N Nf
— 2 Ix] = —L 23
N = [x] N (23)

sendo Ny o numero de vezes em que a amostra randdmica gerada corresponde a um
ponto sobre o dominio de falha. Tal estimador ndo tendencioso aproxima um valor
exato para a Py a medida em que N aumenta (MELCHERS; BECK, 2018).

Uma vez que essa estimativa da Py € computada a partir de uma amostra de di-
mensdo finita, pode-se definir um estimador que analisa um erro estatistico correspon-

dente a variancia da probabilidade de falha, tal que:

N
Var[P] = N Z (24)
=

Pode-se analisar, a partir da Equacdo 24, que a medida que N — inf, a variancia
converge para zero.

Diante disso, sabe-se que o coeficiente de variagdo 6 de qualquer estimador é de-
finido como uma razdo entre a raiz quadrada da variancia e seu valor estimado. Para

o estimador da probabilidade de falha, tem-se que:

) \/Var [Pf] 1 5)

olby) = E[;] ~ NP/

A partir da Equacéo 25, pode-se ter uma nogdo do tamanho da amostra, e, conse-
quentemente, o nimero de simula¢des necessdrio para estimar a ordem de grandeza
da probabilidade de falha que se quer alcangar. Em termos numéricos, as aplica¢des
deste trabalho adotam 6 = 5%.

Tabela 1 — Estimativa de nimero de simulagdes para captar diferentes valores de Py, a um nivel
de dispersdo 6 = 5%

Numero de Simulacdes N Ordem de Grandeza P B

4 % 10° 1x1073 3.0902
4 x 100 1x 1074 3.7190
4 x 107 1x107° 4.2648
4 % 108 1x107° 4.7534
4 % 10° 1x10~7 5.1993
4 x 1010 1x10°8 5.6120

Devido ao grande avango da capacidade dos computadores, o método de Monte
Carlo tem conquistado mais espago. Sua praticidade e robustez em resolver problemas
é o grande atrativo do método, além de ter uma precisdo muito grande em estimar

valores de Py, ja que o resultado da simulagéo tende ao resultado exato quando N —



30

co. No entanto, ele ainda é afetado, por exemplo, por erros estatisticos referentes ao
modelo e pela qualidade da geracdo das amostras. Como os resultados dependem
da qualidade dos niimeros randdmicos utilizados, técnicas de geracdo de amostragem
serdo estudadas neste trabalho, na tentativa de reduzir a varidncia do estimador da Pf

e diminuir o custo computacional.

4.2 Técnicas de Gera¢ao de Amostras Aleatodrias

O uso do método de simulagdo de monte carlo necessita da geracdo de amostras
aleatérias das v.a. em questdo, de modo que essas amostras sigam alguma distribuigao
estatistica pré-definida. Para tal, cita-se aqui neste trabalho trés metodologias comu-
mente empregadas.

421 Amostragem simples

A Amostragem Simples consiste na aplicacdo direta do procedimento de Monte
Carlo, com o mais bésico tipo de geracdo de niimeros aleatdrios. Pode-se fazer com
que ntimeros randdmicos uniformementes gerados entre zero e um sejam modifica-
dos para respeitar uma determinada distribuicdo de probabilidades de uma varidvel
aleatéria qualquer. A metodologia para fazer isso é conhecida como Método da Trans-
formada Inversa. Visto que uma varidvel aleatéria é definida a partir de sua funcdo de
densidade de probabilidade, que por sua vez é definida a partir da funcdo cumulativa
de probabilidade Fx(x), pode-se entao:

e Gerar um numero aleatério u; com distribuicdo uniforme de probabilidade, no
intervalo [0, 1];

e Gerar a amostra a partir da inversa da funcdo cumulativa de probabilidade do

numero aleatério gerado no item anterior, tal que:

x;i = F N (x) (uy). (26)

4.2.2 Amostragem por varidveis antitéticas

Esta técnica tem como fundamento gerar a simula¢do de dois conjuntos de nu-
meros aleatorios, o primeiro sendo U = {uq,uy, ..., u,} de maneira usual; o segundo
sendo um conjunto complementar de U, tal que, U = {1 —uy,1 —up,..., 1 — u,}.

Em termos de confiabilidade estrutural, a técnica tem como fundamento gerar
um estimador ndo tendencioso P, formado por outros dois estimadores também nédo

tendenciosos P]? e P}’ a partir da seguinte relacdo matematica:



31

P4 + P!

Pf = % 27)

Este estimador tem a seguinte variancia:

Var[Pf] = }L(Var[P}’] + Var[Pf] + 2Cov[P}, P{)) (28)

Nesse sentido, fazendo PJ? = f(u;) e P]? = f(1—u;),comi =1,...,n, impde-se
uma correlacdo negativa nestes dois estimadores através do uso de varidveis antitéti-
cas. Sendo assim, a varidncia do estimador PJ‘E é reduzida, uma vez que o tltimo termo
da Equacdo 28 é menor que zero. Sendo ainda os estimadores Pj? e Pfi independentes,
o ultimo termo da Equagdo 28 se anula. De qualquer modo, a variancia de P]€ serd me-
nor do que a varidncia combinada dos dois estimadores que a geram, reduzindo o erro
associado com a simulagdo.

Esta técnica pode apresentar resultados um pouco mais relevantes quando utili-
zada em conjunto com outras técnicas (BECK, 2019).

Propde-se entdo o seguinte algoritmo para a geracdo das amostras por varidveis

antitéticas:

1. Gerar um conjunto aleatério uniforme U = {u;}, tal que u; € [0,1];
2. Em seguinte, gerar um conjunto aleatério U = {1 — u;}, também com u; € [0, 1];

3. Gerar as varidveis aleat6rias do problema, tal que x{ = Fy Y(u;) para computar o
valor de P¢ e xt = F; 1(1 — u;) para computar o valor de PJZZ

4. Estimar o valor de P]‘é, através da Equacdo 27

4.2.3 Amostragem por hipercubo latino

Nesta técnica o dominio de cada variavel aleatoria é dividido em faixas (MCKAY;
BECKMAN; CONOVER, 1979) e (OLSSON; SANDBERG; DAHLBLOM, 2003). Na si-
mulacdo cada faixa deve ser amostrada uma tnica vez de modo que seja garantida
uma cobertura homogénea do dominio das varidveis aleatérias, j4 que esse tipo de
amostragem resulta numa dispersdo mais esparsa dos pontos (Figura 6).
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Figura 6 — Amostragem por Hipercubo Latino

Fonte: (HURTADO; BARBAT, 1998)

Desse modo, seja 1, 0 nimero de varidveis aleatdrias do problema e n o nimero
de amostragens. O espaco de amostragem torna-se 7,,-dimensional. Uma matriz P, de
dimensdes (n X ny,), é gerada, em que cada uma das 7y, colunas é uma permutacado
aleatéria de 1, ...,n. Outra matriz R é gerada (dimensdes n X 1y,), cujos componentes
sdo numeros aleatoriamente distribuidos entre (0,1). A partir dessas matrizes, obtém-
se a matriz S (OLSSON; SANDBERG; DAHLBLOM, 2003):

1
S=_(P-R) (29)

Exemplificando, considere as dimensdes (1 x ny,) = (5 X 2) na Figura 7, tal que:

Figura 7 — Hipercubo Latino para duas variaveis e cinco realiza¢oes

L]
0.8 )
12 060 0.83 o~ 008 023
P=|2 4| R0z 0nn| — 305 . S=| 032 078
8 3 069 051 5 04 0.46 0.50
41 032 0.58 oz 1 0.74 008
5 5 083 0.32 3 . 083 0.94

0 02 04 06 08 10
Variavel 1

Fonte: (OLSSON; SANDBERG; DAHLBLOM, 2003)

Assim, as amostras sdo geradas a partir de S, tal que:

xij = Fyj (sj) (30)

onde Fy ].1 é a inversa da fungdo de distribui¢do acumulada de probabilidade da varié-
vel X;.
]
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A geracdo das matrizes S, P e R, pode ser proibitiva quando se deseja uma amostra
de tamanho N muito grande, uma vez que isso pode levar a um consumo excessivo de
memoria do computador.

O algoritmo proposto para essa técnica segue os passos explicitados por Santos
(2014). Tal que:

1. Iniciar o loop para a variavel aleatoria j;
2. Gerar um vetor, que é a primeira coluna da matriz P;
3. Iniciar o loop para o nimero de simulagdes i;

4. Gerar um ntimero aleatorio entre 0 e 1, sem ser necessario gerar uma matriz R ou

qualquer tipo de Array;

5. Calcular um escalar s, sem a necessidade de se criar uma matriz S e aplica-o na

Equagéo 30 para calcular os elementos x;;;
6. Retornar ao passo 4 atéi = N;

7. Retornar ao passo 2 até j = ny,

Desta forma, o histograma de frequéncia das realiza¢des de cada varidvel aleatéria
adquire uma forma mais suave. Tal comportamento pode ser observado na Figura 8,
onde se destacam os histogramas para a Amostragem Simples, para a Amostragem por
Variaveis Antitéticas e para a Amostragem por Hipercubo Latino para uma varidvel
aleatéria normal com média 0 e desvio padrdo de 1, em que todas as amostras geradas

possuem o mesmo tamanho N = 3 x 10°.
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Figura 8 — Histogramas de densidade obtidos por Amostragem Simples, Amostragem por Va-
ridveis Antitéticas e Amostragem por Hipercubo Latino
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Fonte: Autor (2022)

4.3 Técnicas de Amostragem Inteligente

Apesar da grande capacidade das técnicas de simulagdo Monte Carlo de solucio-
nar problemas complexos, grandes e nado lineares, nos casos em que hé a presenca de
uma pequena probabilidade de falha, estas técnicas exigem um elevado custo compu-
tacional. Neste contexto, é de suma importancia reduzir esse peso de processamento
por meio de técnicas de amostragem inteligente, implicando numa menor quantidade
de nimero de simula¢des necessdrias a resolugao de problemas estruturais.

Essas técnicas inteligentes atuam no momento da geragdo da amostra ou apds ela,
de modo que ela funciona como uma modificagdo no casos ja conhecidos de geragdo de
amostras aleatérias. Tais metodologias sdo aplicadas em conjunto com alguma técnica
de geragdo de amostras citadas na segdo anterior. Este trabalho dard foco em duas

técnicas de amostragem inteligente: amostragem assintética e amostragem melhorada.

4.3.1 Amostragem assintética

A técnica introduzida por Bucher (2009) para estimar baixas probabilidades de
falha chama-se Amostragem Assintética. Ela se baseia no comportamento assintético
da probabilidade de falha, a medida que os desvios-padrdo das variaveis aleatérias e,
consequentemente, a probabilidade de falha, tendem a zero.

A ideia da técnica é causar uma excitacdo na andlise da funcdo de falha, forcando

o método Monte Carlo a ultrapassar a barreira do dominio de seguranca.
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Em sua formulagdo, introduz-se inicialmente um fator f que é inversamente pro-

porcional ao desvio-padrdo ¢ das v.a. do problema:

1
f=o (1)
Em seguida, sabe-se que o indice de confiabilidade p torna-se linearmente propor-
cional ao fator f, a medida que aumenta a dispersao do vetor X e o préprio indice de
confiabilidade g (BUCHER, 2009). Logo, aproxima-se a relagdo funcional entre e f a
partir da Equagdo 32 (BUCHER, 2009).

B
B=Af+

em que A e B sdo constantes a serem determinadas, por meio de uma técnica convenci-

(32)

onal de ajuste (minimos quadrados, por exemplo), utilizando pontos de suporte (f, B).
Com isso, a medida que f — oo, garante-se 0 comportamento assintético.

Para o processo de ajuste, a Equagdo 32 é reescrita em termos da razdo do indice
de confiabilidade 8 e do fator f (BUCHER, 2009) como:

?:A+%. (33)

capaz de atribuir pesos iguais a todos os pontos de suporte (BUCHER, 2009).
Finalmente, apds encontrar os valores dos coeficientes da regressdo A e B, o indice
de confiabilidade para o problema original é estimado tomando f = 1, de modo que
B=A+B.
Propdem-se entdo o seguinte algoritmo para a geragdo das amostras por varidveis
antitéticas:

1. Escolher um valor inicial f € [0,1];

2. Performar uma simulagdo Monte Carlo, utilizando a seguinte transformagao para

os desvios-padrao utilizados em estudo oy, = % ;
3. Computar Ps e f e armazene os valores de f e p.

4. Quando houver m pares (f, B) suficientes, performar uma andlise de regressao
(minimos quadrados) e extrapolar o valor do indice de confiabilidade como 8 =
A + B. Enquanto ndo houver pares suficientes, diminuir o valor de f e voltar ao
passo 2.

4.3.2 Amostragem melhorada

Proposta por Naess, Leira e Batsevych (2009), esta técnica visa reduzir o custo

computacional da simulacdo Monte Carlo mantendo suas principais vantagens, a par-
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tir da exploracdo da regularidade das probabilidades de falha nas caudas das distri-
buig¢des de probabilidade, de modo que seja possivel usar um procedimento de apro-
ximacdo para estimar probabilidades de falhas pequenas.

A formulagédo da técnica toma a funcdo de estado limite original M = ¢(X) para
criar uma classe de fun¢des parametrizadas, definidas pelo parametro A, da seguinte

forma:

M(A) = M — ppm(1—A) (34)

em que o parametro A satisfaz 0 < A < 1 e up é a média da fungdo margem de
seguranga.

Neste trabalho, acha-se ) por meio da aproximagdo de primeira ordem dos mo-
mentos de fun¢des de muitas varidveis aleatérias. Seja Y = ¢(Xy,Xp,..., X,), tem-se

que:

E[Y] = g(pixy By -1 BX,y)- (35)

Logo, assume-se que a seguinte relagdo sobre a probabilidade de falha:

pf()\) ~ q(A)exp{—a(A —b)‘} com A — 1 (36)

em que a funcdo g(A) varia pouco em comparagdo com exp{—a(A — b)°} (NAESS;
LEIRA; BATSEVYCH, 2009). Por causa disso, pode-se estimar um intervalo A, < A <

1, de modo que a fungédo g(A) seja constante, tal que:

pr(A) =g xexp{—a(A—b)} comA, <A <1, (37)

Nesse sentido, de posse das duplas [A, ps(A)], pode-se utilizar de algum método
de regressdo ndo linear para estimar os parametros (g, 4, b, ¢). Assim, o valor da proba-
bilidade de falha do problema ¢é estimado para A = 1, de modo que pf = ps(1).

De acordo com Naess, Leira e Batsevych (2009), o problema de ajuste de curva é
resolvido a partir de uma otimizac¢do no nivel logaritmico, minimizando o erro médio

quadrético,

w; (logps(A;) — logq +a(A; — b)°)? (38)

=

F(g,a,b,c,) =

j=1

Propde-se entdo o seguinte algoritmo para a geracdo das amostras por amostra-

gem melhorada:

1. Escolher um valor inicial para A, e A € [A,,1];

2. Performar uma simulagdo Monte Carlo, utilizando a seguinte transformacao para
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a fungdo de estado limite em estudo M(A) = M — up (1 — A);
3. Computar Ps e armazene o valor de A e Py;
4. Diminuir o valor de A e volte ao passo 2;

5. Quando houver pares [A, p f()\)] suficientes, performar uma anélise de regressao
(minimos quadrados) e extrapolar o valor da probabilidade de falha como py =

pr(1).
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo sdo estudados exemplos com a aplicagdo das técnicas de amostra-
gem inteligente em problemas de confiabilidade estrutural. Em todos os exemplos foi
utilizado um computador com processador Intel®Core™i7-7500U CPU 2.90 GHz 64
bits com 16 GB de memoria RAM e as andlises foram feitas utilizando a linguagem de
programagao Python.

O estudo consiste na andlise comparativa entre as técnicas de amostragem inte-
ligente, combinadas com as técnicas de geracdo de amostras aleatdrias, de modo a
verificar a eficdcia de cada estratégia em relagdo a convergéncia da probabilidade de
falha (P¢) de acordo com o aumento da amostra (N).

As técnicas basicas de geracdo de amostras aleatérias sdo combinadas com a Si-
mulacdo de Monte Carlo Bruto (MCS no formato usual, sem nenhuma variagcdo no
desvio padrdo das v.a. ou varia¢do na funcdo de falha), com a Amostragem Assintética
e com a Amostragem Melhorada. Sendo assim, todas as combinagdes sdo listadas na
Tabela 2.

Tabela 2 — Combinagdes Realizadas de Anélise

Amostragem Simples  por Varidveis Antitéticas  por Hipercubo Latino
MCS Bruto MCS Bruto MCS Bruto
Amostragem Assintética Amostragem Assintética Amostragem Assintética

Amostragem Melhorada Amostragem Melhorada Amostragem Melhorada

Essas combinagdes serdo usadas em problemas escolhidos de forma estratégica,
que representam estados limites complexos que podem ocorrer na prética de engenha-
ria. Tais complexidades sdo abordadas de modo a mostrar a limitacdo do FORM em
resolver o problema de confiabilidade para tais fun¢des de falha, exaltando a viabili-

dade das técnicas de simulacéo.
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5.1 Exemplo 1-Equacdo de Estado Limite Altamente Nao linear

A funcdo de falha estudada nesse exemplo possui a caracteristica de possuir um
limite de falha fortemente concavo, que faz com que ela seja um problema para o mé-
todo FORM. Tal funcéo de falha é retirada do trabalho de Au e Beck (1999) e é exposta

a seguir.
§(X1, X2) =3 — Xp + (4X1)* (39)
O comportamento desta fun¢do pode ser observado na Figura 9.

Figura 9 — Funcdo de Falha - Exemplo 1

le4

Fonte: Autor (2022)

As distribui¢des e propriedades das varidveis aleatérias utilizadas neste exemplo

podem ser vistas na Tabela 3.
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Tabela 3 — Propriedades das Varidveis Aleatérias - Exemplo 1

Variavel Aleatéria Distribuicio Média Desvio Padrao
X1 Normal 0,00 1,00
X Normal 0,00 1,00

O valor de referéncia para a probabilidade de falha desse problema foi obtida por
meio de uma Simulagdo de Monte Carlo usando N = 5 % 107 simula¢des. Tal valor é
de 1.80 * 10~* (coeficiente de variagdo igual a 0.01), com um indice de confiabilidade
igual a p = 3.56. Essa simulacdo demorou 20 segundos e a titulo de comparagéo,
o FORM foi utilizado para resolver o problema de confiabilidade e ter sua eficdcia
comparada com a solugdo pelo MCS. O valor calculado da Py utilizando o FORM foi
de 1.35 %1072 (B = 3.00), o que mostra que a nao linearidade da fungdo impede o
FORM de apresentar uma boa estimativa para a probabilidade de falha do problema.
Os valores de comparacdo da resposta do estudo de confiabilidade via FORM e Monte
Carlo podem ser vistas na Tabela 4 e o estudo de convergéncia usando a técnica de
Monte Carlo Bruto combinada com os trés métodos de geragdo de amostras aleatdrias

pode ser visto na Figura 10.

Tabela 4 — Comparacdo Monte Carlo Cru e FORM - Exemplo 1

Parametro Monte Carlo FORM

Py 1.80%107* 1.35%1073
B 3.56 3.00
N 5% 107 2

Figura 10 — Convergéncia do Monte Carlo Cru - Exemplo 1

2.2 —e— Amostragem Simples
—e— Amostragem AVS
—e— Amostragem LHS
---Alvo

0 1 2 3 4 5
N 1e7

Fonte: Autor (2022)
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A partir da anélise de convergéncia do MCS Bruto, observa-se que todas as téc-
nicas de geracdo de amostras conseguiu ter uma boa performance na estimativa da
Pr alvo, de modo que a Amostragem por Hipercubo Latino apresentou um inicio de
convergéncia na casa de N = 0.5 x 107 simulagdes, seguida pela Amostragem por Va-
ridveis Antitéticas aproximadamente no mesmo valor de N. Ja a Amostragem Simples
comegou a convergir um pouco apés, a partir de N = 1x 107, o que jd é esperado dessa
técnica (convergir apos seus pares).

Realizou-se, entdo, um estudo da aplicacdo da técnica de Amostragem Assintética,
utilizando 18 pontos de suporte, com o parametro f variando de 0.7a 0.9 e N variando
de 1% 103 até 1.5 * 10° simulagdes. Tais valores foram escolhidos por apresentarem
um bom resultado na qualidade do ajuste da técnica, de modo que néo serd explorada
neste trabalho uma anélise paramétrica entre os limites adotados para o parametro f.

O grafico que mostra os pontos de suporte e a variacao de f pode ser visto na Figura 11.

Figura 11 — Andlise do pardmetro f - Exemplo 1

20.0
--- Ref
—— Curva - Simples
Curva - AVS
Curva - LHS

17.5

15.0 v Amostragem Simples
O Amostragem AVS
125 2 Amostragem LHS
=
& 10.0

75

5.0

25

0.0
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Autor (2022)

Sendo assim, fez-se uma anédlise de convergéncia do problema, variando o tama-
nho da amostra a ser usada no Monte Carlo e fixando o intervalo de f nos valores

escolhidos acima, de forma que o resultado dessa anélise pode ser vista na Figura 12.
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Figura 12 — Convergéncia da Amostragem Assintética - Exemplo 1
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Fonte: Autor (2022)

Pode-se perceber que hda uma grande variagdo nos valores estimados da Py para
baixos valores de N, de modo que o gréfico comega a convergir de forma mais com-
portada a partir de 5 x 10° simulagdes. Observa-se que a Amostragem Simples tende
a convergir um pouco depois que as técnicas LHS e AVS, e todas as trés técnicas con-
seguirem chegar em um valor préximo do valor esperado. Destaca-se que entre AVS
e LHS, a primeira tende a se aproximar mais da linha de referéncia em menores va-
lores de N, o que indica, neste exemplo, que a técnica AVS foi a melhor geradora de
amostras em combinac¢do com a Amostragem Assintotica.

Ja para a Amostragem Melhorada, foram utilizados 75 pontos de suporte, de
modo que o pardmetro A variou de 0.3 a 0.9 e o nimero de simula¢des N foi tam-
bém de 1% 10% até 2 x 10° simulagdes. Assim como na Amostragem Assintotica, estes
valores foram escolhidos devido a boa resposta da qualidade do ajuste. A anélise da

escolha do intervalo do parametro A e a regressao realizada pode ser vista na Figura 13.
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Figura 13 — Anadlise do parametro A - Exemplo 1
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Pode-se observar a andlise de convergéncia da Amostragem Melhorada na Fi-
gura 14, em que N assume valores entre 1 * 103 e 2 % 10° e A se mantem fixo no intervalo
[0.3,0.9].

Figura 14 — Convergéncia da Amostragem Melhorada - Exemplo 1
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Fonte: Autor (2022)

Pode-se perceber, nesta aplicagdo, que os valores de N ndo foram suficientes para
fornecer uma boa convergéncia usando a Amostragem Melhorada. Todos os valores
estimados estdo proximos da mesma ordem de grandeza da Py alvo, porém ainda ha
muita dispersdo entre os pontos, de modo que nenhuma técnica conseguiu convergir
na estimativa da Py. Espera-se que usando valores de N mais altos a estimativa pode

melhorar e comecar a convergir para um valor esperado.
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Sendo assim, as técnicas LHS e a AVS mostraram bons resultados quando combi-
nadas com Monte Carlo Bruto e Amostragem Assintética, seguida pela Amostragem
Simples, que também apresentou resultados satisfatorios na estimativa da P, estando
apenas um pouco atrds de seus pares. A principal vantagem no uso da Amostragem
Assintética foi no alcance de convergéncia em um nimero menor que Monte Carlo
Bruto, usando apenas 500 mil simulag¢des. J4 a Amostragem Melhorada ndo apresen-
tou convergéncia para o intervalo estudado, sendo necessario aumentar os valores de
N para verificar a convergéncia. O tempo computacional gasto em ambas as técnicas
de amostragem inteligente, para alguns valores de N, pode ser visto na Figura 15 e na
Figura 16.

Figura 15 — Tempo Computacional na Amostragem Assintética - Exemplo 1
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Figura 16 — Tempo Computacional na Amostragem Melhorada - Exemplo 1
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Observa-se que o baixo custo computacional é um destaque muito positivo. O uso
de vetorizagdo na solugdo computacional é de extrema importancia para garantir um
menor tempo gasto. E imprescindivel otimizar o c6digo, feito na linguagem Python,
para garantir cada vez mais uma melhor performance computacional em problemas
de simulacdo. A Amostragem Assintética apresentou como maior tempo computacio-
nal algo préximo de 0.02 segundo, oferecendo uma resposta praticamente instantanea
ao problema de confiabilidade. Ja a Amostragem Melhorada apresentou um maior
custo, uma vez que o ajuste ndo linear feito para estimar as constantes da Equagao 36
é grande, a funcdo é complexa e necessita de mais pontos de suporte para achar um
bom ajuste. Sendo assim, o grau de complexidade e a maior quantidade de pontos

requeridas sdo dois fatores que explicam o maior custo computacional da AM.
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5.2 Exemplo 2 - Equacdo de Estado Limite Céncava

A fungdo de falha estudada nesse exemplo também possui um comportamento
concavo e espera-se que o FORM, assim como no exemplo anterior, possua problemas
para resolver o problema de confiabilidade desse estado limite (GROOTEMAN, 2011).
Essa fungdo de falha é adaptada do trabalho de Borri e Speranzini (1997), de modo que
a alteragdo na funcéo de falha serve para diminuir mais a Py.

o(X1, Xo) = —05% (x1 — x2)2 — xl\gz +25 (40)

A ndo linearidade desta fung¢do pode ser observada na Figura 17.

Figura 17 — Funcao de Falha - Exemplo 2
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Fonte: Autor (2022)

As distribuigdes e propriedades das varidveis aleatdrias utilizadas neste exemplo

podem ser vistas na Tabela 5.
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Tabela 5 — Propriedades das Varidveis Aleatérias - Exemplo 2

Variavel Aleatéria Distribuicio Média Desvio Padrao
X1 Normal 0,00 1,00
X Normal 0,00 1,00

O valor de referéncia para a probabilidade de falha desse problema foi obtido por
meio de uma Simulagdo de Monte Carlo usando N = 1 % 10® simula¢des. Tal valor é
de 6.30 x 10~/ (coeficiente de variacdo igual a 0.12), com um indice de confiabilidade
igual a B = 4.85. Essa simulacdo demorou 9.28 segundos e para titulo de compara-
¢do, o FORM foi utilizado para resolver o problema de confiabilidade e ter sua eficacia
comparada com a solugéo pelo MCS. O valor calculado da Py utilizando o FORM foi de
3.06 107138 (8 = 25.00), um resultado absurdamente diferente do esperado, a pronun-
ciada concavidade desta fungdo de falha impede o FORM de resolver bem o problema.
Os valores de comparacdo da resposta do estudo de confiabilidade via FORM e Monte
Carlo podem ser vistas na Tabela 6 e o estudo de convergéncia usando a técnica de
Monte Carlo Bruto combinada com os trés métodos de geragdo de amostras aleatdrias

pode ser visto na Figura 18.

Tabela 6 — Comparacdo Monte Carlo Cru e FORM - Exemplo 2

Parametro Monte Carlo FORM

Py 6.30 %1077  3.06% 10138
B 4.85 25.00
N 1108 2

Figura 18 — Convergéncia do Monte Carlo Cru - Exemplo 2
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Fonte: Autor (2022)
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A partir da andlise de convergéncia do MCS Bruto, observa-se que apenas a LHS
aparenta demonstrar um inicio de convergéncia a partir de N = 2 x 107 simulacdes,
as outras duas técnicas apresentam muitas oscilagdes durante maior parte do intervalo
observado, com uma possivel convergéncia apenas a partir de N = 4 x 107 para AVS e
Amostragem Simples. Uma razdo para essa maior dificuldade, quando comparada a
convergéncia do Exemplo 1, é o fato da Py ter um valor muito baixo, na ordem de 1077,
Para estimar com precisdo uma probabilidade de falha dessa ordem, seriam necessarias
4 % 10° simulacdes usando o Monte Carlo Bruto (ver Tabela 1).

Realizou-se, entdo, um estudo da aplica¢do da técnica de Amostragem Assintética,
utilizando 20 pontos de suporte, com o pardmetro f variando de 0.5a 0.9 e N variando
de 1% 10° até 1.5 * 10° simulacdes. Tais valores foram escolhidos por apresentarem
um bom resultado na qualidade do ajuste da técnica, de modo que néo sera explorada
neste trabalho uma andlise paramétrica entre os limites adotados para o parametro f.

O grafico que mostra os pontos de suporte e a variacdo de f pode ser visto na Figura 19.

Figura 19 — Andlise do parametro f - Exemplo 2
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Fonte: Autor (2022)

Sendo assim, fez-se uma andlise de convergéncia do problema, variando o tama-
nho da amostra a ser usada no Monte Carlo e fixando o intervalo de f nos valores
escolhidos acima, de forma que o resultado dessa andlise pode ser visto na Figura 20,
em que N assume valores entre 1 x 10% e 1.5 * 10°.
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Figura 20 — Convergéncia da Amostragem Assintética - Exemplo 2
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Fonte: Autor (2022)

Novamente pode-se perceber a grande variagdo usando baixos valores de N, mas
que a partir de 8 * 10° simulagdes todas as técnicas aparentam comegar a convergir.
A Amostragem simples comecga a ficar mais préxima do valor alvo a partir de 9  10°,
além de ser a técnica que menos apresenta oscila¢oes significativas a partir desse nu-
mero de simulagdes. Em seguida, a técnica LHS também tem uma boa tendéncia de
chegar préximo do valor de referéncia, sendo a AVS talvez a técnica que mais oscile
préximo do final do intervalo de N estudado, mas sem prejudicar o valor da estimativa
(uma vez que a ordem de grandeza dos valores representados no grafico é de 10~°). De
maneira geral, a Amostragem Assintética teve uma performance melhor que o Monte
Carlo Bruto, visto que apresenta convergéncia usando as trés técnicas de geragdo de
amostras com um ntimero menor de simulagdes.

Ja para a Amostragem Melhorada, foram utilizados 50 pontos de suporte, de
modo que o parametro A variou de 0.4 a 0.7 e o ntimero de simulagdes N foi de 1 * 10°
até 2 * 10° simulacdes. Assim como na Amostragem Assintética, estes valores foram
escolhidos devido a boa resposta da qualidade do ajuste. A andlise da escolha do in-

tervalo do pardmetro A e a regressao realizada podem ser vistas na Figura 21.
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Figura 21 — Anadlise do parametro A - Exemplo 2
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Pode-se observar a andlise de convergéncia da Amostragem Melhorada na Fi-
gura 22, em que N assume valores entre 1 * 10° e 2 % 10° e A se mantem fixo no intervalo

0.4,0.7].
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Figura 22 — Convergéncia da Amostragem Melhorada - Exemplo 2
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Fonte: Autor (2022)
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Observando os resultados da Amostragem Melhorada, pode-se perceber que a
Amostragem Simples apresentou as maiores oscilagdes na estimativa da Py alvo, prin-
cipalmente por apresentar mais picos ao longo do intervalo, de grande intensidade e

significativa. as técnicas LHS e AVS também ndo apresentaram uma boa convergéncia,

por mais que muitos pontos estejam préximos da linha de referéncia, ambas apresen-

tam em valores especificos de N picos muito significativos, indo de valores préximos
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de 1% 107° até 8+ 10 em valores altos de N. Sendo assim, a Amostragem Melhorada

ndo se apresentou como boa estimadora da Py.

De modo geral, a técnica de Amostragem Simples se mostrou boa quando combi-

nadas com MC Bruto e AS, seguida pelas combina¢des LHS e AVS com MC Bruto e AS.

O tempo computacional gasto em ambas as técnicas de amostragem inteligente, para

alguns valores de N, pode ser visto na Figura 23 e na Figura 24.

Figura 23 — Tempo Computacional na Amostragem Assintética - Exemplo 2
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Fonte: Autor (2022)

Figura 24 — Tempo Computacional na Amostragem Melhorada - Exemplo 2
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Observa-se que o baixo custo computacional é um destaque muito positivo. A

Amostragem Assintética apresentou como maior tempo computacional algo préximo

de 0.016 segundo, oferecendo uma resposta praticamente instantanea ao problema de
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confiabilidade. J4 a Amostragem Melhorada apresentou custo mais alto, chegando a
valores proximos de 50 segundos de custo computacional.
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5.3 Exemplo 3 - Equacdo de Estado Limite de Polinomial do Terceiro Grau

A tuncdo de falha estudada nesse exemplo possui um comportamento ctibico e sua
nao linearidade pode causar problemas no resultado obtido usando o método FORM.
Essa funcdo de falha é adaptada do trabalho de Kiureghian, Lin e Hwang (1987), de

modo que a alteragdo na fungdo de falha serve para diminuir mais a Py.

g(X1,X2) =6 —xp — 0.1 % x7 +0.06 * x5 (41)

A ndo linearidade desta fungdo pode ser observada na Figura 25.

Figura 25 — Funcdo de Falha - Exemplo 3
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Fonte: Autor (2022)

As distribuigdes e propriedades das varidveis aleatérias utilizadas neste exemplo

podem ser vistas na Tabela 7.
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Tabela 7 — Propriedades das Varidveis Aleatérias - Exemplo 3

Variavel Aleatéria Distribuicio Média Desvio Padrao
X1 Normal 0,00 1,00
X Normal 0,00 1,00

O valor de referéncia para a probabilidade de falha desse problema foi obtida por
meio de uma Simulagdo de Monte Carlo usando N = 1 % 10® simula¢des. Tal valor é
de 3.55 x 10~° (coeficiente de variacdo igual a 0.02), com um indice de confiabilidade
igual a B = 3.97. Essa simulacdo demorou 13.51 segundos e a titulo de comparagéo,
o FORM foi utilizado para resolver o problema de confiabilidade e ter sua eficdcia
comparada com a solugdo pelo MCS. O valor calculado da Py utilizando o FORM foi
de 9.87 ¥ 1071° (B = 6.00), o que mostra que a nio linearidade da fungéo impede o
FORM de apresentar uma boa estimativa para a probabilidade de falha do problema.
Os valores de comparacdo da resposta do estudo de confiabilidade via FORM e Monte
Carlo podem ser vistas na Tabela 8 e o estudo de convergéncia usando a técnica de
Monte Carlo Bruto combinada com os trés métodos de geragdo de amostras aleatdrias

pode ser visto na Figura 26.

Tabela 8 — Comparacdo Monte Carlo Cru e FORM - Exemplo 3

Parametro Monte Carlo FORM

Py 355%107°  9.87 %101
B 3.97 6.00
N 1108 2

Figura 26 — Convergéncia do Monte Carlo Cru - Exemplo 3
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A partir da andlise de convergéncia do MCS Bruto, observa-se que a técnica AVS
apresentou diversas oscila¢des ao longo do intervalo estudado, de modo que sua con-
vergéncia a um valor proximo da Py alvo pode ser melhor garantida somente a partir
de N = 3 x 10”simulacdes. A técnica LHS aparenta garantir uma convergéncia a partir
de 2 % 107 simulagdes, ponto onde comeca a apresentar menos oscilacdes no valor da es-
timativa. Vale ressaltar que por mais que a técnica apresente oscilagdes visuais, como
a Py é muito pequena (ordem de 107°), e grafico esta centralizado em um intervalo
muito préximo da probabilidade de falha alvo, essas oscilagdes ndo sado significativas
em termos de erros percentuais. Por fim, a Amostragem Simples também conseguiu
convergir para o valor alvo, de modo que essa convergéncia aparenta comegar a partir
de 3 x 107 simulacoes.

Sendo assim, realizou-se um estudo da aplicagdo da técnica de Amostragem As-
sintdtica, utilizando 20 pontos de suporte, com o parametro f variando de 0.5 a 0.9
e N variando de 1 x 10% até 1.5 x 10° simulagdes. Tais valores foram escolhidos por
apresentarem um bom resultado na qualidade do ajuste da técnica, de modo que nédo
serd explorada neste trabalho uma analise paramétrica entre os limites adotados para
o parametro f. O gréfico que mostra os pontos de suporte e a variacdo de f pode ser
visto na Figura 27.

Figura 27 — Anélise do parametro f - Exemplo 3
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Fonte: Autor (2022)

Fez-se uma anélise de convergéncia do problema, variando o tamanho da amostra
a ser usada no Monte Carlo e fixando o intervalo de f nos valores escolhidos acima,
de forma que o resultado dessa andlise pode ser visto na Figura 28, em que N assume
valores entre 1 x 10% e 1.5 * 10°.
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Figura 28 — Convergéncia da Amostragem Assintética - Exemplo 3
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Fonte: Autor (2022)

Novamente todas as técnicas de geragdo de amostras tiveram uma boa perfor-
mance, conseguindo chegar préximo do valor alvo de referéncia. Destaca-se que o
infcio de convergéncia para todas aparenta ser em torno de 2 * 10° simulagdes, sendo a
Amostragem Simples a que apresenta melhor comportamento em relagdo as pequenas
oscilagdes nos seus valores, seguida pela LHS, que consegue chegar mais préximo do
valor alvo. Sendo assim, a Amostragem Assint6tica obtém uma boa estimativa para a
solucdo deste problema, destacando a diferenga da ordem de grandeza do ntiimero de
simulagdes necessdrias em comparagdo ao Monte Carlo Bruto, uma vez que AVS, LHS
e Amostragem Simples convergiram com uma ordem de 10° simulagdes, contra 107 no
MC Bruto.

Ja para a Amostragem Melhorada, foram utilizados 30 pontos de suporte, de
modo que o pardmetro A variou de 0.6 a 0.9 e o niimero de simulagdes N foi de 1 x 10°
até 2 x 10° simulagdes. Assim como na Amostragem Assintética, estes valores foram
escolhidos devido a boa resposta da qualidade do ajuste. A andlise da escolha do in-

tervalo do pardmetro A e a regressdo realizada pode ser vista na Figura 29.
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Figura 29 — Andlise do parametro A - Exemplo 3

1.2 = === Ref
—— Curva - Simples
&3 Curva - AVS
1.0 Curva - LHS

v Amostragem Simples
Amostragem AVS
0.8 7 % Amostragem LHS

[m]

0.4

0.2

0.0

Fonte: Autor (2022)

Pode-se observar a andlise de convergéncia da Amostragem Melhorada na Fi-

gura 30.

Figura 30 — Convergéncia da Amostragem Melhorada - Exemplo 3
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Fonte: Autor (2022)

O desempenho das técnicas de geracdo de amostras combinadas com a Amostra-
gem Melhorada apresentou um bom indicio de convergéncia para o valor de referén-
cia. Nota-se, como j4 visto, uma maior dispersdo das estimativas feitas com valores
baixos de N, mas em valores mais préximos de 2 x 10° o comportamento das estima-
tiva aparenta comecar a convergir, de modo que com um pouco mais de simulagdes
poderia ser possivel verificar essa hipétese. As técnicas AVS e LHS apresentam um

comportamento parecido nesse intervalo final do estudo, sendo também préximas dos
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valores observados usando a Amostragem Simples.

A Amostragem Melhorada, quando comparada com a Amostragem Assintética,
necessita de mais simulacdes para garantir uma convergéncia (N com ordem de 10°
em comparacdo com 10° na Assintdtica) e ficaria no mesmo nivel que o Monte Carlo
Bruto. Seu desempenho em estimar baixas Py com um nimero de simulagdo menor
que o Monte Carlo Bruto ndo foi significativo, de modo que a Amostragem Assintética
teve uma performance melhor para realizar essa funcdo, sendo suas combinagdes com
Amostragem Simples e por Hipercubo Latino tendo destaques positivos. O tempo
computacional gasto em ambas as técnicas de amostragem inteligente, para alguns
valores de N, pode ser visto na Figura 31 e na Figura 32.

Figura 31 — Tempo Computacional na Amostragem Assintética - Exemplo 3
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Figura 32 — Tempo Computacional na Amostragem Melhorada - Exemplo 3
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Observa-se que o baixo custo computacional é um destaque muito positivo. A
Amostragem Assintética apresentou como maior tempo computacional algo préximo
de 0.01 segundo, oferecendo uma resposta praticamente instantanea ao problema de
confiabilidade, de modo que a técnica LHS foi a que mais demorou na maioria dos ca-
sos. J& a Amostragem Melhorada apresentou uma quantidade maior de tempo compu-
tacional, destacando a Amostragem por Varidveis Antitéticas como a técnica geradora
de amostras mais demorada, seguida pela LHS.
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5.4 Exemplo 4 - Equacdo de Estado Limite de Polinomial do Quarto Grau

A funcdo de falha estudada nesse exemplo se caracteriza por ser uma fungdo po-
linomial de quarto grau, de modo que essa nao linearidade pode causar problemas no
resultado obtido usando o método FORM. Essa funcdo de falha é adaptada do traba-
lho de Grandhi e Wang (1999), de modo que a alteracdo na fungao de falha serve para

diminuir mais a Py.
g(X1,X3) =6 — 0.3 % (x1 — xp) + 0.4 (x1 + xp — 20)* (42)
A ndo linearidade desta funcdo pode ser observada na Figura 33.

Figura 33 — Fungdo de Falha - Exemplo 4
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Fonte: Autor (2022)

As distribuigdes e propriedades das varidveis aleatdrias utilizadas neste exemplo

podem ser vistas na Tabela 9.
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Tabela 9 — Propriedades das Varidveis Aleatérias - Exemplo 4

Variavel Aleatéria Distribuicio Média Desvio Padrao
X1 Normal 10.00 3.00
X> Normal 10.00 3.00

O valor de referéncia para a probabilidade de falha desse problema foi obtida por
meio de uma Simulacdo de Monte Carlo usando N = 1 x 10® simulacdes. Tal valor
é de 2.4 x 1077 (coeficiente de variagdo igual a 0.19, de modo que por limitagio com-
putacionais ndo se pode realizar mais simula¢des de modo a se obter valores menores
de COV), com um indice de confiabilidade igual a B = 5.01. Essa simulagdo demorou
19.97 segundos e para titulo de comparagdo, o FORM foi utilizado para resolver o pro-
blema de confiabilidade e ter sua eficdcia comparada com a solugdo pelo MCS. O valor
calculado da Py utilizando o FORM foi de 1.21 * 107% (B = 4.71), 0 que mostra que a
ndo linearidade da fungdo impede o FORM de apresentar uma boa estimativa para a
probabilidade de falha do problema. Os valores de comparacdo da resposta do estudo
de confiabilidade via FORM e Monte Carlo podem ser vistas na Tabela 10 e o estudo de
convergéncia usando a técnica de Monte Carlo Bruto combinada com os trés métodos

de geracdo de amostras aleatérias pode ser visto na Figura 34.

Tabela 10 — Comparacdo Monte Carlo Cru e FORM - Exemplo 4

Parametro Monte Carlo FORM

Py 24%1077 121%10°°
B 5.03 471
N 1108 2

Figura 34 — Convergéncia do Monte Carlo Cru - Exemplo 4
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Pode-se perceber que todas as técnicas de geracdo de amostras aleatérias tiveram
uma mé performance nessa fungao de falha. O fato da probabilidade de falha ser muito
pequena (ordem 10~7) faz com que sejam necessdrias mais simulagdes para o Monte
Carlo Bruto comegar a apresentar alguma convergéncia na estimativa da Ps.

Fez-se, entdo um estudo da aplicagdo da técnica de Amostragem Assintética, uti-
lizando 10 pontos de suporte, com o parametro f variando de 0.4 a 0.8 e N variando de
1% 103 até 2  10° simulagdes. Tais valores foram escolhidos por apresentarem um bom
resultado na qualidade do ajuste da técnica, de modo que ndo sera explorada neste tra-
balho uma anélise paramétrica entre os limites adotados para o pardmetro f. O grafico
que mostra os pontos de suporte e a variagdo de f pode ser visto na Figura 35.

Figura 35 — Andlise do parametro f - Exemplo 4
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Fonte: Autor (2022)

Pode-se observar a andlise de convergéncia da Amostragem Assintética na Fi-
gura 36.
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Figura 36 — Convergéncia da Amostragem Assintética - Exemplo 4
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Fonte: Autor (2022)

O que se pode notar é que, por mais que todas as técnicas de geracdo de amostras
tenham convergido para algum valor de Py na mesma ordem de grandeza que a pro-
babilidade de falha alvo, nenhuma delas foi capaz de convergir com precisdo. As trés
técnicas apresentam muitas oscilagdes ao longo dos diferentes valores de N, de modo
que AVS e LHS apresentam um inicio de convergéncia ao redor de 1 x 10° simulagdes
e Amostragem Simples ao redor de 4 x 10° simulagdes. Portanto, as combinagdes de
Amostragem Assintotica tiveram uma pequena acurdcia nessa estimativa, espera-se
que uma melhor calibragem no intervalo escolhido para o pardmetro f possa melhorar
a qualidade da estimativa da Py alvo.

Ja para a Amostragem Melhorada, foram utilizados 50 pontos de suporte, de
modo que o pardmetro A variou de 0.3 a 0.8 e o ntimero de simulagdes N foi de 1 * 10°
até 2 x 10° simulacdes. Assim como na Amostragem Assintdtica, estes valores foram
escolhidos devido a boa resposta da qualidade do ajuste. A andlise da escolha do in-
tervalo do pardmetro A e a regressao realizada pode ser vista na Figura 37.
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Figura 37 — Anadlise do parametro A - Exemplo 4
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Fonte: Autor (2022)

Pode-se observar a andlise de convergéncia da Amostragem Melhorada na Fi-

gura 38.

Figura 38 — Convergéncia da Amostragem Melhorada - Exemplo 4
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Fonte: Autor (2022)

O desempenho das técnicas de geracdo de amostras combinadas com a Amostra-
gem Melhorada apresentou uma boa estimativa do valor alvo, visto que a ordem de
grandeza dessa Py € de 10~7. Desde o menor valor de N = 1 x 10° simulagdes, a es-
timativa ficou proximo da ordem de grandeza, mas apresentando grandes oscilagdes
no inicio do intervalo analisado. Observa-se uma tendéncia melhor de convergéncia
a partir de 1.5 x 10° por parte da LHS e AVS, sendo a Amostragem Simples a tnica

que apresenta ainda uma performance inferior e ndo comportada. De maneira geral,
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espera-se que para maiores valores de N a Amostragem Melhorada possa apresentar
valores que convergem para o valor esperado da Py alvo.

Dessa forma, ambas Amostragem Assintética e Melhorada ndo conseguiram esti-
mar bem o valor esperado da probabilidade de falha, assim como o Monte Carlo Bruto
também apresentou um desempenho ruim dentre seu intervalo de andlise. Por mais
que as técnicas de amostragem inteligente tenham desempenhado uma m4 estimativa,
a Amostragem Assint6tica pelo menos se mostrou comportada, com os valores conver-
gindo sem grandes oscilagdes, diferente da Amostragem Melhorada. O tempo compu-
tacional gasto em ambas as técnicas de amostragem inteligente, para alguns valores de

N, pode ser visto na Figura 39 e na Figura 40.

Figura 39 — Tempo Computacional na Amostragem Assintética - Exemplo 4
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Fonte: Autor (2022)

Figura 40 — Tempo Computacional na Amostragem Melhorada - Exemplo 4
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Observa-se que o baixo custo computacional é um destaque muito positivo. A
Amostragem Assintética apresentou como maior tempo computacional algo préximo
de 0.0175 segundo, oferecendo uma resposta praticamente instantanea ao problema de
confiabilidade, de modo que a técnica LHS foi a que mais demorou na maioria dos
casos. Ja a Amostragem Melhorada apresentou uma quantidade maior de tempo com-
putacional, destacando a LHS chegando a demorar mais de 120 segundos na solugdo
do problema de confiabilidade.
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5.5 Estudo de Caso - Fratura

Para finalizar, objetiva-se nesse estudo de caso aplicar as técnicas estudadas neste
trabalho em um problema da Mecanica da Fratura Eléstico Linear ja explorado na li-
teratura e de vasta relevancia dentro da engenharia de estruturas para entender como
se dé a propagacdo das fissuras em estruturas planas. O problema aqui abordado tem
como referéncia o trabalho de Leonel (2009) e trata de uma chapa tracionada com fis-

sura central. Tal estrutura pode ser vista na Figura 41

Figura 41 — Chapa Tracionada com Fissura Central
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Fonte: Autor (2022)

A escolha desse problema se d4 tanto pela presenca de uma solugao analitica para
o célculo do fator de intensidade de tensdo (K;), para o modo I, explicitado no trabalho
de Broek (1982) e também por ele ja ser explorado na literatura, servindo como bench-
mark. A expressdo para o fator de intensidade de tensdo em func¢do do carregamento

atuante na chapa é apresentada na Equacéo 43.
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K; = Ps/mwax [1 +0.256 * (%) —1.152. (%)2 +122- (%)3} (43)

em que w € a largura da chapa (em metros), 2 * a é a extensdo da fissura (também
em metros) e P é a forca de superficie aplicada (em kN /m). De modo que o fator de
intensidade de tensdo possui unidade kN / m%

Sendo assim, faz-se a equagdo de estado limite considerando o problema escrito

como termos das forcas de superficie resistente e solicitante (LEONEL, 2009):

G = Pgr — Ps (44)

sendo Pr a forca de superficie resistente e Ps a forca de superficie solicitante. Pode-se
entdo reescrever a fungdo de falha como segue.

G(a,Kc, P) = Ke —P (45)

JTa- [1 +0.256 - (&) — 1152 (&) +12.2- (%)3]

As distribuigdes e propriedades das varidveis aleatérias utilizadas neste exemplo
podem ser vistas na Tabela 11.

Tabela 11 — Propriedades das Varidveis Aleatérias - Estudo de Caso

Variavel Aleatéria Distribuicio Média Desvio Padrao

a Normal 0.10 0.01
Kc Normal 50.00 5.00
Ps Normal 50.00 4.00

O valor de referéncia para a probabilidade de falha desse problema foi retirada do
trabalho de Leonel (2009), sendo igual a 1.07 * 10~8, com um indice de confiabilidade
igual a B = 5.60, sendo esse resultado obtido utilizando o método FORM. Na pratica
da engenharia civil, pode ser dificil achar problemas em que a probabilidade de falha
seja pequena e que ndo tenha solugdo pelo método FORM, esta aplicacdo especifica
objetiva mais alcangar uma boa estimativa de uma Py pequena, ao invés de substituir
o uso do método FORM, visto que o estudos das técnicas de amostragem inteligente
aplicadas na solugdo de baixas probabilidades de falha é objetivo geral do trabalho.

Fez-se uma tentativa de estimar a probabilidade de falha utilizando o Monte Carlo
Bruto utilizando N = 107, o que resultou em uma P de 2% 10~8 (coeficiente de varia-
¢do igual a 0.70, de modo que por limitagdo computacionais ndo se pode realizar mais
simulacdes de modo a se obter valores menores de COV) com um indice de confiabili-

dade B = 5.49, esta simulacdo demorou 27.06 segundos. Também é feita uma andlise a
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partir do metédo FORM, de modo a verificar a compatibilidade com o resultado apre-
sentado por Leonel (2009), em que o valor calculado da Pr é de 1.01 x 1078 (B = 5.61).
Os valores de comparacdo da resposta do estudo de confiabilidade via FORM e Monte
Carlo podem ser vistas na Tabela 12 e o estudo de convergéncia usando a técnica de
Monte Carlo Bruto combinada com os trés métodos de geracdo de amostras aleatérias
pode ser visto na Figura 42.

Tabela 12 — Comparacao Monte Carlo Cru e FORM - Estudo de Caso

Pardmetro Monte Carlo FORM

Py 200%10°%  1.01%10°®
B 5.49 5.61
N 5% 107 2

Figura 42 — Convergéncia do Monte Carlo Cru - Estudo de Caso
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Fonte: Autor (2022)

Como a probabilidade de falha é muito pequena (ordem 10~8), ja se espera que o
Monte Carlo Bruto ndo apresente uma boa convergéncia. Isso é evidenciado no estudo
apresentado na Figura 42. Nenhuma das trés técnicas de geracdo de amostras aleat6-
rias apresentou uma boa performance, devido aos baixos valores de N para a ordem
da probabilidade de falha alvo. Para esta ordem de Py, espera-se que sejam necessa-
rias mais de 10'° simulagdes para o inicio da convergéncia do Monte Carlo Bruto (ver
Tabela 1).

Fez-se, entdo um estudo da aplicagdo da técnica de Amostragem Assintética, uti-
lizando 20 pontos de suporte, com o parametro f variando de 0.3a 0.5 e N variando de

1% 103 até 2 * 10° simulagdes. Tais valores foram escolhidos por apresentarem um bom
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resultado na qualidade do ajuste da técnica, de modo que nédo serd explorada neste tra-
balho uma anélise paramétrica entre os limites adotados para o pardmetro f. O grafico

que mostra os pontos de suporte e a variagdo de f pode ser visto na Figura 43.

Figura 43 — Anélise do parametro f - Estudo de Caso
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Fonte: Autor (2022)

Pode-se observar a andlise de convergéncia da Amostragem Assintética na Fi-
gura 44.

Figura 44 — Convergéncia da Amostragem Assintética - Estudo de Caso
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Na andlise da Amostragem Assintética, todas as técnicas geradoras de amostras
conseguiram convergir para o valor da Py alvo. A Amostragem Simples aparenta ter

sido a que menos sofreu oscilagdes aso longo do intervalo, apresentando um inicio
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de convergéncia préximo de N = 5 * 10° simulagdes. Observa-se também a boa per-
formance da técnica LHS, alcan¢ando valores muito préximos do valor de referéncia,
mesmo que tenha sofrido algumas oscilagdes de intensidade ndo significativa (devido
a ordem de grandeza da Ps). De modo geral, a Amostragem Assintética teve uma boa
performance neste estudo de confiabilidade.

Ja para a Amostragem Melhorada, foram utilizados 100 pontos de suporte, de
modo que o parametro A variou de 0.3 a 0.8 e o ntimero de simulagdes N foi de 1 * 10°
até 2 x 10° simulagdes. Assim como na Amostragem Assintética, estes valores foram
escolhidos devido a boa resposta da qualidade do ajuste. A andlise da escolha do

intervalo do parametro A e a regressdo realizada pode ser vista na Figura 45.

Figura 45 — Analise do parametro A - Estudo de Caso
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Pode-se observar a andlise de convergéncia da Amostragem Melhorada na Fi-

gura 46.
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Figura 46 — Convergéncia da Amostragem Melhorada - Estudo de Caso
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O emprego da Amostragem Melhorada levou a resultados satisfatérios da estima-
tiva da Py alvo. A técnica AVS tem grande destaque, apresentando inicio de conver-
géncia antes do que seus pares, em torno de N = 5 * 10° simulagdes. Além disso, a
AVS também foi a que menos demonstrou oscilagdes ao longo de seus valores, sendo
entdo a melhor técnica geradora de amostras quando combinada com a Amostragem
Melhorada. A LHS apresentou diversos picos no inicio do estudo e se mantem assim
mesmo no final do intervalo analisado. J4 a Amostragem Simples chegou préxima do
comportamento da AVS, de forma que uma boa convergéncia pode ser observada a
partir de N = 1 % 10° simulagdes.

Portanto, ambas Amostragem Assintética e Amostragem Melhorada se apresenta-
ram como boas estimadoras da baixa Py (na ordem de 10-8). O tempo computacional
gasto em ambas as técnicas de amostragem inteligente, para alguns valores de N, pode

ser visto na Figura 47 e na Figura 48.
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Figura 47 — Tempo Computacional na Amostragem Assintética - Estudo de Caso
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Figura 48 — Tempo Computacional na Amostragem Melhorada - Estudo de Caso

Hmm Amostragem Simples
mmm  Amostragem AVS

60
mmm Amostragem LHS

50

40

dT(s)

30

20

0 JR— — — - -_—

1.5e+5 25e+5 3.5e+5 4.5e+5 55e+5 7e+5 9e+5 1.1e+6 1.3e+6 1.5e+6 1.7e+6 1.9e+6
N

Fonte: Autor (2022)

Observa-se que o baixo custo computacional é um destaque muito positivo. A
Amostragem Assintética apresentou como maior tempo computacional algo préximo
de 0.016 segundo, oferecendo uma resposta praticamente instantanea ao problema de
confiabilidade, de modo que a técnica AVS foi a que mais demorou na maioria dos ca-
sos. J& a Amostragem Melhorada apresentou uma quantidade maior de tempo compu-
tacional, destacando a LHS, a qual chegou a demorar mais de 60 segundos na solugao
do problema de confiabilidade.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

O presente trabalho teve como foco estudar diferentes combinagdes de técnicas
geradoras de amostras aleat6rias (Amostragem Simples, Amostragem por Hipercubo
Latino e Amostragem por Varidveis Antitéticas) com métodos de amostragem inteli-
gente (Amostragem Assintdtica e Amostragem Melhorada) para resolver problemas
de confiabilidade estrutural que apresentem baixas probabilidades de falha. Foram
realizadas quatro aplicagdes em funcdes de falha benchmark da literatura, além de um
estudo de caso da Mecanica da Fratura Eldstico Linear.

Dos resultados obtidos, pode-se destacar que a Amostragem Assintética apresen-
tou melhores resultados quando comparada a Amostragem Melhorada. De modo ge-
ral, o uso das técnicas AVS e LHS demandou um menor nimero de simulagdes, com
valor mais satisfatério quando comparadas com a Amostragem Simples. A Amostra-
gem Melhorada apresentou bons resultados para a maioria dos casos, porém ela apa-
renta demandar uma maior quantidade de simulag¢des para atingir convergéncia em
Pr baixas, seu custo tende a ser um pouco maior do que o da Amostragem Assintética.
Além disso, a escolha do parametro A tende a ser mais dificil de ser realizado sem um
bom estudo de otimizacdo, para garantir bons intervalos e melhorar a performance da
técnica.

Em relagdo ao tempo computacional, pode-se observar que a Amostragem Assin-
totica apresentou valores pequenos em relacdo a Amostragem Melhorada. Por mais
que a Amostragem Melhorada tenda a ser mais rdpida em relacdo a andlise dos pares
[Pf, A] — visto que as amostras ndo precisam ser geradas outras vez a medida que A
muda de valor dentro do seu intervalo, diferente do funcionamento do parametro f
da Amostragem Assintética, em que a cada novo valor é necessario realizar uma nova
amostragem — o que faz sua aplicagdo demorar mais € a andlise feita para achar os va-
lores das constantes da Equagdo 36. Sendo assim, melhorar a forma de ajuste ndo linear
é imprescindivel para o uso dessa técnica em fase de projeto, para garantir estimativas
cada vez mais rapidamente.

Ainda sobre o tempo computacional, é notério que a técnica LHS demora mais que
seus pares, mas que na Amostragem Assintética isso ndo apresentou uma diferenca

significativa, visto que a técnica fornece resultados em centésimos de segundos.

6.1 Sugestdes para Trabalhos Futuros

Destaca-se como sugestdes para trabalhos futuros:

e Estudar a influéncia dos pardmetros de entrada f e A, de forma a verificar o grau
de variabilidade da resposta final a medida que o intervalo escolhido mude;

e Aplicar outras técnicas de geracdo de amostras, como Sobol e Halton;
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e Estudar outras técnicas de amostragem inteligente junto do Método de Monte
Carlo, tal como Subset Simulation;

e Aumentar o intervalo de N para a solugdo usando Amostragem Melhorada;

e Buscar aplica¢des da engenharia que sejam complexas o suficiente para o FORM

ndo conseguir resolver e aplicar as técnicas aqui citadas neles.
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