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RESUMO

No Ensino Médio, sobressai a falta de aplicagdes interessantes relativas ao estudo dos nimeros
complexos, que se reflete, por vezes, em uma abordagem drida deste tépico, que lhe é, como
que, caracteristica. Neste trabalho, temos por objetivo fornecer ao professor aplicagdes ndao
usuais da dlgebra e da geometria dos complexos, por intermédio das quais ele possa motivar e
ilustrar suas aulas ao ensinda-los, conectando-os a resolucdo e a discussao de sistemas lineares
de pequeno porte sobre R. Neste contexto, estabeleceremos uma interpretacdo do método de
Cramer no plano complexo, a qual daremos o nome de “Regra dos Termos Duais”. Isto reque-
rerd, por extensdo, os atos de definir e explorar as “Translineadoras Horizontal e Vertical do
Espaco M, ,»(C)” que provaremos tratarem-se de automorfismos diagonalizdveis.

Palavras-chave: <APLICACOES. NUMEROS COMPLEXOS. SISTEMAS LINEARES.>



ABSTRACT

In High School, there is a lack of interesting applications related to the study of complex num-
bers, which is sometimes reflected in an arid approach to this topic, which is, almost, your
characteristic. In this work, we aim to provide for the teacher unusual applications of alge-
bra and geometry of complexes, through which he can motivate and illustrate his classes by
teaching them, connecting them to the resolution and discussion of linear systems with small
dimension over R. In this context, we will establish an interpretation of Cramer’s method in the
complex plane, which we will call the “Rule of Dual Terms”. This will require, by extension,
the acts of defining and exploring the “Horizontal and Vertical Transliners of Space M, (C)”
which we will prove to be diagonalizable automorphisms.

Keywords: <APPLICATIONS. COMPLEX NUMBERS. LINEAR SYSTEMS.>
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INTRODUCAO

Na Educagdo Basica, € distinto o valor que possuem os sistemas de equagdes lineares. Com
efeito, segundo Lima [16], eles

constituem um tépico de grande interesse pratico. Seu estudo € acessivel aos estudan-
tes, pois ndo requer o emprego de conceitos sutis ou complicados. Além disso, pode
servir como ponto de partida para diversas teorias matematicas relevantes e atuais (p.
99).

Dentre os métodos que se prestam a sua resolucdo, “a Regra de Cramer é o método con-
sagrado” (idem, p. 106). De fato, completa Gulisz [8], ela “€¢ um dos principais métodos de
resolver sistemas lineares ensinados na escola e possui grande importancia”. Nao bastasse, o
método de Cramer ainda “apresenta a vantagem de fornecer explicitamente os valores das in-
cognitas como quocientes de dois determinantes” (Lima:[15], p. 247).

Por outro lado, os ndmeros complexos ndo gozam de um tal prestigio, quer a nivel bésico,
quer a nivel superior; porquanto, embora eles'

[ocupem] uma posic¢do singular no ensino de Matemadtica. Nao merecem grande aten-
¢do nos cursos de Licenciatura e Bacharelado em Matemadtica, por serem considerados
como “assunto elementar” de nivel médio. Ja no Ensino Médio, sdo evitados, sendo

taxados de estranhos, de compreensao dificil e, sobretudo, intteis (Carneiro:[5]).

“Tradicionalmente, a Matemadtica do ensino médio trata da ampliacdo do conjunto numé-
rico, introduzindo os nimeros complexos” (BRASIL:[3], p. 122). Sendo, portanto, incontorné-
vel esta introducgdo, a aparente inutilidade que a acompanha deve-se, sobretudo, & maneira com
a qual ela inicia. Decerto,

que utilidade poderiam ter objetos cuja existéncia é motivada, logo no primeiro con-
tato, pela capacidade que possuem de fornecer uma solu¢do “imagindria” para uma
equacdo que “sabemos” que ndo tem solugdo, como nos foi antes demonstrado vérias
vezes? Pois € assim que quase sempre aprendemos e ensinamos os nimeros comple-

xos (Carneiro:[5]).

!Convencionamos indicar entre colchetes nossas alteracdes ou inclusdes em citacdes diretas.

10
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Nao obstante, conforme Lima [17], a relevancia dos niimeros complexos é notavel

em vdrias situagcdes nas quais, mesmo que se desejem estudar apenas questdes rela-
tivas a ndmeros reais, € indispensdvel considerar nimeros complexos para se obter a
solucdo real desejada. [Sendo exemplo expoente os] trabalhos dos algebristas italianos
Ferro, Tartaglia, Cardano e Ferrari, que culminaram com a descoberta das férmulas

de resolugdo das equacdes do terceiro e quarto grau (pp. 36-37).

Ademais, no ambito escolar, € comum o apelo dos alunos para que

a Matemadtica se torne mais “concreta”, [e com isso] eles podem ndo querer dizer,
somente, que desejem ver este conhecimento aplicado as necessidades praticas. Talvez
eles queiram compreender os conceitos matematicos em relacdo com algo que lhes dé
sentido, ou seja, conectando-os a uma rede de significados e de relagdes com outras

ideias, que podem ser ou ndo matemadticas (Roque e Carvalho:[22], p. IX).

Realmente, de acordo com BRASIL [3],

[a]prender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada a ou-
tros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e habilidades que
sdo essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam e estruturam o pen-
samento do aluno, capacitando-o para compreender e interpretar situacdes, para se
apropriar de linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar conclusdes
préprias, tomar decisdes, generalizar e para muitas outras acdes necessdrias a sua for-
macdo (p. 111).

Resulta dai que “[o] professor deve considerar como parte integrante e essencial de sua ta-
refa o desafio, a preocupacdo de encontrar aplicacdes interessantes para a matematica que esta
apresentando” (Lima:[16], p. 198). Tendo em mente que “[n]ao podemos insistir na contex-
tualizagdo de fatos isolados, um aqui, outro acold: o que costuma ser mais interessante € a
aplicacdo de vdrios fatos juntos” (Avila:[1]).

Neste trabalho, pretende-se destacar “o papel central que exercem os nimeros complexos”
[5] ao conectd-los ao estudo de sistemas lineares, haja vista ser “natural [no atual estado de
coisas] que o aluno pense que os complexos foram inventados apenas para resolver exercicios
sobre niimeros complexos” (idem). Nosso objetivo, entdo, é o de munir o professor de aplica-
coes ndo usuais da dlgebra e da geometria dos complexos, por meio das quais ele possa motivar
e ilustrar suas aulas ao ensind-los, exibindo o seu alcance e a sua utilidade ao interliga-los a
resolucdo e a discussdo de sistemas lineares de pequeno porte sobre R (Capitulo 6).

Para isto, dispomo-nos estabelecer a Regra dos Termos Duais (doravante, R.T.D.) por meio
da qual torna-se possivel exprimir os termos da solugdo

x:[xl ce. Xn }tEMnxl(R)

de um sistema linear de ordem n > 2 sobre R, cuja matriz dos coeficientes seja invertivel, aos
pares como o quociente de dois determinantes em C, com o adendo de comportar um total de
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LgJ + 1 determinantes e ndo mais n+ 1, como o € na cldssica Regra de Cramer (Capitulo 5).

Nesse sentido, os Capitulos 3 e 4 sdo prelidio e preparacdo para o Capitulo 5. Neles,
definimos, respectivamente, as Translineadoras Horizontal e Vertical do Espagco N,x,,(C) e
provamos tratarem-se, em suma, de automorfismos diagonalizaveis.



CAPITULO 1
NUMEROS COMPLEXOS

As linhas que se seguem sdo devotadas ao estudo dos nimeros complexos. Mais precisa-
mente, elas dizem respeito aos aspectos principais de sua histéria e as propriedades que tocardo
mais de perto o desenvolvimento dos préximos capitulos. Nesse sentido, suporemos conhecida
a teoria bdsica de estruturas algébricas: anéis, corpos e homomorfismos. No mais, tomaremos
como axioma a existéncia do corpo dos nimeros reais (R, +, -).

1.1 Aspectos Historicos

Os nimeros complexos principiaram em matematica no século XVI. Seu pleno estabeleci-
mento, porém, teve de esperar até o século XIX, de modo que, até ai, residiu sobre eles grande
suspeita. Isto lhes rendeu o epiteto de “imagindrios”, introduzido por René Descartes (1596-
1650) em seu livro La Géométrie, e que € usado mesmo hoje. Com efeito,

[a] histéria dos complexos ilustra bem como um conceito matematico fundamental
pode demorar muito até ser bem compreendido e aceito. E uma histéria longa de
resisténcia, por parte de excelentes matematicos, a admitirem a existéncia dos nimeros
complexos, mesmo quando os usavam (Morgado et al:[20], p. 149).

Presume-se que, em 1539, o matematico italiano Girolamo Cardano (1501-1576) tenha
obtido o método de Tartaglia1 para a resolucdo de uma equacio do terceiro gralu2 do tipo
x4 px =1, tendo-o publicado em seu livro Ars Magna,? de 1545. Nesse contexto surgiu

[a] real motivagdo para a introdug@o dos nimeros complexos (...) quando [Cardano]
descobriu que algumas equacdes do terceiro grau - chamadas por ele de caso irredu-
tivel - possuiam raizes reais, mas em cujas férmulas resolventes ndo se conseguia
evitar expressdes envolvendo radicais quadriticos de nimeros negativos (Hefez e
Villela:[12], p. 54).

'Niccols Tartaglia (1499-1557).
’Na notacdo atual, pois Cardano escreveu sua obra sem simbolismo algébrico.

Nele hd também o método de “resolucgdo da equacdo do quarto grau devida ao seu discipulo Ludovico Ferrari”
([12], p. 177).

13



1.1 ASPECTOS HISTORICOS 14

A exemplo, se tomarmos a equagao
X —21x =20, (1.1
as férmulas de Cardano® fornecem, em particular, a raiz

{/10+9\/—_3+ \3/10—9\/—_3. (1.2)

Mas, por inspe¢do, vé-se que as unicas raizes de (1.1) sdo —4, —1e 5.

De que maneira, entdo, se poderia justiﬁcar5 araiz em (1.2)? Coube ao matematico italiano
Rafael Bombelli (1526-1572) empreender uma tal tarefa em torno de 1550. Sendo

discipulo de Cardano, [Bombelli] compreendeu melhor a dlgebra dos nimeros com-
plexos. Ao retomar o estudo da equacdo do terceiro grau, ele introduziu sua quan-
tidade “piu di meno”, que corresponde a V-1 , € enunciou, sob forma de versos, as
regras de operacdo com ela. Embora afirmasse que os nimeros complexos [eram]

intteis e “sofisticos”, Bombelli operou livremente com eles ([20], pp. 150-151).

Seguindo, pois, Bombelli, se deve observar, em resposta a pergunta lancada, que6
(24v73) = (P43 (2P VI3 (-2) (VI (V)
= —8+412V/-3+18-3V-3
= 10+9v-3

e, de modo andlogo,
((2-v73) = (2743 (2P (VI3 (-2) (VI (V)
= —8—12v-3+18+3V-3
= 10—9v-3.

Portanto,

{/10+9\/—_3+ {/10—9\/—_: (—24vV=3)+(-2—vV-3) = —4.

A comecar pelo século XVIII, o desenvolvimento dos nimeros complexos esteve ligado,
sobretudo, ao Teorema Fundamental da Algebra (doravante, T.F.A.) segundo o quall7

4Cf. [12], pp. 173-178.

SNio se pode deixar de registrar que, “na época em que vivia [Cardano], s6 se conheciam os nimeros reais e,
portanto, as raizes quadradas de nimeros negativos eram consideradas inexistentes, logo essas solugdes eram tidas
como absurdas” (ibid., p. 2).

®Note-se que Bombelli ndo dispunha, contudo, do simbolismo e notagdo atuais.

A despeito do nome, o T.F.A. “€ um teorema de Andlise, ndo sendo conhecida nenhuma prova puramente
algébrica dele” (ibid., p. 189).



1.1 ASPECTOS HISTORICOS 15

Todo polinémio ndo constante a coeficientes complexos possui uma raiz complexa.

Dentre os matemadticos que se dedicaram a demonstrd-lo e que, com isso, deram algum
contributo aos complexos, convém destacar, em especial, o franc€s Jean Le Rond D’ Alembert
(1717-1783) e o suico Leonhard Euler (1707-1783).

A prova de D’Alembert € a primeira ao T.F.A. e data de 1746. No entanto, ela continha
defeitos. De fato,

a demonstragdo de D’ Alembert ndo mostra nem que existem raizes da equagdo. Ele
demonstra qual a forma das raizes, se elas existirem. O mérito do trabalho de
D’ Alembert foi o de divulgar os nimeros complexos, pois nele encontra-se [uma]

exposi¢do da teoria dos nimeros complexos e das fungdes complexas (idem, p. 152).

A prova de Euler remonta a 1749. Com ele ha avancos notdveis em torno do T.F.A., dos
quais sobressai o fato de que se a +bv/—1 é raiz de um polindmio nio constante, entéio o seu
conjugado® a — bv/—1 também o é. Seus estudos o° levaram, por conseguinte, a “estudar cuida-
dosamente as operagdes com numeros complexos, incluindo poténcias imagindrias, logaritmos
de numeros complexos, fun¢des trigonométricas de argumento complexo, etc.” (idem, p. 153).

Todavia, os sérios esforcos de D’Alembert e de Euler acerca do T.F.A. foram objeto de
critica por parte do matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855) em sua tese de dou-
toramento, de 1799.10 Nela, além das

criticas as demonstragdes anteriores do teorema [, Gauss] deu uma nova demonstracio
de cujas falhas ele tinha consciéncia. Ao longo da vida, Gauss, deu quatro provas do
Teorema Fundamental da Algebra, todas com alguma falha, dado o grau insuficiente
do desenvolvimento da Matemética na época. (...) Hoje hd uma grande quantidade de
provas, sendo esse resultado coroldrio de “quase todo” teorema profundo de Andlise
([12], p. 190).

Sob este prima, é “provavel que a idéia de representar geometricamente os complexos te-
nha ocorrido a Gauss ao demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra, mesmo que ele nio
tenha utilizado isso na demonstra¢do” ([20], p. 155). Além dele, dedicaram-se, de modo inde-
pendente, a obter uma tal representacdo o noruegués Caspar Wessel (1745-1818), os franceses
Lazare Carnot (1753-1823) e Adrian Quentin Buée (1748-1826), e o italiano Jean Robert Ar-
gand (1768-1822). Nao obstante,

com excec¢do de Carnot, os outros eram muito pouco conhecidos, e foi necessario
o prestigio de Gauss para tornar conhecida e aceita a representacdo geométrica dos
nimeros complexos. Ele publicou suas idéias em 1831, referindo-se “a verdadeira
metafisica das quantidades imagindrias” (idem, pp. 155-156).

Naquele mesmo ano, Gauss dard aos “nimeros” com 0s quais, a principio, Cardano se de-
parou o nome de niimeros complexos. Em verdade,

81de a Definicdo 1.2.
9 . .
Tendo sido ele quem, em 1777, denotou v/ —1 por i.
10Segundo ([20], p. 155), Gauss também analisou a prova de Foncenet, de 1759; bem como, a de Lagrange, de
1772.



1.2 OCORPO C 16

[a] associa¢@o dos nimeros complexos aos pontos do plano é enfatizada por Gauss
como por nenhum outro matemético antes dele. No entanto, (...) o passo decisivo para
que o estatuto dos nimeros complexos seja firmemente estabelecido € a construgio de
uma teoria algébrica para estes nimeros, o que sé foi possivel com a introdugdo da
nogao de vetor. Este conceito-chave da Matemadtica surgiu, ainda no século XIX, com
o trabalho de W. R. Hamilton (Roque e Carvalho:[22], p. 325).

“William Rowan Hamilton (1805-1865)

1.2 O Corpo C

A fundamentacdo tedrica dos nimeros complexos que adotaremos aqui é aquela “devida
ao matematico irlandés William R. Hamilton e apareceu em 1837 (Soares:[24], p. 4). Nisto
consiste a

Definicao 1.1. Designa-se por C o conjunto R? munido das seguintes operagoes de adi¢do
e multiplicacao:

(i) (a,b) +(x,y) = (a+x, b+y).
(”) (Cl,b) ' (xay) - (ax—bya ay—i—bx)

Da-se a cada elemento de C o nome de niimero complexo.

A sentenca precedente torna imediata a identificacdo entre um nimero complexo, um ponto
e um vetor do plano. Particularmente,

a soma de dois nimeros complexos € representada por um vetor cujas componentes
sdo as somas das componentes dos vetores dados. Isto significa, como se vé pela
[Fligura [1.1], que a soma € representada geometricamente pela diagonal do paralelo-

gramo construido sobre os vetores dados ([20], p. 95).

(a+z,b+y)

Oz

Figura 1.1 A adi¢do de complexos geometricamente.



1.2 OCORPO C 17

Nao h4 dificuldade em constatar que C goza das propriedades comutativa e associativa para
ambas as suas operagdes, bem como da propriedade distributiva da multiplicacdo com respeito
a adi¢do.!! No mais, seja dado (a,b) € C. Tem-se que o elemento neutro da adi¢do é (0,0) e o
da multiplicacdo € (1,0). De fato,

(a,b)+(0,0) = (a+0,b+0) = (a,b),

(a,b)-(1,0)=(a-1—b-0,a-0+b-1) = (a,b).
Mais ainda, o simétrico de (a,b) é o complexo (—a, —b), pois
(@,b) +(—a,=b) = (a+(—a), b+(-b)) = (0,0).

Nao é imediato, contudo, que todo complexo (a,b) nao nulo'? possui um inverso, a saber:

a b
a>+b* a*+0b*)’

Com efeito,

a b aa—b(—b) a(—b)+ba
(a.5) <a2+b2’ a2+b2> ( 2102 LA (1,0

Estas propriedades reunidas estabelecem, em suma, o

Teorema 1.1 (Hefez:[10], p. 174). C é um corpo.

E ttil observar que, dado z = (a,b) € C, vale
z=(a,0)+(0,b) = (a,0) + (b,0)- (0, 1). (1.3)

Isto nos diz que “todo nimero complexo pode ser representado usando somente os nimeros da
forma (x,0) e o nimero (0,1)” (idem, p. 175).

Tomado, pois, a funcao

Tem-se que
(i) p(x+y) = (x+y,0) = (x,0)+ (. 0) = p(x) +p(y).
(ii) p(x-y) = (x-y, 0) = (x,0) - (y,0) = p(x) - p(¥)-

(iii) p(1) = (1,0).

"Para tanto, basta recordar as propriedades andlogas das quais o corpo R dispde.
21sto significa que a® + b* # 0.
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Ademais, p(x) =p(y) © (x,0) = (,0) & x=y.

Com isso, p “é¢ um homomorfismo injetor de anéis”, em presen¢a do qual se pode “identifi-
car R com o subcorpo” p(R) do corpo C (idem, p. 175).

Pondo, entdo, x = (x,0) e i = (0, 1), a igualdade (1.3) significa:
2= (a,0)+(5,0)-(0,1) =a+b-i.

A dltima igualdade da-se o nome de forma normal do complexo z, a qual, por vezes, se escreve
sob a forma z = a + bi.

Note agora que i> = (0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1. Por conseguinte, vé-se que “acabamos de
construir um corpo que contém o corpo R e no qual a equagio z>+ 1 = 0 admite uma raiz (o
nimero #)” (idem, p. 175).

Neste ponto, em posse da forma normal de um complexo z, interessa-nos estabelecer pro-
priedades elementares adicionais do corpo C. Para isto, faz-se til a

Definicao 1.2 (Cf. [10], p. 179). Sejaz =a+bi, coma € R e b € R. Define-se conjugado

de z como sendo 7 = a — bi e omédulo de z como sendo o real ndo negativo |z| = \/ a? + b2.
A parte real e a parte imagindria de 7 sdo, respectivamente, os niimeros reais Re (z) =a e
Jm (z) =b.

Perceba que 7 é o simétrico de 7 relativamente ao eixo Ox, enquanto que |z| é a distancia do
ponto z = (a,b) a origem O = (0,0).

Oy
Lo 2= (a.b)
I
1
2| 1
I
I
1
[
T
o 1 @ Oz
I
1
1
I
I
|
—bpF—-———-—-======= -0
z=(a,-b)

Figura 1.2 O médulo e o conjugado de z.

H4 também um elo entre o médulo e o conjugado de um complexo z, qual seja:

2-72=(a+bi)(a—bi) = a* — (bi)* = a* +b* = |z]*.
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Por extensdo, temos ainda a

Proposicao 1.1 (Cf. [10], pp. 179-180). Sejam z € C e w € C. Sao vdlidas as seguintes
propriedades para a conjugacao:

(i) z+w=2z+Ww.
(ii) Zw=27-w.

(iii) se z # 0, entdo @ —

w
Z Z
(iv) 7= 0 se, e somente se, z = 0.
(v) Z=z.

(vi) z é real se, e somente se, 7 = Z.

Demonstragdo. Sejamdados z=a+bic Cew =x+yicC.

(i) Sendo 7 = a — bi e w = x — yi, temos

+w=a+x—(b+y)i=(a+x)+(b+y)i=z+w.

(ii) Nas notagdes do item (i), vale

Z-w=ax—Dby— (ay+bx)i = ax—by+ (ay+ bx)i =7-w.

(iii) Como z = a+ bi # 0, entdo 7 = a — bi # 0. Portanto:

(%) = 5
Z - a-+ bi
<x+yi a—bi)
a+bi a—bi

(xa—i—yb—l— (ya —xb)i)
a’+b?

xa—+yb— (ya—xb)i
a? + b?

(x —yi)(a+ bi)
(a—+bi)(a— bi)

X—yi

a—bi

e
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(iv)SezZ=a—bi =0=0-0i, entdo a =0 e b = 0. Portanto, z = a+ bi = 0+ 0i = 0. Recipro-
camente, se z=0=0+0i,entdioz=0—-0i = 0.

21

(v) E evidente que z = a+bi=a— (—b)i=a+ (—b)i=a—bi =

(vi) Se z = a é real, entdo z = a = a+ 0i = a — 0i = Z. Reciprocamente, se
a+bi=z=7=a—bi,

entdo b = —b e, dai, 2b = 0. Em suma: b = 0. Logo, z=a+ 0i = a é real. O

Nesta altura, passamos a introduzir

uma outra representacéo, devida a Euler, dos nimeros complexos néo nulos (...). Esta
representacdo é de fundamental importincia, pois relaciona os nimeros complexos
com as fungdes trigonométricas, permitindo calcular com maior facilidade o produto

de dois niimeros complexos (...), bem como interpretar geometricamente [esta opera-
¢do] ([12], p. 26).

Para comegar, seja dado um complexo néo nulo z = a+ bi. Ao angulo orientado 6 € [0,27),
que o vetor (a,b) determina com o eixo Ox, dd-se 0 nome de argumento principal de 7. Nessas
condicoes,

a=|z/cos0
b =|z|sin6.
Oy A
z=(a,b)

[
[

4] : b =|z|sinf
[
[
0 [

0 a = |z| cosf 03:

Figura 1.3 O argumento principal de z.

Pode-se, entdo, escrever

z=|z|(cos 6 +isin 0).

Nisto reside a representagcdo prometida, chamada de forma polar do complexo B

3Naturalmente, |z|(cos 6 +isin 8) = |w|(cos B +isin B) se, e s6 se, |z| = |w| e @ = B+ 2n7, para algum 1 € Z.
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Proposicao 1.2 (Cf. [10], p. 182). Sejam dados os complexos z = |z|(cos 8 + isin 0) e
w = |w|(cos B +isin B). Tem-se que

z-w = |z|]|w|[cos (6 + B) +isin (6 + B)].

Demonstracdo. Com efeito,
z-w = |z|]|w|[(cos O +isin O)(cos B +isin )]
= |z||w|[cos B cos B —sin B sin B+ i(cos Osin B+ sin O cos )]
= |z|]|w|[cos (0 +B)+isin (6 + B)]. (1.4)
Sendo (1.4) devido as férmulas de adicao do seno e do cosseno. [

O ultimo resultado fornece uma interpretacdo geométrica para a multiplicacdo em C. Nas
suas notacoes, a obtencdo do produto de 7 por w, reduz-se a calcular o produto dos modulos
de 7 e w e a somar os seus argumentos principais 0 e [3.

Exemplo 1.1. Sejaz=|z|(cos 8 +isin 8) € C—{0}. Afirmamos que iz € o resultado da rotacdo
de z em torno da origem segundo um angulo de 7t /2 radianos no sentido trigonométrico.

Oy

0+

]

Figura 1.4 O produto iz.

Para ver isto, perceba que i = cos (/2) +isin(7/2), com |i| = 1. Entao,

iz = |7 [COS (9+§>+isin <6+§)]

< Lo . A T
Logo, o modulo de iz € igual a |z| e o seu argumento principal é congruo a 6 + 5 |



CAPITULO 2

TOPICOS DE ALGEBRA LINEAR E
ARITMETICA

Neste capitulo, colecionamos os principais resultados da Algebra Linear e da Aritmética
de que lancaremos mao adiante. Para comecar, tomaremos como axiomas a caracterizagao da
fun¢do determinante, designada por det, segundo a qual ela € a dnica funcao n-linear alternada
das colunas (ou linhas) de uma matriz n X n que assume o valor 1 na matriz identidade; bem
como ambas as versdes do Principio de Indugdo Finita; e a existéncia do anel dos nimeros
inteiros (Z, +, -). Particularmente, definimos o conjunto dos nimeros naturais por

N={neZ:n>1}.

2.1 Congruéncias e a Funcao Parte Inteira

O par de conceitos que intitulam esta se¢do constitui o ferramental aritmético adequado as
nog¢des introduzidas nos capitulos posteriores, o qual passamos a desenvolver.

Definicao 2.1 (Santos:[23], p. 3). Se a e b sdo inteiros, dizemos que a divide b se existir
um inteiro q tal que b = aq. Denotamos isto por

alb.

Nesse caso, dizemos ainda que b € divisivel por a. Se a nio divide b, escrevemos a1 b.

Exemplo 2.1. Tem-se que 3 | 111, pois 111 =3-37. Mas, 31 17. [

Proposicao 2.1 (Hefez:[9], pp. 46-48). Sejama, b, c, x,y € Z, tem-se que
(i) a|O0.

(ii)) Sea|b, entioa | —b.

22
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(iii) Sea|b e b|c,entioa]c.

(iv) Sea|b e alc,entioa| (xb+yc).

Demonstracdo. (i) Basta ver que 0 =a-0 e, daf, a | 0.
(ii) Ora, a | b significa que existe g € Z tal que b = aq. Entdo, —b = a(—q) e, assim, a | —b.

(iii) Resulta de b | ¢ que ¢ = bq, para algum g € Z. Analogamente, a | b implica que b = aq/,
para um certo q’ € 7Z. Temos, entdo, que

c=bq=(aq')q=alqq)
com gq' € 7. Logo, a | c.
(iv) A hipétese nos diz que b = aq e ¢ = aq’, para certos g e ¢’ em Z. Entio,
xb -+ yc = x(aq) +y(aq') = a(xq+yq'). (2.1)

Mas, xq +yq' € Z. Segue-se, pois, de (2.1) que a | (xb + yc). O

Encontramo-nos agora em condi¢des de enunciar a

Definicao 2.2 (Cf. [23], p. 32). Sejan € N—{1}. Se a e b sao inteiros, dizemos que a é
congruente a b médulo n se n | (a — b). Denotamos isto por

a=>b (mod n).

Se nt (a—b) dizemos que a é incongruente a b médulo n e denotamos a # b (mod n).

E de todo titil o

Exemplo 2.2. Dado n € Z. A divisio euclidiana' de n por 2 nos diz que existem tinicos g € 7
er € Z tais que
n=2q+r, com re{0,1}.
Logo,
n—r=2q<2|(n—r) < n=r(mod?2).

Nas nota¢des do exemplo precedente, vé-se que n é par se, e s6 se, n =0 (mod 2); bem
como, que n é impar se, e sé se, n =1 (mod 2).

ICt. 191, p. 53.
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Proposicao 2.2 (Muniz Neto:[21], p. 120). Dados inteiros a, b, ¢, d en, sendon > 1, temos:
(i) a=a (mod n).
(ii) Sea=b (mod n), entdo b =a (mod n).
(iii)) Sea=b (modn) e b= c (mod n), entio a = c (mod n).

(iv) Sea=b (modn) e c=d (modn), entdoa+c =b+d (mod n).

Demonstracdo. (i) Basta notar que n |0 = (a —a).
(ii) Temos que n | (a — b), pois a = b (mod n). Entdo, n| —(a—b) = (b—a) e b =a (mod n).
(iii) Por hipétese, n | (a—b)en| (b—c). Logo,
nl(a—b)+(b—c)=(a—c).
e a=c (modn).
(iv) Neste caso, n | (a—b)en| (c—d). Assim,
nl(a—b)+(c—d)=((a+c)—(b+d)).

E, dai, a+c=b+d (mod n). O

Segundo Santos [23], reside na préxima sentenca “uma importante funcdo em Teoria dos
Nimeros” (p. 76).

Defini¢ao 2.3. Damos o nome de Parte Inteira a funcdo

| |:R — Z
x —  |x]

para a qual | x| é o maior inteiro menor do que ou igual a x.

Exemplo 2.3. |0| =0, |-0,1|=—-1, [1/2|=0 e [7,2] =7. |

E conveniente perceber que, se n € Z, entio
x| =n & n<x<n+1,

de acordo com Muniz Neto ([21], p. 5). Dito isto, a divisdo euclidiana de n € Z por a € N
garante que existem Unicos g € Z e r € 7Z tais que

n=ag+r e 0<r<a.
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Somando-se, pois, o produto ag em toda a desigualdade precedente, temos
ag<aq+r<aq+a e ag<n<a(qg+1).
Resulta, dividindo esta ultima desigualdade por a, que
n n
q<5<q+1 e q:{—J.

Com isto, provamos a

Proposicao 2.3. Sen € Z ea € N, entao o quociente da divisdo de n por a é igual a FJ .
a

Em vista do ultimo resultado, vale, de imediato, a

Proposicao 2.4 (Cf. [23], p. 77). Sen € N ea € N, entao FJ € o ntimero de inteiros do
a
conjunto {1,2, 3, ..., n} que sdo divisiveis por a.

Ressaltamos que a proposicao subsequente serd indispensavel mais tarde.

Proposicao 2.5. Se n € Z, entdo

n—1

se n=1 (mod?2)

se n=0 (mod?2)

Demonstracdo. Seja r € {0,1}. Se n =r (mod 2), entdo 2 | (n—r), isto é, existe ¢ € Z de
modo que n—r =2gq e, dai,

g=(n—r)/2.
Nao obstante, posto que n —r = 2q implica n = 2g+r, com r € {0, 1}, g é claramente o

quociente da divisdo de n por 2, donde a Proposi¢do 2.3 garante que g = LgJ . Logo,

n—1

2

se r=1

se r=0

E o resultado segue. 0
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2.2 Espacos Vetoriais, Bases e Aplicacoes Lineares

E do espirito matemético a atitude de reconhecer padrdes e estruturas subjacentes a objetos
aparentemente distintos. Em Algebra Linear, este arcabouco generalizado corresponde 2 ideia
de espago vetorial que passamos a definir, em particular, sobre o corpo K, em que K denotara
o corpo R ou o corpo C.

Definicao 2.4 (Bueno:[2], pp. 1-2; Hefez e Fernandez:[11], pp. 3-4). Um conjunto V mu-
nido de uma operacgao, dita adigdo,

+:VxV — 'V
(u,v) +— u+v

e de uma acao, nomeada multiplicagcdo por escalar,

- KxV — A\
(a,v) — v

tais que, paratodosu e V,veV,weV, a € Kep €K, temos
(i) (u+v)+w=u+ (v+w) (associatividade);
(ii) u+v =v+u (comutatividade);
(iii) existe Oy € V tal que v+ Oy = v (elemento neutro);
(iv) existe —v €V tal que —v+v = Oy (elemento oposto);
(v) o(u+v) = au+ av (distributividade);
(vi) (o+ B)v = av+ Bv (distributividade);
(vii) a(Bv) = (af)v (associatividade);
(viii) 1v =v (regra da unidade),

é chamado de espago vetorial (V, +,-) sobre o corpo K e seus elementos serdo ditos veto-
res do espago, ao passo que os elementos de K serdo chamados de escalares.

Resulta da definicdo precedente algumas consequéncias que nos serdo imprescindiveis adi-
ante, as quais ora destacamos. Sejam, entdo, dadosveV,we Ve o € K:

1) sew+v=wentdo v = Oy;
2) 0-v=_0y;
3) - Oy = Oy.

Para o item (1), basta ver que

v=0y+v=(—w+w)+v=—w+(w+v)=—w+w=0Oy.
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Vale o item (2), porquanto
v+0-v=1-v+0-v=(140)-v=1-v=v

e, dai, 0-v = Oy, em face ao item (1).

Quanto ao item (3), temos
o-Oy=a-(Oy+0y)=0o-0y+a-0Oy,

e isto implica o - Oy = Oy, novamente pelo item (1).

Definiciio 2.5 (Lima:[13], p. 3). Dadosn € Nem € N. Umamatrizn x m A = [a;;] é uma
lista de elementos a;; € K com indices duplos, em que 1 <i<nel < j<m. Costuma-
se representar a matriz A como um quadro numérico com n linhas e m colunas, no qual
o elemento a;j, dito termo de A, por vezes, indicado por [A]; j» situa-se no cruzamento da
i-ésima linha com a j-ésima coluna:

ayly a2 ... dAim
ayr azy ... Aap,

A=\ . (2.2)
Ayl Aap2 ... Aapm

Quando n = m, diz-se que A é uma matriz quadrada.

A exemplo de Bueno ([2], p. 26), podemos ainda enxergar a matriz A em (2.2) segundo suas
linhas ou colunas, escrevendo:

1))
A:[vl vy oL vm]z :
In
com
alj
azj
Vj= . € li:[ail ap ... aim}.

Parafraseando Lima [13], é imediato constatar que o conjunto M, (K) de todas as matri-
zes n x m com termos em K torna-se um espaco vetorial sobre um corpo G, com G sendo R ou
C, quando nele se define as operagdes usuais de adi¢do e multiplicacdo por escalar. Ademais, “a
matriz nula 0, € M« (K) € aquela formada por zeros e o inverso aditivo da matriz A = [a;/]
¢ —A = [—a;j|” (p. 3). Por fim, se A € M,,«,»(R), dizemos que A é uma matriz real.

Definicdo 2.6 (Cf. [2], p.30). Se A = [a;j] € Myxn(K) for uma matriz m x n, definimos a

transposta de A como a matriz A* = [afj] € Myxm(K), com afj =aji.
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Definicdo 2.7. Seja A € Muxm(K). Dd-se o nome de matriz conjugada de A a matriz
A € Myxm(K) obtida de A tomando-se o conjugado em cada um dos seus termos.

Proposicio 2.6. Sejam A e B em M, (K) e p € K, tem-se que
(i) A =A.
(ii) A+ pB=A+pB.

(iii) A = A se, e somente se, A é uma matriz real.

Demonstragdo. Sao imediatos os itens (i) e (iii). A fim de constatar (ii), sejam A = [a;j] e
B = [b;j|. Temos, entdo, que

A+9B = [y 90y = a7+ pb) = (a7 + 9] = [ + [ ) =A+7E.

Definicdo 2.8 (Cf. [11], p. 16). Sejam A = [a;;] € Muxm(K) e B = [b;j] € M, (K). O
produto de A por B, denotado por AB ou A - B, é a matriz C = [c;j] € M,,»,(K) tal que

m
cij= Y apbj = anbij+ -+ dinbm;
k=1

paratodol <i<mneparatodol < j<r.

Em tudo o que segue, denota-se por J,, a matriz identidade n x n, definida por

0 sei#j

[Jn]ij:
I sei=j.

Pode-se provar que valem? as seguintes propriedades quanto ao produto de matrizes, “desde
que as operagdes sejam possiveis” ([11], p. 17):

1) (AB)C =A(BC);
2) A(B+C)=AB+AC; (A+B)C=AC+BC;
3) A-Jp=A, J,- A=A se A€ M,un(K);

4) A(nB) =n(AB),com n € K.

2Cf. [13], p. 91.
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Definicao 2.9 (Cf. [2], p. 28). Seja A uma matriz n X n. Dizemos que A ¢ invertivel, se
existir uma matriz B tal que

AB=BA=17,.

E fécil ver que existe no maximo uma matriz B com tal propriedade. Denotamos, portanto,
B=A""echamamos A~ de inversa da matriz A.

Aos capitulos posteriores serd indispensdvel “o conceito de matriz em blocos. Uma matriz
A € dita ser uma [matriz particionada em blocos] se A esta subdividida em matrizes meno-
res, chamadas blocos. Esta subdivisdo €, geralmente, apresentada por linhas horizontais e/ou
verticais” ([11], pp. 18-19). Por exemplo,

4_[2300]_[23]00

1407 | 14]07 |
2 3 00

i-|i] e se[oa )

A= M S].

Assim, diz-se que A estd particionada segundo os blocos M e S.

Se pusermos ainda

podemos, entdo, escrever

Mas se pode ir além: “[u]ma propriedade interessante da particdo em blocos € que os re-
sultados das operacdes de adi¢do e multiplicacdo com matrizes em blocos podem ser obtidos

efetuando o célculo com os blocos, como se eles fossem simplesmente elementos das matrizes”
(idem, p. 19).

A exemplo, sejam dadas as matrizes particionadas em blocos’

Al A ... A Biy B2 ... By
Ay Ay ... A By By ... B
P=1 . oo e Q0= . o
Anl AnZ coo Amm Bui Bna ... By

Segundo Callioli et al [4], “se o nimero de colunas de cada A;; for igual ao nimero de linhas
de cada B j, entdo

Cnu Cip ... Cy;
Cu Cp ... Cy

m
onde Cy = Y AijBj” (p. 273).

j=1

*Neste caso, os blocos que constituem uma mesma linha (resp. coluna) da particio de P possuem o mesmo
nimero de linhas (resp. colunas). Idem para a matriz Q.
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Nesta altura, introduz-se “[0]s espacos vetoriais de dimensao finita (...) [que] possuem uma
estrutura algébrica extremamente simples, evidenciada pelas idéias de base e dimensdo, que
apresentaremos agora” ([13], p. 264).

Definicao 2.10 (Cf. [2], p. 3). Seja R C V um subconjunto qualquer de um espago vetorial
V. Uma combinacdo linear de elementos de R é uma soma (finita)

vy +...+ogvy

comay,...,0p € Kevy,...,vp € R.

O conjunto R € linearmente dependente (L.D.), se existir um nimero finito de elemen-
tos
Vi,..., g €ER

e escalares o, ..., 0y € K, ndo todos nulos, tais que
avi+ ...+ oy = Oy.
Caso contrdrio, o conjunto R é linearmente independente (L.1.).

O conjunto R gera o espaco V se, para todo v € V, existirem (finitos) elementos
vi,...,vj € R eescalares o, ..., o € K tais que v = oqvi +...+ ov;.

Uma base de V é um subconjunto ordenado B C V que € linearmente independente e
gera V. Um espago vetorial V tem dimensdo finita, se possuir uma base com um nimero
finito de elementos. Caso contrdrio, ele tem dimensdo infinita.

Prova-se que “todas as bases de um espaco vetorial V de dimensao finita possuem o mesmo
ndmero de elementos” ([2], p. 4). Em visto disso, se tem a

Definicao 2.11 (Cf. [2], p. 5). Se B = {vy,...,v,} for uma base do espago vetorial V sobre
K, dizemos que V tem dimensao n e escrevemos

dimgV =n.

Se V ={0v}, V tem dimensao finita igual a zero.

Goza de papel preponderante o

Exemplo 2.4. Dadosi,jeN,com1<i<nel <j<m.
Seja P;j € My (C) a matriz definida por
1 se (rs)=(i,))

[?i ] =
Jlrs
0 caso contrario.
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Tem-se que o conjunto de n X m elementos
anm = {:PlbiPIZa cee 7?1m7' .. 7:Pn17iPn2a v 7ipnm}
é a base candnica do espago vetorial M, x,,(C) sobre o corpo C.

Por conseguinte, dim¢c M,,x,(C) =n xm. [ |

De acordo com Hefez e Fernandez [11],

[as aplicacdes] nas quais se estd interessado na Algebra Linear sdo [aquelas] cujos
dominios e contradominios s@o espacos vetoriais e que, além disso, preservam as ope-

racdes de adi¢c@o de vetores e de multiplicacdo de um vetor por um escalar (p. 110).

Nisto consiste a

Definicao 2.12 (Cf. [2], p. 2). Sejam V e W espagos vetoriais sobre o corpo K. Uma
aplicagao

T:V— W

satisfazendo
Tu+nv)=T(u)+nT(v)

para quaisquer u e vemV e 1 € K é chamada transformacdo linear ou aplicacdo linear.
Se V=W, também chamamos T de operador linear ou simplesmente operador.

Temos, pois, que, se T : V— W € uma aplicacdo linear, entao

T(Oy) = T(0- Oy) = 0-T(Oy) = O. (2.3)

Definicao 2.13 (Cf. [4], p. 114). Entende-se por isomorfismo do espaco vetorial V no es-
pago vetorial W uma aplicagdo linear 7 : V — W que seja uma bijecdo. Um isomorfismo
T : V— V é um automorfismo de V.

Definicao 2.14 (Cf. [4], p. 246). Seja V um espaco vetorial sobre K e sejaT : V— V um
operador linear. Um vetorv € V, v # Oy, é um autovetor de T se existe um escalar n € K
tal que T(v) = nv. Neste caso, 11 é um autovalor de T associado a v.

Prosseguindo com Bueno ([2], p. 80), ao conjunto dos autovalores de um operador linear
T : V— V di-se o nome de espectro de T e denota-se por ¢ (7).
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2.3 Determinantes e Sistemas Lineares

SejaA = [ T T } € M,,xn(C), expressa segundo suas colunas. A afirmagio feita no
prélogo deste capitulo quanto a fungdo

det : M,;xn(C) —> C
A — det(vi,...,vy)

diz respeito a “caracterizacdo axiomadtica feita por Weierstrass [segundo a qual] todas as propri-
edades dos determinantes podem, em principio, ser deduzidas das seguintes” ([13], p. 264):

1) det(vi, ..o, Vi +MViy ooy Vp) =det(vi, .oy Viyeony V) 1 det (v, ooy Viy o ovy Vn);
2) det(vi,...,v,) =0, sempre que vy = v;, parak, j € {1,...,n}, comk # j;
3) detJ, =1.

Por razdes de brevidade, optamos por omitir as provas dos trés proximos teoremas. Para
vé-las, remetemos o leitor a obra da qual eles sdo consignados.4

Teorema 2.1 (Cf. [13], p. 265). Se A € M,;xn(C) e B € M, x»(C), entdo

det (BA) = det B-det A.

Teorema 2.2 (Cf. [13], p. 265). Se A € M,,,(C), entdo det A # 0 se, e sé se, A € invertivel.

Teorema 2.3 (Cf. [13], p. 268). Se D € M;x,(C), N € M,y (n—r)(C), 0 € M) (C) €
Y € M(,—p)x(n—r)(C) entdo o determinante da matriz

A= {13 ]H € Myxn(C)

éigualadetD-det?Y.

Tendo chegado a este ponto, cumpre tratarmos do segundo topico ao qual devotamos esta
secdo, a comegar pela

4Considere ainda o Cap. 21 no qual o autor estende os resultados dos capitulos precedentes a espagos vetoriais
complexos.
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Definicao 2.15 (Cf. [4], p. 2). Dados os escalares ..., 0y, B em K, a equacdo
ox;+...+ o, =p 2.4)

onde os x; sdo varidveis em K, damos o nome de equagdo linear sobre K nas incdgnitas
X1y.oyXpn. S€by,...,b, € K sdo tais que

a1b1+...+anbn:ﬁ,

dizemos que a n-upla (by,...,b,) é uma solugdo de (2.4).

Podemos agora estabelecer a

Definicao 2.16 (Cf. [4], pp. 2-3). Um sistema de m equacoes lineares com n incognitas
sobre K é um conjunto de m equagées lineares sobre K, cada uma delas com n incdgnitas,
consideradas simultaneamente. Um sistema linear se apresenta do seguinte modo:

oxy + ... + apxy, = P
g. ) cun + o+ s = B
Opix1 + .. + OypXp, = ﬁm
Uma solugd@o de § é uma n-upla (by,...,b,) € K" que é solu¢io de cada uma de suas

equagoes. Se m = n, dizemos simplesmente que & é um sistema linear de ordem n sobre K.

Particularmente, se

11 O ... Oqpn
Oh1 Ohy ... Oby

Ol Oy .. Ogyup

entdo S escreve-se, equivalentemente, como

em que a matriz A dd-se o nome de matriz dos coeficientes de S.

Terminamos este capitulo, apresentando o método para o qual pretendemos dar uma inter-
pretacdo alternativa no plano complexo. Trata-se do
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Teorema 2.4 (A Regra de Cramer (Cf. [13], p. 265)). SejaA € M,,«,(C) uma matriz inver-
tivel. Dado b € M,,»1(C), indiquemos com o simbolo A[j; b| a matriz obtida de A quando
se substitui sua j-ésima coluna por b. A solugdo do sistema linear Ax = b, de n equagées a
n incognitas, é a matriz

x:[xl cee Xp }teM,,xl(C)

cujos termos sao

_ det A[}; ]

Xj= j=1,...,n.
J det A ) ] Y )
Demonstragdo. Seja A = [ VI ... Yy ], expressa segundo suas colunas. Entdo, a igualdade
n
Ax = b escreve-se sob a forma: b = Z xivk. Fixo jem {1,...,n}, temos
k=1

det A[j;b] = det(vy,...,b,...,vy)

n
= Zxk-det(vl,...,vk,...,vn)
k=1

= xj-det(vl,...,vj,...,vn)

= xj-det A,

jdque det(vy,..., v, ..., v,) =0, sempre que k # j. Logo, x; = det A[j; b]/det A. O



CAPITULO 3

TRANSLINEACAO HORIZONTAL DE
MATRIZES

3.1 Motivacao

Sejam a, b, ¢, d, p e g nimeros reais. Consideremos o sistema linear

ax+by=p

cx+dy=q

o qual, matricialmente, pode ser expresso segundo o produto

MINEHE

Recordemos agora, consoante Hefez e Villela ([12], p. 57), o fato de que “a identificacao
do ponto (x, y) do plano R? com o niimero complexo z = x 4 iy” estabelece, “recorrendo ao
seu conjugado 7 = x — iy”, um modo segundo o qual se pode exprimir as coordenadas x € y em
termos de z e zZ; a saber:

x:ﬂ%e(z):% e yzjm(z):lzglz. 3.1)

Segue-se dai, completam os autores, que “uma equacao com coeficientes reais nas varidveis
x e y pode ser reescrita, no plano complexol C, como uma equag@o em z e Z com coeficientes
complexos” (p. 57).

Queremos, entdo, reescrever, equivalentemente, cada equacio de § por meio das expressoes

sto 6, “o plano R? enriquecido com a estrutura complexa” ([12], p. 56).

35
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em (3.1). Nesse intento, para a primeira equagdo, observe que

ax+by = a<¥> -I—b(i;iz)

az+ az+ biz — biz
2

az—biz az+ biz
2 2

_ (a—zbi>z+ (a—Zbi)Z

= <a_2bi>(x+iy) + (a;bi>(x—iy).

Para a segunda equagdo, de modo andlogo, obtém-se

cx+dy = (c_zdi>(x+iy)+(czdl)(X—iy)-

Sendo assim, 8§ pode ser reescrito sob a forma

(a_zbi)(X+iy)+ (azbl)(x—iy) =p

e, dai, matricialmente como:

a—bi a-+bi
D) 2 xX—+1iy p
2 2

Diante do exposto, € natural definir as aplicacdes

T szz(R) — MzXZ(C)
a—bi a-+bi
[ a b ] 2 2
d|
¢ c—di c+di

2 2
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¢2M2X1(R) — szl(C)
X x—+iy

y x—1iy

a fim de haurir delas propriedades e invariantes que nos digam algo a respeito de 8, o qual passa
a ser escrito do seguinte modo:

T(A)-@(B)=n (3.2)

com A = {Z‘ Z} € Mo (R), B = H] € Mas1(R) e 1 = {ﬂ € M1 (R).

Neste ponto, observe que

a—bi a+bi
2 2
dett(A) = det
c—di c+di
2 2
1 a—bi a+bi
= Zdet
c—di c+di
1
= Z((a—bi)(c+di)—(a+bi)(c—di))
1
= Z(ac+adi—bci+bd—(ac—adi+bci+bd))
= l(2adi—2bci)
4
= 1 (ad—bo)
= 5la c
= i‘detA
= 3 )

Nesse sentido, em face ao Teorema 2.2, T (A) é invertivel, desde que A seja invertivel.

Seja agora 8¢ o sistema linear
t(A)-z=1 (3.3)

com z € Moy (C).

Supondo A invertivel, temos que 7 (A) também o é. Mais ainda, A ser invertivel implica que
8 possui uma tnica solu¢@o B € My, 1 (R). Com isso, tendo em vista a igualdade (3.2), segue-se
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que @ (B) € My 1(C) é solugdo de S;.

Por outro lado, 7 (A) ser invertivel implica que 8 ; também possui solugdo dnica z € My, 1 (C),
cujos termos, segundo a Regra de Cramer,” sdo

det 7(A)[j; N .
= =1,2.
YT T det T(A) =5
Resulta, entdo, que
() (B) =%,
isto €,
det 7(A)[1; ]
x+yi det 7(A)
— ) (3.4
X —yi det T(A)[2; ]
det T(A)
Particularmente, temos
. detT(A)[1; ]
Y T et o(A)
Por conseguinte,
a+bi
)
det p a+bi p a-+bi
c+di 1 det det
det t(A)[l;n] 7 75 B q c+di | q c+di
detT(A) fdetA B detA B idet A

E podemos, por meio da identificacio x +yi = (x,y), escrever’
p a+bi

det
q c+di
idetA

(xvy) =

E, com a discussao precedente, tem-se estabelecido o

Teorema 3.1. Sejama, b, c, d, p e g nimeros reais. Dado o sistema linear
ax+by=p

cx+dy = gq.

2Cf. Teorema 2.4.
3Posto que x € Rey € R, em vista de serem termos de 3, uma matriz real.
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SeA = [ Z Z } é invertivel, entdo a solucao de § é dada por
p a+bi
det
(5.y) = q c+di
YT et A
Demonstragdo. Efetuada. [

Noutras palavras, o resultado precedente torna exequivel a obten¢do, a um s6 tempo, de am-
bos os termos da solu¢c@o de um sistema linear de ordem 2 sobre R com matriz dos coeficientes
invertivel. Para tanto, ele nos impde simplesmente o labor de desenvolver um quociente no qual
constam dois determinantes em C, dispensando-se o uso de um terceiro, como exige o método
classico de Cramer. Note ainda que este labor pode ser feito sem grande preocupacdo, porque
ao final de tal desenvolvimento bastard olhar para as partes real e imagindria do que obtivemos,
ao que se distingird que incdgintas do par (x,y) foram determinadas.

Para fins de ilustracdo, segue o

2x + y =1
Exemplo 3.1. Seja §:
5x + 4 = 3.

Perceba que A = { ? 411 } ¢ invertivel, dado que detA =2-4—-5-1=3#£0.

O Teorema 3.1 nos diz, entio, que

1 2+4i
det
3 5+4i
 5+4i—6-3i
B 3i
e
3
1
3 3
1 n 1,
= -+l
3 3
1 1Y , - . .
Portanto, o par 33 € a solugao de 8, como se pode facilmente verificar. |

Nesta altura, convém dizer que o Teorema 3.1 é, a menos de simplificagdes adicionais, um
caso particular do que chamaremos de a Regra dos Termos Duais. Por isso, a fim de a externar
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em toda a sua generalidade, estendendo-a a sistemas lineares de ordem n > 2 sobre R cuja
matriz dos coeficientes seja invertivel, trataremos, primeiro, de generalizar as aplicacdes T e @
para espagos matriciais quaisquer.

3.2 Translineadora Horizontal do Espaco M, (C)

Dado m € N. Para principiar a generalizagdo da aplicacdo 7, de agora em diante, indicare-
mos por N, o conjunto {x € N : x < m}; e, em particular, por Ny o conjunto vazio &. Nesse
sentido, a defini¢do seguinte € o inicio do nosso intento.

Definicdo 3.1. Sejam € N. Dado o espago vetorial M ,,(C) sobre C. Dé-se o nome de
Translineadora do Espagco M, ,,(C) a aplicagdo

T<m> . M]Xm((C) — M]XM(C)
[aq] — (]

com d € Ny, definida por

( % se d=1 (mod?2)
=
W se d=0 (mod?2)
quandom =0 (mod 2), e
[ai] se m=1
Ty ([aa]) =
[ Ty ([aa] \ am) | am ] se m>1

caso contrdrio. Em que [a4) \ a,, denota a matriz 1 x (m — 1) obtida de |a,| pela eliminag¢ao
do seu ultimo termo.
A que chamamos 7, ([a4]) de a Linha Translinear de [a ).

Para ilustrar, temos o

Exemplo 3.2. Dadas as matrizes

A = [ ai } € Mix1(C),
B = [ a ap ] EMlxz((C),
C = [ ay ay az ] EM1><3((C),

D = [al a as a4]€M1><4((C).
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Segundo a Defini¢do 3.1, devemos ter, conforme seja

(i) m=1:
Ty (A) =ty (la1]) = [a1] = A.

(ii) 2=0 (mod 2):

T (B) = 1 ([ a1 a2 ])

~ [ o]

_ |:a1—ia(1+1) a(z_l)-i-iaz}
2 2

[ ay—iay aj+iar }
2 2 '

(iii) 3=1 (mod 2):

13(C) = [wy([a a])|a]

= [m(la a])lae]

ay—iay ap+iap
2 2

(iv) 4=0 (mod 2):

tw(D) = T (lar a2 a3 ai])

= [OC] O 03 OC4]

_ [ ai —ia(1+1) an-—1) +iay az —ia(3+1) a4—1) +iay :|
2 2 2 2

. ay—iay aj+iay az—ias az+iay
2 2 2 2 '

Note que, fazendo a; = a e a, = b no item (ii) do Gltimo exemplo, temos

to([a b])= { a—bi a+bi }

2 2

Mais geralmente, seja

A:[al a ... au—1 am}€M1><m(<C).
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Se m = 1, entdo o item (i) do Exemplo 3.2, nos diz que 7y € o operador identidade do espago
Ml x 1 ((C) .

Supondo, entdo, m > 1, hd dois casos a considerar a depender da paridade de m.

Se m =0 (mod 2), entdo

T<m><A) = ”L'<m> ([ ay ay ... aup—1 ap D
_ a) —iay aj+ia A1) —lam  A(u_1) T iam (3.5)
2 2 2 2 ' '
Por outro lado,
T<m>(A) = ‘L'(m)([ ay ay ... ap—2 ayp-1 Aapy ])
= [twy([@ a - an2 a1 ])|an]
_ | a—iay aitia Un-2) ~1m-1) Ym0 FTm-1) | 36
2 2 2 2 " '

caso tenhamos m = 1 (mod 2).

No que se segue, ja de posse da translineadora 7, do espago Mixm(C), aplicaremos a
noc¢do de linha translinear a matrizes em geral a fim de, dada uma matriz A em M, (C),
estabelecer o que chamaremos de a Matriz Translinear Horizontal de A, a qual poderd ser
determinada sob trés aspectos distintos, conforme se perceberd no decorrer desta e das duas
proximas segdes. O primeiro deles € delineado pela defini¢do a seguir.

Definicao 3.2. Sejamn € N e m € N. Dado o espago vetorial M, ., (C) sobre C. Damos o
nome de Translineadora Horizontal do Espaco M, ,,(C) a aplicacdo

Tinxm) * Mnxm(C) — Mnxm(C)
A — T(nxm}(A)

tal que, para cada j € Ny, a j-ésima linha de T, (A) € a linha translinear da j-ésima linha
de A.
A que chamamos T, (A) de a Matriz Translinear Horizontal de A.

Note que, de imediato, T(j ) = T, para todo m € N.

Exemplo 3.3. Seja

A= { ccl Z ] € My 2(C).
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Pode-se, a partir da Defini¢ao 3.2, escrever

) ([a b])

Tox) (A) =
) ([c d])

a—bi a-t+bi
2 2

c—di c+di
2 2

Particularmente, pondo acimaa =d = 1 e b = ¢ =0, chega-se a

1-0i 140
2 2
Tiax2)(J2) =
0—1i O+1i
2 2

Relembrando a aplicag¢do T definida na Se¢ao 3.1, temos que T = T,2) | Moo (R)-

Mais geralmente, seja

1 1
2 2
_i i
2 2

app a2 Ai(m—1) dim
A - . . . - Mnxm(c)
anl an2 Ap(m—1) Gnm
Procede da Definicao 3.2 que
Tim) ([ ar an Ai(m—1) Aim ])
T(nxm) (A) = :
Ty ([ @1 @2 oo @ty dum )
Perceba que, se m = 1, entdo
T(l)([all]) ahi
Tux1y (A) = | = =A
71y ([am]) an1
€ T(nx1) € 0 operador identidade do espago M1 (C).
Sejam > 1. Tendo m = 0 (mod 2), vale
ay —iayy an +iap Ay (m—1) —im  A1(p—1) +1a1m

2 2
Tinxm) (A> =
anl —lapy  apl +iay

2 2

2 2
an(mfl) — ldpp an(mfl) + iapm

2 2

para o que procedemos com cada linha de A como em (3.5).
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Por outro lado, se m = 1 (mod 2), prosseguindo como em (3.6), chega-se a

Ty ([ @11 @2 oo @2y @yu-1y ]) | @im
‘L'<m_1> ([ apl ap ... an(m_z) an(m_l) D ‘ Anm
[ a1 —iay  an +ian A1(m-2) — 1 (m—1) A1(m—2) T 1A1(m—1) ;
2 2 2 2 bm
apl — 4y  ap) +iag Ap(m—2) — ian(m—l) An(m—2) + ian(m—l) a
i 2 2 2 2 w

E itil notar em (3.7) que se pode escrever também

[ Tim—1) ([ an diz .- Aym-2) 91(m-1) D Alm
Tinxm) (A) = : :
Tlm—1) ([ apl Ap2 - Ap(m—2) Qp(m—1) D Anm
[ air a2 ... Aim-2) 41(m-1) Alm
= | Tux(m-1)) P : : : SN ERY))
i anl ap2 ... an(m,z) an(m,l) Anm

Nesse sentido, seja v, a m-ésima coluna da matriz A € M,,»,,(C). Se A \ v, denota a matriz
n x (m—1) obtida de A pela eliminac¢do da sua dltima coluna, a igualdade (3.8) se escreve do
seguinte modo:

Tinxm) Aa) = [ Tinx(m—1)) (A\vm) ‘ Vim } (3.9)

Em palavras, se m > 1 em =1 (mod 2), para determinar a matriz translinear horizontal de
A, basta-nos conhecer a matriz translinear horizontal de A \ v,;,, uma vez que, ao aplicarmos a
translineadora sobre a matriz A, a sua ultima coluna permanece inalterada.

3.3 Colunas de uma Matriz Translinear Horizontal

Seja A = [ajq) € Myuxm(C). Interessa-nos agora estudar as colunas da matriz translinear ho-
rizontal de A em face as colunas de A. Dado d € N,,. Sejam, de agora em diante, v; a d-ésima
coluna de A e V; a d-ésima coluna de 7/, (A).

E oportuno, ademais, definir o conjunto4

Np—1 se m=1 (mod?2)
Ap =
Nyn se m=0 (mod?2).

4Perceba que Aj =Nj_; =Ny = eque A, # & paratodom € N—{1}.
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De inicio, convém realizar tal estudo quando m = 0 (mod 2). Nesse caso, seja fixo d em
N, = A,,. Resulta das Defini¢oes 3.1 e 3.2 que

(i)d =1 (mod 2) implica

Va = [ajq4]

_[aja—iajatr
n 2

laja— iaj(d+1)]
2

aja] —ilajai)
2

Vd — Va4
= — 1
> (3.10)

(ii)) d = 0 (mod 2) implica
Va = [ajd]

~[4ja—) tiaja
o 2

[aj(a—1)+iaja]
2

aja—1)] +ilaja]
2

Va_1+ivg
= — 3.11
> (3.11)

em que j € N,,.

Seja qual for a paridade de m, € natural ainda definir os conjuntos

Ap[l]={x€Ay:x=1 (mod2)}

Apl0]={x€ A, :x=0 (mod 2)},

para os quais5

se tem evidentemente a reunido disjunta
A, = Ay [1]UA,[O].

E a discussdo precedente permite provar o

SE claro que se tem A,,[1] # @ e A,,[0] # @ para cadam € N —{1}.
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Teorema 3.2. Para cadad € N,,, temos que a d-ésima coluna da matriz translinear horizon-
tal de A € M, (C) € dada por
. .
% se d e Ayll]
V=
w se d € A,[0]
quandom =0 (mod 2), e
. .
% se d e Ayll]
Va = vdl; Y e de A,,[0]
\ Vin se d=m
caso contrdario.

Demonstragdo. Ha dois casos a ponderar segundo a paridade de m.

(i) Se m =0 (mod 2), o resultado segue do que fizemos para obter (3.10) e (3.11).

(ii) Seja, entdo, m = 1 (mod 2).

Param =1, temos A = v; e, dai, V| = T<nx1>(V1) =v.

Sendo Nj = {1} e A; = &, donde A[1] = A;[0] = @, o resultado se verifica neste caso.

Para m > 1, basta-nos recordar a igualdade (3.9), na qual se pode aplicar o item (i) a matriz
Tinx(m—1)) (A \ Vi), haja vistam — 1 =0 (mod 2). Tal igualdade, entdo, nos d

(Vg —ivay1

5 se delA,_[1]
Va = W se de€ A, 1[0]
Vin se d=m

\

Para terminar, perceba que A, | = N,,_1 = A,,. ]
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Nesta altura, temos o seguinte quadro: por um lado, a Defini¢do 3.2 nos ensina que a transli-
neadora horizontal 7, € uma aplica¢do que age sobre as linhas de uma matriz A € M, m(C)
dada; e, por outro, o Teorema 3.2 nos fornece uma reinterpretagdo desta translineadora dando-
nos um meio adicional aquela definicao para determinar a matriz translinear horizontal de A por
meio, agora, das colunas de A. Nisto consiste o segundo aspecto a que aludimos no decurso da
dltima secao.

—i

1 i
Exemplo 34. SejaA= |2 2 7 € M354(C).
1 6 3

N — 00

Perceba que
Ay =Ny ={1,2,3,4}

pois4 =0 (mod 2).

Segue-se, entdo, do Teorema 3.2, que

deA4[1]:»vd:”_T“’d“
e L
deA4[O]:>Vd:w.
Posto que A4[1] = {1, 3}, temos
SR
. 1 i 2
— 1 1 _
V=t —if 2| =5 22| = 1
1 6 1 —6i 1
[ 57
e
9i 7
2
. —i 8 —9i
_ 1 ! 1 _
m:%:i T—i| 1] =5] 70 | = Tl
3 2 3-2i 2
3
~—i
) i
Ao tempo que, como A4[0] = {2, 4}, decorre
S
. 1 i 0
1 1 i
,\72:\)1_’2_’”)2:5 2 | +il 2 — | 240 | = 1+
1 6 14 6i |
_§+3i_
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-
. —i 8 T7i
1 ! 1 ;
V4:v3zlv4=§ T il 1| =5] T+ | = all
3 2 342 2
3+_
- l
L 2 |
Portanto,
i 9 Ti 7
1 o -2 =
2 2
. o 1—1 T4+
Taxay(A)=[Vi Vo V3 Vy]=| 1—i 1+i 21 21 € M;354(C).
1 1 3 3
| 33 543 S—i S+

Queremos agora tornar mais pratica a obtenc¢ao da matriz translinear horizontal de uma ma-
triz A por meio das expressoes do Teorema 3.2 para o caso em que A é uma matriz real, isto €,
quando A € M, n(R), comn € Nem € N—{1}. Mais precisamente, delinearemos o modo
por meio do qual se poderd obter, pelo conhecimento de uma coluna de T, ) (A) cujo indice
pertenca a A,,, a coluna vizinha imediata desta.

Para isso, seja dado m € N—{1}. Repare que x € A, [1] = x+ 1 € A,,[0]. Para demonstrar,
comecemos por perceber que

xeAyl] & xeA, ex=1 (mod?2).
Seja, entdo, m = 0 (mod 2), donde A,, = N,,, com m > 2. Logo,
xeAyll] & xeN, e x=1 (mod?2).

Sendo x e m incongruentes modulo 2, € nitido que x # m. Isto garante que 1 <x <m—1 e, dai,
2<x+1<m ouseja, x+1 €N, =A,. Poroutro lado, x+1 =0 (mod 2), o que implica
x+1€ A,[0].

Para o caso em que m = 1 (mod 2), basta lembrar que A,, = A,,,_, de modo que
Am[l] = Amfl[l] € Am[o] = Amfl[o]- (3.12)

Recaimos, assim, no caso anterior, poism—1=0 (mod 2) em—1€N—{1}, em vistade m > 3.

Para cada m € N — {1}, é natural, diante do exposto, definir a func¢ao

Ap i Apll] — A, (0]
X — x+1

para a qual vale a
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Proposicao 3.1. A,, é uma bijecao.

Demonstragdo. De fato:

(i) Ay é uma injegdo. Porquanto, dados x € A,,[1] e y € A, [1], temos
An(x) =Ap(y) =x+1=y+1=x=y

(ii) Ay, € uma sobrejegdo. Para comegar, observemos que z € A,[0] = z—1 € A,[1].

Em virtude de (3.12), basta fazer o caso em que m = 0 (mod 2). No qual se tem
z€ Ay0] & z€N, e z=0 (mod 2).

Segue-se, dai, que 2 < z<m,donde 1 <z—1<m—1. Logo, z—1 € N, = A,,. Aliado a isto
o fato de que
z—1=0-1=2—-1=1 (mod 2),

chega-seaz—1 € Ay,[l].

Portanto, dado z € A, [0], tem-se z— 1 € A, [1], de sorte que Ayy(z—1)=(z—1)+1=2z. O

Tendo, entdo, em mente a Proposi¢do 2.6, estamos agora em condi¢des de enunciar e provar
o resultado prometido.

Corolario 3.1. Sejamn € Nem € N—{1}. Se'V, é a r-ésima coluna da matriz translinear
horizontal de A € M,,,»(R), entao

(i) V, ="V,y1, paratodor € Ay[l].
(ii) Vi ="Vj_1, paratodok € A,[0].

Demonstragdo. Para o item (i), observe, em face a Proposicdo 3.1, que r € A, [1] se, e s se,
r+1 € A,[0]. O Teorema 3.2 entdo nos diz, a despeito da paridade de m, que

Vi) =1 TVrel vt ivey g
2 2

VrJrl -

e, dai,

Vet ivepl vt Vil vt (_i)VrJrl _Vr= Wyl )
2 2 2 2 "
pois v, € v,41 sdo colunas de A, uma matriz real.

Vr—i—l —

Para o que falta, dado que k € A,,[0] se, e s6 se, k— 1 € Ay, [1], o item (i) nos dé

LOgO, Vk = (Vk) = vk—l- L]
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Como aplicagdo imediata do Coroldrio 3.1, temos o

Exemplo 3.5. Considere a matriz

20000
04000
A=1[10 0 6 0 0 | € Ms.5(R).
00O0Z8DO
0000 2
Posto que
2000 0
0400 0
Tsxs)(A)=| Tsxqy [ [0 0 6 0 0
0 0 0 8 0
0 00O 2

porque 5 =1 (mod 2), pelo que se tem também
As=Ns_; =Ny = {1,2,3,4}.

O Teorema 3.2 nos diz, entao, que

d € As[0] :{2,4};»\76,:@.
Logo,
2 0 2 ]
. 0 4 4i 2i
1 1
\72:”;’”:5 0 (+i|o||=5]0|=]0
0 0 0 0
0 0 0 0
e
0 0 0 0
. 0 0 0 0
1 1
\74=V37;’v4:5 6 |+i| 0| [=5]6]=]3
0 8 8i 4i
0 0 0 0

Neste ponto, em vista de a matriz A ser real, o item (i) do Coroldrio 3.1 nos dd
vr - Vr—i—l

para cada r € As[1] = {1, 3}. Quer dizer,

50
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Portanto,
1 1 0O 0 0
=2i 2t 0 0 O
T(5x5) (A) = [ V_z Vs V_4 V4 vs } = 0 0 3 30 €M5X5(C).
0 0 —4i 4 O
0O 0 0 0 2

Para uso posterior, estabelecemos a

Proposicao 3.2. Para todom € N, temos

#A[1] = #A,[0] = gJ .

Demonstracdo. Para comegar, provaremos que #4,,[0] = {%J para cada m € N.

Para isto, recorde que A,,[0] = {x € A, : x=0 (mod 2)}.

Logo, se m =0 (mod 2), entdo A,,[0] = {x € Ny, : x é divisivel por 2}.

E a Proposi¢io 2.4 nos diz que #4,,[0] = {%J .

Param =1 (mod 2), ha dois casos a considerar.

Primeiro, se m = 1, entao

#A1[0] =#2 =0= BJ

Segundo, se m > 1, trazendo a tona (3.12), temos que A,,[0] = A,,_1[0] e, dai,

#8,0[0] = #A,,1[0] = Lm;J _ ’";1 - %]

Em que as duas ultimas igualdades se devem a Proposicdo 2.5.

Para terminar, basta notar que #A,,[1] = #A,,[0] para cada m € N; porquanto, m = 1 implica
A1[1] = A[0] = @ e vale a Proposic¢do 3.1 para todom € N—{1}. O

3.4 Matrizes de Translineacao Horizontal

Para motivar os resultados subsequentes, considere a matriz

A= {‘cl Z} € Max2(C).

Recorde, agora, o Exemplo 3.3 e observe a identidade que procede do produto
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A Tpy0y(J2)

1 1
a b 2 2
c d ;
2 2
[ 1 i 1
a'§+b<—§> a §+b
1 i
_C§+d<—§> C §+d
a—bi a-+bi
2 2
c—di c+di
L 2 2
Tiax2) (A)

N | ~.

N =

52

Esta identidade € indicio de algo geral. De fato, toda matriz translinear horizontal se exprime
por meio de um produto de matrizes, de um modo a ser precisado e que se tornard gradualmente
evidente no decorrer desta secdo. Por ora, a verificacdo feita acima apenas destaca a matriz
translinear horizontal da matriz identidade e a sugere, dentre todas as matrizes quadradas, para

um estudo restrito.

Para principiar o estabelecimento do que afirmamos, de agora em diante, indicaremos por
e, a r-ésima coluna da matriz identidade J,,, para cada r € N,,.

entao

sem=0 (mod?2),e

caso contrdario.

eq—legyy
2

eq—1 tieq

eq—legyy

eq—1+iey

N

N

N

N

se

d e Ap[1]

d € Ay0]

d e Ap[l]

Lema 3.1. Dadod € N,,. Se £, € a d-ésima coluna da matriz translinear horizontal de J,,,
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Demonstracdo. Basta aplicar o Teorema 3.2 a matriz J,,. [

Podemos, tdo logo, dispondo do Lema 3.1, realizar uma descricdo simples da matriz trans-
linear horizontal de J,, no que diz respeito aos seus termos. Para isto, atentemos que, a despeito
da paridade de m, se tem

1
3 se j=d
eq — 1€ :
J 2
\ 0 se jé¢{d,d+1}
e
1
3 se j=d—1
eq—1+ieq .
dEAm[O]:[Sd]j:[T} - I3 se j=d
J 2
. 0 se j¢{d—1,d}
Nesse sentido, para m = 0 (mod 2), temos
S ;
3 3 0O 0 0 O 0 O
2L 0 0 0 o 0 0
2 2
1 1
0 O 3 3 0O 0 ... 0 O
0 0 -~ = 0 0 0 0
2 2
Tlmscm) (Im) = Lo € Mupsm(C). (3.13)
o 0 o o0 = = 0 O
2 2
0o 0 0 0 L1 0 0
2 2
11
o 0 o0 o0 o0 o - =
2 2
I i
i 0O 0 0 0 0 O 5 3
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Por outro lado, se m > 1 comm =1 (mod 2), entdo

11
S5 5 00 00 0 0 0
Py 0 0 0 0 0 0
2 2
11
00 5 5 00 0 0 0
0o 0 -~ L o0 o 0 0 0
2 2
TmxmyIm) =1 0 0 0 0 % % 0 0 0| €Mum(C). (3.14)
0o 0 0 0 —~ * 0 0 0
2 2
1 1
0 0 0 0 0 0 - 200
2 2
I 1
0 0 0 0 0 0 —5 5 0
0 0 0 0 0 0 .. 0 01|

Com o adendo de, nesse caso, termos &,, = ¢,.

Seja qual for a paridade de m € N — {1}, percebamos que a matriz Tlmxm) (Jm) € diagonal
em blocos, com {%J blocos® do tipo

1 1
22
| = Texe (2).
i
2 2
Porquanto cada bloco 7(5,2)(J2) de Tjuxm)(Im) € 0 contributo de cada par de colunas con-

secutivas (€4,E441) com d € Ay, [1], as quais perfazem um total de {%J pares.”

Lema 3.2. Seja A € M,y (C). Para cadad € N,,, vale
Aed =Vyq.

Em que e; é a d-ésima coluna de J,, e v;, a d-ésima coluna de A.

%Sendo m = 1 (mod 2), tem-se, além desses, o bloco [1] ao fim da diagonal de Timxm)(Jm) como contributo de
sua dltima coluna &,,.
"Para ver isto perceba que, enquanto d percorre o conjunto A, [1], seu sucessor d + 1 percorre A,,[0] em face &

bijecdo A, estabelecida na Proposicdo 3.1. E vale #A,,[1] = #4,[0] = {%J , de acordo com a Proposigdo 3.2.
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Demonstragdo. Fixo d em N,,. Tomando A = [ Vi oV } € M,xm(C), expressa segundo
suas colunas, e eg = [p;] € M1 (C), temos

m
Aey = Zvj-pjzvd
J=1

poispy =1ep; =0 para j #d. O

A afirmacdo feita ao inicio desta secdo diz respeito ao teorema a seguir, cujo enunciado
constitui o terceiro aspecto segundo o qual se podera determinar a matriz translinear horizontal
de uma matriz dada. Por meio dele, seremos ainda capazes de estabelecer fatos de singular
importéncia quanto a translineadora 7, situando-a, em particular, no cerne do estudo dos
operadores diagonalizdveis.

Teorema 3.3. Dadosn € Nem € N. Se A € M, »,,(C), entdo

Tinxm) (A) =A- Timxm) (jm)

Ao que dizemos que a MAtriZ Ty, ) (Jm) € am-ésima Matriz de Translineagdo Horizontal.

Demonstragdo. A prova consiste em mostrar que cada coluna do produto A - T, ) (Tm) € ex-
pressa tal como descreve o Teorema 3.2.

Nesse sentido, dado d € N, seja €4 a d-ésima coluna da matriz T, ) (Im)-

Temos, entdo, que
T(mxm}(jM) = [81 ces 8d Sm]
e, dai,
A'T<m><m)(jm> =A- [81 Sd Sm] = [Agl Agd A((:m]

Fixemos o olhar sobre a d-ésima coluna do produto acima. Para isso, evoquemos o Lema 3.1,
segundo o qual, a despeito da paridade de m, tem-se que

(i) d € Ay [1] implica

A&y = A(—ed_ée“l)

Aey —Aliegy1)

2
_ Aed — i(A€d+1)
2
Vd — Vg1

> (3.15)
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(i) d € A,[0] implica

AE; = A
o= At

eq—1+ ied)

Aeq_1+Al(ieg)

2

Aey +i(Aey)

2

2

Vi—1+ivg

56

(3.16)

Em que em (3.15) e em (3.16) utilizamos o Lema 3.2, a partir do qual, para o caso particular

emqued =m=1 (mod 2), se tem

Ay =Aey = vy
Por conseguinte,
( vd—ivd 1
a4 Tratl e
2
AE; =
Va_1+ivg .
L 2
quandom =0 (mod 2), e
. .
Vd — Wq41
R o SN
2
- Vg_1+iv
A&y d—1 d
2
Vin se

caso contrario.

d e Ayl]

d € A,[0]

Portanto, a d-ésima coluna do produto A - T, ) (Jm) é, consoante o Teorema 3.2, a d-ésima

coluna da matriz translinear horizontal de A para cada d € N,,, isto &,

A- Timxm) (Im) = Tinxm) (A).

Findando a prova.

]

Convém observar que a designagdo dada & matriz T, ) (Jn) deve-se ao fato de que o labor
de translinear uma matriz A € M,,,,(C) horizontalmente, como que, recai por inteiro sobre
Timxm) (Im). Posto que podemos fazé-lo mediante a multiplicagdo a direita por 7, ) (Jm), isto

€, segundo o produto A - T,y (Im)-
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Exemplo 3.6. Considerando a matriz A € Msys5(R) do Exemplo 3.5, o Teorema 3.3 nos dd

Tsxs)(A) = A-Tsx5)(Js)

1 1
- - 0 00
2 2
i
2000015 5 0 00
04000
= 00600 11
0 0 - =0
00080 2 2
000O02 P
0 0 —= = O
2 2
. 0 0 0 O 1]
1 1 0 00
-2 2i 0 0 0
= 0 0 3 30
0 0 —4i 4 O
0 0 0 0 2
[
Corolario 3.2. Para todas A € M,,,(C) e B € M,xp(C), vale
Tinxm) (AB)=A- Tirsom) (B).
Demonstragdo. Basta notar que
Tinxm) (AB) = (AB) “Timxm) (jm> =A- (B “Timxm) (jm)> =A- Tirxm) (B>
N

Os trés resultados seguintes sdo consequéncias imediatas do Teorema 3.3 e tornam a trans-
lineadora horizontal 7,,,, mais manejavel ao ser aplicada a matrizes particionadas em blocos.
Cada um, a seu tempo, serd indispensével adiante.

Corolério 3.3. SejamneN—{1}emeN. SereN,_j eA= [
D € Myxm(C) e N € M,_p)xm(C), entdo

]l\)] } € My,xm(C), em que

Tirxm) (D)

Tinxm) (A) =
T (n—r)xcm) (N)
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Demonstragdo. Basta ver que
Tinxm) (A) = A Timxm) (jm)

= [ 2 } “Timxm) (Im)
[ DTy (Tm) ]

L N - Timxm) (jm)
Tirxm) (D)

L T((n—r)xm) (N)

Dado m € N— {1, 2}. Para uso imediato e futuro, definimos o conjunto®

In={J€ENu_1:jJ=0 (mod 2)}.

Corolario 3.4. SejamneNemeN—{1,2}. Sej€dneA=][ D Y | € Myxn(C), em
que D € My ;(C) eY € M, (1n—j)(C), entlo

Tinxm) (A) = [ Tinx j) (D) ‘ Tinx (m—j)) (Y) ] .

Demonstragdo. Basta observar que

[ ey D) | Tasn—ipy V) ] = [ D7y (33) | ¥ Byt Om—5) ]
T ) (Jj) ij(m—j)
= [D 1]
0(’"—j) J T((m—j)x(m—j)>(jm—j)

80bserve que J,, # @, pois 2 € J,, para todom € N— {1, 2}.
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Corolario 3.5. Sejamne N—{1} eme N—{1,2}. SeA = 12 Z € M,xm(C), com

D e erj(C), Y € er(m—j) (C), N e M(n—r)xj((c) ek c M(n—r)x(m—j)(c)’ entao

Tiex jy (D) Tl (m—j)) (¥)

Tinxm) (A> =

Tn-r)j) N) | Tnr)x(m—j)) (E)

EmquereN,_jej€ Jn.

Demonstragdo. Procede sucessivamente dos Corolarios 3.4 e 3.3 que

Tpxm) (A) = :T<nxf><[§D T<”X<'”‘”>([HH

T<r><j> (D) T(rx(m*j)>(Y>

Ty yN) | Tneryx(m—j)) (E)
Ty (D) | Ty (¥)

T (n—r)x (m—)) (E)

L Tn—r)xjy(N)

Naturalmente, o Teorema 3.3 nos fornece a

Proposicio 3.3. 7., € um operador linear.

Demonstragdo. Sendo a translineadora horizontal 7, uma aplica¢do do espaco Myxm(C)
em si mesmo; basta-nos notar, além disso, que

Tinxm) (A+TIB) = (A+773) ) T{mxm)(jm) (3.17)
= A T(mxm)(jm) + (773) “Tmxm) (jm) (3.18)
= A- Timxm) (jm) +n (B’ Timxm) (jm))

= TUnxm) (A) +nT<n><m> (B) (3.19)
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quaisquer que sejam A e B em M,,,,(C) e nn € C.

Em que (3.17) e (3.19) se devem ao Teorema 3.3; e (3.18) se deve ao fato de o produto de
matrizes ser distributivo a direita em relacdo a adicao. 0

Nesta altura, nos ocuparemos em delinear 0 modo mediante o qual se poderd expressar
o determinante de uma matriz translinear horizontal quadrada em termos do determinante da
matriz da qual ela procede. Para tanto, comecaremos por obter o determinante da n-ésima
matriz de translineacdo horizontal. Nesse intento, seguem os dois proximos lemas. Para o
primeiro, € util observar, em face a (2.3), que

Tinxm) (Onxm) = 0y5m

para quaisquer n € Nem € N.

Lema 3.3. Sejan € N—{1,2}. Sen=r (mod 2), comr € {1, 2}, entdo

Tn—r)x(n—r)) Tn=r) | Om—r)xr

Tinxn) (Jn) =

0r><(nfr) T<r><r) (jr)

Demonstragcdo. Note, sendo n > 2, que se pode particionar a matriz J,, em blocos da seguinte
forma:

In—r 0(nfr)><r

0r>< (n—r) jr

Postoquen—r=0 (mod2)en—r e N,_,temosn—r € J,.

O Corolario 3.5, entao, nos da

Tn—ryx(n=r)) Tn—r) | Tn=ryxr) (O(u=r)xr)

T(nxn)(jn) =
L T(rx(n—r)) (Orx(n—r)) T<r><r> (jr)

Tn-r)x(n—r)) Tn=r) | Ou—r)xr

0r><(nfr) T{rxr) (ji’)



3.4 MATRIZES DE TRANSLINEACAO HORIZONTAL

Lema 3.4. Dadon € Z. Sen=r (mod 2), comr € {1,2}, entdo

"5+ l= 1)

Demonstra¢do. Sendo n—r =0 (mod 2), temos, a partir da Proposi¢do 2.5, que

)
—1
" > 0 se r=1
n—r n FJ _
LS
-2 2
- ) e =2
—1
nT NS r=1
\ g se r=2
= 3]
= |3/
Findando a prova.
Lema 3.5. Para cadan € N, tem-se
det Ty (9n) = (3) = (3.20)

Demonstragado (Inducdo completa sobre n).
Atentemos aos casos inicias.

Se n =1, entdo i
l' ES
det T(lxl}(:]l) =detdy=1= (5) ’ .
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Para n = 2, temos

1 1
2 2
detT<2X2>(32) = det
i
2 2
b ( i) 1
22 2/ 2
_ i+i
44
o
2
B (i')L%J
= (3 )
Suponhamos agora que, para todo s € {1,2,...,k— 1}, tenhamos

i

1)
det T<s><s><js) = <§> ’ .
Queremos mostrar a validade de (3.20) para k > 3. Seja, entdo, k = r (mod 2), com r € {1, 2}.

Procede do Lema 3.3 que

Tk=r)c(k—r)) Tk=r) | Ok—p)xr

Tyexk) (Tx) =

Orx(k—r) r<r><r> (JV)

Logo, o Teorema 2.3, a hipétese de inducdo, os casos iniciais € 0 Lema 3.4 nos dizem, su-
cessivamente, que

det Ty (Jk) = det Ty—pyx (k=) (Tx—r) - det Ty (I7)

i[9 iy L2
- )G

Estabelecendo a validade de (3.20) para k e, dai, para todo n € N. [
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Teorema 3.4. Sejan € N. Se A € M,,x,(C), entdo

det Ty (A) = (%) ] et a

n

Ao niimero (%) * damos o nome de Indice de Translineagdo de 7, ).

Demonstragdo. De fato, porquanto

detT<an>(A) = det (AT<an>(3n)) (3.21)
= detA - det Ty (Tn) (3.22)

= detf(nxn>(jn) - detA
i\ 3]
_ (5) det A. (3.23)

Em que (3.21) € devido ao Teorema 3.3; (3.22), ao Teorema 2.1; e (3.23), ao Lema 3.5. ]

Exemplo 3.7. Calculemos o determinante da matriz

1 1 0 0O

—2i 2i 0 00

D= 0O 0 3 30
0 0 -4 4 O

0O 0 0 0 2

Recordemos, para tanto, o Exemplo 3.6 a partir do qual se constata que D = 755 (A), em que

20000
04000
A=10 06 0 O
000Z8DO
0 00O02

Desse modo, dado que
detA=2-4-6-8-2=768,

o Teorema 3.4 nos diz que

det D = det 7(s..5)(A) = (%) H eta = (é)2~768 — 192,

Como queriamos calcular. |
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Procede ainda do Lema 3.5 a

Proposicao 3.4. A n-ésima matriz de translineacdo horizontal € invertivel para todo n € N.

Demonstragdo. Basta notar que

det Ty (3n) = (5) 7 #0

para todo n € N e, entdo, recordar o Teorema 2.2. O]

Neste ponto, cabe ponderar que a relevancia do Teorema 3.4 serd vista, em sua maxima
expressao, no Capitulo 5. L4, este resultado serd imprescindivel. Por enquanto, extrairemos
dele a seguinte consequéncia que nos serd igualmente util adiante.

Corolario 3.6. Se A € M,x,(C), entdo T, (A) € invertivel se, € s6 se, A € invertivel.

Demonstragdo. Recordando o Teorema 2.2, basta ver que

’)LZJ detA#0 < detA #£0.

det T(nxn)(A) #0 & <§

3.5 Automorfismo Diagonalizavel

De inicio, provaremos que a translineadora horizontal 7(,,,,, ¢ um automorfismo do espago
Myxm(C), a cujo propdsito faz-se necessério o

Lema 3.6. Sejamn, m € Ne A € M, »,»(C), temos
. -1
(i) Tinxm) (A) ) (T(mxm> (Jm)) =A.

(ii) T(mxm} ((T(mxm>(jm))il) =Jm.

Demonstragdo. De fato,

— A <T<m><m>(jm) (T (J’"))_l>
~1

= (A : T(m><m><jm)) ’ (T(mxm> (jm>)

Tinxm) (A) ’ (T(mxm> (jm))il :



3.5 AUTOMORFISMO DIAGONALIZAVEL 65

Ademais, T = (T (Tn)) " Tmsem) (Im) = Ty ((T<mxm> (Jm))fl)- O

Teorema 3.5. 7., € um automorfismo de M ;(C).

Demonstragdo. Basta-nos provar que Ty, € uma bije¢do, dado que se trata de um operador.

9

Para tanto, exibiremos a sua aplicagdo inversa,” a saber:

Ninxm) * Mnxm(c) — Mnxm((C)
A — A'(’L'(mxm)(jm))*l

Com efeito,
(n<n><m> © T(nxm)) (A) = n(n><m> (T<n><m> (A)>

= TUnxm) (A) ’ (T<m><m)(jm))_]

= A
em virtude do item (i) do Lema 3.6.
Mais ainda,
(Tpnscm) © Npasemy) (A) = Tpsem) (Minsemy (A))

= Ty (A (Tnsem) (Im)) ™)
= AT ( (s ) ™)
= A-9,
= A

haja vista o Corolério 3.2 e o item (ii) do Lema 3.6.

Portanto, 1,y = ”L'<_1 [

nxm)”

Decorre da prova do teorema precedente que

T(ZIX,@ (Jn) = (T(nxn> (Jn)) -

para todo n € N.

Em razdo do fato simples de provar de que uma aplica¢io f : X — ¥ é uma bijecdo se, e s se, existe /!
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Munidos das propriedades da translineadora horizontal 7., provaremos que ela € diago-
nalizdvel. Ao que convém a

Definicao 3.3 (Cf. [4], p. 254). Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Um operador
J 1 V— V se dizdiagonalizdvel se existe uma base de V formada por autovetores de 7.

Procede dai, consoante Hefez e Fernandez [11], que “se T é um operador linear em um
espaco V de dimensdo n, [entdo] T € diagonalizdvel se, e somente se, J tem n autovetores
linearmente independentes” (p. 219).!° Isto nos serd extremamente til, pois sabemos que a
dimensio do espaco vetorial M, (C) sobre C é!! igual a n x m.

Iniciamos o estabelecimento da nossa afirmacao a comegar pelo

Lema 3.7. 75 € diagonalizavel.

Demonstracdo. Recordando que

T<2> . M]XQ((C) — M]XQ(C)
2 2

com dimc M x2(C) = 2, basta-nos encontrar dois autovetores de 7 linearmente independen-
tes.

Queremos, a principio, que
vy ([a b])=n[a b]

para alguma matriz [ a b | # 0 e paraum certo ) € C.

Interessa-nos, equivalentemente, resolver o sistema

(a—bi)/2=na
(3.24)
(a+bi)/2 =nb.
Mas (3.24) equivale a
a—bi=2na (I1-2n)a—bi=0
— (3.25)
a+bi=2nb a+(i—2n)b=0.

101st0 deve-se ao fato de que “se a dimensdo de V € n, um conjunto com n vetores gera V se, e somente se, €
L.I” (Cf. [13], p. 30).
""Recorde o Exemplo 2.4.
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Perceba que 1) # 1/2, pois, caso contrario, teriamos a = b = 0. Nesse sentido, multiplicando a
segunda equacdo em (3.25) por —(1 —21) # 0 e, em seguida, somando-a a primeira, obtemos

(=(1=2n)(i-2n)—-i)b=0
a+(i—2n)b=0.
Isto é,

(—4n*+2(1+i)n —2i)b=0

(3.26)
a+(i—2n)b=0.
Dividindo a primeira equacio em (3.26) por 2, chega-se a
(=20 +(1+i)n—i)b=0
(3.27)

a+(i—2n)b=0.
Se b =0em (3.27), entdo a = 0. Portanto, devemos ter
—2n*+(1+in—i=0.

Resulta, entdo, da férmula resolvente da equagdo do segundo grau12 que

—(i+ 1) /(i+1)2—4-(=2)(—i)
2-(-2)

i+1FVi2+2i+1-8i
4

i+1F+—6i
4

i+1F(V3—iV3)
4

1FV3+ (1+V3)i
4

em que v —6i = V3 —iV3.

Logo, o espectro de 75y €

G(T<2>):{1—\/§+£1+\/§)i, 1+\@+4(1—\/§)i}‘

12¢f. [12], pp. 170-171.
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Se 1 € 0 (7)), entdo (3.27) resume-se a
a=(2n—i)b
e, dai, ao autovalor 1) de T12) estdo associados os autovetores
[2n—ib b]=b[2n—i 1]
com b € C—{0}.
Finalmente, se 1,12 € 0 (T3)), com 11 # 1, entdo o conjunto
B(ty)={[2m—-i 1],[2m—i 1]} (3.28)

de autovetores de 75y € L.L.
De fato, se x € C e y € C sao tais que

x[2m—i 1]+y[2m—i 1]=01,

entao

x(2m —i)+y(2n2—i)=0
(3.29)
x+y=0.
A segunda equacdo em (3.29) nos diz que y = —x, em virtude do que a primeira significa

x(2Mm —2m2) =0 < x(m —n2) =0.

Logo, x =0e, assim, y = 0. O

Note que a base obtida em (3.28) é3

B(%):{[ 1—\@—2(1—\@)1' 11, { 1+\/§—2(1+\/§)i IH

No préximo lema, denota-se por F; e F, os elementos de B (T<2>) C Mix2(C), na ordem
em que foram apresentados.

BNesse caso, tomamos

_1-VB34(14+V3)i

V34 (1-V3)i
1 = :

2 1

m

Ao que é interessante perceber que |1;| = 12| = 1/2.
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Lema 3.8. 7.7 € diagonalizavel.

Demonstragdo (Inducdo sobre n).
Sendo 7«2y = T(3), 0 caso base segue do Lema 3.7.

Suponhamos, entdo, que T(;.7) seja diagonalizavel para algum k € N, isto €, que exista uma
base de M2 (C) formada por autovetores de Tj, ), digamos

B (Txa)) = {A1, 42, ., A} € Mix2(C),

cujos autovalores relativos sio respectivamente pp, Pz, ..., Pz € C.

O passo de inducdo consiste em mostrar que o conjunto

B (T+1)x2)) = {D1: D2y, Doty Do 1, Do 1) € Mg 1)%2(C)

para o qual se define

( -A]
se 1< j<2k
01x2
D=
0r52
se 2k+1<j<2(k+1)
[ | Fj—ax

¢ constituido por autovetores de T((; 1)x2), bem como € L.I.. De fato:

(i) Para cada 1 < j < 2k, o Corolario 3.3 e a hip6tese de indugdo nos dizem que

Tlkx2) (A))

Tarnx2) (D)) =
L T<1><2>(01><2)

[ pjA;
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Analogamente, se j € {2k+1,2(k+ 1)}, o Coroldrio 3.3

Tlkx2

70

e 0 caso base fornecem

) (0x2)

i 1)x2) (D))
L T(1x2)

0y

| Nj—2k

Nj—2k

(ii) Sejam agora @, ..., 0p(x 1) € C tais que

2(k+1)
Z o Dj=0311)x2-
=1

Perceba que

2(k+1)

Z o;D

2(k+1)

ZajD + Z o;D

j=2k—+1

+

0152 Jj=

2%
Z oA
=

2(k+1)

Z oF ok

| j=2k+1

2(k+1)

Jj=

Fj

(

X2

=)

Fi ok

0k><2

Fj-2k |

nj-u%D;.

(3.30)

0k><2

2k+1 Fi o

0kx2

2(k+1)

Zanzk

2k+1
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Particionando o membro direito de (3.30) convenientemente, temos

2k 7
Z ajAj 0k><2
j=1
2(k+1)
T 0
Z aj?j—Zk 1x2
| j=2k+1 i
Por conseguinte,
2% 2(k+1)
Y A =0u0 e Y oF =01
j=1 j=2k+1

Mas, sendo B (T(ix2)) € B (7(2)) ambos L.I., conclui-se que
Q) =...= O = Oy = Op(i41) = 0.

Portanto, T/ y1)x2) € diagonalizavel e, assim, 7,,7) também o € para todo n € N. ]

Estamos agora em condic¢des de estabelecer o

Teorema 3.6. 7,,,, € diagonalizdvel.

Demonstragdo (Inducdo completa sobre m).

Fixando arbitrariamente n € N, provaremos que T/, ¢ diagonalizavel para todo m € N.
Comecemos por perceber que 7,1y € diagonalizavel, pois se trata do operador identidade do
espaco M,,«1(C). Neste caso, basta notar que cada elemento da base candnica de tal espago é
um autovetor de T, 1).

Se m =2, o resultado segue do Lema 3.8.

Suponhamos agora que, para todo s € {1,2,...,k— 1}, a translineadora Tinxs) € diagonaliza-
vel. Mostraremos que 7,y € diagonalizavel para k > 3.

Sendo k = r (mod 2), com r € {1, 2}, a hipétese de indugdo e os casos iniciais garantem que
Tlnx (k—r)) © Tinxr) $30 ambas diagonalizaveis. Sob este prisma, sejam

B (T (k—r))) = {AL -5 Ank—r) } € My (C)

B (T(nxr>) = {le, e ,fRnr} C Man(C)

as bases de M, (x—)(C) e Myx,(C) formadas por autovetores de T(, (x—r)) € T(nx ) respecti-
vamente.
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Sejam ainda p; € C o autovalor de 7, (r—)) associado a A; para cada j € Ny e Yy €Co
autovalor de 7, associado a R, para todo g € Ny,

Afirmamos que o conjunto

B (Tuxry) ={D1s- s Dotk—r)> Dutr—ry 115+ - Dk } € M (C)
definido por

[ Aj 0p | se 1<j<nlk—r)

[ Oux—r) Rjne—r) | se n(k—r)+1<j<nk

€ constituido por autovetores de (), bem como € L.I.. Decerto:

(i) Para comecar, perceba que k — r € Ji, posto que k —r =0 (mod 2) e k —r € Ny_;.

To logo, para cada 1 < j < n(k — r), o Coroldrio 3.4 nos diz que
) (D3) = [ Tty (A1) | Ty Oncr) ]
= [ piAj | Onxr |
= Pl A Oner ]
= pjD;.
De modo andlogo, se n(k —r) + 1 < j < nk, ento
Tosem) (D) = [ Tlaxctker)) Onsck=r) | Ty (Rjone—r) ]
= [ Ouxn) | Vientk=r)Rjon—r) |
= Yjicatk—r) | Onxk—r) Rjmnte—r) |
Yi—nk—r)Dj-

(ii) Por outro lado, sejam ..., o, € C tais que

nk
Z (Xj@jZOnxk. (3.31)
Jj=1
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Note agora que

nk n(k—r) nk
Y oD, = ) oD+ ) oD,
= =1 j=n(k—r)+1
n(k—r) nk
= L o[A O [+ Y [ O Riagen |
=1 j=n(k—r)+1
[ n(k—r) nk
= aj‘/qj 0, |+ 0n><(k7r) Z O‘ijjfn(kfr) ]
| Jj=I Jj=n(k—r)+1
[ n(k—r) nk
= Z OCJ'.A]' Z ajﬂQj_n(k_,) ] .
| j=1 Jj=n(k—r)+1

Particionando o membro direito de (3.31) adequadamente, chega-se a

n(k—r) nk
Y @A Y Ry ] = [ Ouxte—r) Onxr ]
Jj=1 j=n(k—r)+1
Entao,
n(k—r) nk
Z OCj.Aj = 0n><(k—r) € Z aj:Rj—n(k—r) =0,
j=1 j=n(k—r)+1

Nao obstante, o fato de B (T<n><(k—r)>) eB (T<nxr>) serem ambos L.I. implica que
ap=...= O‘n(kfr) = an(kfr)+1 =... =0y =0.

Sendo assim, T,y € diagonalizavel e, dai, 7(,,,) também o € para todo m € N.
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CAPITULO 4

TRANSLINEACAO VERTICAL DE
MATRIZES

Nestas linhas, estabelecemos a Translineadora Vertical do Espaco M, (C), na qual con-
siste a generalizacdo da aplicacdo ¢ definida na secdo que principia o capitulo anterior, e pro-
vamos tratar-se também de um automorfismo diagonalizdvel. No mais, as semelhangas entre
a translineadora horizontal 7, ¢ a que estamos por definir sdo notdveis e tais que, embora
uma nao seja a aplicacdo inversa da outra, ambas culminam em uma relacdo de invertibilidade
matricial que as interliga, conforme veremos.

4.1 Translineadora Vertical do Espaco M, x,,(C)

A translineagdo vertical repousa sobre a noc¢do de Coluna Translinear, que definimos a
seguir.

Definicdo 4.1. Seja n € N. Dado o espago vetorial M1 (C) sobre C. Dd-se o nome de
Translineadora do Espaco M, (C) a aplicacdo

(P<n> : Mnxl((c) — Mnxl((c)
xa]  — [2d]

com d € N, definida por
Xgtixgery se d=1 (mod?2)
4=
X(@—1)—ixq se d=0 (mod?2)

quandon =0 (mod 2), e
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[XI] se n=1

Oy ([xa]) = @1y ([xa] \ xn)

se n>1

\ Xn

caso contrdrio. Em que [x4] \ x,, denota a matriz (n — 1) x 1 obtida de [x,] pela eliminagcdo
do seu ultimo termo.
A que chamamos @, ([x4]) de a Coluna Translinear de [x,].

Para fins de ilustragdo, segue o

Exemplo 4.1. SejaX = [ i] ] € My« 1(C). Sendo 2 =0 (mod 2), a Defini¢do 4.1 nos permite
2
escrever

1 X1 +1ix(141) x1+ixp
Py (X) = = = € Max1(C).
{2 X(Z,I) —ixp X1 —ixp

Pondo acima x; = x e xp =y, temos

() -
Y X —1y
Recordando a aplicagdo ¢ definida na Segdo 3.1, vé-se que @ = @3) | Moy (R)- |

Particularmente, € claro que @1y = (1) e que, dessa forma, ¢y € o operador identidade do
espaco M 1 (C). Nesse sentido, dado n € N, com n > 1, consideremos a matriz

Se n=0 (mod 2), a Defini¢ao 4.1 nos diz que
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[ X1 +1ix ]
X1 —iX2

Py (X) = : € Myx1(C).
Xp—1 + Xy
Xp—1 — Xy

Supondo, alternativamente, n = 1 (mod 2), ela nos déa

X1 ~ _
X2 X1 +ix
Oin-1) : X1 — 10
Pn) (X) = n=2 = : . € Mpx1 (C)
| *n—1 | Xp—2 +1Xp—1
Xp—2 — Xp—1

Xn

Sado também trés os aspectos por meio dos quais se poderd determinar uma Matriz Transli-
near Vertical. A préxima sentencga encerra o primeiro deles.

Definicao 4.2. Sejamn € N e m € N. Dado o espago vetorial M, ., (C) sobre C. Damos o
nome de Translineadora Vertical do Espaco M,,,,(C) a aplicacdo

(P<n><m> : Mnxm(C) — Mnxm((c)
X — Plnxm) (X)

tal que, para cada j € Ny, a j-€sima coluna de @, (X) € a coluna translinear da j-€ésima
coluna de X.
A que chamamos @,y (X) de a Matriz Translinear Vertical de X.

Evidentemente, tem-se @1y = @), para todo n € N.
Exemplo 4.2. Procede da Defini¢do 4.2 que

ra) = [ea([o])|ea([1])]

[ 140 044l

| 1-i0 0-il
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Tendo alcancado este ponto, € oportuno considerarmos a matriz

X111 .-+ X1im
X = : . : € Mxm(C).

X11 X1m
Pinxm) (X) = | Pw) ce Q)

Xnl Xnm

Se n = 1, € imediato constatar que Q| (X) = X. Nesse caso, ®(1xm) € 0 operador identi-
dade do espago M, (C).

Seja, pois, n > 1 comn =1 (mod 2). Entio,

X11 X1m
Pln—1) Pn—1) ;
Plnxm) (X) = X(n-1)1 X(n—1)m
| Xnl Xnm i
[ X11 Xim |
On—1) : v @y :
_ X(n—1)1 X(n—1)m
i Xnl . Xnm |
[ X11 X1m i
Pl(n—1)xm)
— X(n—1)1 X(n—1)m
i Xn1 - Xnm i

Sendo ainda /,, a n-ésima linha da matriz X € M,,»,,(C) e X \ [, a matriz (n — 1) x m obtida
de X pela elimina¢do da sua ultima linha, podemos escrever:
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Pi(n—1)xm) (X\ln)
Pinxm) (X) = . 4.1)
In

4.2 Linhas de uma Matriz Translinear Vertical

Tendo em vista o segundo aspecto de determinacio de uma matriz translinear vertical, fixe-
mos notagdo. Dado r € N,,. Sejam, doravante, /, a r-ésima linha de uma matriz X € M,,,,(C)
e £, a r-ésima linha da matriz translinear vertical de X.

Teorema 4.1. Sejar € N,,. A r-ésima linha da matriz translinear vertical de X € N, x,(C)
é dada por

Lo +il,y1  se reA,[l]

L1 —il, se re A0
quandon =0 (mod 2), e

(I +il1 se reAy[l]

L,=X L_1—il, se reh0]

Iy se r=n

caso contrdario.

Demonstragdo. Seja X = [x,x] € Myxm(C). Paran =0 (mod 2), tem-se a reunido disjunta
N, = Ay[1]UA,[0].

Nesse caso, as Defini¢des 4.1 e 4.2 garantem, fixo r € N,,, que

(i) r € Ay[1] implica

Lr — [Zrk]
= [er + ix(r+1)k]
= o]+ [x(10]

= lr + ilr—H
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(ii) r € A,[0] implica

em que k € Np,.

Por outro lado, se n = 1 (mod 2), ha dois casos a considerar.

Paran =1, temos A[1] = A [0] = @. Mais ainda, X = e, daf, £1 = @1, (1) = 1.

Seja n > 1. Haja vista n—1 =0 (mod 2), a matriz. @((,_1)xm) (X \[x) em (4.1) situa-se no
caso ja provado. A igualdade (4.1), entdo, nos da

I +ily1 se reld, [1]

L, = l—1—1il, se rEAn_l[()]

L L, se r=n

Note, por fim, que A, | =N, =A,. l

Se estivermos lidando com matrizes reais, € possivel tornar a aplicagdo do Teorema 4.1 mais
pratica. A isto se presta o

Corolério 4.1. Sejamn € N— {1} em € N. Se L € a k-ésima linha da matriz translinear
vertical de X € M., (R), entdo

(i) L =Ly, paratodok € A,[1].

(ii) L4 = Lgy—1, paratodo q € A,[0].

Demonstragdo. A todo tempo, suporemos conhecida a Proposi¢ado 2.6.
Para o item (i), sabe-se, a partir da Proposi¢go 3.1, que k € A,[1] se, e s6 se, k+ 1 € A,[0].

Seja qual for a paridade de n, o Teorema 4.1 nos diz, entdo, que

Lir1 = lgerry—1 — i1 = le = ilgg 1«
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Desse modo,

Lir =+ (=)l = e+ (=) lv1 = b+ il = Ly

ja que [ e [y sdo linhas de X, uma matriz real.

Para o que falta, dado que ¢ € A,[0] se, e s6 se, ¢ — 1 € A,[1], o item (i) nos dé

Portanto, £, = (L4) = Lg4—1.

4.3 Matrizes de Translineacao Vertical

Lg-1=L-1)+1=Lq-

80

Para motivar o que se segue, seja X = [ i } € M, 1(C). Note, evocando os Exemplos 4.1

e 4.2, que

Ppx2y(2)- X =

Isto € o prentincio de um resultado mais forte, para o qual se faz necessario o préximo lema.

Nele e em tudo o que ha de porvir, dado r € N,,, denota-se por g, a r-€sima linha de J,.

_x—iy_

i1l x
—l_y

?12)(X).

|

9r:

quandon =0 (mod 2), e

caso contrario.

grtigri1

8r—1—18r

( &rt+igrii

8r—1— igr

N

se

N

se

N

re Ayll]

r e Ay0]

re Ayll]

r e Ay0]

Lema 4.1. Dado r € N,,. Se G, € a r-ésima linha da matriz translinear vertical de J,,, entao
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Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema 4.1 a matriz J,.

81

]

Busquemos, entdo, descrever a matriz (p<nx,,>(3,,) segundo seus termos. Nesse sentido, a

despeito da paridade de n, temos

re A1l = [G/]; = [gr +igr+1]; ‘

re An[o] — [9 ]] - [gr 1— lgr

Com isto, paran =0 (mod 2), tem-se

1 i 0 0 O
1 - 0 0 0
0 01 i O
0 01 -0
0 0 0 0 1
0 0 0 O
(00 0 0 0

~ O O O O

OO -

Por outro lado, se n > 1 com n =1 (mod 2), entdo

.N.OO

SO == OO
|

(p(nxn)(jn> =

el lellall g
O O O O
== O O OO

oS O
o O
oS O
oS O

~ O O O O

OO e

Com o adendo de, nesse caso, termos G, = g,.

S oo o o0

O = = e

(= elNelNo ool

[

S€

Se

S€

N

S€

N

S oo o oo

SO OO OO

Jj=r
j=r+1

JE{nr+1}

j=r—1
j=r

j%{r_lar}

€ M xn(C). 4.2)

€ M xn(C). 4.3)
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Seja qual for a paridade de n € N — {1}, constata-se! que ®(nxny(Jn) € diagonal em blocos,

com LSJ blocos? do tipo

{ i i-] = Ppx2) (92).

—1

Lema 4.2. Seja X € M,,»,(C). Para cada r € N, vale
gr- X =1.

Em que g, € ar-ésima linha de J,, e [, a r-ésima linha de X .

Demonstragdo. Fixo r em N,. Tomando X = | : [ € M, x,»(C), expressa segundo suas li-

nhas, e g, = [Br] € M;x,(C), temos
n
g X=) Blc=1
k=1
pois B, =1e B =0 parak # r. O

No préximo resultado reside o aspecto final para obtencdo de uma matriz translinear vertical.

Teorema 4.2. Dadosn € Nem € N. Se X € M, »,,(C), entdo

Plnxm) (X) = (P<n><n>(jn) -X.

Ao que dizemos que a matriz @,y (J,) € a n-ésima Matriz de Translineagdo Vertical.

S
Demonstragdo. Seja @pn (In) = | ¢ | € Myuxn(C), expressa segundo suas linhas.
Sn
Temos, entdo, que
91 S1-X
Oiuxmy(Tn) X =1 1+ |- X= : € Muxm(C).
Sn Gn-X

"Procedendo semelhantemente s matrizes de translineagio horizonal.
2Se n =1 (mod 2), entio, além desses, h4 o bloco [1] ao final da diagonal de Olnxcn) (In)-
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A despeito da paridade de n € N, procede dos Lemas 4.1 e 4.2 que
(i) r € Ay[1] implica

9r'X = (gr+igr+1)'X
= & X+i(gr+1-X)

— lr + ilr+1 .
(ii) r € A,[0] implica

G- X = (g-1—ig) X
= gr—l'X_i(gr'X)
= l_1—il,.

Nocasode r=n=1 (mod2),temos G, - X =g,- X =1,.

Basta agora notar, de posse do Teorema 4.1, que cada linha do produto @) (Jp) - X é, em
verdade, igual a linha de posi¢@o correspondente em @, ) (X). Isto estabecele a igualdade de
interesse. 0

Corolario 4.2. Para todas X € M,,.x(C) e Y € My, (C), vale

Pinxm) (XY) = Pinxk) <X> Y.

Demonstragdo. De fato,

Plnxm) (XY) = Plnxn) (Jn) - (XY) = (q)(nxn) (Tn) 'X) Y = Plnxk) (X)-Y.
O

Os trés resultados seguintes referem-se a matrizes particionadas em blocos e figurardo com
frequéncia adiante.

Corolario 4.3. SejamneNemeN—{1}. SekeN,_1eX=[ D Y ]| € M;xu(C), em
que D € M4 (C) e Y € M,y (u—i) (C), entéo

Pusemy (X) = [ Ppasciy (D) | s (m—iy (¥) ]
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Demonstracdo. Basta observar que

Plnxm) (X) = (P<n><n>(jn) X
= (p<n><n>(jn) [ DY }
= [ qD(nxn)(jn)'D ‘ (P<n><n>(3n)'Y ]
= [ @iy D) | Pusc(m—iy ¥) ]
Para o que segue, recorde-se que

In={j€Ny—1:j=0 (mod 2)}
paracadan € N—{1,2}.

Corolario 4.4. Sejamn e N—{1,2}emeN. Sejc g, eX = { z } € Mxm(C), em que
D € M;jxm(C) e N € M, j)xm(C), entdo

®(jxm) (D)

Plnxm) (X) =
®((n—j)yxcm) (N)

Demonstragdo. Basta ver que

®(jxm) (D) @ixjy(J;)-D

O ((n—j)xm)(N) O(n—jyx(n—j) (In—j) -N

P(jixjy (9) 05 (n))

L Oyxj | Plniyx(n—ip) Tn—j)

= Puxn) (jn) X

= Qluxm)(X)-
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Corolario 4.5. Sejamn e N—{1,2} eme N—{1}. Se X = g g

D e ijk((:), Ye ij(m—k)((c)a N e M(n—j)xk((:) eE e M(n—j)x(m—k) ((C), entao

€ M, »m, com

®(jxiy(D) ?jx(m—k)) (Y)

Plnxm) (X) =
@) k) (V) | O((n—j)x m—ic)) (E)

Emquek € N,,,_1 e j € .

Demonstracdo. Segue-se dos Corolarios 4.3 e 4.4 que

) = [t ([R]) e ([ £]) ]

@(jxi) (D) O (m—i)y(Y)

On—jyxky(N) | O((n—j)x (m—k)) (E)

@(jxk)(D) @ (m—r)) (Y)

O (n—j)xk) N) | O((n—j)x (m—rk)) (E)

Proposicao 4.1. ¢, € um operador linear.

Demonstragdo. Sendo a translineadora vertical @y, uma aplicacdo do espago M, m(C) em
si mesmo, € suficiente constatar, ademais, que

Plnxm) (X+ nY) = Qluxn) (Jn) ) (X+ TIY)
= Qluxn) (jn) X+ (P<n><n>(jn) ) (TIY)
= Onxn) (Jn) X410 ((p<n><n) (jn) 'Y)

= Puxm) (X) + NPinxm) (Y)
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para quaisquer X e Y em M,,»,,(C) e € C. O

4.4 O Elo entre as Translineadoras

As semelhancas entre as translineadoras horizontal e vertical sugerem que ambas comparti-
lham algum tipo de relagdo. E h4, decerto, algo que as une. Particularmente, vale

1
p—
| ~.
~.
—_
[\
~
N =

?2x2) (J2) - T2y (J2)

[\®)
N~

No mais,

?x1y (J1) Taxyy (1) =91 T =75,

As semelhangas, de fato, culminam em uma invertibilidade matricial. Nesse sentido, a fim
de a externar em toda a sua generalidade, destacamos os dois préximos lemas.

Lema 4.3. Sejan € N—{1,2}. Sen=r (mod 2), comr € {1, 2}, entdo

(p((n—r)x(n—r)> (Jn,r) 0(n—r)><r

Plnxn) (jn) =
0r><(n7r) ¢(rxr> (ji’)

Demonstragdo. Note, sendo n > 2, que se pode particionar a matriz J, em blocos sob a forma:

In—r O(nfr)xr

0r>< (n—r) jr
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Repare aindaque n—r=0 (mod2)en—r € N,_1,donde n—r € J,,.

Satisfeita a hipétese do Corolario 4.5, temos

(P((nfr)x(nfr» (jn—r) (p((nfr)xr> (O(nfr)xr)

Pinxn) (jn) =
(p<r><(n—r)> (Orx(n—r)) (P<r><r> (JV)

On—r)xc(n—r)) Tn—r) | O(n—r)xr

0r><(n—r) (p<r><r> (jr)

[
Lema 4.4. Dadon € N—{1,2}. Sen=r (mod 2),comr € {1, 2}, entdo
iy (97) - Ty (9)) 0)r
(p<n><n> (jn) ’ T(nxn) (jl’l) =
0r><j Pirxr) (jr) “Trxr) (Jr)
Emque j=n—r.
Demonstracdo. Evocando os Lemas 3.3 e 4.3, temos, pondo j =n—r, que
[ T (95) | Ojr Py (97) | Ojer
Pinxn) (jn) “Tnxn) (jn) =
0"><j Trxr) (ji’) 01’><j Pirxcr) (ji’)
KSR 0
| 0i’><j Pirxr) (Jr) “Trxr) (jr)
[

Encontramo-nos agora em posicao de provar o elo prometido.
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Teorema 4.3. A n-ésima matriz de translineacao vertical é a inversa da n-ésima matriz de
translineacdo horizontal para todo n € N.

Demonstragdo. Iniciemos por provar que

Plnxn) (jn) “Tnxn) (jn> =Jn 4.4)

para cadan € N.

Procederemos por indugdo completa sobre n. Para a qual os casos iniciais em que n € {1, 2} ja
tém sua validade atestada.

Suponhamos, entdo, que
Pisxs) (js) “Tsxs) (js) =T
paratodos € {1,2,....k—1}.

Interessa-nos mostrar a validade de (4.4) para k > 3. Seja, pois, k =r (mod 2),com r € {1, 2}.

Pondo j =k —r, o Lema 4.4, a hip6tese de indugdo e os casos iniciais fornecem

@ixiy (37) - Tixgy (9)) 0

Piexiy Ti) - Tiexry ) =
Or><j ) (JV) “Trxr) (JT’)

Tem-se, desse modo, estabelecida a validade de (4.4) para k > 3 e, dai, para todo n € N.
Evocando agora o Teorema 3.3, vé-se que (4.4), em verdade, significa:
Ty (P (Tn)) = T
para cada n € N. Logo,
Ty (Pouseny (Tn)) = In = Ty (TW”) (%)) :
Mas 7(,x,) € uma inje¢do. Assim,
Olnxcny (In) = T@,i@(%)

para todo n € N. [
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As translineadoras horizontal e vertical sdo ainda tais que vale a

89

Proposicao 4.2. 7,y € @) comutam entre si.

Demonstracdo. Se A € M, (C), entdo

<T<n><m> © (p<n><m>) (A)

Tnsem) (Pluscmy (A))
Olnxm)(A) * Tmscm) (Im)
(@prscny (Tn) - A) - Ty (Tm)
Pinxeny (Tn) - (A~ Ty (Tm))
Olnxny(Tn) - Tinxmy (A)
Py (Tnsem) (A))

((P(nxm) ° T(nxm)) (A)

4.5 Automorfismo Diagonalizavel

A esta altura, para provarmos que a translineadora @, ;) trata-se de um automorfismo do

espaco M, (C), convém o

(i) Tinxn) (jn) " Olnxcm) (X) =X.

(ii) Plnxn) (T<n><n> (jn)) =Jn.

Lema 4.5. Sejamn, m € N e X € M;,(C), temos

Demonstragdo. Repare que

(T<n><n> (jn) “Q(nxn) (j”)> X
T(nxn)(jn) ) ((P(nxn) (n) 'X)

Tinxn) (jn) L) (X)
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Ademais, J, = (P<n><n>(jn> “Tnxn) (Jn) = Pluxn) (T<n><n> (jn)) =

Teorema 4.4. ¢,y € um automorfismo de My xm(C).

Demonstragdo. Sendo @, um operador, a fim de lhe conferir o titulo de automorfismo de
M, xm(C), basta-nos exibir a sua aplicagdo inversa, qual seja:

ﬁ(nxm) : Mnxm((c) — MnXm((C)
X — Tinxn) (jn> X

Com efeito,

(ﬁ(nxm) © (p<n><m>> (X) = ﬁ(nxm) ((P(nxm) (X)) = Tnxn) (Jn) “Qlxm) (X) =X

em virtude do item (i) do Lema 4.5.

Por outro lado,

(¢(n><m> Oﬁ(nxm)) (X) = Puxm) (ﬁ(nxm) (X))

haja vista o Corolério 4.2 e o item (ii) do Lema 4.5.

Logo, ﬁ(nxm) = (p<:,1<m> [

As proximas linhas sdo devotadas a prova de que a translineadora vertical @,y € diago-
nalizdvel.

Lema 4.6. ¢, ¢ diagonalizavel.

Demonstracdo. Sabendo que

(p<2> :szl(C) — szl((C)
X x—+iy

y x—1iy
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com dimg M; 1 (C) = 2, é suficiente determinarmos dois autovetores de ¢(2) que sejam linear-
mente independentes.

Queremos, pois, encontrar uma matriz [ i 1 # 021 e € Ctais que @) ({ i }) =7 { § }

Isto reduz-se a resolver o sistema

xX+iy=nx
4.5)
X —1iy =mny.
Mas (4.5) equivale a
(1-m)x+iy=0
4.6)
x—(i+n)y=0.

Note que 11 # 1. Do contrério, terifamos x =y = 0.

Multiplicando-se, entdo, a segunda equacgdo em (4.6) por —(1 — 1) # 0 e, apés, somando-a
a primeira, chega-se a

(1=m)(@+n)+i)y=0
x—(i+n)y=0.
Isto é,
(—n*+(1—im+2i)y=0
“4.7)
x—(i+n)y=0.
Sey=0em (4.7), entdo x = 0. S6 se pode ter, portanto,
%+ (1—in+2i=0.

A férmula resolvente da equagdo do segundo grau, entdo, fornece

—(1—i)+/(1—i)>—4-(-1)-2i
2-(=1)

1—iFV1-2i+i2+8i

1 —iFV6i
2

1—iT (V3+iV3)
2

1FV3+ (—1FV3)i
2
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em que V6i =3+iV3.

Logo, o espectro de @) €

G((P<2>):{l—\/§—2(l+\/§)i, 1+\/§—2(1—\/§)i}.

Seneco ((p<2>), o sistema (4.7) resume-se a

x=(i+n)y.

Entdo, ao autovalor 1 de @) estdo associados os autovetores
(i+n)y | _ | i+n
y Lo

Sendo, pois, 1,12 € G (@12)), com 1y # N2, 0 conjunto

B(9p) = H o ] { e ” 8

de autovetores de @5y € L.L..

comy e C—{0}.

Para ver isto, sejam u € C e v € C tais que

u{ l+1nl :| —|—V|: e ] =0y1.
Segue-se disto que

u(i+m)+v(i+m)=0
4.9)
u+v=_0.

Como v = —u, a primeira equagdo de (4.9) nos dd u(n; — 1) =0.

Portanto, u = 0 e, dai, v = 0. OJ

Atente que a base obtida em (4.8) é

5 () :{[ (1—\/§+(11—\/§)i>/2 ] | (1+\/§+(11+\/§)i)/2 ] }
3NCSSC caso, tomamos
13— (1+V3)i 143 (1-V3)i
m= > n = 2 .

No mais, || = |n2]| =2.
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Para o préximo lema, designamos por V| e V, os elementos de B ((p<2>) C Max1(C), se-
gundo a ordem em que foram exibidos.

Lema 4.7. ¢, € diagonalizavel.

Demonstragdo (Inducdo sobre m).

Param = 1, basta ver que Q,.1) = Q2.

Suponhamos agora que @y seja diagonalizavel para algum k € N.

Seja, entdo, B (@pxp) = {A1, A2, ..., A} C Maxi(C), uma base do espaco Ma(C) for-
mada por autovetores de Q5,), com p; € C sendo o autovalor de @54 associado a A, para

i=1,2,..., 2k

Mostraremos que o conjunto
B (Qoxk+1)) ={D1,D2, -, Do, Do 1, Doy 1)} € Moy s 1) (C)

definido por
[.Aj 02><1} se 1< j<2k

D, =
[02><k Vj—Zk} se 2k—|—1<j§2(k—|—1)

¢ constituido por autovetores de @, (4 1)y, bem como € L.L. E o que se faz a seguir.

(i) Para 1 < j < 2k, o Coroldrio 4.3 ¢ a hipétese de indugdo fornecem
Py (D)) = [ @oxiy (A)) | @x1y (02x1) ]

= [ pjA; | 02x1 ]

= pi[A; O ]

= pjD;.
Analogamente, se j € {2k+1,2(k+ 1)}, o Coroldrio 4.3 e o caso base nos dizem que

Qs+ (D)) = | @iy (02xi) | @1y (Vi-ak) |
= [ Opux | Mj—2kVj—2 |
= Nk | Ooxk Vjok |

= Nj-%D;.
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(ii) Para o que falta, seja
2(k+1)
Z BiDj =02 (k1) (4.10)
com f3; € C.
Temos, entdo, que
2(k+1) 2(k+1)
Z BiD; = Z BiDj+ Z BiD;
J=2k+1
2k 2(k+1)
= Zﬁj [Aj Ot [+ ) Bi[ 0k Vo |
J= j=2k+1
[ 2% 2(k+1)
= | Y BiA; 05 02k Z BV ]
L J=1 j=2k+1
[ 2k 2(k+1)
= | Y BiA Z BiVi-ax
| =1 j=2k+1
Neste ponto, (4.10) significa:
2k 2(k+1)
Y BiA; Z BiVi—ak | =] 0x 02x1 |-
j=1 j=2k+1
Procede dai que
2k 2(k+1)
Y BiAj =00 e Y BVjo=001.
j=1 j=2k+1
Mas, B (@axx)) € B (@) sdo ambos L.L, donde
Br = ... = P = Pa+1 = Pos1) = 0.
Logo, @2 (k+1)) € diagonalizével e, assim, @5,y também o € para todo m € N. ]

Estamos, pois, em condi¢des de efetuar a prova do

Teorema 4.5. ¢, € diagonalizavel.

Demonstragado (Inducdo completa sobre n).

Fixando arbitrariamente m € N, provaremos que @, ¢ diagonalizavel para todo n € N.
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Para n = 1, basta notar que @, € o operador identidade do espago M xm(C), de modo que
cada elemento da base candnica de tal espago € um autovetor de @j ).

Tendo sido firmado o Lema 4.7, segue dele o caso n = 2.

Supondo que a translineadora @, ¢ diagonalizavel para todo s € {1,2,...,k— 1}, mostrare-
mos que Qi) também o € para k > 3.

Seja k =r (mod 2), com r € {1,2}. Tem-se que @(x_)xm) € P(rxm) S0 ambas diagonali-
zaveis, tendo em vista a hipdtese de inducao e os casos iniciais.

Digamos, entdo, que as bases de M)« (C) € My (C) formadas por autovetores de @((x—) xm)
€ (p(rxm> Sejam

B (QD((kfr)xm}) = {Alv- .- 7‘A(k7r)m} C M(kfr)xm((c)

B ((p<r><m>) = {:le- . 7:er} C Mer(C)-

Sejam ainda p; € C o autovalor de @) associado a A paracada j € N, e 0, € Co
autovalor de @, associado a R, para todo g € Ny,

Interessa-nos provar que o conjunto

B(@pexmy) ={D15- s Dk—ryms Dik—ryms15+ -+ Diom} € Misem(C)

definido por
( -AJ
se 1<j<(k—r)m
0,m
D;=
0k—r)xcm
se  (k—r)m+1<j<km
\ ij(kfr)m

¢ constituido por autovetores de @), bem como € L.L.

De fato:

(i) Iniciemos por perceber que k — r € Ji, posto que k —r =0 (mod 2) e k—r € Ny_;.
Dito isto, para 1 < j < 2k, decorre do Corolério 4.4 que
O(—r)cm) (A ) PiA;

(p<r><m> (0r><m) 0r><m
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Semelhantemente, se (k—r)m+ 1 < j < km, entdo

P(k—r)xm) (0(k—r) ><m)

Opxm) (D)) =

0(k—r)><m
= Oj_(k—r)m
R (k—r)m
= wj—(k—r)m®]
(ii) Para terminar, seja
km
Y BiDj =0k 4.11)
j=1

com f; € C. Resulta, desenvolvendo a soma a esquerda e particionando a matriz a direita, que

[ (k—r)m T
Y BiA,
J=1 O(kfr)xm
v L 0
Y BRirm
L j=(k—r)m+1 i
Isto nos da
(k—r)m km
Z ﬁ]'/q'] = 0(k—r)><m € B]:R]—(k—r)m = Oer.
J=1 j=(k—r)m+1

Tendo, pois, em vista que B ((p<(k_r)xm>) eB (qo<,><m>) sdo ambos L.I., temos
ﬁl == ﬁ(kfr)m = B(k*}”)”’l‘f’l == ﬁkm =0.

Portanto, @,y € diagonalizével e, daf, @) também o € para todo n € N. ]



CAPITULO 5
A REGRA DOS TERMOS DUAIS

Em que pese o desenvolvimento teérico das translineadoras 7, ) € @, x ) realizado anteri-
ormente, a este ponto, langaremos mao de tal aporte a fim de estudarmos o Sistema Translinear
Associado a um sistema linear dado. Nesse sentido, do primeiro, extrairemos fatos relevantes
a respeito do segundo relativamente, de inicio, ao seu nimero de solugdes e, logo apds, a sua
solucdo em si, quando esta existir e for Unica.

5.1 Sistemas Translineares

O resultado a seguir leva adiante e encerra o elo entre as translineadoras horizontal e vertical
denotado, a principio, no Teorema 4.3.

Teorema 5.1. Se A € M, (C) e X € M,;,x(C), entdo

Thsem) (A) - i) (X) = AX.

Demonstragdo. De fato,

AX = A-J,-X
= A-. <T(m><m> (Jm> . T<7ml><m> (Jm)> X
= (A~ Ty (O~ (G ) - X)
= (A Tusemy(Im)) - (Ppmcm) (Tm) - X) (5.1)
= Unxm) (A) “Olimxk) (X) (5.2)

Em que em (5.1) lancamos mao do Teorema 4.3; e, em (5.2), usamos os Teoremas 3.3 e 4.2. L[]

97
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Mais do que o teorema anterior nos serd importante, em breve, a seguinte consequéncia dele,
a qual, de resto, € de todo natural.

Corolario 5.1. Se A € M,,xn(C) e x € M,,x1(C), entdo

T(nxm) (A) ’ (p<m> ()C) = Ax.

Demonstracdo. Basta fazer k = 1 no Teorema 5.1 e usar o fato de que, para cada m € N, se tem
Pimx1) = Plm)- L

Guiados por (3.3), estabelecemos a

Definicdo 5.1. Dado o sistema linear Ax = b, designado por 8, para o qual A € M, (C),
x € Myux1(C) eb e My,«1(C). Ao sistema linear

Tinxm) (A) z=b

com z € M, 1(C) da-se o nome de Sistema Translinear Associado a 8 e denota-se por S.

Munidos do Corolario 5.1 e evocando as nota¢des da defini¢do precedente, gostariamos, a
tal ponto, de estudar o nimero de solu¢des do sistema linear 8 em relagdo ao nimero de solu-
coes do seu sistema translinear associado.

Para isso, € ttil perceber que se x € M, 1(C) é solugdo de 8, entdo
b=Ax= T(nxm) (A> ’ (P<m> (x)

€ Pim) (x), isto é, a coluna translinear de x, é solucdo de S;.

Reciprocamente, se z € M,;»1(C) é solugdo de S, entdo, sendo a translineadora () €M
particular, uma sobrejecdo, segue-se que existe x € My x1(C) tal que z= @, (x) €, dai,

b= Tinxm) (A) 2= Tnxm) (A) “O(m) (X) = Ax

e x, isto é, a matriz da qual z € a coluna translinear, € solucdo de 8.

Mais precisamente, vale o

Teorema 5.2. Para cada sistema linear S, sdo validas as seguintes sentengas:
(i) & possui uma tinica solucdo se, e somente se, S possui uma tnica solucao.
(ii) 8 ndo possui solugdo se, e somente se, S; ndo possui solugao.

(iii) § possui infinitas solugdes se, e somente se, S; possui infinitas solugdes.
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Demonstragcdo. Por simplicidade, lancemos mao das notagdes estabelecidas na Defini¢do 5.1.
Sejam ainda
W= {x€M,x1(C): Ax =0}

o conjunto solucdo de S e
P= {Z < Mle((C) . T(nxm)(A) = b}

o conjunto solucdo de S;.

Comecemos pelo item (ii). Queremos, entdo, provar que
W=0 & P=0g.

Nao obstante, isto segue do que se discorreu nos pardgrafos que antecedem este teorema, pois
do que 14 foi feito se pode concluir que

W40 & P#£0o.
Suponhamos, pois, W # & e [P # &. Para demonstrar os itens (i) e (iii), exibiremos uma bije-
cdo! entre W e PP
Nesse sentido, posto que x € W = @, (x) € P e, além disso, ¢, (x) € tinico para cada x € W;
¢ natural definir, para cada m € N, a aplicacio
Y, : W — P
X (p<m> (x)

Queremos agora mostrar que Y, € uma bijecdo. Com efeito,

(a) Y,, € uma injecdo. Porquanto, dados x € We y € W, se tem

Ym<x> = Tm(y) = (P(m>(x> = (p<m>(y) =X =)

Em que a ultima implicagdo deve-se ao fato de a translineadora ¢y, ser uma inje¢éo em parti-
cular.

(b) Y,, € uma sobrejecdo. Isto também vem do que discorremos anteriormente. Porque, dado
z € P, jd sabemos que existe x € W tal que z = @, (x) e, portanto, z = Y, (x).

Sendo assim, em vista da bijecdo Y,,, tem-se que W € unitdrio se, € somente se, P também
0 é; bem como, W € infinito se, e somente se, I’ também o é. O]

5.2 A Regra dos Termos Duais

Sabe-se desde o Teorema 5.2 que um sistema linear § possui solugdo unica se, e somente
se, 8¢ também o possui. Sob este prisma, o lema a seguir descreve o modo segundo o qual a
solucdo de S relaciona-se com a solugdo do seu sistema translinear associado. Nele ainda esta
o fundamento da Regra dos Termos Duais, a cujo estabelecimento ora damos inicio.

1Porquanto pode-se provar, veja Lima ([14], Cap. 1), que se f : X — Y é uma bijecdo, entdo X é finito se, e s6
se, Y € finito; tal como X € infinito se, e s6 se, Y € infinito. No primeiro caso, X e ¥ possuem o mesmo nimero de
elementos.
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Lema 5.1. Seja 8 a designagdo do sistema linear Ax = b, em que A € M,,»,(C) é invertivel
ebeM,;x1(C). Sex € M,,«1(C) éasolugaode 8 e z € M1 (C) é a solugdo do seu sistema
translinear associado, entao

Py (x) = z. (5.3)

Ao que dizemos que z é a Solugd@o Dual de S.

Demonstracdo. Evoquemos a bijecdo estabelecida na prova do Teorema 5.2, pondo m = n:
Y, : W — P
X @y (x),

emque W= {xeM,«1(C): Ax=>b} e P={z€ M,»1(C): ’L'<,,Xn>(A)z:b}.

Percebamos agora que, sendo A invertivel, a matriz x = Al b e M,x1(C) € a tnica so-
lucdo de 8. Por conseguinte, o Teorema 5.2 nos garante que #W = #P = 1. Portanto, se
W= {x} CMux1(C) e P={z} CMyx1(C), entdo Yy (x) =z, isto &, @ (x) = z. O

Os dois proximos lemas enxergam (5.3) termo a termo.> A comecar, a esquerda, com o

Lema 5.2. Se z; € 0 d-ésimo termo da coluna translinear de x = [x4] € M, »1(C), entdo

Xg+ixgr,  se d e Ayl]
4=

Xg_1—ixg se deA, [0]
sen=0 (mod?2),e

Xg+ixg, se de An[l]

Zd=1. Xq_1—ixg se de€ A0]

Xy se d=n

caso contrario.

Demonstracdo. Trata-se apenas de um caso particular do Teorema 4.1 quando se deseja olhar
para as linhas da matriz translinear vertical de uma matriz coluna. Aqui, sendo @, 1y = @,
para todo n € N, estamos, na verdade, olhando para os termos da coluna translinear de x. L]

2A exemplo do que se vé em (3.4).
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Antes de prosseguirmos, fixemos notagdo. Dado n € N—{1}. Sejam u e w em M,,»1(C) e
k € N,,_1. Em tudo o que ha de porvir, com o simbolo

Alk| (u; w)]

denotaremos a matriz obtida de A € M,,,(C) quando se substitui sua k-ésima coluna por u e
sua (k+ 1)-ésima coluna por w.

Tao logo, sendo 8§ tal como no Lema 5.1, enxergando (5.3) a direita, temos o

Lema 5.3. Dado j € N,. Sejav; a j-ésima coluna de A. A solu¢do dual de 8 é a matriz
7 = [z4] € M,x1(C) cujos termos sdo
(idet A|d|(vyg+ivy 1;b
[ ’(d:tA ar1:0)] se de Al
d =
idet Ald —1|(b;vg_1—ivy
{ [ d|e(t 1 ) se de A,0]
quandon =0 (mod 2), e
(idet Ald|(vg+ivgyi1; b
[ |(d;[A drl )} se deAyl]
idet Ald—1|(b;vy_1—1iv
T | d|e(tA wmtal d € Aq[0]
det A[n; b]
| T detA se d=n
caso contrdrio.

Demonstragdo. Inicialmente, sendo A invertivel, a matriz translinear horizontal de A também
o é, em virtude do Corolério 3.6. A Regra de Cramer’ nos diz, entdo, que a solugao dual de 8,
solucdo do sistema

Tinxn) (A)Z =D,
¢ a matriz z = [z4] € M,,x1(C) cujos termos sdo
o det Tinxn) (A)[d; b]
= det Tinxn) (A)

(5.4)

comd € N,.

3Cf. Teorema 2.4.
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Nosso trabalho resume-se, portanto, a desenvolver o quociente (5.4) no sentido de obtermos
as expressoes do enunciado.

Por ora, trataremos dos casos em que n € {1,2}, de modo que, a parte, faremos a prova do
cason = 3.

Mas, de agora, deve-se observar que (5.4) significa:

det Tinxn) (A)[d’ b]
id = .
(%) 3] det 4

(5.5

para todo n € N, em face ao Teorema 3.4.

Em razdo disso, quer agora, quer depois, despenderemos esforcos para desenvolver o nume-
rador em (5.5).

(i) Para n = 1, temos A[1] = A[0] = @. No mais, como T(; ) € o operador identidade do
espago M« (C), decorre, mesmo de (5.4), que

_ det A[1; b
47 et A

(ii)) Se n = 2, entdo Ay[1] = {1} e Ay[0] = {2}. Tomando-se, pois, A = [v| v2] € My 2(C),
expressa segundo suas colunas, temos

Tiax2)(A) = [Vi V2

em que V| = (vi —iv2)/2 e Vo = (vi +iv2)/2, de acordo com o Teorema 3.2.

Procede de (5.5) que

_det [b Vo] gdet [b vy +ivy)]

—idet [b vy +ivp] idet [v) +ivy D]
Zl = = =

fdetA  idetA det A det A

com [vi +ivy b :A[1|(v1+ivz;b)}.

Mais ainda,
det [V] b] %det [Vl —iv b] —idet [V] — iy b] idet [b V] — in]
sdet A sdet A det A det A
emque [b vy —iva] = A[1](b; vy —iv2)]. O

Definicfio 5.2. Dado j € N,,. Sejav; a j-ésima coluna da matrizA € M, (C). Para cada
d € A,[1], definimos
Nd =Vd +Va+1-
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Tendo alcancado este ponto, estamos em posi¢do de enunciar e provar o amago do presente
trabalho. Nele, concentramos nossa atencao aos sistemas lineares de ordem n > 2 sobre R, cuja
matriz dos coeficientes é invertivel.

Teorema 5.3 (A Regra dos Termos Duais). Sejan € N—{1}. Dado o sistema linear Ax = b,
designado por 8, com A € M,,»,(R) invertivel e b € M,,1(R). Se a matriz

x= [ X| ... Xp ]tEMnxl(R)
é a solugdo de 8, entio

idet A[d|(n4; b))
det A

(Xd, )Cd+1) -

paratodod € A,[1].

Demonstragdo. Seja @, (x) = [z;] € Myx1(C). Fixo d em A,[1]. O Lema 5.2 assegura que
20 = Xq+ixge1. (5.6)

Por outro lado, o Lema 5.1 garante que a matriz [z;] ¢ a solugdo dual de §; em face ao que, o
Lema 5.3 nos da

_idet Ald|(vg+ivay1s b))

= 5.7

“d detA -7)

Mas,
Xa +ixg 11 = (Xa, Xa11), (5.8)

pois x; € Rex;y1 € R, em vista de serem termos de x, uma matriz real.
Aliado a (5.6), (5.7) e (5.8) o fato de que g = vqy +ivyy1, chega-se a

( - idet A[d|(na; b))

Xdy Xd+1) = det A .
Conforme queriamos demonstrar. 0

Na Regra dos Termos Duais (doravante, R.T.D.), perceba que, se n = 0 (mod 2), entdo os
pares de termos consecutivos (xg, xz11), com d € A,[1], cobrem todos os termos de x. Caso
contrario, deixam de cobrir apenas o seu n-ésimo termo.* Neste caso, uma vez obtidos os

*Recorde que d € A,[1] = d+1 € A,[0]; e o fato de que
Ay [1JUA,[0] se n=0 (mod?2)
N, = (5.9)
A [NMUAL0lU{n} se n=1 (mod?2)

com as reunides acima todas disjuntas.
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n — 1 primeiros termos de x, para determinar o dltimo, basta escrevé-lo em fun¢do dos termos
ja conhecidos mediante alguma das equagdes de S. Note ainda que na R.T.D. figuram ao todo

n . - . , L. .
bJ + 1 determinantes’ e ndo mais 1 + 1, como o € na Regra de Cramer. Na pratica, serd de

interesse mesmo os casos em que n € {2,3}, sobre os quais nos deteremos no Capitulo 6.

5.3 Demonstracio do Lema 5.3 paran > 3

Nesta secdo, a menos que seja dito o contrdrio, fixamos arbitrariamente n € N — {1,2}.
Sejam, entdo, A € M, (C), b € M, x1(C) e k € N,,. De agora em diante, indicaremos com o
simbolo

[A ]

a matriz n X k obtida de A considerando-se apenas suas k primeiras colunas. Ao tempo que,

com o simbolo
[ATF

denotaremos a matriz n X k obtida de A considerando-se tao somente suas k ultimas colunas.

Retomaremos ainda a nota¢do introduzida no inicio da Se¢do 3.3 segundo a qual v; indica a
k-ésima coluna A e 'V, a k-ésima coluna da matriz translinear horizontal de A.

Atentemos, de inicio, que, se n =1 (mod 2), entao®

Tosen) (A) = | Tase(ne1)) (A\Vvn) | v |,

e, dai,
Tsen) (A) 13 B] = | Tusen—1)) (A\D) | b | = Ty (Aln: B]).
Sendo assim, para d = n, temos que (5.5) significa, evocando ainda o Teorema 3.4:

det Tinxn) (A[I’l; b])
()13 der a

in —

()12 det Afn: 1]
()13 ger

det A[n; b]
detA

3 A cada par (xg4, X441 ) corresponde o det A [d] (1143 b)]: ehd o det A, associado a todos os pares indistintamente.
No mais, sdo #4,[1] = gJ determinantes mais 1.

SRecorde a igualdade (3.9) pondo m = n.
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Seja qual for a paridade de n, nos compete, de agora em diante, tratar dos casos em que

d € A[1]UAL0].

Nesse intento, principiamos com o’

Lema 5.4. Dado j € A,[1]. A matriz translinear horizontal de A € M,,x,(C) particiona-se
em blocos do seguinte modo:

([ V1 Vo] | Tpuxa2y (TAT"7?) ] se j=1
Ty (A) = [ T (-1 ([ALj-1) | [V Via] | T (TATY) ] se l<j<n—1
\ [ T(nx(n—Z))(LAJn—Z) ‘ [Vn—l vn] ] se j=n—1.

Emquek=n—j—1.

Demonstragdo. Iniciemos pelo caso 1 < j <n—1.
Note, sendo —j > —n+1l,quek=n—j—1>n—n+1-1=0.

Pode-se, entdo, escrever:

A=[|Alj1 | [vjvim] | [ATF ]

Logo,

) (A) = [ Ty ([ALj-1) | Tuxry ( jvpma] [ TATF) ] (5.10)

= [ T o1y ([ALi=1) | T2y (v vi1]) | Ty (TATF) ] (5.11)

= | Ttiony (1AL1) | [V5 V5] | ey ([AT9) |- (5.12)

Sendo (5.10) devido ao Coroldrio 3.4, pois j— 1 € J,, jaque j—1=0 (mod2)e j—1 €N, _;.

Bem como (5.11), porquanto k+2 > 2 e 2 € Jy1 0, vistoque 2 =0 (mod 2) e 2 € Ny 1.

Por fim, (5.12) se deve ao Teorema 3.2, do qual se tem

Vi—1iv; Viia])—1 +1Vit1
T<n><2><[vj Vj+1}): j 2.1+1 (j+1) 12 Jj+ :[Vj Vj+1]

"Recorde (5.9) e observe que se j € A,[1] entdo 1 < j < n— 1, a despeito da paridade de n. Sendo j =n—1
apenas quando n =0 (mod 2).
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em razdo de j € A,[1] implicar j+ 1 € A,[0].

Analogamente, podemos escrever no caso j = 1:

A=[ [rival | T4 ]
E, dai,

Tinxn) (A) = [ T<n><2>([v1 VZ]) ‘ T(nx(an))(l—A—ln_z) }

= [ [Vi V2] ‘ Tlnx (n—2)) (W"‘z) ]
dado que 2 € J,,.

Por outro lado, se j =n — 1, temos ainda:

A= |A]i— ‘ Va1 va] |-

Desse modo,

T<”><"> (A) = [ T<7l><(n—2)><LAJn—2> ‘ 7:(n><2>([vn—l Vn]) }
= [ T(ﬂX(n—2)>(LAJn—2) ‘ Wn—l Vn] ]

poisn—2¢€Jy,emvistaden—2=n=j+1=0 (mod2)en—2 €N, _;.

106

matriz diagonal em blocos R, (j) € M,,«,(C) dada por

\

Emquek=n—j—1.

Definigdo 5.3. Seja j € A,[1]. Dd-se o nome de j-ésima Matriz Residual de T, (Jn) a

Ja 05 (n-2)

se j=1

| 02)x2 TY(n-2)x(n-2)) (FIn—2)

[T Gony (Tj-1) 0Gonxa 0G-1)xx

Rn(J) = 051 J2 025k se l<j<n—1
i O (i1 O Trxi) (Jk)
Tn-2)x(n—2)) Tn—2) On—2)x2 '
se j=n—1.
055 (n-2) I
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Lema 5.5. A matriz translinear horizontal de A € M,,»,,(C) se exprime segundo o produto

Tinxn) (A) :A[j‘ (Vj; Vj+1)} :Rn(])

para cada j € A,[1].

Demonstragdo. Comecemos por perceber que, se 1 < j <n—1, entdo

AIOVEVi)] = Al | [V V] | TATE ],

com k =n— j— 1. Por conseguinte,

= ALV V)] Ra(j) =

= [ Alj=1 | [V; V] | TAT* ] 021 Jr 02k =

O (j—1) 02 Tgexy (i)
= [ AL jm1 Ty -ny (3=1) | [V Vjea] 92 | TATE Ty (B) | =
= [ (1)) ([ALj=1) | [V) Vi] | Tusea (TATF) }= (5.13)
= Tnxn) (A) (5.14)
Sendo (5.13) devido ao Teorema 3.3; e (5.14), ao Lema 5.4.

De modo anélogo,

J2 055 (n-2)
A[L(Vi; V)] - Ra(1) = [ [Vi Vo] | [A]"? ]
0—2)x2  T((n—2)x(n—2)) (In-2)

= [ iVl %2 | TAT" % Tue2yxn-2)) (Tn2) ]
- [ [vl VZ] ‘ Tinx (n—2)) <[A—|n_2> }

= Tnxn) (A) .
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Mais ainda,

= An—1 (Vo3 V)] Rp(n—1) =

T2y (n—2)) Tn—2)  O(n—2)x2
- [ LAJn—Z ‘ [vn—l Vn] ] -
055 (n2) Vg

= [ A2 T—2)x(—2) Tn-2) | Va1 Va] -T2 | =

= [ T(nx(n—2))(LAJn—2) ‘ (Va1 Vil ] =

= T(nxn) (A) :
Findando a prova. O

Neste ponto, voltemos o olhar sobre o determinante de R, (). Poderfamos pensar, a prin-
cipio, que este nimero dependeria de cada valor de j € A,[1], posto que tal matriz depende de
J para ser obtida. Nao obstante, um vez tendo n fixo, o determinante das matrizes residuais de
Tinxn) (J,) é invariante em relacdo a j, conforme veremos. Antes, faz-se necessario o

Lema 5.6. Se j € A,[1], entdo
j—1 n—j—1| |n=-2
R |

Demonstragdo. Seja n = r (mod 2), com r € {0, 1}. Resulta do fato de j = 1 (mod 2) que
j—1=0 (mod2)en—j—1=r—1—1=r (mod 2). A Proposi¢ao 2.5, entdo, nos fornece

. . 5 + é se r=1
J— n—j— o
T -
—1 —j—1
\]2 né se r=0
.
-3
n2 se r=1
n—2
=0
| se r
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poisn—2=r—0=r (mod2). N

Lema 5.7. Para todo j € A,[1], tem-se

det Ro(j) = (-

Demonstragcdo. Seja 1 < j < n—1, aplicando o Teorema 2.3 duas vezes e evocando o Lema
3.5, temos, sucessivamente, que

det :Rn(]) = det T((—1)x(j—1)) (Jj_l) -det Jp - det Tlkxk) (Jk)

- ()"

poisk=n— j—1evale o Lema 5.6.

Analogamente, se constata, de imediato, que

. n—2
det R, (1) = det R, (n—1) = det T((,_2)x(n—2)) (In—2) -det I = (%) - J'

Lema 5.8. Se A € M,,«,(C) eb € M,,«1(C), entdo

21(%) 7 det A[d| (b; vy +ivgs1)] se d € Al

det Tinxn) (A) [d; b] =

2! <%> 7 det Ald — 1] (vg_1 —ivg; b)]  se d € A,[0].

Demonstragdo. Pondo j=d € Ay[1] no Lema 5.5, temos

Tiusen) (A) = Ald| (Vs Var1)] - Ru(d).
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Por conseguinte,
Tiuxen) (A) [d: b] = A[d| (b Vai1)] - Ru(d).
Entdo, o Teorema 2.1 € o Lema 5.7 fornecem sucessivamente:

det Ty (A)[dsb] = det Ald|(b; Vyy1)]-det Ry(d)

— (é) 7] det A[d|(b; Vai1)].

Por outro lado, o Teorema 3.2 nos diz que

Vid+1)—1 T Va1 vg+ivgy
Vi1 = > = o

haja vista d + 1 € A,[0]. Sendo assim,

|22]

det Ty (A) [ds b] = 27! (%) det A[d| (b vg +ivas1)].

Para o que falta, relembre a bijecio estabelecida na Proposi¢do 3.1, em razdo da qual se pode
por j+1=d € A,[0] no Lema 5.5, donde

Ty (A) = Ald — 1] (V13 Vq)]| - Ra(d — 1).
Com isso,
Tinsen) (A) [ds b) = A[d — 1] (Vg_13b)] - Ru(d — 1).
Temos, entdo, que

det Tjup (A)[d;b] = det A[d—1|(Vy_1;b)] -det Ry(d—1)
_ (i 122 ] .
- 5) det A[d —1](Vy_1: b)]

=
_ 21<%)L ’ JdetA[d—l\(vd,l —ivg; b)),
jaque d—1 € A,[1] implica

Vd-1 = WV@-1)+1 Vg1 —ivy
2 2 '
Findando a prova. [

Vi1 =

Lema 5.9. Para todo n € Z, tem-se
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Demonstragdo. Sejar € {0,1}. Sen=r (mod2),entdon—2=r (mod 2) e a Proposi¢io 2.5
nos diz que

(n—3 n—1

Por conseguinte,

Nesta altura, estamos ja de posse de todo o necessdrio para finalizar a prova do Lema 5.3.

Demonstragdo (do Lema 5.3 para n > 3).

Recordemos, de inicio, a igualdade (5.5) segundo a qual, a despeito da paridade de n, se tem

det Tinxn) (A)[d’ b]
Zd= - :
(%) 3] det 4

H4, pois, dois casos a ponderar.

(i) Se d € A,[1], entdo os Lemas 5.8 e 5.9 fornecem sucessivamente:

21 (4) 2] det A[d|(b; vy +ivys1)]
()13 der a

7-1 (%) |52 ][ 5] det A [d| (b;vg +l'Vd+1H
det A

—idet A[d| (b; vg+ivas1)]
det A

idet A[d|(vg—+ivgs1;b)]
det A '
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(ii) Se d € A,[0], entdo os Lemas 5.8 ¢ 5.9 nos dizem ainda que:

2*1(5) U2 der a[a
id =
)L

(3

[ — 1| (vg— 1—lVd,b)}
i det A

2 ()T L Ger Aa — 1) vy — ivar )]
det A

—idet A[d — 1] (vg—1 — ivg; b)]
det A

idet A [d— (b vg—1 — in)]
det A '

Conforme queriamos demonstrar. 0



CAPITULO 6
APLICACOES A SALA DE AULA

Neste capitulo, torna-se oportuno delinear o alcance das ideias tratadas ao longo do presente
trabalho a sala de aula. Para tanto, recorreremos a alguns problemas envolvendo sistemas line-
ares de ordem n sobre R, com n € {2,3}. Tendo em vista em [22] que

a Matemadtica pode ser ensinada de uma maneira mais “‘concreta” caso seus conceitos
sejam abordados tomando como ponto de partida um contexto. Isto ndo significa ne-
cessariamente principiar com um problema quotidiano. A Matematica se desenvolveu,

e continua a se desenvolver, por meio de problemas (pp. IX-X).

Nosso intento serd, portanto, o de resolver e discutir! tais sistemas sobre C de modo con-
veniente e econdmico, sob o respaldo dos resultados firmados nos capitulos precedentes e sob
condicdo de fazé-los avancar um pouco mais.

Nosso enfoque serd geométrico e algébrico. Sao duas as razdes. Primeira: “os ndmeros
complexos sdo (...) estudados no ensino médio (...) com uma abordagem algebrista e formal,
deixando de lado o seu aspecto geométrico, tao rico em aplicagdes” [19]. Segunda: “a adocado
de uma abordagem geométrica dos numeros complexos ndo exclui, € claro, o uso algébrico dos
complexos, que continuam sendo importantes por motivos algébricos™ [5].

Nas préximas linhas, esperamos, entdo, munir o professor de aplicacdes ndo usuais da 4al-
gebra e da geometria dos complexos a nivel de ensino médio, sem que nelas haja mencao a tais
numeros. Com efeito, “[a] falta de aplicacdes para os temas estudados em classe € o defeito
mais gritante do ensino da Matemdtica em todas as séries escolares” ([16], p. 157). “De resto,
as aplicacdes mais interessantes, durante todo o curso, sdo os exemplos e exercicios cujo objeto
principal ndo € o assunto que estd sendo tratado” (idem, p. 156).

6.1 Resolucao de Sistemas de Pequeno Porte

Nestas linhas, veremos que a R.T.D. confere mais praticidade a Regra de Cramer quando se
tem n € {2,3}, casos em que ela ji é, segundo Lima [13], um método que funciona bem.

'A discussio se restringird ao caso n = 2.

113



6.1 RESOLUCAO DE SISTEMAS DE PEQUENO PORTE 114

6.1.1 Ocason=2

Sendo

X1

- ] € Mpyi(R) e b= { fq’} € Mayxi(R),

temos
ax; + PBx2 = p
Ax=b <<= §:
Y1 + 6x2 = gq.

Posto que Ay =Ny = {1, 2}, tem-se Ap[1] = {1}.

Se A € invertivel, a solucdo de S é dada, segundo o Teorema 5.3, tomando d = 1, por

o+Bi p
idet
_idetA[1|(ni;b)] Y+68i ¢q
(x1,22) = det A - det A ©.1)

o+ Bi
visto que ] = vy +ivy =
Y+ Oi

Para fins de ilustracdo, segue o

Exemplo 6.1 (Lima:[15], p. 196). Uma liga £ contém 30% de ouro e 70% de prata e uma
liga £, tem 60% de ouro e 40% de prata. Quantos gramas de cada uma deve-se tomar a fim de
formar 100 gramas de uma liga com igual quantidade de ouro e prata?

Solugdo. Seja L a liga a ser formada. Se x e y denotam, respectivamente, as quantidades
em gramas de £ e L, presentes em L, entdo interessa-nos resolver o sistema

0,3x + 0,6y = 50
0,7x + 0,4y = 50.
0,3 0,6
Note que A = € My x2(R) é invertivel, pois

0,7 0,4

det A=0,3-0,4—0,6-0,7=0,12—0,42 = —0,3 0.
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Desse modo, a R.T.D. em (6.1) nos fornece

0,3+0,6i 50
idet
(x.3) 0,740,4i 50
'x7y - _0,3
B i[(0,340,6i)50 — 50 (0,7 +0,4i)]
- —-0,3
B i(15+430i — 35 —20i)
n -0,3
B i(—20+ 10i)
N —-0,3
. —10—-20i
- -0,3
100 200,
= —+—1.
3 3
Portanto, a fim de formar £, deve-se tomar 100/3 gramas de £ e 200/3 gramas de L. [ |
612 Ocason—=3
Sejam dadas as matrizes
a B vy X1 4
A= 0 6 ¢ EM3><3(]R),X: b)) €M3X1(R) e b= q €M3X1(R).
p U A X3 r
Segue-se, dai, que
ax; + Px2 + vz = p
Ax=b +— §: ox; + Ox; + €x3 = ¢

px1 + Ux; + Axz = r
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Para n =3, temos Az =N3_; =N, = {1, 2}, donde A3[1] = {1}.

Se A é invertivel, o Teorema 5.3 nos diz, entdo, parad = 1, que

o+PBi p vy

idet | 64+6i q €

idetA[1|(mn1;b)] p+ui r A
(x1,%2) = det A N det A ©.2)
o+ Bi

dadoqueny =vi+iv, = | §+06i
P+ i

Prosseguindo, temos o

Exemplo 6.2 (Lima:[16], pp. 99-100). O curso de Matematica no semestre passado teve trés
provas. As questdes valiam um ponto cada uma, mas os pesos das provas eram diferentes.
Jorge, que acertou 6 questoes na primeira prova, 5 na segunda e 4 na terceira, obteve no final
um total de 47 pontos. Fernando acertou 3, 6 e 6, totalizando 54 pontos. Por sua vez, Marcos
acertou 1, 7 e 5 questoes, atingindo a soma de 50 pontos no final. Ja Renato fez 5 questoes
certas na primeira prova, 8 na segunda e 3 na terceira. Qual foi o total de pontos de Renato?

Solugdo. Sejam x, y e z os pesos relativos a primeira, a segunda e a terceira prova respecti-
vamente. Para comegar, as informagdes dadas fornecem o sistema

6x + S5y + 4z = 47
S: 3x + 6y + 6z = 54
x + 7y + 5z = 50.

Perceba que a matriz dos coeficientes de S € invertivel. De fato,

det 75 15 17

—_ W A\

~ O\ D

wn AN B~
Il

6det{6 6}—5det[3 6}+4det{3 6}

= 6(30—-42)—5(15—6)+4(21—6)
= —72-45+60

—57
£ 0.
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Nesse sentido, a R.T.D. em (6.2) nos dé
6+5i 47 4

idet | 34+6i 54 6

() = 1+7i 50 5
xvy - _57
_i(—219+102i)
B —57
=102 -219i
B —57
B 34+73,
- 19 19"
porquanto
6450 47 4
54 6 3+6i 6 34+6i 54
det | 346i 54 6 | = (6+5i)det [50 5}—47det +4 det
1+7i 5 14+7i 50
1+7i 50 5
= (6+45i)(270—300) — 47 (15+30i — 6 — 42i) +4 (150 4 300i — 54 — 378i)
= (6+5i)(—30)—47(9—12i)+4(96 —78i)
= —180—150i —4234-564i+384 —312i
= —219+102i.
~ 34 ) - .
Sendo, entdo, x = 0 ey= o’ a terceira equagao de S nos permite obter
50—-34—-511 405 81
5z:50—x—7y:9 = Z

19 9 ‘1o

Portanto, o total de pontos de Renato foi igual a

5-34+8-73+3-81 997
19 19

~ 52,5.
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6.2 Ponto de Discussao

Nesta altura, s@o de interesse os sistemas lineares de ordem 2 sobre R, para os quais2 0
teorema a seguir fornece uma caracterizacdo distinta da usual que permitird discuti-los de um
modo relativamente simples.

Teorema 6.1. Sejam a, b, c, d, p e g nimeros reais, com q # 0. Considere o sistema linear

ax + by = p
§: (6.3)
cx + dy = ¢

do qual procede
a+bi
Z§ -

T otdi

Entao, sdo vdlidas as seguintes sentengas:

(i) zg ndo é real se, e somente se, & possui uma tnica solugao.

(ii) zg € real mas diferente de P se, e somente se, & ndo possui solugao.
q

(iii) zg éreal e igual a p se, e somente se, S possui infinitas solugoes.

Demonstragdo. A principio, atente que o Teorema 5.2 permite transferir a andlise do nimero
de solugdes de & para o seu sistema translinear associado, qual seja:

oz1+ 0z =p
St B
Bzi+PBz=q
emque o = (a+bi)/2e B = (c+di)/2.

Note agora que a® + b* # 0 significa que o # 0. Analogamente, 8 # 0.

Por conseguinte, multiplicando a primeira equagdo de 8; por B # 0; enquanto que, a segunda
por —& # 0; e, em seguida, somando-as, chega-se, equivalentemente, a

oz +0z=p
St
2(fa—ap)=pBp—ag.
2A exemplo de Lima [15], “salvo menc¢do explicita em contrério, fica convencionado que, ao escrevermos uma

equacio ax+ by = p, estaremos admitindo tacitamente que a® +b* # 0, isto é, que os coeficientes a e b nio se
anulam simultaneamente” (p. 193).
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Constata-se, pois, que

= o o
(a) 8¢ possui uma tnica solu¢do <= fa—aff #0 <— B # F

= = o o
(b) 8¢ ndo possui solugdo <= Ba—of =0, com Bp—0g#0 <— B = F # P
q
.. . - = _ = a o p
(c) 8¢ possui infinitas solu¢des <—= Ba—af =Bp—ag=0 < B = F ==.
q
Mas, sendo
o . a (a) .
ZS = — —_— = — = ZS’
B B \B
temos que
(i) § possui uma tnica solucdo <= zg #7g <= zg ndo é real.
(ii) 8 ndo possui solucdo <= zg =73 # p/q <= zg é real mas diferente de P
q
(iii) S possui infinitas solugdes <= zg3 =73 = p/q <= zg éreal eigual a P
q
Findando a prova. O

Como aplicagdo imediata do resultado precedente, segue o

Exemplo 6.3. Determinar o nimero de solugdes de cada sistema linear a seguir.

Ox + 6y = 1

(i) 81:
O + 4y =1

9+6i

Neste caso, zg, = 914
i

ndo é real, pois

T (zs)) = am (2161 OH) _ 36454 18
ST 49 4) T T2 T’

Entao, 8| possui uma tinica solucao.
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1
18 + 18y = 18
(ii) 82:
x 4+ vy =1
Em razdo de
18+18i  18(1+1i) =
g g :18 -,
T 1+i |

8 ndo possui solugao.

1331x — 968y = 121

(iii) 83:
Ix — 8 = 1
Posto que
1331968 121(11—8i) 121
ST o8 11-8 1
83 possui infinitas solugdes. [

Meditemos um pouco o tltimo resultado. Tradicionalmente, de acordo com Lima e Carva-
lho [18], “do ponto de vista geométrico, o sistema [S] tem uma tnica solu¢do quando as retas
dadas® sdo concorrentes, nenhuma solugdo se elas sdo paralelas e uma infinidade de solugdes
quando essas retas coincidem” (p. 56). Nao obstante, o Teorema 6.1 nos ensina algo mais
simples. Ele assegura que, para discutir o sistema 8, devemos tdo somente olhar para um tnico
ponto do plano complexo, qual seja:

B a+bi
Cc+di’

78 (6.4)

Nesse sentido, o item (i) do Teorema 6.1 significa, geometricamente, que zg nao pertence
ao eixo Ox se, e sO se, S possui uma Unica solu¢do, conforme a Figura 6.1.

No plano complexo, tracemos ainda a reta vertical

(6.5)

Tao logo, o item (ii) significa que zg € Ox mas zg ¢ r se, e sO se, S ndo possui solugdo (veja
a Figura 6.2).

3Recordando da Geometria Analitica que cada equagdo de 8 representa uma reta no plano R,
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Oy
zs
°
0 Ox
Figura 6.1 S possui uma tnica solucéo.
Oy 1
zs
o
riz="2 Oz
q

Figura 6.2 S ndo possui solugao.

Finalmente, o item (iii) quer dizer que zg € OxNr={(p/q,0)} se, e s se, 8 possui infi-
nitas solucdes, consoante a Figura 6.3.

Por essas razdes, dd-se a zg o nome de Ponto de Discussdo de §. Mas que ponto € zg em
(6.4) explicitamente? Vejamos, multiplicando e devidindo por ¢ — di, resulta que

(ac+bd) — i(ad—bc)'

8 = C2+d2 (66)
Pondo A = { ccl Z ], u=(a,b)=a+biev=_c,d)=c-+di, (6.6) assume a forma
—idetA
2y = ) —idetA 67)
V]

Em que (u,v) denota o produto interno entre u e v definido por (u,v) = ac + bd.

A identidade (6.7) por si s6, além de unificar conceitos estudados em geral isoladamente,
dota de grande sentido o emprego algébrico dos complexos. Naturalmente, em posse dela, o
professor tem em maos uma excelente oportunidade para retomar ideias, consolidar outras e,
em suma, de expressar em uma linha o carater unificador de que goza a Matematica.
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Oy

zs

Figura 6.3 S possui infinitas solucdes.

Sejam fixos p € R e ¢ € R —{0}. No intuito de discutir o sistema 8 de maneira dindmica,
podemos enxergar o comportamento de zg ao variarmos os complexos u € v, pondo, lado a
lado, dois sistemas de eixos ortogonais. Nisto consitird a proxima se¢ao na qual tornamos isto
possivel mediante o software GeoGebra.* Na pratica, com ele o aluno poderd, por conta, além
de discutir 8, constatar os seguintes fatos:

1) zgérealse,esOse, vé mliltiplo5 de u ou u € multiplo de v. De fato, evocando (6.4) zg ser

real significa que u/v = € para algum € € R —{0}; o que, por sua vez, equivale au =€ - v,
ou ainda, av = e L. u, posto que u e v sdo, por hipétese, ambos nao nulos.

Oy O/y/

u=a+bi
o

O v=c+di

Figura 6.4 zg é real se, e s6 se, u e v sao multiplos.

2) zg ndo éreal se, e so se, v ndo € multiplo de u e u ndo € multiplo de v, pela contrapositiva
do item (1).

4Segundo Friske e Mathias [7], o “GeoGebra é um aplicativo gratuito de Matemdtica Dindmica que retne
recursos de geometria, dlgebra e célculo”. O software é, de fato, bastante ttil. A exemplo, todas as figuras que
compdem este trabalho foram feitas com ele pelo Autor.

SDiz-se que “um vetor v é miiltiplo do vetor u se existe € € R tal que v = £ -u” ([6], p. 31).
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3) Re (zg) =0 se, e s6 se, u e v sdo perpendiculares. Com efeito,

Re (z5) =0 & <|L:|‘2}> =0< (u,v)=0

e “dois vetores sao perpendiculares se e sé se seu produto interno € zero” ([6], p. 40).

Oy oy
v=c+di
o

idet A o'x

o
u=a+bi

Figura 6.5 PRe (zg) =0 se, e s6 se, u e v sdo perpendiculares.

6.3 O Ponto zs no GeoGebra

Para efetuar a construcao prometida, elencamos alguns passos a serem seguidos.

1) Iniciemos por definir a origem O, pondo

Entradaj 0=(0,0) o |

2) Selecione a ferramenta Vetor Definido por Dois Pontos, determinando dois vetores ndo
nulos u = (a,b) € R* e v = (c, d) € R?, ambos com extremidade inicial em O.

. [N 9 4‘7| o asz Mover Janela de Visualizagédo
[ & @ ABG ! a1 : .
’/{7 | | o ®7 ~y xv 7| | Arraste a janela de visualizagdo ou um eixo (Shift +
/ Reta definida por Dois Pontos
/ Segmento definido por Dois Pantos 7
,"/' Segmento com Comprimento Fixo 6
' Semirreta Definida por Dois Pontos A
5
‘5: Caminho Poligonal
> B
4
/ Vetor Definido por Dois Pontos
-,/' Vetor a Partir de um Ponto 3 u
2
v
1
0
5 4 3 2 1 0Ofo 1 2 3 4 5 3 7 8 9
-1

Figura 6.6 Vetor Definido por Dois Pontos.
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3) Tendo selecionado u e v a um s6 tempo, dé um clique com o botdo direito do mouse, indo,
apos, em Propriedades. Na aba Algebra, escolha a op¢ao Nimero Complexo.

ObJPemS FPDS\QED | Algebra | Avancado |

¢ Ponto aai ’

S A Bésico r Cor r Estilo ‘
’ g Coordenadas: |Coordenadas Cartesianas ‘v
]

& Vetor ICoordenadas Cartesianas
Ju Coordenadas Polares
iV INdmero Complexo

4 Apagar H Restaurar Configuracéo Padréo ‘ ‘ Fechar

Figura 6.7 Mudando as Coordenadas.
4) Interessa-nos agora pOor os complexos u € v na forma polar.

Comecemos por determinar o médulo de cada um. No GeoGebra, presta-se a isto o
comando cuja sintaxe €

Entrada:’ Comprimento[ <Vetor> ] o ‘

Na Entrada, escreva, pois,
Mu=Comprimento[#] ¢ Mv=Comprimento[v]

um por vez.

5) A fim de usar o comando Angulo[ <Vetor>, <Vetor> ] para obter o argumento principal
de u e de v, introduzamos o vetor unitario e, pondo

Entradaj e=Vetor[0,(1,0)]  « |

Na Entrada, pode-se, entdo, escrever?

a:Angulo[e, u] e ﬁ:Angulo[e, v]

um por vez (a Figura 6.8 contém o resultado destes comandos).

6) Com isso, temos u =Mu(cos(a) +isin(a)) e v=Mv(cos(f)+isin(f)). E dai,

a=Mu-cos(a), b=Mu-sin(a),
c=Mbv-cos(f), d =Mv-sin(f3).

Na Entrada, digite cada igualdade acima, uma por vez.”

%Para ter acesso ao alfabeto grego, basta clicar sobre o icone & no canto direito da Entrada.
"No GeoGebra, indica-se uma multiplicacio pelo sinal de asterisco (*), ou ainda, deixando-se um espaco
simples entre os fatores.
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Janela de Algebra = & x

= Objetos Livres
9A=(17 4.9)
2B = (8, 4)
20 =(0, 0)

= Objetos Dependentes
o Mu =519
o Mv = 8.94

Figura 6.8 O vetor unitdrio e, o argumento principal o de u e 3 de v.

Janela de Visualizacdo
6
5 A
4
3 u
2
v
1 o
o B
3 2 1 0fo =1 2 3 4 5
-1

10

125

7) Queremos, entdo, inserir um segundo sistema de eixos ortogonais. No menu Exibir, sele-
cione a op¢ao Janela de Visualizagao 2.

Exibir\ Disposicdes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

® | Eixos
o I Malha

21

o

Janela de Algebra
Planilha

Ctrl+Shift-A
ft-S

®  Janela de Visualizagéo Ctrl+Shift-1
O Janela de Visualizacéo 2 Ctrl+Shift-2
I Protocolo de Construgéo Ctrl+Shift-L

o

Teclado

Campo de Entrada
Barra de Ferramentas

Barra de Navegacé&o para Passos da Construgéo

& Atualizar Janelas

Figura 6.9 Um segundo sistema de eixos.

Recalcular Todos os Objetos

8) Tendo em mente o sistema & em (6.3), falta-nos apenas estabelecer p e ¢ a esta altura.
Para isto, lancemos mao da ferramenta Controle Deslizante. Selecionando-a, clique sobre
a Janela de Visualizacdo 2, pondo, em particular, as especiﬁcac;f)es8 de g que se acham

na Figura 6.10.

9) Para a limpidez da construgdo, convém ocultar os dngulos & e 3, bem como o vetor uni-
tario e. Na Janela de Algebra, basta, pois, clicar sobre o icone de cada objeto de interesse,
deixando-o com a seguinte aparéncia: o.

10) Selecionando a Janela de Visualizag¢do, determinemos o angulo entre v e u, escrevendo

Entrada] 1=Angulo[,u]

a |

8Na Figura 6.10, fez-se de antemdo o controle de p para o qual pusemos

(min = =5, max =5, Incremento = 0.01).
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w2 || || Mover
| v| Arraste ou selecione um ou malis objetos (Esc)

_2;2 Controle Deslizante Janela de Visualizago 2

M, Caixa para Exibir / Esconder Objetos
Inserir Bot&o e

a=|1] Inserir Campo de Entrada

Controle Deslizante

®Nimero | Nome

© Angulo q
O Inteiro [ Aleatdrio (F9)

Intervalo | Controle Deslizante | Animagéo |

min; {1 max;: |10 Incremento: |0.01
2

Figura 6.10 A ferramenta Controle Deslizante e as especificagcoes de g.

11) Neste ponto, selecione a Janela de Visualizacdo 2. Na Entrada, digite, uma por vez, as
igualdades a seguir:

x=p/qg e zs=u/v.
Tem-se, portanto, estabelecidos a reta vertical r em (6.5) e o ponto de discussdo de 8.

Janela de Visualizacdo v @ x Janela de Visualizacdo 2

8 8
p=2

[

q=1

6 )

oS

o
o

Figura 6.11 O angulo 1, areta r e o ponto zg.

12) Para terminar, poremos o sistema 8 na Janela de Visualizacdo. A cujo propdsito serve
a ferramenta Inserir Texto.” Selecionando-a, clique sobre a Janela de Visualizacao,
pondo'? em Editar o texto a seguir:

$ \mathcal{S}:\left\/{
\begin{array}{lcl}\begin{array}{ccccc}
\, x &+ &\, v & =& \\\\

\, x &+ &\, v & =&
\end{array}\end{array}

\right. $

Feito isto, disponha os objetos que se referem a 8, conforme ilustra a Figura 6.12.

“Ela encontra-se dentre as ferramentas que acompanham o software e tem por icone uma justaposi¢do de letras,
a saber: ABC.

""Marque ainda a opgdo I&TiEX.
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Editar

$ \mathcal {S}:\left\{
\begin{array} {lcl}\begin{array} {ccccc}

[\ x &+ & b\ y &=&]g W
[\ x&+ & [d\y &=&lqg

\end{array}\end {array}

\right. $

LaTeX Simbolos -| | Objetos -

[ [ I [ all [ [ I
Visualizar

1llz + 3.66y
687 + 3.06y

cT@u®aon
3]

[ET
=

Figura 6.12 O Texto do Sistema 8.

13) Eis o resultado final:

0 Ponto de Discussio.ggh (<]

Arquivo_Editar_Exibir_Disposicées Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A : 9 . AEC| . Mover
AL > ®v @v ‘4’-7 xv i Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

Janela de Algebra__~ & x Jjanela de Visualizacdo ~ = x {janela de Visualizagéo 2 v x
= Objetos Livres 5 5

9 A =(1.11, 3.66)

o B = (6.87, 3.06) p=2

20=(00 s-{ 111z + 366y = 2 -

sp=2 : - _

sa=1 687z + 3.06y 1 q=1
= Objetos Dependentes 6 6

O Mu = 3.83

© Mv = 7.52

Oa=111

Ob=3.66

Oc=6.87 4 A 4

0d=3.06

B

o

orx=2 o v 2

®u=111 + 3.66(

v =6.87 + 3.06( v

oz, = 0.33 + 0.38( n

0 a =73.08° oS

op=28 o 0

@ n =49.08° 2 ofo 2 4 6 8 2 0 4 6

2 2

Entrada: Q

Figura 6.13 O Ponto zg no GeoGebra.



CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, definimos duas aplica¢Ges: as translineadoras horizontal 7, e vertical
@(nxm) do espago My m(C). Tendo-as, pois, estudado extensivamente, a ponto de lhes conferir
o titulo de automorfismos diagonalizdveis, introduzimos a noc¢ao de sistema translinear, para o
qual se pode transferir a andlise do niimero de solucdes de um sistema linear dado.

Sob este prisma, tornou-se factivel estabelecer uma interpretacdo do método de Cramer no
plano complexo. Nisto consistiu a Regra dos Termos Duais (simplesmente, R.T.D.) em posse
da qual se pode obter, aos pares como o quociente de dois determinantes em C, os termos da
solucdo de um sistema linear de ordem n > 2 sobre R, cuja matriz dos coeficientes seja inverti-

n ) - . ‘
vel, em que figuram um total de EJ + 1 determinantes e ndo mais n+ 1, como o é na Regra de

Cramer.

Nesse sentido, a R.T.D. rendeu a sala de aula os casos em que n € {2,3} e, com isso,
constitui-se como uma aplicacdo nio usual da dlgebra dos nimeros complexos a nivel de en-
sino médio. Para além da perspectiva algébrica, se forneceu ainda uma caracterizag¢ao distinta
da usual para a determinagao do nimero de solu¢des de um sistema linear de ordem 2 sobre R,
cuja interpretacdo geométrica goza de notavel simplicidade.

Finalmente, tendo exibido o alcance e a utilidade dos complexos ao conecta-los a resolucao
e a discussdo de sistemas lineares de pequeno porte sobre R, hd questdes naturais que surgiram
ao longo da presente pesquisa e que apontam para a sua potencial continuidade, a saber: a
ampliacdo do estudo para a resolucdo de sistemas que ndo possuam matriz dos coeficientes
invertivel; a discussdo de sistemas de ordem 3 sobre R, a exemplo do caso n = 2; bem como a
ideia de explorar as translineadoras T(, ) © @(,x ) 1o sentido de situd-las dentre os operadores
auto-adjuntos.
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