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Resumo

A teoria das superficies minimas surgiu com um problema proposto por Lagrange, que consis-
tia no seguinte: dada uma curva fechada sem auto-interseccoes, achar a superficie de menor
area que tem aquela curva como fronteira. Tal problema ficou conhecido como o Problema de
Plateau. Passaram-se cerca de 16 anos desde os trabalhos de Lagrange até fossem descobertos
exemplos nao triviais de superficies minimas devidos a Meusnier. A teoria ficou estagnada
por 60 anos até que Scherk encontrou novos exemplos de minimas. Com os trabalhos de
Weierstrass foi possivel obter mais exemplos dessas superficies. Dai por diante houveram
grandes desenvolvimentos da teoria, se tornando um dos campos mais férteis da Geometria
Diferencial. Uma classe de problemas estudados é o de estimar o volume de subvariedades
minimas imersas em certas variedades ambientes, como esferas, hiperplanos, espagos proje-
tivos etc. O objetivo do presente trabalho é fornecer estimativas inferiores de volume de
subvariedades minimas compactas imersas em certos espacos simétricos de posto 1, a saber:
a esfera unitaria S", e os espagos projetivos real RP", complexo CP" e quaternionico HIP".
Serd mostrado que se M™ é uma subvariedade minima da esfera S™, entao vol M > V,(n, M)
em que V.(n, M) é o n-volume conforme de M. Uma outra estimativa para isto é vol M > ¢,
em que ¢, = volS™. No caso de M estar imersa em espagos projetivos tem-se os limitantes
inferiores: c,/2 em RP", ¢, 1/27 em CP" e ¢, 2/272 em HP".

Palavras-chave: Volume. Espacos simétricos. Espacos projetivos.



Abstract

The theory of minimal surfaces came up with a problem proposed by Lagrange, which con-
sisted of the following: given a closed curve without auto-intersections, find the surface of
the smallest area that has that curve as a boundary. Such a problem became known as
the Plateau Problem. It took about 16 years from Lagrange’s work to discover non-trivial
examples of minimal surfaces due to Meusnier. The theory was stagnant for 60 years until
Scherk found new examples of minimums. With the work of Weierstrass it was possible to
obtain more examples of these surfaces. Thereafter there were major developments in theory,
becoming one of the most fertile fields of Differential Geometry. One class of problems stu-
died is that of estimating the volume of minimal submanifolds immersed in certain ambient
manifolds, such as spheres, hyperplanes, projective spaces, etc. The objective of the present
work is to provide lower estimates of volume of minimal compact submanifolds immersed
in certain symmetrical spaces of post 1, namely: the unitary sphere S"”, and the real RP",
complex CP" and quaternionic HIP" projective spaces. It will be shown that if M™ is a
minimal submanifold of the S” sphere, then vol M > V_.(n, M) where V.(n, M) is o n-volume
according to M. Another estimate for this is vol M > ¢,, where ¢, = volS™. In the case of
M being immersed in projective spaces, we have the lower limits: ¢, /2 in RP", ¢,11/27 in
CP" e cpyo/2m? in HP".

Key-words: Volume. Symetric spaces. Projective spaces.
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Introducao

Notas historicas

Consideremos o seguinte problema:

Dada uma curva fechada sem auto-interseccoes, achar a superficie de menor drea que
tem aquela curva como fronteira.

Este problema foi descrito por Lagrange num trabalho publicado em 1760 como um
exemplo de um método, por ele desenvolvido, para achar curvas e superficies que minimizam
certas quantidades, como comprimento, area, volume, energia, etc. (CARMO, 2011)

Este problema ficou conhecido como o problema de Plateau, em homenagem ao fisico
belga Joseph A. F. Plateau que realizou cuidadosos experimentos com bolhas de sabao por
volta de 1850 (CARMO, 2012).

Em seu trabalho, Lagrange restringiu seu estudo a superficies que sao graficos de fungoes
z = f(z,y), mostrando que uma superficie que minimiza area (a qual ele chamou de superficie

minima) deve satisfazer a equagao diferencial parcial

(L4 f2) fow + 2fufyfoy + (L+ f2) fyy = 0.

Lagrange deu como exemplo de solucao apenas a trivial: o plano.

16 anos apos o trabalho de Lagrange, Meusnier mostrou que a equagao acima ¢ equivalente

ki+ko,=0 H=0

sendo ki e ko as curvaturas principais e H = @ a curvatura média, e encontrou 2 exemplos
nao-triviais de superficies minimas: o helocoide e o catenoide (CARMO, 2011).

Durante muito tempo eram conhecidos apenas estes trés exemplos de superficies minimas.
S6 em 1835, Scherk obteve novos exemplos de tais superficies, sendo o seu exemplo mais

famoso a superficie de Scherk

Em 1866, Weierstrass obteve férmulas de representacao das superficies minimas em termos
de fungoes de uma variavel complexa. Tais formulas foram obtidas de maneira independente
também por Enneper, o qual deu mais um exemplo de superficie minima: a superficie de
Enneper (ALVAREZ, 2015; CARMO, 2011).

u3 U3
x(u,v) = (u— §+uv2,v— 3 + vu?, u? —vz>
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Figura 0.1 — Superficie de Scherk.

Fonte: Google Imagens.

Figura 0.2 — Superficie de Enneper

Fonte: Alvarez (2015).

No século XX houveram grandes desenvolvimentos da teoria, como a solu¢ao do Problema
de Plateau por Douglas (DOUGLAS, 1931) e Radé (RAD(), 1930) de maneira independente,
e generalizacoes para superficies de varias dimensoes, superficies de Riemann e variedades, se
tornando um dos mais férteis campos de pesquisa em Geometria Diferencial (OSSERMAN,
1986).
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Um dos tipos de problemas estudados é o de estimar o volume de subvariedades minimas

em certas variedades ambientes, como esferas, hiperplanos, espagos projetivos etc.

Objetivos

O objetivo do presente trabalho é fornecer estimativas inferiores de volume de subvarie-
dades minimas compactas imersas em certos espacos simétricos de posto 1, a saber: a esfera

unitaria S”, e os espagos projetivos real RP", complexo CP" e quaternionico HIP".

Divisao do trabalho

No capitulo 1 serao introduzidos alguns conceitos topoldgicos, como os espacos e su-
bespacos topoldgicos, topologias quocientes e acoes de grupos. Serao introduzidos também
os conceitos de variedade topoldgica, variedade diferenciavel e variedade Riemanniana, além
de serem dados diversos exemplos. Também serao definidos os conceitos de imersao e isome-
tria. O capitulo serd finalizado com a definicao de formas diferenciais e suas propriedades
bésicas.

No capitulo 2 serao estudados alguns conceitos e propriedades das variedades que sao
intrinsecas, isto é, que nao dependem do ambiente onde a variedade estd imersa. Ao final
serd definido um operador bilinear chamado de 2* forma fundamental, o qual é um conceito
extrinseco, isto €, depende da variedade ambiente.

No capitulo 3 sera introduzido o conceito de volume conforme, no qual se apoiara nosso
primeiro resultado, que é dar um limitante inferior do volume de uma subvariedade minima
imersa na esfera unitaria. Esse limitante inferior sera o n-volume conforme da variedade em
estudo.

No capitulo 4 serda dado um outro limitante inferior para o volume de uma subvariedade
minima na esfera. Ele sera o volume da esfera unitaria de mesma dimensao que a variedade.

No capitulo 5 serao dadas férmulas para limitantes inferiores do volume de subvariedades

dos espacos projetivos real, complexo e quaternionico.



1 Variedades Riemannianas

1.1 Preliminares topoldgicos

Uma topologia sobre um conjunto X é uma colecao 7 de subconjuntos de X, chamados

conjuntos abertos, satisfazendo as seguintes propriedades:
l.0eTeXer;
2. Selh,..., U, eT,entao Uy N---NU, €T;
3. Se {Ux}rer C 7, entdo (U, U € 7.

Um conjunto X munido de uma topologia 7 é chamado um espaco topolégico. Os elementos
de um espaco topoldgico sao chamados de pontos.

Uma vizinhan¢a de um ponto x € X na topologia 7 é um aberto dessa topologia que
contém .

Um conjunto F' C X é dito ser fechado se o seu complementar X — F' é aberto.

Uma aplicacao f : X — Y entre espacos topoldgicos é continua se para todo conjunto
aberto U C Y, f~}(U) C X é aberto. Um homeomorfismo entre espagos topolégicos X e
Y é uma aplicacao bijetiva continua f : X — Y cuja inversa f~! : Y — X ¢ continua; os
espacos X e Y sao ditos serem homeomorfos ou topologicamente equivalentes. Uma aplicagao
f: X — Y é um homeomorfismo local se para cada ponto x € X existe uma vizinhanca
U > z tal que f(U) é um subconjunto aberto de Y e a restricao fly : U — f(U) é um
homeomorfismo.

Exemplo: A bola aberta B = B(0;1) C R"™ é homeomorfa ao espaco R™ na topologia
Euclidiana. De fato, as aplicagoes f : R® — B e g : B — R" definidas por

f@) = ¢ W =0

sdo continuas, g(f(x)) =z e f(g(y)) =y, logo g = f~1.
Sejam X um espaco topolégico e A C X qualquer subconjunto. Defina

TAa={UNA;U C X é aberto}

T4 € uma topologia sobre A, chamada topologia induzida por X sobre A. A é dito ser um
subespaco topologico de X.
Uma aplicagao continua injetiva que é um homeomorfismo sobre sua imagem (na topologia

induzida) é chamada uma imersdo topolégica.
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Sejam X um espago topolégico e (x,)neny uma sequéncia em X. Dizemos que a sequéncia
converge para x € X, e que x é o limite da sequéncia, se para toda vizinhanga U de x existe
N € N tal que z,, € U para todo n > N. Notagao: limz, = x ou x,, — x.

Em espagos topologicos nao é sempre que o limite de uma sequéncia, quando existe, é
tnico; por exemplo: seja X = {1,2,3} e a topologia 7 = {0, {1},{2,3},{1,2,3}}; os pontos
2 e 3 sao limites da sequéncia constante (2,2,2,...). Uma classe de espagos em que esta
patologia nao ocorre sao os espagos de Hausdorft.

Um espaco topolégico X é dito ser um espaco de Hausdorff se para qualquer par de
pontos distintos z1, x5 € X existem abertos U; 2 x; e Uy D 25 em X tais que U; N U, = 0.
Em outras palavras, existem vizinhangas ”separando® x; e xs.

Dado um espaco topolégico X, uma base de X é uma colecao B de subconjuntos abertos
de X tais que para todo U C X aberto e todo x € U, existe B € B tal que x € B C U. Em
outras palavras, existe B’ C B tal que U = Uz B-

Dizemos que um espaco topolégico X satisfaz o sequndo axioma da enumerabilidade se

X possui uma base enumeravel.
Exemplo: R" com a topologia Euclidiana é um espaco de Hausdorff. De fato, dados x,y €
R™, x # y, as bolas abertas B(x;r) e B(y;r) de raio r = |x —y|/2 sao disjuntas. Uma base de
R™ é o conjunto das bolas abertas de raios racionais e centros cujas coordenadas sao ntimeros
racionais. Esta base é enumeravel, logo R" satisfaz o 2° axioma da enumerabilidade.

Um espaco topoldgico que satisfaz o 2° axioma da enumerabilidade possui a proprie-
dade de Lindelof, isto é, dada uma cobertura aberta desse espaco, existe uma subcobertura
enumeravel.

Sintetizamos a seguir algumas propriedades dos subespacos topolégicos

Proposicao 1.1 (Propriedades dos subespagos) Sejam X,Y espacos topoldgicos e A

um subespaco de X.
1. A inclusdo 1y : A — X € uma imersao;
2. Se f: X =Y € continua, sua restricao fla: A—Y € continua,
3. Se f: X =Y € continua, entao f: X — f(X) € continua,

4. Os subconjuntos fechados de A sdo as interseccoes de A com subconjuntos fechados de
X;

5. Se B C A € um subespaco de A, entao B € um subespaco de X,
6. Se BC A, B € aberto em A e A € aberto em X, entao B é um subespa¢o de X;

7. Se B € uma base de X, entao Bo = {B N A; B € B} é uma base de A;
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8. Qualquer subespaco de um espaco de Hausdorff é Hausdorff;

9. Qualquer subespaco de um espaco que satisfaz o 2° axioma da enumerabilidade também

satisfaz esse axioma.

A prova de alguns dos itens desta proposigao pode ser vista em Lee (2000, p. 42-43).

Um espaco topoldgico X é dito ser localmente Euclidiano de dimensao n se todo ponto
x € X tem uma vizinhanca que é homeomorfa a um subconjunto aberto de R". Tal vizinhanca
é chamada uma vizinhanc¢a coordenada. O homeomorfismo dessa vizinhanca coordenada sobre
um aberto de R” é chamada uma parametrizagio ou uma carta coordenada (ou simplesmente
carta).

A definicao de X ser localmente Euclidiano tem sentido se n = 0. Convencionamos
R® = {0}. Neste caso X é necessariamente um espago discreto (isto é, os conjuntos unitérios
{z} C X sao abertos).

Finalizamos esta secao falando um pouco sobre topologias quocientes.

Sejam (X, 7) um espago topolégico, Y um conjunto qualquer e 7 : X — Y uma aplicagao
sobrejetiva. A topologia

=={UcCcY|r ' (U) e}

é chamada a topologia quociente induzida por m. Se X e Y sao espagos topoldgicos, uma
aplicacao m : X — Y é uma aplicacao quociente se é sobrejetiva, continua e Y tem a
topologia quociente induzia por 7.

Seja ~ uma relacao de equivaléncia sobre um espago topolégico X. Para cada z € X,
seja [x] = {y € X|y ~ x} a classe de equivaléncia de z, e seja X/ ~= {[z]|z € X}. Seja
m: X — X/ ~ a proje¢io natural w(x) = [z]. Entdo X/ ~ com a topologia quociente
induzida por 7 é chamado o espago quociente (ou espago de identifica¢ao) de X por ~.

As seguintes proposicoes poderao ser tteis:

Proposicao 1.2 Sen : X — Y € uma aplicagao continua e sobrejetiva entre espagos to-
poldgicos e que € aberta (isto €, se U C X € aberto entao m(U) C Y € aberto), entdo m €

quociente.

Proposicao 1.3 Suponha que m1 : X — YY) e my : X — Y5 sao aplicagoes quocientes que
fazem as mesmas identificacoes (isto é, m(z) = m(y) & m(x) = m(y)). Entio Y; e Y,
sao espag¢os homeomorfos. Mais ainda, existe um unico homeomorfismo ¢ : Yy — Y5 tal que

@YoM = Ta.

Seja 7 : X — Y uma aplicacdo quociente. Um subconjunto 771(y) C X paray € Y é

chamado uma fibra de 7.
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Exemplo: Considere a aplicagao 7 : R"™ — {0} — S" nas topologias usuais definida por
m(x) = z/|z|. m é continua, sobrejetiva e aberta, logo é quociente pela proposicdo 1.2. As
fibras de 7 sdo raios em R"*! — {0}.

Um grupo topologico é um grupo G dotado de uma topologia tal que as aplicagoes p :
G xG— Gev:G — G definidas por

(g, h) =gh v(g)=g"

sao continuas.
Sejam G um grupo e X um espaco topologico. Uma ac¢ao a esquerda de G sobre X é

uma aplicagdo G x X — X, (g,x) — g - z, tal que
l.Vee X, Vg, he G, g-(h-z)=(gh)-x;
2. Ve e, 1-x=ux.

Se G é um grupo topoldgico, uma acao de GG sobre X é dita ser continua se a aplicacao
G x X — X é continua.

Dada uma agao de GG sobre um espaco X, definimos uma relacao de equivaléncia por
r~y<sdgeCGlg-r=uy.

As classes de equivaléncia [z] = {g - z|g € G} = G - = s@o as orbitas da agao. O espago
quociente resultante X/G = X/ ~ é chamado o espago de érbitas da agao.

Exemplo: Considere o espaco R e o grupo aditivo (Z,+). Considere a agao de Z sobre R
definida por n-x = n + z. Entao R/Z = {z + Z|z € R}. Pode-se mostrar que a aplicagao

e : R — S! nas topologias usuais definida por
E(t) — e?m’t

é uma aplicacao quociente, chamada aplicacao quociente exponencial. Pode-se provar também
que R/Z é homeomorfo a S! e, mais geralmente, que R"/Z" ¢ homeomorfo a S* x - - - xSt = T"
(ver exemplo 3.36 de Lee (2000)).

1.2 Variedades diferenciaveis

Uma variedade topoldgica n-dimensional é um espaco de Hausdorff localmente Euclidiano
de dimensao n que satisfaz o 2° axioma da enumerabilidade. Podemos chamar também de
variedade n-dimensional, n-variedade ou simplesmente variedade. Uma n-variedade M pode
ser denotada por M".

Seja {(Uy,Xo)} uma familia de parametrizagoes x, : U, C R" — x,(U,) C M de uma

n-variedade M. M é uma variedade diferencidvel se
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(1) Uaxa(Ua) = M,

(2) Va, 8 com x4(Us) Nx5(Ug) = W # 0, 0s conjuntos x,'(W) e x5 (W) sdo abertos e as

aplicagoes x/gl oX, : X, {(W) — xgl(W) sao diferenciaveis. Em particular as aplicagoes

xgl 0 X, sao difeomorfismos.

(3) A familia {(U,,x4)} é méxima com respeito as condigoes (1) e (2). Isto significa que
se uma parametrizagao x, : U, C R* — x,(U,) C M atende a condi¢ao (2), entdo

(U5, %y) € {(Ua;Xa)}-

Uma familia de parametrizagoes que atendem as condigoes (1) e (2) é chamada uma
estrutura diferencidvel ou um atlas de M.
Segundo Carmo (2015a, p. 3),

A condicdo (3) comparece por razoes puramente técnicas. [...] dada uma
estrutura diferencidvel em M, podemos facilmente completd-la em uma
maxima, agregando a ela todas as parametrizagoes que junto com alguma
parametrizagdo da estrutura satisfazem a condigao (2).

isto é, uma variedade diferenciavel é, com um abuso de linguagem, um conjunto munido de
uma estrutura diferenciavel. Com isso a estrutura méaxima ja serd admitida nos exemplos
que virao.

Observacao: No presente trabalho entenderemos por diferencidvel uma aplicacao ser de

classe C°.

Figura 1.1 — Definicao de variedade.

Fonte: O autor.
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Uma n-variedade com bordo M é um espaco de Hausdorff que satisfaz o 2° axioma da
enumerabilidade em que todo ponto tem uma vizinhanca homeomorfa a um aberto do semi-
espaco superior n-dimensional R = {(z1,...,2,) € R*|z, > 0}. Uma n-variedade dife-
rencidvel com bordo é uma n-variedade com bordo que possui uma estrutura diferencidvel
maximal. Chamando o bordo de R’ o conjunto OR} = {(z1,...,z,) € R"|z, = 0}, o bordo
de M ¢é o conjunto M dos pontos p tais que x~'(p) € OR". para alguma parametrizagao x.

Exemplos:

1. Seja f: U C R™ — R uma funcao diferenciavel e
Graf(f) = {(z, f(x)) € Rz € U}

o seu grafico. Afirmamos que Graf(f) é uma variedade diferenciavel de dimensao n.

De fato, a aplicagao x : U — Graf(f) definida por

x(z) = (x, f(x))

é diferenciavel e bijetiva, cuja inversa é a aplicacdo projecao m(z1,...,Tp, Tnt1) =
(x1,...,x,) restrita a Graf(f), que também ¢é diferencidvel. Como Graf(f) é sua unica

vizinhanga coordenada, concluimos que é uma n-variedade diferencidvel.

Figura 1.2 — Grafico de f.

Rn

Fonte: O autor.

2. Mostremos que a esfera S" = {(21,....0p11) € R"™ 2] + -+ + 22, = 1} é uma n-

variedade diferencidvel. Seja N = (0,...,0,1) o polo norte e S = (0,...,0,—1) o polo



Capitulo 1. Variedades Riemannianas 15

sul de S". Identifique R" = {(xy,...,x,,0)|z1,..., 2, € R} C R"". Defina a aplicacio
7wy S" — {N} — R", chamada a projecdao estereogrdfica pelo polo norte, da seguinte
maneira: dado p € S, my(p) é a intersecgao da reta que liga N a p com o hiperplano

ZTpt1 = 0. Em termos de coordenadas:

xy Iy
7TN<LU1,...,$n+1):<1 cey >

b
— Tpt1 I —2n1

7n € continua e bijetiva, cuja inversa 7' : R® — S§" — {N} dada por

4 2y, 2Yn yit-+yl—1
WN(ylw"uyn): 2 2 yecey T o 2 ) "o 2
vttty e N N N

é continua, logo 7 é um homeomorfismo. O mesmo vale para para a projecao estere-

ogréafica pelo polo sul g : " — {S} — R" definida por

I e
Ts(T1, .o Tpg1) = .

1_'_~§Un+17 .’1+xn+1

onde mg' : R® — S" — {S} ¢ dado por

ﬂ_fl(yl y ): 2y, 2yy, 1_y%_"'_y721
Tyt i TRy

1 1

Assim 7, e mg sao parametrizacoes de S" e suas imagens cobrem-na. Isto mostra

Figura 1.3 — Projegoes estereogréficas.

Xnel 1

= (0,..., 0, xj, 0, e.c ; Xne1)

m@) =(,.., 0

- Xj
, —_0,...,0)
1+Xp4e1s

xi

0,0
1-%p4

L

!f ﬁ:(p) = (0, ver g 0

Fonte: Carmo (2015a).

que S™ é localmente Euclidiana de dimensao n. Como S" C R**! e R"*! é um espaco
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de Hausdorff que satisfaz o 2° axioma da enumerabilidade, munindo S™ da topologia
induzida por R™"! concluimos que S" é também um espaco de Hausdorff que satisfaz o
2° axioma da enumerabilidade. Portanto, S™ é uma variedade topoldgica de dimensao
n. Para provar que é diferencidvel devemos mostrar que as mudancas de coordenadas
sao diferenciaveis. De fato

hn Yn
A

7TNO7T§1<y17-"7yn) = <y2+ ) :ﬂ-soﬂ-;/l«gla--'ayn)
1

sao diferenciaveis. Portanto S™ é uma variedade diferencidavel de dimensao n.

. O espaco projetivo real RP™ (as vezes indicado também como P™(R) ou P") é o conjunto

1

das retas de R"*! que passam pela origem.! Em outras palavras, RP" é o espaco

quociente de R"* — {0} pela relacao de equivaléncia
xr ~y< x = \y para algum A € R — {0}.

Considere a proje¢ao canonica 7 : R"™ — {0} — RP" dada por 7(x) = {\z|\ € R} e
defina a topologia em RIP" como sendo a topologia quociente induzida por 7. E facil
verificar que, como R"™ — {0} ¢ um espago de Hausdorff e satisfaz o 2° axioma da
enumerabilidade, RP" é um espaco de Hausdorff e satisfaz o 2° axioma da enumerabi-
lidade. Entao, para mostrar que RP"™ é uma variedade n-dimensional, basta verificar

que é localmente Euclidiano de dimensao n.

A classe de equivaléncia do ponto x = (z1, ..., z,41) serd denotada por [xy, ..., Tpi1] =
{(Az1,..., Azni1)|A € R} Como o espago base é R"™! — {0}, algum z; # 0. Podemos

escrever

Kt Ti1 1 Lit1 Ln+1
[T1, . 1] = | —, -+, 1, s

Seja V; = {[x1,...,2p41] € RP"|z; = 1} para cada ¢ = 1,...,n + 1. Temos que
U Vi = RP", que

7: R —{0} — RP"

(X1, Tpy1) = [T1,. 0, Tnaa

é continua e que
: 1
h; :R" — R —{0}
(l’l,...,ﬂ?n) = ('Ilv"'axi—lvlaxi+17"'7$n+l)
é continua, logo x; = mo h; : R" — V; é continua. Como x; é bijetiva e aberta (por
ser uma composicao de aplicagdes abertas), x; é um homeomorfismo. Assim RP™ é

localmente Euclidiano de dimensao n.

1

Analogamente, o espaco projetivo complezo CP™ é o conjunto das retas de C"*! que passam pela origem,
e o espaco projetivo quaternidnico HP™ é o conjunto das retas em H"*! que passam pela origem. Estes
espacos serao estudados com mais detalhes no capitulo 5.
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Afirmamos que RP" é uma variedade diferenciavel. Mais precisamente, afirmamos que
a familia {(R", x;)} é uma estrutura diferenciavel. Com efeito, | J;_, x;(R") =J_, Vi =

RP". Dadas duas vizinhancas coordenadas V; e Vj;, temos que
< '(V;NV;) = {(x1,...,2,) € R"|z; # 0}

é aberto. Finalmente, para qualquer (z1,...,x,) € V;NV;, supondo i > j (o caso i < j

é anélogo),

—1 -1
X oXi(T, ey Tn) = X5 [0, @i, L T, T
N 1|71 Tj1 1 Tj41 rio1 1 xi9 Tn
- Xj PR A RERE) R Ty
L L L Tj Tj I L
N I Tj—1 Tjq1 rio1 1 a9 Tn
e _7 e ey ) 900 ey 7_7 PR —
Lj Ly X R Lj

que é diferenciavel. Portanto RP™ é uma variedade diferenciavel de dimensao n.

Sejam M7 e MJ" variedades diferencidveis. Uma aplicacao ¢ : My — My é diferencidvel
em p € M; se dada uma parametrizacao y : V. C R™ — M, em ¢(p) existe uma parame-

trizagdo x : U C R™ — M; em p tal que ¢(x(U)) C y(V) e a aplicagao
yltopox:UCR" = R™ (1.1)

é diferencidvel em x~!(p). ¢ é diferencidvel em um aberto de M; (ou o préprio M) se é
diferenciavel em todos os pontos desse aberto. A aplicacao (1.1) é chamada a expressdo de
(p nas parametrizacoes X e y.

Em particular, uma parametrizagao x : U C R® — M e sua inversa x ! : x(U) C
M, — U sao aplicacoes diferenciaveis. Para ver isto basta notar que R™ é uma n-variedade
parametrizada pela identidade id : R® — R™,id(p) = p; entdao x 'oxoid =id : U —+ R" e
id'ox'ox=id:V Cc R* = R" sao diferenciaveis.

Dada uma variedade diferenciavel M, uma aplicacao diferenciavel o : I — M em que
I C R é um intervalo aberto, é chamada uma curva (diferenciavel) em M. Suponha que
I =(—¢,8),e>0,a(0) =pe M, esejaD o conjunto das fungoes de M — R diferencidveis

em p. O vetor tangente & curva o em t = 0 é a fungao «/(0) : D — R dada por

a'(0)f = W By (1.2)

Um vetor tangente em p é um vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva o : (—¢,6) — M
com «(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T, M.

Seja x : U C R" — M uma parametrizagao. Defina a curva « : (—¢,e) — M por

Oé(t) = X(x17 ey T, X+ t,l'i_H. e ,l‘n)
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Figura 1.4 — Aplicacao diferenciavel entre variedades.

¥(x(1)
x() v(p)
y(¥)
p
e
v
Yy
x A
4
y‘ln\OQx
V oo
L_-/
U
Fonte: Carmo (2015a).
em que ¢ = (z1,...,2,) =x '(p) e a(0) = z(¢) = p. Entao
d(foa) d _
, B _a 1
w0 = 28— Liexnetton)
d

= E[(fOX)(xl,,:E,—}-t,,a?n)] o

B I(f ox)

N (9.1'1 q

Cometeremos um abuso de notacao e escreveremos f para significar f ox, isto é, a expressao

de f no sistema de coordenadas x. « é uma curva coordenada na dire¢ao x;. Entao

o/ (0)f = 52

q

o qual pode ser escrito como

isto é,
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Com isso, dada uma curva « qualquer em M passando por p = x(g) teremos, na parame-

trizagao x,

flxy,...,2,) = (fox)(q), q=(z1,...,m,) =% (p), x 'oa(t)=(x:1(t),...,1,(t))

wof = A2 Lrexentoa)
d
- U@ )|

- a/(0) = ix;(()) (aii)q (13)

A expressao (1.3) mostra que o vetor tangente a uma curva o em p depende apenas das

derivadas das coordenadas de a. Decorre de (1.3) também que 7,M é um espago vetorial

,( < > }, chamada a base associada a
q

de dimensao n, em que uma base é 9
9 8$1 ’ 8$n

parametrizacao x. O espago T,M ¢ chamado o espaco tangente de M em p.

Proposicao 1.4 Sejam M e M3 variedades diferencidveis e seja ¢ : My — My uma
aplicagao diferencidvel. Para cadap € M, e cadav € T,M;, escolha uma curva o : (—¢,€) —
M, com a(0) =p e d/(0) =v. Faca f = poa. A aplicacio dpy, : TyM; — Ty, My definida

por dp,(v) = B'(0) € uma aplicagdo linear que nao depende da escolha de .

Prova:
Sejam x : U C R" - My ey : V C R™ — M, parametrizacoes em p e em ¢(p),

respectivamente. Exprimindo ¢ e o nessas parametrizagoes podemos escrever

y_l A2 OX(Q) = (yl(xlv s 73:71)7 s 7ym(x1a s 7'1711))

x toalt) = (x1(t),...,z.(t))

em que ¢ = (1,...,2,) =X '(p) € (Y1, ym) =y ((p))-

8%1, ceey %} 8%1, ey @% as bases de T,M; e T, M, associadas a x ey,

respectivamente. Podemos assim escrever 5(0) nessas bases como

=33
8x]

toay’ i=1 j=1

Sejam

B0 =3 L), alt)




Capitulo 1. Variedades Riemannianas 20

= j=1

3y1 / aym /
(Z 8% Z 8% )

Em forma matricial

50 = day(o) = (52) (@0 (1.4

Esta igualdade mostra que dy, ¢ uma transformacao linear de T, M; em T, M, cuja matriz
nas bases associadas as parametrizacoes x e y é justamente a matriz da diferencial de y ~topox
em p, e independe de a. Il
A aplicagao dy, é chamada diferencial de ¢ em p.
Vale também a regra da cadeia: Se ¢ : My — My ey : My — Mj sao diferenciaveis, entao
Yo p: My — Ms é diferenciavel e

(1 0 9)p(v) = Ay (dipp(v)) (1.5)

Uma aplicacao ¢ : M; — M, entre variedades diferencidaveis é um difeomorfismo se é
diferencidvel, bijetiva e sua inversa ¢! : My — M, ¢é diferencidvel. ¢ é um difeomorfismo
local se para todo p € M, existem vizinhancas U C M; de p e V. .C M, de ¢(p) tais que a
restrigao ¢|y : U — V é um difeomorfismo.

Por exemplo, uma parametrizagdo x : U — x(U) € M é um difeomorfismo como ja
vimos.

Segue da regra da cadeia que se ¢ ¢ um difeomorfismo, entao dy,, : T,M; — T, M2 é um
isomorfismo e que (dgo;(lp)) = (dp,)~t. Em particular M; e M, devem ter dimensdes iguais.

Existe um analogo para variedades do Teorema da Funcao inversa.

Teorema 1.1 (Aplicagao inversa) Seja ¢ : M]* — M} uma aplicagdo diferencidvel e seja
p € My um ponto em que dp, : T,M, — T, My é um isomorfismo. Entdo ¢ € um difeo-

morfismo local em p.

Uma aplicacao diferencidvel ¢ : M7 — MJ" é uma imersdo se dp, : T,M; — T, M, é
injetiva para todo p € M;. Além disso, se ¢ : My — @(M;) C My é um homeomorfismo,
onde p(M;) tem a topologia induzida por Ms, ¢ é chamado de mergulho. Se My C M, e a
inclusao i : My — M5 é um mergulho, diz-se que M; é uma subvariedade de Ms.

A proposicao a seguir afirma que toda imersao é localmente um mergulho.

Proposicao 1.5 Seja ¢ : M' — MJ", n < m, uma imersao. Para todo p € M, existe uma

vizinhanga V- C My de p tal que |y : V — My é um mergulho.

Prova: Ver Carmo (2015a, p. 14-15). O
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1.3 Métricas Riemannianas

Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma variedade diferencidvel
M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M uma forma quadratica simétrica
positiva definida g, no espaco tangente T, M (isto ¢, associa cada p a um produto interno em
T,M) de modo que g, varia diferenciavelmente com p no seguinte sentido: sex : U C R* — M

é uma parametrizacao ao redor de p e (z1,...,2,) € U, com ¢ = x(x1,...,x,), entdo

o 0
gij(xl, e ,l’n) = gq <%, %> (16)
? J

¢ diferencidvel em U. Notacdo: g,(u,v) = (u,v),.

As funcoes g;; sao chamadas ezpressao da métrica Riemanniana no sistema de coordena-
das x : U C R® — M. Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana
chama-se uma wvariedade Riemanniana. Uma variedade M com uma métrica g pode ser
indicada pelo par (M, g).

Exemplos:

1. R™ com . =e¢ = (0,...,1,...,0). A expressao da métrica é (e;, e;) = J;; e é
K3

diferencidvel em todo R™.

2. Sejam M™ e N™ variedades Riemannianas e considere a variedade produto M x N.

Uma parametrizacao de M x N é

z:UxVCR"xR"=R™" — MxN
(r,s) = (x(r),y(s))
emque X : U CR" - Mey:V CR"— N sao parametrizagoes de M e N,

respectivamente. Sejam
m - MxN — M M MxN — N
(pq) = p (pg) = ¢
as projecoes naturais. Defina

(U, 0) (p.g) = (dm1(u), dmi(v))p + {dma(u), dma(v))

para todos (p,q) € M x N e todos u,v € T(, 4 (M x N). Vamos mostrar que (-, -)p.q)

é uma métrica em M x N. Claramente é bilinear e simétrica. Como
(x_1 omoz)(r,s)=r
a matriz de dm nessas parametrizagoes é

dmy = [Im o}

mx (m+n)
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em que I, é a matriz identidade de ordem m. Analogamente,

dmy = [0 L,]
nXx(m+n)
Assim, sendo (u1,. .., Um+n) as coordenadas de u € T{, 4 (M x N),
m+n
(u, ) (p,q) = |dmi ()]} + |dma(u Zu+2u>0®u#0
i=m-+1

logo (-, )(pq) € positiva definida e, assim, define um produto interno. Resta mostrar

que ¢ diferenciavel. Observe que

0 0 0 0
a7, (,q) o (p)sei<m e a7, (p,q) B (q)sei>m

logo

{0 G @) )}

¢ a base de T{, (M x N) associada a z. Entao

(2., - (o) @) () (2)
aZi 8zj (0,9) 32?1 6zj p 321 8zj q
R e A
N 81/’2" 827]' ayl’ ay]

Logo (-, ) (p,q) ¢ diferenciavel e, portanto, ¢ uma métrica, chamada métrica produto. Em
particular o n-toro T" = S! x --- x S! é uma n-variedade Riemanniana. Este exemplo

também mostra que 1{, 4 (M x N) pode ser decomposto em soma direta

T(p7q)<M X N) = TpM h TqN.

Para o préximo teorema precisaremos de algumas defini¢goes. Uma cobertura aberta
{Va}aca de uma variedade diferencidavel M é localmente finita se todo ponto p € M possui
uma vizinhanca U C M tal que U NV, # () apenas para um numero finito de indices . O

suporte de uma funcao f: M — R é o conjunto

supp f = {z € M|f(z) # 0}

Uma familia de fungoes diferenciaveis {¢, : M — R}aea é uma particao diferencidvel da

unidade se
1. Para todo «, ¢, > 0 e supp ¢, esta contido em alguma vizinhanca coordenada de M;

2. {¢a(M)}aca é localmente finita,;
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3. Y aea®alp) =1Vpe M.

A soma no item 3 estd bem posta pois ¢, # 0 apenas para uma colecao finita de indices «.
Uma partigdo da unidade {¢,}aca ¢ dita estar subordinada a uma cobertura aberta

{Ux}rer de M se para todo a € A existe um A € L tal que supp ¢, C Ul,.

Teorema 1.2 (Existéncia de particao da unidade) Seja M uma variedade diferencidvel
e {Uqs}taca uma cobertura aberta de M. Entao existe uma parti¢ao diferencidvel da unidade

enumeravel {¢; bien subordinada a {Uy}aca com supp ¢; compacto para cada i € N

Prova: Ver Warner (1983), teorema 1.11. O
Como exemplo de aplicagao temos o importante resultado seguinte, o qual afirma que

toda variedade diferenciavel é uma variedade Riemanniana.
Teorema 1.3 Uma variedade diferenciavel M possui uma métrica Riemanniana.

Prova:
Seja {V,} uma cobertura de M™ por vizinhangas coordenadas. Seja {¢,} uma partigao
da unidade subordinada a {V,}. Seja x, : U, C R" — V,, a parametrizacao correspondente

a V,. Dados p e V, eu,v € T,M, em que

= 0 “ 0
U:;ala—mz e ’U:;bza—xl

defina

Vemos que (-,-)> ¢é bilinear simétrica positiva e que gf; = d;; ¢ diferencidvel, logo é uma

métrica em V,,. Por fim, para cada p € M, ponha
(u, v)p = Z $afu, U>Z
(0%

Entao (-,-), ¢ bilinear simétrica positiva para todop € M e g;; = >, Pagi; € diferencidvel
em M. Portanto é uma métrica em M. U

Com as partigoes da unidade podemos definir o volume de uma variedade.

Uma variedade diferenciavel M é orientdvel se M admite uma estrutura diferenciavel
{(Ua,%4)} tal que para todos o, com x,(Us) N x(Us) # 0, a diferencial da mudanga
de coordenadas xgl o X, tem determinante positivo. Uma parametrizacao x é positiva se €
compativel com a orientagao de M, isto é, se a diferencial da mudanca de coordenadas x,' ox

tem determinante positivo.
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Seja M"™ uma variedade diferenciavel orientada com métrica g e 2 C M uma regiao
(conjunto aberto e conexo) cujo fecho é compacto. Suponha que R estd contida em uma
vizinhanga coordenada x(U) de uma parametrizagao positiva x : U — M e que a fronteira

de x~1(€) tenha medida nula. Definimos o volume de €2 na métrica g por

vol(£2, g) = /1(9) Vdet gi;dxy - - - dxy,. (1.7)

Se ) nao esta contida em uma vizinhanca coordenada, basta tomar uma particao da unidade

{¢a} subordinada a uma cobertura de {2 por vizinhangas coordenadas x,(U,) e tomar
vol(£2, g) = Z/ bar/det g;idxy - - - dx,,. (1.8)
o Jxal(Q)

A hipétese de M ser orientdvel é para que V(€2,¢) ndo mude de sinal ao se tomar uma
parametrizacao especifica.
Se f: M — R é uma funcao continua com supp f = €2 compacto, definimos a integral de

f sobre M com respeito a métrica g por
/ fdv, = Z/ bo - f 0 X - \/det gigday - - - da,. (1.9)
M o Jxa Q)

Em particular, V(2 g) = [, 1dV},.

1.4 Formas diferenciais

Sejam f1,..., f, : R — R funcionais lineares. O produto exterior deles é uma forma
r-linear f; A --- A f,. definida por

(fi N A f)(vr, . 0p) = det[ fi(vy)]

para quaisquer vy, ..., v, € R™.
Seja A, (E) o conjunto das r-formas lineares alternadas ¢ : E — R no espaco vetorial E.
Uma forma diferencial de grau r num aberto U C R" é uma aplicagdo w : U — A,.(R").
Denotando por {dzy,...,dz,} C (R")* a base dual de {ey,...,e,} € R,, pode-se provar
que
{dxiyy N Ndxgp|iy < -+ <idpyi; € {1,...,n}}

forma uma base do espaco dual A, (R™)*. Assim toda r-forma w pode ser escrita como

w(zr) = Z ar(x)dx;

1
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em que [ denota a r-upla (i; < --- < 4,), dey = dx;; A+~ ANdxy e os ay : U — R sdo os
coeficiente de w.
Estendemos o produto exterior a formas da seguinte maneira: sejam w = »  a;dr; uma

r-forma e ¢ = Y bydr; uma s-forma. Entao o produto exterior w A ¢ é

(wWA@)(zr)= Z arbydx; N\ dxy
1J
Proposicao 1.6 (Propriedades do produto exterior) Sejam w uma k-forma, ¢ uma s-
forma e 0 uma r-forma. Entao:
a) (wWAP)ANO=wA(pAN0);
b) wAhp=(-1)*pAw;
c) wA(p+0)=wAhp+wAb ser =s.

A diferencial exterior de uma r-forma w = > aydzy é a (r 4+ 1)-forma

dw:Zdaf/\de = Z%dwi/\dazl
i o

Seja f : R" — R™ uma aplicacao diferenciavel e seja w uma r-forma em R"™. O pullback

(ou a forma induzida) f*w de w por f é a r-forma sobre R™ definida por

fro@)(o, ... v) = w(f (@) (dfavr), - ., dfe(or))

para quaisquer vq,...,v, € R™.
Se M™ é uma variedade, uma forma diferencial de grau v em M é uma aplicacao w que

associa a cada p € M uma r-forma linear alternada w(p) : M — A, (T,M)

Se x : U — M é uma parametrizacao em p, indicaremos com {duy, ..., du,} a base dual
de 88—;‘1, . 667’;}. As formas duy = du;, A --- A du;, formam uma base de A, (T,M)*. Assim

w(p) =Y ar(p)du;

1

Se f: M — N é uma aplicacao diferenciavel entre variedades, o pullback da r-forma w

em n por f é a r-forma f*w em M definida por

frw@) (v, v) = w(f () dfp(01), - - dfp(vr))

em que vy,...,v, € T,M.
Um exemplo importante de forma diferencial é o elemento de volume de uma variedade

orientada M™, o qual é definido por dV (p)(v1, ..., v,) = £ volume do paralelepipedo formado
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pelos vetores vy, ...,v, € T,M. Se x : U — M é uma parametrizacao em p e {duy, ..., du,}
¢é a base dual de g—x, e 8—"}, sendo ¢ a matriz da métrica de M, entao
uq Oun

dV(p) = v/det gdus A -+ A duy,

O volume de M é entao

volM—/ av
M
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2 Geometria intrinseca e a 22 forma funda-

mental

Neste capitulo estudaremos alguns conceitos e propriedades das variedades que sao intrin-
secos, isto é, que nao dependem do ambiente onde a variedade esta imersa. Tais propriedades,
como curvaturas e isometrias, dependem apenas da métrica Riemanniana da variedade. Ao
final, definiremos a 2* forma fundamental, a qual é um conceito extrinseco. As provas das
proposigoes presentes neste capitulo podem ser encontradas em Carmo (2015a) e em Biezuner
(2017).

2.1 Campos de vetores

Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma aplicagao que associa
cada ponto p € M a um vetor tangente X (p) € T,,M.

Considerando uma parametrizagao x : U C R” — M em torno de p podemos escrever

Xp) =Y i) @.1)

=1

onde cada a; : x(U) — R é diferenciavel e

5 ¢ calculado em p. Dizemos que X ¢é dife-
xA
rencidvel se as funcgoes coordenadas a; sao diferencidveis.
Podemos pensar no campo X como uma aplicacao X : D — F do conjunto das funcoes
diferenciaveis em M no conjunto das fungoes em M definido por
n
of
(X)) =) ai(p) 5~ (p) (2.2)
7

=1

Assim X é diferencidavel se X f é diferenciavel para todo f € D.

Lema 2.1 Sejam X e Y campos de vetores diferencidveis em uma variedade diferencidvel
M. Eziste um tnico campo vetorial (diferencidvel) Z tal que Zf = (XY — Y X)f para todo
feD.

O campo Z do lema é chamado o colchete de Lie de X por Y e é denotado por [X,Y].

Proposicao 2.1 (Propriedades do colchete de Lie) Sejam X,Y,Z campos diferencidveis

em M; a,b numeros reais; e f,qg funcoes diferencidveis em M. Entao
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1. [X,Y] = —[Y, X] (anti-comutatividade);

2. [aX +bY, 2] = a[X, Z] + b[Y, Z] (linearidade);

3. [[X,Y], 2]+ [[Y. Z], X] + [|[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi);
4. [fX,gY] = fglX, Y]+ f(Xg)Y —g(Y /)X

Mais propriedades dos colchetes podem ser encontradas em Biezuner (2017).
Um campo de vetores particularmente importante é o campo gradiente. Seja f : M™ — R

diferencidvel. O gradiente de f é o campo grad f € X' (M) definido por
(grad f, X) = X f VX € X(M) (2.3)

Para qualquer campo X =) ", ai£ temos

df (X) = zn:a,df( ) iaz T

=1

0 que permite escrever

df (X) = (grad f, X) (2.4)

Em termos de coordenadas, denotando por (¢%) a matriz inversa de (g;;), temos a seguinte

o)

7 € resolver o sistema linear
k3

expressao (facil de deduzir, bastando aplicar (2.4) com X =

resultante):

grad f = Z (Z gg ”) i (2.5)

No caso M = R" a férmula acima se reduz & defini¢ao cldssica grad f =", g gf €;.

2.2 (Conexao afim

Indicamos por X (M) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis em M e por D(M)
o anel das funcoes reais diferenciaveis. Uma conexdo afim V em uma variedade diferenciavel
M é uma aplicacao
V:X(M)x X(M) - X(M)
(X,)Y) —» VyY

satisfazendo as seguintes propriedades:
1. VixtgvZ = fVxZ + gVyZ (linearidade);

2. Vx(Y + Z) = VY + Vx Z (aditividade);
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3. Vx(fY) = fVxY + (Xf)Y (regra do produto)

para todos X,Y,Z € X(M) e todos f,g € D(M). As vezes denotamos a conexao como V¥

para explicitar a variedade a qual se refere.

Dado p € M", seja x = (x1, ..., T,) um sistema de coordenadas em p. Denote

Entao dados X,Y € X' (M), temos, nesse sistema,

)(::jijay)g (§ Y7=:§§:ypx
i=1 i=1

= X,.
8Ii

Assim

VXY:inVXiY: invxi <Zijj> szyJVXX + Z Xiy;) X
i=1 i=1 =1

1,7=1 3,j=1

Denotando por Fk as coordenadas de Vx, X, na base {Xi,..., X, } de T,M, isto é, Vx,X; =

)7 4

> ne1 L5 Xy (note que os T'f; sao fungdes diferencidveis), e trocando o simbolo ” j  pelo stmbolo

7k no 20 somatorio obtemos

ViV =) (Z vy Th + ka> X, (2.6)

k=1 \i,j=1

o que mostra que VxY depende apenas dos valores de X e Y no ponto p e dos valores de Y
ao longo de uma curva tangente a X em p.
Os simbolos Fk sao chamados os coeficientes da conexao ou os simbolos de Christoffel da

conexao.

Proposicao 2.2 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdao afim V. Fuxiste

uma unica correspondéncia que associa a cada campo vetorial V' ao longo de uma curva

DV
diferencidvel o : I — M uma campo vetorial —— ao longo de « tal que

dt
D D
1. dt(v W)= dl/ + d—I;V, onde W € um campo vetorial ao longo de « (aditividade);
df . .
2. (fV) = V+ fﬁ’ onde f: I — R € diferencidvel (regra do produto);
DV .
3. V(t) =Y (at)) = ViV (regra da cadeia).

.. DV . . . : .
O campo vetorial — da proposicao acima é denominado derivada covariante de V ao

dt
DV
longo de . Tal campo é dito paralelo se 7 0Vtel.
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Proposicao 2.3 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Seja « :
I — M uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente a M em a(ty), to € I. Entao

existe um tinico campo paralelo V- ao longo de « tal que V (to) = Vp.

O campo V da proposicao acima é chamado o transporte paralelo de Vj ao longo de «.

Proposicao 2.4 Seja M uma variedade Riemanniana com uma conexao afim V. As se-

guintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. Para quaisquer campos de vetores paralelos V e W ao longo de uma curva diferencidvel

a: I — M tem-se que (V,W) € constante;

2. Para quaisquer campos de vetores V. W ao longo de uma curva diferencidvel o : I — M

S (%) (12

3. Para quaisquer campos de vetores diferenciaveis X,Y, 7 de M wvale

tem-se

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y, Vx Z)

Uma conexao afim V que satisfaz uma das afirmagoes da proposi¢ao anterior (e, portanto,
todas elas) é dita ser compativel com a métrica (-, ).

Uma conexao afim V é simétrica se
VxY - VyX = [X,Y]VX,Y € X(M)
O nome se justifica pois em um sistema de coordenadas x tem-se
Vx,X; = Vx,Xi = [X;, Xj] =0= Vx, X; = Vi, X; Vi, j
De forma equivalente, Ffj = Ffi para todos os indices 1, 7, k.

Teorema 2.1 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tnica co-

nexao afim V em M simétrica e compativel com a métrica Riemanniana de M.

A conexao afim V do teorema é chamada conexdo de Levi-Civita ou conexdao Riemanniana.
Sendo (g;;) a matriz da métrica g em M™, os simbolos de Christoffel da conex@o Rieman-
niana sao calculados pela férmula

- agyk agzk B agij km
Z (8;1:1 - Oz, g (2.7)

L
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agij
8mk

Observe que para o espago Euclidiano R" tem-se g;; = 0;; =
0 Vi, 5,m

A derivada covariante de um campo V = 3"" | v;X; ao longo de uma curva diferencidvel

=0Vijk=1T0=

a(t) = x(z1(t),. .., z,(t) pode ser calculada como

Z <dv’“ Z % jr§j> X, (2.8)

No caso do espago Euclidiano, como Ffj = 0, a derivada covariante coincide com a derivada
usual.

Uma curva parametrizada o : I — M é uma geodésica em toy € I se 3; (Cfl—a) =0 em ty. Se
a é geodésica em todo t € I, dizemos que a é uma geodésica.

A equacao (2.8) mostra que toda geodésica a(t) = (z1(t), ..., x,(t)) satisfaz o sistema de

equacoes diferenciais de 2* ordem

d?z;, g d; dx;

— S—— = k=1,... 2.
dt2 + > 1) dt dt 07 ) T ( 9)

Proposicao 2.5 Dado p € M, existem um aberto V.C M, p € V, numeros 6 >0 ey >0

e uma aplicacao C*>
vi(=0,0) xU - M,U={(q,v)|lg e V,veT,M,|v| <er},

tais que a curva t — ~y(t,q,v), t € (=4,9), € a Unica geodésica de M que no instante t = 0

passa por q com velocidade v, para cada g € V' e cada v € T,M com |v| < g;.

Sejam p € M el C TM aberto, em que T'M é o fibrado tangente de M, isto é, é o
conjunto dos pares (¢,v) com ¢ € M e v € T,M. A aplicacdo exp : Y — M definida por

v
exp(q, v) = exp, () = (L, q,v) = (|v|, 0 m)

e chamada aplicacao exponencial em U.
Geometricamente, equ(v) é o ponto de M obtido percorrendo um comprimento igual a

|v|, a partir de ¢, sobre a geodésica que passa por g com velocidade |Z—|

Proposicao 2.6 Dado q € M, existe um € > 0 tal que exp, : B(0,e) C TyM — M ¢ um

difeomorfismo sobre a sua tmagem.
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2.3 Isometrias

Um difeomorfismo ¢ : M — N entre variedades Riemannianas é uma isometria se
(u,v), = (do,(u),dp,(v)), Vp € M e Yu,v € T,M. (2.10)

¢ é uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanga V' C M de p tal que ¢|y : V —
©(V) é uma isometria. M é localmente isométrica a N se para todo p € M existem uma
vizinhanga V' C M de p e uma isometria local ¢ : V' — ¢(V) C N.

Seja ¢ : M™ — N™** uma imersao, Se N tem uma estrutura Riemanniana, ¢ induz uma
estrutura Riemanniana em M por (u,v), = (dy,(u), dpy(v))se- De fato, (-,-), é bilinear,
simétrica e, como dy, é injetiva, (-,-), é positiva definida. Sejam x : U C R* — M e

y : V C R*™* — N parametrizacoes sobre p € M e ¢(p) € N, respectivamente. Entao

(0 a%<p>>p = (e (5ot} ven () >¢(p) ~ (e, aiyj(w(p))%(p)

é diferenciavel para todo p € M, logo (-, ), é uma métrica em M, chamada a métrica induzida

por ¢. Se a métrica de M coincide com a métrica induzida por ¢, dizemos que ¢ é uma
imersao isométrica. Em particular, uma subvariedade M C N admite a métrica induzida
pela inclusdao ¢ : M — N (M herda a métrica de N). Podemos também usar a seguinte

notacao para a métrica de M induzida por (N, g):

©" gp(u,0) = gop) (dipp(u), dpy(v)) (2.11)

A aplicacao ¢* é o pullback de . Verifica-se sem dificuldades quese p : M — Ney: N — P

sdo imersoes, entao (¢ o ¥)* = 1h* o p*.

2.4  Curvaturas

A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia que associa a
cada para X,Y € X (M) uma aplicacao R(X,Y) : X(M) — X (M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[va}Z (2.12)

No caso do espaco euclidiano M = R", a curvatura é nula. De fato, como Ffj = (0 para

quaisquer indices i, 7, k e d/0x; = e;, temos por (2.6) que

VxZ=Vx(z,. .., %) = ZX(zk)a% = X(zer = (X(21), ..., X(2a))

k=1

De forma andloga VxVyz = (XY (21),..., XY (z,)). Assim

VyVxZ = (YX(z1),...,YX(2))



Capitulo 2. Geometria intrinseca e a 2% forma fundamental 33

= RX,Y)Z = (YX(21),...,YX(2) — (XY (21),..., XY (2))
XY —YX)(21), ... (XY — Y X)(2))
= 0

Pode-se mostrar que para quaisquer campos de vetores

- 0 - 0 - 0
XIle’ia—xi, Y:;%a—xi, Z:;Zia—xi

em M"™ tem-se a férmula

0
RX.Y)Z=_ Rijkxiyjzka—zl (2.13)
i,7,k,l
em que
R. = ) A py ar’ ar’ 2.14
z‘jk_Z( ikl e — L z‘r)"‘a_xjik—a_xi ik (2.14)

Introduzimos a notagao (R(X,Y)Z, W) = (X,Y,Z,W). Dados p € M™, n > 2, e um

subespaco bidimensional o C T,M, o nimero real K definido por

K (z,y,,9)

prm— = = 2-15
(@) = K(o) = Klo) = 2 (2.15)
em que {z,y} é uma base de o, onde |z A y| = /|z[?|y]2 — (x,y)?, é chamado curvatura

seccional de o em p.
A proposicao a seguir mostra que K (o) independe da base {z,y} escolhida, o que mostra

que K (o) estd bem definida.

Proposicao 2.7 Seja 0 C T,M um subespago bidimensional do espago tangente T,M e
sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao K(x,y) independe da escolha

dos vetores x,y € 0.

Seja & = z, um vetor unitario em 7,M". Tomemos uma base ortonormal {z1,..., 2,1}

do hiperplano de T, M ortogonal a = e consideremos as seguintes médias

n—1

Ric, (r) = - ! -3 (7w, 2) (2.16)
K(p) = %Z Ric(z;) (2.17)

Ric,(x) é a curvatura de Ricci de M em p na diregdo x e K(p) ¢é a curvatura escalar em p.
E possivel demonstrar que essas curvaturas nao dependem das bases escolhidas, estando

assim bem definidas. Os detalhes podem ser vistos em Carmo (2015a, p. 108-109).
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2.5 A segunda forma fundamental

Sejap : M"™ — M uma imersao da variedade M na variedade Riemanniana 7. Entao,
para cada p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que ¢(U) é uma subvariedade de
M (a métrica de ¢(U) é a métrica induzida por M).

Para simplificar a notagao, identificaremos U com ¢(U) e cada vetor v € T,M, ¢ € U, com
dpg(v) € T@(q)ﬁ. Desta forma, para cada p € M, o produto interno em 7, pM o decompoe na

soma direta
T,M =T,M & T,M".

Se v € T,M, p € M, podemos escrever (de forma tinica)

v=v' +ov-v’ € T,M,v" € T,M".

L a componente normal do vetor v.

Denominamos v' de componente tangencial de v e v

A conexao Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sdo campos locais de
vetores em M e X e Y sdo extensdes de X e Y a M, respectivamente, definimos a conexéo
afim de M por

VyxY = VxY. (2.18)

E fécil verificar que a conexao V acima definida é uma conexao Riemanniana com respeito a
métrica induzida por M (basta aplicar as defini¢oes de conex@o afim e compatibilidade com
a métrica na equagao acima).

Se X e Y sao campos de vetores locais em M, definimos o campo normal local

B(X,Y)=VxY — VxY = (VY (2.19)

Proposigao 2.8 Se X,Y € X(U), U C M, a aplicagio B : X(U) x X(U) — X(U)*+ ¢

bilinear e simétrica.
Sejam p € M en € T,M*. A aplicagao H, : T,M x T,M — R definida por
Hy(z,y) = (B(z,y),n) (2.20)
¢ bilinear e simétrica. A forma quadratica /1, definida em 7, M por
I, (x) = Hy(z,x) (2.21)

é chamada a sequnda forma fundamental em p segundo o vetor normal 7. Alguns autores
chamam o campo B de 2* forma fundamental.

A H, fica associada uma aplicagao linear auto-adjunta A, : T,M — T,,M dada por

(An(2),y) = Hy(z,y) = (B(x,y),n)- (2.22)
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Se N é uma extensao local de n para a variedade ambiente M, entao o operador linear

A, pode ser calculado por meio da expressao
Ay (z) = —(V,N)". (2.23)

O operador A, acima definido chama-se operador de Weingarten.
O teorema a seguir relaciona as curvaturas seccionais das variedades M e M com suas

respectivas segundas formas fundamentais.
Teorema 2.2 (Gauss) Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M . Entdo

Uma imersdo ¢ : M — M é dita totalmente geodésica em p € M se ¥n € T,M~* a 2?

forma fundamental /7, é identicamente nula em p. Tal terminologia se justifica pelo seguinte

Teorema 2.3 Uma imersio ¢ : M — M ¢ totalmente geodésica se, e somente se toda

geodésica vy de M partindo de p € geodésica de M em o(p).

Uma imersdo ¢ : M — M ¢é dita minima se para todo p € M e todo n € T,M~* tem-se
que o traco tr A, = 0.

Escolhendo uma base ortonormal {Ey, ..., E,, ..., Epin} em T,M, onde {Ey, ..., E,} C
T,M e {Ey1,...,Enin} C T,M*, definimos o vetor

m+n m—4n
H=)Y B(E,E)= ) (trAp)E, (2.25)
i=1 j=n+1

chamado wvetor curvatura média da imersao . Pela definigao, ¢ é minima se, e somente se
H(p)=0Vpe M.

Dada uma imersao isométrica, considere o tensor
B:X(M)x X(M)x X(M)* — D(M)

definido por
B(X,Y,n) = (B(X,Y),n)

Defina

Teorema 2.4 (Equagao de Codazzi) Com a notacao acima
<E(Xa Y)a Z7 77> = (vYB)(Xa 27 77) - (vXB)(K Z7 77) (2'26)
Em particular, se a curvatura € 0, entao

(VxB)(Y. Z,n) = (VyB)(X, Zn) (2.27)



36

3 Volume conforme

Um difeomorfismo ¢ : M — N é uma aplicagao conforme se
(dpp(v), d@p(w»sﬂ(m = >‘2(p)<1}? w), Vp€ M,Vo,weT,M

em que A : M — R — {0} é uma fungao diferencidvel. As plicagdes conformes tém a propri-
edade de preservar angulos isto é, se duas curvas «, 3 : [ — M se intersectam em t = t; e
0 é o angulo entre elas, e ¢ for o angulo entre suas imagens g o« e p o f em t = ty, entao
cosf = cost.

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta imersa na esfera unitaria S" munida
de sua métrica candnica & (isto é, a métrica induzida pela métrica Euclidiana de R™™1).
Vamos denotar por G o grupo dos difeomorfismos conformes de S™.

Chamamos de n-volume conforme de uma imersao ¢ : M — S"™ a quantidade

Ve(n, o) = jtelgvol(M, (v 0 )*d). (3.1)

O infimo sobre todas as imersoes conformes de M em S™ é o n-volume conforme de M e
denotado por V.(n, M), isto é,

Ve(n, M) = inf V.(n, ). (3.2)
¢
Definimos também o volume conforme de M por
V(M) = ing‘/c(n, M). (3.3)
ne

Seja a € R™! um vetor unitdrio e denote por A o campo de vetores em S™ obtido por
projetar o vetor a no espago tangente de S”, isto é, A(p) é a componente de a em 7,S". De

forma explicita,
Alp)=a' =a—(a,p)p VpeS" (3.4)

Lema 3.1 Defina a fun¢io u : S* — R por u(p) = (a,p) (produto interno canénico em
R™1). Entdo gradu = A.

Prova:
Dado qualquer vetor v € T,S", seja o : (—¢,¢) — S™ uma curva diferenciavel com a(0) = p

e /(0) = v, teremos

i(u o) = {(a,d'(0)) = (a,v).

dup(v) = dt
t=0
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Assim para uma dada base {8%1_;2' =1,...,n} CT,S"

g (O _ [0
or; U or; ) a’aﬂh‘ .

Dessa maneira, para cada X =Y " | a;7— a - € T,S",

(gradu,X):iai<gradu,aixi>:iaidul,(axz) nl < > (a,X) = (a", X).

=1 i=1 1=

Como isto vale para todo p e todo X obtemos, portanto,

gradu=a' = A.

O
Considere o fluxo Ve do campo A, 1sto é,
— A (3 5)
O .
lt% Yt

Sabe-se da teoria das equagoes diferenciais que 7, é um difeomorfismo de S™ e que o conjunto
G’ desses fluxos tem uma estrutura de grupo (ver proposigao 1.3 de Palis e Melo (1978) e
seu coroldrio).

Afirmamos que 7y, é conforme V¢. Com efeito, dados v,w € T,,S™ tem-se

D

) ) = { o) duw) ) + (o), Gu(w) ).

dt<
Vamos precisar do seguinte

Lema 3.2 (de simetria) Se M ¢ uma variedade diferencidvel com uma conexdo simétrica

e : ACR?— M uma superficie parametrizada 1 = 1(u,v). Entdo

Doy Doy
dudv  dvou’
Prova: Ver Carmo (2015a, p. 76-77). O
Seja o : I — S™ uma curva diferencidavel com «(0) = p e o/(0) = v. Entao pelo lema de
simetria,
D D d D d D
~d _ 24 _za _ YT V"
G =5 £0ew)| =2 faen)| = Za0ee)| =V ()
Analogamente
D
(W) =Vua (1(p))
Assim
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Agora
V,a' = (Vea')T,

mas como a variedade ambiente é o R**! entao

v = (%) = (L 000) = lotha— (0.0 = (e = uian

para qualquer g € S”. Assim

Voa' (1e(p)) = —u((p))v.

Analogamente
Vua' (7(p)) = —u(y:(p))w

logo
d

E(d%(v),d%(w» = —2u(v(p)) (v, w).

Integrando de 0 a ¢ obtém-se

(o) = (1= [ 2 )ds) ().

Fazendo v = w # 0 teremos que

i) = (1= [ 2utauto)s) 1o = 1= [ 2utrp)ds >0

0 que prova a afirmacao.
Lema 3.3 Seja vy € G, existemr € O(n+1) ey € G’ tais que v =1 o ;.

Prova: Ver Soufi e Ilias (1986, p. 259).

Com este lema

vol(M, (yo p)*d) = vol(M, (r o, 0¢)*d)
= vol(M, (y; 0 ¢)*r*d)
= vol(M, (7; 0 ¢)*9)

e entao podemos restringir a defini¢ao de V.(n,¢) a
Ve(n, @) = sup{vol(M, (y; 0 )*0);a € S", ¢ > 0}

Vamos precisar também do
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Teorema 3.1 (1* variacao de volume) Seja F : ¥ X (—¢,¢) — M uma varia¢do da sub-

variedade > C M com suporte compacto e bordo fizo, isto é, F(p,0) =p e F(q,t) = qVq € 0%

et>0. Entao
d dF
— vol(F' (X, ¢t =— H,— ) dV. 3.6
)| = [ (1) (36)
Uma prova pode ser encontrada em Colding e Minicozzi (2011, p. 6,7).

Duas métricas g e g de M sao conformes se existe uma funcao positiva u: M — R, tal

que g = ig.
Proposicao 3.1 Seja M uma variedade Riemanniana com métricas conformes g e g = ug.
Sejam V e V conexdes Riemannianas de g e §. Entdo para todos X,Y € X(M)

VxY =VxY +S(X,Y) (3.7)

onde

S(XY) = 5 l(X)Y + (V)X = g(X. ) grac . (3.5)

Prova:
Defina VxY = VxY + S(X,Y). Pelo Teorema 2.1 basta provar que V é uma conexao

simétrica e compativel com a métrica g, pois assim vV=V.
Mostremos que V é uma conexao afim. Dados f,heDM)e X,Y,Z € X(M) temos:

%fX+hYZ = VixsnyZ+S(fX+hY,2)
1
= JVXZARIYZ 4 (X WY)Z + (Zi)(FX +RY) = g(fX + Y. Z) grad g

= [VxZ+ %[(XM)Y + (YY) X —g(X,Y) grad ]

h
+hVyZ + ﬂ[(X WY + (Yp)X — g(X,Y) grad y]

= [VxZ+hVyZ
Vx(Y+2) = Vx(Y +2)+8(X,Y + Z)

VY 4+ViZ4 i[(X”)(Y L2V (Y 4 20X — g(X,Y + Z) grad 4]
= VY 4 (XY + (V)X — g(X.Y)grad

1
+VxZ + @[(XM)Z + (ZwX — g(X,Y) grad

= €XY+€XZ
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Vx(/Y) = Vx(Y)+ (X)) + (V)X = glX, f¥)grad
= VXY (XNY XY + (V)X — g(X.Y) grad
= [VxY +(Xf)Y
0 que prova que V é uma conexdo afim. Para a simetria temos
VY = VyX = ViV + 5(X,Y) = Vy X — S(Y,X) = VyY — Vy X = [X,Y]
Resta entao mostrar que A compativel com g, isto €, que
Xg(Y,2) =g(VxY,Z) +5(Y,VxZ) (3.9)

O primeiro membro da

X§(Y.2) = Xpg(Y,Z) = Xg(ViY, ViZ)
= 9(Vx(VEY).\/iZ) + g(VAY. Vx(\/iZ))
= SRV (XVIY. ) 5 g (V)

_ (\/_VXY + 2\/_(XM)Y \/_Z) +g (\/EY, ViVxZ + 7(XM)Z)
= 19(VxY, Z) + So((Xu)Y, Z) + ng(Y.VxZ) + 5olY, (Xp)2)
= (Xwg(Y,2) + pg(VxY, Z) + ng(Y,VxZ) (3.10)

J& o segundo membro da

G(VxY, 2)+ (Y, VxZ) = pug(VxY +S(X,Y),Z) + ug(Y,VxZ + S(X, Z))
= pg(VxY,Z) +pg(Y,VxZ) + pg(S(X,Y), Z) + ug(¥, S(X, 7))
(3.11)

Assim, para obter (3.9), tendo em vista (3.10) e (3.11), devemos mostrar que
(X)g(Y:2) = ng(S(X,Y), Z) + ug (¥, S(X, 2))
Com efeito
HSXYZ) = g IXY + (VX — g(X,Y) oy, 2)
— (XY 2) + 9((V)X. 2) = g(X, V)g(erad . Z)

1

= 5 l((XWY. 2) +g(YW)X, 2) — g(X.Y)(Zp)]
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Analogamente
9(Y,5(X,2)) = i[g((Xu)Z, Y)+9(Z)X,Y) — g(X, Z)(Y )]
Portanto 1 1
9(S(X,Y), Z) +g(Y,5(X, Z)) = ;9((XM)Y, Z) = E(XM)SJ(Ya Z)
O

Teorema 3.2 (Soufi e Ilias (1986)) Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta

e suponha que existe uma imersao isométrica minima ¢ : (M, g) — (S, 0). Entao

vol(M, g) = Vi(n,¢) > Vi(n, M). (3.12)
Além disso, se (M, g) ndo é isométrica a (S",0), entdo vol(M, g) > vol(M, (v o ¢)*0) para
todoy € G—O(n+1).

Prova:
Para simplificar as contas iremos supor que M é uma subvariedade minima de S”, pois

isto permite omitir ¢ das contas. Por conta das observagoes anteriores basta mostrar que
V(t) = vol(1(M)) < vol(M) Va € S",t > 0.

Vamos fixar um a € S™ e escrever 7 = 7, para t = ty. A férmula da primeira variagao de

volume d&

V(to) = — / (M)<HW<M>(:E),7'(:C)>M _ / ( (HOD (2), A(2))dV

M)

onde H'™) & o vetor curvatura média de v(M) em S”. Efetuando uma mudanca de varidvel

obtemos
V'(to) = —/M<H”(M)(7(ﬂf))~4(7($))>ldetdv(w)ld%.

Como v ¢é conforme, existe uma fungdo A(p) > 0 tal que (dy(u),dy(v)), = A u,v),.

Escrevendo A = €2/ temos
(dy(u), dy(v)) = € (u,v)
para algum f € R. Em termos matriciais

dyldy = 1, = |det dy| = e™

Portanto
Vi(ty) = - /M (0D (3 (), Ay (@)™ Vs (3.13)
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Como (dvy(u),dy(v)) = €2/ {u,v), entdo v*§ = €2/§. Assim, pela Proposicio 3.1
VxY =VxY + (XY + (Y )X — (X,Y) grad f
em que V é a conexao em (M) e V é em M. Com isso a 2* forma fundamental em (M) é
B(X,Y) = (VxY)* = (Vx¥)* — (X, Y)(grad )* = B(X,Y) — (X, Y)(grad f)*
Seja {ey, ..., e, } uma base ortonormal do espaco tangente de M em g = §. Entao

v*6 (e, ) = €6

ij
logo {e~'ey,..., e Te,} é6 uma base ortonormal de v(M) em 7*J. Assim

HY) Ble e e le)

M

=1

[B(e e, e e;) — (e Tes, e e;)(grad )]

I
NE

i=1
= ¥ HM —me  (grad f)*

= —me *(grad) f*
A rigor, o correto é escrever
HYM) (y(z)) = —me~* dy((grad f(z))*) (3.14)

dvy nao aparece naquelas contas por causa da notagao introduzida na Segao 2.5.

O fluxo 74 do campo A (na verdade de qualquer campo de vetores) possui a propriedade

de grupo
Yt © Vs = Vt+s-
Derivando em s obtemos
() D = Dt
50 s ds

Em s = 0 teremos
Ay, A(r) = A(7e(7))

ou, de forma abreviada,
dy(A) = Ao~. (3.15)

Por (3.4) obtemos
[A@) =1-v’(z) e [A(y(2))]" =1—u*(y(2))

Mas por (3.15)
[Aoy]? = ldy(A)]* = ¥ |AP
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logo
2 2
o - [AoyP _1-u"oy 3.16
|A|? 1—wu? (3.16)
Derivando: L
2f —uo g, u’ oy
Substituindo (3.16) obtemos
u o ’y
df = 1o dudy + = du. (3.17)
Agora, para qualquer campo X em S",
du,dy(X) = (gradu(y), dy(X)) = (dy(grad u),dv(X)) = e/ (grad u, X)
logo
_ _ . u°er
(grad f, X) = df(X)= 2 ovduvdv(X) +t1o uzdu(X)
Uu o ’}/
—m 2f<gradu,X> + 1_ (gradu X>
1 — 2
- (-7 won (grad u, X)
1—wu2oy 1—u? 1—
= ul_#@radu X)
— u?
Portanto
grad f = ul__# grad u. (3.18)
Substituindo (3.14) e (3.15) em (3.13) obtemos
Vitto) = [ migrad £, Ay avy
M
e substituindo (3.18) encontramos
V'(tg) = / mul__uu;Y gradu®, A)e™ dVj.
Mas grad u = A pelo Lema 3.1, logo
V(ty) = / m 00| At 2 gy (3.19)
M 1—u

Observe que

Loy = (a8} = = 4o 20

o que mostra que a aplicacao t — wu o 7, é nao-decrescente, logo

u(z) = u(v(z)) <u(y(z)) =u<uoy
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e como u?(r) = (a,2)? < |a*|z|*> = 1 concluimos de (3.19) que V'(ty) < 0, logo V(t) é nao-
crescente em uma vizinhanca de 5. Como t foi arbitrado, temos que V(t) < V(0) = vol(M)
Vt.

Suponha que existe v = 4 com t = t, > 0 tal que V(t) = vol(M). Como V(t) é néo-
crescente, temos que V (t) = vol(M) Vt € [0,¢], logo V'(t) = 0 nesse intervalo. De (3.19)
concluimos que At = 0 sobre M. A restricao de A a M nos d4 um campo de vetores sobre
M cujas curvas integrais sao grandes circulos passando pelos pontos a e —a. Entaoa € M e
as geodésicas de a sao os grandes circulos. Portanto, M é a imagem exponencial de S™ de seu
préprio espaco tangente em a; é, portanto, uma subesfera totalmente geodésica de dimensao

m em S”. O



45

4 Curvatura total de variedades imersas

Uma variedade M imersa numa variedade M é denominada uma hipersuperficie se a
dimensdo de M é uma unidade a mais do que a dimensdo de M. Seja p € M e 1 um vetor
normal unitario a M em p. Como A, : T,M — T,M ¢ simétrica, existe uma base ortonormal
de autovetores {ey, ..., e,} C T,M com autovalores reais k; ..., k,. Se M e M séo orientéveis
e estao orientadas, entdao o sentido do vetor 7 fica univocamente determinado por estas
orientacdes, se exigirmos que {ey,...,e,} e {e1,...,e,,1n} sejam bases positivas em M e M.
Assim, chamamos os e; de direcoes principais e os seus autovalores associados k; de curvaturas
principats. Com isto podemos definir a curvatura de Gauss-Kronecker K = det A, =k, ---k,

e a curvatura média H = %

. Vamos generalizar estas ideias.

Considere uma variedade M™ e uma imersao ¢ : M™ — R*™ para algum N.! Seja B,(y)
o campo de vetores normais unitarios de ¢(M™) de modo que um ponto de B,(¢) é um par
(p,e) onde e é um vetor normal unitario em ¢(p). Sejam Aej, i, j = 1,...,n, os coeficientes
da 2* forma fundamental (isto é, do operador de Weingarten) com respeito a (p,e) € B,(y).

Definimos a a-ésima curvatura média por

Ha(p,e):(Z)l S kyk (4.1)

1<i1 < <ia<n

em que os k;; (j =1,...,n) sao os autovalores de A.. Um célculo direto mostrard que os H,

satisfazem a igualdade

det(éij + tAe;ij) = (n) Hg(]?, e)ta vVt e R (42)
o
a=0
conforme definido em Chen (1971, p. 149), em que se convenciona Hy = 1.

Chame a integral
Hip.0)= [ Hpe)ldo, i1 k>0 (43)
SN*I

sobre a esfera SV~ de vetores normais unitdrios em o(p), a i-ésima curvatura total absoluta

de ordem k em p, e a integral

TA(p k) = —— [ Hi(pK)aV (4.4

CN+ik—1 J pm

1 Tal imersdo sempre existe pois o teorema do mergulho de Whitney afirma que toda variedade de dimensio

n pode ser mergulhada como uma subvariedade fechada no espaco euclidiano R?"*1 (SPANIER, dez.
1989).
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a 1-ésima curvatura total de ordem k da imersao p, se existe, onde ¢, denota a area de S™.
Um fato demonstrado por Willmore em 1968 afirma que se M? é uma superficie compacta

orientada em R3, entao sua curvatura média H satisfaz
/ HdV > Arx (4.5)
M

e a igualdade vale quando, e somente quando M é uma esfera.
Neste capitulo serd apresentada uma generalizacao devida a Chen desse resultado, enun-

ciada no seguinte

Teorema 4.1 (Chen (1971)) Seja ¢ : M™ — R™™N wuma imersdo de uma variedade fe-
chada (isto €, compacta e sem bordo) M™ em R"™™. Entio sua primeira curvatura total

absoluta de ordem n satisfaz a desigualdade

e vale a iqualdade se, e somente se M™ ¢ mergulhado como uma hiperesfera em um subespaco

(n + 1)-dimensional de R™.

4.1 As equacoes de estrutura

Sejam U C R™ um conjunto aberto e ey, ..., e, campos vetoriais diferencidveis e U tais
que, para cada p € U, tenhamos (e;, e;) = d;;. Um tal conjunto de campos vetoriais é
denominado um referencial maovel ortonormal.

Dado um referencial mével {e; };—; ., ficam definidas 1-formas diferenciais w; pela condi¢ao
wi(e;) = 6;;. O conjunto dessas 1-formas é denominado co-referencial associado ao referencial
{ei}izl,...,n-

Cada campo e; é uma aplicacao diferenciavel. Assim, para cada p € U e cada v € R,
podemos escrever

(dei)p(v) =Y (wis)p(v)(€5)p-
J

As expressoes (w;;)p(v) s@o lineares em v, logo sao 1-formas diferenciais. Podemos escrever a

d@i: E wijej
J

As n? formas w;; sao chamadas formas de conexao de R™, no referencial mével {e;}i—1, n.

igualdade acima como

Diferenciando (e;, e;) obtemos

0= <d€z‘, 6j> + <6¢,d€j> = Wij +wji = Wij = —Wji.
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Proposigao 4.1 (Equacgoes de estrutura de R") Seja {e;}iz1,. . um referencial mdvel
em um aberto U C R"™. Sejam {w;}iz1,., 0 co-referencial associado e w;; as formas de

conexdo de R™, no referencial {€;}i=1._n. Entao

dw; = Z Wi N W (4.7)
k
dwijzzwik/\wkj, i, 7, k=1,...,n. (4.8)
k
Lema 4.1 (Cartan) Seja V™ um espaco vetorial de dimensdo n e sejam wy,...,w, : V" —

R, r < n, formas lineares em V que sao linearmente independentes. Admita que existam

formas lineares 01,...,0, : V" — R tais que

iwi/\ei =0
=1

Entao
0= ayw;, ay=a;Yi,j=1,..n. (4.9)
j

As provas dessas proposigoes podem ser encontradas em Carmo (2015b).
Seja F(n, N) o conjunto de todos os referenciais de R"*" e B o subconjunto de M™ x
F(n,N) consistindo de (p,ei,...,€,,€,11,...,€,.n) tais que eg,...,e, sdo tangentes e

€ni1;- -, €nn a0 normais a M em @(p). Considere as aplicagoes
B % M"x F(n,N) = F(n,N)
em que ¢ é a inclusao e 7 é a projegao sobre F(n, N). Ponha
wi = (me)"w; Wiy = () wy

Entao as equacgoes de estrutura se tornam
r / ! /o ! /
dw; = E wp ANwy;  dw;; = E Wip, N\ Wi
k k

Para i =n+1,...,n+ N tem-se w; = 0 e 0os w; sao linearmente independentes para j =

1,...,n. Dessa forma
n
/ r_
E w; \Nw;,. =0
i=1

Pelo lema de Cartan

w;r = Z Am-jw;- (410)
j=1
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O elemento de volume de M é

dV =wi A+ Aw,,

’

e o elemento de volume de B,(p) é
dV Ndon_y =wi A Awp AWy vt A AW N N1

Defina a aplicacao
U: By(p) — SN
(p.e) — e

entdo, denotando por dX,, y_1 o elemento de volume de S"*V~! tem-se

~ o / / /
v dzn-‘,—N—l = WpinN ARRRNA WhiNn A WnieNntl ARRENAN WniNntN
Usando (4.10) teremos

0'dEnin-1 = (—1)"det(Apyni)wi A Awp A W;+N,n+1 AREENA W;H-N,m—N—l

= (—1)n det(An_H\[,ij)dV N dO'N_l

4.2 Prova do teorema 4.1

Afirmacao 1: © é sobrejetiva e para cada e € S"™V~1 a sua pré-imagem v!(e) tem pelo
menos dois elementos.

SnJerl

Com efeito, fixe um vetor e € e defina

v: M — R
p = (e p(p))

Dado v € T,M tem-se
(grad ¢(p), v) = dipp(v) = (e, dip,(v)) = (e,v) = (e',v)

= grad ¢ (p) = e’ (p)

Como M é compacta e 1 é continua, v atinge seus valores de maximo e minimo em certos
pontos q e ¢’ de M. Assim grady = e’ = 0 nesses pontos, logo e é normal a M em ¢ e ¢,
portanto v(q,e) = e = 9(q¢’, e), o que prova a afirmagao.

Considere agora o hessiano de 1) no ponto p € M

Hess 1, (v, w) = (V1h(p), w)
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em que v,w € T,M. Temos que

Hess ¢, (v,w) =

Nos pontos ¢ e ¢’ tem-se
Hess (v, w) = (Aev, w)

sendo ¢ e ¢ pontos de maximo e minimo, Hessy) = As é nao-positiva ou nao-negativa’,
respectivamente, o que significa que seus autovalores ky, ..., k, sao todos < 0 ou todos > 0

em (q,e) e (¢, e), respectivamente. Assim o conjunto
U={(p,e) € By(¢)|ki(p,€),...,kn(p,e) tém o mesmo sinal}

cobre a esfera S"*¥~! pelo menos duas vezes através da aplicacao .

Sn—l—N—l

Pela afirmagao 1, 9(U) cobre pelo menos duas vezes, o que da

/ 5y = / dY > 2¢ N1
U (U)

Agora
07dY = (—1)"det(A;;)dV Ndo = H,(p,e)dV A do.

Assim
/ |Hn(p7 e)|dV AN dU Z / Hn(p, e)dV A do‘ — / ﬁ*dE Z 20n+N—1
U U U

Pela desigualdade aritmética-geométrica

kl(p7 e) + e+ kn(p7 e)
n

i (p, )| = ">k (p.0) - kap. )] = [Ha(pre)]

2 Dados uma fungao diferencidvel f : M — R, um ponto p € M e um vetor v € T,M, seja o : R — M uma

curva diferencidvel com «(0) = p e &/(0) = v. Entao f pode ser expandida por uma série de Taylor

t2 /

Fa(t) = F(9) + tlgra £ o)+ [ Fes fy(0,0) + (s 1), il

D
=0 t—0 ¢t

dt

Se p é um ponto critico de f entao

fla(®) = flp) =t* B Hess fp(v,v) + Rt(zt)}

e o sinal de Hess f, se sobrepoe ao sinal de R(t)/t? para t pequeno, de modo que se Hess f, > 0 entdo
fla(t)) > f(p), logo f(p) é minimo local estrito. Reciprocamente, se f(p) é minimo local entao Hess f, > 0.
Analogamente, Hess f, < 0 = f(p) é méximo local estrito e f(p) méximo local = Hess f, < 0.
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logo
/ Hy(p,e)["dV A do > / Hy(p,e)|"dV A do > / |Ho(p, e)[dV A do
By (p) U U

Portanto

1 1
/ / |Hi(p,e)|"dodV >
Cn+N-1 n JSN-1 Cn4+N—-1

Suponha agora que vale a igualdade. Entao

TAl(ap,n) = . 2cn+N—1 =2

/ |Hi(p, e)["dV A do = / |Hi(p, e)["dV A do = / |y (p,e)|dV Ado = 2¢ iy
By (p) U U
Da segunda igualdade concluimos

|H1(p7 e)ln = |Hn<pa e)| V(p, e) ev

logo
kl(p7 e) == kn(p7 e) v(p7 e) € U

e da primeira igualdade,

Hl(pv e) =0 V(p, e) S Bv(‘ﬁ) - U

O operador A, é auto-adjunto, logo T,M possui uma base ortonormal {E,..., E,} de
autovetores associados aos autovalores ki (p,e), ..., k,(p,e):
AE; = k;(p,)E; (4.11)

Tais vetores podem ser estendidos a campos de vetores por meio de transporte paralelo.

Diferenciando (4.11) na diregao E; (i # j) teremos
Vi, (AeE)) = Vi, (ki Ej) = dk;(E) Ej + k; Ve E;
Como Vg, E; =0 e denotando dk;(E;) = k;; teremos
Vi (AeE;) = k;iEr.

Analogamente
VEJ. (AeEz) - k’L,]Ej

Pela equacao de Codazzi
in(AeEj) - VE]- (AeEi)

logo
kj;iEi = ki;jEj .
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Como os vetores {E;}i—1,. , s@o linearmente independentes,
kj;i = kz’;j =0=k;=const. Vi=1,...,n,
isto é,
ki(p,e) =--- = k,(p,e) = const.

em cada componente conexa de U.
Se ki(p,e) = -+ = kn(p,e) = 0 em todo U, entao ki(p,e) = --- = k,(p,e) = 0 em todo
B,(¢), logo Hi(p,e) = 0 em todo B,(p) e assim T'A;(p,n) = 0, o que contradiz os resultados

anteriores. Logo ki(p,e) = -+ = k,(p,e) = const. # 0 em alguma componente U* de U.
Defina a aplicacao projecao
m:U" — M"
(p.e) = p

Afirmacao 2: A aplicacao 7 é sobrejetiva.

Suponha que esta afirmacao é falsa. Como U* é fechado, M é compacta e m é uma
aplicacao aberta, entdo m(U*) é compacto. Como 7(U*) # M, entdao dr(U*) # 0. Tome
(p,e) € B,(y) de modo que p € Or(U*). Entao (p,e) € OU* pois Or(U*) = w(0U*). Pela
continuidade de k;(p,e), existe uma vizinhanca V' C B,(y) de (p,e) tal que V(p',€’) € V,
ki(p',€) # 0 e tém o mesmo sinal, logo V' C U*. Assim (p,e) € int U*, um absurdo pois a
fronteira de um conjunto é disjunta de seu interior.

Isso e o fato que k;(p, —e) = —k;(p,e) implicam que M"™ é totalmente umbilica. Pelo
teorema 3 de Chern e Lashof (1957) temos que M™ é mergulhada como uma hipersuperficie

convexa em R"*! e ¢ totalmente umbilica. Assim M™ é mergulhada como uma hiperesfera

em R"H1, O
Lema 4.2 Denote por x = (1, ...,Zm11) as coordenadas cartesianas de um ponto x € S™ C
R™*L. Entdo

or (5 A

de —
/Sm|x1| 7 F<m+n+1>

2

em que
['(2) :/ t=le tdt = 2/ W e du
0 0

¢ a funcao gama.

Prova:

Considere a integral
2
1 —/ |zq|"e T ey - da.
Rm+l
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Pelo teorema de Fubini

© 2 o0 2 & 2
= x| e Ttdxq e 2dxy--- e mHdT,,a1
I n mld de x +1( —_
—0o0 — o —00

= 2/ x?e‘m%dmlﬁ---ﬁ
0

~ T (”;1) (V7)™ (4.12)

Podemos também calcular este integral por meio das coordenadas polares generalizadas.

Chamando cos 6, = x1/r tem-se
I = / / Ircos 6, dodr

0 S™(0,r)

= / e (/ | cos 91|”d0> dr
0 S™(0,r)

= / e " (/ | cos 91|”rmd0) dr
0 sm

= / rm+”e_r2dr/ | cos 61" do
0 sm

1 1
S / |21 " do (4.13)

De (4.12) e (4.13) obtemos o resultado do lema. O

Teorema 4.2 (Chen (1972)) Seja M™ uma subvariedade minima compacta de S™. Entdo
vol(M™) > ¢,
e vale a igualdade se, e somente se, M é um grande circulo de S™.

Prova:

Seja ¢ : M™ — S™ uma imersao minima e ¢ : S™ — R™"! a inclusdo. Serd feita, para
simplificar a escrita, a identificagdo p = ¢ o p(p). Sejam {Fjy, ..., E,} uma base ortonormal
de T,M e {e;...,€,_n+1} umas base ortonormal de T,M*, onde ey,...,e,_, € T,S™ e
en_ni1 = p € T,S™*. Para qualquer e € T,S™ tem-se

n

1 m-+1 1 m—+1
H? = —tr(Ay" ) ==Y (AY" E} E;
£ e) = A = AT )
Entao parae =e€;,2 =1,...,m —n tem-se
L0 1 -~ m+1 1 - m+1 ]. - m
H*(p,e;)) = - > (AE"E;E)) = EZ<—VH§7. e;, Ej) = EZ<_V§% e;, Ej)
j=1 j=1 j=1

1, g
= ﬁZ(AE Ly, Ej) = Hf (p,e;) =0
j=1
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e para € = €,,_p41:

n n

L0 1 m—+41 1 m—+1
Hy™(pen—n1) = Y =V em w1, Bj) = - > (=VE pEy)
j=1 j=1
1« 1 «
= - > (=d(to @), E;, Ej) = p. > (~E;, Ej)
j=1 j=1
1
— Z . (=n)=—1
il )

: —nt1
Assim, dado e = Y. "" a;e; € T,M*, a; = (e;, e), tem-se

1 1 m—n—+1

H#(pe) = —tr(A) =~ Y aitr(Ae)
=1
m—n+1

= Z az‘Hfow(p, ei) = —Am—n+1

i=1
= - <em*n+17 e>

= _<p7 e>

Com isso

1
2<Taopn) =— [ [ |~ e)dody
m n §m—n

Escolha T' € O(m + 1) de modo que Te; = p, em que e; = (1,0,...,0) € R™"!. Tem-se

/ |(p,e)|"do = / |(Teq,e)|"do = / |(e1, T"e)|"do
sm-n gm—n sm-n

Efetuando a mudanca de varidvel n = T*e, do(n) = | det T*e|do(e) = do(e), T*~1(S™™") =

S™™" temos que
/ |(p. €)|"do = / [(er,m)|"do = / |z1|"do
Sm—n Smfn Smfn

em que ) = (x1,...,ZTme1). Pelo lema 4.2

(2
/ |z1|"do =
Sm_n

—
A/~
‘3
B+
[S—y
~—

€ Co1mo

%Vk>l

2 n+1
[ o = a2Vt
Sm—n

Cr —

obtemos
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Portanto ) 0 voll ™
C VO
2< — 224V = 2vol(M?) = vol(M") > ¢,
Cm Jyn  Cn Cn
O caso da igualdade segue do teorema 4.1. U
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5 Volume de subvariedades minimas compac-

tas em espacos projetivos

5.1 Submersoes

Uma fibra de uma fungao f: M — N é um conjunto f~'(q), onde q € f(M).
Uma aplicacao diferencidvel f : M™ — N", m > n, é uma submersao se df, : T,M —
TN € sobrejetiva Vp € M.

Proposicao 5.1 Seja f: M™ — N"™ uma submersao. Entao cada fibra tem a estrutura de

uma subvariedade de M de dimensao m — n.

Prova: Ver Brickell e Clark (1970), proposigao 6.2.1. O
Seja F, = f~!(¢) uma fibra de ¢ € N. Dados p € F, e v € T,F,, seja « : I — F, uma

curva diferencidvel com «(0) = p e o/(0) = v. Entao
foa=q=const. = df,(v) = 0= v € ker(df,)

logo T,F, C ker(df,). Como dimT,F, = m — n = dim ker(df,)) pela proposicao acima, temos
que T, F, = ker(df,)

Podemos, portanto, fazer a decomposicao em soma direta
T,M = ker(df,) @ H, = TpFspy @ H,y

O espago H, ¢ chamado distribuicao horizontal em p.

Observe que dim H, = m — (m — n) = n. Assim, pelo teorema do nicleo-imagem,
dfpla, = Hp = Ty N

¢ um isomorfismo. Isto motiva a seguinte definicao: a submersao f : M — N é dita ser uma

submersao Riemanniana se df,|y, ¢ uma isometria.

Proposicao 5.2 Seja f : M — N uma submersaio. Se g : N — S € tal que go f €

diferencidvel, entao g € diferencidvel.

Proposicao 5.3 Se f : M — N ¢ uma submersao e se g : N — S € uma funcdao dife-
rencidvel, entio o posto de d(go f), € igual ao posto de dgsq para todo p € M.
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As provas dessas proposigoes estao presentes em Brickell e Clark (1970), proposicoes 6.1.2

e 6.1.3. Juntando-as, tem-se a seguinte

Proposicao 5.4 Sejam f: M — N eg: N — S aplicagoes diferencidveis. Se f e go f sao
submersoes, entao g € uma submersao.
Exemplos:
1. Considere a projecao canodnica
7: R —{0} — RP"
Iy Ti—1 Tit1 Tn+1

(X1, Tpy1) = | —, ., 1, e

em que x; # 0. Considere as parametrizagoes

Yy, : R — ‘/; = {[l’l,...,%n+1]|xi = 1} C RP"

($17"'axn+1) = [xla"'7$i—1a17$i+1a"'7$n]
e
x : R Retl
(X1, oy Tpy1) — (1,0, Tpia)
Entao
-1 RES! Ti—1 Ti41 Tn41
Y, omoX(Ty,... Tpt1) = |—,. .-, , s

logo a matriz de dm nessas parametrizacoes é

[ 1 T
SB_i 0 —x—? 0O .. 0
1 i
0 = Ity 0
= Tit1 1
0 0 —— — 0
€; ZT;
e 1
0 --- 0 _* 21 0 ... —
L T Z; |
As colunas 1,...,i — 1,i + 1,...,n + 1 sao linearmente independentes, logo dr tem

posto n e entao é sobrejetiva. Portanto 7 é uma submersao.

2. Considere a aplicacao
o:RL 5 §”
z

A T
||
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Considere também as aplicacoes inclusao ¢ : S* — R"! e identidade id : S* — S™.
Entao oot = 1d = dod. = I, isto é, do tem uma inversa a direita, logo do é sobrejetiva,

portanto ¢ é uma submersao.

3. Considere a aplicacao
f:8" — RP"

entao m = f o o. Pela proposicao 5.4 temos que f é uma submersao.

Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel com uma estrutura de grupo topoldgico
em que a multiplicagao é diferenciavel.

Uma acao de um grupo de Lie G sobre uma variedade M é propria se para todos os
subconjuntos compactos K, L C M, o conjunto {g € G|g(K) N L # 0} é compacto. A acao
élivreseg-r=xVre M= g=1.

Proposicao 5.5 Suponha que G € um grupo de Lie agindo de forma livre e propria sobre
uma variedade M. O espago quociente M /G com a topologia quociente admite uma estrutura
de variedade diferencidvel de modo que a proje¢ao canonicam : M — M/G € uma submersdo.
Além disso, dim M /G = dim M — dim G. Se, além das hipdteses anteriores, G age sobre M
por isometrias, entdo existe uma unica métrica g sobre M/G, chamada métrica quociente,

tal que ™ é uma submersao Riemanniana.

Uma prova pode ser encontrada em Gorodski (2012), teorema 0.4.16 e o seu texto da

pagina 33 sobre submersoes Riemannianas.

5.2 Caracterizagao dos espacos projetivos

5.2.1 O espago projetivo real

Vimos no capitulo 1 o espago projetivo real (ou plano projetivo real) RP", definido como
o conjunto das retas de R"™ — {0} que passam pela origem. Tal espago pode ser visto como

um espago quociente RP" = (R""! — {0})/ ~ pela relagao de equivaléncia
T ~y< o= \y para algum A € R — {0}

Na esfera S" temos Vo € S™ que x ~ —uz, isto é, [x] = {x,—z}, de modo que podemos
caracterizar RP" como o espaco quociente de S™ pela relacao de equivaléncia x ~ y & y €
{z,—x}. Note que essa relagiao [z] é a érbita da agao do grupo multiplicativo S° = {—1,1}

sobre x € S", 0 que nos permite escrever

RP" = S™/S"
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Observe que a projecao
m:S" — RP"
r — [z] ={z, —x}
é uma aplicagao quociente cujas fibras sao pares de pontos antipodas. O exemplo 3 da se¢ao
anterior mais a proposicao 5.5 garantem que 7 é uma submersao Riemanniana.

Essa estrutura de fibras de RIP" pode ser apresentada como
Y — §" — RP"

chamada fibra¢ao de Hopf de RP".

5.2.2 O espaco projetivo complexo

O espago projetivo complexo CP™ é o conjunto das retas de C"*' — {0} que passam pela
origem. Em outras palavras, é o espago quociente CP" = (C"*! — {0})/ ~ pela relagao de

equivaléncia
(217 s JZn—i-l) ~ (wla s 7wn+1) < (z17 s 7Zn+1) = >\(U)1, s an—i-l) para algum A€ C - {O}
De modo que

[Zl, ey Zn-i—l] = {)\(Zl, c ,Zn+1)’)\ eC-— {0}}

Seja S = {(z1,.. ., 2n11) € C"||z]* 4+ - -+ |2011]* = 1} a esfera unitdria em C"H! = R#"+2,

Considere a projecao
7S CP”

(Zl,...,ZnJrl) — [217--'7Zn+1]
Uma fibra tipica é
Tz, 2] = Az, zen)| [N = 1)
= {A(zl,...,an)P\ESl}
= Sl'<21,...,2n+1)
a 6rbita da acao do grupo multiplicativo S C C sobre (21,...,2,41). Note que S' é um

grupo de Lie pois a multiplicacao em C é diferenciavel, além de ser um grupo agindo por
isometrias.

Considere a aplicagao
- SQnJrl - S2n+1/81
1
(Zl, c.. ,Zn+1) = S (Zl, c.. ,Zn+1)

As aplicacoes m e T sao quocientes e fazem as mesmas identificacoes. Pela proposicao 1.3, os

espagos CP" e S*"*1/S! sao homeomorfos.
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Segue da proposicao 5.5 que CP" é uma variedade diferencidavel de dimensao 2n
A fibracao de Hopf de CP" é

St — §?H _ P

5.2.3 Espaco projetivo quaternionico

A dlgebra dos quatérnios, que serda denotada por H, é uma extensao a 4 dimensoes da
algebra dos numeros complexos criada por William R. Hamilton. Cada quatérnio w =

(t,z,y,2) € R* serd escrito como
w=t+xt+yj+ zk

em que os vetores basicos 1,1, 7, k sao as unidades de H. As operacoes de soma e multiplicacao
por escalar sao as usuais, isto é, dados w; = t1 + 212 + y1J + 21k € wo = to + 2ol + Yoj + 22k

em He X €R tem-se
wy +wa = (ty +t2) + (z1 + 2)i + (Y1 + y2)7 + (21 + 22)k
Awy = Aty + Axqt + Ay g + Ak
A igualdade é definida por
Wy = Wy = Uy = 12,71 = T2, Y1 = Y2, 21 = 22

A multiplicacao em H fica definida, por bilinearidade, quando sao dados os produtos das

unidades, de acordo com a tabela seguinte:

Tabela 5.1 — Multiplicacao de unidades de H.

I B 7 k
111 ¢ J k
v || —1| k | —J
Jlgl—k|—-1] 1
k\k| J —i | —1
Fonte: Lima (2018).

Em relagdo a esta multiplicacdo valem a distributividade (por defini¢do), a associativi-
dade, mas nao a comutatividade. Contudo, todo quatérnio w possui um inverso multiplicativo

dado por
o t—mi—yj—zk

P44y 2
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Denotando por W = t — xi — yj — 2k o conjugado de w e por |w| = \/t2 + 22 + y2 + 22 0 seu
modulo, tem-se que B
wt = .
|wl?

Como H satisfaz todas as propriedades da definicao de corpo exceto a comutatividade da
multiplicagao, dizemos que H é um corpo nao comutativo ou um anel de divisao.

Observe que a esfera S* = {w € H]|jw| = 1} é um grupo relativamente & multiplicacao
de quatérnios. Como a multiplicacao de quatérnios é diferencidvel por ser bilinear, S* ¢ um
grupo de Lie.

O espago projetivo quaternionico HP" ¢é o conjunto das retas em H"™ — {0} que passam
pela origem. De forma semelhante ao que foi feito na secao anterior tem-se as seguintes

caracterizagoes de HIP":

e O espago quociente (H"™ —{0})/ ~ pela relagao de equivaléncia w; ~ wy < w; = A\wy

para algum A € H — {0};

e O espaco quociente S/ ~ de S C H"! = R pela relagao de equivaléncia

wy ~ Wy < wy = \wy para algum A € H com |\ = 1;
e O espaco quociente S3/S3 pelo grupo multiplicativo S* C H.

Segue da proposicao 5.5 que HP" é uma variedade diferencidvel de dimensao 4n.
A fibracao de Hopf de HP™ é

$? — ST+ — HP"

5.3 Espacos simétricos de posto 1

Seja E' um espaco vetorial. Uma wvizinhan¢a simétrica de um ponto p € F é um conjunto
aberto V' C E com p € V tal que para todo ponto ¢ € V tem-se que —q € V.

Seja M uma variedade Riemanniana e V' uma vizinhanca simétrica de 0 em T,M para
algum p € M tal que exp, lv : V. — V, é um difeomorfismo para algum aberto V, C M.
Defina s : V. — V por s(X) = —X e ponha s, = (exp, |v) 0 s o (exp, |y)'. Esta aplicacao é
chamada a simetria geodésica com respeito a p sobre V.

Uma variedade M ¢é chamada localmente simétrica se para cada p € M existem V e V),
tais que a simetria geodésica é uma isometria. Tais variedades podem ser caracterizadas pela

seguinte condicao:

Proposigao 5.6 (Blesse (1978)) Uma variedade Riemanniana M € localmente simétrica

se, e somente se a curvatura seccional K € invariante sob transporte paralelo.
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Uma variedade Riemanniana M é um espaco simétrico se para cada p € M existe uma

isometria involutiva s, : M — M (isto é, s, o s, = id) tal que (sobre T, M)
Sp © €XP,, = €XP, 08

O posto de um espago simétrico M é a dimensdo maxima das subvariedades planas (isto
é, aquelas com curvatura zero) que sao totalmente geodésicas.

Exemplos de espacos simétricos de posto 1: S*, RP", CP", HP".

5.4 Estimativas de volume

Seja 7 : (M, §) — (M, g) uma submersio Riemanniana, com dim M > dim M. Para cada
m € M, ponha sobre a fibra 771(m) a métrica g,, induzida pela métrica . Seja f:M—R
uma funcao continua com suporte compacto. Denote por fm = f |ﬂ71(m). fm tem suporte

compacto para cada m € M. Ponha

pmy= [ ulti,

Proposicao 5.7 (Berger, Gauduchon e Mazet (1971)) f € continua com suporte com-

| davi= [ sav, (5.1)

Coroldrio 5.1 Se M e M sio compactas, entio

pacto, e vale a igualdade

vol(M, §) = / vol(r = (m), Gm)dV, (5.2)

M

Em particular, se as fibras tém volume constante,
vol M = vol F vol M (5.3)
em que F' denota a fibra.

Lema 5.1 (Lawson (1970)) Seja m : N — B wuma submersio Riemanniana com fibras
totalmente geodésicas. Seja M uma subvariedade de B e M' = w=Y(M). Entdo M é uma

subvariedade minima de B se, e somente se, M’ é uma subvariedade minima de N.

Denotaremos os espagos projetivos real, complexo e quaternionico por FP" conforme

F =R, C ou H, respectivamente.
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Teorema 5.1 (Chen (1983)) Seja M™ uma subvariedade minima compacta de FP™. Entao

vol(M) > %” se F =R (5.4)

vol(M) > c;“ se F=C (5.5)
T

vol(M) > 02’”22 se F = H (5.6)
s

e a igualdade em (5.4), (5.5) ou (5.6) vale se, e somente se, M' = 7= *(M) é uma grande
(n +d — 1)-esfera de S9! em que d = dimF.

Prova:

Denote por d = dim F. Considere as projegoes canonicas
R S(m—i—l)d—l - FP™ = S(m+1)d_1/Sd_1
r — [r]=S"1.2

Analogamente ao caso F = R, mostra-se que cada 7 é uma submersao Riemanniana para
F =CeF =H. As geodésicas das fibras sao arcos de circulos de S(m+14=1 logo as fibras
sao totalmente geodésicas. Mais ainda, as fibras de cada 7F tém o mesmo volume vol S¢!,
que é igual a 2 se F = R, igual a 27 se F = C e igual a 272 se F = H.

Seja M uma subvariedade compacta minima n-dimensional de FP"™ e seja M’ = 7z ' (M).

Entao, pelo lema 5.1, M’ é uma subvariedade minima compacta. Como
M =a' (M) = {z|S" v e M} = M = M'/S",
pela proposicao 5.5 temos que
dim M’ = dim M’ /S*! + dimS*! = dim M + dimS* ' =n+d -1

logo, pelo teorema 4.2,
vol(M') > ¢pya1-
Aplicando o coroléario 5.1 teremos

vol M’ Crtd—1
vol S¢-1 — vol Sd-1

volM =

que ¢é o resultado do teorema. O caso da igualdade segue também do teorema 4.2. U
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