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“The task is not to see what has never seen before,
but to think what has never been thought before
about what you see everyday.”

(Erwin Schrodinger)






RESUMO

Um campo policromatico parcialmente coerente foi espalhado por um material com simetria
P . O corpo espalhador foi descrito como uma esfera gaussiana e observamos o comporta-
mento do campo espalhado em um ponto distante. A andlise foi feita considerando o formalismo
da coeréncia cldssica e assumindo a validade da aproximacdo de Born. Os resultados mostraram
que mudancas espectrais induzidas pelas correlagdes sao fortemente dependentes das proprie-
dades de ganho e perda do material. Por exemplo, a frequéncia central da densidade espectral
do campo espalhado apresentou um comportamento descontinuo em fun¢do do parametro nao
hermitiano que caracteriza as propriedades de ganho e perda do material. A razdo desta desconti-
nuidade foi o fato de que a introducdo da ndo hermiticidade no sistema gera uma raiz dentro do
espectro de frequéncias hermitiano, ocorrendo desta forma uma separacio do espectro em duas
partes assimétricas. Outro ponto observado foi que as propriedades de ganho e perda do material

introduzem novas dire¢des de espalhamento que nao eram possiveis no caso hermitiano.

Palavras-chave: Materiais ndo hermitianos. Efeito Wolf. Espalhador deterministico. Separacgdo

espectral.






ABSTRACT

A partially coherent polychromatic field was scattered by a &?.7-symmetric material. We
described the scatterer by a gaussian sphere and, we observed the scattered radiation at the
far-field. We analyzed this process under the formalism of classical coherence theory, assuming
the validity of Born’s approximation. Our results show that correlation-induced spectral changes
are strongly dependent on the gain and loss properties of the material. For example, the center
frequency of the spectral density of the scattered field shows a discontinuous behavior as a
function of the non-hermitian parameter characterizing the properties of gain and loss of the
material. This discontinuity is due to the introduction of the non-hermiticity to the system
generates a root inside of the hermitian spectrum, creating an asymmetrical split in the spectrum.
We also observed new scattering directions induced by gain and loss properties of the material

who are forbidden in the Hermitian case.

Keywords: Non-Hermitian material. Wolf effect. Deterministic scatterer. Spectral split.
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1 INTRODUCAO

No estudo da mecanica quantica € postulado que o hamiltoniano que descreve um sistema
€ hermitiano. Esta hip6tese € assumida de forma a garantir que os autovalores de energia sejam
reais e tenhamos uma evolucdo temporal unitdria (1, 2). No entanto, Bender e Boettcher(3) nos
mostra que sistemas com ganho e perda no qual os hamiltonianos que o descrevem nao sao
hermitianos, podem possuir o espectro de autovalores reais. Estes hamiltonianos sdo invariantes
as transformacdes de paridade e reversao temporal aplicadas de forma conjunta, denominados
assim &.7 simétricos. No entanto, ¢ importante nos atentarmos que a condi¢do de simetria

P .7 nao é necessdria nem suficiente para garantir um espectro de autovalores reais (4, 5, 6).

Embora a Optica classica e a mecanica quantica sejam formalismos que descrevem
processos em escalas diferentes, quando efetuamos a aproximagado paraxial em um campo 6ptico
para um meio ndo homogéneo obtemos uma equacgao que se assemelha muito a equagao de
Schrodinger dependente do tempo (7). Dessa forma, é possivel mapear o potencial V (r) da teoria

quantica no indice de refracdo n(r) de um material ndo homogéneo ().

Devido a esta analogia, campos da 6ptica e da fotonica receberam grandes contribui¢des
relacionadas a simetria 2.7 (9, 10). E possivel citar uma variedade de aplicacdes, por exemplo,
invisibilidade unidirecional (11, 12, 13), isolantes topoldgicos (14), absorvedores perfeitamente

coerentes (15, 16, 17) e geracao de lasers com momento angular orbital (18).

A propagacdo de um campo estd sujeita a desvios induzidos por propriedades de cor-
relacdo em seu espectro de frequéncias (19, 20, 21, 22). Um fendmeno semelhante pode ser
observado no contexto do espalhamento, onde desvios espectrais podem ser encontrados na radia-
¢do espalhada em um ponto distante, tanto para espalhadores deterministicos quanto estocasticos
(23, 24, 25, 26). Este deslocamento espectral recebe o nome de efeito Wolf em homenagem a

Emil Wolf que descreveu este fendmeno pela primeira vez.

Para o caso do espalhamento, geralmente, € assumido que o meio espalhador é hermitiano,
linear e isotrépico. O estudo deste fendmeno em materiais ndo hermitianos, isto &, espalhadores
com ganho e perda, comecou a ser explorado recentemente (27, 28, 29, 30, 31, 32). Este trabalho
tem como objetivo descrever o espalhamento de uma onda policromatica por um material
continuo com dimensdes finitas que possui simetria 2.7 . O interesse principal é compreender o
papel da ndo hermiticidade do espalhador no espectro do campo espalhado e em suas direcdes
de espalhamento se comparado com o caso hermitiano. No capitulo 2 faremos uma revisao de
conceitos importantes ao nosso estudo. Comegaremos demonstrando as principais quantidades
utilizadas na teoria de coeréncia tanto no dominio temporal quanto no dominio das frequéncias.
Partiremos logo apds para a teoria de espalhamento de um campo escalar por um corpo nao

homogéneo. Por fim, faremos uma introdu¢@o a simetria 2.7 dando énfase em como aplicamos
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0s conceitos em um sistema Optico. No capitulo 3 apresentaremos nossos principais resultados e

finalizaremos com o capitulo 4 onde descreveremos nossas principais conclusoes.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 INTRODUCAO A TEORIA CLASSICA DE COEREN-
CIA OPTICA

2.1.1 PROCESSOS ESTACIONARIOS E HIPOTESE ERGODICA

Um processo deterministico se comporta da mesma maneira sempre que as condicoes
iniciais e parametros forem os mesmos. Naturalmente, este tipo de processo € apenas uma
aproximagdo, uma vez que em processos reais sempre havera flutuacdes que nio garantirdo
que as sob mesmas condi¢des iniciais obteremos 0os mesmos resultados. A este dltimo processo

damos o nome de estocastico ou aleatorio.

Nosso principal objetivo aqui serd desenvolver ferramentas que nos ajude a descrever
tais processos. Seja U () um processo estocdstico que dependa do tempo ¢, suponha que U (¢)
seja obtido em um laboratorio efetuando uma medida em experimento um intervalo de tempo
—T <t < T. Para ter uma ideia rudimentar do valor de U dentro do intervalo, podemos calcular

a sua média temporal (33, p. 47),

= lim — 2.1
(W) = Jim > / vt 1
Podemos efetuar medidas diferentes U (), Us(t), --- do processo estocastico. Estas

realizagdes formam um conjunto denominado ensemble, podendo ser expresso da seguinte

maneira:
{U(t)}:{Ul(t>7U2(t)7"'}~ (22)
Naturalmente, poderemos calcular uma média entre as realizagOes deste ensemble da seguinte
forma
U(t))e= lim — ) Ui(t 23
e Nl—rgoN Z (2.3)

Este célculo ndo é trivial. Porém, associada a cada realiza¢do U;(t) € {U(t)} existe uma fungdo
de densidade de probabilidade de primeira ordem p(Uj,t). Desta forma, também podemos

calcular a média de ensemble como:

(U)o = / Up(U,1)dU . (2.4)

Lembre-se que a quantidade p(U;t)dU é a probabilidade de U (r) assumir um valor

entre U e U +dU no tempo t. Podemos calcular também as probabilidades conjuntas das
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realizacOes. Para isso precisaremos da func¢do de densidade de probabilidade de ordens maiores.
A quantidade p(Uy,t;U,,t2)dU; dU, representa a probabilidade de encontrarmos o processo
U, entre os valores U; e Uy +dU; no tempo t; e o processo U; entre os valores U, e U, +dU,;
no tempo ;. Se a fungdo de densidade de probabilidade de k-ésima ordem de U (¢) satisfazer a
propriedade, (34, p. 63),

p(U17U27"' 7Uk;l17t27"' 7tk> :p(U17U27"' 7Uk;tl+77t2+17"' ,lk—|—T) . (25)

Para todo 7 € R e todo k € N, dizemos que U(f) é um processo estacionario no sentido
estrito. Portanto, a funcdo de densidade de primeira ordem seréd independente do tempo e logo
poderemos escrevé-la como p(U). Ja a funcdo de densidade de probabilidade de segunda ordem,
p(Uy,Us;ty,1r) dependerd somente da diferenca de tempo T = t, — #;. Podendo portanto, ser
reescrita como p(Uy,Us, T) (34, p. 63).

Por outro lado, se temos um processo estocdstico U (1) em que sua média de ensemble
(U(1))e ndo depende do tempo 7 e a média de ensemble do produto (U(t;)U(t2)). depende
somente da diferenga de tempo 7 = t, —t1, dizemos que este € um processo estacionario no
sentido amplo (34, p. 63). Perceba que um processo estaciondrio no sentido estrito sempre sera

estaciondrio no sentido amplo, no entanto, o inverso nem sempre € verdade.

Um processo estritamente estaciondrio € ergddico se, dada uma fun¢ao deterministica
F(U) qualquer, a média temporal de F (Uy) calculada no intervalo —eo < t < oo é igual a média

de ensemble (F(U)). (35, p. 17). Em outras palavras, a seguinte relacdo deve ser satisfeita:
(FlU(@)) = (FIU@])e , VU € {U(1)} - (2.6)

Embora estejamos discernindo a média temporal da média de ensemble por meio dos
indices na notag@o, usaremos a partir de agora a nota¢do sem indice (- --) para representar uma
média de ensemble. Por fim, consideraremos que os sistemas utilizados serdo estaciondrios pelo

menos no sentido amplo.

2.1.2  FENOMENOS DE COERENCIA NO DOMINIO ESPACO TEM-
PORAL

Nesta se¢do vamos estudar a semelhanca estatistica entre campos estocdsticos. A quan-
tidade que usaremos para medir o quao semelhante dois campos sao serd a correlagcdo entre
eles em um determinado ponto no espaco e no tempo. Para tornar mais simples a visualiza-
¢do, analisaremos alguns experimentos, come¢ando pelo experimento do interferobmetro de

Michelson.

Suponha que um feixe U(¢) parta da sua fonte e incida em um divisor de feixes B
(Figura 1). Este divisor separard o feixe em duas partes, onde uma delas incidird no espelho

M, e a outra parte incidird no espelho M;. Considere também que a distancia entre o divisor
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Figura 1 — Esquema ilustrando o interferdmetro de Michelson

M o
o]
M,
B
Fonte - - §
D h
 /
iQ
Detector

Fonte: Adaptado de Lauterborn e Kurz(36)

de feixes e os espelhos M| e M, sdo respectivamente D+ h e D. Apés a reflexdo, os feixes sao

recombinados no divisor B e este feixe resultante incide no detector Q.

Seja U (1) o processo estocdstico que descreve o feixe que segue na dire¢do do espelho

M, e U(1) o feixe em direc¢@o ao espelho M,. O campo total U; em Q sera:

Ut(Qut):Ul(Qut)—’_UZ(Q?l)’ (27)

Observe que o feixe U; percorre uma distancia adicional 24, (sendo 4 na ida e & na volta). Desta
forma, o tempo que ele demora para percorrer esta distancia serd 2i/c, onde ¢ é a velocidade da

luz. Sendo assim, podemos escrever a expressao para cada campo no ponto Q como:

Ui (Q?t) = U(Q7t +2h/C) ’ (28)
Ux(Q,1) =U(Q;1) - (2.9)

A intensidade do campo total em Q € dada por: (36, p. 36),

1(0.1) = (JUHQ,1)[*). (2.10)

Logo,

1(Q,1) = (U (Q,1)U(Q;1))
([UT(Q,1) + U3 (Q,0)][U1(Q:1) + U2(Q,1)])

(ULQ.0)PP) +(|U2(0,0)[) + (UF (Q,0)U2(0,1)) + (U1 (Q,1)U3 (Q,1))

Lembrando que dado z € C, temos z+ z* = 2Re{z}. Assim:

1(0,1) = ([U{(Q.1) ) + (|U2(Q,1)[?) + 2Re{ (U1 (Q.1)U3 (1))} - (2.11)
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Desta forma, identificando os dois primeiros termos como a intensidade de U; e U, respectiva-

mente,
1(0,1) =1} + L + 2Re{ (U1 (Q,1)U5 (0,1))} . (2.12)

Perceba que a intensidade no ponto Q depende da soma das intensidades de cada campo

U, e Uy, mas também da média do produto dos campos. Este terceiro termo € chamado de termo

de interferéncia e corresponde a correlacao entre os dois campos. Reescrevendo os campos em
termos de U (¢):

1(0,t) =51+ L +2Re{{U(Q,1)U(Q,t+ 1))}, (2.13)

onde T =2h/c.

Assumindo que o campo no ponto Q € um processo estaciondrio, pelo menos no sentido
amplo, a intensidade possui a caracteristica (|U(Q,1)[*) = (|{U(Q,t + 7)|*). Desta maneira I; =
I, = Iy. Portanto,

1(Q,t) =2Ip+2Re{{U"(Q,1)U(Q,t + 1))}, (2.14)

Definindo a funcao de autocorrelagdo: (36, p. 38),

[(Q,7) = (U(Q,1)U(Q,1 +1)). (2.15)

Observe que I'(Q, ) depende da posi¢do Q e da diferenca de tempo 7, pois estamos assumindo

que o processo € estaciondrio.

A fungdo I descreve o quao semelhante o nosso campo U (Q, ) é com uma versao dele
mesmo U (Q,t + 7) deslocada temporalmente. No entanto, note que ndo ¢ trivial inferirmos o
quao semelhantes sdo olhando apenas para o valor de I'(Q, 7), uma vez que I" ndo é limitada
superiormente. Desta maneira, € interessante determinarmos uma outra funcdo, chamada de
grau complexo de coeréncia (36, p. 38),

I'(Q,7)
I'(Q,0) "

onde 0 < |y(Q, )| < 1. Quando |y(Q, T)| = 0, os campos ndo sdo estatisticamente semelhantes,

Y(Q,7) = (2.16)

ou seja, ndo sao correlacionados. Dizemos que este tipo de campo é completamente incoerente.
Por outro lado, para |y(Q, T)| = 1, os campos serdo estatisticamente semelhantes e portanto, serdo
correlacionados. Este tipo de campo é chamado de completamente coerente. Por fim para campos
que possuirem o grau complexo de coeréncia na regidao 0 < |y(Q,1)| < 1 sdo parcialmente

coerentes.

Para observar o efeito da correlacdo na intensidade do campo, retomemos o exemplo do

interferdmetro, reescrevendo a equacdo (2.14) utilizando a equacao (2.16):

1(Q,1) = 2Ip+21'(Q,0) Re{¥(Q, 7) } -

Observe que I'(Q,0) = (U*(Q,1)U(Q,t)) = Iy. Desta forma, a equacdo anterior se resume a

1(Q.1) = 2Io(1 +Re{1(Q.7)}) @.17)
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Obtemos portanto que a intensidade no ponto Q depende da autocorrelagdo do campo U () no

detector.

No experimento da dupla fenda de Young (Figura 2), consideraremos que um campo
U (t), estaciondrio - no sentido amplo-, incide uma barreira A que possui duas fendas na posic¢ao
Q1 € Q3 (35). Desta maneira U(Q1,t) e U(Q»,t) representam o campo em cada fenda no tempo
t. Queremos saber como os valores destes campos influenciam no campo medido em um ponto

P no anteparo B.

Figura 2 — Esquema ilustrando o experimento da dupla fenda de Young.

3| pP

Q =

Q2

A B

Fonte: Adaptado de Wolf(35)

Uma vez que as distancias das fendas Q| e O, sdo r; e rp, respectivamente, dividindo
essa distancia pela velocidade da luz obtemos os tempos que cada campo leva para chegar ao

ponto P. Logo t; = ry/c e t, = rp /c. Desta maneira, o campo no ponto P serd dado por,
U(P,l‘):KlU(Ql,t—ll)-I-KQU(QQ,I—Q), (2.18)

e os fatores K| e K, sdo nimeros imagindrios que levam em consideragdo efeitos de difracao
em cada fenda (35). De forma semelhante ao que fizemos para o experimento de Michelson,
vamos observar como a intensidade / do campo depende dos campos em Q1 e 5. Desta forma,

a expressdo da intensidade em P sera:

I(P)=(U"(P,t)U(Pt)) (2.19)
= ([KjU™(Q1,t —11) + KU (Q2,t —)|[K1U (Q1,t —11) + KU (Q2,t — 1)) (2.20)
Observe que na equacao anterior a intensidade / é descrita sem a dependéncia temporal por se

tratar de um processo estaciondrio. Calculando os produtos, simplificamos a expressao anterior

para:

I(P) = K\ P{|U(Q1,t — 1) [*) + [Ka (U Q2,1 — 1)) +
+2RG{KTK2<U*(Q1,I‘ —tl)U(Qz,t —l‘z))} (2.21)

Uma vez que o campo considerado € estaciondrio, as propriedades estatisticas de interesse

nao dependem da origem temporal e podemos deslocar a origem em ¢#; unidades. Definindo
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t'=t—1t, = t="t+1, portanto,

1(P) = [Ki (| U(Q1,1") ") + Ko XU Qo' +7)|°) + 2Re{ K{ Ko (U* (01,1 )U (02, + 7)) },
(2.22)

tal que T =1t; — 1, = (r; — r2)/c. Definimos entdo a funcgéo de coeréncia mitua:

[(Q1,02,7) = (U*(Q1,1)U(Q2,1" + 7)) - (2.23)

Esta fun¢do € a correlacdo cruzada entre os campos nas fendas Q1 e Q> com uma diferenca de
tempo 7T entre os campos. Se compararmos com a equagao (2.15), veremos que trata-se de um

caso particular da equacdo (2.23) onde Q1 = Q> = Q.

Vamos fazer algumas consideragdes para simplificar a equag@o de I(P). A intensidade do
campo em cada fenda serd dada por 1(Q;) = (|U(Q;,')|*) onde i = 1,2. Podemos escrever desta
forma generalizada pois o campo € estaciondrio, logo o deslocamento temporal na fenda 2 nao
faz diferenca para o célculo da intensidade. Considerando agora que a fenda 2 seja bloqueada,

obteriamos em P a seguinte intensidade,
(P = [Ki[*1(Q1) (2.24)
Analogamente, se bloquedssemos a fenda 1, a intensidade em P seria,
L(P) = |K:|*1(Q2) . (2.25)
Portanto, podemos utilizar as expressdes anteriores para reescrever I(P)
I(P) =1,(P) + >(P) + 2Re{K{K>I'(Q1,02,7) } -

Reescrevendo K em termos de /;(P) (j = 1,2). Lembre-se que consideramos K; como nimeros

puramente imaginarios. Assim, posso escrevé-los na forma K; = i ‘K i | Portanto, obtemos que
2

K{K, = |K{||K|. Por outro lado, note que escrevemos I;(P) = |K;|“1(Q;). Desta forma,

L;(P) 1;(P)
Ki|= /-2, = J . 2.26
i \/I(Qj) \/F(Qj,Qj,O) (2:20
A expressdo de I(P) serd,
I'(01,02,7)
I(P)=5L(P)+L(P)+2/11(P)L(P)R . (2.27)
( ) 1( ) 2( ) 1( )2( ) e{ \/F(Qlanao)F(Q27Q27O)}
Se definirmos o grau complexo de coeréncia como,
r
1(01.02.7) = (01.0:7) (228)

 V/T(01,01,00T(02,02,0)

finalmente poderemos escrever a equacao (2.27),

[(P) =1 (P) +12(P> +2+/14 (P)Iz(P) Re{’)/(Ql,Qz, T)} . (2.29)
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Perceba que a equacdo (2.16) é um caso particular da equacao (2.28), assim como
no caso da fungdo de coeréncia mutua. Naturalmente, de forma andloga ao experimento de
Michelson, o grau complexo de coeréncia assumira valores no intervalo 0 < |y(Q1,0»,7)| < 1.
O valor nulo denota completa auséncia de correlagdo entre os campos e o valor unitario denota
correlacdo mdxima entre os campos nos pontos Q; € O>. Note que a intensidade em um ponto
arbitrario do anteparo dependerd das intensidades dos campos em cada fenda e de como eles sdo

correlacionados.

Conseguimos portanto, com a ajuda dos experimentos anteriores, definir uma métrica
da coeréncia entre campos para dois pontos distintos no espago (Equacao (2.23)). Este tipo de
métrica é fundamental para o estudo de problemas de teoria de coeréncia de segunda ordem. No
entanto, nem sempre € conveniente para nos trabalharmos com o problema no dominio temporal.
Desta maneira, na secao seguinte vamos estender a teoria desenvolvida até o momento para o

espaco das frequéncias.

2.1.3 FENOMENOS DE COERENCIA NO DOMINIO DAS FREQUEN-
CIAS

Na secdo anterior obtemos a funcao de coeréncia mutua, a quantidade mais importante
para o estudo de fendmenos de coeréncia. Nesta se¢do, vamos desenvolver um formalismo que
nos permitird expandir nossa andlise para o dominio das frequéncias. Desta forma, definimos a

funcdo densidade espectral cruzada da seguinte forma (35, p. 60),

17 .
W(I‘[,I‘Q,CO) = ﬁ /F(I‘],I‘Q,’L’)elwrd’[. (2.30)

E preciso se atentar ao fato de que ndo necessariamente a transformada de Fourier de
uma funcdo de correlagdo implica em outra fun¢do de correlagdo. Lembre-se que definimos a
funcdo de correlagdo como um valor que nos fornece uma maneira de quantificar a semelhanca

estatistica entre dois processos estocasticos.

Diante disso, para que W (ry,r>, @) seja uma funcéo de correlagio, precisamos escrevé-la
como a média de um produto de duas quantidades estatisticas. No entanto, como demonstrado
por Wolf(37), sob circunstancias gerais é possivel mostrar que a funcdo de densidade espectral
cruzada € uma func¢do de correlagcdo. Para reproduzirmos esta demonstragdo, considere um campo
em um dominio fechado D no espaco livre. Assumiremos que W seja hermitiano, ndo negativo e

quadrado integravel em D (35, p. 61). Representaremos W como a seguinte série,
W(ri,r, o Z?L )9 (r1,®)9n(r2, @) - (2.31)
As fungoes ¢,(r, ®) e A,(®) obedecem a equagdo de autovalor,

Ko, (r1,0) = 1y(0)¢,(r2, ®) (2.32)
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de forma que o operador K é dado pela integral de Fredholm,

A

K@, (r,0) = /W(rl,rz,w)¢n(r1,w)d3r1 ) (2.33)

Assumiremos também que as autofungdes ¢, (r, ®) sdo ortonormais em D. Ou seja,

/ 0 (r, )P (r, @) d&r = 8 | (2.34)
D

tal que O, € uma delta de Kronecker que se comporta da seguinte forma,

1 sen=m

0 senz*m.

5nm -

Os autovalores A, (®), por sua vez, sdo reais e positivos para todo n > 0 (35, p. 61). E importante

ressaltar que a funcdo de densidade espectral cruzada satisfaz as equagdes de Helmholtz,

VIW (ry,rp, 0)+ KW (ry,r, 0) =
V%W(I‘] ,I, (1)) +k2W(r1 ,Io, (1)) =

: (2.35)

0
0 (2.36)

Os operadores V% e V% sdo laplacianos aplicados em relagdo a ry e rp. Substituindo eqrefeq: W

expansion em (2.36), obtemos,
Zl )9 (£1, ©) V3, (2, @ +k221 ®)9, (r1,@)dn(r2, ) =0
Multiplicando ¢,,(r;, ®) em ambos os lados,
Zl )95 (X1, 0) P (r1, ©) V30, (r2, ) + k> 2/1 )@y (11, ©) P (¥1, @) P (12, @) =0

Integrando em relac@o a ry no volume D,

Zl )V3Pn(r2, @ /d3r1¢n ry,®)Pn(ry, @ kzzl )P (12, @) X
x /d3r1¢;(r1,m)¢m(r1,w) —0
D

Aplicando a condi¢do de ortonormalidade (2.34),
ZA‘ V2¢n I, nm+k Zl ¢n(r2,(0)5m:0

Portanto,
lm(a))V%(])m(rg, o) "‘kzlm(w)@n(r% ®) =0

Considerando 4,,(®) # 0, posso dividir ambos os lados da equagéo por A,,(®).Uma vez que a

dependéncia se dd com apenas uma posi¢do, vou reescrever em termos mais gerais utilizando r,

V2O (r, ©) + k> ¢ (r, @) = 0 . (2.37)
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Portanto, no espago livre, ¢y, (r, ®) satisfaz a equagdo de Helmholtz.

Consideremos agora um ensemble de realizagdes {U (r,®)} onde cada membro U;(r, )

possui a forma,

Z an(®) Py (r, ) , (2.38)

onde os coeficientes ian(a)) sdo varidveis estocdsticas que satisfazem a expressao (35, p. 62),
(an(®) am(®)) = Ay(@) S (2.39)

tal que 4,(w) é o autovalor que jd estudamos anteriormente. E importante ressaltar que neste
caso a média de ensemble esta sendo feita para uma frequéncia fixa ®. Consideremos entdo a

fun¢do de correlagio calculada em uma realiza¢do U;(r,®) € {U(r, )},
<Ui* (rl ) (D r27 ZZ l * >0)¢n (rl ) )¢m(r2> CO) . (240)

Note que do lado direito a média age somente nos coeficientes, pois eles sdo os tinicos valores

estocdsticos nesta expressdo. Utilizando a equagdo (2.39) podemos escrever
<Ui*(l‘1,(x) 1‘2, ZZA nmq)n ry, w)¢m(r27w) s
_Z)'n q)n r17 )¢m(r27w> .

Comparando o resultado do lado direito com a equacao (2.31), podemos identificar que

W(ry,r,0) = (U(r;,0)U(r;,o)) . (2.41)

Portanto, demonstramos que W (ry,r;, ®) é uma fungéo de correlagio de um ensemble
de realiza¢oes {U (r,®)}. Dado uma realizagdo U; deste ensemble, como representamos U;
por uma combinagdo linear das autofuncdes ¢,(r,®) e como estas autofungdes satisfazem
a equacdo de Helmholtz, U; também ird satisfazer esta equacdo. Desta maneira, podemos
atribuir cada realizacdo do nosso ensemble a parte espacial de um campo monocromético
V(r,t) =U(r,0)e " (35, p. 63).

Definiremos a densidade espectral S(r,®) do ponto r como a funcdo de densidade

espectral cruzada calculadaemr; =r; =r,

S(r,0)=W(r,r,0)=(U"(r,0)U(r,0)) . (2.42)

Similarmente ao que fizemos na se¢do anterior, podemos definir uma quantidade norma-
lizada para medir o grau de coeréncia de um processo estocdstico. Portanto, seja i (ry,rz, ®) o

grau espectral de coeréncia, pode ser representado pela expressao

W(ry,r,0) W(ry,r;,0)
\/W(l‘l,l‘l,w)W(rz,rzaw) VS(r, 0)S(ry, ®)

p(ry,r, o) = (2.43)
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Também de maneira andloga a func@o 7, u satisfaz a relagio 0 < |u(ry,r, ®)| < 1. Assim,
|t (ry,r2, @)| = 0 significa completa incoeréncia e |u(ry,ry, )| = 1 significa maxima coeréncia
entre 0S campos nos pontos ry, ry para uma determinada frequéncia @. Com esta introdugao,
desenvolvemos as ferramentas da teoria de coeréncia que necessitamos para continuar com o

nosso estudo no préximo capitulo.
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2.2 ESPALHAMENTO DE UM CAMPO ESCALAR POR
UM MATERIAL NAO HOMOGENEO

Nesta secao descreveremos o comportamento de um campo ao incidir em um meio
espalhador ndo homogéneo, ou seja que ndo possui um indice de refracdo constante. Estaremos
particularmente interessados em conhecer o comportamento da parte espalhada do campo a uma
grande distancia do espalhador.

Para tanto, partiremos das equagdes de Maxwell na matéria que possuem a forma!

V-D =4nrp, (2.44)
V.B=0, (2.45)
1. 4

VxH—-D= 55 (2.46)
C C
1.

VXE+-B=0. (2.47)
C

Onde E € o campo elétrico, B € vetor de indu¢c@o magnética, D € o deslocamento elétrico, H € o
campo magnético e j é a densidade de corrente elétrica. E importante ressaltar que o conjunto de
equacdes anteriores sao vdlidas para um meio no qual dado um ponto, as propriedades fisicas em

sua vizinhanga sejam continuas (38, p. 1).

Consideraremos que o campo utilizado é harmoénico, que o material espalhador € iso-

trépico?, estd em repouso e possui um volume V. Desta forma, podemos escrever as seguintes
relagdes,
D =¢E, (2.48)
B =uH. (2.49)

Onde € € a permissividade dielétrica e u € a permeabilidade magnética do material. Assumindo
que o0 meio ndo possui correntes € nem cargas, ou seja j =0 e p = 0. O conjunto das equacdes

de Maxwell anteriormente apresentado se resumem a:

V-D=0, (2.50)
V-B=0, (2.51)

VxH—lbza (2.52)
c
1.

VxE+-B=0. (2.53)
C

Substituindo (2.49) em (2.53) e dividindo ambos os lados por pt, obtemos

leE+1H=o. (2.54)
n c

Neste trabalho consideraremos o sistema de unidades gaussianas.

2 Isto implica que as propriedades fisicas do material ndo dependem da diregao.
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Aplicando agora o rotacional na equagdo anterior
1 1 .
Vx| —-VXE|+-VxH=0. (2.55)
U c
Derivando (2.52) em relag¢do ao tempo e utilizando (2.48) obtemos,
. E.
VxH—--E=0. (2.56)
c
Substituindo a expressdo anterior em (2.55) teremos
1 € ..
Vx| =VXE|+SE=0. (2.57)
u c
Podemos reescrever o primeiro termo desta equag@o se utilizarmos a propriedade V x (uv) =

uV x v+ (Vu) xv

V x (leE> :le(VxE)—lVInuxE, (2.58)
H H H

onde o segundo termo do lado direito foi reescrito como V(1/u) = —Vu/u?> = —Vinu/u.
Podemos reescrever as duas aplicagdes consecutivas do rotacional através da seguinte propriedade
V x (V xv) = V(V-v) — V2v. Portanto,

V x (lVXE) _lywe-lvie_LlvnuxE (2.59)
u It It u

O divergente de E pode ser reescrito utilizando a equagdo (2.48) e considerando a propriedade

V- (uv) =uV -v+v-Vu. Desta maneira, obtemos

V'E:V'(ED):lV'D—f—D'V(l). (2.60)
€ £ €

Da equacdo (2.50) tenho que V- D = 0. Portanto,
V.-E=—-E-Vlne. (2.61)

Onde reescrevemos D em termos de E pela equacéo (2.48) e V(1/€) = —VIng/e. Desta forma,
a equacao (2.59) ficara

V x (leE) :—lV(E.Vme)—lVZE—lvmu><E. (2.62)
u u u u

Substituindo o resultado anterior em (2.57) e multiplicando ambos os lados por —u, obteremos
op_ EH
VE-—SE+Vinu xE+V(E-Ving) =0. (2.63)
c

A fim de simplificarmos a equacio que obtemos, faremos algumas consideragdes. Assumiremos
que o meio é ndo magnético, logo 1 =1 e portanto Inu = 0. Consideraremos também que

o campo elétrico possa ser expresso da seguinte forma E = E(r,»,t) = E(r,®)e™'®". Desta
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forma, podemos calcular a derivada temporal de segunda ordem: E(r, ,) = —@?E(r, @)e /",
Substituindo este resultado na equagdo anterior e removendo a exponencial comum a todos os

termos da equagdo teremos (38, p. 695)
VZE(r, ) + k*¢(r,)E(r,®) + V[E(r,») - VIng(r,»)] = 0. (2.64)
Onde k = @/c. Expandindo a expressdo para o tltimo termo da equagio (2.64),

Vine(r,o) = Ve(r, o). (2.65)

1
g(r,o)
E.de E,de E,de

€dx ¢€dy €9z’
as dependéncias da posi¢do r e frequéncia w do lado direito da equacdo foram omitidas para

Portanto

E(r,0)-Ving(r,) = (2.66)

manter a notacdo mais limpa. Por fim,

VIE(r,0) -Ving(r,0)] = o {

E.de E,de EZ8£}A d {Exas E,de
~ ox

cox edy e9z 9y|leox eay
E.de|. O [E.de E,de E. de],
. aZ}er az{ + 7. (2.67)

€dx €dy €0z
Desta forma, se reescrevo a componente X da equacao (2.64), obtenho

V2E, + k*€E, + 9 [%%qtﬂ% £ ag]

dx| e dx €dy €9z =0. (2.68)

Observe que as componentes desta equagdo nao sdo independentes entre si € o acopla-
mento ocorre devido ao ultimo termo que depende das outras coordenadas. Nossa primeira

aproximacdo serd feita para tornd-las independentes.

Consideremos que a varia¢do de £(r, @) com a posi¢do é desprezivel para distincias da or-
dem do comprimento de onda A (38, p. 696). Assim, teremos que VIng(r, @) = 0. Reescrevendo
a equacdo (2.64),

VZE(r, ) + kK*n?(r,0)E(r,0) =0, (2.69)

onde £(r, w) foi reescrito em termos do indice de refragdo, n(r, ®), por meio da equagdo (39,
p. 383)

n’(r,0) = £(r, ). (2.70)

Obtemos pela equacdo (2.69) que as componentes do campo elétrico estdo desacopladas. Logo,
podemos continuar nossa andlise para uma componente arbitraria U(r,®), reescrevendo a

equacao (2.69) como

VU (r,0) + kK*n*(r,0)U(r,0) =0 . (2.71)
Somando e subtraindo o termo k*U (r, ®) na equacio anterior,
k2
V2U(r,0) + kU (r,0) = —4n—[n*(r,0) — 1]U(r, 0) . (2.72)

4r
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O fator que multiplica U(r,®) do lado direito da equag@o (2.72) pode ser definido como(338,

p. 696)
2

F(r,0) = j—ﬂ [n*(r,0)—1] . (2.73)

Esse fator possui o nome de potencial espalhador do meio e terd uma importancia crucial nos

estudos a seguir. Assim, posso reescrever a equacao (2.72) como

ViU (r,0) + KU (r,0) = —4nF (r,0)U(r,®) . (2.74)

Relembrando o problema abordado: um campo U (r,) incide sobre um material
espalhador que possui um volume V (Figura 3). Devido a esta interacdo, ¢ gerado um campo
espalhado U (r, w). Podemos representar o campo total neste sistema como a soma do campo

incidente com o campo espalhado, que pode ser escrito como

Ur,0) =U"(r,0)+U%(r,0). (2.75)

Figura 3 — Esquema ilustrando um campo incidindo em um material espalhador de volume V.
Ap6s a interagdo do campo incidente U @) (r, ) com o material obtemos o campo
espalhado por ele U (r, o).

Campo espalhado
Meio espalhador

Campo incidente

Fonte: Adaptado de Born e Wolf(38)

Vamos impor que o campo incidente seja uma onda plana. Logo, este campo precisa

satisfazer a equagdo de Helmholtz,
(V2 + 2 U (r, ) = 0. (2.76)
Substituindo a equagdo (2.75) em (2.74), obtemos
(V2+12) [U@') (r, @) + U (r, w)} — _47F (r,0)U(r,0). 2.77)
Distribuindo os termos do lado esquerdo

(V2 + ) UD(r, )+ (V2 + ) UY (r,0) = —47F (r,0)U (r, 0). (2.78)
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Pela equacdo (2.76), o primeiro termo do lado esquerdo € anulado. Assim,

(V2 +2)UY) (r,0) = —4nF (r,0)U(r, o). (2.79)

Nosso objetivo agora é converter a equagao diferencial anterior em uma equagao integral.
Para isso considere G(r —r’), uma fun¢iio de Green do operador de Helmholtz. Entdo, esta

funcdo precisa satisfazer a seguinte equagao
(V2 +12)G(r—r') = —4ns¥ (r—r') (2.80)

tal que 83 (r—r’) é uma delta de Dirac. Usando a equacio (2.79) e a equagdo (2.80), posso

montar um sistema de equagdes da seguinte forma
(V2 + ) UY) (r,0) = —47F (r,0)U (1, 0),
(V2 + )G (r—1') = —4ns® (r—r').
Multiplicando a primeira equacio por G(r —r') e a segunda equagdo por U (r, ®),
G(r—v) (V2 +i2)UY (r,0) = —4nF (r,0)U(r,0)G(r — '),
U (r,0) (V2 +k)G(r—v) = —428® (r — ') U (r, 0).
Distribuindo agora o produto do lado esquerdo de ambas as equagdes,
G(r—r VU (r,0) +K*G(r—1r)UY (r,0) = —4nF (r,0)U(r,0)G(r —1'),
U (r,0)V*G(r—v) + UV (r,0)G(r—1') = =478 (r — ') UY (r, 0).
Por fim, subtraindo a primeira equacao da segunda

U (r,0)V2G(r—v') — G(r—v') VU (r,0) = 4nF (r,0)U (r,0)G(r — ') —
— 4783 (r =) UY) (r,w). (2.81)

Vamos considerar que a funcdo de Green utilizada € uma fun¢do simétrica (38, p. 697). Ou
seja, G(r —r’) = G(r' —r). Desta maneira, por conveniéncia de notagéo, podemos reescrever a

equacao anterior como

U (r,0)V*G(r' —r) - G(x' —r)VZU(S) (v o) =4nF (X, 0)U(r,0)G(r' —r)—
— 4750 (r —r)U(s) (r, o).

Utilizando, do lado esquerdo da equacao, a propriedade vetorial demonstrada no Apéndice A,

podemos escrever a equagao anterior como

V- [UO(F,0)VG(r ~ 1) - (¥ —1)VU (¥, 0) | = 42F (¥, @)U (7', 0) G (¥ ~ 1) -
—428%) (Y —r)UY (¥, 0). (2.82)
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Precisamos agora integrar dentro de um volume em ambos os lados da expressdo anterior. O
volume de integracdo Vg considerado serd uma esfera de raio R, com o material espalhador
posicionado na origem O no centro desta esfera (Figura 4). Assim, integrando em ambos 0s

lados da equagdo (2.82),

[ &V U0 0)Ve( —1) - G 1) VUV (¢, 0)| -
V¢
- / & 4nF (¥, 0)U (¥, 0)G(r —1) —4n / & 8O —r) U (¥, 0). (2.83)
Vg Vr
Aplicando o teorema da divergéncia no lado esquerdo da equacio, transformo a integracao sobre
o volume Vk em uma integragdo sobre a superficie Sg. Do lado direito, a integral envolvendo

o potencial espalhador F(r’, @) é feita no volume do material espalhador V, uma vez que
F(r',o)=0ser' ¢V.

[ & [U9 (W, @)VG( ~1) - G 1) VUV (', 0)| -
SR

= / &rdnF (r,0)U (¥, 0)G(r —r) —4zU¥ (r,0) (2.84)
14

Lembrando da notagdo da derivada direcional d f / Jdi = ii- Vf, posso reescrever a equagio

anterior como

s dG(r' —r) dUL(r, w)
/dzr'U( )(r’,a))T—/dzr’G(r’—r)T =
SR SR

- / & 4nF (¢, 0)U (¥, 0)G(¥ —1) —47U0) (r,0) (2.85)
\%

Por fim, explicitando U (8) (r, ®), obtemos uma expressdo para o campo espalhado

/_
UOr0)= [ @7 0)U(,0)6( ) - - [@ruo(,0) 700
\% Sk
1 20 (ot UV (¥, o)
+5S/d rG(X —r)—— = (2:80)
R

Postulando que para uma longa distancia do espalhador o campo espalhado se comporte
como uma onda esférica (38), para R — o as integrais de superficie em (2.86) ndo contribuirdo

para o campo. Logo podemos reescrever a equacio (2.86), para um R muito grande como,

U (r,0) = /d3r’F(r’,a))U(r’,w)G(r’ —r) (2.87)
v

Até o momento estamos tratando a equacgdo (2.87) em sua forma mais geral. Ou seja, ndo

estamos utilizando nenhuma fungdo de Green especifica, assumimos apenas que G(r —r’, @) era
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Figura 4 — Esquema ilustrando a regido de integracao utilizado na Equacao 2.82. R € o raio da
esfera, O € a origem no qual o objeto espalhador de volume V esta centrado. Como
estamos tratando de um problema espacial, naturalmente essa esfera possuird um
volume Vi e uma superficie Sg. Por fim, fi € um versor ortogonal a superficie da
esfera.

Sk

Fonte: Adaptado de Born e Wolf(38)

uma fun¢do simétrica. Para prosseguirmos, necessitamos impor uma funcdo de Green para este
problema. Considere entdo a seguinte fungdo para o espaco livre,

oiklr—r’|

Gr—r,0) (2.88)

-]

Como estamos interessados no campo distante do espalhador, podemos simplificar a
expressao da fungdo de Green. Seja Q um ponto dentro do espalhador e 1’ o vetor posi¢do que
aponta para Q e P um ponto de interesse distante do espalhador, podemos escrever o vetor

posi¢do que aponta para P como r = r§, lembrando que §-§ = 1.

Considerando que P esta distante do espalhador,

r| > |r'|. Portanto,

r—r|=/(r—r) (r-r)
= \/\r|2+\r’\2—2r-r’

r\* _r-r
=g/ ()~
'r'\/ (i) -5

Com [r| > |r'| = |r/|/|r| < 1, desconsideraremos termos de ordem quadrdtica desta razdo.

Logo,

(2.89)
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Figura 5 — Notacao para o desenvolvimento da aproximagao para campo distante

Fonte: Adaptado de Born e Wolf(38)

Lembrando que a expansdo em série de um bindmio (40, p. 33) é dada por

—1
(1+x)m:1+mx+%x2+... (2.90)
Se x < 1, podemos desprezar os termos de ordem quadrética e superior, e a expansao fica na
forma
(I14+x)"~14+mx. (2.91)
a4/
S-r
Assim, obtemos uma situagdo semelhante em (2.89), uma vez que o termo W < 1. Podemos
simplificar essa expressdo para
S-r
r—r'| =~ |r| <1 ——).
x|
Logo, escrevendo |r| = r, obtenho
r—rv|~r-5§-r. (2.92)

Desta maneira, posso reescrever (2.88) como

eikre—ik§~r’
Gr—r, o)~

A

r—S§-r
Uma vez que § -1’ o< ¥/, podemos simplificar o denominador considerando que r —§-r’ &~ r. Desta

maneira, finalmente posso escrever a funcao de Green da seguinte forma,

ikr —ik§-r'
Gor—v, o)~ 8 (2.93)

r
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E importante ressaltar essas aproximacdes sao impostas, por isso nossa solu¢io também
serd aproximada. Por conveniéncia de notacdo utilizarei o sinal de igualdade mesmo para
expressoes aproximadas, portanto, € importante que o leitor tenha em mente o regime de validade

dessas expressoes. Desta forma, reescrevo o campo espalhado como

ikr .
U (r,0) = 67 / ErF (Y, 0)U (Y, 0)e T (2.94)
14

Lembre-se que escrevemos o campo total como U (r,w) = U (r, ®) + U (r, ). Logo
ikr
Ur,0) =UD(r,0)+ / &ErF(,0)U, 0)e ™. (2.95)
r
14

Observe que obtemos uma equacao recursiva para o campo total cuja solucao fechada, em geral,
nao € trivial de ser obtida. Ao efetuarmos a substituicdo da equagao (2.95) em si mesmo, um

ndmero infinito de vezes, teremos a seguinte série

ikr

Ur,0)=U"(r,0)+ e—/d3r’F(r’,a))U(l’) (r/,w)e—iké.r/jL
r
Vv
elkr R /eikr/ ' e
+ _/dSI”IF(I'I, a))e—zks.r —,/d3r”F(r", (D)U(l) (r//, w)e_lks.r T (296)
r r
4 v

Para calcularmos o valor do campo total utilizando (2.96) precisamos somar esta série
infinita que, na maioria dos casos, € divergente. Uma forma de contornarmos esse problema é
truncar esta série, transformando-a em uma série finita e portanto convergente. Se considerarmos
os n primeiros termos desta série, dizemos que efetuamos uma aproximacao de Born de ordem

n—1.

Neste nosso problema de espalhamento, recorreremos a aproximagdo de Born de primeira
ordem. Fisicamente, essa aproximacdo implica em considerar que nosso meio produz um
espalhamento fraco, ou seja, o indice de refragdo n(r,®) é aproximadamente 1 (35, p. 113).
Com isso teremos pela equacdo (2.73) que F(r,®) ~ 0. Logo pela equacdo (2.94) teremos
U (r, o) ~ 0. Isto implica que |UY (r, ®)| < |[UY(r, ®)|. Desta forma, pela equagio (2.75),

Ur,0) ~U"(r,0). (2.97)

Logo, podemos reescrever (2.95) como,

) ikr . o
Ur,0)=UY(r,0)+ eT/d3r’F(r’, o)UY (¥, 0)e ®T (2.98)
v

Observe agora que removemos a dependéncia recursiva da expressdo do campo total, que
dependera somente do campo incidente e do potencial espalhador. Note que poderiamos fazer a

aproximacao de Born apenas com os argumentos fisicos, ou seja, sem considerar a série descrita
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na equacao (2.96). No entanto, ¢ importante que o leitor esteja ciente de sua existéncia, pois caso
o espalhador ndo possuisse um indice de refracao quase unitario, teriamos de considerar termos

de ordem mais alta a fim de descrevermos corretamente o campo total.

Portanto pelas equacdes (2.75) e (2.98), podemos escrever a expressao do campo espa-

lhado como .
ikr . n
U (r,0) = — / ErF(r,0) U0 (¥, 0)e T, (2.99)
r
Vv

Perceba que as equacdes do campo total e espalhado estdo mais tratdveis, possibilitando agora

obtermos solu¢des analiticas fechadas.
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2.3 INTRODUCAO A SISTEMAS COM SIMETRIA .7

2.3.1 DEFININDO A SIMETRIA DE UM SISTEMA

Simetrias s@o associadas a transformacdes feitas em um sistema. Sempre que uma
transformacao arbitraria A for realizada neste sistema e o resultado que obtemos for indistinguivel

do sistema original, dizemos que este sistema possui simetria em relacdo a A (41).

Para ilustrar um pouco melhor, imagine uma esfera perfeita (lisa e sem marcas). Podemos
efetuar uma rotacao R arbitraria nesta esfera e o sistema permanecerd indistinguivel do sistema
anterior. Neste caso, esta esfera possui uma simetria de rotacdo em relagdo a qualquer eixo

arbitrario que escolhermos (Figura 6a).

No entanto, podemos construir um sistema que possui simetria em relacao a um tnico
eixo de rotacdo. Considere agora que haja uma linha longitudinal ao redor do equador desta
esfera. A partir de agora, ela deixa de ser simétrica em relacdo a qualquer eixo de rotacdo e
podemos conferir isso realizando algumas rotagdes. Por exemplo, ao efetuarmos uma rotacao
entorno do eixo x, o sistema resultante € facilmente distinguivel do original (Figura 6b). Por outro
lado, ao efetuarmos uma rotacao entorno do eixo z o sistema resultante serd igual ao original.
Portanto esta segunda esfera € simétrica a rotagcdes entorno do eixo z. Em outras palavras, este

sistema € invariante a uma transformacao de rotagcdo em torno do eixo z (Figura 6c¢).

Figura 6 — Esquema ilustrando a simetria de um sistema utilizando uma esfera sujeita a transfor-
macoes de rotacdo R.

(a) Esfera simétrica a qualquer eixo de rotacdo.
z z

Y4
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(c) Esfera simétrica com rotag@o em relagdo ao eixo z.
z z

)

Fonte: Autor

2.3.2 OPERACOES DE PARIDADE E INVERSAO TEMPORAL

A partir de agora, vamos tratar de duas transformagdes importantes para nosso estudo: a
transformacao de paridade e de inversdao temporal. Podemos interpretar a operacao de paridade
como uma reflexdo em relagdo a origem. Desta maneira, em um sistema cldassico, podemos
expressar as equagdes de transformacao como,

g(x) =X
onde x representa a posi¢ao e p representa 0 momento. Por outro lado, se considerarmos um
sistema quantico, onde a posi¢cdo e o0 momento sdo representadas pelos operadores X e P,
podemos escrever
PXP =X,
PP =P

O operador de inversdo temporal .7 atuara diretamente na dire¢do do fluxo do tempo no
sistema, invertendo o fluxo natural da evolugao temporal. Matematicamente podemos expressar a
acdo deste operador como 7 (f) = —t e a sua atuagdo na posicdo e momento podem ser expressas

para um sistema cldssico como,

J4 para um sistema quantico, as expressoes sao dadas por

TXT =X,
grPT ' =_p

E importante ressaltar que o operador de reversio temporal é anti linear, ou seja, efetuard
a conjugacio complexa das constantes multiplicativas (42, p. 30) . Desta forma, ao aplicar o

operador .7 em uma combinacdo linear obtenho,
T (ax) +bxy) =a" T (x1)+b*" T (x),
T (cp1+dp2) =" T (p1) +d" T (p2),
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onde a,b,c,d € C. Apesar da expressdo anterior ter sido escrita para um sistema classico,
podemos encontrar uma expressao andloga se considerarmos combina¢des dos operadores X e P

para um sistema quantico.

2.3.3 SIMETRIA .7, SISTEMAS ABERTOS E FECHADOS

Um sistema com simetria &?.7 é um sistema que possui invaridncia sob a aplica¢do

combinada das transformagdes de inversdao temporal e paridade.

Quando nos tratamos de sistemas, sejam quanticos ou cldssicos, as expressdes que
os descrevem podem ser obtidas através dos hamiltonianos destes sistemas. No entanto, para
obtermos uma descri¢cdo completa precisamos definir algumas condicdes de contorno. A partir
dessas condicdes de contorno determinaremos se um sistema serd classificado como aberto
(isolado) ou fechado (ndo isolado) (42, p. 25).

Um sistema isolado ndo estd em contato com o ambiente ao seu redor. Portanto, ndo existe
nenhuma troca de energia, particulas, probabilidade, e afins. Na mecanica quantica, este sistema
€ descrito por um hamiltoniano hermitiano H, ou seja, ele € invariante sobre uma conjugacao
hermitiana (H = H"). A partir desta propriedade podemos garantir que os autovalores de H sio
reais e o sistema terd uma evolucao temporal unitdria, conservando a probabilidade do sistema
(42, p. 26).

Por outro lado, um sistema ndo isolado permite trocas com o ambiente ao seu redor. O
hamiltoniano que descreve este sistema ndo € hermitiano, ndo garantindo a evolugdo temporal
unitdria, conservacao da probabilidade e realidade dos autovalores. Desta forma, mesmo que
este sistema seja mais realista, ndo poderemos utilizar o formalismo da mecanica quantica
que estamos acostumados. E importante ressaltar que é possivel construir um hamiltoniano
hermitiano para este caso. Para tanto, precisaremos considerar o ambiente como parte do sistema,
criando assim um grande sistema isolado. No entanto, o custo de se fazer esta combinacdo € a

introducdo de indmeros graus de liberdade no problema.

Para compreendermos matematicamente as diferengas entre sistemas abertos e fechados,
analisaremos um exemplo. Considere um sistema quantico no qual uma particula ndo relativistica
estd sujeita a um potencial V (r) tal que V(r) € R. O hamiltoniano deste sistema é dado por (42,
p- 26),

p2
H=_—+V 2.100
>V, (2.100)

onde p é o momento da particula e m € sua massa. Suponha também que esta particula esteja em
uma regido R do espaco. Desta maneira, podemos escrever a equacao de Schrodinger dependente
do tempo para este hamiltoniano como,

hz

0 _ )
zhgw(r,t) = —%V y(r,t)+V(r)y(r,t). (2.101)
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Multiplicando a equacdo anterior por y*(r,¢) tenho,

lh‘lf (I'J)E‘I/(I’J) = _%W (I',I)Vzl[/(l‘,l) + V(r)‘I/ (I‘,l)l]/(l‘,[). (2.102)
Calculando o conjugado complexo desta equacdo obtemos,
P 2
—ihl//(r,t)Ey/* (r,t) = —%u/(r,t)vzw*(r,t) +V(r)y*(r,t)y(r,1). (2.103)

Subtraindo (2.103) de (2.102) e evidenciando as constantes teremos,

h2
" 2m

[V’(rﬁ)vzllf* (I‘,l‘) - W*(rat)vzl//(r?l)} .
(2.104)

Podemos identificar a derivada de um produto ao lado esquerdo desta equacao e ao lado direito

N J .
ih y (I'J)E‘I’(I'J)‘HI’(FJ)E‘V (r7t>

podemos utilizar a propriedade® yV2¢ — 9V2y =V (yV¢ — ¢ V). Reescrevendo a expressio
(2.104),
d ih

5V @Oy ] = ——— V- [y(r,)Vy'(r,) — v (r,) Vy(r.r)]. (2.105)

Definindo a densidade de probabilidade p(r,t) = y*(r,t)y(r,7) e a corrente de proba-
bilidade J(r,t) = ifi/2m[y(r,1)Vy*(r,t) — y*(r,1)Vy(r,1)], podemos simplificar a equagio

dp(r,t)
ot

Esta expressdo é a equagdo de continuidade e aparece em diversas dreas da fisica. Vamos agora

anterior

+V-J(r,t) =0. (2.106)

integrar os dois lados desta equac@o em toda a regido R,
J 3 2 A
E/d rp(r,t):—/d ra-J(r,0). (2.107)
R S

Do lado direito aplicamos o teorema da divergéncia e a integral no volume R se transforma em
uma integral sobre superficie S que engloba a regido R. O versor fi € normal a esta superficie

e aponta para fora da regido de integracdo. Para simplificar a notacdo definimos as seguintes

funcdes,
P(1) = / &Crp(r,1), (2.108)
R
F(t)= /dzrﬁ-J(r,t), (2.109)
S

onde P(r) descreve a probabilidade total dentro da regifio R e F () representa o fluxo total de
probabilidade que passa pela superficie S. Desta forma, a equacgdo (2.107) pode ser expressa de
uma forma mais simples

P'(t)=—F(t). (2.110)

3 A demonstragio desta propriedade pode ser vista no apéndice A
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Esta expressao nos diz como a probabilidade dentro da regido R varia no tempo em
relac@o ao fluxo de probabilidade através da superficie S. Se o sistema € fechado ndo havera fluxo
de probabilidade pela superficie, logo F () = 0. Desta maneira, a derivada da probabilidade serd
nula, implicando assim em P(z) constante. Por outro lado, se o sistema € aberto (Figura 7) existird
um fluxo de probabilidade através da superficie S, resultando em uma varia¢do da probabilidade
total com o passar do tempo. Esta variacdo, aumento ou diminui¢do da probabilidade total

impedird que o sistema fique em equilibrio (42, p. 27).

Figura 7 — Esquema ilustrando um sistema aberto com ganho. A probabilidade total do sistema
aumenta com o tempo e portanto este sistema nio conseguird atingir o equilibrio.

Ganho

Fonte: Adaptado de Bender(42)

Por outro lado, € possivel construir um sistema aberto cujo fluxo de probabilidade
através da superficie delimitadora da regido em que este sistema se encontra seja nulo. Para isso,
combinaremos um sistema com ganho com um outro com perda (Figura 8). Caso o ganho e perda
deste novo sistema composto sejam equivalentes, o fluxo F(¢) na superficie que delimita a regido
deste sistema serd nulo. Embora este sistema possua F () = 0, ele ndo atingira o equilibrio, uma
vez que em um dos subsistemas a probabilidade sempre aumentard enquanto que no outro ela

sempre diminuira.
Figura 8 — Esquema ilustrando um sistema aberto com ganho e perda. Embora o fluxo de proba-

bilidade seja nulo através da superficie que engloba este sistemas ele ndo conseguira
atingir o equilibrio.

Ganho

Perda

<

Fonte: Adaptado de Bender(42)
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Este problema pode ser resolvido ao conectarmos estes dois subsistemas através de um
acoplamento g (Figura 9). Desta forma, a probabilidade do subsistema com ganho pode fluir
para o subsistema com perda tornando possivel que este sistema composto atinja o equilibrio
dinamico (42, p. 28). Sendo assim, este sistema possui caracteristicas de um sistema fechado

apesar de ser aberto.

Figura 9 — Esquema ilustrando um sistema aberto acoplado com ganho e perda. Note que o fluxo
de probabilidade € nulo através da superficie que engloba este sistema. O acoplamento
g faz com que a probabilidade do subsistema com ganho possa fluir para o subsistema
com perda, possibilitando assim que o sistema atinja o equilibrio dindmico.

Fonte: Adaptado de Bender(42)

Tanto o sistema retratado na figura 8 quanto na figura 9 sdo &?.7 simétricos. Podemos
visualizar esta simetria se considerarmos a operagdo de paridade trocando as caixas de posi¢ao e
a operagdo de inversdo temporal trocando o fluxo de ganho para perda e vice-versa. Podemos
ainda classificar estes dois sistemas &2.7 simétricos em dois tipos: 0 que ndo possui acoplamento
e ndo consegue atingir o equilibrio dinAmico é chamado de sistema com quebra da fase .7
simétrica; ja o que possui o acoplamento g e pode alcancar o equilibrio dindmico € chamado de

sistema sem quebra de fase &2.7 simétrica.

Podemos representar matematicamente estes sistemas através do hamiltoniano

a+ib g
g a—ib

H= 2.111)

onde a,b,g € R e o sistema com g = 0 é representado na figura 8 e o sistema com g # 0 é
representado na figura 9. Os autovalores de H podem ser facilmente calculados através da

equagao caracteristica
det(H — IE) = E*> —2aE + a*> + b* — g°, (2.112)
onde / é a matriz identidade de segunda ordem. Resolvendo este polindmio quadritico obtemos,

Er=a++\/g*— b’ (2.113)
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Perceba que o valor do acoplamento ird determinar se os autovalores serdo reais ou
complexos. Para g > b ambos os autovalores serdo reais e para g < b eles serdo complexos.
Podemos definir as condi¢des para a quebra da fase &2.7 simétrica em fungdo do acoplamento
g. Um sistema com uma quebra de fase possuird autovalores de energia complexos, enquanto
que um sistema sem quebra de fase &7.7 simétrica possuird autovalores reais. Por fim, o ponto
g = +b caracteriza a transi¢do do sistema entre a presenca e auséncia de quebra da fase (42,
p- 32).

Portanto, podemos observar que os sistemas 2.7 simétricos sdo intermedidrios entre
fechados e abertos, € mesmo nao possuindo um hamiltoniano hermitiano ainda € possivel

obtermos autovalores de energia reais.

2.3.4 SIMETRIA 2.7 NO CONTEXTO DA OPTICA

Apesar da simetria &?.7 ser uma teoria criada para sistemas quanticos, com a aproxima-
¢do paraxial em sistemas Opticos obtemos uma equacao semelhante a de Schrodinger, tracando
uma analogia entre um sistema quantico e um sistema 6ptico classico. Desta forma, nesta secao
vamos demonstrar esta analogia dptica - quantica e determinar as condi¢des para um sistema

optico possua simetria &.7 .

Portanto, considere um campo U se propagando na dire¢do z em um meio 1 com indice
de refragdo ny, tal que np € R. Assumindo que este campo seja uma onda plana, ele ird satisfazer
a seguinte equagdo de Helmholtz,

2

d
52U @ +kU () =0, (2.114)

onde ko = ngw/c. A solugio para esta equacdo é dada por U(z) = Ce™ 0%, tal que C é uma

constante.

Vamos considerar agora que este campo continue se propagando em um meio 2 com
indice de refracéo n(x) e a direcdo de propagacdo do campo ndo sofra muitas variacdes em
relacdo ao meio anterior, mantendo-se proxima ao eixo z. Desta forma, a equag¢dao de Helmholtz

para o campo no meio 2 € dada por (42, p. 434),

8—2U( )+8—2U( )+ kU (x,2) =0 (2.115)
axz X,Z azz X,Z X,Z7) =0V, .

onde k = n(x)@/c.

Para que o campo se mantenha préximo ao eixo z, o indice de refracdo do meio 2 ndo

pode ser muito diferente do indice de refracdo do meio 1. Desta forma, podemos expressar 7 (x)
da seguinte forma

n(x) =no[l +v(x)], talquev(x)< 1. (2.116)

Portanto, o campo descrito pela equacio (2.115) se propagard aproximadamente como ez,

sofrendo apenas pequenos desvios. Podemos entdo escrever uma solucdo para (2.115) da seguinte
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forma (42, p. 434)

U(x,2) = "%y (x,2), (2.117)
onde y(x,z) é uma fun¢do envelope que ird modular a exponencial. Substituindo essa solugio
na equacdo (2.115) e simplificando as exponenciais comuns a todos os termos, obtemos

92 92

0
ﬁly(x,z) + 8—Z2V/(x,z) +2ik08—Zl//(x, 7)+ (k2 — k%) y(x,z) =0. (2.118)

Lembrando que k = n(x)®/c e kg = now/c = ®/c = ko/ng, podemos reescrever k como
k = kon(x) /ng. Usando a expressdo (2.116), k = ko[1 +v(x)]. Logo, k* — k3 &,

K — kG = K [1+v(x)]” — K}
= k(% + 2k(%v(x) + k% [v(x)]2 — k(%
= 2kgv(x) + kg [v(x)]*.

Uma vez que v(x) < 1, podemos desprezar o termo de ordem quadrdtica:
I — i ~ 2kgv(x). (2.119)

Utilizando a aproximagio paraxial* 9%y / 072 < %y / dx?, podemos desconsiderar a segunda

derivada em relacdo a z da func¢do envelope na expressao (2.118). Assim,

2 0
2 v(x,z)+ 2ik08_z v(x,2) + 2k3v(x)w(x,z) = 0.

Dividindo ambos os lados da equacdo anterior por 2kq obtemos

1 02 . d
Z—kOWW(X,Z) + la_zllf(xa 2) +kov(x)y(x,z) =0. (2.120)

Podemos reorganizar esta equacao da seguinte forma,
D 5,0) =~ 2 2) ko) @121
i—VY(x,z7) = ———==VY(x,2) —kov(x) ¥(x,z). .
azw < 2k0&x2‘l/ x4 0 VX, 2

Note a semelhanca de (2.121) em relacdo a equacdo de Schrodinger dependente do
tempo, apesar de descreverem fendmenos diferentes. Essa analogia nos permite utilizar resultados

aplicados a mecanica quantica em sistemas Opticos.

Podemos desta forma, encontrar as condi¢des necessdrias para que um sistema Op-
tico possua simetria &2.7. Como vimos na se¢@o anterior, um sistema &?.7 simétrico sera
descrito por um hamiltoniano invariante ao operador &2.7. Ou seja, para o caso quantico
(PITVH(PT )_1 = H. Lembre-se que posso escrever a equagdo de Schrodinger dependente

do tempo em termos do hamiltoniano da seguinte forma,
d

Al

ot

Esta aproximag@o assume que a maior contribuigéo para U (x,z) na varidvel z é dado pelo termo %0z (42, p. 435)

=Hy.

4



2.3. Introdugdo a sistemas com simetria & 43

Desta maneira, reescrevendo (2.121) em termos de um “hamiltoniano”

d

ia—zw(x,z) =HyY(x,2). (2.122)
De forma que

P B A (2.123)

= — X). .
2k0 8x2 ov
Aplicando os operadores de reversao temporal e paridade nesta expressdo anterior,
Pog(#) =207 L2\ Do Fhkovir))
@) = — o) - _ o
2ko 02 o

2 (5 22) - Plaa o)
= — — = | = vi(x)).
2ko 92 0
Perceba que utilizamos as operacoes de paridade e inversdo temporal em sua forma funcional.

Uma vez que o “hamiltoniano” éptico nao € uma matriz como acontece no caso quantico. Desta

forma, ,
1o )

Para a derivada em termos de —x, podemos rescrevé-la da seguinte forma

a(i)z N :8((:6)] [3((:6)]

Portanto 2 2
Desta forma, (2.124) ficara
PoT(H) =L () (2.126)
O = —— i . .
2k0 8x2 Y o

Se ¢ &7 simétrico, precisa satisfazer que & o 7 () = . Utilizando as expressdes
(2.123) e (2.126) teremos,
1 0? 1 02
——— —kpV'(—x) = —— = —k :
2k() 8x2 ov ( x) 2k() 8)62 ()V(X)
Logo,
v (=x) = v(x). (2.127)
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Como a fungdo v(x) é complexa, posso representd-la como v(x) = vg(x) + ivy(x), onde
Vg, vy sdo fungdes reais que representam a parte real e imagindria respectivamente de v(x). Se a

equagao anterior for satisfeita teremos

VR(—x) = vr(x), (2.128)
vi(—x) = —vi(x). (2.129)

Ou seja, vg(x) deve ser par e vy(x) deve ser impar. Pela equacdo (2.116) v(x) = n(x)/ng— 1,
portanto as equagdes anteriores também sdo vélidas para o indice de refragdo n(x). Logo, se o
sistema é &7 simétrico, o indice de refracao satisfaz n*(—x) = n(x) onde ng(x) é par e n;(x) é
impar (42, p. 435).

Este fato é importante de ser destacado pois a parte imagindria do indice de refracdo
estd associado com perda e ganho do sistema. Sendo mais especifico, uma parte imaginaria
positiva significa que o o campo sofrerd uma perda ao se propagar por aquele meio e uma a parte

imagindria negativa significa que o campo serd amplificado ao se propagar.



45

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

3.1 ESPALHAMENTO POR UMA ESFERA GAUSSIANA

3.1.1 MODELAGEM E DESCRICAO DO POTENCIAL ESPALHADOR

O potencial espalhador utilizado por Lahiri e Wolf(25) € descrito pela seguinte equacio,

Ak2 2
F(r,o) = —— - exp (—2%2) G.1)

(2mo?)
onde A e o sdo constantes positivas geralmente dependentes da frequéncia angular, k = ®/c e
c € a velocidade da luz no vacuo. Para tornar este potencial ndo hermitiano, vamos estender o
dominio desta fun¢do para o corpo dos complexos. Como queremos que o potencial resultante
seja &7 simétrico, necessitamos que a relacdo F*(—r,®) = F(r,®) seja satisfeita. Desta
forma, uma maneira de tornar este potencial ndo hermitiano € multiplicar a expressao (3.1) pelo

termo (1 + iB -r). Obteremos entao:

Ak? r? 3
F(r, (D) = WCXP (_2_62> <1 —f—lﬁ -r) y (32)

tal que B é um vetor que controla a ndo hermiticidade do sistema. Perceba que para o caso em
que B = 0, retornamos ao potencial de Lahiri e Wolf(25). A introdugdo da ndo hermiticidade
neste sistema poderia ser feita de outras formas, mas nesta extensao com um termo linear

conseguiremos encontrar expressoes analiticas fechadas para este novo potencial.

De acordo com a equagdo (2.73), o potencial espalhador pode ser descrito em fun¢ao do

quadrado do indice de refracdo da seguinte forma,

kZ
F(r,o)= P [n*(r,0)—1] .

Portanto, utilizando (3.2) e a expressado anterior, o quadrado do indice de refragdo sera

2A 2 -
5= (—2%2> (1 +ip -r>. (3.3)

Desta maneira, as partes reais e imaginarias de n?(r, ®) sio dadas por

n?(r,m) =1+

2A r?
. 3.4

Im{rn*(r,0)} = (B -r) &Z—?ﬁexp (—2%2_2) : (3.5)

Re{n*(r,)} =1+
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O comportamento das expressdes anteriores pode ser visto na figura 10. Lembrando que

a parte imagindria do indice de refracdo esté relacionado com as propriedades de ganho e perda
do material.
Observando a figura 10a, percebemos que a esfera Gaussiana possui um raio de aproxi-

madamente ¢. J4 a figura 10b nos diz que hd um hemisfério com ganho e outro com perda, e na

interseccdo entre essas duas regides a parte imagindria € nula, ndo havendo ganho ou perda.

Figura 10 — Parte real (a) e imagindria (b) do quadrado do indice de refracdo normalizadas. Os
parametros utilizados foram A = 1, L = 550 nm, ¢ = 31, B = B% onde 8 = 10°

m_3.
(a) (b)
3 1.0 3 1.0
2 2
0.5 — 0.5 —
11 ~=§ 1 m:§
<) S o S
= 0 00 & 20 00 =
N e - =<
1 % _1 &
B
—0.5 & —0.5 =
-2 -2
-3 . . : ~1.0 -3 . . - -1.0
) 0 2 -2 0 2
x/o x/o

Fonte: Pinto e Brandao(43)

3.1.2 PROPRIEDADES DE COERENCIA DO CAMPO INCIDENTE

Considere uma onda plana policromatica se propagando na direcido do vetor unitario §g
que incide na esfera Gaussiana e possui um volume V' (Figura 11). Este campo incidente pode ser
caracterizado em uma frequéncia especifica e em uma determinada posi¢do r por um ensemble
de realiza¢des da forma,

{U@(r, w)} - {a(w>eik§0'r}, (3.6)

onde k = @/c, ¢ é a velocidade da luz e a(w) é a amplitude aleatéria do campo.

Com a base desenvolvida no capitulo anterior, podemos descrever algumas propriedades
deste campo incidente. Calculando a fun¢do de densidade espectral cruzada w0 (r;,rm, o),

utilizando a equacgdo (2.41) juntamente com a equagao (3.6), teremos
WO(ry,r2, @) = (@ (@)a(w))e’ 7.

Pela equagdo (2.42) e pela equacio anterior, obtemos que W (r,r, 0) = SO (0) = (a*(@)a(o)).
Isso significa que o médulo ao quadrado da amplitude do campo incidente ndo depende da
posi¢do, uma caracteristica ja conhecida de ondas planas. Em cada posi¢do fixa r, o espectro é
descrito por NY (w) e a onda possui 0 mesmo espectro em todas as posi¢des. Podemos escrever

a densidade espectral cruzada do campo incidente,

WO (r;,ry, 0) = S (@) (r27r1) (3.7)
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Figura 11 — Processo de espalhamento por uma esfera gaussiana. O campo incidente U) se
propagando em uma direcdo §y incide na esfera descrita pelo potencial (3.2). Estamos
interessados em obter as propriedades do campo espalhado U () em um ponto r
distante do espalhador.

Fonte: Autor

Se calcularmos o grau de coeréncia espectral através da equacgdo (2.43),

W (r;, 1), 0)
VSO (r,0)S0 (r2, w)

— oikso-(r2—ry) (3.8)

H(l)(rlar27w) = )
0 seu médulo serd ‘ /.L(i) (ry,ro, a))‘ = 1. Portanto, percebemos que nosso campo incidente €

espacialmente coerente na frequéncia .

Em rela¢do ao campo espalhado U (%), estamos interessados em medidas em pontos
distantes do espalhador. Consideraremos também a esfera gaussiana como um meio fracamente
espalhador, nos possibilitando utilizar a primeira aproxima¢do de Born. Desta forma, pela

equacao (2.99) posso escrever a expressao para o campo espalhado como,

elkr

U (r,0) = a(o) / & F (¢, 0)e 650 (3.9)

4

r

Definindo K = k(8 —§), posso reescrever U'*) em termos da transformada de Fourier do poten-

cial espalhador,
ikr

U (r,0) = a() —F(K,0). (3.10)

Logo, podemos obter a funcio de densidade espectral cruzada para o campo espalhado, utilizando
novamente a equacao (2.41),
e—ikrl eik}’2

F*(K, o
r (17)”2

WO (), @) = (a*(0)a(®)) F(Ks, o).

De forma que K; = k(§; —8) para i = 1,2. Reescrevendo essa equacdo em uma forma mais

simples,
) eik(rz—rl) -, N
W) ()1, 0) = S<’>(w)7F (K;,0)F(K;, o) (3.11)
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Com a equacdo anterior podemos calcular a densidade espectral,

F(K, o). (3.12)

Assim como no campo incidente, podemos calcular o grau de coeréncia espectral,

W(S)(I’gl,l’gz, (0)

) (78 1S, 0) = )
8115, 0) VSO (581, 0)S0) (183, 0)

Logo, substituindo as quantidades conhecidas e simplificando,

eik(rrm)ﬁ*(Kl , a))F(K2, )
|F (K, 0)|[F (K, 0)|

1 (81,18, 0) =

Por fim, podemos calcular o médulo de ,u(s),

u(“)(rghr@z,w)( =\ (818, ) O (18118, 0) = ||
(3.13)

Portanto, o campo espalhado U (%) também & espacialmente coerente na frequéncia @ considerada
no ensemble. Note que as propriedades de coeréncia do campo incidente excepcionalmente
se preservaram para o campo espalhado. Normalmente tanto o espectro da luz quanto o seu
estado de coeréncia se alteram durante o processo de espalhamento, principalmente quando a luz
incidente € descrita por um feixe (localizado espacialmente) e quando o espalhador possui um

indice de refracdo aleatério (35, p. 117).

Perceba que toda a andlise que fizemos até o momento foi feita em relacdo a um potencial
espalhador geral F(r, ). Ou seja, para o campo espalhado U (), as propriedades de coeréncia
independem da geometria do espalhador utilizado.

3.1.3 DENSIDADE ESPECTRAL DO CAMPO ESPALHADO

Ao calcularmos a transformada de Fourier' F (K, ) do potencial espalhador dado pela
equagao (3.2) obtemos,
| |2 2

—G> (1+023-K) . (3.14)

F(K,0) = Ak*exp (— 5

Podemos reescrever a equacao anterior em termos do dngulo 6 entre a dire¢do do ponto de

interesse § e a direcdio da onda incidente §). Vamos comecar calculando |K|?,
K*>=K-K

= k> (8—80)- (8—%)
IK|>=k*(8-§—28-80+80-80) .

' Os cilculos detalhados desta transformada podem ser vistos no apéndice B
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Lembrando que § e §y sdo vetores unitarios, ou seja §-§ = 8§y -§g = 1. Desta forma,

K[> =k*(2—2cos8)

1—cosO

42— ).

e (=)
2

Para simplificarmos a equagdo, podemos fazer uso da propriedade trigonométrica sin“x =
(1 —cos2x)/2, obtendo

IK|? = 4k> sinz(g) . (3.15)

Para definir vetor ndo hermitiano, vamos considerar que 3 possua um médulo 3 e aponte
na dire¢do de 8§y, ou seja assumimos que f seja paralelo a direcdo da onda incidente. Desta forma,

o produto escalar B -K é dado por

B-K=PBksy-(8—3%)
= Bk(Sp-8S—80-80)

— Bk(cos® — 1)
().

Utilizando novamente a propriedade trigonométrica anterior obtemos

B-K = —2Bksin? (g) . (3.16)

Portanto, a partir das equagdes (3.15) e (3.16), podemos reescrever (3.14) como,
= 2 2 2. 2(0 20,2 (0
F(0,0) =Ak“exp | -2k~ sin 5 1 —20“Bksin 5 ) (3.17)

Para que possamos determinar a densidade espectral do campo espalhado através da
equacgdo (2.73), precisamos atribuir uma expressao para a densidade espectral do campo incidente.
Portanto, vamos definir que S(i)(a)) possa ser descrita por uma distribuicdo gaussiana, com

amplitude Sy, largura I'y e centrada em @y. Ou seja,

i (0 — 0)0)2
SO (@) = Syexp [—Z—F%] : (3.18)

Portanto, a equacdo (3.12) gera,
A%Sy r N4 (0 — ay)? O\2 , ., (6
Sﬁ (9,(0) = r2 (;) exXp [—2—1_‘(2) —4(?> O~ sin 5 X

X [1 ~20%8 (%) sin? (g)r (3.19)
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Com fim de simplificagc@o, a equacao anterior serd reescrita em termos de parametros
adimensionais. Portanto, vamos definir as transformacoes
Iy @y c*r2s

0} c
ow——, I'g——, —-+pf—, 00—, S— —F7i1—. 3.20
@0 0 @ B B(D() c (DgAZS() ( )

Desta maneira, posso reescrever a (3.19) em sua forma normalizada,

w—1)> ) 0\1°
55(0,0) = o*exp|— 2= 420262 ()| [1 22802052 (2)| . G
5(0,0) = ®"exp o o wsin™( 5 Bo“wsin > (3.21)
Esta equagdo permite analisarmos de uma forma simplificada a influéncia do parametro nao

hermitiano 8 na densidade espectral do campo espalhado.

3.1.4 MUDANCAS NO ESPECTRO DE FREQUENCIAS INDUZIDAS
PELA NAO HERMITICIDADE

3.1.4.1 ANALISE DAS FREQUENCIAS

Como estamos fazendo uma extensao para o plano complexo do potencial utilizado por
Lahiri e Wolf(25), na andlise seguinte assumiremos o valor 8 = 24.9°. Ao observarmos as curvas
Sg em fun¢do da frequéncia para determinados valores do pardmetro ndo hermitiano, percebemos
que a densidade espectral apresenta um comportamento estranho conforme aumentamos f3
(Figura 12). Se analisarmos valores de f < 0.05, podemos ter a impressdo de que conforme
aumentamos o valor deste paradmetro a amplitude da densidade espectral tende a diminuir. No

entanto, quando olhamos para § = 0.06 a amplitude de Sg se torna maior do que para § = 0.05.

Figura 12 — Densidade espectral Sg em fun¢do da frequéncia @. Em preto temos o caso hermi-
tiano, observe que para 3 < 0.05 a amplitude diminui com o aumento de 3. Para
B = 0.06 obtemos uma amplitude maior do que os valores anteriores. Os parimetros
utilizados foram, 0 =24.9°, c = 6w eIy = 0.01.

x 1029
— B=0
—— B =0.005
...... B =0.05
-—— B =006
0.90 0.95 1.00 1.05 1.10

Fonte: Autor
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Para estudar este comportamento do espectro do campo espalhado, podemos observar
como o valor mdximo de Sg muda com o parimetro ndo hermitiano . Seja S,, o valor do
maximo global da densidade espectral, a figura 13a nos mostra uma curva semelhante a uma
pardbola com um minimo no intervalo 0.030 < 8 < 0.032. O processo de encontrar este minimo
analiticamente partindo da equacdo (3.21) ndo € trivial. No entanto, encontrar a expressao neste
minimo ndo € mandatdrio para as andlises seguintes. Para estes pardmetros que utilizamos na
figura 13a (0 =24.9°, 0 =61 e [\ = 0.01.), numericamente podemos encontrar que 0 minimo
ocorre em 3 =~ 0.0307.

Figura 13 — Maximo da densidade espectral S, (a) e frequéncia na qual a densidade espectral é
maxima @, (b) em funcdo de 8. Os pardmetros utilizados foram 6 = 24.9°, 6 = 67

€ F() =0.01.
(a) (b)
x 1073()
1.50 1 1.000
1251 09951 Maéximo do espectro incidente
_ 1.007 _0.990
& =
£ 0.75 T s St bbb b bbbt
“ S 0.985 1
0.50 1 Miximo do espectro espalhado
0.980 quando 8 = 0 (Hermitiano)
0.25
0.975 1
0.00 A
0.026 0.028 0.030 0.032 0.034 0.036 0.025 0.030 0.035 0.040 0.045 0.050
B B
Fonte: Autor Fonte: Adaptado de Pinto e Brandao(43)

O resultado principal em Lahiri e Wolf(25) foi que o espalhamento de um campo
policromdtico por um meio deterministico causa um deslocamento do espectro de frequéncias do
campo. Vamos analisar agora se a ndo hermiticidade do meio pode contribuir neste deslocamento.
Seja @ a frequéncia central da distribui¢do, ou seja a frequéncia no qual Sg (w) assume o seu
valor maximo. Ao observarmos como @, varia com o parametro 3 podemos observar a presenca
de uma descontinuidade na regido 0.030 < 8 < 0.035 (Figura 14). Ao investigarmos o valor
numérico de 3 que causa a descontinuidade, encontraremos 3 =~ 0.0307. Perceba que este € o
mesmo valor que encontramos para o minimo da curva da figura 13a, o que nos mostra que

existe uma relacao entre o minimo e a descontinuidade observada na figura 13b.

Uma vez que possuimos o valor de  que minimiza S,,(3), para os pardmetros consi-
derados, podemos observar o comportamento da densidade espectral Sg(®) para valores de f3
proximos de B = 0.0307. A figura 14 nos mostra que com f3 perto da descontinuidade, surge um
ponto onde a densidade espectral do campo espalhado € nula, dividindo assim o espectro em
duas partes. E possivel observar também que este espectro dividido apresenta um méximo global
e um maximo local. Perceba também que para 8 antes da descontinuidade, 0 maximo global
se localiza do lado esquerdo do espectro. Por outro lado, para 8 depois da descontinuidade o

méaximo global se encontra do lado direito. Nao podemos deixar de ressaltar também que o a



52 Capitulo 3. Resultados e discussoes

amplitude da densidade espectral préximo de B = 0.0307 € trés ordens de grandeza menores do

que o caso hermitiano.

Figura 14 — Densidade espectral Sg em fungéo da frequéncia @. Em preto temos o caso her-
mitiano, em vermelho tracejado temos a densidade espectral (reescalada) para 8
depois da descontinuidade, em roxo tracejado e pontilhado temos a densidade espec-
tral (reescalada) para 8 antes da descontinuidade. Os parametros utilizados foram
0=249°, 0 =6mely=0.01.
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Fonte: Adaptado de Pinto e Branddo(43)

Da figura 13b podemos o observar que a frequéncia central se desloca do valor hermitiano
quando estamos préximos da descontinuidade (8 = 0.0307). Desta forma, vamos analisar o
comportamento de cada maximo nesta regido. A parte superior da figura 15 nos mostra que
conforme aumentamos o valor do pardmetro nao hermitiano, os maximos tendem a se deslocar
um em dire¢do ao outro. J4 na parte inferior podemos observar a origem do comportamento
descontinuo da curva da frequéncia central .. Se focarmos nossa atengdo, em particular, no
maximo do lado direito (linha tracejada) veremos que € inicialmente o maximo local. Ou seja,
o valor que estariamos considerando na curva de S,, seria o do mdximo do lado esquerdo. No
entanto, conforme 3 aumenta, o valor maximo local esquerdo cresce enquanto o do lado direito
diminui. Quando 8 = 0.0307, ocorre uma intersec¢io entre as curvas ¢ ambos 0S maximos
passam a ser iguais. Ja para § > 0.0307, o maximo global passa a ser o maximo do lado direito

causando assim a descontinuidade observada na figura 13b.

Até o momento, estamos realizando nossa andlise considerando apenas as figuras apre-
sentadas. Vamos a partir de agora analisar a funcdo de densidade espectral (Equacao 3.21).

Podemos reescrever a equagao com o auxilio de trés funcdes auxiliares,

Sp(@) = g(0)h(@)pg(®).
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Figura 15 — Frequéncia central . (a) e maximo da densidade espectral S,, (b) em funcdo do
pardmetro ndo hermitiano . A curva sélida representa o maximo que surge do lado
esquerdo apds a separagdo do espectro. A curva tracejada representa 0 maximo que
surge do lado direito.

0.9751 (a) \
g 0.950{ — Esquerda
3 === Direita

© 0.925 1

Q2
(/)E
01 = ' . . - =
0.0300 0.0302 0.0304 0.0306 0.0308 0.0310 0.0312
B
Fonte: Adaptado de Pinto e Brandao(43)
De forma que
(0—1)
W)= — , 3.22
g(o) exp[ o (3.22)
w2
h(w) =exp| —=—= (3.23)
212 )’
9 2
pp(0) = o {1 — 2B 0% wsin’ (E)} : (3.24)
onde, :
| L — (3.25)

1
7]
2an2 | 2
8651n(2>

Note que g(w) e h(w) sdo duas fungdes gaussianas centradas em 1 e 0 respectivamente,
e pg(®) representa um polindmio de sexto grau. E importante ressaltar que toda a dependéncia
ndo hermitiana estd contida em pg(®), portanto, qualquer efeito decorrente da ndo hermiticidade

no processo de espalhamento do sistema é descrito por este polindmio.

Considerando os parametros utilizados 6 = 24.9° e ¢ = 67, pela equacdo (3.25) obtemos
I'1 = 0.0076. Como I'} < 1, a contribui¢do de i(®) no produto h(w)g(w) no intervalo @ €
[0.95,1.05] é apenas uma multiplicagdo por uma constante. Logo, i(®) serd apenas um fator de

escala do espectro espalhado e podemos desconsiderd-lo nas andlises seguintes.

Para o caso hermitiano onde B = 0 e po(®) = @*, teremos que S (o) serd o produto da
gaussiana centrada em 1 por ®*. Podemos notar que g(®) é a expressio da densidade espectral
incidente (Equacdo 3.18) sujeita a normalizacdo (Equacgdo 3.20). Portanto, o deslocamento

espectral observado por Lahiri e Wolf(25) ocorre devido ao fator ®* que causa uma distor¢do no
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espectro da radiagdo incidente. Note também que po(®) possui a raiz 0 com multiplicidade 4.
Como g(w) possui uma largura 'y = 0.01 < 1, esta raiz ndo afetara o espectro e portanto ndo ha

separagdes na curva de Sg_o(®).

Por outro lado, para o caso ndo hermitiano 8 # 0 uma nova raiz com multiplicidade
2 surge em pﬁ(a)). Podemos observar pela figura 16 que a raiz surge, nesses parametros, na
regido préxima da frequéncia central de g(®), implicando na separagdo espectral que vimos

anteriormente. Com o auxilio da equacao (3.24), podemos escrever esta raiz como

1
= 2Borsin(0/2) (20

Perceba que @, depende tanto de propriedades do material (tamanho ¢, ganho e perda ) quanto
do angulo 6 de medic¢ao do espalhamento. Portanto, caso desejemos, € possivel ajustar estas
varidveis de forma a eliminar uma frequéncia especifica do espectro hermitiano do campo

espalhado uma vez que Sg(;) = 0.

Figura 16 — Processo de separacdo do espectro devido a ndo Hermiticidade do material. A
curva laranja mostra a fung@o gaussiana centrada em 1, g(®), a curva tracejada
representa a densidade espectral Sg(®) reescalada e a curva em azul representa o
polindmio pg(®). A fungio h(®) ndo foi representada pois, nesta regido, apenas
contribui com uma constante multiplicativa. A raiz @, do polindmio elimina uma
frequéncia especifica do espectro hermitiano, separando o espectro neste processo.
Os parametros utilizados foram 6 = 24.9°, ¢ = 67, [') = 0.01, (a) B = 0.0305, (b)
B =0.0307, (c) B = 0.0308.
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Fonte: Pinto e Brandao(43)
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3.1.4.2 ANALISE ESPACIAL

Fixando a frequéncia @ = 1 e estudando como € o comportamento de Sg conforme

variamos o angulo 0, podemos reescrever a expressao (3.21) como

Sp(6) = exp [—402 sin’ (g)] {1 —2B6?sin’ (g)r (3.27)

Estamos interessados agora em determinar quais dire¢des recebem mais ou menos radia¢ao

espalhada. Para o caso hermitiano, por exemplo, a expressao anterior se resume a

Sp—0(6) = exp [—462 sin’ (g)} : (3.28)

Podemos observar que a direcio receptora de mais radiag@o, ou seja onde Sg_,(0) se maximiza,
¢ dada pelo ponto onde o argumento da exponencial € nulo. Portanto, desejamos encontrar 6
no qual sin2(9 /2) = 0. Considerando o intervalo —7 < 6 < 7, a solu¢do que obtemos é 6 = 0.
Logo, para o caso hermitiano, a dire¢cdo que recebe mais radiacdo é a mesma direcdo do campo

incidente.

Figura 17 — Distribui¢do angular da densidade espectral Sg para uma fixa @ = 1. As regioes
simétricas acima e abaixo de 6 = 0 representam angulos de espalhamento que sdo
proibidos na configuracdo Hermitiana. Os parametros utilizados foram ¢ = 67 e
I'h =0.01.

0.04

Fonte: Pinto e Brandao(43)

Por outro lado, no caso nio hermitiano 8 # 0 (figura 17) surgem regides simétricas pro-
ximas de 8 = 0 no qual os angulos de espalhamento eram proibidos para o caso hermitiano. Note
que conforme 3 aumenta, a quantidade de radia¢do centrada em 6 = 0 diminui e a quantidade
de radiac@o que as novas regides recebem cresce. Para encontrarmos estes angulos, precisamos

analisar os pontos criticos® da expressdo (3.27). Desta forma, para a equacdo dSg / do =0

2 Os cilculos detalhados desta andlise podem ser vistos no apéndice C
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obtemos a expressao
: 2. 2(0 2. 2(0
sinf |1 —2B 0 sin 5 1+pB—2B0"sin 5 =0. (3.29)

Perceba que a equagdo anterior possui os mesmos pontos criticos do caso hermitiano, 8; = 0

(méximo) e 8, =  (minimo). No entanto, existe a presen¢a de mais quatro pontos criticos,

031 = +2sin"! ( ) (minimo), (3.30)

1
V2028

1 1
-l
64:|:—:|:2811'1 [ ﬁ(l‘f‘ﬁ)

Estas solugdes simétricas podem ser observadas claramente para valores mais elevados de

(maximo). (3.31)

B (lado direito da figura 17). Perceba que estes dngulos de espalhamento dependem da dimensao
o e do pardmetro de ganho e perda 8 do material. Em um material que se mantenha com o
tamanho fixo (o constante), podemos controlar estes angulos apenas ajustando o ganho e a perda

do material espalhador.
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4 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi possivel observar o surgimento de uma separacao assimétrica no
espectro de frequéncias deste campo. Esta separacao foi gerada pela introducao de uma raiz
dentro da regido do espectro hermitiano do campo espalhado pelo termo que descreve a nao
hermiticidade do sistema. A expressdo analitica exata para esta raiz foi encontrada e demonstra-
mos que ela depende do pardmetro ndo hermitiano e do angulo de espalhamento. Desta forma, é
possivel ajustar nosso sistema a fim de eliminar uma frequéncia especifica do espectro, uma vez

que a densidade espectral do campo espalhado € nula neste ponto.

Por fim, em uma andlise em que varremos os angulos de espalhamento para uma frequén-
cia fixa, pudemos perceber que o ganho e perda do material introduz novos pontos criticos na
expressao da densidade espectral. Estes novos pontos descrevem outros maximos € minimos
no espectro além dos esperados para o caso hermitiano. Portanto, podemos concluir que as
propriedades de ganho e perda do material induzem novas dire¢cdes de espalhamento que ndo

eram possiveis no caso hermitiano.

Em resumo, pudemos observar que as propriedades de ganho e perda de um material
deterministico ndo hermitiano &?.7 simétrico influenciam fortemente no espectro da radia¢do
espalhada de uma onda policromadtica. Ficam como perspectivas futuras uma ampliacao deste es-
tudo de forma a abranger outros materiais deterministicos como, por exemplo, esferas “semi-soft”
que podem ser obtidas com uma combinagdo linear de gaussianas. E possivel também explorar
outras geometrias de materiais uma vez que a combinac¢do de fungdes especiais podem nos gerar
potenciais em formatos variados, como elipses ou cilindros. Por fim, podemos também considerar
a expansdo desta andlise para espalhadores ndo deterministicos, uma vez que representam uma

classe mais realista de materiais.
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APENDICE A - PROPRIEDADE VETORIAL

Desejamos demonstrar neste apéndice a seguinte propriedade, dada duas fungdes escala-

res Y e ¢. Temos que
yViP— Vi =V-(yVo—9Vy).
Partindo do fato de que podemos escrever o divergente do produto de uma fung¢do escalar com

uma funcdo vetorial como (40, p. 156),
V- (fV)=Vf-V+fV.V (A.1)
Facamos agora a substituicdo f — y e V — V¢. Logo a equagdo anterior ficard da forma
V- (yV9) =Vy Vo +yV-V,
que podemos reescrever como
V- (yVe) =Vy Vo +yV3e. (A2)
Se trocarmos ¢ com Y na Equagdo A.2 obtemos uma nova equacao,
V-(9Vy) =Vo - Vy+¢Viy. (A.3)
Por fim, subtraindo a Equacio A.3 da Equagdo A.2,
YV2o—9Viy =V (yVe)—V-(9Vy).
Deixando em evidéncia o operador divergente do lado direito da equagdo anterior, obteremos
YViP— Vi =V-(yVo—9Vy). (A4)

Como queriamos demonstrar.
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APENDICE B — TRANSFORMADA DE
FOURIER DO POTENCIAL ESPALHADOR

Neste apéndice vamos calcular detalhadamente a transformada de Fourier do potencial

espalhador definido na se¢do 3.1.1. Partindo de

Ak? r? =
F(r,a)):mexp(—z—oz> <1+lﬁr> (Bl)

Sua transformada de Fourier tridimensional é dada pela expressao,

F(K, o) = / F (r, ) exp (—iK-r)d*r, (B.2)
onde a integral € feita sobre todo o espago. Substituindo o valor de (B.1) em (B.2) teremos
N AK? —r? = : 3
F(K,0)= / (2ro?) 2 exp (262) (I+iB-r)exp(—iK-r)d’r. (B.3)

Juntando as exponenciais,

N Ak? 2 =
F(K,w):/mexp{ (; L +iK- r)] <1+i[3-r> &r. (B.4)

Distribuindo agora as integrais dentro do segundo fator,

- Ak? r?
F(K,a)):/mexp[ (2 5 +iK- r)}d3r+

2
—HB/ 3/2exp[—(2r2+lK r)]d3r. (B.5)

Possuimos agora dois tipos de integrais para resolver. Portanto vamos definir,

AK? r? 3
Ilz/mexp{ <2 S +iK- r)}d r (B.6)

Ak? r?
Izz/rmexp[ (2 2+ZK r):|d3r. (B7)

Desta maneira a transformada de Fourier do potencial espalhador pode ser expressa em termos

das integrais da seguinte forma

F(K,w)=1+iB L. (B.8)

Vamos primeiro calcular a integral /;. Seja K = (K, K,,K;) e r = (x,,z), desta forma

2

teremos que r* =r-r = X+ y2 + 22 Logo, podemos reescrever /1 como,

Ak? 4y 4+ 3
h= [ Gremer| | e Ry K| o B9
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Separando as exponenciais em fatores com a mesma coordenada

Ak2 x2 y2 Z2
5 :/ (znc—z)g,/z exp [ (2 5 —HKXX)] exp [— (2 5 +1Kyy>} exp {— (2 3 +1Kzz>] d’r
(B.10)

Uma vez que d*r = dxdydz, podemos separar as integrais da seguinte forma

A2 = $2 - 2
I = W /exp [— (2 3 —HKxx)] dx/exp {— (2 3 —l—ley)] dy x
X /exp [— (2 2+1Kzz)]dz. (B.11)

Perceba que as integrais sobre x, y e z sdo semelhantes, mudando apenas a constante K;, onde

i = x,y,z. Desta forma, podemos reescrever a equagao (B.11) como,

A
I = WJ(Kx)J(Ky)J(KZ)a (B.12)
onde defino J(K) como
- 2
J(K) :/ exp {— (% +in)] dx. (B.13)

Para resolvermos a integral anterior, precisaremos manipular um pouco o argumento da exponen-
cial. Desta forma, para deixarmos esta expressdo em um formato mais simples, vamos completar

o seu quadrado,

2

2
X iKeto? —;%:(—Jra) v (B.14)

202
ZZ+sz+p(Z ZZH (B.15)
iKX= 2— (B.16)
oV?2
iK = 2— B.17
o> (B.17)
K
_ iKoy2 (B.18)
2
iKo
o=—. B.19
NG (B.19)
E teremos também que
KZ 2
o = — 26. (B.20)

Logo, da equagdo (B.14) podemos reescrever o expoente da integral como

X2

7o (B.21)

x iKG)2 K202

+iKx = +
(G\/§ V2 2
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Substituindo este resultado em (B.13) e explicitando a parte da exponencial que ndo depende de

J(K) =exp (—KZZGZ)_Z exp [— <6f/§+ﬂ{7;>2

Vamos fazer agora uma substituicdo de varidvel. Seja u = x/ G\/§ +iK.o/ \/E temos que o

X, temos

dx. (B.22)

seu diferencial serd du = dx/ o2, logo dx = ov2du. Quando x — +oo temos que u — oo,
Portanto,

K?c?
2

J(K) = exp (— > V2 /°° exp (—uz) du. (B.23)

Esta integral que encontramos € uma integral gaussiana no qual o seu resultado € /7. Portanto,

2.2
J(K) = exp (—K 26 ) oV (B.24)

Substituindo (B.24) em (B.11),

Ak? K’o? K;o? K202
Ilzmexp<— > )G\/Znexp 5 6\/27rexp(— > )G\/Z?‘C. (B.25)

Juntando as exponenciais € as constantes obtemos,

Ak?
(27[62)3/2

K +K;+K2)o?
L= _ (et >2+ :)o (276?)". (B.26)

exp

Lembrando que |K|2 =K>+ Ky2 + KZ2 e simplificando as constantes finalmente escrevemos,

K2 2
I :Akzexp<—|%) . (B.27)

Vamos agora calcular I,, partindo da equagdo (B.7) expandindo r em termos de cada

coordenada

Ak? . r . 3 A r . 3
IQZW X/exp — F+IK'r xd F+Y/6Xp — F—HKT yd r—+

2
+i/exp {— <%+iK-r)] zd3r}. (B.28)

Podemos simplificar a expressao anterior escrevendo da seguinte forma,

Ak?

L= "
2 (2mc2)3/2

RG,(K) +§G,(K) +2G.(K)], (B.29)

tal que,

2
Gu(K) = /exp {— (2%2 —|—iK-r)} ud®r  tal que u=x,y,z (B.30)
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Vamos resolver primeiro para G,(K), expandindo a integral da mesma forma que fizemos no

calculo de 1,
7 x? . T )’2 .
G.(K) = /exp [— (r‘z +1Kxx>] xdx / exp [— (F —I—le)’)} dy X
X /exp l— (ﬁ+iKZz>} dz (B.31)

Utilizando a equacdo (B.13) e definindo uma nova fun¢do auxiliar, podemos reescrever esta

equagdo como

G:(K) = g(K:)J (Ky)J (K), (B.32)
tal que,
- 2
g(K) = /exp {— (%4—in)] xdx. (B.33)

De forma andloga a I, vamos reescrever o argumento da exponencial. Com o auxilio da equagdo

(B.21) temos,
K262\ | x  iKo\?
g(K) =exp <— 5 )_éexp [— (G—\/E+W>

Fazendo a substitui¢io u = x/c6v/2 +iKc /+/2 teremos que du = dx /62 = dx = ov/2du.
Assim, escrevemos x = 6v/2u — iK6?. Note que quando x — oo temos que u — oo, desta

xdx. (B.34)

forma, os limites de integracdo permanecem iguais. Substituindo na expressao anterior obtemos,

KZGZ

g(K) =exp (— 5 )/exp(—uz)(c\/zu—l(cz)du. (B.35)

Distribuindo a exponencial no segundo fator e separando as integrais,

K252 =
g(K):exp(— 26> W

—o0

0

_iKo*V2 / exp(—u?)du|  (B.36)

A primeira integral do lado direito € nula pois o integrando € uma funcdo impar integrada em um

intervalo simétrico. Ja a segunda integral € uma integral gaussiana. Portanto,

2 <2
g(K) = —iKo>V2mexp (—K 26 ) (B.37)

Substituindo (B.37) e (B.24) em (B.32),

K2 2 KZGZ K262
G.(K) = —iK,0>V2mexp (— XZG ) exp (— y2 oV 2mexp (— Z2 ) oVv2n. (B.38)
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Juntando as exponenciais e as constantes podemos escrever

2.2
G.(K) = —iK,c?(2m6?) exp (—@) . (B.39)

Portanto, obtemos a expressdo para G em qualquer coordenada, note que neste caso mudara
apenas a constante K, que multiplica a exponencial. Desta forma, substituindo a equacdo (B.39)

na equacdo (B.29) teremos,

Ak?

(@re*yT*

K|*o?

K
—ﬁin62Wexp (— 26 ) +§7iKy62W><
K|*02 K|?62
X exp <—| |2G ) +2iKZ62Wexp (—% . (B.40)

Deixando em evidencia as constantes multiplicativas e a exponencial obtemos,

L=

K[*o?
2

I, = —iAk*G?exp (— > (RK, + §K, +2K). (B.41)

Como K = XK, +§K, + ZK;, podemos finalmente escrever

K2 2
I, — —iKo2Ak exp (—l |2G ) . (B.42)

Substituindo (B.27) e (B.42) em (B.8) teremos

5 K 2.2 . K 2.2
F (K, 0) = Ak exp (—%) +iB- {—iKGzAkZ exp (—%)} . (B.43)
Evidenciando as exponenciais e as constantes obtenho a equacao final
i K|?c? =
F (K, ) = A exp (—%) (1 +62p -r) . (B.44)

Esta expressao € a transformada de Fourier do potencial espalhador e serd importantissima
no estudo do comportamento da densidade espectral de um campo espalhado por um material

nao Hermitiano.
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APENDICE C - ANALISE DOS PONTOS
CRITICOS DA DENSIDADE ESPECTRAL PARA
UMA FREQUENCIA FIXA

Neste anexo, temos como objetivo analisar os pontos criticos da densidade espectral
normalizada Sg. Como foi discutido na se¢do 3.1.4.1 a andlise dos pontos pontos criticos
diretamente da equacéo (3.21) para @ ou 8 ndo é nada trivial. No entanto, se considerarmos
a andlise destes pontos criticos em relacdo a 0 o processo ja se torna analiticamente vidvel,

Portanto comecemos pela equagdo (3.21),
®—1)° 0 0\ 12
S,;(G, 0)= w4exp [—% — 462 ®? sin? (5)] {1 — 2[302(0 sin? (5)} i

Para simplificar um pouco mais nossa anélise, vamos fixar uma frequéncia em @ = 1. Desta

forma a equacdo anterior se simplifica em,

Sp(6) =exp [—402 sin’ (g)} {1 —2B6?sin’ (g)r (C.1)

Diferenciando em relacdo a 6

(Li: = exp [—402 sin® (g)} [—4022% sin<g> cos <g>} {1 —2Bo?sin’ (g)} 2+
+2exp [—4625in2<g>} {1 —2/30%1&(%)] [—2/3622% sin<g> cos(g>]. (C.2)

Utilizando que sin 6 = 2sin(6/2)cos(6/2) e fatorando os termos,

dSp _ 2 2.2(9 2.2(9 2..2(9
E_—2G sin @ exp [—46 sin (5)1 {1—2[36 sin (5)} [1—2[56 sin <§> +B}
(C.3)

Igualando a derivada a 0, retirando as constantes e eliminando a exponencial teremos,
. 2. 020 2. 2(0
sinf |1 —2B0-sin > 1 —2Boc"sin > +pB|=0. (C4)

De imediato podemos ver o primeiro ponto critico dado por sin & = 0 o que implica em
0 = nr tal que n € Z. No entanto, em nosso problema temos que o angulo estd no intervalo
—m < 0 < 7. Portanto teremos dois pontos, 8; = 0 e 6, = m. Ao considerarmos o segundo fator

da equacao (C.4),
1 —2B0?%sin? (g) =0. (C.5)
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Obtemos mais dois pontos criticos dados por,

1
63 = +2sin! ( \/W) . (C.6)

Por fim, o dltimo fator da equagdo C.4,
2.2(0
1—2Boc~sin (§> +pB=0. (C.7)

Logo, obtenho o par de pontos criticos,

1 1
— 49ein-]
04+ = £2sin [ T‘Q(1+E)

Para checarmos se estes pontos criticos s80 maximos ou minimos, precisaremos ana-

(C.8)

lisar a segunda derivada de Sg(0). Partindo da equagédo (C.3) podemos tomar os dois fatores
exp[—40? sin®(0/ 2)][1-2B0o> sin(0/ 2)] e distribuir no dltimo fator. Desta forma obteremos,

dSg 2 2.2(0 2-292
E——ZG s1n6{exp[—46 sin (2)} [1—2[36 sin (2)1 +
2. 2(0 2. 2(0
+Bexp [—40 sin (5)1 {1—2[36 sin <§)]} (C.9)

O primeiro termo dentro das chaves € nossa fungéo Sg (0). Portanto, a equagdo (C.3) pode ser

reescrita como,

(Zieﬁ = —20? sin@{Sﬁ(G) + Bexp {—462 sin® (g)} [1 —2B06?%sin? (g)} } (C.10)

Calculando a segunda derivada da expressao anterior,
T8 rocose {5506 s02sin?( D) | |1 = 2B0%sin?( 2
qg2 = 207 cos () +Bexp|—40~sin 5 —2B 0" sin 5 -
ds 0 0 0
a2 el a2 (Y a2y a2 9
20 sme{ 10 +ﬁexp{ 407 sin (2)}{ 4o ngm(2>cos(2>}x
X [1 — 2B 02 sin? (g)} + Bexp [—4crzsin2 (g)} {—ZGzlgsin<g> cos(%)] } (C.11)

Juntando os produtos de senos e cossenos e fatorando termos em comum, conseguimos simplificar

) [ (3)])-
(2)

)] [2—4ﬁ625in2 +BH. (C.12)

a expressao para

d*s
Wf = —262cos G{SB(G) + Bexp {—462 sin’ <

D D
D D

ds
—20?%sin6 {d—eﬁ — o2BsinBexp |:—4GZ sin’ (
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Lembre-se que para que um ponto critico seja um maximo, é preciso que d>S B / de? <o,
ja para ser um minimo € necessdrio que szﬁ /d92 > 0. Se szﬁ /dO2 = 0 teremos um ponto de
inflexdo. Portanto, vamos comecar a utilizar este teste da segunda derivada para determinar se os

pontos criticos que encontramos sa30 maximos ou minimos. Portanto, para 6; = 0 tenho,

d*Sg 5
Tzl —2° (Sp(0)+B). (C.13)
6,=0
A equagdo (C.1) nos dé que Sg(0) = 1. Logo,
d*Sg 5
a0 | = -262(1+B). (C.14)
=

Como f3 > 0, temos que 6; = 0 serd sempre um ponto de maximo pois sua derivada sempre serd
negativa. Consideremos agora o segundo ponto critico 6, = 7,
d*Sg

i =20"[Sp(7) + Bexp(—40?) (1-2B0%)], (C.15)

92277.'

de forma que pela equagdo (C.1) tenho Sg(7) = exp(—402) (1 —2p 62)2. Logo,

2
d2S;
de?

_ 952 [exp(_462) (1-2B02)° + Bexp(—40?) (1—2B GZ)}

L=n
=20%exp(—406?) (1 —2B0c?) (1 -2B0 + )
=20%exp(—40?) (1 -2B0%)[1 - B (267 —1)]

=20%exp(—40?) (20%) (207 — 1) <2%2 — B) (2021— . [3) :

Portanto temos
2

d=S B

de?

— (26%)* (262 — 1) exp(—40?) (2—; E /3) <2621_ oo B) . (C.16)

62:717

Para este ponto critico temos alguns pardmetros que temos que levar em consideragao.
No estudo feito até agora usamos ¢ = 67, no entanto, para diferentes valores deste parametro
obteremos comportamentos diferentes. Por exemplo, se ¢ = 1/ V2 temos que 6, = 7 é um
ponto de inflexdo. Desta forma, manteremos ¢ = 67 fixo nesta andlise e observaremos apenas o

comportamento em relagdo a . Defino portanto, as fungdes auxiliares

1
f(B)= 558 (C.17)
1
8(B)=55— B (C.18)
Podemos reescrever a equacdo (C.16) como
ds
v —AfB)B). (€.19)

92:7'[



74 APENDICE C. Andlise dos pontos criticos da densidade espectral para uma frequéncia fixa

onde A € uma constante positiva. Desta forma, o sinal da express@o anterior dependerd do produto
das fungdes f e g. Utilizando as equagdes (C.17) e (C.18) podemos ver que f(f) < O para
B >1/26e f(B) >0 para B < 1/206>. Analogamente, temos g(8) < 0 para § > 1/(26> —1)
e g(B) > 0para B < 1/(26%—1). O diagrama abaixo ilustra visualmente o comportamento dos

sinais das fungdes nos intervalos de 3. Portanto, podemos observar que d2S B / d6? < 0 apenas

Figura 18 — Diagrama dos sinais das fungdes f(f) e g(B). E possivel ver que o produto das
fun¢des assume um valor negativo apenas para um intervalo especifico de valores.

F(8)

++++++++++++! ————— ! ——————
| . >
| |
9(B) I I
SR R i
| | >
I I
F(B)9(8) | |
N T T
1 1
1 1 B
202 202 — 1
quando o parametro nao Hermitiano assume valores no intervalo,
Lope ! (C.20)
202 (262-1)’ '

desta maneira obtemos que 6, = w € maximo. Por outro lado para f3 fora deste intervalo 6, serd
minimo. Por fim, para ambos os casos § = 1/26% ou B = 1/(26% — 1), 6, serd um ponto de

inflex3o.

Vamos considerar agora as duas raizes 03 :

—=2sin"! !
93;&—28 <\/2ﬁ_(y>

Pelo fato de 65+ serem raizes, da equacgao (C.4) obtemos que a seguinte expressao é verdadeira,

1—2[3(5251n2937jE =0.

Perceba que a expressdo do lado esquerdo aparece também em Sg(0). Logo 65+ também sdo

raizes da densidade espectral. Desta forma, temos que

d*Sg

_ 2 0 2. 2603+ 2. g
102 =—20"cos 03+ | Sg(6s51)" +Bexp<—4c sin T) 1-2 n -

0=0s+

0 0

ds 0
—206%5in 63 ZGZ — 62Bsin 63 exp (—462 sin’ %) ZW/%?FV +B
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0
Podemos simplificar um pouco essa expressio usando que 1 —28 62 sin’ % =0=sin’ 6z /2=
1/ 262. Desta forma, obtenho

d*Sp

2
T = 20" B2 sin” B34 exp (——). (C.22)

B

0=0;3,

Sabemos que a exponencial é sempre positiva, assim como os parimetros ¢ e 3. Uma
vez que o valor de sin 63 estd ao quadrado, isso garante também que ele serd sempre positivo.

Portanto, d*S B / d6? > 0 o que implica que os pontos criticos 03+ sdo minimos.

Por fim, para o ultimo par de raizes 0,4 podemos realizar um procedimento andlogo ao

1 1
-]
044+ = 2sin [ rﬂ(1+3>

6.
1—2ﬁ62sin2%—|—ﬁ =0.

par anterior. Portanto,

Logo, € equivalente

Portanto,
0.
1—2B06?%sin? % =B, (C.23)
onde ainda podemos escrever
0. 1 1
.9 Ot

Substituindo as eq. (C.23) e (C.24) em (C.3) terei

d*Sg

de?
0="044

= —20%cos 04+ Sﬁ(94i) —ﬁzexp (—2— %)1 +

+20%sin? ;1 [B exp (—2 - %) (2B + ﬁ)} . (C.25)

No entanto, da expressao (C.1) temos que

2
Sp(64s) :ﬁzexp(—2—3). (C.26)
Portanto o primeiro termo entre colchetes se anula na equacao (C.25). Desta forma, teremos
ds 2
e 4 — 206*B%sin® Oy exp( —2— = ). (C.27)
do? B
0="044

Como j4 foi discutido anteriormente, a exponencial serd sempre positiva da mesma forma que o

seno ao quadrado. Uma vez que os demais parametros também serao positivos, teremos que

d*Sp

302 <0. (C.28)

0="044

Portanto as raizes 6, ambas sdo pontos de maximo.



