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Resumo

Né6s estudamos a dinamica de emaranhamento em uma rede de cavidades acopladas,
onde cada cavidade contém um atomo de dois niveis, através do Hamiltoniano de Jaynes-
Cummings-Hubbard (JCH) no subespago de uma excitagao. O modelo possui uma rica gama
de regimes dinamicos que podem ser usados para o controle do emaranhamento. O protocolo
se baseia em preparar um unico atomo excitado no centro da cadeia e deixa-lo evoluir natu-
ralmente seguindo a dinamica do Hamiltoniano. Nés focamos na concorréncia entre pares de
atomos e sua relagao com as correlagoes atomo-campo e os modos de campo livre envolvi-
dos. Nés mostramos que a estensao e a distribuicao do emaranhamento de pares podem ser
manipuladas através da sintonizacao do acoplamento atomo-cavidade. Além disso, incluindo
um ruido estatico nas frequéncias das cavidades, nds exploramos a aparicao da localizacao de
Anderson e sua relagao combinada com o efeito de armadilhamento atomico conhecido por
ocorrer no regime de forte tunelamento. Nés observamos que quanto maior é a disordem, mai-
ores sao as correlagoes entre dtomo e campo, enquanto que a concorréncia atomica responde
de modo nao-monotonico. De modo geral, nosso trabalho oferece consideragoes compreensi-
vas sobre o funcionamento do Hamiltoniano JCH e tras uma contribuicao no design de redes
quanticas hibridas de luz e matéria.

Palavras-chave: 1. Rede de cavidades acopladas. 2. Dinamica de emaranhamento. 3.
Eletrodinamica quantica de cavidades.



Abstract

We study the dynamics of entanglement in a one-dimensional coupled-cavity array, with
each cavity containing a two-level atom, via the Jaynes-Cummings-Hubbard (JCH) Hamilto-
nian in the single-excitation sector. The model features a rich variety of dynamical regimes
that can be harnessed for entanglement control. The protocol is based on setting an excited
atom above the ground state and further letting it evolve following the natural dynamics of
the Hamiltonian. Here we focus on the concurrence between pairs of atoms and its relation
to atom-field correlations and the involved free-field modes. We show that the extension
and distribution pattern of pairwise entanglement can be manipulated through a judicious
tuning of the atom-cavity coupling strength. By also including static noise in the cavity
frequencies, we explore the onset of Anderson localization and its interplay with the ato-
mic trapping known to take place in the strong-hopping regime. Remarkably, we find that
the stronger the disorder is, the higher are the atom-field correlations, whereas the atomic
concurrence responds nonmonotonically. Overall, our work offers a comprehensive account
of the machinery of the single-excitation JCH Hamiltonian and contributes to the design of
hybrid light-matter quantum networks.

Keywords: 1. Coupled Cavity Arrays. 2. Entanglement dynamics. 3. Cavity Quantum
Electrodynamics.
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Introducao

O cérebro dos computadores e celulares ¢ um pequeno chip da ordem de centimetros qua-
drados, contendo milhoes de transistores que controlam a tela, camera, bateria, entre outros.
Agora imagine um chip cujo principio de funcionamento é baseado em um conjunto de atomos
interagindo de acordo com as leis da mecanica quantica. Utilizé-la de forma direta com o ob-
jetivo de promover o processamento de informagao é o objetivo da computacao quantica. Essa
modalidade vem sendo amplamente explorada nas ultimas décadas, tanto no ambito tedrico
quanto no experimental, contando, inclusive, com investimentos de grandes empressas de
tecnologia. A unidade bésica de informacao de um computador quantico é o bit quantico
(ou qubit), que pode ser implementado através de sistemas de dois niveis. Elementos da
teoria quantica, tais como a superposicao e o emaranhamento, fornecem um novo paradigma
de computacao com aplicagoes promissoras em criptografia, simulacao quantica, busca em
banco de dados, dentre outras.

Atualmente, empresas como a Google e a IBM, além de varias startups, vém investindo
fortemente em computacao quantica. Para trabalharmos com computacao quantica, precisa-
mos entender e atingir um alto grau de controle sobre diversos fendmenos oriundos da propria
mecanica quantica. Por exemplo, quando confinamos um atomo em uma cavidade optica,
0 mesmo esta propenso a emissao espontanea devido ao acoplamento com o vacuo, além de
varios outros tipos de decaimentos e ruidos externos.

laser ﬁ

\ph“m’/ _-atom

Figura 1.1: Tecnologias quanticas pioneiras. Esquerda: Atomos ultra-frios em uma armadilha
linear interagem com a luz através de um feixe laser que passa através da armadilha. Direita:

Cavidade eletrodinamica onde a luz quantizada é confinada e interage com atomos em um feixe que
passam através da cavidade. Retirado e adaptado de [44].

ion



8 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Um dos principais sistemas usados para computacao quantica e simulagao quantica, sao
os dispositivos baseados em eletrodinamica quantica de cavidades. Atomos sdo sistemas
relativamente robustos para armazenar informagao e a luz possui um alto grau de coeréncia,
podendo ser transmitida por longas distancias. Isso faz com que sistemas hibridos luz-matéria
sejam candidatos promissores para a criagao de computadores quanticos em larga escala e
para a implementagao da internet quantica [56]. Especialistas sugerem que ainda teremos
mais dez anos antes disto acontecer. Este nao é o unico tipo de dispositivo utilizado para
os campos de computacao, simulagao e processamento de informacao quantica. De fato, a
eletrodinamica quantica de cavidades enfrenta suas proprias dificuldades de controlabilidade
e escalabilidade. Para que a interacao luz-atomo seja relevante, o volume da cavidade deve
ser necessariamente pequeno, dificultando a controlabilidade. O desenvolvimento de métodos
experimentais que permitissem o estudo controlado destes sistemas foi tema do prémio Nobel
de 2012 dividido por Serge Haroche e David J. Wineland [45, 102].

Uma plataforma que pode ser descrita basicamente pelos mesmos principios fisicos trata-
se de atomos ultra-frios armadilhados. A figura 1.1 nos mostra um esquema de cada uma
das configuracoes. Em ambos os casos, é possivel observar interagoes de um unico atomo
interagindo com um unico quanta de luz. As duas configuracées vém sendo desenvolvidas
concomitantemente desde os primérdios do estudo da interagao de quantas singulares. O
interesse na area de atomos frios cresceu particularmente rapido apds as descobertas notéaveis
que culminaram o prémio Nobel de 1997 concedido aos fisicos Steven Chu [22], Claude Cohen-
Tannoudji [25] e William D. Phillips [75] pelo “deselvolvimento de métodos para esfriamento
e armadilhamento de atomos com luz laser”. Entretanto, existe uma grande dificuldade de
escalar em nimero de qubits e manter a rede estavel [83].

A escolha da configuracao deve estar intimamente relacionada com as dificuldades de
implementagao para cada objetivo. Neste trabalho, estudamos a geracao e a distribuicao
de emaranhamento em redes de cavidades acopladas [68]. Vdrios experimentos recentes
dao suporte a esta tecnologia de cavidades, como veremos na secao 1.3. Partindo de teorias
fundamentais como eletromagnetismo classico, segunda quantizagao e sistemas de dois niveis,
pudemos obter os modelos basicos para descrever um atomo interagindo com um nuimero
arbitrario de fétons em uma cavidade e também redes de cavidades acopladas via tunelamento
fotonico, como veremos nos capitulos seguintes.

1.1 Origens da eletrodinamica quantica de cavidades

Em um artigo de grande influéncia, Purcell [76, 77], pioneiro em eletrodindmica quéantica de
cavidades, estudou a mudanca na taxa de emissao espontanea de um spin em um circuito
ressonante. De acordo com seus estudos, concluiu-se que a taxa de emissao espontanea para
um sistema de dois niveis cresce se o atomo esta contido em uma cavidade sintonizada na
frequéncia de transicao. Sabemos que a emissao espontanea é uma das principais mani-
festagoes da interacao dinamica entre dtomo e vacuo. Desse modo, podemos deduzir que
a cavidade eleva as flutuacoes do vacuo, assim aumentando a taxa de transicao atomica.
Décadas apds essa descoberta, Kepplener [57] estudou como as propriedades da cavidade
em que o atomo de dois niveis esta inserido pode interferir na taxa de emissao espontanea,
isto é, na dinamica de interacao atomo-vacuo. O resultado mais importante deste trabalho
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foi a observacao da possibilidade de inibicao de emissao espontanea. Estes trabalhos foram
essenciais para o desenvolvimento da teoria de interacao atomo-campo no contexto de ele-
trodinamica quantica de cavidades. Podemos interpretar que um atomo envolvido por uma
cavidade forma um sistema quantico acoplado e, desse modo, os niveis de energia serao des-
locados. Essencialmente, a interacao dominante é do tipo Van der Waals entre o dtomo e as
paredes da cavidade. E conhecido que interacoes deste tipo surgem de mudancas na energia
do estado fundamental [20].

O efeito Purcell, isto é, a intensificagdo da emissao espontanea via cavidade, s6 pode
ser inicialmente observado por meio de dtomos Rydberg em cavidades de microondas. Os
estudos relacionados a atomos Rydberg se iniciaram ha mais de 100 anos. Johann Balmer
em 1885 [35] descobriu uma férmula que descreveria a série de linhas espectrais vistas para o
atomo de hidrogénio [98]. A partir disso, o fisico suigo Johannes Rydberg tentou encontrar
uma relacao matematica entre duas linhas espectrais proximas. Ele encontrou uma relacao
entre o comprimento de onda e ntimeros inteiros,

— =Ry <i2—i2> (L.1)

ny N

> =

onde Ry = 1.097 x 10" m~! é a constante de Rydberg. Note que esta férmula empirica
foi descoberta antes da concepgao do modelo de Bohr [14]. Observando que esta relagao
matematica esta de acordo com tal modelo, os ntimeros inteiros n; e ny foram identificados
com os numeros quanticos principais. Desse modo, a energia do féton emitido quando um
atomo decai de uma érbita mais alta é he/A. Esta férmula é um dos pilares da espectroscopia
e foi de extrema importancia para a formulacao da mecanica quantica.

T T T : T T
Oj — — — —
I — 1
’; L
2 ro_—
- -
e I
[«]
g |
i3 I —
-3} i
_4_ -
L ' | ' L L L | L L L ' | L L ' L 1 '
s P D F

Figura 1.2: Diagrama de niveis de energia do 4tomo 8"Rb. Retirado e adaptado de [104].

Quando um elétron de valéncia de um certo atomo qualquer é excitado a uma Orbita
cujo numero atomico principal é muito grande, da ordem de dezenas ou mais, a formula é
valida. Entao, tal atomo é chamado de atomo Rydberg. O fato é que, em média, o elétron
de valéncia fica tao longe do nicleo que ele se torna fracamente ligado. Este tipo de arranjo
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(@)

Figura 1.3: Estados circulares. (a) Mudanca na érbita variando o niimero quantico orbital [ para
n = b de acordo com a teoria semi-classica. Quando [ = n — 1 = 4 temos uma Orbita circular.
(b) Densidade de probabilidade de acordo com a teoria quantica para n muito grande. Retirado e
adaptado das referéncias [101, 104].

é extremamente sensivel a campos eletromagnéticos externos e até mesmo ao campo gerado
por um 4tomo vizinho. A figura 1.2 nos mostra os niveis de energia para o atomo 5"Rb.
Podemos observar que crescendo n, a distribuicao de niveis de energia se torna mais densa.
Isto é observado porque a distancia entre os niveis de energia escala com n~2 quando n é
grande. Em alguns casos, as formas de escala podem mudar um pouco. Teremos um nimero
quantico principal efetivo n* = n — ¢,,;, onde 9,; é o defeito quantico que depende do ntimero
quantico principal n e do nimero quantico [ relacionado ao momento angular orbital.

No modelo semi-cléssico (modelo de Bohr), as drbitas variam com [, como visto na figura
1.3a. Neste caso, é observado que quando [ = n — 1 a Orbita é circular e o raio é dado
por r = n%ag, onde ag é o raio de Bohr. Para dtomos Rydberg, isto também ¢ vélido. Na
figura 1.3b, podemos observar a parte radial da probabilidade para diferentes valores de [
com n = 30. Quando [ = n —1 = 29, temos que (r) ~ n?ag. Esse estado é conhecido
como estado circular. Para n muito grande, o raio médio deste atomo pode ser tao grande
quanto o tamanho de um virus ou de um condensado de Bose-Einstein [7]. Este é o estado
Rydberg mais estavel, pois a sobreposigao (ou overlap) com os estados de menor energia é
muito pequena, o que torna o tempo de vida longo (7 o n?3).

Conhecendo todas estas propriedades dos atomos Rydberg, uma questao importante a ser
abordada trata da producao destes atomos em um experimento. O método mais comum é o
de excitar um estado usando luz laser do comprimento do ultravioleta. A geracao do estado
Rydberg pode ser feita por um processo de um féton ou de multiplos f6tons. No processo de
um féton, o sistema se torna efetivamente de dois niveis, isto é, o estado fundamental e o de
Rydberg. O esquema de miiltiplos fétons pode ser feito por meio de estados intermedidrios®.
Neste trabalho, nds estaremos interessados no caso da excitacao direta, onde o atomo Ryd-
berg pode ser visto como um sistema de dois niveis com todas as vantagens experimentais
mencionadas. Além disso, o campo eletromagnético acopla o estado Rydberg ao estado
fundamental gerando oscilacoes de Rabi e outros fenomenos que estudaremos nos proximos

los estados intermedidrios nio sio estados Rydberg.
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capitulos. A geracao de campos eletromagnéticos para este fim, s6 se tornou possivel através
do uso do maser.

Com o advento do maser, o estudo da interacao de um tnico 4tomo de dois niveis com um
unico modo do campo eletromagnético pode ser difundida com mais rapidez, o que chamou
a atencao de diversos pesquisadores [53, 89, 15, 88, 70, 58]. Maser é acronimo para “ampli-
ficagdo microondas por emissao estimulada de radiagao” (do inglés, microwave amplification
by stimulated emission of radiation), ou seja, é um dispositivo que, através da amplifica¢ao
da emissao estimulada, produz ondas eletromagnéticas coerentes. Emissao estimulada sig-
nifica que um féton (ou um pacote de onda de luz) em contato com um &tomo pode fazer
um elétron decair para um nivel de energia mais baixo e entao um féton adicional com a
mesma energia ¢ emitido. O prémio nobel de 1964 é dedicado ao trabalho pioneiro dos fisicos
Charles H. Townes, Nikolay Basov e Alexander Prokhorov, por suas contribuicoes tedricas e
experimentais para a produgdo do maser [40]. Desde entdo, cavidades com esta tecnologia
sao amplamente usadas com atomos Rydberg [18, 28, 80, 97], principalmente porque o féton
emitido pelo estado Rydberg geralmente tem comprimento de onda na faixa microondas.

IONIZATION SIGNAL ( arbitrary units )

238 22p TIME

Figura 1.4: Sinais da emissao espontanea intensificada pela cavidade. Linhas pontilhadas: cavi-
dade fora de ressonancia; Linha cheia: cavidade em ressonancia. O nimero médio de dtomos é (a)
3.5, (b) 2 e (c) 1.3. Retirado e adaptado de [41].

As primeiras observagoes experimentais do efeito Purcell surgiram através dos trabalhos
do grupo francés liderado por S. Haroche e J.M. Raimond [42, 41]. Os autores utilizaram
uma cavidade do tipo Fabry-Per6t? de niébio em conjunto com atomos Rydberg de sédio
para estudar o efeito Purcell. Como esperado, em ressonancia, a intensificagao do sinal da
emissao espontanea® é observada. Foi visto que, dentro da cavidade, o 4tomo pode ter uma
taxa de emissao espontanea 35 vezes maior do que em espaco livre. Além disso, este é um
dos primeiros trabalhos na area a tratar das propriedades radiativas de um tnico atomo. A

2Neste tipo de cavidade, duas superficies finas refletoras confinam a luz. A luz sé consegue atravessar a
cavidade éptica quando estao em ressonancia com ela.
3Na emissdo espontanea, um féton é emitido e detectado por uma camera CCD. Veja também [27].
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figura 1.4 ilustra o resultado obtido para alguns nimeros médios de dtomos considerando
a cavidade dentro ou fora de ressonancia. Logo apos esse fascinante trabalho, surgem dois
artigos possuindo as primeiras observagoes experimentais da inibi¢ao da emissao espontanea
sugerida por Kepplener [57]. O primeiro trabalho trata de um experimento extremamente
controlado onde apenas um elétron estd confinado em uma cavidade de microondas [37].
Diferentemente de [41], o elétron aqui estd essencialmente estaciondrio no centro da cavidade
ocupando uma pequena regiao comparado com o tamanho do comprimento de onda do campo.
Em seguida, o segundo trabalho trata de &tomos Rydberg de césio em estados circulares [51].
O interessante deste estado circular é que o atomo irradia somente por uma transicao de
dipolo. Ambos os trabalhos chegaram a conclusao que a emissao espontanea pode ser alterada
e até inibida através de condigoes limites para o campo. Esses trabalhos, desenvolvidos
em meados da década de 1980, foram de extrema importancia para a area, ajudando a
desvendar as interacoes fundamentais entre luz e matéria. Serge Haroche, pioneiro no estudo
de campos de microondas e dtomos Rydberg, foi laureado com o prémio Nobel em 2012
pelas contribuigoes experimentais no que diz respeito a manipulacao de atomos e quantas
individuais [45].

A primeira observacao da interacao entre quantas singulares de atomo e campo pode ser
inderessada a D. Meschede et. al. [69] em meados de 1985, utilizando as tecnologias de
maser e atomos Rydberg. Este experimento introduziu um novo tipo de oscilador quantico
onde as flutuagoes quanticas possuem um papel fundamental. Foi mostrado, de acordo com
a estatistica Poissoniana, que 99% dos eventos sao de um tnico dtomo. A figura 1.5 mostra
um diagrama do experimento. Este experimento foi realizado no regime de forte acopla-
mento, isto é, a interacao do atomo com a cavidade prevalece sobre a dissipagao — o que, até
entao, era impossivel para experimentos com um atomo. Este é o conhecido regime de forte
acoplamento, um dos regimes de interacao que vamos estudar em detalhes a seguir.

Maser cavity

Velocity seleclor F"Id ionization
Laser excitation .

Channellron-
deteclors Atomic beam

Figura 1.5: Esquema do arranjo experimental do micromaser, onde é possivel estudar um atomo
interagindo com um modo de campo. Retirado e adaptado de [80].

1.2 Os regimes de interacao

Em eletrodinamica quantica de cavidades ha dois regimes principais de interagao, chamados
de fraco e forte. Tal distin¢gdo tem uma clara relacdo com os experimentos ja mencionados.
No regime de fraco acoplamento, o acoplamento atomo-campo é pequeno comparado com
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a dissipacao. Isto é, o tempo caracteristico da interagao entre o atomo e o campo é muito
curto comparado com o tempo em que os processos dissipativos se tornam relevantes. Nao ha
modificagoes relevantes nas propriedades radiativas do atomo mas ha uma clara modificacao
na taxa de emissao espontanea e nos niveis de energia do atomo. Por outro lado, no regime
de forte acoplamento, a interagao atomo-campo domina completamente qualquer processo
dissipativo. Neste regime foi possivel criar o sistema quantico mais simples possivel para a
interacao luz-matéria, um atomo interagindo com um tinico quanta de luz. Como mencionado
na secao anterior, em tal regime hd uma modificacao radical nas propriedades radiativas do
atomo e, além disso, é possivel criar e manipular estados emaranhados de atomo e campo.

Figura 1.6: Representagao esquemética de uma cavidade 6ptica. Retirado e adaptado de [43].

Para entendermos melhor a classificacao dos regimes de interagao, é necessario conhecer
as principais escalas de tempo de sistemas de eletrodinamica quantica de cavidades. Sao eles,

e Tempo de vida dos niveis atomicos,
Ty =—. (1.2)

Esta relacionado com a taxa em que ocorre emissao espontanea, levando a uma perda
incoerente de fotons para fora da cavidade.

e Tempo de vida da cavidade,

1
T. = —. 1.
. (13)

E o inverso da taxa em que ocorre o tunelamento de fétons através das paredes da
cavidade.

e Tempo médio de transicao entre os niveis atomicos 7Tres,

1
Tres
Enquanto que a energia de acoplamento é hg, a frequéncia de Rabi sera €)y. Entao
1/ é o tempo caracteristico desse comportamento.
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e Tempo de interacao de atomo-cavidade, T}y.

O tempo em que a interacao é relevante no sistema. Estd claramente relacionado com
todos os outros tempos mencionados acima, ou seja, deve depender do balanceamento
entre eles.

Além desses, ha o tempo em que o atomo transita na cavidade Ti,. Pois, nos experimentos
reais, vemos que ha um feixe de atomos que passa pela cavidade e as interagoes ocorrem. No
regime de forte acoplamento, este tempo deve ser comparavel ao tempo relacionado com a
interagdo dtomo-campo (7). A figura 1.6 mostra uma representagdo esquematica de uma
cavidade Optica e os respectivos processos relevantes.

1.0

QDs on resonance “;
QDs in bulk 0.8 1 b
QDS Oﬁ () 067 I‘ Jj I‘.~

o
resonance 04— /2

ST,

' 0.0 I I T T I
0 2 4 6 8 10 0 20 40 60 80 100

Time (ns) Time (us)

1 /o 2

Weak Strong

Photoluminescence
intensity (arb. units)

Figura 1.7: Representagoes experimentais de ambos os regimes de interagao. (Esquerda) Fraco
acoplamento [21]; (Direita) Forte acoplamento [78, 19]. Retirado e adaptado de [36]. Detalhes sobre
os resultados no texto.

As condigoes de forte acoplamento, ou seja, as condigoes para que o acoplamento atomo-
cavidade supere os processos dissipativos, sao

ﬂntQO ~ ]-7 (15&)
TreS7 ﬂnt < Tat7 Tc- (15b)

Para ilustrar estes dois regimes, a figura 1.7 tras dois experimentos notaveis. No regime de
fraco acoplamento, temos uma representacao experimental do controle completo da dinamica
de emissao espontanea de pontos quanticos singulares em uma nano-cavidade de cristal
fotonico. E mostrada a intensidade da fotoluminescéncia para os casos em ressonancia com
a cavidade, fora de ressonancia e em bulk (sem cavidade). Podemos observar que os pon-
tos quanticos dentro de uma cavidade ressonante decaem muito mais rapido que os outros
casos. Este é o efeito Purcell. Para o regime de forte acoplamento, temos um experimento
com atomos Rydberg acoplados a uma cavidade Fabry-Pérot de microondas. Neste sistema
surgem oscilagoes de Rabi no vacuo. Como pode ser visto na figura, um atomo excitado
entra na cavidade ressonante e as excitagoes atomicas ficam trocando varias vezes até que o
oscilador decaia.
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1.3 Realizagcoes experimentais

Vimos que os experimentos guiaram o avanco da teoria de interagao luz-matéria. Entao,
mesmo nao trabalhando com experimentos diretamente, é de extrema importancia conhe-
cer as realizagOes experimentais modernas. Vamos apresentar brevemente algumas das rea-
lizagoes experimentais mais avancadas da atualidade. Também é importante mostrar se tais
experimentos podem alcancar o tao esperado regime de forte acoplamento, onde os proces-
sos coerentes sao dominantes. Para alcancarmos o regime de forte acoplamento temos que
satisfazer a seguinte condigao [12],

2

g
=—>1 1.
C 2H7>> (1.6)

1.3.1 Cavidade de estado sdlido

Consiste em pontos quanticos acoplados a espelhos de Bragg ou via gap fotonico. Existem
varios exemplos de cavidades mas vamos nos ater aqui a apenas dois deles, a cavidade micro-
pilar e de cristal fotonico.

1Tum
(a) cavidade micro- (b) cavidade de cristal fotdnico:
pilar: experimento experimento real.
real.

==

——
(¢) cavidade micro-pilar: (d) cavidade de cristal fotonico:
esboco. esboco.

Figura 1.8: Alguns exemplos de cavidades nanofotonicas. Imagens retiradas e adaptadas de [63].
Mais detalhes dos experimentos e parametros de cavidade estao no texto.
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Cavidade micro-pilar

Uma cavidade micro-pilar consiste em uma pilha de camadas com indices de refracao alter-
nantes, onde o diametro é de apenas poucos microns. Estas camadas alternantes formam
um espelho de Bragg cuja refletividade é controlada pela quantidade de camadas. Entre dois
espelhos de Bragg existe um espacgo formando uma cavidade cujos modos sao extremamente
bem localizados. Como pode ser visto nas figuras 1.8(a) e (c), é possivel posicionar um tnico
ponto quantico em tal cavidade. Os parametros relevantes para a eletrodinamica quantica
de cavidades sao, aproximadamente, (g, x,v) = 27 x (4,5,4) GHz [64].

Cristal fotonico

Os modos de cavidade bem localizados também podem ser obtidos através de cristais fotonicos
por meio da criagao de defeitos. Nas figuras 1.8(b) e (d), temos como exemplo o cristal
fotonico bidimensional onde foram removidos trés buracos. O gap fotonico localiza a luz na
regiao de defeito. Podemos ver na figura 1.8(d) como o ponto quantico preferencialmente
emite no modo de cavidade. Esse tipo avancado de experimento possui alta controlabili-
dade, mostrando o potencial da plataforma. De acordo com [47], os parametros obtidos séo,
aproximadamente, (g, k,7y) = 27 x (22,11, < 0.1) GHz.

1.3.2 Cavidade microondas

As cavidades microondas estao no nucleo da histéria da eletrodinamica quantica, como vimos
nas secoes anteriores. Além do mencionado grupo francés liderado por Haroche, varios outros
grupos lideres de pesquisa na area mantém esta tecnologia. As cavidades destes experimentos
sao do tipo Fabry-Perdét.

Atomos Rydberg e interferometro de Ramsey

0.8 H H
ﬂ ﬂ
N ALY

=5 -4 7‘3 -2 7'1 0 1 2 l_’. 4 5
Figura 1.9: Gréfico do padrao de franjas de Ramsey para um feixe de 4tomo monocromaético [79].

A dessintonia relativa (w —wyp)/€ estd variando no intervalo [—5, 5]. Retirado e adaptado de [100].

O interferometro de Ramsey é usado como uma ferramenta que pode desde preparar
estados de ntimero de fétons por meio de loops de feedback, até emaranhar atomos e fétons. O
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aparato também é amplamente usado para relogios atomicos [46]. O principio deste aparato
é relativamente simples. Atomos emanando de um feixe experimentam sucessivos pulsos
microondas enquanto passam através de duas secoes distantes de uma guia de onda. Os pulsos
sao sintonizados quase em ressonancia com a frequéncia de transi¢ao atomica. Saindo da guia
de onda, os estados atomicos sao determinados por fluorescéncia 6ptica. A probabilidade de
detectar atomos no estado fundamental é modulada variando a frequéncia do laser, onde é
méxima quando é igual a frequéncia de transi¢ao (figura 1.9).

Para o estudo de eletrodinamica quantica, este esquema ¢é amplamente usado para a
manipular os estados dos atomos. Especialmente para o caso de atomos Rydberg circulares,
este aparato é particularmente 1til. Mostramos na figura 1.10 um esquema simplificado com
os principais mecanismos desde aparato. Atomos de Rubidio emanam de um forno O, sao
excitados em uma caixa B através de um processo pulsado até um estado circular com alto
nimero quantico principal. Os atomos passam através de uma cavidade supercondutora
Fabry-Pérot de microondas C' que esta sintonizada quase em ressonancia com a frequéncia
de transicao entre os niveis Rydberg. A cavidade possui um campo térmico residual com um
numero médio de fétons igual a um, tornando possivel estudar a interacao com um unico
quanta [65]. No caso multi-féton, uma fonte S, acoplada a cavidade, realiza um deslocamento
gerando assim um campo coerente dentro da cavidade [39] — aqui é possivel negligenciar o
campo termal. Os estados produzidos pela zona B podem ser manipulados e emaranhados por
meio da fonte microondas externa S’ antes de interagir com a cavidade C. O interferometro de
Ramsey ¢é usado aqui para este propésito, onde pulsos de radiacao microondas sao aplicados
nas zonas Ry e Ry (subfigura 1.10). Estes pulsos sdo 6timas ferramentas para emaranhar os
graus de liberdade atomicos por serem radiacao classica, isto é, o tempo de relaxacao é muito
menor que o de decaimento [55]. Por fim, os dtomos sao detectados por ionizagao atomica
no detector D.

Figura 1.10: Esquema simplificado do aparato experimental. Os dtomos emanam de um forno e
sao excitados a niveis de alto niimero quantico. Entao passam pela cavidade onde interagem com um
modo de campo. A subfigura nos mostra um esquema de manipulacao de estados via interferémetro
de Ramsey. Retirado e adaptado de [78].

De acordo com [17], os parametros deste aparato sdo, aproximadamente, (g, ,7y) = 27 X
(25 x 103,7,30) Hz. Este experimento é abordado de forma ainda mais detalhada na aula
Nobel de Serge Haroche [45] e na referéncia [46].
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Cavidade em fibra 6tica

Figura 1.11: Visao aproximada da cavidade. Retirado e adaptado de [16].

O segundo aparato experimental consiste em uma cavidade de eletrodinamica quéntica
miniaturizada. Uma cavidade Fabry-Pérot (FP) baseada em fibra ética estd integrada a
uma armadilha linear. Este aparato é produzido colocando duas fibras 6ticas extremamente
proximas, onde um revestimento altamente reflexivo é fabricado em uma face de cada fibra.
Na figura 1.11, vemos as fibras espelhadas formando uma cavidade FP de comprimento
200pm.

Figura 1.12: Cavidade fibra-6tica integrada a uma armadilha de ions. (a) Visao geral e (b) .
Retirado e adaptado de [62].

Estas cavidades em fibra dtica sao bastante promissoras para o estudo da interagao luz-
matéria quando é integrada a uma armadilha de ions. J4 mencionamos como a configuragao
de armadilhamento de fons é promissora. Esta plataforma hibrida combina ambos os sistemas
trazendo o melhor dos dois mundos. Em contraste com os sistemas mencionados acima,
este promete ser facilmente escalavel em nimero de qubits. Como exemplo, podemos ver
na figura 1.12 uma cavidade de fibra otica baseada em um sistema microeletromecanico
que esta integrada em um sistema de armadilhamento de fons [62]. Podemos ver na figura
1.12b a configuracao do chip contendo trilhos de radio frequéncia e eletrodos DC internos
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e externos. Esta configuragao confina os fons de superficie ao longo do eixo da cavidade
na posicao central marcada em vermelho. Os parametros relevantes da cavidade estao no
regime de forte acoplamento onde C' > 160 [16, 91]. Vdrias referéncias dao suporte a esse tipo
de arranjo experimental e mostram que é possivel alcancar o regime de forte acoplamento

105, 52, 87, 72].

1.3.3 Cavidade de circuitos

Consiste em qubits supercondutores acoplados a fétons armazenados em ressonadores de guia
de onda coplanares de alta qualidade. Este sistema promete proteger os qubits de decoeréncia
e a cavidade de perda de fétons [95, 13].

SN
Ay,

Figura 1.13: Circuito integrado para cavidade de eletrodinamica quantica. Detalhes sobre a
arquitetura e funcionamento no texto. Retirado e adaptado de [13, 85].

Circuitos supercondutores podem ser usados para atuar como atomos artificiais coerentes.
Estes circuitos sao particularmente interessantes pois operam na frequéncia de microondas e
se manifestam macroscopicamente através de parametros como corrente e voltagem. Porém,
dentro do circuito os efeitos sao quanticos. Campos eletromagnéticos podem ser inseridos
no circuito para interagir com ele e entao poderemos observar interacoes tipicas de eletro-
dinamica quantica. Este aparato possui grandes vantagens em controlabilidade. Por exemplo,
é possivel proteger o dispositivo de decaimento radiativo acoplando qubits distantes através
dos fotons. A chave para o estudo de eletrodinamica quantica de cavidades nesse sistema é
a guia de onda ressonadora coplanar unidimensional que forma uma cavidade microondas.
Uma representacao detalhada da arquitetura do sistema pode ser vista na figura 1.13. No
centro da guia de onda ressonadora coplanar (em azul) temos uma caixa de pares de Cooper
(verde). A caixa de pares de Cooper se comporta como um sistema de dois niveis e acopla
os fotons armazenados no ressonador através de uma interagao do tipo dipolo elétrico. A
frequéncia ressonante da cavidade é definida pelo comprimento entre o gap de dois capaci-
tores nas extremidades, o qual atuam como espelhos microondas. A cavidade é acionada de
um lado e o sinal transmitido ¢ medido do outro lado. A caixa ¢ colocada em um antinodo?
no perfil de tensao espacial para o primeiro harmonico (rosa).

4regido de amplitude maxima entre dois nés adjacentes em uma onda estaciondria.
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Devido a sua alta controlabilidade, o sistema pode alcancar o limite de forte acopla-
mento, onde as dissipagoes sao irrelevantes. De acordo com [95], os parametros relevantes

sao (g,k,7) = 2w x (5.8,0.8,0.7) MHz.

1.4 Redes de cavidades acopladas

Todo esse entendimento relacionado a possibilidade de modificar os parametros do sistema
estd relacionado com controlabilidade. Se estamos interessados em computacao quantica
e processamento de informagao quantica, a controlabilidade do sistema ¢é imprescindivel.
Poérem, este nao é o unico interesse para ambas as areas. A escalabilidade do sistema nos dira
se é possivel criar redes extensas para transmitir informacao. Dentre os sistemas mencionados
na secao anterior, as cavidades de circuitos e as cavidades em fibra Otica apresentam as
melhores chances para a futura criacao de grandes redes de cavidades.

Neste trabalho, nés estudamos a geragao e distribuicao de emaranhamento em redes de
cavidades acopladas. O emaranhamento ¢é o ingrediente fundamental para o processamento
de informacao e é extremamente util em computacao quantica. Nesta secao, vamos entao
dar um breve prelidio do que se tratam estas redes quanticas.

(a) (b)
N6 quantico 7 | ; 7 .
\ 2o
—
!!J
\\ {;;
Canal quantico

Figura 1.14: Representagoes pictograficas de redes quanticas. (a) Rede quantica tridimensional
onde os nds quanticos armazenam informagcao e os canais quéntlcos a transmitem. (b) Cavidades
podem ser usadas como nés e os fétons criam o canal. Retirado e adaptado das referéncias [56, 43]

Em redes quanticas, a informacao quantica é gerada e processada nos nés quanticos. Tais
nos sao conectados através de canais quanticos que, além de distribuir o emaranhamento
através de toda a rede, pode transportar estados quanticos. A figura 1.14a nos mostra uma
ideia de como seria uma rede quantica. As cavidades de eletrodinamica quantica sao fortes
canditados para estas redes quanticas. Atomos podem armazenar informagao quantica por
longos periodos de coeréncia, sendo entao memdrias relativamente robustas [61, 90, 107].
Um dos processos basicos de uma cavidade é o tunelamento de fétons. Se as cavidades estao
conectadas por exemplo fibra otica, o tunelamento de fotons pode ser controlado de modo
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que nao ha perda incoerénte de fétons. Desse modo, os fétons atuam como o canal quantico
entre cavidades adjacentes. Além de ser naturalmente um canal nesse tipo de sistema, os
fotons podem se propagar por um longo periodo de tempo sem perda de coeréncia quantica
[96, 8, 106]. Concluimos entao que redes de cavidades acopladas possuem todos os blocos
de contrucao fundamentais para a construcao de redes quanticas. De acordo com Kimble
[56], esta nocdo de rede quantica pode ser extendida para contemplar a ideia da internet
quantica.
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Interacao luz-matéria

2.1 Quantizacao do campo EM

Figura 2.1: Representagao esquemdtica de um ressonador ético (cavidade ética): um arranjo que
permite que a luz circule em um caminho fechado.

Antes de estudar a teoria quantica da interagao luz-matéria, nds precisamos fazer a quan-
tizacao do campo eletromagnético em uma cavidade — como a Figura 2.1. FEsta é uma
aplicac@o especial da segunda quantizacao [3]. Vamos comegar relembrando das equagoes de
Maxwell com fonte,

v.E=2 V.-B=0
€0
0B OE
VXE——E VXB—,M()EQE—F,U/()J (21)

Os campos podem ser escritos em termos dos potenciais. Como o divergente do campo de
inducao magnética é nulo, pode ser escrito em termos de um potencial vetor

B=V x A, (2.2)

pois V « (V x A) = 0. Note que o rotacional do campo elétrico,

VvxE--2(vxA) =vVx (E+8—A)=0:E+8—A:—V¢,

ot ot ot
nos leva ao campo elétrico escrito em termos de ambos os potenciais, escalar e vetor,
0A
E=-V¢— —, 2.3
6 (23)

23
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pois V X (V¢) = 0. Podemos descrever o sistema apenas em termos de ¢ e A. Tomando o
rotacional de B,

26 P2A
VxB=VX (VXA):MoJ—M0€OV <E) —,U/0€0W
e usando V X (V X A) = V(V - A) — V?A obtemos
0?A 0
<V2A — /UL0€0W> -V (V - A+ Mo&oa—f) = —,U()J. (24)

Por outro lado temos, via equagoes de Maxwell, V - (=V¢ — 0A/0t) = p/ep. Assim,

0 P
o+ 5 (VA =L (25)
Estas duas equacoes contém toda a informacao das equacoes de Maxwell. Mostrando que
podemos tratar somente dos potenciais.

2.1.1 Nao unicidade dos potenciais e transformacoes de gauge

Os potenciais obtidos nao sao tnicos. Observe que podemos fazer as seguintes transformagoes
sem alterar os campos E e B,

o= o+ B, (2.6a)
A — A+ Vy, (2.6b)

onde [ é constante no espago. Os campos sao invariantes sob tais transformagoes devido ao
Vi=0eV X (Vyx)=0. A transformacao de gauge é obtida relacionando § e Vx. Como
as transformacoes levam ao mesmo campo elétrico,

0
Vi3 +

9
a(Vx)zo;»v(ﬁ+—x):o,

ot
temos finalmente que = — Jx/0t. Entao,
A=A+ Vy, (2.7a)

f_g KX
§=0-%, (2.7b)

os potenciais (¢, A’) e (¢, A) produzem os mesmos campos E e B. Esta é a transformacao
de gauge, o qual é invariante. No eletromagnetismo cldssico, a escolha de y costuma ser
usada para simplificar os cdlculos. Neste trabalho, vamos focar no gauge de Coulomb, onde
X € escolhido de tal modo que V - A = 0. Fisicamente, isto diz que ¢ vai refletir todas as

variagoes em p, pois

Vg =L, (2.8)

€0
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ou seja, o potencial escalar ¢ pode ser escrito em termos da fonte,

I T A ST T
o(x,t) = o / x— d*z’ . (2.9)

x|

Quando nao ha fonte o potencial escalar é nulo. Outra escolha bastante usada é o gauge de
Lorentz onde temos que Y é escolhido de modo que

o9
5 =
Desse modo, o vetor potencial vai refletir as mudancas na densidade de corrente J. O
potencial escalar pode ser escrito também em termos da fonte, mas em um tempo retardado

1 p(x', tr)
drey | |x — x|

V-A+ Mo€o 0. (210)

P(x,t) = d*z’ (2.11)

comt, =t—|x —x'|/c.

2.1.2 Notacao relativistica

E conveniente utilizar a notacao tensorial de indices para descrever o eletromagnetismo,
especialmente para estudar efeitos relativisticos. Em conjunto com a convencao de Einstein,
¢ a notacao comumente utilizada em relatividade e teoria quantica de campos. Seguiremos
a convencao de que vetores sao matrizes n x 1 e covetores sao matrizes 1 x n. Para denotar
as componentes do vetor escrevemos o indice acima, v, e para as componentes dos covetores
escrevemos o indice abaixo, u;. Generalizando o conceito para tensores de qualquer ordem,
temos os tensores contravariantes e covariantes onde os indices sao escritos acima ou abaixo,
respectivamente. Vamos nos restringir a tensores de até terceira ordem. Também usaremos
a convencao de Einstein onde os indices repetidos representam somas,
3
Yy = Z CiT; = C101 + Coty + c315 = Y = 2, (2.12)
i=1

além disso, nesta convencao, os indices latinos correm de 1 a 3 e os indices gregos de 0 a 3.

Ordem 0

Os tensores de ordem zero sao escalares e nao possuem indices, sao apenas numeros. Na
equacao 2.12, y é de ordem zero. Podem ser obtidos através de produtos escalares entre
tensores de ordem 1 (vetores), por exemplo.

Ordem 1

Os vetores sao tensores de ordem 1. O produto interno é escrito como multiplicacao das
matrizes linha e coluna, isto é

u-V:ujvj:[ul Uy -+ un} . (2.13)
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Neste momento, podemos definir o tensor métrico de Minkowski. E necessario conhecé-lo para
contrair os tensores, sendo 1til para levantar e abaixar os indices. Vamos usar a convenc¢ao
em que a métrica de Minkowski é da forma (— + ++), isto é, gug = ¢*° = diag(—1,1,1,1).
Os indices de um tensor de primeira ordem podem ser abaixados ou levantados fazendo,

giA; = A, (2.14a)

Em relatividade, as quantidades também sao tensores. Posicao, momentum, campos e
potenciais aparecem como tensores. Neste caso, os vetores possuem quatro entradas onde
as trés ultimas sao associadas as coordenadas x,y e z. Os tensores dessa forma também
sao chamados de quadrivetores. Alguns exemplos de tensores de primeira ordem que vamos
usar neste trabalho sao posicao z*, quadrivetor de onda k* e potencial quadrivetor A*.
Respectivamente, temos

o = (ct,x,y, 2), (2.15a)
k= (w/c, ky, ky, k), (2.15Db)
At = (p/c, Ay, Ay, AL). (2.15¢)

Note que a velocidade da luz entra corrigindo a dimensao quando incorporamos alguma
quantidade associada a entrada de indice zero. O tempo entrou como ct na posicao, a
frequéncia entrou como w/c no quadrivetor de onda e o potencial escalar aparece como ¢/c
no potencial EM. Apés definir x#, as derivadas sao definidas de forma simples

0
@ = @L, (216&)
a% = o~ (2.16b)
Iz

O operador d’Alembertiano é uma forma generalizada do Laplaciano incluindo a parte tem-
poral,

0=0"9,=V? L 2.17
- B - C_Q@ ( : )
As derivadas de A" podem ser escritas como
0AH 1 0¢
o A¥ = =V -A+4+—-—. 2.18
oz, + 2 ot ( )

Ordem 2

Os tensores de segunda ordem seguem o mesmo raciocinio, sendo que abaixar e levantar os
tensores segue a regra

g*gP Ay = AP, (2.19a)
ga'ygﬁéAws - Aaﬁ‘ (219b)
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O campo eletromagnético aparece como um tnico tensor de ordem dois, conhecido campo
tensorial

0 E./c E,/c E./c
~E,Jc 0 B, -B,
~E,Je -B. 0 B,
~E.Je B, -B, 0

P = — O AY — 5" AV, (2.20)

Apés aplicar as métricas para abaixar os indices e obter F),, concluimos que para abaixar os
indices, usando a métrica (—+ ++), s6 é necessario trocar de sinal as componentes de indice
7Z€ero.

Ordem 3

Desta ordem em diante ¢ dificil visualizar os tensores. Para as ordens um e dois, ¢é fécil
observar que sao vetores e matrizes. O tensor de terceira ordem carrega trés indices e é
menos comum aqui no uso de eletrodinamica relativistica.

Figura 2.2: Representacao do tensor de Levi-Civita. Retirado e adaptado de [99].

Um tensor de alta ordem muito usado é o de Levi-Civita €;;;,, dado por

+1, # par de permutagoes;
€k = § —1, # impar de permutagoes; (2.21)

0, indices repetidos;
Com isto podemos definir o produto externo como,

uxv= e;kujvkei. (2.22)

2.1.3 Quantizagcao do Hamiltoniando do campo de radiacao

Helmholtz mostrou em 1858 [94], no contexto de hidrodinamica, que qualquer campo vetorial
que desaparece adequadamente rapido no infinito pode ser decomposto em termos das suas
componentes rotacional e irrotacional,

A=A +A (2.23)

onde V-A, =0e V XA = 0. Note que, nesse caso, ¢ o mesmo que separar as partes
transversal e longitudinal. Isto nos mostra que o gauge de Coulomb considera um potencial
vetor transverso, A = A (campo rotacional).
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Vamos fazer uma decomposicao de Fourier do potencial vetor em um volume cibico, com
V = L3, e aplicar as condicoes periédicas de contorno. Em ¢ = 0,

2
1 . :

A(x,t=0)= NiG g E (e(a)ck,a(t = 0)e™™ + 6*(6“)0};0((15 =0)e ), (2.24)
4 k a=1

onde ¢, 820 0s coeficientes da expansao, k é o vetor de onda com k; = 2mn;/L (i = z,y, 2),
1/ VV vem da normalizacio das ondas planas e €@ sio dois vetores que representam a
polarizacao e obedecem a relagao de ortonormalidade. Os vetores de polarizagao podem ter
direcoes cartesianas z e y — o que os tornam reais —, onde €*¥ - k = (0. Também podem
representar as polarizagoes circulares — o que os tornam complexos — que sao escritas em
termos de €” ou €Y.

A equacao de Maxwell no gauge de Coulomb, considerando que nao héa fonte, se torna
simples [JA* = 0. Com isso, a dependéncia temporal é obtida

Cha(t) = cba(0)e™™ onde w = ck.

O potencial vetor pode entao ser escrito como

2
1 . ,

A(x,t) = 77 E E (e(a)ck,a(t)e’k'x + e*(o‘)c;a(t)e_Zk'x) . (2.25)
4 k a=1

Escrevendo explicitamente a dependéncia temporal de A e mantendo os coeficientes inde-
pendentes do tempo como ¢ ,(0) = ¢4, podemos escrever na forma covariante

1 ,
A= — Z Z ELa)ckvankpwp +c.c., (2.26)
k

onde o produto interno ¢ k,z* =k - x — wt.
O Hamiltoniano local pode ser escrito em termos de F* e A" da seguinte maneira

1
poH = F00° A" + ZFMVF“”, (2.27)

com o Hamiltoniano total dado por H = [ d*zH. Apds alguma dlgebra, o Hamiltoniano H
pode ser escrito na forma mais simples

poH = —3° A*O° A (2.28)

Desse modo, podemos escrever o Hamiltoniano total em termos de ¢ 4

1 OA* OA* 1 W w 2
He—— [a2 202~ = [} (— Wikt o W —zkpxp)
o ’ 0z Oxg V o g - Cha™ € +ck,ace

Note que os vetores de polarizacao somem do Hamiltoniano devido a relagao de ortonorma-
lidade. Lembrando da condicao de ortonormalidade para as ondas planas

1 ; P 1./ P
V d3l' e—zk,,z ezkpz — 5k,k’7
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podemos escrever finalmente

2 * *
H=¢g E w? [ChaCha + ChaChal (2.29)
k,a
onde ¢ o € o coeficiente de Fourier dependente do tempo ¢, = —wQC;w, isto é, reabsorvi a

dependeéncia temporal. Este Hamiltoniano se parece com o Hamiltoniano de uma colegao de
osciladores desacoplados, um para cada k e a. Podemos escrever em termos das coordenadas

Qra = Veo(Cha + Cry) (2.30)

e dos momentos conjugados correspondentes

Pro = —iwy/Eo(Cra — Cpo)- (2.31)

Esta troca de variavel nos leva ao Hamiltoniano na forma conhecida do oscilador harmonico

1
H=3 kzc; [Pl +w?Qr ] (2.32)

Note também que Qi o € P satisfazem as equagoes de Hamilton

oH _ OH
Qo Y 0Pia

= Qra- (2.33)

A quantizagao é feita trocando Q. € Py pelos operadores quanticos Qo € Pro que
seguem as relagoes de comutacao

[Qk,a, pk’,a’] = 1hop k0,0 (2.34a)
[Qk,aa Qk’,a’] = 07 (234]3)
[Pras Povos] = 0. (2.34¢)

Por construcao, podemos escrever o Hamiltoniano em termos dos operadores (ndo Hermi-
tianos) de criacao e aniquilagao que satisfazem a relacao de comutacao |G q, al i o) = Ok ba.e
Para isto, podemos escrever

. 1 A A

Q0 = \/2—% (ka,a + ZPk,a> ; (2.35a)
1

.

a \/2—<ka& i ;m). (2.35b)

Assim, o Hamiltoniano quantico de cada oscilador é escrito na forma conhecida

~

1
Hy o = hw (dl,adlﬁa + 5) . (2.36)
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Podemos comparar com as expressoes anteriores e obter que os coeficientes independentes do
tempo possuem uma relacao direta com os operadores de criacao e aniquilacao

Cha = Ak, (2.37a)

* h ~
Cho = w/%owa}f’a. (2.37h)

Desse modo, podemos escrever os campos de interesse, na notagao relativistica,

o 1 .
At = " kz skel(f)dk@elkpxp + h.c., (2.38a)
Er = zz 5;66&0‘)&;97&6"’“” —h.c., (2.38b)
k,a

onde g;, é uma constante que depende de k (w = ck) que tem dimensao de campo elétrico,

hw
=4/ . 2.39
ok 2V€0 ( )

Nesta secao vamos mostrar algumas propriedades dos operadores a e a', definir o que sdo os
estados de Fock e um estado coerente. Com o conhecimento da estatistica de fétons nés pode-
mos investigar o comportamento quantico do campo eletromagnético. Como o Hamiltoniano
se tornou apenas um conjunto de osciladores harmonicos desacoplados vamos, a partir daqui,
ignorar os indices (k,a) e estudar algumas propriedades do oscilador harmonico simples no
contexto de estatistica de fétons.

Os estados de Fock sao os autoestados do Hamiltoniano do campo f[c,

2.1.4 Estatistica de fotons

N 1
H.|n) = hw (dT& - 5) In) = E,|n). (2.40)
Vamos observar que os estados @ |n) e af [n) também sio autoestados de HL,
7 o 1) g aalt 1) .
H.a|n) = hw a'a+ g aln) = hw ( aa —1+§ aln)
1
=a [hw (a*a+ 5) - hw] In) = a(E, — hw) |n),
= (B, — hw)a|n) . (2.41)
O estado a|n) é um autoestado do Hamiltoniano com —hw de energia em relagao ao estado

|n). N6s chamamos o operador G de operador aniquilagdo ou destruigao, pois ele diminui um
quanta de energia ao ser aplicado. Para o estado fundamental,

Hea|0) = (Ey — hw) |0) (2.42)
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mas Fy é o menor nivel de energia, entao definimos a|0) = 0. Assim,

. 1 hw
H.|0) = hw (a*& + 5) 0) = =5-10), (2.43)

obtemos Fy = hw/2. Desse modo, os niveis discretos de energia podem ser escritos na forma
de recorréncia F, | = E,, — hw ou E, = E,,_1 + hw. Vamos observar o seguinte,

1 1

1
EQ:E1+ﬁw:ghw+ﬁw:ghw:ﬁw<2+§>,

1
E3:E2+ﬁw:gﬁw+hw:gﬁw=ﬁcu(3+§>,

E, = hw (n + %) . (2.44)

O operador 7 é o operador niimero de ocupacao bosonico, a'a [n) = i |n) = n|n). Seguindo
o raciocinio, o operador a tem a propriedade

A~

a
n—1)=—In),

onde o, pode ser calculado a partir da normalizagdo (n —1jn —1) = 1 = «a, = /ne’.
Podemos escolher a fase de normalizacao igual a zero sem perdas, de modo que

aln) = v/nln—1). (2.45)

Repetindo o mesmo procedimento para a',
- /\'I' /\'I'/\ ]- /\'I'
H.a' = hw | a'a + 5)a |n)

= a'hw (a*a +1+ %) In)
= (B, +hw)a'|n). (2.46)

vemos que a' cria um quanta de energia. Nés chamamos este operador de operador de criacio.
a' sobe um nivel de energia, entao

Al
a
n+1)=—1n),

onde 3, pode ser calculado a partir da normalizagao (n+ 1jn+1) =1 = £, = /n + 1.
Podemos escolher a fase de normalizagao igual a zero sem perdas, de modo que

a'ln) =vn+1|n+1). (2.47)
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Aplicando a equagio acima n vezes partindo do estado |0) obtemos

my = @ g) (2.48)
Dy, |

Para completar a descricao dos estados de Fock, vamos resumir os resultados.

1. Os estados |n) formam um conjunto ortonormal completo;
(nfm) = pm, > |n¥n|=1. (2.49)
n=0

2. Um vetor de estado arbitrario |¢) pode ser escrito como uma superposicao dos autoes-
tados do Hamiltoniano do campo H;

6) = Culn). (2.50)

3. Os operadores @ e a' ndo sdo Hermitianos, mas algumas combinacoes sao, vide @), P e
H.. Os tnicos elementos de matriz nao nulos destes operadores sao da forma

(n—1]aln) =v/n (n+1]a'|n) =vn+1. (2.51)

4. Classicamente, a distribuicao de energia do campo eletromagnético é continua. Entre-
tanto, quanticamente, as autoenergias sao discretas.

Podemos usar estes resultados para calcular as flutuagoes do campo elétrico ((AE)?) em
um estado de Fock. Considerando um campo elétrico monocromatico com polarizacao linear
fixa, £ = ic[ae™*® — ale=**"]. O valor médio do campo (n|E|n) = (E) é claramente zero,
enquanto que

(E?) = (n|E?|n) = &% (n|[aa’ + a'a]|n) = &% (2n + 1)

entao obtemos as flutuagoes do campo,

(AE)) = (B2) — (E)? = 222 <n + %) | (2.52)

No vacuo, isto é, para n = 0,
(AE)?) =¢*, (2.53)

o valor médio é nulo, mas flutuacoes estao presentes. Sao estas flutuacoes do vacuo que
trazem varios fendmenos quanticos como a emissao espontanea e desvio de Lamb.

E muito importante termos o conhecimento dos estados coerentes, pois possuem varias
propriedades interessantes. Um estado coerente ¢ um autoestado do operador criagao

ala) =ala). (2.54)
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Vamos deduzir a forma deste estado. Usando a completeza de |n) e a equagao 2.48,

o) = (Z |n><n|) o) = I % o),

mas a|a) = ala) = (a)"|a) = o™ |a), entao

) = (0a) 3 “; n), (2.55)

n

onde (0|a) é obtido através da normalizagao (aja) =1,
2 ()" 2_Jof?
1= Jioja)? 32 UL jqgjay et
entao (0la) = exp(—|a|?/2). Assim, o estado coerente pode ser escrito

) =553 jm In). (2.56)

mas e~ 4(0) = [1 — a*a+...]]0) = |0),

—|af? ~ %A
la)y =e - odt gmaa 0) = exp(aa’ — a*a) |0), (2.57)

A+B _ [AB]/2,4

onde usamos na ultima igualdade a férmula BCH, e e?. Desse modo, podemos

definir o operador deslocamento,
D(a) = exp(aal — a*a), (2.58)

que é unitdrio D (a) = D(—a) = D~ !(a) e leva o estado de vécuo para um estado coerente
D(a) [0) = [e).
As propriedades do estado coerente sao as seguintes.

1. O ntimero médio de fétons em um estado coerente |a) é (n) = |a|?;

Prova:

(a|n|a) = (alafala) = el (Z % <n|> ata (Z \(j% |n>)

n=0 n=0
o0 o0 2
:e*|04|2 Z (a*a)n <n|de|n> _ €7|a|2 Z |a nn
n! n!
n=0 n=0
o0 2n
_ —laf? 2(92\04 _ a2 9 ap
=e~ 1" | Bl 2= =e | 6|a|26a
n—=

=|af?. (2.59)
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2. A probabilidade de encontrar n fétons é uma distribuicao Poissoniana;

Prova: Temos que

—lo?

(nla) = e 2 Z\/_ (n|m) . (2.60)

Entao,

elol?| |2 n)re=(m
P(n) = |{nlay? = S _ e (261)

n! n!

. Estados coerentes nao sao ortogonais, mas sao normalizados;

Prova:

(afa)y = ey (O‘n—?‘)n =1, (2.62a)

(alB) # 0= [(a|B)* = e7I77F, (2.62D)

. O estado que minimiza a incerteza é o estado coerente, isto é, AQAP = h/2;

Prova: Relembrando, os operadores de criacao e aniquilacao nao sao Hermitianos mas
suas combinagoes sao

1, W A
§(a+aT) =\ 2@ (2.63a)
1 1 -

Os operadores () e P s@o observéveis e possuem a relagao de comutacao [Q), P] =
Além disso, a relacao de incerteza é satisfeita

Ao~ h
AQAP > . (2.64)
E ttil lembrar que o valor médio dos operadores de escada sdo (a) = (alala) =
alala) = a e {(a') = a*. Vamos calcular o desvio quadréatico médio de cada um

destes operadores, considerando que estamos em um estado coerente. Para o operador
P:
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Assim, ((AP)?) = (P?) — (P)? = iw/2. Para o operador Q:

(@) = {olPla) =\ a-((@) + 1) = [ o + )
= (Q)% = %(042 + a* + 2aa%),
h

huw
((a+a") - (a+ah)) = —7(a2 +a*? + 200" + 1).

Com isso, temos ((AQ)?) = (Q?) — (Q)? = h/(2w). Multiplicando os resultados e
tomando a raiz quadrada nds obtemos a relacao de incerteza para o campo em um
estado coerente,

AQ)P){(AP)?) = AQAP=| —— | =—. 2.
Viaarary —agar— (%) = (2.65)
2.2 Teorias de interacao luz-matéria
O Hamiltoniano classico do dtomo (ou molecular) é dado por
p?
H=_—+V(x), (2.66)

2m

o potencial pode ser do tipo Coulombiano. Interagindo com um campo externo, os operadores
se transformam do seguinte modo

P —p—cA, (2.67a)
H — H + e, (2.67D)

e entao o Hamiltoniano de um dtomo interagindo com um campo eletromagnético externo se
torna

H = L(p —eA)? +V(X) + e

2m

2 2

p e’ 9 e
— 2 4 A2 (A A . 2.
2m+2m 2m( p+p-A)+V(x) (2.68)

Existem varias maneiras de tratar o Hamiltoniano acima, vamos mostrar duas em que se
baseiam na escolha do gauge de Coulomb, onde V+ A =0 e ¢ = 0 (sem fonte). Primeiro,
vamos observar a seguinte aplicacdo em uma funcao escalar f(x) sabendo que p = —iAV,

| v

(Asp—p-A)fx)==(V-A-A-V) f(x)

| v =

(V-A)f+(V)-A-A-(V])

S = X
<

2

T
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no gauge de Coulomb o resultado é nulo e entdao A -p = p+A. O termo com A? pode ser
negligenciado se A - p for, comparativamente, muito maior. Assim,

P’ e
Y- fap (2.69)
onde o ultimo termo representa a interagao atomo-campo.

Uma outra forma de escrever o Hamiltoniano é escrever a interacao na forma de dipolo
elétrico. Considerando a aproximagao de dipolo elétrico, isto é, A(x,t) — A(t), tomamos o
Hamiltoniano na forma do gauge de Coulomb e entao fazemos uma outra transformacao de
gauge,

H= %[p (A + V) — e% +V(x), (2.70)

escolhendo y de tal modo que

X(x,t) =—A-x= Vy=—-A,
Ox _ 0A
ot ot

Isto implica que o Hamiltoniano pode ser entao escrito como a soma do Hamiltoniano do
atomo livre e da interagao atomo-campo do tipo dipolo elétrico,

x=FE-x.

2
H=L v -cE-x. (2.71)
2m
Existe uma equivaléncia entre as representacoes, pois o regime em que A? é desprezivel
coincide com o regime em que podemos aplicar a aproximacao de dipolo elétrico.

A parte do Hamiltoniano 2.71 que representa o atomo livre pode ser escrita de diversas
maneiras. Nestre trabalho estaremos interessados no caso em que o sistema de interesse serd
um sistema de dois niveis, como o spin-1/2. Nao hé anélogo cldssico para o spin, deste modo
nao precisamos tratar de segunda quantizacao nesta parte. Vamos agora revisar algumas
propriedades de um sistema quantico de dois niveis de energia, muito imporante no estudo

de informagao quantica.

2.2.1 Sistema de dois niveis

O bit (do inglés, binary digit) é a menor unidade de informagao para a computacao, assim
como para a teoria e processamento de informacao. E um digito bindario, ou seja, s6 existem
dois valores (ou estados) possiveis. Qualquer sistema de dois estados pode representar o bit.
Como exemplo podemos pensar em um sistema onde “0” (ou “ligado”) significa que a corrente
elétrica estd fluindo e “17(ou “desligado”) representa que nao ha fluxo de corrente. Outro
exemplo simples é duas diferentes direcoes de magnetizacao em uma fita magnética. O que
realmente importa para representar o bit é poder identificar os dois possiveis estados.

Na computacao quantica e em teoria da informagao quantica, temos, de modo analogo,
o bit quantico, qubit (do inglés, quantum bit). O qubit é um sistema de dois niveis, isto é,
sé existem dois estados independentes (distinguiveis), |0) e |1). Na mecéanica quantica, isto
significa que a base de estados deste sistema (o qubit) esta definida em um espago de Hil-
bert bidimensional. Ademais, o mesmo apresenta uma caracteristica ausente na computacao
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classica: o qubit pode assumir os dois estados simultaneamente, ampliando as possibilidades
e capacidades para a computacao quantica. Para a implementacao fisica do sistema, podemos
pensar em dois exemplos fundamentais: uma particula de spin-1/2; onde temos dois esta-
dos conhecidos como up/down ou +/—; o campo elétrico com duas polarizagoes, horizontal
e vertical; um atomo de dois niveis eletronicos, o estado fundamental e o estado excitado,
denotados por g/e (do inglés, ground e ezcited) — veja a figura 2.3.

{ V)
(a) 1.1 (b)

Figura 2.3: Exemplos de sistemas quanticos de dois niveis. (a) Um elétron, (b) campo elétrico e
(c) &tomo de dois niveis eletronicos.

De modo geral, um sistema de dois niveis de energia é descrito por um espago de esta-
dos bidimensional. Iremos denotar por |e) e |g) os autoestados que geram tal base cujas
autoenergias sao I, e E,, respectivamente. Estes estados compoem um sistema ortonormal
completo:

(elg) = (gle) = (2.72a)
(ele) = (glg) = (2.72b)
1= le)e| + |9>< - (2.72¢)
O Hamiltoniano escrito na base dos autoestados de energia é, entao
B, = Ele)el + B, lo)ol (273
e um estado arbitrario é da forma
[9) = C. le) +Cylg) (274

Podemos reescrever em termos de outra base. Sabendo que em um espago de estados
bidimensional sé existem 2 x 2 = 4 operadores linearmente independentes, podemos escolher

1= leXel +lg)gl, (2.75a)
o, = |eXel = lgXgl, (2.75b)
6" = leXgl, (2.75¢)
o = [gXel, (2.75d)
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onde os operadores nao hermitianos 6% sdo os conhecidos operadores de criacao e aniquilacao

fermionicos que obedecem as regras de anti-comutagao

(67,67} ={6-,6"} =1, (2.76a)
(67,67 ={67,67) = 0. (2.76b)

A aplicacao destes operadores no estado 2.74 nos dé

6" ) = Cyle), (2.77a)
6 1) = Celg). (2.77b)
0. |Y) =Cele)y — Cylg) - (2.77¢c)

O valores esperados dos operadores 6 nao sao quantidades fisicas, pois os mesmos sao

nao hermitianos e, consequentemente, nao sao observaveis. Porém, o operador &, representa
uma quantidade fisica mensuravel e o seu valor médio

(6.) = (W]6.|) = |Ce|* — |CyP =W (2.78)

é conhecido como inversio atomica, . Sabendo que |C,|* e |C,|? séo as probabilidades de
encontrar o 4tomo nos estados |e) e |g), onde 1 = |C.|* + |Cy|°, podemos ver que W esta
limitado no intervalo [—1, 1] que é igual a zero quando os estados s@o equiprovaveis e +1(—1)
quando a probabilidade de encontrar o d&tomo no estado de energia F.(E,) é maxima.

O Hamiltoniano do atomo pode ser reescrito nesta base,

. . 1 . . 1 . .
EeGee + Egogq = §(Ee - Eg)(aee - Ugg) + é(Ee + Eg)<aee + Ugg)

1 1
— éﬁw(ﬁz + §(Ee + Eg)7

com hwy = E. — E,. Reescalando a energia H, — H, — %(Ee + E,), temos

i1, = "5 (2.79)
2
Finalmente, obtemos os Hamiltonianos do campo eletromagnético livre, do atomo livre e
algumas possiveis formas de representar a interagao entre ambos. Munidos disso, somos agora
capazes de estudar a teoria quantica da interacao luz-matéria. Entretanto, é interessante
primeiro mostrar o resultado da teoria semi-cldssica para entao vermos suas deficiéncias em
representar a natureza.

Modelo semi-classico de interacao entre o atomo e um campo elétrico

A teoria semiclassica consiste em tratar do atomo quanticamente e o campo 6ptico classica-
mente. Por simplicidade, vamos considerar um campo elétrico monocromatico, linearmente
polarizado na direcao x. O Hamiltoniano total deste sistema é da forma H = Hy+V, onde
H, é o Hamiltoniano do 4tomo livre dado por 2.79 e Véa parte de interacao do Hamiltoniano
que ¢ escrita como a energia do momento de dipolo elétrico,

V = —qR- E,(Rt), (2.80)
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W 0
Figura 2.4: Representacao esquematica da interacao da luz de frequéncia w com um sistema de
dois niveis cuja frequéncia de transicao é wyg.

onde p = qf% é o operador momento de dipolo elétrico, q é a carga elétrica do atomo, EI(R, t)
é o campo elétrico atuando sobre o atomo na posicao Reno tempo ¢, com R representando
o operador posicio. Através da aproximacio de dipolo E,(R,t) = E,(t) ~ esin(wt), V se
torna

V = —gesin(wt)R. (2.81)

Como nao ha transicdo entre os niveis de mesma energia, assumimos que (i| R |j) = d;;, onde
di; € a delta de Kronecker com ¢,j = e ou g. Entao, V. =V, =0¢
Veg = (| V|g) = —pege sin(wt), (2.82)
Ve = (g V |€) = —pgeesin(wt), (2.82D)

~

onde p.; = p;. = q{e| |g) sao os elementos de matriz nao nulos do momento de dipolo
elétrico. Assim,

V= — (eg le)(gl + pye lg)e]) Eu(t). (2.83)
A evolucao temporal do sistema é dada pela equagao de Schrodinger

L0 A
i (0) = (D). (2.8)
A equagao diferencial acima pode ser escrita substituindo o estado dado pela Eq. 2.74 e
o Hamiltoniano total do sistema,
1
h

Multiplicando por (e| e utilizando as relagdes 2.72,

Cele) +Cylg) = =7 [(CeEe + CgVeg) le) + (CyEy + CeVe) 19)] (2.85)

¢, = —% (CLE, + C, V), (2.86)

repetindo o procedimento aplicando (g|,
o
- h

Obtemos entao um par de equacoes diferenciais acopladas descrevendo o nosso sistema
dinamico

C, (C,E, +C.V,.). (2.87)

C, = —iw,C, + iQre " sin(wt)C,, (2.88a)
Cy = —iwy,Cy + iQpe" sin(wt)C,, (2.88h)
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aqui usamos Fe g = Iwe/g € Pge = [pgele’®, onde ¢ é a fase do elemento de matriz do momento
de dipolo elétrico, e

Qp = 5“';;;’ (2.89)

é a frequéncia de Rabi.

Este sistema pode ser resolvido analiticamente fazendo C./, = c, /ge’i“’e/gt, considerando
que ce/y sao amplitudes de variacao lenta. Substituindo nas equagoes 2.88, definindo wy =
we — wy € aplicando a aproximacao da onda girante (RWA, em inglés), negligenciamos os

termos de rapida variacio e wotw)t,
Qr .
e = 7R€Z(At—¢)097 (290a)
' Qr —i(At—¢)
Co=—5¢ Ce (2.90b)

onde A = wg — w ¢é a dessintonia entre as frequéncias caracteristicas.

Oscilagoes de Rabi

As oscilagoes de Rabi sao o processo mais basico usado para se manipular qubits. Tais
oscilagoes sdo obtidas expondo o qubit a campos magnéticos (ou elétricos) periddicos durante
intervalos de tempo ajustaveis. Foi mostrado que todos os algoritmos quanticos podem ser
quebrados em uma sequéncia de operagoes de um qubit mais uma operagao de dois qubits
especifica [26].

Considere que o sistema se encontra inicialmente no estado excitado, isto é, C.(0) = 1
e Cy(0) = 0. Assumindo completa ressonancia entre atomo e campo A = 0, obtemos as
amplitudes de probabilidade

O, (t) = cos(@), (2.91a)
C,(t) = €' sin<—R>. (2.91b)

As probabilidades de encontrar o &tomo no estado de maior e menor energia sao, respectiva-
mente, dadas por

P.(t) = cos’ (%) , (2.92a)
P,(t) = sin® (%) (2.92b)

Assim, a expressao da inversao do atomo tem uma forma simples
W(t) = P.(t) — Py(t) = cos(Qgt). (2.93)

A Fig. 2.5 ilustra este resultado onde nés vemos que o atomo oscila entre os dois esta-
dos com a frequéncia de Rabi 2z. E interessante observar que nesse sistema existem trés
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Qpt

Figura 2.5: Inversao atomica W () mostrando que o dtomo oscila entre os niveis com frequéncia
Qpg. Utilizamos A = 0.

frequéncias envolvidas: frequéncia de transicao wy, frequéncia do campo w e frequéncia de
Rabi Q2z. Com as suposicoes de ressonancia, a unica frequéncia relevante é a de Rabi. Outro
fator importante é que na auséncia de campo, {1z = 0, o atomo inicialmente preparado no
estado |e) permanecerd neste estado, pois P.(t) = 1 e P,(t) = 0, mostrando que a teoria
semi-classica nao prevé o fendomeno conhecido como emissao espontanea. Este fenomeno
puramente quantico serd objeto de andlise nas secoes seguintes, onde tratamos da teoria
quantica entre atomo e campo.

2.2.2 Modelo de Jaynes-Cummings

O modelo de Jaynes-Cummings consiste em tratar o campo quanticamente e o atomo é um
sistema quantico de dois niveis de energia. Este modelo trata do Hamiltoniano de interacao
na forma da aproximagao de dipolo (assim como eq. 2.71). Vamos escrever o Hamiltoniano
de interacao H;y = —ex + E na forma quantica. Primeiro vamos calcular para k e « fixos,
depois podemos generalizar. Escrevendo

ex = Z li)i| ex |7} = Z pij0i; =pot +p o, (2.94)

ij=g ij=g

i#]
onde definimos p = p; = e(e|X|g), P = pee = e(g|X|e), 67 = G = |e)g| e 67 =
dge = |g)e|. Note que s6 hé termos cruzados, sé existe momento de dipolo quando ocorre

transicoes entre os niveis de energia. O campo elétrico quantizado e linearmente polarizado,
na aproximacao de dipolo, é

A

E =ice [a —a] (2.95)

onde a dependéncia temporal foi absorvida a(t) = a(0)e~*. Assim, podemos escrever
ex B = (p6t +p*67) - (ice [a—a']).

Definindo a energia de acoplamento hg = &(p - €) obtemos o Hamiltoniano de interacao
quantico

Oy = —ih(g6™ +g°67) (a—al).
Na representacao de interacao temos que, através da aproximacao de onda girante, os termos
6tal e 67 oscilam muito rapido e podem ser considerados nio conservativos. De modo que
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nés podemos ignora-los. Além disso, a dependéncia temporal dos operadores @ e a' some
com a representacao de interagao. Portanto,

H; = —ili(g6Ta — g o~ al) (2.96)

¢ o Hamiltoniano de interagao quantico. Podemos explorar as transformagoes do tipo U(1)
(fase global) para escrever H; em uma forma mais elegante. A forma mais simples de traba-
lhar é fazer a transformacao nos vetores de estado, pois sao invariantes por transformacoes
de fase global,

9)" =€ g) le) — e le), (2.97)

mas 67 = |e)g| e 67 = |g)e|, entdo os operadores também se transformam,
ot = e gt 67 — i@ Bgm (2.98)
0 que nos leva a observar que H Io= H, o Hamiltoniano do dtomo ¢é invariante sob tal

transformacao. Fazendo o mesmo para os operadores do campo,
A ; A A / —7 A
a — ea, al — e %at (2.99)

observamos que H. = H. o Hamiltoniano do campo é invariante. Vamos ver como fica o
Hamiltoniano de interacao,

Hy = —ili [g5Fae 9 — g5l e~ (0= F19)]

_ —Zh|g| |:a_+dei(a—ﬁ+¢+9) . 6_&T€_i(a_5+¢+0):| 7
onde usei que g = |g|e”?. Devido a arbitrariedade dos parametros o, 3 e ¢, podemos escolher
de tal forma que compensem a fase da constante de acoplamento g. Escolho-o como 7/2,

a—5+¢+9—>g, (2.100)

de modo que finalmente obtemos o Hamiltoniano de interacao na forma usual,
H; = hg(6%a+6a"). (2.101)

Note que agora g é real, semelhante a frequéncia de Rabi obtida no modelo semi-classico.
Generalizando para k e « arbitrarios,

Hi =10 gra(0T e+ 06 a),). (2.102)
k,a

A representacao esquematica de uma cavidade ética interagindo com um dtomo de dois
niveis é mostrada na figura 2.6. Existem duas componentes principais que causam perda
no sistema. A cavidade nao é perfeitamente selada, existe uma probabilidade nao nula de
que fétons vazem da cavidade a uma taxa k. Existe também uma probabilidade finita,
proporcional a 7, de que ocorra vazamento de luz devido a emissao espontanea de fotons a
partir do estado excitado do atomo. Neste trabalho, nés vamos negligenciar explicitamente
todos os processos de dissipacao, assumindo que g é muito maior do que as perdas,

g2
2> 1, (2.103)

29K
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Figura 2.6: Esquema de cavidade 6tica que interage com um atomo de dois niveis preso em seu
interior. Retirado e adaptado de [43].

isto é, as escalas temporais das interacoes atomo-campo sao muito maiores do que o tempo
em que as perdas se tornam relevantes. Esta hipdtese é conhecida na literatura como regime
de forte acoplamento, amplamente discutido no capitulo 1. De modo geral, podemos escre-
ver o Hamiltoniano total do sistema como a soma das energias das partes individuais nao
perturbadas e a energia de interagao,

H° = H,+ H.+ H;, (2.104)

com H, e H, dados pelas equagoes 2.79 e 2.36. Para escrevermos o Hamiltoniano atémico
na forma mais usual vista na literatura vamos lembrar que 6. + 6,4, = |e)e| + |g)g| = 1,

H, = % (leXel = lg)al +[leXel + lgXal] = [lexel + g)al])
ﬁwo

== (2le)e] = [leXel + lgXgll)
= hwoo 6~ — %ﬁwo

Negligenciando o termos de energia constante nos Hamiltonianos do dtomo —hwg/2 e do
campo hw/2, chegamos na forma usual do modelo de Jaynes-Cummings

H'® =" hwgotf, yara + Moo ™6™ + Y igra(6Tara + 67 ak,). (2.105)
k,a k.«

Aqui vamos considerar a interacao entre um campo éptico polarizado de modo unico e
um tunico atomo de dois niveis dentro de uma cavidade,

H'® = hwala + hwoot6~ + hig(6Ta + 6-al). (2.106)

Podemos definir o niimero de ocupacao polaritonico 7 = a'a + 616~ que nos dé o nimero de
excitagoes atomicas mais fotonicas (ndo confundir com nimero de fétons). Como visto nas
secoes anteriores, os vetores de estado atomico e do campo sao, respectivamente,

[a) = Celg) +Cylg) (2.107a)
[e) =D Culn). (2.107b)
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com C,, Cy e C, coeficientes complexos. O sistema composto dado pelo Hamiltoniano de
Jaynes-Cummings pertence ao espaco de Hilbert total. O estado geral do sistema é dado
pelo produto tensorial |¢) = |[i).) ® |1),). Entao,

) = [Cuelnie) + Cugln,g)]. (2.108)

n

Se prepararmos um estado com o dtomo inicialmente excitado em um campo com n fétons,
[¥(t=0)) = [n) @e) = [n,e), (2.109)

em um tempo posterior ¢t o estado sera
V) = Cheln,e) + Cpy1gln+1,9). (2.110)

Existira uma probabilidade finita de que o atomo tenha decaido para o estado fundamental
e emitido um féton.

Representagao de Interagao
Nés transformamos um operador para a representacao de interagao da seguinte forma,
O1(t) = et/ O(0) e Hot/M, (2.111)
Assim, o Hamiltoniano de interagdo nesta representacao é,
V = etHot/h fy e ifot/h, (2.112)

Usando as formulas BCH, os operadores de escada bosonicos e fermionicos na representacao
de interacao sao escritos

ar = ae™, (2.113a)
al = afe ™!, (2.113b)
Gy =0Tt (2.113c)
6 =06 e ot (2.113d)

Substituindo em V e negligenciando os termos de rdpida oscilagao (aproximagao de onda
girante) temos
V = hg (6 ae " + 67 ale'™) (2.114)
onde A = w—uwy ¢ a dessintonia entre as frequéncias. Vamos trabalhar com o caso ressonante,
isto é, A = 0.
A equacao de movimento na representacao de interacao é dada por

0 -
it [0(8)), = V() (2.115)

onde o vetor de estado ¢ semelhante ao dado pela equacao 2.108, mas as amplitudes de
probabilidade dependem do tempo e variam lentamente.
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A energia de interagao consegue causar transigoes somente entre |n,e) e [n+ 1, ¢), entdo
[P(t); = Che(t)|n,e) + Cri14(t)In+1,g). Colocando isto na equagao de movimento e
multiplicando o resultado por (n, e,

Che = —ig (n,e|(as*

+
+—ig (n,el(ac” +a'o7)|n + 1, 9) Cryay (2.116)

repetimos o procedimento multiplicando por (n + 1, ¢g| em vez de (n, e|. Usando as proprie-
dades dos operadores de escada bosonicos e fermionicos mencionadas nas segoes anteriores e
que (o, n|a,n) =1, com o = e ou g, obtemos

Che(t) = —igV/n + 1C41,4(1), (2.117a)
Cri1g(t) = —igv/n + 1C,.(t), (2.117h)

um par de equacoes diferenciais acopladas exatamente soluvel.
Vamos escrever a solucao geral deste sistema dinamico. Primeiro vamos escrever na forma
matricial C = AC e calcular os autovalores e autovetores da matriz de transformagao A:

Che \ _ 0 —igy/n+ 1 Cre (2.118)
Critg —igyn +1 0 Criig ) '

Os autovetores de A sdo dados por v, = (1 —1)T ev_ = (1 1)T, cujos autovalores
correspondentes sao AL = +igyv/n + 1. A solugao geral é a combinacao C = c, A v, +
c_A_v_. Através desta solucao geral, podemos explorar qualquer condig¢ao inicial possivel.
Como ja foi dito, a teoria quantica da interacao luz-matéria pode contemplar os fenomenos
de emissao espontanea e absorcao estimulada. Para estudar a emissao espontanea tomamos
o dtomo inicialmente excitado, isto é, C, .(0) = C,,(0) e Cy11,4(0) = 0. Com esta condi¢ao
inicial obtemos

)

Crory(t) = —iC,(0) sin <g\/n T 1t>, (2.119b)

Chr.e(t) = CL(0) cos <g\/n + 1t>, (2.119a)

existird uma probabilidade finita de que o atomo excitado decaia para o estado de menor
energia. No caso da absor¢ao estimulada nés preparamos o sistema com o atomo no estado
fundamental, C,11,4(0) = Cp,41(0) e C,,(0) = 0. Esta condicao inicial nos tras também uma
probabilidade que oscila entre os niveis de energia. As amplidutes sao

Cro(t) = —iCpir (0) sin (g\/n i 1t>, (2.120a)
Churg(t) = Coia(0) cos (g\/n T 1t>. (2.120b)

Agora podemos calcular algumas quantidades fisicas mensuraveis, tais como as proba-
bilidades e a inversao atomica. A probabilidade de encontrar o atomo em um dado nivel
de energia é obtida tomando o traco parcial sobre o campo. Entao, a probabilidade de
encontrar o dtomo no estado |e) serd P, = > |C,..|* enquanto que a probabilidade de en-
contrar o dtomo no estado |g) é dada por P, = > |C,4|*>. A probailidade de encontrar
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n fétons no campo em um instante ¢t é dada tomando o trago parcial sobre o atomo, isto
6, Pu(t) = pun(t) = >, |Cnalt)|>. Vamos considerar o caso em que temos um &tomo ini-
cialmente excitado, Cp. = C,(0) € Cpy14(0) = 0. Entao, pu,(0) = [Cre(0)]? = |C,(0)]?
(Ce(0) = 1), podemos escrever a probabilidade de que ha n fétons no campo

Po(t) = [C(0)|? cos? <g\/n ¥ 1t> +|Chy (0) [ sin? (g/nit)
= Pun(0) cos? <g\/n + 115) + pn—1,0-1(0) sin? (gv/nt). (2.121)
A inversao atomica pode ser calculada,

W = Pe — Pg = Z [’CH,E‘Z - |Cn:9|2}
— Z [p,m(o) cos® (g\/n——i—lt) — pn-1.n-1(0) sin” (9\/5’5)}
A I

onde usamos as equagoes 2.119a e 2.119b. Portanto, a inversao atomica para um sistema
preparado com o atomo excitado e um campo qualquer, pode ser escrita

W(t) = f: Prn(0) cos(zg\/n ¥ 1t>. (2.123)

O campo dentro da cavidade pode ser, por exemplo,

1. Vécuo; Para o estado de vécuo, p = [0)0], temos p,,(0) = (n|p|n) = (n|0) (0|n) = 6,0.

Entao,
Wi(t) = Z 0 COS (29\/71 + 1t) = cos (29\/115). (2.124)

As oscilacoes de Rabi ocorrem mesmo quando nido hd campo. A raiz de 1, v/1, cor-
responde a emissao espontanea. Completamente diferente do resultado obtido pela
teoria semicldssica onde, na auséncia de campo, P,(t) = 0 (veja a equacdo 2.93) nao
héa transicao. Na teoria quantica, a probabilidade de encontrar o atomo no estado
fundamental |g) é

Pyt) = 3 1Cug )2 = 3 prn(0) sin? <g\/n ¥ 1t>. (2.125)
n=0 n=0
Na auséncia de campo, isto é, para o estado de vacuo p,,(0) = d,, o obtemos
Pyt) =3 Grosin’ <g\/n ¥ 1t> — sin%(gt) (2.126)
n=0

onde g é a frequéncia de Rabi no vacuo. Este importante fenomeno foi mostrado
experimentalmente [19, 92].
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Em resumo, nés observamos que, na auséncia do campo, os dois tratamentos nos trazem
diferentes resultados. Na teoria semiclassica, o atomo excitado nao pode fazer uma
trasicao para o estado de menor energia. Por outro lado, a teoria quantica nos mostra
que transicoes entre os niveis de energia sao possiveis devido a emissao espontanea.

. Estado de Fock; Para o campo inicialmente no estado nimero ng, p = |ng)no|, temos

Prn, = On.ny- Entao,

W(t) = Z On.ng COS <2g\/n + 175) = cos(29v/ng + 1t). (2.127)

Estado coerente; Para o campo preparado em um estado coerente,

<n>n67<n>
n!

Pnn(0) = : (2.128)

a inversao atomica sera,

Wi(t) = i %ﬁw [cos(ng/n——l—ltﬂ . (2.129)

Conforme observamos na figura 2.7, ocorre o conhecido fenémeno de colapso e renas-
cimento. O tao conhecido fenomeno de colapso e renascimento é um efeito extrema-
mente interessante por ser uma propriedade puramente quantica do sistema. Isto é,
este efeito nao pode ser descrito por meio das equagoes de Bloch classicas. Note que
mostramos acima este fenomeno teoreticamente por meio da matriz densidade através
da aproximagao de onda girante, primeiro descrito em [30] e, posteriormente por ou-
tros métodos, por [33] e [34]. Experimentalmente, o fenémeno também foi observado
[19, 81] e possui intmeras aplica¢oes que vao desde fisica atomica e d&tomos armadilha-
dos [86, 67] até nano-estruturas de baixa dimensionalidade [54].

gt

Figura 2.7: Inversao atomica para um campo inicialmente em um estado coerente. Parametro:
(n) = 15.
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Nesta secao, nos estudamos os varios fenomenos da interacao luz-matéria abordado pelo
modelo de Jaynes-Cummings com a suposi¢ao de ressonancia, A = 0. Porém, sabemos que
também irao ocorrer para A # 0. Por exemplo, de acordo com Eberly et. al. [30], o fenémeno
de colapso e renascimento ocorre para os varios valores de A. Na figura 2.8, observamos um
mapa no plano t—A mostrando os primeiros colapsos e renascimentos para (n)=100.

+1

Om 7=100

Figura 2.8: Mapa no plano t—A mostrando os primeiros colapsos e renascimentos para (5, (t)) com
(n)=100. A pequena figura mostra o mesmo que a figura 2.7 junto com uma aproximagao envelope.
Retirado e adaptado de [30].

Espectro de energia e estados vestidos

O Hamiltoniano do modelo de Jaynes-Cummings ¢ diagonal em blocos na base {|0, g) , |n, ),
|n+1,9)}, isto é,

H'C =" H;, (2.130)
n=0

onde Hy = [0, g) (0,g|H’C|0,g) (0, 9| = 0. Desse modo, é possivel diagonalizar exatamente
o Hamiltoniano JC apenas calculando os autovalores e autovetores das matrizes H:. Note
que quando s6 hd um féton permitido, n = 0, os estados possiveis sao |0,¢e) e |1, g), isto
corresponde a uma Unica excitacao. O subespaco de duas excitacoes corresponde ao caso de
n = 2 fétons permitidos e assim por diante. Entao, o niimero total excitacoes pode ser escrito
em termos do numero de fétons permitidos, n = n + 1. O Hamiltoniano H; em termos do
nimero de fétons é dado por

g wn+wy gvn+1
Hri _ﬁ( gvn+1 wn+1) )’ vn.

Os autoestados de Hy s@o conhecidos como polaritons pares |+, 7) e impares |—, 7). Além
disso, |4+,0) = |0,g9) = |vac) é o estado de vacuo, ndo hé excitagbes. As autoenergias
correspondentes sao,

(2.131)

Ey = hwi — % + g‘Qﬁ(A), (2.132)
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onde Q7 (A) = /A2 + ¢%n é a frequéncia generalizada de Rabi. Em ressonancia e parann = 0
reobtemos )y = ¢ a frequéncia de Rabi no vdcuo (veja a equagao 2.126). A figura 2.9 nos
mostra o espectro de energias desprezando o termo constante (independente de n). Podemos
observar que a diferenca de energia entre os polaritons pares e impares ¢ nao-linear,

0En = By — B_n = hQa(A). (2.133)

Mesmo em ressonancia, temos que tal nao-linearidade ainda é vista e a diferenca cresce pro-
porcional & V7. Esta nio-linearidade torna possivel que um sistema de cavidades acopladas
seja um potencial simulador de sistemas quanticos fortemente correlacionados, pois podemos
induzir interagoes efetivas nao-lineares entre fétons.

A(n+1)0

‘i #ngl

> Al(n-1)02
A/g— — o0 A/g=0 A/g— o0 (n-1) 0

Figura 2.9: Espectro de autoenergias do Hamiltoniano JC. (Esquerda) Representagdo dos niveis
de energia para um numero n de excitagoes em fungdo da dessintonia A (veja a equagao 2.132).
As linhas tracejadas representam as energias para o caso sem interagdo, mostrando que a interacao
abre o gap. Para melhor vizualizagao, ignoramos os termos constantes (em n) de energia. (Direita)
O mesmo resultado para mais valores de n, retirado de [71].

Vamos calcular os autoestados de H,,,; e sua relacao com a base nua em termos do niimero
permitido de fétons. De acordo com a equacao secular, temos

(st oy ) (3 ) -2 (52) e

mantendo o vinculo de que os autovetores sao normalizados, isto é,
2 2
oy +p1 =1 (2.135)

Com a relagdo acima, temos trés equacoes para duas incégnitas. Podemos entao usar a

equagao h(wn + wp)ay + hgy/n + 184 = E4 ,a4 e substituir 8, = /1 — 2. Assim,

gvVn+1
VA+Q)2+2n+1)

L =
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Substituindo a; na equacao 2.135,

A+Q,
VA +Q)2+2n+1)

By =

A equacao 2.135 nos permite fazer um mapeamento de ay e 5, em um circulo unitario,
sin(6,) = ay, cos(0,) = B+,

onde #,, pode ser calculado fazendo a seguinte observacao,

cos(20,,) = cos*(6,) — sin*(6,,) = Qé’
sin(26,,) = 2sin(6,) cos(6,,) = g g+ 1,

de modo que tan(26,) = gv/n + 1/A. Entao,

1 _1<g\/n—|—1)
0, =—=tan" | —/——— ).

5 X (2.136)

Note que no caso ressonante temos que o angulo para qualquer n é dado por

NS
lim 0, = - lim {tan_l (%)} =2 v (2.137)

1
AS0 2 AS0 4’
Repetindo o procedimento acima para calcularmos a_ e 5_ nds descobrimos que
2 2 2 2
al =37, pZ =a7.

Observando apenas os quadrados, nés perdemos a informagao acerca dos sinais. Para o caso

ressonante (A = 0), temos que f_ = —a,. Finalmente, obtemos os autoestados de ]:In+1,
|+,n+ 1) =sinb, |n,e) + cosb, |n+1,g), (2.138a)
|—,n+1) =cosb, |n,e) —sinb, |n+1,g). (2.138Db)

Observe a figura esquematica 2.10 para uma melhor vizualizagao. O estado de vacuo total
(onde nao ha excitagoes) corresponde ao estado de energia zero |£,0) = |0, g) = |vac). Note
que, se comegarmos com o estado excitado |0, e), haverd uma probabilidade finita de estar
em um dos polaritons |+,1) = [|0,e) £]1,¢)]/v2 (caso A = 0). E importante observar com
isso que este estado inicial ativa apenas o subespaco de uma excitacao, a escolha do estado
inicial é de extrema importancia, pois nosso sistema é fechado.

Mapeamento polaritonico

Os estados obtidos acima sao conhecidos como estados vestidos. Os estados vestidos misturam
excitagoes do campo (fétons) e excitagoes atomicas. Desse modo, eles consistem em polaritons
pares (|4+,n)) ou impares (|—,n)). Aqui n é o nimero de excitagoes. Nao confundir com o
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| +,3>

|e,2> Q,
|g,3>

+,2>
|e, 1> \ I+
QZ
|9,2> / 25
e,0> | +,1>
E-21
1g,1> |-,1>
19.0>

Figura 2.10: Esquema de niveis de energia para os estados nus e vestidos comparativamente.

nimero permitido de fétons. Nos préximos capitulos, quando vermos |+, n), n é o autovalor
do operador niimero de ocupagao polaritonico 7, = a‘ta + 6+t6~ que agora dé o nimero de
excitacoes atomicas mais fotonicas. Podemos escrever os operadores polaritonicos de modo

que o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, na base {|vac), |+,n),|—,n)}, fica
f{JC == Z Ea,np(impa,na (2139)
n=0 a==%

onde a energia ¢ dada pela equagao 2.132 com ij e pa’n dados simplesmente pelas projecoes

PaTn = |a, n)(vac|, (2.140a)
P, = [vac)a,n|, (2.140Db)

cujas atuagoes em estados vestidos arbitrarios sao dados por

P(;rc,npa,n |B7 m> = 6&,55n,m |Oé, n> s (2141&)
Pon Pl |B.m) = 0o vac) (2.141b)

A escolha para escrever estes operadores aqui € 6bvia, pois o operador nos da um polariton
a partir do estado de vacuo que é tnico. A partir destas definicoes podemos escrever os
operadores de criacao e aniquilagao fotonicos em termos de PaTn e Pmn. Isto sera 1util quando
formos tratar da atuacao destes operadores em estados vestidos.

Para finalizar o mapeamento, devemos ser capazes de escrever os operadores de criagao e
aniquilagao usuais em termos dos operadores de criacao e aniquilagao polaritonicos. Ja que
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vamos relacionar ambas as bases, vamos escrever tudo em termos do niimero de fétons para
nao haver confusao. Primeiro, reescrevemos as equacoes 2.138 na forma matricial

l+,n+1) \ [ sin6, cosb, In, e) B In, e)

( |-, n+1) /) \ cosf, —sinb, In+1,9) =1In In+1,9) ) (2.142)
Também sabemos que o operador de aniquilacao fotonico atua diminuindo por um o nimero
de fétons

o |+n+1) |+, n)
=M, , 2.143
a( |—,’I’L+1> |—,TL> ( )

onde M, é uma matriz de transicao que depende de n. Mas, a atuagao de a no lado direito
da equacao 2.142, isto é, nos estados nus, nos da

(il ) = (0 ) (M)

(o) - (")

Podemos entao igualar as equacoes que relacionam M, e T,, através dos estados nus,

it (157 ) = (0 ) (M)

e obter finalmente a matriz de transicao,

_ vno 0 1
A@_ﬂ<o g1 ) T (2.144)

cujos elementos de matriz podem ser escritos explicitamente como

e ainda,

M = \/nsinf, sin6,_; + vn + 1cos b, cosb,_1, (2.145a)
M}~ =+/nsinb, cosb, | — Vn+1cosf,sinb,_, (2.145Db)
M- = \/ncosf,sinb,_; —vn+ 1siné, cosf,_1, (2.145c¢)
M~ = \/ncosb, cosb,_1 + vVn+ 1sinb,sinb,_;. (2.145d)

Conhecendo os elementos de matriz de M,,, a aplicacao do operador de aniquilagao nos
estados vestidos é conhecida via 2.143 ou simplesmente,

alB,my = Z M5 o/ m — 1)

o'=%

- (ZZMS“’ ol - 1><a,n\) 3.m)

n o,
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Assim, é facil usar as definigoes dos operadores em 2.140 para reescrever a equacgao acima
como

:i > MyPL Pan, (2.146a)

n=1 a,a/=+%

i Z M P s P (2.146b)
n=1 a,a'==+

onde agora ja voltamos a escrever em termos apenas do nimero de excitagoes. Para obter
a equacao para a' repetimos o mesmo procedimento acima. Observei que os elementos da
matriz de transicao para a' se assemelham ao que obtemos para @ mas com n — n + 1 e os
elementos fora da diagonal trocados, como pode ser visto na equacao acima.

Esta representacao é 1util para estudar o sistema na base vestida e também sera 1util para
calcular alguns regimes de acoplamento no modelo de Jaynes-Cummings-Hubbard que serd
mostrado mais adiante.
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Rede de cavidades acopladas

Vamos agora estudar a teoria quantica da interacao luz-matéria para uma rede de cavidades
acopladas. Para isto, é necessario rever a quantizacao do campo eletromagnético considerando
um meio material, ou seja, a rede de cavidades. E interessante ressaltar nesse caso que vamos
tratar sempre de uma rede peridédica. Entao, algumas propriedades como o teorema de Bloch
poderao ser aplicadas. Diante disso, poderemos conectar o resultado da quantizacao com os
resultados do modelo de Jaynes-Cummings.

3.1 Formulacao macroscoépica do eletromagnetismo

Para um material sem polarizacao e magnetizacao, isto é, nao ha fonte, as equacoes de
Maxwell na matéria sao escritas como

V:-D=0 V:-B=0
0B oD
E=-== H=— 1
V x r V X 5 (3.1)
onde os campos auxiliares sao conectados com os campos E e B via
D(x,t) = goe(x)E(x, 1), (3.2a)
B(x,t) = poH(x, 1). (3.2b)
Podemos ainda introduzir os potenciais escalar e vetor do mesmo modo que antes,
0
E(X7t) = _V¢(X7 t) - EA(Xa t)a (338’)
B(x,t) =V X A(x,t). (3.3b)

Substituindo nas equacgoes para o divergente do campo de inducao magnética e na lei de
Ampere, obtemos

V. [e(x)Vo(x,t)] + %V - [e(x)A(x,t)] =0, (3.4a)
V X [V X A(x,t)] + %g—;A(X,t) + g(:;) %ngﬁ(x,t) = 0. (3.4Db)

95
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Fica claro que a escolha do gauge de Coulomb muda na presenca de matéria e se torna

V . [e(x)A(x,t)] = 0. Novamente, ndo havendo fonte, temos que ¢(x,t) = 0. Assim,
e(x) 92

V X |V X A(x,t)]+ ——=—A=0. 3.5

VX AGH] 45 (3:5)

Podemos fazer a quantizacao do campo eletromagnético através apenas do potencial vetor. O

conjunto completo das fungoes de modos de campo w, (x)e 7! que vao aparecer na expansao

de A(x,t) devem satisfazer
2

V X [V X w,(x)] — e(x)‘;’—wa(x)

. : (3.6a)
V- [e(x)ws (x)] =

: (3.6b)

0
0
onde as solugoes sao denotadas pelo indice o.

3.2 Quantizagcao em uma rede peridodica

Considere que o meio em que o campo estd inserido é uma rede periddica de cavidades
acopladas. Desse modo, a permissividade elétrica vai carregar a periodicidade da rede,

e(x) =e(x+R), (3.7)

onde R é um vetor de rede e a permissividade local centrada no sitio R serd chamada de
er(x). A permissividade elétrica descrita deste modo faz com que o féton se desloque na
rede como se houvesse um potencial efetivo que carrega a periodicidade da rede. Tal sistema
é semelhante a um elétron se movendo em um sélido cristalino, onde um potencial periédico
devido aos atomos carrega a periodicidade da rede. Podemos entao usar o teorema de Bloch
para o potencial vetor, de modo que

A(x+R,t) = e*RA(x,1). (3.8)

Entao, considerando que o campo é monocromatico com polarizagao fixa, a expansao de A
¢ da forma usual, onde w(x) é a fungdo de Wannier,

A(x,t) =D w(x — Ry,)elRnet), (3.9)

onde R,, = Rn com n uma tupla de inteiros. Em cada sitio, a fungao de Wannier é caracteri-
zada pela permissividade local eg(x) e frequéncia w,. Representa a parte espacial dos modos
da cavidade. Para um campo monocromatico de polarizacao fixa, vamos omitir o indice o e a
frequéncia serd w.. Desse modo, para a rede periddica, a permissividade elétrica na equacao
3.6a sera a local, eg(x).

Agora estamos aptos a resolver o problema e determinar qual a contribuicao para w no
Hamiltoniano 2.36 do campo livre quantizado. Primeiro, vamos substituir a expansao acima
na equacgao 3.5,
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mas, de acordo com 3.6a, conhecemos o lado direito da equacao. Assim, substituindo e
reorganizando,

w? Z e(x)w(x — e Bn — ()2 ZER x — R,)w(x — R,)e® R,

multiplicando ambos os lados por w*(x) e integrando em todo o espaco, podemos encontrar

uma expressao para w

2 _ 22 fdst x — R,)w*(x)w(x — R, )exRn
>, [ dxe(x)w*(x)w(x — R,)eRn

(3.10)

Como mencionado, o sistema se comporta semelhante a um elétron se dispersando em
uma rede cristalina. Do mesmo modo, podemos escrever w em termos dos parametros de
tight-binding. Sé precisamos separar nos somatorios o termo n = 0 e lembrar que as fungoes
de Wannier satisfazem

/dxaR(x)w*(x)w(x) = 1. (3.11)

Entao, obtemos a frequéncia w em termos dos parametros de tight-binding,

2 2 1+ Znyﬁo eik.Rnﬁn
W =w; . : (3.12)
14+ 0l + Zn;&ﬂ ezk-Rnan

onde os parametros f3,, 7 e a, sao dados por

Bn = /dx er(x — Ry)w* (x)w(x — R,), (3.13a)
y = / dx [£(x) — ex (3] w* (X)w(x), (3.13b)
ap, = /dxe(x)w*(x)w(x -R,). (3.13c)

Considerando que fora da cavidade as fun¢oes de Wannier decaem rapido, podemos con-
siderar que as integrais [3,, e «,, estao restritas aos primeiros vizinhos, de modo que os unicos
termos que sobrevivem serao i1 e a41. Além disso, devido a simetria, essas integrais sao
invariantes sob a inversao de sinal de n. Obtemos entao,

5 s 1+2cos(k-R)S; 5| —7v+2kcos(k-R)
W' = w; = . +1f,
14+v+2cos(k-Ry)ay L+y+2 0 Rra
onde escrevi k = 31 — aq, ou seja,
K= /dx er(x — R) — e(x)] w*(x)w(x — R,,). (3.14)

Supondo que as quantidades satisfazem v, a; ~ 0, podemos escrever w na forma

W~ wey/1+2kcos (k- R) ~w.[1+rcos(k-R)|,
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onde expandi a raiz em série de Taylor e manti os termos até primeira ordem. Podemos
expandir também o cosseno em série de Taylor até primeira ordem em k « R e obter

W R We T Wek. (3.15)

As aproximagoes sao vélidas no limite de longo comprimento de onda, isto é, k - R ~ 0.

A interpretagao do resultado acima é clara. O primeiro termo descreve uma contribuigao
no sitio em que o féton se encontra, enquanto que o segundo termo sao as contribuicoes entre
os primeiros vizinhos. Podemos entao combinar este resultado com o Hamiltoniano 2.36,

JCH Z Ata
Hcampo - (W5ij + wmij) a;a;.
12
Note que a energia foi deslocada para nao termos uma energia constante no Hamiltoniano.
Podemos absorver w em k;; e defini-lo como negativo wk;; — —k;; sem perdas. Além disso,

a constante de tunelamento (ou hopping) vale k;; = K para os primeiros vizinhos e x;; = 0
para os outros casos. Finalmente, obtemos o Hamiltoniano do campo

HIGh, =w> ala— k) ala, (3.16)
i (i)

onde a notagao (i, j) significa que a soma é apenas entre os primeiros vizinhos.

3.3 Modelo de Jaynes-Cummings-Hubbard

Figura 3.1: Possivel arranjo experimental para o modelo de Jaynes-Cummings-Hubbard: uma
rede de cristal fotonico. Os buracos da rede conseguem criar um indice de refragao de tal modo que
prende os fétons em uma dada frequéncia. Nos defeitos, isto é, os sitions onde nao hé buracos, se
formam as cavidades. Em vermelho, estdo denotados os atomos que formam sistemas de dois niveis
postos um em cada cavidade. Retirado e adaptado de [66].

O Hamiltoniano do modelo Jaynes-Cummings-Hubbard possui a contribuicao 3.16 para
o campo e o acoplamento é o de Jaynes-Cummings que ja obtemos. Explicitamente, o
Hamiltoniano total pode ser escrito

BN =SB 4 (3.17)

onde a parte I:[hop corresponde ao segundo termo no Hamiltoniano do campo. A forma do
acoplamento entre as cavidades, o termo de hopping, vai depender da geometria do arranjo
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desta rede periddica. Por exemplo, no caso uma rede linear e unidimensional de N cavidades,
podemos escrever, nesse caso, o termo de hopping como

N-1
Huop = —1 Y ala; = —kY (ajﬂai n h.c.) . (3.18)
(4.4) i=1

A figura 3.1 nos mostra um exemplo de experimento para a vizualizacao do modelo JCH
envolvendo cristais fotonicos, onde é possivel criar uma rede unidimensional de atomos.
Reorganizando o Hamiltoniano total de acordo com o ntmero total de excitacoes, o Ha-
miltoniano é escrito como diagonal em blocos H'H = diag[H® , H® H® ...], onde HY)
denota o Hamiltoniano na base de estados com um niimero fixo de j excitacoes. Este sistema
pode admitir um grande numero excitagoes e resolvé-lo é muito dificil. Mesmo numeri-
camente, este tipo de sistema necessita de métodos bastante avancados para estudar suas
solugoes. Desse modo, vamos nos restringir a estudar formas aproximadas e ao subespaco de

uma excitagao.

3.3.1 Métodos aproximados

De modo geral, tratamos dessa parte no ensamble grande canonico, entao vou adicionar o
termo relacionado ao potencial quimico g,

j (i.3) J

onde o considerei igual em todos os sitios, nao ha desordem, e ; = &}dj + 6;6; é o operador
numero polaritonico da cavidade j. Nao é facil, e muitas vezes nao é possivel, obter as
autoenergias deste Hamiltoniano exatamente. Desse modo, vamos estudar o sistema através

de diferentes aproximacoes para obtermos um melhor entendimento do problema.

Regimes de interagao: limite atomico ou de fraco tunelamento

Vamos considerar aqui que k < g de tal modo que o termo de hopping é desprezivel, nao é
permitido tunelamento entre as cavidades adjacentes. Todas as excitacoes ficam presas nas
respectivas cavidades. O Hamiltoniano é entao dado simplesmente pela forma desacoplada,

A, = (1 = i), (3.20)

J

cujas autoenergias sao localmente dadas pelas energias do modelo de JC menos uma cons-
tante proporcional a p. O autoket correspondente ao estado fundamental do sistema sera
entdao dado pelo produto direto dos autokets locais |treqe) = ®§V:1 |10cal) ;- J& vimos que
os autoestados locais, isto é, os autoestados do modelo de JC (poldritons), nos leva a dois
estados, um de maior energia |+, n) e outro de menor energia |—,n). Desse modo, a fungao de
onda do estado fundamental local deve corresponder a um dos autoestados de menor energia
ou ao estado de vacuo.



60 CAPITULO 3. REDE DE CAVIDADES ACOPLADAS

Para estudarmos o estado fundamental nesse regime de interacao podemos primeiro obser-
var que quando (w — u) > g, |A| o estado fundamental é o estado de vécuo, ou seja, o estado
|vac). Saindo deste regime, diminuindo a diferenga (w — u), vamos chegar a um ponto onde
adicionar uma excitacao ao sistema possui o mesmo custo energético que o estado de vacuo.
Desse modo, podemos encontrar a seguinte relacao de degenerescéncias E( ) =Y )n 41- As-
sim, obtemos a seguinte relacao,

Heft 1
= — [Q.(A) — Q11 (A)], 21
T (8) = D (A) (3.21)
onde a funcao Q,(A) ¢ a frequéncia generalizada de Rabi e a diferenga (w — ) = — e atua

como um potencial quimico efetivo.

De acordo com o que vimos, no limite em que a interacao atomo-campo domina, o niimero
de polaritons é fixo em cada sitio para um dado conjunto de parametros. Quando o niimero
total de polaritons é um multiplo inteiro do niimero de cavidades, este regime se assemelha a
fase isolante de Mott. Esta fase é bem conhecida do modelo de Bose-Hubbard para o estudo
de sistemas quanticos de muitas particulas bosonicas.

Regimes de interagao: forte tunelamento

Neste caso nés vamos considerar que « >> g de tal modo que o termo de interagao proporcional
a g € desprezivel. Isto significa que a interacao atomo-campo se torna proibida. Podemos
entao assumir que nao héa excitagoes atomicas no sistema, desde que estamos interessados no
estado de menor energia do sistema. Entao, o Hamiltoniano no regime de forte tunelamento

é, simplesmente,
S = (w—p)> ala; — kY alay. (3.22)
J i,j

Este Hamiltoniano pode ser diagonalizado exatamente no espago dos momentos. Vamos
entao tomar a transformada de Fourier do operador de aniquilacao,

. 1 ~ ikex
a; = —F— aye "% 3.23
TR o (3:23)

onde a soma engloba todos os vetores de onda na primeira zona de Brillouine. Assim, podemos
reescrever o Hamiltoniano acima da seguinte forma

Hig' = Z Zakak/e (- “Z D afaneetxTE), (3.24)

k,k’ k,k’

A primeira equacao é simplificada observando que a soma em j nos dd uma delta e sobra
apenas uma soma em k. Prosseguindo com a simplificacao do Hamiltoniano acima, podemos
introduzir a decomposigao x; = x; + R, onde R ¢ o vetor da rede que conecta o sitio ¢ ao seu
primeiro vizinho j. Vamos considerar agora que nossa rede é uma rede cubica simples. Os
vetores da rede R sao, simplesmente, R € {(=%a,0,0)7, (0, %a,0)T, (0,0, 4a)”}, onde chamei
de a a constante de rede. Substituindo tudo no Hamiltoniano, obtemos

Hﬁng = Zakak - /@ZZ Zaka ekl i ik R (3.25)

k .k’
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Novamente, a soma em ¢ nos leva a uma delta e sobra apenas uma soma em k. Abrimos
a soma sobre R usando, explicitamente, as componentes do vetor de onda k = (ky, ks, k3)T
para obter, finalmente,

3
]:Igng = Z (w—p)— 2/{2 cos (k;a) | afdy. (3.26)

k i=1

De modo que as autoenergias deste Hamiltoniano que sao dadas por

E(k) = (w—p) — 2k Y _cos(kia). (3.27)

=1

E importante observar que quando o tunelamento fotonico domina totalmente o acopla-
mento atomo-campo, isto é, no regime de forte tunelamento, o estado fundamental consistira
de fétons completamente espalhados na rede. Isto é observado pelo fato de que o Hamilto-
niano no espaco de Fourier é local F[}{SPH =>.F (k)&ltdk e, devido a relacao com o espaco
real, temos que as excitagoes estarao delocalizadas no espaco real. Esse comportamento se
assemelha a fase superfluida de um sistema quantico de muitas particulas bosonicas, bem
conhecido através do modelo de Bose-Hubbard.

Teoria de campo médio e transicao de fases

Vamos prosseguir com o método da teoria de campo médio. Primeiro, fazemos uma de-
composicao dizendo que s6 hd uma perturbagao em torno do valor médio, a; = (a;) + da; e
&ZT» = (dg )+ (5&}. Através da aproximacao de desacoplamento, isto é, mantendo em primeira
ordem, podemos escrever a}a; = (a])a; +a (a;) — (al)(a,). O parametro de ordem do sistema
aqui é o préprio valor médio, (a;) = (a;) = ¥ que é complexo. Desse modo, substituindo no
termo de hopping, obtemos

Y = kY (q/*&j +alw— |\p|2)
(W)
— 20y (aj +al - \1/> , (3.28)
J

onde 2z é o niumero de coordenacgao da rede. Em uma rede linear unidimensional temos z = 2 e
para uma rede cibica simples, z = 3, ou seja, é o nimero de primeiros vizinhos. Note que na
ultima equagao considerei W real. Isto é possivel através de uma transformagao do grupo U (1)
(fase global), assim como fizemos para o termo de acoplamento dtomo-campo. Finalmente,
podemos escrever o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings-Hubbard na aproximacao de campo
médio,

AMF — Z [ﬁlj‘]c — 2kW (&; + dj) +26|0 = p ﬁj] : (3.29)

J
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Podemos incorporar alguns termos, definindo

=3 [(w — Wi+ A6ToT + (6T + 67al) + 2k[ T — kT (a} + aj)]
J
= [ﬁ[]@ + f/j] (3.30)
J

onde o termo quadratico em ¥ entrou como um deslocamento na energia do Hamiltoniano
nao perturbado e a parte perturbativa é apenas VJ = —rz¥(a;+ &}). No estudo de transicoes
de fases, a teoria de perturbacao é aplicada para encontrar as correcoes nos autovalores de
energia, visto que estamos aqui considerando que ¥ é pequeno. Com o uso destes resultados,
o fenomeno de transicao de fases pode ser estudado via teoria de Ginzburg-Landau [73]. Para
calcular a transicao de fases entre isolante de Mott e superfluidez, é necessario calcular as
corregoes de energia até a quarta ordem. Podemos observar também que, devido a simetria
U(1) deste Hamiltoniano, todas as perturbagoes fmpares sao nulas. Deste modo, é feita a

expansao de Landau
E_ (V) = Ag + AgW? + AUt ... (3.31)

Sé precisamos minimizar a funcao acima e obter o diagrama de transicao de fases. Nao vamos
nos a este problema explicitamente neste trabalho, pois o nosso interesse principal nao é o
estudo do fenomeno de transicao de fases. Note ainda que mencionei calcular as correcgoes
para o estado fundamental. Por isso sao ignorados os estados de polaritons pares.

3.3.2 Subespaco de uma excitacao

Vamos agora estudar o Hamiltoniano no subespaco de uma excitagao, isto é, hd apenas um
atomo excitado ou um foton passeando na cadeia. Neste subespaco, o sistema é obviamente
descrito pelo Hamiltoniano HO - veja o esquema na figura 3.2. O Hamiltoniano é gerado
pelos kets |1,) = al |vac) e |e,) = 6 |vac), onde o estado de vacuo no sistema de cavidades
é |vac) = |g,0),19,0),---|g,0) 5 e & denota a posicdo da cavidade. Assim, a dimensao do
espaco de Hilbert é duas vezes o nimero de cavidades. Mesmo no subespaco de uma excitacao
o sistema possui uma dinamica bastante rica e vamos estudar em detalhes.

Figura 3.2: Representacao esquematica do modelo de Jaynes-Cummings-Hubbard no subespago
de uma excitac@o. Retirado e adaptado de [66].

No inicio da subsecao anterior foram mostrados os dois regimes de interagao do sistema.
Note que negligenciando g ou x nés perdemos muita informacao do sistema de interesse e
temos apenas uma compreensao basica do sistema observando o que ocorre quando estas
interacoes estao ausentes. Porém, no subespaco de uma excitacao temos um pouco mais de
liberdade para estudar analiticamente tais regimes de interacgao. De fato, representando o
sistema em diferentes bases podemos observar, através da representacao de interacao, quais
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termos sobrevivem na aproximagao de onda girante. Por simplicidade, nao vou carregar h
nos calculos seguintes, isto ¢, h = 1 sem perda de generalidade.

Modos normais e regime de forte tunelamento

Como as energias atomicas hwg e a energia de acoplamento entre cada atomo com o campo,
hg, foram considerados uniformes em toda a rede, nés podemos escrever o Hamiltoniano
como uma soma de N interagoes do tipo Jaynes-Cummings desacopladas H'°H = ™ Hy,
com

Hy = wpdl iy + woBl B + g (@Lﬁk + B,Zozk) , (3.32)

onde &y, = |[vaclay| e Br = |vac)Sx| sdo os operadores de modo normal do campo e do
atomo, respectivamente. Temos entdo que, no caso do campo livre, {|ax)} é o conjunto de
N autoestados do Hamiltoniano de hopping, cujos autovalores sao {ay}. Desse modo, cada
estado é da forma |ag) = > vk, |1.). Por outro lado, os estados do dtomo sao andlogos aos
do campo e possuem a mesma distribuigao espacial, isto é, as mesmas amplitudes |F;) =
> s Uk |€2). Porém, todos os estados |fx) possuem o mesmo autovalor associado wy.

O Hamiltoniano total é representado por uma matriz diagonal em blocos 2 x 2, seus
autoestados sao calculados como simplesmente

Vi) =AY low) + By [Br) (3.33)
onde temos que
29
Ay = , 3.34a
T L S (3.34D)

A, = wy — wy ¢ a dessintonia entre as frequéncias de modo normal do dtomo e do campo e
Q. = /A2 +4¢? é a frequéncia de Rabi correspondente. Além disso, os niveis de energia
locais sao dados por

1
¢F) = 5 (6o +wi Q). (3.35)

Para alcancarmos o regime de forte tunelamento, nés precisamos ir para a representagao
de interacao,

Hi(t) =g (Z al By + h.c.) . (3.36)

Observe que, se colocarmos wy em ressonancia com um dado modo &/, teremos um tnico
termo independente do tempo (A = 0). Se considerarmos que g < {Ap.}, todos os
termos restantes sao de rapida rotacao e podem ser ignorados. Desse modo, quando voltamos
para a representagao de Schrédinger, obtemos o Hamiltoniano efetivo,

Ho = Ho+ 3 (wk@z@k + wOB,ZBk) . (3.37)
k!
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Esta equacao descreve uma tnica interacao do tipo Jaynes-Cummings existindo em um
modo k', gerando um par de estados vestidos |¢f§> enquanto que todos os outros modos estao
desacoplados. Neste regime, isto é, no regime de forte hopping, se prepararmos um atomo
excitado em uma dada posi¢do zg, digamos |¢(0)) = |es,), a excitacdo pode ficar presa
dependendo da natureza do espectro do campo livre e das condigoes de ressonancia. No caso
fora da ressonancia, wy, # wy para todo k, temos que |[p(t)) = e |h(0)) = e ™ot e, ).
De fato, neste caso a excitagao atomica congela na cavidade inicial xq. Por outro lado, se
wp é colocado em ressonancia com um dado modo nao-degenerado k’, de modo a criar uma
interacao do tipo JC entre estes modos, os coeficientes atomicos evoluidos no tempo podem
ser escritos como

Cax(t) = e 0 Z VkaVk 2y + €OS (91) U 2V 4o | (3.38)
s

e como Y, VgV, = 1 (= 0) para x = 1y (z # 7¢) devido a ortonormalidade, a probabili-
dade de retorno serd

Paao(t) = |a (0)* = [L + [vrr.a0|* (cos gt — 1)]*. (3.39)

Em outras palavras, o tanto de informacao liberada pela excitacao inicial depende total-
mente da sobreposi¢ao (ou overlap) entre |Sx) e |ey,). Como estamos tratando de uma rede
uniforme, o espectro do campo livre consiste de ondas planas da forma vy, o sin (kz), com
k=mm/(N+1)em=1,...,N. Entao, o overlap deve ser suficientemente pequeno para
reter a maior parte da amplitude. Desse modo, para um N finito, parte da probabilidade
atomica flui periodicamente do estado inicial alcancando os outros estados atomicos em fase
como

Pa(t) = |vk/’$vz,7x0|2(cos gt —1)? (3.40)

para x # .

Ao escrever o Hamiltoniano total como soma de interacoes do tipo JC e utilizar esta
representacao conveniente, nés podemos alcangar analiticamente um dos regimes de interacao,
onde g < k. Podemos, neste regime, escolher um modo fotonico em particular e coloca-lo
em ressonancia com wg para acionar um par de estados tipo JC vestidos ‘@Z),jf,>

Base polaritonica e regime de fraco tunelamento

Esta base de estados foi apresentada no capitulo anterior e, como ja vimos, sao os autoesta-
dos do Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, isto é, de cada cavidade. Desse modo, podemos
reescrever o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings-Hubbard em termos dos operadores pola-
ritonicos locais Pam,x = |vac), (o, n|. Aqui, obviamente, ndo vamos considerar os termos
com mais de uma excitagao. Assim,

N N
ST B Ap A A [ 4 oA
H=3 (g"PLPratg PP o)+ 5 (PLPu+PlLPL)
z=1 =1
~1
K > > ~ - A~ A ~ A~
- § Z (Pl’xp"_’x"'l T PLxP_@_H + PLwP—,ﬂ?-I-l + Pi,mp+,x+1 + hC) ) (341)

r=1
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onde abreviamos ]5&71, = Aa,lyx e gt = (w+wp)/2+ ¢g. O Hamiltoniano acima é equivalente a
uma dupla rede do tipo tight-binding totalmente conectada através dos termos de troca que
conectam todos os polaritons pares |+)_ e impares |—) . Tal sistema pode ser simplificado
quando g > k, /A, pois ambas as redes se tornam efetivamente desacopladas, isto é, os
termos que conectam os poldritons pares aos impares sao ignorados por serem de rapida
rotagao. Além disso, podemos observar que quando A = 0 os kets |£)  sdo os estados que
diagonalizam cada célula JC (cada cavidade), acabando com suas conexoes. Neste regime
de interacao o sistema se comporta efetivamente como uma cadeia de spin XY onde spin up
(down) corresponde a presenga (auséncia) de poldritons. Isso ocorre porque os operadores
polaritonicos obedecem a mesma algebra que os operadores de escada de spin—1/2 (6%). A
dinamica de excitacao atomica se assemelha com a propagacao de uma tnica particula se
propagando através de duas cadeias efetivamente desacopladas, se espalhando balisticamente,
com uma constante de hopping k/2. A principal diferenca aqui é que as excitagdes atomicas
sao continuamente convertidas para fotonicas e reconvertidas para atomicas a uma taxa g.
A excitacao fotonica é a responsavel pela propagacao da excitacao atomica através da rede.
Os coeficientes atomicos podem ser escritos neste caso como

Caz(t) = cos (gt) Z e_i“”“t/kawvzvxo. (3.42)
k

Se o sistema for inicializado em um estado polariton par (impar), a contraparte impar
(par) nao participara da dinamica.
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Emaranhamento quantico

Emaranhamento quantico ¢ uma das propriedades mais intrigantes da natureza sem analogo
cléssico [50]. E uma manifestacao chave na fisica de muitos corpos, pois desempenha um pa-
pel significativo nas transigoes de fase quanticas [4, 93, 74]. Além disso, emaranhamento é um
recurso fundamental em problemas de processamento de informagao quantica, como teleporte
quantico [9], criptografia quantica [32, 38] e codificacdo quantica densa [11]. Assim, a fim de
projetar tal classe de protocolos, precisamos ser capazes de transmitir propriamente os esta-
dos quanticos e estabelecer emaranhamento sobre qubits arbitrarios distantes [29, 24]. Obter
o claro entendimento dos canais de informagao quantica €, portanto, um passo fundamental
para a construcao de redes quanticas em grande escala [56, 84]. As técnicas experimentais
para a manipulacao de emaranhamento atomo-campo em cavidades sao apresentadas em
detalhes por Raimond et al. em seu artigo de revisao [78]. Nesse capitulo, estaremos interes-
sados em definir quantificadores de emaranhamento, recurso chave para estudar e classificar
redes quanticas.

4.1 Emaranhamento de estados puros

Um sistema que é completamente definido por um tunico estado é um estado puro. Por
exemplo, um qubit |¢/) = (|0) + |1))/v/2 é um estado puro. O seguinte estado bipartido
também é outro exemplo,

_ |00y +]01) 0)5 +11)g
= 5 =0 e e, (4.1)

Os estados mencionados acima sao separaveis, isto significa que podemos decompor o
estado em termos de estados de seus subsistemas, como pode ser visto na tultima igualdade
da equacao acima. Quando é impossivel separar dessa forma, o estado é chamado de emara-
nhado. Entao,

[¥)

L. |¥) = [¢) , @ [¢) g é um estado separavel;

2. Se [¢) # ) 4 ® |¢) 5 0 estado é emaranhado.

67
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Apesar da definicao parecer meramente matematica, existem profundas implicagoes relacio-
nadas principalmente a medigoes. O exemplo abaixo ilustra uma das implicagoes fisicas do
emaranhamento.

Alice observa a particula A e Bob observa a particula B. O estado

!
V2

¢ emaranhado. Antes que Alice mega 0%, Bob pode obter os resultados 0 = £1 mas, apds
ela fazer a medicao, o estado em B colapsa e Bob s6 pode obter um resultado.

Os estados puros possuem a vantagem de terem a separabilidade facilmente testada. E
util conhecer o teorema da decomposicao de Schmidt para vermos isto com clareza. Qualquer
estado puro |¢) € Hy ® Hp pode ser decomposto através do teorema da decomposigao de
Schmidt como [31],

) (10)410)5 + [1)al1) ) (4.2)

) = ZAZ- lia) lin), (4.3)

onde os estados sdo ortonormais, \; > 0, e >..A? = 1. Os A\? sdo os autovalores da matriz
densidade reduzida. Se existe apenas um A; diferente de zero, o estado é separavel. Caso
contrario, o estado é emaranhado. Se todos os \; sao iguais, o estado é maximamente
emaranhado. Note que a definicao vale apenas para sistemas bipartidos. Existem defini¢oes
para sistemas multipartidos, mas nao vamos nos ater neste trabalho.

4.2 Medidas de emaranhamento

Desejamos encontrar quantificadores que nos digam quanto emaranhamento esta contido em
um dado estado quantico. Podemos dizer que podemos definir infinitos quantificadores de
emaranhamento, pois o objetivo é definir se o estado pode ou nao ser decomposto. Formal-
mente, um quantificador de emaranhamento é qualquer funcao nao-negativa, real, que nao
cresce sobre operacoes locais e comunicacao classica. Dentre os varios quantificadores de
emaranhamento, vamos tratar aqui da pureza, a entropia de von Neumann e concorréncia.
Veremos como estas medidas estao intimamente relacionadas e, no capitulo seguinte, as duas
ultimas serao utilizadas para quantificar o emaranhamento em nosso sistema de interesse.
Estas medidas dependem do operador densidade e de seu traco parcial. Vamos entao calcu-
lar o operador densidade do sistema e escrever a matriz densidade reduzida do subsistema
que compreende os graus de liberdade atomicos.

O subespago de uma excitagao é gerado pela base {|1;) ,|e;) }, de modo que o estado geral

nessa base ¢é escrito
N

) =) (cralla) + casles)), (4.4)

i=1
onde cy; e c,; sao os coeficientes de campo e atomicos, respectivamente. No formalismo de
operador densidade,

N N
p= 10Xl =Y (erach, L]+ crach; 1LiXes] + caich; le) 1] + caich; eaes]) . (4.5)

i=1 j=1
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As medidas de emaranhamento mencionadas seguem tomando o traco parcial dos modos
da cavidade para obter p, = Tr[p],

Z|Cf7| |‘U’ u|+zzcalcajaz |‘U ‘U’| ]7 (46>

i=1 j=1

onde [{) = [g); - -+ |g) y- Em geral, p, é um estado misto e entao a componente atomica como
um todo é dita que esta emaranhada com o sistema fotonico. A forma diagonal de p, possui
apenas duas entradas II; = >, Jcpi|? e I, = 7, cai|?, ou seja, as probabilidades fotonicas e
atomicas.

4.2.1 Pureza

O operador densidade que descreve um sistema puro é, simplesmente, o operador projecao
p = [¥)X9|. Desse modo Tr(p?) = Tr(p) = 1. A pureza, para qualquer estado descrito por
uma matriz densidade p, é dada por

v = Tr(p?). (4.7)

O limite superior de v é igual a um, pois Tr(p?) < Tr(p). O limite inferior é obtido quando
um estado é completamente misto, isto é, p = 1,/d. Desse modo,

1

onde d é a dimensao do espago de Hilbert onde o estado esta definido. A relagao desta
quantidade com o emaranhamento quantico se torna clara: o trago parcial de um sistema
puro gera, geralmente, um operador densidade misto. O operador densidade reduzido é puro
somente quando o sistema é separavel. Para um sistema bipartido, é sempre possivel escrever
o estado através da decomposicao de Schmidt 4.3. Escrevendo o operador densidade a partir
deste estado, podemos observar que ambos os tragos parciais geram os mesmos autovalores
)\]2' Portanto, a pureza pode ser calculada através de qualquer um dos operadores densidade

reduzidos
v=Y <t (4.9)
J

4.2.2 Entropia de von Neumann

A entropia de von Neumann pode ser definida para um sistema quantico descrito por uma
matriz densidade p,

S(p) = =Tr(plog p). (4.10)

Esta medida é uma extensao quantica da conhecida entropia de Gibbs. Podemos decompor
a matriz densidade p = 3, p; [7)j| e reescrever S,

—> p;logp;. (4.11)
i
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Note agora a clara relacao entre a entropia de von Neumann e a entropia de Shannon em
teoria da informacao.

Observando que S = 0 para um estado puro, entendemos que a entropia nos da informagao
sobre o afastamento do sistema de um estado puro. Se pag € o operador densidade do estado
puro de um sistema composto, o trago parcial nos levara a um estado misto se as partes A e B
estao emaranhadas. Desse modo, a entropia S(pa), onde ps = Trp(pap), nos dé informagao
sobre quao emaranhada a parte A estd com a parte B. Se S = 1, o estado é maximamente
emaranhado e, se S = 0, o estado ¢é separavel.

A entropia de von Neumann possui varias propriedades interessantes e tteis. Vamos
enunciar algumas,

e S(p) =0, se p é puro;

Se p é puro, sua matriz correspondente é idempotente (p* = p) cujos autovalores sao 0

ou 1. Isto corresponde a entropia zero.

e S(UpU"), onde U é um operador unitario arbitrario;

U é unitario (UT = U™!), a transformacao p — UpUT é uma transformacio de simi-
laridade. Esta transformacao preserva o espectro de autovalores, entao a entropia nao
muda.

e S(pa) = S(pp), onde pa p é a matriz densidade reduzida;

Um estado puro bipartido [¢) pode ser decomposto através do teorema da decomposigao
de Schmidt decomposition como [¢)) = > . \; |ia) |ig), entdao p = [)()|. Tomando o
trago parcial do sistema A ou B dara o mesmo autovalor. Entao a entropia é igual.

e Operadores unitarios locais nao podem gerar emaranhamento.

Vamos mostrar tomando um estado bipartido. Podemos definir unitariedades locais
como U = Uy ® Up. Escrevendo [¢) = 3. ajxlja)kp). A aplicacdo de U neste
estado ¢ U Y) = > . a;xUalf) Uplk) = >, a;x|i") [K) = [¢'). Como Uy p sio
transformacoes unitarias, os kets ainda formam uma base ortonormal independente. A
decomposicao de ambos os kets [¢) and [¢)') dard o mesmo \;. Entao, unitariedades
locais nao podem gerar emaranhamento.

Finalmente, vamos calcular a forma da entropia para o nosso sistema. Através da entropia
de von Neumann, estaremos interessados em calcular o emaranhamento entre os graus de
liberdade atomicos e do campo. Temos que

S(pa) = —Trpalogy pa = —11, logy 11, — (1 — I1,) log, (1 — I1,), (4.12)
o que nos dé 0 (1) para um estado totalmente separavel (emaranhado). Vamos usar aqui a

convencao de que o logaritmo ¢é na base 2. Note que a entropia alcanca o valor maximo para
Iy =11, = 1/2, isto é, Spmax = —log, (1/2) = 1.
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4.2.3 Concorréncia

O calculo do emaranhamento através da entropia de von Neumann se d& através do trago
parcial de um p puro, onde p = |¢)1)|. Por outro lado, é possivel generalizar esta medida
para p misto. De acordo com o famoso artigo de Bennett et al. [10], o emaranhamento de
formagao F(M), onde E(1)) = S(pa) = S(pp), de um estado bipartido misto M ¢ definido
como o emaranhado menos esperado de qualquer ensemble de estados puros gerando M. E
dado o nome de “emaranhamento de formagcao” pois, para Alice e Bob gerarem o estado
M sem transferirem estados quanticos entre eles, eles devem compartilhar o mesmo E(M).
Neste trabalho, chamamos apenas de “emaranhamento”. O fato é, se ambos possuem este
mesmo montante de emaranhamento, sera possivel gerar M. Através dos mesmos argumentos
usados para S, obtemos que F(M ) nao pode crescer através de operagoes locais e comunicagao
classica. Podemos construir este entendimento através das seguintes defini¢oes,

e O emaranhamento de um estado puro bipartido ¢ é a entropia de von Neumann E()) =

S(pa);

e O emaranhamento F(&) de um ensemble de estados puros € = {p;, ¢;} é a média de
ensemble . p,E(1;) das entropias de formacao de estados puros;

e O emaranhamento E(M) de um estado misto M = ). p; [1;)¥;| é o minimo E(E)
sobre todos os ensembles £ = {p;, ¥;}.

Um caminho interessante seria estudar o emaranhamento de misturas de estados de Bell
de duas particulas. Os estados de Bell sao,

lex) = 7<m>+|u>> (4.13)
les) = ifﬂm ), (4.13b)
les) = %(\mwm) (4.13¢)
lea) = — (114) — 11). (4.13d)

Sl -

Desse modo, podemos escrever um estado puro nesta base

= Zaj le;) (4.14)

e o emaranhamento pode ser calculado através da entropia de von Neumann da matriz
densidade reduzida. Apds fazer este calculo, podemos obter a seguinte férmula [10],

E=H B(lth/l—ic*?)}, (4.15)

onde H(z) = —xlogy x — (1 — ) logy(1 — z) e a quantidade C' é escrita como a sobreposicao,
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Esta quantidade varia de zero a um, assim como F, e est4 monotonicamente relacionada com
E. Desse modo, C' é uma medida prépria de emaranhamento. Hill e Wootters a nomearam
de concorréncia [48].

Estamos interessados no emaranhamento para um estado arbitrario de dois qubits. A
generalizacao pode ser feita por meio da transformacao “spin flip”t. A operacao spin invertido
para um estado puro pode ser escrita

5) = o 1), (4.17)

onde [)*) é o complexo conjugado de |¢) quando escrito na base fixa {|1),|})} e o, é escrito
na mesma base. Para um estado geral p de dois qubits temos que a transformagao é da forma

p=(o,®0y)p (0, ®0y), (4.18)

onde a conjugagao complexa é tomada na base {|11), [T]), [{1), {4)}.
Em particular, podemos observar que a concorréncia para estados puros de dois qubits
pode ser escrita simplesmente como

C(y) = \(w]w}) (4.19)

Vemos que o estado de Bell |e4) ndo muda sob transformagao spin flip, a concorréncia é
méxima C' = 1. Por outro lado, o estado separdvel (ndo emaranhado) |f}) produz con-
corréncia nula. A generalizacao da concorréncia é simples,

C(p) = min Zpic(%‘)a (4.20)

{piit =

onde p descreve um estado misto arbitrario de dois qubits. O problema de minimizagao acima
foi resolvido por Wootters [103] por meio das transformagoes spin flip. Foi observado que
E(C') pode ser expresso em termos do operador Hermitiano R = \/,/pp,/p € a concorréncia
¢ escrita em termos dos autovalores de R. De modo alternativo, a concorréncia pode ser
escrita em termos das raizes dos autovalores do operador nao-Hermitiano pp. Ambas as
representagoes sao equivalentes. Em nosso trabalho, decidimos usar a segunda representacao.
Desse modo, a concorrécia é reescrita como

C(p) = max{0, v — V& — V& — Vi), (4.21)
onde {¢;} sdo os autovalores, em ordem decrescente, da matriz pp.
No nosso trabalho, a concorréncia é usada para calcular o emaranhamento entre um par
de sitios, 7 e j. Tomamos o traco parcial de p, sobre o resto dos sitios para obter a matriz
reduzida gerada pela base {|g;g;) , |e:g;) . |gie;) , leie;) },

1-— |Ca,i’2 - |C(17]‘|2 0 0 0
@ _ 0 |cw~|2 CaiCo; 0 499
P 0 CajChi ICajl® O (4.22)
0 0 0 0
Podemos finalmente calcular a concorréncia,
C (2] = 2lcnics,| = 2l ealts) (les) | (4.23)

Lspin flip pode ser traduzido como inversdo de spin.



Geracao e distribuicao de emaranhamento

Nos capitulos anteriores, fizemos uma anélise completa do modelo de Jaynes-Cummings-
Hubbard e seus regimes limite. Agora nds temos a capacidade de acompanhar temporalmente
o emaranhamento entre os graus de liberdade atomicos e fotonicos através da entropia de
von Neumann, assim como o emaranhamento entre pares de d&tomos através da concorréncia.
Este capitulo baseia-se em nosso artigo entitulado “Generation and distribution of atomic
entanglement in coupled-cavity arrays” publicado na revista Physical Review A [68].

5.1 Evolucao temporal e emaranhamento

O protocolo consiste em, inicialmente, preparar uma tnica excitagao no centro da cadeia
de cavidades acopladas. Ent@o, nés deixamos o sistema evoluir naturalmente via |¢(t)) =
e~ e, ), com xg = % e N sendo um numero impar para que exista apenas um modo
no centro da banda. No6s mantemos as frequéncias em ressonancia, isto é, A = 0. Como
ja discutido, isto aciona uma interacao do tipo Jaynes-Cummings entre os modos de campo
e atomico quando estamos no regime de forte tunelamento. Também note que v, N1 X
sin(mm/2) = 0 para m par. Como a ressonancia é posta no centro da banda, temos que
m = (N + 1)/2 deve ser um nimero impar. Por outro lado, ndo hé propagagao quando
g < k. QOcorre o congelamento atomico.

Dado o fato de que a funcao de onda atomica s6 pode se espalhar na cadeia mediada
pelo campo, a geracao de emaranhamento entre pares de atomos deve ser precedida pelo
desenvolvimento de correlagoes entre atomo e campo. Vamos ver como isto ocorre para
ambos os limites de interacao. A dinamica exata da entropia para o regime de forte hopping
g < k é mostrada na figura 5.1 em conjunto com a concorréncia entre pares de atomos.
A probabilidade atomica total I1,(t) = 1 — |vg 4,|?sin? (gt), assim como a entropia, evolui
com periodo T = 7/g. Metade do periodo da probabilidade de retorno, visto na equacao
3.39. Entao, dois ciclos de entropia cobrem, desde o inicio, a liberacao de energia de |e,,)
para os graus fotonicos de liberdade, seguido pela excitacao dos estados atomicos restantes
(veja a equagao 3.40) em t = T (quando S = 0) terminando com a recuperagao total do
estado inicial em ¢t = 27T por meio de uma segunda transicao através do modo fotonico.
Concorréncias atomicas sao definidas ao longo da mesma escala de tempo, atingindo seu

73



74 CAPITULO 5. GERACAO E DISTRIBUICAO DE EMARANHAMENTO
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Figura 5.1: Evolucao temporal exata da entropia de von Neumann e as concorréncias atomicas
Cyy.33,C31,33 para [¢(t = 0)) = |eg,) com zg = 21 em uma rede uniforme possuindo N = 41 sitios
operando no regime de forte tunelamento com ¢ = 1073k ¢ A = 0. A entropia oscila com periodo
T=mn/g.

maximo nos instantes t = T, 3T, 5T, - - - em fase, como ja implicito na equacao 3.40. De modo
geral, é crucial ressaltar que o grau de geracao de entropia, assim como o exato tempo da
concorréncia maxima sao governados pelo overlap vy 4,, j& que a comunicacao entre os graus
de liberdade atomicos e fotonicos no regime de forte tunelamento envolve trocas entre |a}) e
|3;.) em um tunico nivel k" em vez de todo o espectro. Outra caracteristica para observarmos
na figura 5.1 — e também por uma inspegao cuidadosa da equacao 3.38 — é que a concorréncia
envolvendo o atomo localizado no estado inicial zy supera o emaranhamento entre qualquer
outro par (a figura 5.1 mostra dois pares representativos). Isto é devido ao perfil espectral
da rede uniforme de cavidades acopladas, pois restringe o fluxo de |e,,), deixando assim
as cavidades restantes com recursos limitados para estabelecer o emaranhamento atomico,
especialmente para N grande.

Indo agora para o limite de fraco tunelamento (g > k), temos uma imagem totalmente di-
ferente. Nao hd modo especial desencadeando a dinamica. Todos os modos estao envolvidos e
os graus de liberdade atomicos estao completamente misturados com seus analogos fotonicos.
Assistido pelo espalhamento fotonico, a excitagao atomica inicial se espalha balisticamente a
uma taxa k/2. Como |e,,) é uma superposicao de poldritons pares e impares, geramos duas
cadeias efetivamente desacopladas. Enquanto que se propaga, a funcao de onda constante-
mente vai e volta para a sua forma fotonica em uma escala de tempo muito rapida. Neste
limite, a entropia ¢ alimentada pela probabilidade atomica total II,(t) = cos? (gt), impli-
cando que S(t) alcanga um méximo quando t = mn/(4g) para m fmpar (ou seja, quando
I1,(t) = 1/2). Observe que a propriedade acima é geral, pois vale para qualquer tamanho N
e padrao de hopping, com a dinamica atomica resultante sempre obedecendo as propriedades
espectrais subjacentes da rede de cavidades acopladas, contanto que ¢ seja maior que a lar-
gura de banda do campo livre e A. Portanto, dado que a geracao de entropia é local, a geracao
de emaranhamento atomica é totalmente dirigida pela dispersao ondulatéria. A figura 5.2
mostra a distribuigao de concorréncia para alguns valores de tempo quando I1,(¢) = 1 para
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(a) (b) (c)

1.0

101 Cwo.sk

Figura 5.2: Recortes temporais da distribuicdo de emaranhamento atémico (concorréncia) Cj ;
para (a) t = 20007/g, (b) t = 50007/g e (c) t = 100007/g, com g = 103k, tais que I (t) =
cos*(gt) = 1 (S = 0). O sistema consiste de N = 101 cavidades acopladas com o estado inicial
|(t =0)) = |es1) e wp = w. Os resultados sao exatos, obtidos através do Hamiltoniano JCH. Note
que a fungao de onda atomica se propaga a uma taxa k/2 e entao a frente de onda aproximadamente
anda um sftio por um tempo ~~! decorrido.

obtermos o maior C;;. Como esperado, o emaranhamento é bem distribuido ao longo da
cadeia enquanto evolui no tempo, com fortes correlagoes ocorrendo dentro de cada frente de
onda, bem como entre eles.

Finalmente, para termos uma melhor visualizagao sobre a distribuicao espacial de emara-
nhamento atomico, na figura 5.3 nés mostramos a concorréncia maxima registrada dentro de
um intervalo de tempo fixo para todos C;; com @ # j e para todos os regimes de interacao.
No regime de forte tunelamento, como uma tunica excitacao atomica é preparada na rede
uniforme de cavidades, a mesma experimenta um mecanismo de armadilhamento [66, 23, 1],
a excitacao se emparelha com cada um dos atomos restantes para produzir o padrao de ema-
ranhamento que podemos ver na figura 5.3a. Nesta situacao, nés devemos lembrar que o
emaranhamento nao se espalha do centro da cadeia, como ocorre na figura 5.2. E gerado de
uma sé vez, pois a dinamica da entropia envolve uma interacao ressonante entre os modos
atomicos e fotonicos delocalizados. Nés observamos que tal distribuicao espacial é similar ao
caso de redes desordenadas reportado por [2], que é muito interessante ja que a nossa rede
é totalmente uniforme. Isto significa que o mecanismo de armadilhamento atomico pode ser
considerado um tipo de localizacao induzida por interacgao.

201 0.25
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*~101
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Figura 5.3: Concorréncia méaxima Cj ;(t) entre todos os pares de dtomos para uma janela temporal
fixa kit
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Definindo agora uma interagdo moderada (g ~ k), a distribuigdo de emaranhamento na
figura 5.3b nao parece mostrar um padrao bem definido, mas é semelhante a uma mistura
do padrao de ambos regimes. O regime de fraco hopping é assinalado por fortes correlagoes
entre atomos equidistantes do centro da cadeia, como ja sugerido pela figura 5.2. Como
neste caso temos estados estendidos por toda a banda tomando o controle da dinamica com
g crescente, a excitacao atomica inicial rapidamente se comunica com os graus de liberdade
fotonicos localmente e entao sao espalhados, simulando a dinamica de um tnico féton em
uma rede de cavidades livre de d&tomos com & trocado por £/2 no limite g > x. Este maximo
na figura 5.3c é entao registrado quando a frente de onda da funcao de onda atomica passa

12].

5.2 Armadilhamento atomico vs localizacao de Ander-
son

Vamos agora estudar o comportamento do emaranhamento na presenga de um ruido estatico
nas frequéncias de cavidades. Vamos considerar

w— w(z) =w+ 0y, (5.1)

onde ¢, € [-W,W] é um ntumero aleatério para cada posicao x e W é o parametro de
desordem que estaremos interessados. Este tipo de desordem é conhecida por dar origem
ao fenomeno conhecido como localiza¢do de Anderson [5]. No capitulo 3, nés observamos
a localizacao atomica no regime de forte tunelamento. Estamos interessados em mostrar os
efeitos da competicao entre localizacao de Anderson e armadilhamento atomico. Nés veremos
que, surpreendentemente, a desordem pode conduzir a energia de interacao atomo-campo
gerando altos niveis de entropia e concorréncia atomica a curta distancia, se comparado com
o caso ordenado.
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Figura 5.4: Evolugao temporal exata da (a) entropia de von Neumann entre dtomo e campo e
(b) concorréncia entre dois atomos em xg = 21 e xg + 1. Ambos s@o uma média de 102 realizagoes
independentes para N = 41, g = 1073J, W/J = 0.1,0.5,1, 2, 5, e w, em ressonancia com a frequéncia
do campo wy, gerando a maior sobreposicao vy 4, para cada realizacao.
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Figura 5.5: Concorréncia analitica Cyyo» = 2|Caz0C, | como uma funcdo do tempo gt e do
parametro de sobreposicao (. Caélculo obtido a partir das equagoes do regime de forte tunela-

mento (g < k) considerando |vy 4| = ¢ e |vp 4| = /1 — ¢2

De acordo com a teoria da localizacao de Anderson, os autoestados de uma particula em
uma rede tight-binding unidimensional na presenca de uma desordem descorrelacionada local!
sao exponencialmente localizados, independente da intensidade de desordem W [5, 60, 59].
Isto significa diretamente que os modos de campo livre sdo da forma vy, , o exp(—|x — x|/ k),
onde \; é o comprimento de localizagao. Desse modo, o fluxo de saida de probabilidade de
7o é maximizado e p,., = 0 (veja equagdo 3.39) sempre que |vp .| > 1/v/2 em tempos
gt = cos  ([|vrr 20 |* — 1]/ |k 2o |?) em um perfodo completo 27. Além disso, nés também
obtemos II,(t) = 1/2 (S = 1) em tempos gt = sin™"(1/(v/2|v 4,])) gerando dois méximos
em um ciclo de emaranhamento com perfodo 7' quando |vg 4| > 1/v/2. A figura 5.4a mostra
a evolucao temporal da entropia no regime de forte tunelamento para valores crescentes de W
apdés uma média sobre varias realizacoes independentes. Para cada caso, w, foi sintonizado
em ressonancia com a frequéncia wy levando ao maior overlap vy ,,. Podemos observar que
quanto mais intensa a desordem, mais intenso é o emaranhamento dtomo-campo. Vemos
que de fato existem dois maximos dentro de um periodo completo 27", mostrando que a
maioria das realizagoes geram |vgs .| > 1/ v/2. Nés nao estamos observando Sy = 1, como
mencionado acima, devido ao procedimento de médias.

Acabamos de mostrar que a localizacao de Anderson destréi o armadilhamento atomico,
permitindo uma liberagao completa da excitagao atomica em xy. Isso nos fornece mais recur-
sos para a geracao de emaranhamento atomo-atomo entre primeiros vizinhos devido ao perfil
do modo normal envolvido. Como a concorréncia é da forma C, ,, o exp{—|z — zo|/ A},
vamos focar no emaranhamento entre atomos localizados em sitios xy e xg+ 1. Os resultados
podem ser vistos na figura 5.4b onde, novamente, a desordem atua de forma favoravel. Note
que a concorréncia desenvolve algumas oscilagoes extras dentro de meio periodo, resultado
esperado devido a relagao entre c,, € cq 4, € de fato mais amplitude estd sendo liberada do
atomo em xy. Outro fendmeno interessante é o comportamento nao-monotonico do pico da
concorréncia em um ciclo variando W. Para vermos melhor este comportamento, podemos

LA energias hw sdo locais, isto é, sdo as energias relacionadas ao sftio e ndo as respectivas interacoes.
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usar as equagoes 3.39, 3.40 e 4.23 com |vp 4| = ¢ e || = /1 —(? e plotar a seguinte

equacao,
Chroz(t) = 2|C\/1 = C2[1 + (*(cos gt — 1)](cos gt — 1) (5.2)

para valores de ¢ em um ciclo completo, como pode ser visto na figura 5.5. Este modelo
simplificado mostra que existe uma certa quantidade de sobreposicao que leva ao modo k' e
xo capaz de maximizar a concorréncia. Para esta situacao em particular onde a quantidade
de probabilidade de ocupagao disponivel a ser compartilhada por ambos os atomos é uma
unidade (em geral temos |vg 4| + |vr 2] # 1, @ ndo ser que apenas duas cavidades estao
envolvidas), a concorréncia maxima é obtida quando, simultaneamente, |¢, ., (t)| € |caz(t)]
alcancam 1/+/2. Isto ocorre duas vezes, onde a concorréncia é lentamente criada e em seguida
decai, com ¢ mostrando um renascimento abrupto que pode corresponder ao regime de forte
desordem, explicando entao o comportamento nao-monotonico.

Podemos também observar outra caracteristica interessante no regime de forte tunela-
mento. O comprimento de localizacao dos modos de campo livre sao mantidos para N
crescente, enquanto que, para a rede de cavidades ordenada, o armadilhamento atomico se
torna cada vez mais fraco com vy 5, diminuindo para o espectro gerado por ondas de Bloch.
Comportamento anélogo foi visto também por Ciccarello [23] usando um padrao escalonado
de hoppings para induzir um modo localizado discreto no centro da banda.



Conclusoes

Neste trabalho, fizemos uma apresentacao detalhada do campo conhecido como eletrodinamica
quantica de cavidades. Inicialmente, foi feita uma revisao da literatura contemplando as pri-
meiras impressoes acerca do estudo da interacao luz-matéria em cavidades. O estudo da
intensificacao do fenomeno de emissao espontania no vacuo de uma cavidade éptica, fez com
que a atencao crescesse. Com o advento do micromaser em conjunto com atomos Rydberg,
tornou-se possivel os primeiros estudos experimentais de um unico atomo interagindo com
um unico modo de campo. Desde entao, as varias previsoes tedricas foram sendo observadas
e também foi possivel o avanco tedrico da area. Além disso, preparando dtomos cuja cor-
relacao com o campo é extremamente forte, levou ao alcance do regime de forte acoplameto,
onde as dissipagoes sao suprimidas pelas outras interagoes. O modelo de Jaynes-Cummings
trata de um atomo de dois niveis interagindo com um campo eletromagnético quantico na
aproximacao de dipolo elétrico armadilhados em uma cavidade optica na aproximacao de
onda girante.

Foi mostrado em detalhes como obter o modelo de Jaynes-Cummings através da quan-
tizagao do campo eletromagnético livre e da quantizacao da interacao do tipo dipolo elétrico.
Ademais, nés mostramos como a aproximacao de dipolo elétrico toma lugar em tal sistema
fisico. Ap6s esta longa e detalhada apresentacao da obtencao do modelo, foi possivel mostrar
analiticamente alguns fendmenos puramente quanticos como oscila¢oes de Rabi no vacuo e o
efeito de colapso e renascimento. Também é importante estudar os autoestados do Hamilto-
niano JC, conhecidos como poléaritons pares e impares, para ter um entendimento profundo
do sistema de interesse. Por outro lado, como nossa contribuicao é estudar o modelo de
Jaynes-Cummings-Hubbard, o mapeamento polaritonico se torna algo essencial para enten-
der analiticamente os regimes de interagao em tal sistema de cavidades acopladas.

O modelo de Jaynes-Cummings-Hubbard trata de uma rede de cavidades acopladas, onde
cada cavidade possui um atomo de dois niveis. Refizemos parcialmente a quantizacao do
campo eletromagnético considerando um meio material periédico formado pela rede de cavi-
dades acopladas. O acoplamento ocorre devido ao tunelamento de fétons através das paredes
condutoras de cada cavidade, colocando as cavidades préximas de modo que os fétons esca-
pem diretamente para a cavidade adjacente. Conhecimentos como o teorema de Bloch e o
modelo tight-binding sao necessarios para que se faga a correta associacao e calcularmos a
correcao ao modelo JC devido ao tunelamento entre cavidades adjacentes.
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Finalmente, em um trabalho publicado na revista Physical Review A, nés estudamos a
geracao de emaranhamento e o controle de sua distribuicao espacial sobre uma rede de cavi-
dades acopladas uniforme e unidimensional descrita pelo Hamiltoniano de Jaynes-Cummings-
Hubbard no subespaco de uma excitagao. Nos realizamos calculos analiticos detalhados para
os dois casos limite, isto é, os regimes de forte e fraco tunelamento fotonico. Estudamos a
geracao de emaranhamento através da evolucao temporal de uma tunica excitagao atomica
preparada no centro da cadeia. Focamos na entropia de von Neumann entre os estados
atomicos e fotonicos e na concorréncia entre pares de atomos. Nos descobrimos que no re-
gime de forte hopping g < Kk, a geracao de entropia segue a mesma escala temporal que a
concorréncia e depende diretamente da chance de liberagao de energia do emissor localizado
na cavidade inicial — o qual, por sua vez, depende do modo de campo ressonante —sendo entao
crucial para criar correlagoes. Devido ao perfil espacial tipo-Bloch dos modos envolvidos na
dinamica, um armadilhamento atomico se estabelece, previnindo que o atomo inicialmente
excitado libere sua amplitude, de modo a comprometer a geracao de emaranhamento. Tal
tipo de localizagao induzida por interacao ocorrendo no regime de forte tunelamento cer-
tamente merece investigagao futura em outros cendrios, como além do subespaco de uma
excitagao onde o bloqueio de fétons ocorre [6]. N6s mostramos, através de uma desordem
estatica nas frequéncias da cavidade, que a localizacao de Anderson curiosamente pode pre-
venir o armadilhamento atomico, permitindo entropia méaxima entre atomo-campo e altos
niveis de concorréncia entre o atomo central e seus vizinhos.

No regime de fraco tunelamento g > k, a dinamica da entropia é mais simples. A
entropia oscila entre um maximo e um minimo muito mais rapido do que a propagacao da
funcao de onda atomica, significando que a geracao de entropia ocorre estritamente devido
as interacoes locais, diferentemente do limite de forte tunelamento. A concorréncia atomica
é entao gerada dependente do perfil de dispersao da rede em uma taxa /2. A rede uniforme
gera uma dispersao balistica e entao as amplitudes estao concentradas dentro das frentes de
onda. Altos graus de emaranhamento entre pares de &tomos sao encontrados entre primeiros
vizinhos, entre eles e entre suas contrapartes equidistantes do lado oposto da rede em relagao
ao centro.

Sabemos que o emaranhamento atomico a longas distancias pode se tornar fraco devido
aos efeitos dispersivos naturais da rede. E possivel que o mesmo seja destilado (purificado)
em singletos puros — veja, por exemplo, o artigo de Horodecki [49] sobre tal processo de
destilacao quantica — para ser usado em, por exemplo, protocolos de teleporte quantico. A
dinamica natural do Hamiltoniano JCH pode entao ser controlada para gerar emaranhamento
entre nés distantes em arquiteturas de redes quanticas hibridas de luz-matéria [56, 82].
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