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RESUMO

Este Trabalho tem como principal objetivo apresentar um pouco da teoria das fracoes continuas
por meio de sistemas Dinamicos. Usaremos para tal a Transformacao de Gauss que fornece a expansao
de um numero em fragao continua. Estudaremos suas propriedades topolégicas e ergddicas e usando o
Teorema Ergddico de Birkhoff concluiremos varias propriedades sobre os digitos de um ntimero escrito

em fragao continua.

Palavras-chave: Teoria dos Numeros, Sistemas Dindmicos. Teoria Ergddica. Fragoes continuas.

Trasformagao de Gauss. Teorema ergédico de Birkhoff.



ABSTRACT

The aim of this work is to present an introduction of the theory of continued fractions Through
basic tools of Dynamic systems.In order to do that we will use the Gauss map, which provides the
expansion of a number in continued fraction. We will study its topological and ergodic properties
and Using Birkhoff’s Ergodic Theorem we will conclude several properties on the digits of a number
written in continuous fraction.

Keywords: Number Theory, Dynamical Systems. Ergodic Theory. Continued fractions. Gauss map.

Birkhoff’s ergodic theorem.
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1 Introducao

O objetivo deste trabalho é apresentar um link entre sistemas dinamicos e teoria dos nimeros.
A representacdo decimal de niimeros reais estd ligada a dindmica da funcdo f(x) = 10z — |10z]. De
maneira andloga a isso, temos a funcdo T'(z) = 1/z — |1/x], chamada de transformacgao de Gauss, que
fornece uma outra maneira de expandir nimeros reais, a expansio em fragdes continuas. A vantagem
da transformacao de Gauss é que ela ndo depende da base. Além disso, veremos que a expansao em
fracdo continua é um algoritmo para encontrarmos as melhores aproximacgoes de um irracional por
racional

Daremos algumas propriedades da expansao em fragoes continuas. Em seguida provaremos o
teorema de Liouville e fazendo uso da expansao em fragoes continuas construiremos ntimeros trans-
cendentes. Para finalizar o trabalho estudaremos algumas propriedades da Transformagao de Gauss
tais como densidade pontos periddicos,transitividade e mistura topoldgica , invariancia com respeito a
medida de Gauss e ergodicidade. Todos esses conceitos serao definidos no texto. Para finalizar, fare-
mos o uso do teorema ergédico de Birkhoff para tirar conclusoes sobre a expansdo em fracdo continua

de quase todo numero.



2 Expansao em fracoes continuas e a transformacao de Gauss

Neste capitulo veremos primeiro que dado qualquer nimero racional z existe uma sequéncia finita

(%‘)?:o de nimeros naturais tal que podemos escrever o nimero x da forma

1
xr =ag+ T
ai +
! . 1

as + -+ T
ag—1 + —

ar

onde ay = |z]| é a parte inteira de z. Esta expressdo é uma expansdo em fragoes continuas de

x. Veremos que no caso em que z ¢ irracional existe uma sequéncia (a;);en tal que = é o limite da

sequéncia de nimeros racionais

1
Py

K a1 +

1

as + 1

ag—1+ —
Q

Os ndmeros a; sao os chamados quocientes de x e as fragdes pi. /gy, sdo os convergentes de z. Usaremos

a seguinte notacao

[a17a27"~7ak] = 1
a1 +

. 1
as + -+

1
ag—1+ —
a

2.1 Expansao em fragoes continuas dos racionais

Para exemplificar o que falamos acima, considere o nimero racional %
Podemos escrever
355=3-113+16 e 113=16-7+1.
E dai, temos
355 16 1 1 1
=3+t =3+qz=3+t—7=3+—""7"
113 113 S T+ 15 7T+ 5T
Podemos entao escrever
355 355
=1[3;7,16] ou — =[3;7,15,1]

13 113

O principal resultado desta secdo é o seguinte teorema que segue do Algoritmo de Euclides:

Teorema 2.1. Um numero x € racional se, e somente se, possui uma erpansao em fragoes continuas



finita, isto €, existe uma sequéncia finita de numeros naturais tais que
x = [ag; a1, az, ..., k)

Demonstracdo. A volta é imediata. E a ida segue do Algoritmo de Euclides. Perceba que basta
considerar x em (0, 1), pois caso contrario x — || € (0,1) e segue o resultado.
Usaremos o algoritmo de Euclides. Seja = = :—1, onde r; < rg. Usando o algoritmo de Euclides,
existem a1 > 1 e 0 < ry < 1y tais que ’
ro =airy + 1o

Se ro = 0 o processo termina :

1 1 1
S —T
ro airi+7r2 a1

A seguir dividimos 71 por r2 e o processo continua de forma indutiva, obtendo assim sequéncias (ay )k

e (rg)r de nimeros naturais que verificam a relagao

Tk
Tk = OQk+1 T Tk+2 Qkt1 =
Tk4+1

onde

Thao < Thg1 < --- <11 <Tp

Este processo é necessariamente finito. Portanto existe um primeiro natural tal que r,41 = 0. Em tal
caso,

L= [ala az, ..., an}

2.2 A transformacgao de Gauss

Nesta sec@o introduziremos a transformagao de Gauss e veremos a relacdo entre a expansido em
fragoes continuas de um numero racional x obtida usando o algoritmo de Euclides e as iteracoes de x

pela transformagao de Gauss.

Definicao 2.2. A transformacdo de Gauss T € definida por

1H se 140

T:00,1) = [0,1), T(z)= o



Definimos 7°(z) = = e indutivamente T**!(z) = T(T"(x))

Observagao 2.3. Um numero x € (0,1) € irracional se, e somente se, T(x) € irracional. Portanto,

um numero x € irracional se, e somente se, T™(x) € irracional (logo nao nulo) para todo n > 0.

2.2.1 Caso racional

Relacionaremos agora a transformagao de Gauss e a expansao em fragoes continuas de um nimero
racional. Assumiremos que as expansoes em fracoes continuas dos nimeros racionais sao obtidas
aplicando o algoritmo de Euclides.

Considere x = [aq, ..., ax| e lembre que a construgao no capitulo anterior implica que se um nimero

raciconal x verifica = [ay, ..., ax] entdo ry1 =0er; #0 Vi < k. Escrevamos

r=To="1, Ti=2,. T =— T,="0 o
To T Tk—1 Tk
. 1 .~
Vamos provar que Tj =TI (117) e a; = Tl_il() . De fato, lembrando da deﬁmgao dos a,, e dos 7y,
x
obtemos,
To 1 1
ro=airy+ry, —=—=a1+T1=|-|+1T1
rn T x
Portanto
1 1
Tn=>—|-|=1
[t
. . , 1 .
Suponha agora indutivamente que T7(z) = T} e que a; = () para todo 1 < j <n < k.
x

Escrevemos( Usando o algoritmo de Euclides)

Tn = On++1Tn+1 + Tnt2

E observamos que

ni1 = MLJ = L’H - {Tnl(x)J

Logo ,
T ‘1 o Tn+2 o rn_an+1rn+1 o Tn —a 1= Tn . { Tn J .
n - - - n - -
Tn+1 Tn+1 Tn+1 Tn+1 Tn+1
Tn41
- T( " ) =T(T,) = T(T"(x)) = T""(x)
Tn

10



1

ASSim, T”(I) = Tn e ap = \‘7—"’1_1(1’)

J para todo n como queriamos provar .

2.2.2 Caso irracional

Dado z € (0,1) escrevemos

e definimos de forma indutiva, para n > 1,

an(z) = ar(T" " (2))

Il
N
N~
7
Ll
—
3
SN—
|

Pelas defini¢oes de T'(x) e aq(x) temos

Repetindo o proceso,

ar(z) + -+ i
RO )

isto é,

x = [a1(2), az(x), ..., an(z) + T"(z)]

Se x é um numero real qualquer, escolhemos ag = |x]. Portanto x — ag € [0,1). Daf , aplicamos

processo a r — ap € chegamos a

z = lao(z);ar (v — [z]), as(z — [2]), o an(@ = [2])) + T"(z — [2])].

Definicao 2.4. Considere x € R dizemos que

e 0 numero inteiro a,(x) € o n-ésimo quociente de x.

e o nudmero racional [ag(x); a1(x), a2 (x), ..., an(z)] = Pa(2) é 0 m-ésimo convergente de x.

gn(z)
Fecharemos este capitulo com um exemplo simples de expansao em fragoes continuas de um numero

irracional:

11



Exemplo 2.5. (Expansao de V/3) 0s quocientes de \/3 formam uma sequéncia periddica , onde
azis1(V3) =1 e agipa(V3) =2

Como |V3] = 1, temos
V3 =[1;1,2,1,2,..]

Demonstragio. Temos ag = |v/3] = 1. Aplicamos a transformagdo de Gauss a y = v/3 — 1.

w= ;] =| 5] - Vg;lJ -t

1 1
a2<y>:[T(y)J= i VBl =2

2

Observamos que o processo de calcular os quocientes a;(y) é o mesmo que o de determinar T (y).

1 V341 I
y Ty) 2 Tl(y)ix/g+1'

Por inducao segue que

1 V3+1 1
, = . = 1.
T~ 2 0 Ty s VY

Dali,

1.

azi+1(y) = {T”l(y)J - {\/g;lJ

azi+2(y) = {TQH}l(y)J =[V3+1] =2

3 Convergentes e suas propriedades aritméticas

3.1 Propriedades aritméticas dos convergentes

Para provar a convergéncia dos quocientes o primeiro passo € ver que os convergentes de um nimero
x verificam algumas propriedades aritméticas.

A seguir fixaremos x e, para simplificar a notagao, escreveremos a;, p;, ¢; no lugar de a;(x), p;(x), ¢;(x)

12



quando nao for necessario explicitar o nimero z.

Por convencgao, escreveremos
q¢-1=0, po=a0 e p_1=qo=1

Proposicao 3.1. (Propriedades dos convergentes)

(A) para todo n > 1 se verifica
DPn = apPn—1 +DPn-2 € (n = anGn—1+ gn—2.

(B) para todon >0,

1)
- P+ T"(T)Pn-1
dn + Tn(‘r)anl '
(1)
Pn—149n — Pn4n—-1 = (_1)n
(II1)
Pn() = gn-1(T(x)).

(C) Para todo n > 2 se verifica

pn =202 e g, > 2007/

Observagao 3.2. Por (B II) garantimos que py,/qy € irredutivel.

Prova de (A):

1 arag + 1
]ﬂ:aoﬁ‘[aﬂ:a()"‘*:L
q1 ay a1

Portanto, podemos escolher

p=aa+1l e =
Obtemos assim a propriedade para n = 1.

y2) apa1az + ag + ag
— =ag+[a1,a2] =

q2 araz +1

13



escolhemos entao

P2 = apaias + ag + az = az(apar + 1) +ap, ¢ =ajaz+1

obtendo entao a propriedade para n = 2.

por inducao, suponha que a propriedade é verdadeira para todo k < n ou seja ,

. Pn o AnPn—1 +pn—2
[a1, ooy an] = 28 = 9nPnot T Pn=2
dn anQn—1 + qn—2

Veja que [ay, ..., G, ant1] é obtido substituindo na expressao [aq, ..., a,] 0 nimero a, por a, +

an+1
e que essa substituicao nao altera os a; precedentes. Por fim observamos que os p,, ¢, nao dependem

do a,. Eles nao se alteram com essa substituicao.

[a1,..; Qnyany1] = {al,...,an—i—a ]—
n+1

1
<an + ) Pn—1+ Pn—2
Ap41

1
(an + ) qn—1 + dn—2
Ap41

_ ApQn++1Pn—1 +pn71 +pn72an+1 _
AnOn+1Gn—1 + Gn—1 + Gn—20n+1
an+1(anpn71 + pn—2) + Pn—1

an+1(anQn—1 + QTL—Z) + Gn-1 '

Lembrando que pela hipétese de indugao

Pn = 0nPn—1+Pn—2 qn = nQn—-1 + Qn-2.

Obtemos
Un+1Pn + Pn—1

[a'17~--7a/n7a'n+1] = .
Apt1Gn + Qn—1
Escolhemos

Pn+1 = Qn4+1Pn +Pn—1 € Qqn = An4+1Gn + Gn-1

que conclui a prova da propriedade (A).
Prova de (B III):
A prova se dard também por inducao.

Se n = 0, temos que

0=po(z) =q-1(T(z)).

14



Suponha entao que vale para todo k£ < n e vamos provar que vale para k =n + 1.

Pr41(2) = n g1 (2)pn (%) + pr1(2) = ant1(2)gn1(T(2)) + ¢n—2(T(z))

Lembre-se que a,11(z) = a,(T(x)) e dai usando a recorréncia pro g, temos

Prt1(2) = an(T(2))gn—1(T(2)) + gn—2(T(2)) = gn(T(2))-

E fica provado assim.

Observagao 3.3. O item (B II) garante que Pr s irredutivel.
n
Proposicao 3.4. Seja x = [ag; a1, a2, ,an_1,Zn], Tn > 1 entdo

o TnPn—1 + Pn—2

TnQn—1 + qn—2

Demonstracdo. A prova se dard por indugao.

- 1 apry +1 -
Se n =1, entdo x = [ag;x1] = ag + — = ———— e como pg = ag,go = 1,p—1 = 1,q—1 = 0 entdo
z1 I
a proposicao ¢é valida paran = 1.
Suponha que vale para n e tome = = [ag; a1, a2, * ,An_1, Cn, Tnt1]

Como na prova da proposicao anterior,

1

Tn+1

T = |ap;0a1,0az, - ;anfhan"'

e por hipdtese de indugao

1
- (an +o ) Pn—1+ Pn—2 _ nTni1Pn1+Pno1+ TngiPpn-z _ (@nPpo1 +Pn2)Tai1 + D1
(an + 1 ) Qn—1 + qn—2 AnTn4+14n—1 + dn—1 + Tn+1G4n—2 (anqn—l + qn—2)xn+1 + dn—1

Tn41

e pela proposicao 3.1, temos que
_ Tn41Pn + Pn-1

Tn4+19n + qn—1

O

O proximo corolario fornece uma maneira de escrever a diferenca de dois nimeros escritos em
fragdo continua. Isso nos permitird provar 14 na segdo 6 que os pontos periddicos da transformacao

de Gauss formam um conjunto denso.

15



Coroldrio 3.5. Se x =[0;a1, - ,an,p] ey =1[0;a1, -+ ,an,v] entao

ln—v
Han + Gn—1)(VGn + Gn—1)

|z —y| =
(
Demonstracao. Pela proposicao anterior,

|$ _ yl _ UPn + Prn—1 _ VP + Dn-1
Hdn + dn—1 VQn + dn—1
‘/Jypnqn + UPndn—1 + VqnPn—1 + Pn—1Gn—1 — UVDPnqn — VPnQGn—1 — UQnPn—1 — pn71Qn71|

(HQH + Qn—l)(VQn + Qn—l)

‘,uann—l + V@nPn—1 — VPnQn-1 — ,Uann—1| _ |M(ann—1 - ann—l) - V(ann—l - ann—l‘
(Han + ¢n—1)(Van + gn—1) (1an + @n—1)(Van + gn—1)

e Pela proposigao 3.1 temos que pngn—1 — ¢npn—1 = (—1)™. Portanto segue que

I — v
Lgn + ¢n-1)(VGn + gn—-1)

Ix—y|=(

O

P2n+1

Proposigao 3.6. A sequéncia dos pares {
q2n+1

} € decrescente . Enquanto que a sequéncia dos
n>0

. DP2n .
impares { — é crescente .
42n ) >0

Demonstracdo. A prova é simples e segue diretamente do fato de

Ptz Pn_ (=1)"anyo

qn+2 qn qn+24n
Ser positivo para n par e negativo para n impar. O

Proposigao 3.7. {pn} € uma sequéncia de Cauchy.
an

Demonstragao. Do {tem (B II) ,temos

Pot1 _ Pn|_ 1

dndn+1 '

dn+1 dn

. Dali, por desigualdade triangular e aplicando a igualdade acima vérias vezes, obtemos

Pm DPn

dm qn

1 1
- R - 7—1)/2 .95/2
m<j<n qiq+1 m<j<n 20-1)/2 .94/

16



1 _ .
Como, Z;’il — é convergente, entao dado € > 0 existe ng € N tal que n, m > ny,

27
L A cauda da série fi
Z 2G-D2 iz <€ (A cauda da série fica pequena).
m<j<n

Portanto,

Pm _ Pnj

dm dn
Isto prova que {p” } é uma sequéncia de Cauchy. O

Q'n.

No préximo teorema , provaremos que dado um irracional z, de fato os seus convergentes convergem

para x.

Teorema 3.8. Para todo numero irracional © a sequéncia dos seus convergentes verifica

lim Pn()

n—oo qp, m)

=X

Demonstragao. Queremos provar que

Pn
r — —

dn

— 0.

Suponha primeiro x € (0, 1). Pela propriedade (B I), temos

T = Dn + Tn(x)pnfl
qn + Tn(l‘)Qn—l

Assim,

. ‘T"(x)(pnlqn — Gn—1Pn) | _
an qn(qn +T™(2)qn-1)
L T@eEy |
4n(qn + T7(x)qn-1)
T (z) 1

< —.
dn (Qn + Tn(x)anl) qqzz

Onde a tutlima desiguldade segue observando que 0 < T™(z) < 1 e
Gn € Qqn—1 sao positivos. Finalmente, como a sequéncia g, é mondtona crescente e g, > 1 para todo

n > 2 temos

li Pn
im — =
n—oo qn
Se x é um numero real qualquer, tomamos ay = |z| e repetimos a prova para z — a9 € (0,1),
completando a demonstracao do teorema. O

17



3.1.1 Interpretagao geométrica dos quocientes

Nesta secao daremos uma interpretacao geométrica dos convergentes.

Tomamos um ndmero irracional z = [ag,ag,...] € (0,1) e consideramos o intervalo Iy = [0,x],

-l

assim |Ip| = z. Como

1
temos que a; < — < a; + 1, e portanto
T
gz <1< (ag+1)z.

Isso significa que podemos colocar no maximo a; intervalos consecutivos de tamanho |Iy| = = no
intervalo [0, 1]
Seja J; = [a1x,1], veja que |J1| = 1 — ayz. Transladamos este intervalo & origem obtemos I; =

[0,1 —ajz]. Como |[;| =1 — ajz, temos

L |[Ll _p; 4]

ai ay q1 ai

Além disso, observamos que
|[Ii] 1—aix 1

— === —q; =T (2).

| Zo| x z M (z)
Portanto

o= |7t) = 1]
T'(z) L] |
Entao,
as < @ <az+1
~ |4

Isto é,

az| I < |lo| < (a2 + 1)|L1].

Logo, cabem exatamente ay intervalos de tamanho |I;| dentro de Iy. Como no primeiro caso, Seja Jo
o intervalo que resulta ao retirar de Iy os ag intervalos consecutivos de tamanho |I;]. Denotaremos

por I a translagao pra origem. Temos

|I] =z —as|l1]| =2 — az(1 — a12) = 2(1 + aqaz2) — as.

18



Portanto,

I
€T = a2 + | 2| =
1 + aras 1 “+ aias

1 L2

1
a; + — 1+a1a2
a2

P2 | L2

A ideia da construgdo é determinar quantos intervalos de tamanho |I3| cabem no intervalo I, obter
um resto de intervalo J3, translada-lo & origem, obtendo um intervalo I3, e repetir o processo com o0s
intervalos I e I3, e assim sucessivamente.

Vamos fazer essa construgao indutivamente. Suponhamos definidos os intervalos Iy, I, ..., [, com

as propriedades acima. Observe que
Jer1 = lawsrIels [To—al],  Tepr = [0, [T—1| — ars1 |1k ]

Provaremos que

1
||Iif:|1 — " (2), k>0

O caso k = 0 ja foi provado. Suponha que vale para todo j < k. Entao pela defini¢ao de Ix1,

el el = anal el _ o]
I 1| | I !

1
= gy~ =T @)

Estéd provada a afirmagao. Mostraremos agora que, para todo k > 1, temos

rq —pk,  sek é par;
x| =

Pk — Tqk, se k é impar.

J& provamos isso para k =1, 2.
Suponha indutivamente que a afirmacao acima é verdadeira para j < k. Se k é par nds usaremos

a propriedade (A) e a hipétes de indugao,

k| = |p—2| — ar/lr—1]| =

TQi—2 — Pk—2 — Ak (Pk—1 — Tqh—1) =

(qr—2 + arQr—1) — (Pk—2 + QkPr—1) = T — Pi-
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O que prova a afirmagao quando k é par. Da mesma forma vale para k impar.

Obtemos assim

1
:&—FM, se k é par;
dk dk
e gl .,
r=——-— se k é impar.
qk qk

3.1.2 Unicidade da expansao em fragoes continas(irracionais)

Veremos nesta secao que a expansao de nimeros irracionais em fracao continua é tnica. Con-

sidere um numero irracional z € (0,1) e suponha que [a1, ..., Gy, ...] é & expansido obtida usando a
transformacao de Gauss e que existe [by, ..., by, ...] tal que
T =101,y Qpy o] = [b1, ey by o]

Afirmamos que neste caso a; = b; para todo i e portanto as duas expansoes sdo iguais. Escrevemos

r1 = [ag,...,Gpn,...] € 81=[ba,....bp,...]

r1,81 € (0,1). Temos entdo = = [a1 + 1] = [b1 + s1]. Portanto,

ay+ry=by+s1, a—b=s -7

Neste caso, a; = b;. Pois caso contrario podemos supor sem perda de generalidade que a; > b; e dai
a1 — by > 1. Assim, s; —r; > 1, absurdo. Por indugao suponha que a; = by para todo k < n — 2,
defina

Tno1 = [Gn,...] € Sp—1=[bn,...]

Tn—1,8n—1 € (0,1). Portanto

z=[a1,02,....an-1 +Tn—1] = [b1,b2, ..., b1 + Sp_1].

Da mesma forma, chegamos que a,—; = b,_1. Concluimos por indugao que a; = b; para todo i.
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4 Convergentes e boas aproximacoes de irracionais

. . . . Dk ;. ~
Teorema 4.1. Seja x um numero irracional e — seu k—ésimo convergente. Entdo, para todo k > 0,

dk
se verifica
1 1

— = cla-B< .

@ (qk + qr+1) Q| et
Demonstragao.

‘ _ Dk| _ |Pk + T*(z)pr—1 Pk _ TF(x)
ax| g +T*@)qe-1  ar|  ar(ge +TH(@)qr-1)

Lembre-se que ag1 = { J e portanto

1
T*(x)

1
< — < 1.
Ap+1 = Tk(a:) a1+

Provaremos primeiro a desigualdade da direita.

Tk (x) Tk (x) 1 1
. <= - <
ak(qr + TF(z)qr—1) qi ak+149; ~ Qr+19k

Na tltima desigualdade usamos o fato de que

Qk+1 = Qk+19k + Qk—1 = qk+1 > p+1qk

Vamos agora provar o lado esquerdo.

Tk (x) < Tk (x) < 1
@Ge(qe + TF(x)qe—1) ~ aulae + ak—1) — ar(ars1 + 1) (ak + qr—1)

1 1 1
p— >
Gk (Qhr1qr + Apr1qr—1 + @k + Q—1) (o1 + arGr—1) — qr(qr + Qrs1)

que prova o teorema para x € (0,1) Se y é qualquer. Chame ag = |y| e escreva x = y — ag que estd

em [0,1). E usando o que ja fizemos para x segue o teorema. O
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Teorema 4.2. Para todos p,q € Z, com 0 < q < qpy1 temos

|gn® — pa| < lqz — pl.
Além disso, se 0 < q < q,, a desigualdade acima € estrita.

Demonstrag¢ao. Como mdc(pp,g,) = 1, temos que se —

— entao p = kp,, q = kq,, e portanto,
qn

|q$ _p| = ‘kHan _pn| > |an _pnl-

Se for P * &, temos que
q q

n

’p_pn k2 B S
q dn q4n q4n dndn+1
ja que ¢ < @n+1 portanto b nao pertence ao intervalo de extremos P e Prt1 pois Prtl P
q qn  QGn+1 n+1 dn
e portanto
dndn+1
1
R E L PR L el S
q q Adn q dn+1 q4n+1
O que implica
1
lgz —p| > > |gnw — pal (1)
An+
0
p 1 P
Teorema 4.3. Se |r — ‘ < —
q

502" entdo = € uma reduzida da fracao continua de x.

q q

Demonstrag¢ao. Como {g¢,} ¢ ilimitada Entao existe n tal que ¢, < ¢ < gn+1. Suponha que
Entao

P Pn

q’ an
1

’az — p‘ > por (1)

q qdn+1

e portanto = esta fora do intervalo de extremos Pn e Prt1
q

. Dai, ha duas possibilidades.
dn qn+1

(a) se g > Qn2+1 entao
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(b) se g < Qn2+1

xp’ > ‘ppn _|Pn o
q q dn dn dn+1
> IR S |
q4qn dnqn+1 qdqn4n+1
1 1
— > )
2q99n — 2q

o que também é um absurdo.

5 Numeros algébricos e a expansao em fracoes continuas de e

Definicao 5.1. Um nimero x é algébrico de grau n se existe um polindmio f(z) com coeficientes
inteiros, de grau n tal que f(x) =0. Se x ndo € algébrico, € dito ser transcedente.

Nao ¢ dificil ver que o conjunto dos numeros algébricos € Enumerdvel. Portanto , ndo sé existem
numeros transcendentes como eles formam um conjunto nao enumerdvel. No entanto, a primeira

construgdo de nimeros transcedentes € creditada a Liouville( Por volta de 1850)

5.1 Teorema de Liouville: aproximagao de niimeros algébricos

Teorema 5.2. Seja  um nimero algébrico de grau n. Entao existe uma constante C = c¢(x) > 0 tal
que

-3l
b bn
para todos a,b € Z, b > 0, tais que x # %,

Demonstragao. Seja f(y) = co + a1y + -+ - + ¢,y™ o polinémio tal que = é raiz. Veja que como o
conjunto das raizes é finito, podemos isolar cada uma delas. Dai, existe um § > 0 tal que o intervalo
I =[x —0,z+ 9] s6 tem o x como raiz de f.

Se % ¢ I entdo

a 1)
_2 > .
‘x b‘>6_b”

a
€ I entao pelo T.V.M existe um z no intervalo de extremos x e 3 tal que

Se for

Sl S
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Ou seja,
£ (3)] = relfe =g < arfe -],

Onde M é o mdximo de f' em I. Por outro lado,

n K
1(G)=arag+oraly) =5
Logo, como |K| >1
‘x_9’>%
bl — b
Tome agora C = ma: 5# e o teorema esta provado O
me agor = max M1 rem provado.

Definicao 5.3. (Numero de Liouville) Um nimero real x € dito ser um nimero de Liowville se para

todo n natural, existem inteiros ay, by, tais que

Pelo teorema de Lioville segue que todo ntimero de Liouville é transcedente.

1
Exemplo 5.4. a = 3777, ot

w1 ,
an = 1 Jgra © b = 10" dat

€ um numero de Liouville e portanto transcedente. De fato, tome

IR =N N R N ()
- _Z_H 104" — Z 10(n+5)! Z 10(n+5)!—(n+1)!

j=1 j=1

—10-(+Dt 0 1 P 1
2 107 9-100+D! ~ T0HDI-1 = qgetm

IN

S

Isso prova que o é um nidmero de Lioville e portanto transcedente.

Observagao 5.5. O conjunto dos numeros de Liouville tem medida nula, porém o préximo teorema

que ¢é devido a Erdés nos diz que Liouville + Lioville = Reta, que tem medida total.
Teorema 5.6. (Erdds) Todo nimero real pode ser escrito como soma de dois nimeros de Liouville.

Demonstracao. Se t € Q e £ é um ntumero de Liouville, entao w = ¢t — £ também é um ntmero de
Liouville. Portanto ¢t = £ + w. Para o caso onde t ¢ Q, podemos escrever t = |t] 4+ {t}. t é Liouville

se, e s6 se, {t} é Liouville. Podemos supor entao que t € (0,1). Escreva t =) g—z onde a, = {0,1}.

24



Defina
SO,y
g = 27 e w= on .

Onde para n! < k < (n+1)!, temos
Qp = ag € ,Bkz sen:1,3,5,...

ﬁk:ak e ap,=0 sen:2,4,6,...

Falta ver que £ e w sao nimeros de Liouville.
Veremos que & é Liouville (w é andlogo ). Dado n > 1, seja ¢, = 2" "L e p, = g, (271 +--- +

any—127 3L Assim,

D R D e

m>(2n)! m>(2n+1)! m>(2n+1)! q”

Portanto £ é um ntmero de Liouville. O

5.2 Expansao em fragoes continuas de ¢

Veremos nesta segao que a expansao em fragoes continuas do nimero e é dada por
2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,...].
Para isto, consideremos o nimero © cuja expansao em fragoes continuas é

a1:1,

© =[2;a1,a2,.] onde asp—1 = 2k

agy = agp41 = 1.

Fixe m € Z. Considere os ntmeros
oo n ’I’L + k 1 2k+n
k' 2n + 2k)! '

2™"(n + k)! 1\ < 2 (1\* ue é convergente
2fn+x) (1 i Y
M2n + 2k \m =7 \m K B

Veja que

portanto os nuimeros &, estao bem definidos.



Lembrando da expansao em série do taylor do e

el/m +€—1/m
="
1/m __

2

e efl/m

&1

Lema 5.7. Os ndmeros &, satisfazem a recorréncia

€n - m(2n + 1)£n+1 = En-{-Q

Demonstragao.

"(n+ k)!

En—m2n+ 1)1 = 1@n 1 2k)]

2”+2 (n+1+k)

Xy
e

k=

—_

= £n+2-

Seja agora 0§, = &n . Temos entao

n+1
& ¥4
dg=>—=———.
& em—1
Por outro lado, do lema , temos
1
o =m2n+1) +
5n+1
Portanto, provamos que
e2/m 41
U, = ——— = [m;3m,5m, Tm, ..
e2/m — 1
Em particular, para m = 2, temos
1
U, = S0 (2:6,10,14, ..
e —

Seja (Pr/Qk) a sequéncia dos convergentes de

P Q(Qk + 1)Pk,1 + Py_o

Qr 202k +1)Qp_1 + Qpo
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1 2k+n %)
( ) —m(2n+1)
k=

1 2k+n e}
(20 + 2 + 2k)! ( ) :Z(k)(2n+4+2

2n+1(n+ 1+ k)' i 2k+n+1

‘ El2n+ 24 2k)! \m

2n+2(n+ 2+ k‘)' i 2k+n+2
)N \m

Sy

1.



Temos o seguinte lema que relaciona © e Wy
Lema 5.8. Os convergentes (Pi./Q) de Uy e (pr/qr) de © wverificam
® p3k1 = 2(2k + 1)p3—1)41 + P3(k—2)+15
® @31 = 22k + 1)g3(k—1)4+1 + @3(k—2)+1/
® pskt1 =L +Qk e gspr1 = Py — Q.
Demonstragao. Daremos a prova apenas do primeiro item.
P3k+1 = D3k +P3k—1 = 2P3k—1 + D3k—2

= 2(2kpsg—2 + p3k—3) + D3k—2 = ...

= 22k + 1)p3k—1)+1 + P3(k—2)+1-

O
Assim,
P,
fim DEE Ok o P g
k—oo Pp — Qr  k—oo q3y1
Mas,
Py
—+1
P+ Q. Qg B
lim ——— = lim =
k—o0 Pk*Qk kﬁoo&_l
Qk
e+1
_\I/2+1_6—1+1_€
_\112—1_64—1_1_'
e—1
Portanto
O =c.

6 Propriedades ergodicas e topoldégicas da transformacao de
Gauss.

6.1 Propriedades topoldgicas e dindmica da Transformacao de Gauss.

1 1

Defina I, = PR k‘) Observe que

TF(z) € I,,, <
(z) 1S



Portanto,

an(@) = {Tk_ll(x)J —m e TF(2) € I,

Pela definigdo de T, temos que T'(Ix) = [0,1) para todo k > 1. Além disso, a restrigdo de T ao

intervalo Ij, é injetora. Dados k,j € N, definimos I ; como o subconjunto de I, tal que
T (I ;) = I;.

De maneira indutiva, para toda familia de k naturais ¢;, - - - , %, podemos definir [;, ... ;, satisfazendo

.
 Liyin Cliy oo iy

o T(Liy i) = Li,e iy

o TH="1(I;, ....) = I, (elogo T*(I;, ... ;) = [0,1).)

Proposicao 6.1. Dado x € (0,1) seja a;(x) = a; o i-ésimo quociente de x. Entdo
Iil,...,in = {x S (O, 1) : 11 =Q1,...1p = an}
Demonstrag¢ao. Faremos as duas inclusoes por indugao.

=) Paran = 1. Considere z € I;, Entao a; = i;. O que prova a inclusao para n = 1. Suponhamos

agora que a proposicao ¢ verdadeira para todo 1 < k < n. Consideramos x € I;;, . i, iy C iy, ins
assim ay = i1, ..., a, = i,. Por outro lado,
T(I) € T(Iil7-<~7in7in+1) = Ii27~--7in+1'

Portanto, pela hipétese de inducao

a1 (T(x)) =g, ..., an(T(2)) = ipt1.

Assim,

ant1 = an(T(x)) = tnt1.

Isso conclui a prova.
< ) Sen =1 a implicacdo é obviamente verdadeira. Supohamos entdao que vale para qualquer

sequéncia de tamanho n. Tome x tal que

a1(x) = i1, tpe1(T) = ipy1.
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Sabemos que

a1 (T(QS)) = ig, ...a"+1(T(x)) = in+1-

Assim Por hipétese de indugao se verifica que T'(x) € I, . Assim, x € I, . i,., para algum j.

-<~7in+1

Na verdade j = i1 0 que prova a inclusao e a proposigao. O

6.2 Propriedades topoldgicas

Definicao 6.2. Um ponto x € dito ser periddico de periodo n se existe um menor n € N tal que

f™(x) =x. No caso de f(x) = x, dizemos que é ponto fizo.

Exemplo 6.3. Vamos descrever os pontos periédicos da transformacdo de Gauss T'.

Sen =1, Veja que © = [0;a,a,a,--+] € ponto firo de T, onde a € N. Além disso, se © =

[0;a1,a9,- -] for tal que T(x) = = entao
L= T(I’) = [O;a27a37 o ]

Dai, por unicidade da expansdo,

ap =az =ag = -+

Portanto, todos os pontos periddicos de periodo 1 sdo os pontos xz = [0;a,a,a, -] com a € N.
Sen =2, Veja que sex = [0;a,b,a,b,---] entdo T(x) = [0;b,a,b,a---], elogo T*(z) = [0;a,b,a,b, -]

onde a,b € N. além disso, se x = [0;a1,az,---] € tal que T?(z) = x, entdo
x=T%*x) =[0;a3,a4,a5 -]

Dai, por unicidade da expansdo,

Portanto, todos os pontos periddicos de periodo 2 sao os pontos © = [0;a,b,a,b, -] com a,b € N.
De modo geral, pode-se provar que os pontos periddicos de periodon sao 0s x = [05a1, -+ ,Gp, A1, ,Ap, -
com ay, -+ ,a, € N.

Defini¢ao 6.4. Considere um espago métrico (X,d). Uma fungio f: X — X é

e Topologicamente transitiva se para todo par de conjuntos abertos ndao vazios U e V de X

eziste n € N tal que f*(U) NV # 0.
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e Topologicamente misturadora se para todo par de conjuntos abertos nao vazios U e V de X

existe k € N tal que f*(U)NV # 0 para todo n > k.
Proposigao 6.5. A transformagdo de Gauss T € topologicamente misturadora.

Demonstragdo. Considere dois abertos U, V nao vazios. Tome j grande de tal forma que I;, ... ;. C U.

Dali, pelas propriedades dos I;, ... ;, vale que
TI (L 4,0) = [0, 1)
. Portanto, também vale que TV+1(U) = [0,1). Daf, para todo m > j + 1
T(U)NV £ 0.

O que prova que T é topologicamente misturadora. O
Corolério 6.6. Dado qualquer aberto U eziste k € N tal que T*(U) = [0, 1).

Proposigao 6.7. Os pontos periddicos da transformacgao de Gauss T formam um conjunto denso de

[0,1).

Demonstragao. Dado qualquer intervalo I. Tome um subintervalo J = [a,b] de I (0 < a < b < 1) tais
que T* é continua em J e T*(J) = (0,1). Como T* é continua existe x € J C I tal que T*(z) = =
( Pelo teorema do valor intermedidrio). Ou seja, Dado qualquer intervalo I, conseguimos achar um

ponto periddico x € I. Isso prova que os pontos periddicos de T' formam um conjunto denso. O
Daremos uma outra prova da proposicao da proposicao 6.7 baseada no corolario 3.4.

Demonstragao. Seja

T = [0;0'17"' 7anvan+17"']
E seja
Xn = [0;@1,"' y Op, A1, 02, - 70,”70,17"'].
Pelo corolario 3.4 temos que
w—rv
|z — X, | = | |

(/LQn + Qn—l)(VQn + Qn—l) .

Onde p = [an11;an42,-..] €, v = [a1;as,...]. Dai, como lim,_,~ ¢, = 0o segue o resultado. O
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6.3 A medida de Lebesgue

Vamos Enunciar e provar alguns resultados de teoria da medida que usaremos no capitulo.

Dado X, dizemos que uma familia F de subconjuntos de X é uma &lgebra se
e X e F;
e Se A€ Fentaio X— A€ F;
e Se A,B e Fentao AUB € F.
uma algebra F é dita ser uma o—algebra se
e Para toda familia enumerdvel (4;) de conjuntos de F tem-se | J A; € F.

Exemplo 6.8. Dois exemplos triviais de o—dlgebra

Fo ={X,0}.

Uma forma padrao e importante de se obter o—délgebras é atrdves das chamadas o—algebras

geradas.

Definigao 6.9. Considere uma familia A de subconjuntos de X. a o—dlgebra gerada por A é a

intersecao de todas as o—dlgebras que contém A.

Exemplo 6.10. Seja X =[0,1] e Z o conjunto dos intervalos abertos de X. a o—dlgebra gerada por

T ¢é chamada de o-dlgebra de Borel. Denotada por B. Os elementos de B sao chamados de borelianos.

Defini¢ao 6.11. Considere um par (X, F) F é uma o—dlgebra definida em X. Uma medida p definida

em (X, F) € uma fungdo

w: F —[0,00]
que verifica
e (@ =0
o (U2, A) = X2, u(A;) para toda familia enumerdvel de conjuntos dois a dois disjuntos.

Esta propriedade é denominada de o—aditividade. Diremos entdo que (X, F,u) € um espaco de

medida.

Se p(X) < oo diremos que p é finita. Se p(X) = 1 diremos entdao que (X, F,u) é um espago de
probabilidade.
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Uma propriedade P vale em p—quase toda parte ( 4—q.t.p) se existe um conjunto Z com u(Z) =0
tal que P vale fora de Z.

Podemos definir uma medida A nos intervalos (a,b) como sendo
M(a,b)] =b—a.

Gostarfamos de estender essa fungdo pra todos os borelianos. Observe que podemos definir uma
algebra B, em [0, 1] da seguinte forma: um conjunto I estd em B, se, e somente se, I é unido finita de
intervalos abertos dois a dois disjuntos. A extensdo da medida A a todos os borelianos é dada pelo

seguinte cldssico teorema:s:

Teorema 6.12. (Extensao de Caretheodory) Considere um conjunto X, uma dlgebra Fqo definida

em X e uma fungao finitamente aditiva

Mo : fo — [0,00}
Seja F a o-dlgebra gerada em X por Fy. Entdo existe uma dnica medida p : F — [0,00] que estende
to- Ou seja, u(A) = uo(A) para todo A € Fy Uma prova desse teorema pode ser encontrada em [2].

A medida que estende A dos intervalos de [0, 1] é a nossa medida de Lebesgue.

Exemplo 6.13. Seja ¢ : [0,1] — R continua e positiva. Definimos

b
Mol[a,b]) = / o()dz.

E usando o teorema anterior podemos estender Ay para todos os borelianos.

Definicao 6.14. Considere dois espagos mensurdveis (X, F) e (Y,G). Uma fungio f : X — Y €

mensurdvel se para todo G € G tem-se f~1(G) € F.

Definicao 6.15. Dado (X, F, ) um espaco de probabilidade. Dizemos que f : X — X preserva p ou
w € f-invariante se VA € F p(f~1(A)) = u(A).

Definicao 6.16. Dizemos que uma familia C de subconjuntos de X é uma Classe mondtona se C

contém X e € fechada para unides e intersecoes enumerdveis e mondtonas, ou seja,
o Se Ay C Ay C --- estao em C, entdio |J,,~, An € C;
e Ay DAy D --- estio em C entdo (),~, An €C.

Se {C;}icr sdo classes mondtonas , entao ﬂie ; Ci é uma classe monétona. Podemos portanto

considerar a menor classe monétona que contém um um conjunto dado.
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Teorema 6.17. (Classes mondtonas) A menor classe mondtona que contém uma dlgebra Fy coincide

com a o-dlgebra gerada por Fy.

Esse teorema pode ser encontrado em [3]. Usaremos o teorema das Classes monétonas para provar
a proposicao abaixo que permite concluir que para uma medida ser invariante por uma transformagao
é suficiente que isso seja verdade em uma &dlgebra. Entretanto antes vamo enunciar um fato muito util

€ que usaremos a seguir.
Lema 6.18. Seja p uma medida definida em F entao
e Se A1 C Ay C --- estao em F, entdo

2 U An | = hmM(An)

n>1

e A1 DAy D - estao em F e u(A1) < oo entdo

i ﬂAn = lim p(A4,)

n>1

Uma prova desse lema pode ser encontrada em [2].

Proposicao 6.19. Seja f : X — X uma transformacao mensurdvel e p uma medida finita em X.
Suponha que exista uma dlgebra Fo de subconjuntos de X tal que u(f~1(A)) = u(A) para todo A € Fy.

Entao o mesmo vale para todo A na o-dlgebra F gerada por Fy. Isto €, p € f-invariante.

Demonstragio. C = {A € F : u(f~1(A)) = p(A)} é uma classe mondtona.
De fato, Seja A C Ay C --- uma sequéncia de elementos em C e seja A = Un21 A,,. precisamos

provar que u(f~1(A)) = u(A). Ora, pelo lema anterior, temos que

w(A) =limp(A,) e p(f~(A) =limpu(f~ (4An))

e como A; € C, entao

u(A) = lim pu(A,) = tm (£~ (Aa)) = u(f 1 (4))

De maneira totalmente analoga se mostra pra intersecao. Isto prova portanto que C é uma classe

monodtona. E como, por hipétese, C D Fy entdo pelo teorema das classes monétonas, C = Fy. O
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6.4 Ergodicidade e o Teorema Ergodico de Birkhoff

Consideremos um espago de probabilidade (X, v, F) e uma transformagao G : X — X que preserva
medida. Uma pergunta natural em teoria ergédica é a de determinar com que frequéncias érbitas de
pontos visitam um conjunto. De forma mais precisa, dado B mensuravel e um ponto = € X, queremos

determinar com que frequéncia a érbita de x por G visita o conjunto B, isto é, queremos calcular

. i n—1
<1 <n—-1:G"
n

B, (x) =

O teorema ergddico de Birkhoff que provaremos mais pra frente nos traz algumas consequéncias

sobre o limite assintotico de B,, e no caso da medida ser ergddica temos

lim B,(z) =v(B), para v-quase todo ponto = € X.

n—oo

Definigao 6.20. . Dizemos que B é G-invariante se
WBAGTH(B)) =0

Definicao 6.21. Considere um espaco de probabilidade (X, v, F) e uma fun¢ao mensurdvel G : X — X
tal que v é G-invariante. Dizemos que a medida v € ergddica para G (ou que o sistema (G,v) é ergddico)

se para todo subconjunto G-invariante B € F tem-se v(B) =0 ou v(B) = 1.

Enunciaremos sem prova o préximo teorema, porém uma prova pode ser encontrado em [1] ou em

[3].

Teorema 6.22. (Teorema Ergddico de Birkhoff) Considere um espago de probabilidade (X, v, F)
e uma transformacgdao G : X — X que preserva a medida v. Entao para qualquer funcio f € LY(X,v),

existe uma funcdo mensurdvel gy € LY(X,v) e G-invariante que verifica as sequintes propriedades:

e para v-quase todo x € X se verifica
.1 i
lim — Z foG'(z) = gs(x);

o fx fdv = fx grdv;

o Além disso, se a medida v € ergddica(com respeito a G) entdo gy € constante v-q.t.p, em parti-

x):/xfdy.
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6.4.1 A medida de Gauss

Definicao 6.23. A medida de Gauss p é de um intervalo (a,b) C [0,1) € definida como

1 (" dx 1 1+b
p(a,b) = = log :
log2 J, 1+x log2 1+a

A medida de Gauss é T-invariante e ergédica. Porém a medida de Lebesgue nédo é invariante para

a transformacgdo de Gauss T'. Entretanto podemos relacionar a medidade Lebesgue com a medida de

Gauss da seguinte forma.
1 1 1

2log 2 < log 2(1 + z) < log2’

Portanto, para qualquer mensurdvel A C [0,1)

1
dzr < —=d
/AﬂogZ * /1og2 /log2 o

1
2log 2

Ou seja,

AMA) < u(A) < ——A(A).

log 2
Proposigao 6.24. A medida de Gauss p € T-invariante.

Demonstragao. E suficiente provar pra intervalos. Pois estes geram a o-algebra de Borel e portanto

podemos usar a proposicao 8.11 e concluir que vale para qualquer mensuravel.

) = 1)
zel,=|—,— )= |—-| =n.
n+1ln T

com « € (0,1). Dai,

Em primeiro lugar, veja que

Portanto, qualquer x € I,, pode ser escrito da forma x = m
n+a«

T(x):T( ):n+a—Ln+aJ:a

n+ «

1 1

——,—— ] e como cada intervalo (a,b) tem uma pré imagem em
n+b n+a

a pré imagem de (a,b) em I, é (

cada intervalo I,,, temos que

(b)) = | (i mrs)-

n=1
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Portanto,

(T~ ((a,0)))

I
=
—
1
7 N
3
+| =
<
3
+ | =
Q
N———
N——
I

n=1
1 1
110g2 14 !
n+b
=1 <n+a—|—1 n+b )
B S
n:110g2 n+a n+b+1
B i log(n +a+ 1) —log(n + a) + log(n + b) —log(n + b+ 1))
N — log 2 '

Essa é uma série telescopica, e portanto aquela soma é igual a

1 1+b
log 2 log <1+a> = u((a,b)).

Provamos entao que

(T~ ((a,b))) = u((a, b))

O que conclui a proposicao . O

6.5 Consequéncias da Ergodicidade

Com a ergodicidade da Transformagao de Gauss podemos usar o Teorema de Birkhof para obter
algumas propriedades sobre a distribuigao dos digitos na expansao em fragoes continuas de quase todo

ndmero do intervalo [0,1)

Proposicao 6.25. Para quase todo x € [0,1), a frequéncia com que aparece um nimero k € N na

expansdo em fragoes continuas [a1(x), az(x), -] de x verfica

1
p L€ Lnliai(a) =k} _ log (1 TR 2)) )
n—oo n 10g2

1 1 1
Demonstragdo. Considere a funcéo caracteristica Iy, (z) onde I}, = [k‘—l—l’ k) Como ay,(z) = LT"—l(J:)J ,

temos que

Cln(.r) =k = Tn_l(l‘) c Ik — HIk(Tn—l)(z) -1
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portanto,

n

#{i € [1,n;ai(x) =k} _ iﬂl,(T””(I))
1=0

Ora, T é ergédica com respeito a medida de Gauss p e I, é integréavel. Entao pelo teorema de Birkhoff,

para p-quase todo ponto z € [0,1) se verifica

n 1 log |14+ ———
Jim >, (1) = | @ ( kj;gw) — (T)

Portanto fica provada a proposigao. O

Na proposigao seguinte enunciamos algumas propriedades assintéticas sobre os digitos da expansao

em fragoes continuas de quase todo ponto do intervalo [0, 1)

Proposigao 6.26. Para quase todo z € [0,1) :

(1)

lim =00
n—o00 n
(1)
log k
- 1 log 2
1 n/ cap(z) =
A, Yo (@) an(2) kl;[l (H k(k+2))
(1)
L logan(e)
(Iv)
1 n —7?
lim —log Iip(x) —
n—oo m qn(z 6log2

Demonstracdo. A ideia da prova é encontrar, em cada caso, uma funcgao integravel que descreva a

distribuigao dos digitos e aplicar o teorema de Birkhoff.

(I) Consideremos a fungéao
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Porém, f ¢ L'([0,1), 1) e portanto ndo podemos aplicar birkhoff diretamente. Ora,

1>T(x)=i—H = fla) >

X

1—=x

X

Donde,

1 1 1
1 1 1-
/ fdu = /(@) dx > / Y _dz = 0.
0 log2 Jo 1+x log2 Jo z(1+x)

Para isso, iremos truncar a funcao f. (Isso é um artificio muito usado em teoria da medida).

Defina, para cada N > 0 a fungao

fn é integrével pois é limitada e tem um ntmero finito de descontinuidade. Em cada fy usamos

o teorema de Birkhoff. Assim,

n—1 n—1

1gg;gf;;fm<x>> > 1inrgi£fi;f1v(Ti($))
1 n—1
= 1 - T
im7n — oo ;fN( (x))
1 1
1 fN(I)
/0 Jdp log2 J, 1+ *

Portanto , para quase todo = € [0,1),

n—1
. i _ —
nh_}rr;o - ;f(T (2)) = lim =00

n—00 n

(II) Em primeiro lugar, observamos que

lim 4

Jim {/a1(z)---an(z) = lim expllog({/ai(z)---an(z))] =

. IRS
= nh~>n;o exp <n ;log(ai(ag)>
1 n—1
= lim exp (n glog(al(T (ﬂ))

e dai, gostarfamos de aplicar Birkhoff a fungao g(z) = log(a;(x)).
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g € L*([0,1), n). De fato,

1 oo %
/Ogdu = /x_ 11)gdu2/lgdu

I I
olo
0 |02 ‘H\
o | o~
—
5 =)
S 0
—
— z
= =
+ I
=
=~ HMEM
+HH~_
oo
2| e
~—_— NI
I
M o
—
— _|_’—‘
g I+
N | T~ ==
2 ~—
N\
—
_|_
e
[\v}
N—

1
Como, logz < x — 1 entao log (1 + k—g) < =

2 e basta ver que

é convergente. O que é verdade usando o teste da integral.

Podemos entao aplicar o teorema de Birkhoff & fungao g. Obtendo para quase todo x € [0,1)

n—1 1
1 ;
Jim E_O g(T*(x)) = /0 gdp

Dai,

1
IR
0 ue

k=1" &+1 k=1 k+1
log k
= 1 = 1 1
glogQ ( +l<:(k—|—2)> kgog ( +k(k+2)
Portanto, segue que
log k
R T 1 log 2
Jon, Vo)) = 1] (1 wa)

(IIT) Em primeiro lugar , observe que
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De fato,

n:ln
o0 o0
1 1 ) 1
S @ wr) T ay
s -1 n+1 ’/T2
- Y55
n 12
n=1

e dai segue que

Provamos no item (B III) que p,(z) = ¢n—1(T(x)), obtemos, entao

1 1

pu(@)  poa(T(2))  pa(T""

() pr (T (=)

(@) 0(@) @1 (T(@) gn_2(T%(z))

Reagrupando os termos,aplicando logaritmos e dividindo por n , obtemos

_lo €T :ln_lo IM :ln_lo k
nl g(gn(x)) n ];)1 8 < qn—x(T*(z) > n kz:(:Jl s

Portanto , basta provar que

Lema 6.27. Para quase todo z € [0,1),
n—1 k —7?
o log(T =
o4 loa(TH () = 7

o limy, o % n-l (log (m) - Tk(x)) =0

e lim, o —
n

pnk

%j (1o (2o

@ (Tn1(2))  qo(T"(2))

An— k(T (z)

Demonstragdo. A primeira afirmagao segue do teorema de Birkhoff. Para quase todo = € [0, 1),

n—1

1 1 1 L log z
n300 10 kZ:O og(T" () / g et 10g2/0 1+ v
1 g(x + 1
= 1 1
log 2 og(w) log(x + 1og2/
g(l+ x)

log2/
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Pois,

1 1
log(z)log(z +1)] = - limlog(z)log(x +1) = — lim log(z +1)
z—0 z—0 1
0 log x
1
_ gzl w(logz)® >
R R W Wt R e R
(logx)? x
2logx
1 2
= 1l (log z) = lim —£— = lim —2zlogx
z—0 l z—0 4t x—0
x x?
-2
21 o
x—0 l x—0 ;1
x x?
A expansao em série de log(1 + z) é dada por
2 3 4
log(l—i—x):ac—%—&-%—%—F-H

Portanto,

n—1 1 2 3 4
1 1 1 T x T
lim = log(TFk — - T ) =
nmtoo 11 Z 0g(T"(x)) logZ/O x ( 3 4 * >
1 3
x 33 x
/o ( 2 3 4 + )
-1 z? ac x? + !
_ e A R
10g2 4 9 16 0
B 1 1 n 1 1 4. -1 2
N 1og2 49 16 ~ log212
Para o segundo item , lembre-se que para n par, temos que

I _ |:pn Pn +pn—1>
T e e
Gn Gn + qn—1

Assim, pelo Teorema do valor médio, dado = € I, ... ;,, temos que

Pn
log z — log () 1
i/ _ =, onde ~¢€ (pn,x>
Y qn
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+ Pn—
como 2 <y < g < P PnoL
qn Qn+Qn71

podemos usar a propriedade (B II) para obter

1 1 B
0 < Ing—IOg(pn>=(x—p"><(p"+p"1_pn>
n v dn Y \qn + qn-1 dn
%(pn+pn1_pn)_1< L
Pn qn—"‘]n—l dn

DPn (QH + q”—l) dn

Para n impar,

I _ (pn +pn—1 pn:|
iyt — T, o v T |-
dn + dn—1 Qn

De maneira totalmente andloga, obtemos que

n -1
0> logz — log (p) > —.
qn dn

Portanto,

qn(z) n

Como, T*(z) € I, ... ;,_,, a mesma prova fornece

n 1
log z — log (p (I))‘ < —.

pu(T*(2)) 1 1
qn(T’“(x))>’ S G (TF(z)) = 202"

8]

log(T*(z) — log <

Onde na ultima desigualdade nés usamos a propriedade (C). E dai,

O que acaba a prova do item III

Note que Pelo teorema 4.1, temos que

1 1
RS —— g Iy — & S
qn(Qn + Q7z+1) dn qndn+1
Como ¢p+1 > g , temos
Qann-‘rl > Q’rl(q” + Qn-i-l)
Logo,
1 1
RS R
2qnqn+1 dn gnqn+1
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Tomando logaritmos, e dividindo por n obtemos

pTL
Tr — —

n

)

1 1
< ——1logg, — —loggn41
n n

1 1 1 1
—Zlog2 — = log(gn) — — 1og gn |
—log nog(q) nogQ+1<n0g<

Pelo item III, tmos que para quase todo z € [0, 1) vale

.1 pi?
nlggo n log gn(z) = 121log 2
Concluimos que
2
lim —log|x — Pn(2) —
n—yoo 1 qn(z 6log2
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