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Resumo

Recentemente, a competicao entre localizacao dinamica e interacao elétron-elétron tem
sido alvo de varios estudos. Nesta dissertacao de mestrado, nossa contribuicao visa o en-
tedimento do fendmeno das oscilagoes de Bloch de dois elétrons interagentes em cadeias
unidimensionais periddicas e aperiddicas. Nos utilizamos dois formalismos distintos para
escrever a equacao de Schrodinger associada ao Hamiltoniano de Anderson-Hubbard. Para
estudar as oscilacoes de Bloch para dois elétrons interagentes observamos a influéncia do
campo elétrico no comportamento de um pacote de onda Gaussiano. Foi utilizado um
método numérico para resolver a equagao de Schrodinger e encontrar a densidade de esta-
dos, bem como, os auto-estados estacionarios. Mostramos que o campo elétrico promove
oscilagoes de Bloch cujo modo predominante apresenta uma frequéncia dupla dependendo
das relativas contribui¢oes oriundas de estados ligados e nao-ligados. Os valores para essa
frequéncia caracteristica e amplitude das oscilagoes de Bloch serao discutidas sobre a luz
de uma aproximacao semi-classica.
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Abstract

Recently, much attention was drived to the interplay between dynamical localization and
electron-electron interaction. In this master degree thesis we contribute to futher unders-
tanding of the phenomenon of electronic Bloch oscillations in both periodic and apperiodic
low-dimensional systems with two interacting electrons. We followed two distinct quan-
tum formalism to write the Schrodinger equation associated with the Anderson-Hubbard
hamiltonian. To study the two-electron Bloch oscillations we focus on the electric-field
biased wave-packet evolution of a initially gaussian wave-packet. In additional we use
numerical methods to solve the Schrodinger equation and compute the density of states
as well as the stationary eigenstates. We show that the electric field promotes sustained
Bloch oscillations, whose predominant mode displays a frequency doubling depending on
the relative contributions coming from bounded and unbounded states. The values for the
characteristic frequency and amplitude of the Bloch oscillations will be discussed under
the light of a semi-classical approach.
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Capitulo 1

Fundamentacao Teoérica

1.1 Introducao

O estudo das propriedades eletronicas em estruturas cristalinas ¢ um campo de bas-
tante relevancia na Fisica do Estado So6lido. No inicio do século passado, apos a descoberta
dos raios X, foi possivel a comprovacao de varios calculos e previsoes teoricas simples sobre
o espacamento atomico médio, também chamado de parametro de rede. As formulagoes da
Mecéanica Estatistica e Mecanica Quantica possibilitaram que diversas propriedades fisicas
dos solidos periddicos e homogéneos fossem bastante estudadas e desenvolvidas até o ponto
que nos conhecemos hoje. Com o conhecimento dessas duas ultimas formulagoes, devido
a existéncia de simetria translacional em solidos cristalinos, a descricao de particulas ou
excitacoes coletivas' é feita por uma funcao de onda estendida por todo o sistema. Este
resultado é obtido, por exemplo, através do modelo de Bloch que considera elétrons nao
interagentes na presenca de um potencial periédico. Bloch demonstrou que as solugoes da
equagao de Schrédinger neste caso sao:

i (r) = uk(r) exp(ik - r) (1.1)

onde ug(r) possui periodo igual ao da rede cristalina, sendo uy(r) = ug(r+1). Este modelo

prevé a auséncia de resisténcia elétrica para um material perfeitamente cristalino.
Entretanto, uma grande parte dos soélidos encontrados na natureza, e mesmo 0s

produzidos em laboratério, nao sao constituidos por uma estrutura cristalina perfeita e

Lcomo exemplo de quasi-particulas e excitacoes coletivas podemos citar magnons e fénons.
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homogéna. Qualquer desvio da estrutura peridédica constitui uma imperfeicao. Quando um
sistema apresenta varias imperfeicoes em sua estrutura cristalina, dizemos se tratar de um
sistema desordenado, que pode ser classificado como: sistema com desordem estrutural, no
qual os a&tomos sao distribuidos aleatoriamente sem qualquer arranjo espacial particular; e
sistema com desordem composicional, quando diferentes tipos de fons, impurezas quimicas
ou sitios vazios ocupam aleatoriamente pontos de uma rede periddica perfeita. A distri-
buic¢ao da desordem pode ser do tipo “temperada” ou “recozida”. A desordem temperada
que é obtida, em geral, através de processos de resfriamento brusco a partir de altas tem-
peraturas, apresenta funcoes de correlagoes locais. No segundo caso, o arranjo atémico é
correlacionado, decorrente de um processo de resfriamento lento. A presenca de desordem
na distribui¢ao atomica despertou um grande interesse na Fisica da Matéria Condensada,
tendo Anderson |1| como pioneiro a entender o papel da desordem na fungao de onda
eletronica. Em linhas gerais, Anderson mostrou que a presenca de desordem na estrutura
atomica induz o fendbmeno da localizacao da funcao de onda eletronica, ou seja, a funcao
de onda eletronica sofre reflexoes incoerentes nas barreiras de potencial. Estas ondas re-
fletidas interferem destrutivamente de modo que a funcao de onda eletronica resultante é
nao-nula apenas em uma regiao finita da cadeia. Dai vem o nome “localizacao da funcao
de onda eletronica”, devido ao elétron ficar restrito a uma regido finita da cadeia. E muito
comum este fenomeno ser também chamado de “localizacao de Anderson”. Posteriormente,
outros autores [2, 3, 4, 5, 6] também apresentaram suas contribui¢ées. Em particular, foi
demonstrado que a localizagdo de Anderson ocorre em dimensoes baixas (d < 2) para
qualquer grau de desordem. Em dimensdes elevadas (d > 2), foi mostrado a possibilidade
do sistema, mesmo desordenado, suportar estados eletronicos estendidos por toda a rede.
A mudanca de comportamento de estados estendidos para estados localizados é chamada
de transicao metal-isolante ou transicao de Anderson.

Nas ultimas décadas, uma série de trabalhos tém sido apresentados nos quais a
energia potencial atomica consiste de uma distribui¢cdo de desordem correlacionada |7,
8, 9, 10| bem como de sequéncias pseudo-aleatorias |11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19|.
A presenca destes novos ingredientes no arranjo atéomico revelou a possibilidade de um
comportamento anémalo no modelo de Anderson. Em linhas gerais, foi demonstrado que
estes ingredientes possibilitam uma transicao de Anderson mesmo em dimensao baixa
(d<2).

Outro aspecto altamente importante e ausente na formulacgao de Bloch é a intera-
¢ao elétron-elétron. O problema de N elétrons interagentes em uma rede com M atomos

Instituto de Fisica - UFAL



1.1 Introducao 3

¢ o objeto de estudo do famoso Modelo de Hubbard [20]. A fisica de sistemas eletronicos
interagentes é bastante complexa do ponto de vista tedrico e/ou experimental. A presenca
da interagao Coulombiana em sistemas eletronicos induz também uma transicdo metal-
isolante, chamada transi¢do de Mott |21, 22, 23|. A transicdo de Mott ocorre quando o
custo energético de uma dupla ocupacao excede o energia média da banda de valéncia. O
estudo da transicao de Mott, através do Modelo de Hubbard, é uma tarefa nao trivial,
que envolve técnicas de teoria de campos, formalismos de campo médio, métodos de di-
agonalizacao em blocos, diagonalizacao exata tipo Lanczos bem como métodos de grupo
de renormalizacao. Uma possivel simplificacao do modelo de Hubbard, que nao remove o
grau de interesse da fisica obtida, é considerar um pequeno nimero N de elétrons. She-
pelyansk [24] foi um dos primeiros autores a considerar o problema de dois elétrons em
uma cadeia unidimensional desordenada. O autor verificou que a interacao entre dois elé-
trons pode induzir uma propagacao coerente entre os mesmos, tendo um comprimento de
localizacao maior que o comprimento de localizagao de uma tnica particula. Este novo
efeito despertou um grande interesse na comunidade cientifica, tornando-se alvo de varios
estudos encontrados na literatura [25, 26, 27, 28, 29, 30, 31].

Com o advento da tecnologia de manufaturacao de materiais em escala nanoscopica,
os sistemas de baixa dimensionalidade deixaram de ser problemas de interesse académico
para serem sistemas fisicamente realizaveis. A tecnologia atual é capaz de fabricar estrutu-
ras em que uma ou mais dimensoes sao confinadas de tal maneira que os graus de liberdade
transversais encontram-se congelados em temperaturas suficientemente baixas [32]. Uma
fonte de grande interesse por esses sistemas é o estudo de propriedades de transporte.
Dentro do contexto apresentado acima, esta dissertacao de mestrado tem como objetivo
estudar o problema de dois elétrons interagentes em cadeias cristalinas e aperidédicas. Um
aspecto central neste tipo de problema é entender como um campo elétrico constante afeta
as propriedades eletronicas. Utilizando um formalismo numérico para resolver a equacao
de Schrodinger deste modelo, mostraremos que o sistema apresenta oscilacoes quando o
campo elétrico é aplicado. Dependendo da condicao inicial que o sistema de elétrons in-
teragentes é preparado, a frequéncia principal das oscilagoes de Bloch obtidas é da ordem
do dobro da frequéncia de Bloch prevista por argumentos semi-classicos.

Na continuacao deste capitulo iremos apresentar uma revisao tedrica sobre pro-
priedades de transporte eletronico em sistemas cristalinos e com desordem. Além disso,
devido ao seu grau de relevancia, apresentaremos alguns modelos que retratam a influéncia
da interacao Coulombiana sobre o transporte de onda eletronico. No segundo capitulo,

Instituto de Fisica - UFAL



1.2 Modelo de Bloch 4

apresentaremos duas diferentes abordagens para o estudo de elétrons interagentes. Moti-
vados pelo grande interesse da comunidade cientifica no fenémeno das oscilagoes de Bloch
[33, 34, 35|, mostraremos a influéncia de um campo elétrico uniforme e constante sobre
um elétron utilizando argumentos semi-classicos ja conhecidos na literatura [36]. Ao fim
deste capitulo veremos dois modelos unidimensionais que permitem estudar a influéncia
do campo elétrico sobre dois elétrons interagentes. No terceiro capitulo, apresentaremos
resultados para ambas as abordagens, explorando possiveis particularidades. O capitulo
quatro serd composto de conclusoes e perspectivas de futuros estudos.

1.2 Modelo de Bloch

O modelo de Bloch apresenta um papel fundamental na descricao do movimento
de elétrons de conducao sobre influéncia de um potencial cristalino. Ao estudarmos o pro-
blema de elétrons em solidos, devemos verificar a relevancia, por exemplo, das interacoes
do elétron com os fons da rede e da interacao elétron-elétron. Consideremos a seguir a
aproximacao de elétrons independentes em uma rede periédica unidimensional formada de
N ions monoatdmicos com uma constante de rede a. Assim, um potencial ionico (V' (z))
colocado na origem é definido na extensao —a/2 < x < a/2 e possui um vizinho na posi¢ao
x = a. Por se tratar de ions idénticos, temos V(z) = V(z + a) (ver fig.1.1). Usando o

TN Y Y

Figura 1.1: Padrao tipico de um potencial cristalino.

mesmo raciocinio para os demais fons da cadeia, nos obtemos
V(z)=V(x+a)=V(x+2a)=..=V(x+ (N —1)a) (1.2)

onde V(x4 ma) ¢ definido numa extensao § +ma < x < § +ma, sendo (m 0,1,...,N-1).
A condicao periddica de contorno é imposta de forma que o ion para z = 0 coincida
com o ion da posicao z = Na.

V(z)=V(x+ Na) (1.3)

Instituto de Fisica - UFAL



1.2 Modelo de Bloch 5

Desta forma temos um anel de comprimento Na, constituido de /N ions distribuidos igual-
mente espacados com constante de rede a.
A equacao de Schrodinger para cada fon pode ser expressa como:

<__h2) (@) + V(z)(z) = Ep(z)

2m dx?

(—h2) d*Y(z + a)

T s +V(x+a)Y(x+a) = EY(x+a)

2m 2 + V(@ + (N = Da)p(e+ (N —1)a) =

(—hz) d*Y(x + (N —1)a)
EYp(x+ (N —1)a) (1.4)

As fungoes de onda em z e x + a sdo respectivamente 1(x) e (x + a). Estas duas tltimas
possuem mesmo auto-valor energia (E) diferindo apenas de um fator de fase que podemos
escrever como:

(x4 a) = \p(x) N> =1 (1.5)

Raciocinando igualmente para as demais funcoes de onda, n6s obtemos a relacao:
Y(z + Na) = AV (2) (1.6)
Esta tltima quando associada a equagao (1.3), encontra-se:
MW=1 (1.7)

que pode ser resolvida considerando

A\ = exp (27;”) (1.8)

onde n é um inteiro na extensao de 0 até N — 1. Assim, para uma rede unidimensional, a
fungao de onda ¢ (x) para um elétron propagando em um potencial cujo periodo é a, pode

Instituto de Fisica - UFAL
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Ser expressa por:

v(a) = e (25 ) o) (1.9)

onde uma fungao arbitraria w(z) é uma fungdo periddica em a e satisfaz a relagdo
u(z + ma) = u(x), m sendo um inteiro positivo.

Da mesma forma que escrevemos o teorema de Bloch para uma dimensao, assu-
mindo que a posicao de cada ion em um cristal seja especificada pelo vetor 1 = [, a, +
lya, + La,+ (l;,1,, [, = inteiros), a funcdo ¢(r) do elétron num potencial periédico pode
ser expresso da forma

i (r) = exp(ik - r)uy(r) (1.10)

onde uy(r) satisfaz a relagdo ux(r+1) = uk(r). O vetor de onda k possui propriedades
semelhantes ao vetor de onda k do modelo do elétron livre.

Entretando, como foi dito na secao 1.1, a estrutura cristalina dos solidos encontra-
dos na natureza e mesmos os produzidos em laboratério, nao é perfeita e homogénea. O
grau de desordem na sua estrutura cristalina nem sempre pode ser desprezado, tornando-
se relevante os seus efeitos. Desse modo, para o melhor entendimento das propriedades de
tais solidos é preciso adotar modelos que levem em consideracao essas caracteristicas.

No fim da década de 50 foi apresentado na comunidade cientifica um modelo que
levava em consideracao os efeitos de desordem. P.W. Anderson |1]| apresentou uma estima-
tiva qualitativa da intensidade do potencial aleatorio necessaria para provocar a auséncia
de difusao eletronica em certas redes aleatorias.

1.3 Modelo de Anderson

Em 1958, P.W. Anderson [1]| apresentou um modelo que permitiu o estudo dos
efeitos de desordem sobre a funcao de onda eletronica. Anderson mostrou que, na presenca
de desordem, a natureza da funcao de onda pode mudar de estendida, como no caso das
ondas de Bloch, para localizada.

Imagine o modelo de Bloch apresentado na secao 1.2, com o potencial peridédico nulo
(U(r) = 0), ou seja, um elétron livre. Ao introduzirmos uma unica barreira de potencial
para este sistema, a funcao de onda eletronica serd parcialmente transmitida e parcialmente
refletida pela barreira. Facamos agora com que ao invés de uma tnica barreira, existam
duas barreiras de potencial. Estas duas barreiras provocam a reflexao da funcao de onda,

Instituto de Fisica - UFAL



1.3 Modelo de Anderson 7

gerando ondas refletidas e incidentes que podem sofrer interferéncias. As interferéncias
podem mudar bastante o padrao da fungao de onda. Considere agora a presenca de um
potencial aleatério, que pode ser representado por barreiras de potencial posicionadas
aleatoriamente ou possuindo intensidades aleatérias. A funcao de onda sofrera varias
reflexoes, impedindo que esta mantenha uma coeréncia de fase. Dessa forma, se tivermos
o grau de desordem fraco, a fungao de onda continua estendida, porém perde sua coeréncia
em fase apos muitas reflexoes. O comprimento de coeréncia é o seu livre caminho médio
(ver figura 1.2a).

Se tivermos um grau de desordem forte, as reflexoes sofridas pela funcao de onda
causam interferéncias destrutivas que induzem uma localizagao da funcao de onda, ou seja,
a funcao de onda se concentra em uma pequena regiao e tem valor desprezivel em qualquer
outra regiao do so6lido. Neste regime, o sistema esta na fase isolante. A probabilidade de
encontrar o elétron a uma distancia R do centro da funcao de onda decai exponencialmente,
ou seja, P(R) e /€. O parametro &, chamado de comprimento de localizacio, é usado
para caracterizar o estado eletronico (ver figura 1.2b). Para desordens intermediarias, o
sistema pode apresentar uma transicao metal-isolante.

<+

() (b)

Figura 1.2: (a) Fung¢ao de onda estendida - o livre caminho médio (I) é o comprimento de
coeréncia quando o grau de desordem é fraco. (b) Fun¢ao de onda localizada - £ mede a largura
tipica da funcao de onda, também chamado de comprimento de localizacao.

O Hamiltoniano do modelo de Anderson despreza a interacao Coulombiana entre
os elétrons, contendo somente um termo cinético que descreve o hopping do elétron entre
sitios vizinhos e um termo de potencial que descreve a energia de cada sitio da rede. O
Hamiltoniano de Anderson, expresso numa representacao de segunda quantizagao, é dado

Instituto de Fisica - UFAL



1.3 Modelo de Anderson 8

T

ANDERSON
TRANSITION

T

Figura 1.3: Esquema representativo para a transicao de Anderson. (a) Estrutura cristalina; (b)
Estrutura desordenada, com potenciais distribuidos de forma aleatéria. Quando W > B temos a
localizacao da funcao de onda.

(a

{

por:

H= Z ecle + Z ticle; (1.11)
( i#]

onde ¢ é a energia do sitio ¢ e t;; ¢ chamado de integral de transferéncia entre os sitios

i

¢ e j, também conhecido como a amplitude de hopping. Os termos ¢; e ¢; sao operado-
res de criacao e aniquilacao de elétrons no sitio i. Anderson, para introduzir o efeito de
desordem, considerou as energias ¢; sendo niimeros aleatoriamente distribuidos num inter-
valo de largura W, sendo este tltimo parametro chamado de largura da desordem. Com
este modelo, Anderson mostrou a existéncia da chamada “localizacao da funcao de onda
eletronica”. O modelo de Anderson tridimensional apresenta uma transi¢cao metal-isolante
para um valor critico de desordem (W,), tornando-se metalico para W < W...

A solucao do modelo envolve a obtencao dos auto-estados e auto-valores eletronicos.
Para a obtencao dos auto-estados eletronicos é necessério resolver a equagao de Schrédinger
com um termo aleatorio. Utilizando a expansao dos auto-estados nas bases de orbitais

atomicos (¢ = Y. a;¢;), encontramos a equagao de Schrédinger para o Hamiltoniano de
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Anderson

Ey = Hy (1.12)
Eai = eiai+2t,~jaj (113)
J

Para melhor compreender a natureza dos estados eletronicos, podemos analisar o
modelo de Anderson, ou seja, a equagao (1.13), em alguns casos limites. Vamos conside-
rar que os potenciais sejam distribuidos sobre uma rede regular, tendo as amplitudes de
hopping a mesma magnitude e existindo somente entre os z primeiros vizinhos:

j=z
Fa; = ¢a; +t Z Qi (1.14)
j=1

Podemos estudar o caso cristalino (/W = 0) como caso limite da equagao (1.14). Conside-
rando uma cadeia linear e fazendo as energias ¢; todas iguais, que por conveniéncia, nos
escolhemos ¢; = 0, obtemos da equacao (1.14):

Fa; =t (a1 + ai41) (1.15)

Observando que fun¢oes exponenciais complexas obedecem equacgoes semelhantes a equa-
¢ao (1.15), escolhemos a, = ag exp™ e chegamos a

E =2t cos(k) (1.16)

Isto corresponde a banda cristalina da teoria de Bloch (=2t < E < 2t), que para o caso
de redes unidimensionais (z = 2), a largura da banda cristalina é B = 4t.

O carater dinamico do sistema pode indicar a existéncia de estados estendidos.
Considere que um elétron é colocado inicialmente (¢ = 0) no sitio m. Assim temos como
condigao inicial |c,(t = 0)|> =1 e |¢;(t = 0)|> = 0 para i # m. Podemos entdo escrever a
equacao de Schrédinger dependente do tempo como:

ﬁdai
; 7 =¢a; + Xi:tijaj (]_]_7)

Se no limite termodinamico, apés um longo periodo de tempo, a probabilidade de encontrar
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o elétron no sitio m for zero, ou seja, ¢,,(t — 00) = 0, o elétron é intinerante através da
cadeia, caracterizando o estado estendido. No entanto, se ¢, (t — oo0) # 0, notamos
que o elétron pode ser encontrado apenas nas vizinhancas de m, caracterizando o estado
localizado. A quantidade |c,,(#)|? chamamos de probabilidade de retorno ao ponto de
partida. Uma maneira direta de obter |c,,(#)|? é efetuar a integracdo numérica do conjunto
de equagoes de movimento usando o método numérico de Runge-Kutta [38].

O problema em que t e W nao sao nulos foi estudado por Anderson através de
teoria de perturbacao, usando W como uma perturbacao em um caso e t em outro. O
modelo de Anderson foi de importancia fundamental para compreensao e aprimoramento
do conhecimento sobre transicoes metal-isolante que ocorrem em diversos materiais com

desordem.

1.3.1 Teoria de Escala para a Transicao de Anderson

Apo6s a publicacao de Anderson em 1958, iniciou-se uma série de estudos rela-
cionados ao seu modelo |2, 3, 4, 5, 6. Em 1979, Anderson, Abrahams, Licciardello e
Ramakrishnan [2], apresentaram um trabalho sobre uma teoria de escala para a condu-
tancia generalizada do modelo de Anderson, no qual obtiveram a depedéncia da transicao
metal-isolante com a dimensao.

A teoria de escala propoe que uma tnica quantidade caracteristica, chamada de
condutéancia generalizada (g), controla a transi¢cao do estado estendido para o estado lo-
calizado em T = 0. Thouless [39] usou a teoria de escala numa reformulagao do modelo
de Anderson. Para Thouless, as unidades fundamentais deixam de ser sitios atdémicos 1,
passando a ser caixas de volume [¢ que contém muitos sitios. O solido é formado de varias
caixas acopladas umas as outras. As energias caracteristicas do modelo de Anderson W
e t sao mapeadas respectivamente em AFE que representa o espacamento médio entre os
niveis e em 0F que representa o deslocamento 0 F causado por mudancas nas condicoes
de contorno.

Um elegante argumento euristico, baseado no principio da incerteza (AtAE > h),
conecta 0 F com a condutividade ¢ no limite macroscopico

h

§F = — (1.18)
tp

sendo tp o tempo necessario para um pacote de onda eletronico difundir até os contornos
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da caixa de lado L. Considerando que o elétron realiza um movimento browniano dentro
da caixa, podemos escrever

th =15 (1.19)

sendo D a constante de difusao. Conhecendo a relagao de Einstein entre a condutividade
e as propriedades de difusao

o =e*Dn(E) (1.20)

sendo n(E) a densidade de estados média, e combinando esta tltima com as equagoes
(1.18) e (1.19), temos:

oh
0k =—————+— 1.21
7 () (20
A densidade de estados média pode ser escrita como func¢ao do espacamento médio entre
0s niveis
(B) = = (1.22)
T TIAE |

Ao tomarmos a razao AFE/JE como sendo medida da for¢a de desordem no sistema,
analoga a razao W/B no modelo de Anderson tradicional, temos:

Estados Estendidos = SE < 1 | Sensiveis a mudangas nas condigoes

de contorno

: A - : :
Estados Localizados = —— > 1 | Nao sensiveis a mudangas nas condi-

Wy

coes de contorno

1

O parametro de desordem, g, é definido por:

1 _AFE
g(l) — OFE

(1.23)

Ao substituirmos as equagoes (1.21) e (1.22) em (1.23), obtemos o comportamento de
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escala do parametro g sendo:

g(L) = e—ZaLd_z (1.24)
Nesta tltima, nota-se que o termo L% 20 ¢ a condutancia de um cubo (d-dimensional) de
lado L e condutividade o. Dessa forma, adotamos g(L) sendo a condutancia generalizada
expressa em unidades de e?/h. A teoria de escala est4 interessada na dependéncia de g(L)
com o comprimento de escala utilizado. Consideremos gy como a condutancia generalizada
para um sistema composto por caixas acopladas de volume Lg.

90 = g(Lo) = 0B(Lo) (1.25)

AE(Ly)
A teoria de escala assume que, dada a existéncia de uma condutancia generalizada gy para
um escala de comprimento Ly, pode-se obter uma condutancia generalizada ¢g para uma
escala maior L = Lgb. Nessa nova escala, a condutancia generalizada g é completamente
determinada pelo valor de gg e b, sendo este tltimo um fator de escala. Se o fator de escala
for tratado como uma transformacao continua, o comportamento de escala de g pode ser
determinado pela funcao

_ dlng(L)

B(g) = Il (1.26)

De forma a entendermos o comportamento de /3(g), analizaremos a seguir a equagao (1.26).

Quando ( > 0: Observamos que g cresce com o aumento de L, caracterizando
um comportamento metalico. Na figura 1.4 temos o comportamento de ((g) para d =
1,2 e 3. O comportamento qualitativo da fun¢ao ((g) pode ser determinado tomando
os seus limites assintoticos (g9 — oo e g — 0). Utilizando a equacao (1.24), temos para
g — o0

lim f(g) =d—2 (1.27)

g—0o0
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o

Condutancia Generalizada g —

Figura 1.4: Comportamento qualitativo de 3(g) parad = 1,2 e 3 na teoria de escala apresentada
em [2]

ou seja,
+1 para d=3

Bloc) =4 O para d=2 (1.28)
—1 para d=1

Quando [ < 0: A condutancia generalizada g(L) diminui com o aumento de L,
terminando num regime localizado. Utilizando novamente a equagao (1.24), agora para
g — 0, obtemos

lim (3(g) = Ing (1.29)

ou seja, ((g) se aproxima de —oco quando g tende a zero, independente da dimensao. Para
g pequeno, representando assim o limite de fraco acoplamento e forte desordem, a teoria de
Anderson prevé que os estados eletronicos sejam localizados e decaiam exponencialmente
com a distancia. Nos contornos de uma caixa de dimensao linear L, a amplitude da
funcdo de onda de um elétron localizado dentro da caixa é da ordem de e™?’, onde o
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parametro v é o coeficiente de Lyapunov?. O acoplamento entre as caixas também decai
exponencialmente com L, de forma que g(L) oc e . Ao assumirmos que (3(g) tenha
variacao lenta e monotonica entre os limites g — 0o e g — 0, certificamos que nossa anéalise
anterior reproduz o comportamento qualitativo da figura 1.4. As setas do diagrama de
fluxo sobre as curvas na figura 1.4 representam a dire¢cao que g varia quando L cresce. Em
d = 3 podemos observar um fato interessante: a existéncia de comportamentos distintos
para 3(g) < 0 e B(g) > 0. Existe um ponto critico (g.) no diagrama de fluxo, quando
g = 0, também chamado de ponto fixo instavel. Este diagrama mostra a dependéncia
da transicao de Anderson com a dimensao: em d = 1 e d = 2 nao existe transi¢ao
metal-isolante, diferentemente do caso d = 3. Foram desenvolvidos varios estudos sobre
o comportamento critico perto desta transi¢do em d = 3, por exemplo, B. Kramer [5]
utilizando a teoria de escala. Estudos sobre o comprimento de localizagao (§) proximo da
energia critica de transi¢do (mobilty edge) apresentam comportamento tipo lei de poténcia
(£ x (E — E.)”) com expoente v ~ 1.57 |40, 41].

Apesar das muitas simplifica¢oes, o modelo de Anderson é considerado ate hoje a
estratégia mais eficiente para estudar os efeitos da desordem sobre propriedades de trans-
porte eletronico. Além disso, diversos outros fenomenos também foram explicados com
base nas teorias de sistemas desordenados, como por exemplo, a ocorréncia do efeito Hall
quantizado. Este tdltimo esti associado & presenca de elétrons em estados localizados,
quando o material é submetido a um campo magnético externo [42]. Podemos observar
também propriedades de localizacao, devido a presenca de desordem, em ondas mecanicas
em meio liquido e em ondas eletromagnéticas |43, 44, 45|. Foram desenvolvidos varios
estudos experimentais com o objetivo de comprovar a eficicia do modelo anteriormente
estudado. Como exemplo das investigagoes da transicao metal-isolante podemos citar
experimentos realizados em silicio dopados com fosforo ou bario [46, 47, 48, 49]. Nes-
tes experimentos a desordem é oriunda das posicoes aleatérias dos atomos dopantes. A
largura de desordem apresentada no modelo de Anderson é devido & concentracao de do-
pantes (IN,) ou presenca de um campo. A energia critica do sistema (E.) é a concentracao
critica dos dopantes (V) ou o valor do campo (H,.) para os quais a transicao acontece.
A classificacao dos materiais foi escolhida da seguinte forma: aqueles que apresentavam
v = 0.5 eram os semi-condutores nao-compensados; aqueles que apresentavam v = 1 eram
os semi-condutores compensados ou materiais amorfos. Porém, foram encontrados em [48],

20 parametro 7 é também conhecido como o inverso do comprimento de localizacio &, apresentado na
pagina 7
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um expoente v = 1 para o silicio dopado com fésforo ndo compensado (Si : P); e em [49],
um expoente ¥ = 1.6 para o silicio dopado com Bario (Si : B), violando assim a classifi-
cacao anteriormente proposta. Em geral, a diferenca no expoente vem sendo atribuida a
presenca de outros efeitos no experimento, como por exemplo, a interacao Coulombiana
entre os elétrons [48]. Em solidos reais os elétrons correlacionam seus movimentos uns
com os outros de forma a evitar configuragoes muito energéticas. Esta interacao elétron-
elétron é responsavel pela transicao de Mott |21, 22, 23|. Na se¢do 1.5, apresentaremos
suscitamente os estudos de Mott relacionados a influéncia da interacao elétron-elétron no
comportamento do pacote de onda eletronico.

1.4 Aperiodicidade e Correlacao na Desordem

A Teoria de Escala apresentada na secao 1.3.1 mostra a existéncia de estados lo-
calizados em sistemas 1d e 2d para qualquer quantidade de desordem e a possibilidade
de ocorréncia de uma transicao metal-isolante em 3d. Entretando, uma série de trabalhos
tém sido apresentados nas tltimas décadas, nos quais a distribuicao de desordem é feita de
forma correlacionada e/ou de forma a respeitar sequéncias pseudo-aleatorias. A presenga
destes fendmenos na distribuicao da desordem sao responsaveis por um comportamento
nao previsto no modelo de Anderson 1d.

Entre as décadas de 70 e 80 foram apresentados estudos de modelos que revelaram
a presenca de transicao metal-isolante, devido a presenca de potenciais incomensuraveis
[12, 13, 14, 16, 15, 17, 18, 19]. Uma das caracteristicas desse tipo de potencial é por
apresentar um comportamento intermediario entre o caso periodico e aleatéorio. Em 1979,
M. Ya. Azbel [12], utilizando o modelo de Kromig-Penney, demonstrou que os auto-
estados desse modelo podem ser estendidos e localizados, separados por mobility edges. Foi
estabelecida também uma relacao entre o modelo estudado e as propriedades eletronicas
de estruturas lineares incomensuréveis conhecidas na época. Em 1980, J.B.Sokoloff [13],
motivado pelo trabalho de Ya. Azbel [12], estudou a localizacao eletronica num modelo
tight-binding contendo um potencial incomensuravel de modulagao periodica, no qual a
equacao de Schrodinger é

fuir + faor + Vi(coswqn) f = Ef, (1.30)

sendo f,, o coeficiente de expansao para a funcao tight-binding [1)(z) = >, fué(x — na)l,
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enquanto ¢ representa um orbital atomico. As demais grandezas estao em unidades de
amplitude de hopping. A incomensurabilidade se d4 ao assumirmos ¢ como irracional.
Neste trabalho foi mostrado que a teoria apresentada por Azbel prevé a existéncia de
mobility edges proximos de +(2 — Vj). O autor apresentou algumas diferengas entre os
resultados obtidos para valores comensuraveis e incomensuraveis de ¢, além de ter mostrado
que existe uma transicao metal-isolante em uma dimensao para um valor critico V. Em
1982, Soukoulis and Economou [14] investigaram a natureza dos auto-estados em cristais
unidimensionais, sendo que o potencial para os sitios era incomensuravel, similar ao modelo
tratado por Sokoloff [13]. Os autores utilizaram trés diferentes métodos para determinar
a natureza dos auto-estados e concluiram que a presenca de incomensurabilidade produz,
em geral, mobility edges em sistemas unidimensionais. Grempel, Fishman e Prange [15]
também estudaram o modelo tight-binding com hopping de primeiros vizinhos e potencial
periddico diagonal que podia ser comensuravel e incomensuravel. O potencial utilizado
por eles foi T, = tan[(w—m7)/2], sendo 7/27 irracional para obter a incomensurabilidade
no potencial. A relacao entre o modelo cujo potencial é incomensuravel e modelos cujo
potencial aleatorio é feita através da analise da densidade de estados. Eles encontraram
valores coincidentes de densidade de estados entre os modelos e propuseram investigar
em quais aspectos esta similaridade manifesta-se para outros potenciais incomensuraveis.
Griniasty and Fishman [16] investigaram o comprimento de localizagdo do modelo tight-
binding V,u,, + tp+1 + un—1 = Eu,, sendo o potencial V,, descrito pela equagao a seguir.

en = V cosk|n|” (1.31)

tendo k = wa, a € um numero irracional para que ¢, seja um potencial incomensuravel.
Caso « seja um racional e o parametro v assuma o valor v = 1, ¢, tomara forma de um
potencial cristalino. Além disso temos o parametro V' sendo amplitude do potencial. Um
exemplo de €, pode ser visto na figura 1.5.

Através de calculos numeéricos e usando teoria de perturbacao para V < 1, os
autores observaram uma similaridade cada vez maior entre o potencial da equacao (1.31)
e potenciais aleatorios, & medida que aumenta-se o valor de v. Constatou-se a existéncia
de estados estendidos para V < 2, estados localizados para V' > 2. Além disso, foi visto
que para v > 2, todos os estados eram localizados, enquanto que para 0 < v < 1 existiam
estados estendidos. Para 1 < v < 2 encontrou-se uma discordancia entre os resultados
previstos pelo método de teoria de perturbacgao e os resultados numéricos, tendo o autor
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Figura 1.5: Potencial aperiodico calculado a partir da equagao (1.31). Os parametros caracte-
risticos do potencial apresentam os seguintes valores: V = 1.5,ra =1e v = 0.5.

sugerido uma maior investigagao do problema.

S. Das Sarma et al [17], assim como Griniasty et al [16] e Thouless [18], investigaram
a localizacao de um modelo tight-binding unidimensional, tendo o potencial regido pela
equagao (1.31). Os resultados apresentaram a existéncia de estados estendidos e localizados
dependente da amplitude do potencial e dos valores de v.

e Quando0<v<leV <2:

Havera estados estendidos na faixa -2+ V < E<2—-V:

Havera estados localizados nas faixas 2—V < E < 24+Ve 22—V < E < =24V

Quando 0 <v<leV > 2:

Todos os estados sao localizados

Quandov=1eV <2

Todos os estados estendidos

Quandov=1eV > 2

Todos os estados sao localizados

Quando 1 < v < 2

Todos os estados sao localizados, mas o coeficiente de Lyapunov se aproxima de
zero no centro da banda
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e Quando v > 2:

O sistema se comporta como um modelo de Anderson unidimensional e todos os
estados sao exponencialmente localizados.

Continuando o interesse em potenciais incomensuraveis, em 1990, S. Das Sarma et
al [19] desenvolveram uma técnica semi-classica assintotica para calcular, no limite termo-
dinamico, a densidade de estados e o expoente de Lyapunov para o modelo tight binding
unidimensional com potencial on-site regido pela equagao (1.31). Além disso, realizaram
estudos numéricos envolvendo a diagonalizacao direta e calculos recursivos de matriz de
transferéncia para compreender as propriedades de localizacao do modelo. Os resultados
tedricos estao exatamente de acordo com os resultados numéricos, diferentemente da téc-
nica utilizada por Griniasty and Fishman [16], que possui limita¢oes. Neste ultimo foi
apresentado a existéncia de uma transicao metal-isolante no modelo uni-dimensional para
V <2ewv <1, com os mobility edges fixos para energias £, = +|2 — V.

Como foi brevemente falado no inicio desta secao, a presenca de correlacoes na
distribuicao da desordem também é responsavel por comportamentos nao previstos no
modelo de Anderson 1d. Flores |8] mostrou que o Hamiltoniano de Anderson unidimen-
sional, tendo o potencial e amplitude de hopping aleatorios, pode apresentar uma energia
critica (E.), onde a transmissao (delocalizagdo) da fungao de onda ocorre quando sao in-
troduzidas correlagoes entre as energias dos sitios e os termos de hopping. Dunlap et.al.
[9] apresentaram um estudo sobre uma cadeia composta por uma liga binaria. Nesta liga
as energias dos sitios do sistema podem assumir os valores de €4 e €, com probabilidades
p e 1 — p respectivamente. Além disso, os sitios com energia €4 sempre aparecem aos
pares. Se |e4 —ep| < 2t, sendo ¢ a amplitude de hopping, o sistema apresenta uma energia
ressonante onde a funcao de onda é delocalizada. Temos também o trabalho de Moura e
Lyra [10], que introduziram uma correlagao de longo alcance nos elementos da diagonal do
Hamiltoniano de Anderson, representando uma desordem somente nos potenciais dos sitios
da cadeia. Utilizando um formalismo de grupo de renormalizacao, eles mostraram que este
sistema pode exibir uma fase de estados estendidos no centro da banda. Pela primeira vez
uma verdadeira transi¢cao metal-isolante em sistemas 1d desordenados foi encontrada.

A comprovagao experimental dos resultados apresentados até agora nesta se¢cao nao
foi facilmente observada. Isso provocou um grande interesse, pois até entao nao se tinha
certeza de sua relevancia e aplicabilidade, além das suas implicacoes sobre propriedades
fisicas. Motivados por trabalhos experimentais que usaram super-redes de semicondutores
(SL’S) para observar a localizacao eletronica devido a desordem [50, 51|, alguns autores
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[52, 53, 54|, usaram estes sistemas para estudar, através de métodos numéricos, as pro-
priedades de localizacao e delocalizacao. V. Bellani et al [55] estudaram as propriedades
eletronicas de SL’s de GaAs — Aly 35Gag g5 As utilizando técnicas de fotoluminescéncia para
baixas temperaturas. A motivacao dos estudos feitos por V. Bellani é decorrente da satis-
fatoriedade dos resultados apresentados por Chomette et al[50] e Zhang et al[51] quando
comparados a célculos tedricos. Além disso, estes ultimos mostraram experimentalmente
a existéncia de estados estendidos em sistemas com desordem de baixa dimensao com
correlagoes de curto alcance na desordem.

100 micrometer screws

20

anténna

Figura 1.6: Guia de onda utilizada por Kuhl e Stockman. Todas as dimensoes estao em milime-
tros.

Kuhl and Stockmann [56], utilizando um guia de onda retangular, fizeram uma
analogia entre a propagacao de elétrons através de um cristal e de luz através de arranjos
periodicos de espalhadores. Os autores utilizaram 100 espalhadores cilindricos, de raio
r = 2.5mm e distantes de d = 20.5mm, introduzidos no guia de onda de maneira que as
profundidades podiam variar, funcionando como parafusos (ver figura 1.6). Ao concluirem
o trabalho, sugeriram que a transmissao e localizacao em estruturas aleatorias ou pseudo-
aleatorias, como em [16], podem ser estudadas usando a mesma técnica. Posteriormente,
Kuhl et al [57|, explorando a analogia entre a particula quantica e a onda eletromagné-
tica, demonstraram a existéncia de mobility edge em 1d utilizando o mesmo experimento
utilizado em [56].

Na secao seguinte vamos apresentar uma descri¢ao suscinta da fisica de sistemas
eletronicos interagentes. Nestes sistemas, como ja foi comentado anteriormente, a presenca
de interacao Coulombiana induz a chamada Transicao de Mott.

Instituto de Fisica - UFAL



1.5 Transicao de Mott 20

(a) . . )
-‘—__ \\‘.\ H % H g8>u
B % ,::H
N4~
MOTT
«n(E) TRANSITION
B<U
i 1 ‘H H ‘H> g
—-TT T
(c) —— —— +U — = — -

Figura 1.7: Esquema representativo para a transicao de Mott. a) Quando a largura da banda
cristalina B é suficientemente maior que a interagdo elétron-elétron U, a deslocalizagdo é ener-
gicamente favoravel. b) quando a largura da banda cristalina B é suficientemente menor que a
interacao elétron-elétron U, a localiza¢ao induzida por correlagdo acontece. ¢) Diagrama de dois
niveis equivalente ao fator de dupla ocupacao U.

1.5 Transicao de Mott

Um dos trabalhos de maior contribuicao para a fisica da matéria condensada foi
proposto por Sir Nevill Mott. A transi¢ao de Mott [21, 22, 23], assim como na transi¢ao
de Anderson anteriormente discutida, sao demonstracoes de situacoes em que a teoria de
Bloch apresentada na secao 1.2, é insuficiente.

Para melhor entendermos a transicao de Mott, considereremos um sistema contendo
N atomos isolados, com um tnico elétron de conducao para cada orbital atomico. Os
atomos sao representados por paredes de potencial e o tinico elétron de valéncia de cada
atomo ocupa um nivel de energia, sendo este indicado por uma linha horizontal em cada
parede atomica (ver figura 1.7). No cristal, este nivel de energia d4 origem a uma banda
de largura B, conhecida como banda de Bloch, indo aproximandamente de —B/2 a B/2.
Tendo a banda somente meio preenchida, a energia média de um elétron de valéncia no
cristal é aproximadamente —B/4. Esta diminui¢do na energia é responséavel pela coesio
metalica. No entanto, como estamos num regime metalico, podemos considerar que os
elétrons tem grande mobilidade e podem ocupar quaisquer um dos orbitais do sistema,
inclusive orbitais ja ocupados por um elétron. O custo energético para que um atomo tenha
em seu orbital dois elétrons de valéncia ¢ igual a energia Coulombiana média U = (€2 /r15).
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Nas figuras 1.7a e 1.7b, a linha horizontal para cada parede representa o nivel de energia
do elétron de valéncia do atomo isolado. Este nivel de energia é duplamente degenerado,
e pode acomodar 2 elétrons de spins opostos. Sendo assim, um mesmo nivel pode ser
ocupado por zero, um ou dois elétrons. Porém, quando 2 elétrons ocupam o mesmo sitio,
no6s temos a interagao repulsiva aumentando a energia. Isto pode ser visto na figura 1.7.c.
Dois nives de energia sao associados para cada sitio. O nivel inferior, correspondente ao
nivel usado nas figuras 1.7a e 1.7b, esta disponivel para o primeiro elétron & ocupar o
orbital atébmico. O nivel superior, qual realmente existe somente quando o nivel mais
baixo esta preenchido, é elevado pela quantia U e esta disponivel para um segundo elétron
ocupar o sitio.

No tratamento de elétrons independentes, quando se despreza a existéncia de in-
teragao, as fungoes de onda sao as funcoes de Bloch em que cada elétron apresenta igual
probabilidade de ocupar um dado sitio. Devido a presenca de interacao, as probabili-
dades de obtermos um orbital atomico vazio, com um tnico elétron e com 2 elétrons é
respectivamente 1/4, 1/2 e 1/4. Desta forma, como o custo energético médio para du-
plas ocupacoes é U/4, a energia média de um elétron delocalizado é: —B/4 + U/4. A
transicao metal-isolante induzida por interacao elétron-elétron é oriunda da competicao
entre o abaixamento médio da energia (B/4) - ocasionado pela delocalizac¢do; e o custo
de correlagao devido as duplas ocupagoes. Se —B/4 + U/4 for maior que a energia média
de um elétron localizado, a delocalizagao é uma configuracao energicamente desfavoravel.
Assim, a condicao para se obter um isolante de Mott, ou uma localiza¢ao induzida dos
pacotes de onda eletronicos é:

U>B (1.32)

Pelos estudos tedricos fundamentais das estruturas eletronicas magnéticas e de
sistemas desordenados, Mott, juntamente com P. W. Anderson e J. H. van Vleck ganharam
o Prémio Nobel de Fisica de 1977.

1.6 Modelo de Hubbard

Historicamente, De Boer and Vernwey foram os primeiros a destacar em 1937 que
o NiO na estrutura NaCl deveria ser metéalica, jA que os niveis de Fermi diminuem no
meio da banda Ni-3d. Este fato pos uma grande dificuldade nos calculos de bandas de um
elétron naquele tempo, visto que o NiO é conhecido como sendo um isolante, tendo uma
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lacuna na banda de alguns eV. Peirels notou no mesmo ano que esta dificuldade é devido
ao fato de desprezar a interacao repulsiva entre os elétrons e que a interacao elétron-elétron
deve ser tratada além da aproximagao de um elétron de Hartree-Fock |22]. Hubbard |20]
propos um modelo capaz de descrever os estados eletronicos estendidos - esperados da
teoria de bandas; e estados localizados, dominados pela energia Coulombiana no sitio. O
Hamiltoniano de Hubbard é escrito como:

H= —tZ(CZTCJT + czlcjl) + UZ CZTTCz‘TQTlCil (1.33)

1,J 7

onde C;-[T ¢ o operador criacao de um elétron com spin up para o sitio ¢ e ¢;; é o operador
aniquilacao de um elétron com spin down no sitio j. O segundo termo do Hamiltoniano
indica que a energia do sistema é aumentada de U quando os dois elétrons de spins opostos
estiverem no mesmo orbital®. O parametro U é chamado de energia de Coulomb sobre
o sitio. O parametro ¢ no primeiro termo do Hamiltoniano é chamado de integral de
transferéncia ou amplitude de hopping e representa a energia cinética envolvida sobre a
tranferéncia de um elétron do sitio j para o sitio vizinho ¢ sem mudar sua orientacao de
spin. Veremos a seguir que o modelo de Hubbard é utilizado como um modelo apropriado
para descrever o movimento de elétrons de conducao sujeitos a uma interacao repulsiva
Coulombiana.

1.7 Interacao entre Duas Particulas

Os modelos e resultados apresentados nas secoes 1.2,1.3 e 1.4 foram desenvolvidos
considerando elétrons nao interagentes, ou seja, nao foi considerada a influéncia da inte-
racao Coulombiana. O modelo apresentado na secao 1.6 tem sido muito utilizado para
descrever a competicao entre os efeitos de desordem e interacao eletronica. D. L. She-
pelyansk |24] foi o primeiro a considerar a interagdo de Hubbard entre duas particulas sob
um potencial aleatério. Seus estudos mostram que a influéncia da interacao é pequena
sempre que as particulas estejam suficientemente distantes, quando comparadas ao com-
primento de localizacao de uma tnica particula. Entretando, quando as duas particulas
estao separadas por uma distancia préoxima ao comprimento de localizacao de uma parti-
cula, independentemente do sinal de interacao, existe a possibilidade de propagacao das

3Usamos elétrons com spin up e spin down devido ao principio da exclusdo de Pauli.
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duas particulas movendo-se coerentemente. Seu comprimento de localizagao (£3) é muito
maior que o comprimento de localizagdo de uma particula (&), obedecendo uma lei de
escala & oc £2. Outros autores [25, 26| apresentaram resultados que concordam com She-
pelyansk, mostrando que a interacao entre os dois elétrons pode provocar uma propagacao
coerente entre 0S mesmos.

Consideremos dois elétrons, de spins opostos, numa cadeia aleatoria de N sitios.
Temos N estados nos quais os dois elétrons mudam suas propriedades de localizacao, de-
vido a dupla ocupagao. Os outros N(N —1) estados permanecem como no caso de elétrons
nao interagentes. Pensando nisto, Evangelou et al |27|, considerando uma cadeia desor-
denada finita com dois elétrons interagentes, utilizaram a técnica de diagonalizacao exata
para mostrar a existéncia de estados que sofrem pouca influéncia da interacao, com os
dois elétrons separados um do outro. Relatou-se também a existéncia de estados em que
comprimento de localizacao é aumentado pela interacao e estados cujo comprimento de
localiza¢do diminui devido a interagdo. S. N. Evangelou e D. E. Katsanos [28|, conside-
rando dois elétrons de spins opostos interagindo numa cadeia quasi-periodica, estudaram
os efeitos da interacao de Hubbard sobre os auto-estados de um elétron. Os autores uti-
lizaram o modelo de Harper-Hubbard, descrito pelo Hamiltoniano a seguir, para estudar
numericamente a influéncia da interacao de Hubbard.

H = Z Z(CLJFMCH,U + CLJCHLJ) + Z Z A Cos(27rgz5n)cfl7acn,g +

n=1 o n=1 o

Z UcL7Tcn7Tcn7lcn7l (1.34)

n=1

sendo cfw e ¢, 0s operadores de criacao e aniquilacao para um elétron no sitio n com spin
0. Acos(2m¢n) é o potencial no sitio n e U é a energia de interacdo local de Hubbard entre
os dois elétrons. O modelo Harper-Hubbard apresenta uma transicao metal-isolante para
o caso nao interagente. Na presenca de interacao, eles notaram para o regime localizado,
uma forte localizac¢ao para altos valores de U, assim como em sistemas desordenados [27].

P. E. Brito, E. S. Rodrigues e H. N. Nazareno [29]| se interessaram também em
sistemas de dois elétrons interagentes de spins opostos. Os autores consideraram estes
elétrons em um sistema aperiodico de Fibonacci e de Thue-Morse e a interacao entre
os elétrons era representado pelo modelo de Hubbard. Concluiram em seu trabalho que
ambas estruturas, Fibonacci e Thue-Morse, apresentam uma propagacao superdifusiva do
pacote de onda eletronico, observando um aumento da propagagao proporcional a medida
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que a interacao aumenta.

Nesta secao vimos alguns dos varios trabalhos existentes sobre dois elétrons inte-
ragentes. Grande parte considera os dois elétrons possuindo spins opostos, visto que a
dupla ocupacao é permitida para esta configuracao. No entanto, observa-se na literatura
a existéncia de duas abordagens no estudo de sistema de dois elétrons interagentes. Elas
diferenciam-se na forma de escrever a funcao de onda eletronica. Em uma, os elétrons
possuem os mesmos estados de spin, sendo espacialmente indistinguiveis. A outra aborda-
gem se refere aos elétrons como sendo distinguiveis. Baseados na existéncia das oscilacoes
de Bloch [36, 58, 59| em sistemas unidimensionais |34, 35|,apresentaremos nos proximos
capitulos estudos de dois elétrons interagentes numa rede unidimensional, sob influéncia
de um campo elétrico uniforme e constante e direcionado paralelamente a cadeia. Devido
a existéncia de duas abordagens utilizadas no estudo de elétrons interagentes, discutiremos
a seguir as caracteristicas de cada uma, visando o melhor entendimento dos resultados que
serao apresentados no terceiro capitulo.
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Capitulo 2

Dois Elétrons Interagentes Sob
Influéncia de Campo Elétrico Uniforme

2.1 Introducao

Como foi dito no capitulo anterior, a interacao entre dois elétrons possui grande
relevancia no comportamento de sistemas eletronicos, podendo induzir também uma tran-
sicao metal-isolante. Dentro do contexto de sistemas com dois elétrons interagentes, a
literatura apresenta duas abordagens distintas para se estudar as propriedades de trans-
porte eletronico. Uma abordagem, que chamaremos de (Al), considera que os elétrons
tenham o mesmo estado de spin. Dessa forma, a funcao de onda dos dois elétrons de
spins opostos deve obedecer o Postulado da Simetrizacao da mecanica quantica, sendo
entdo anti-simétrica em relagdo a troca de particulas [26, 27, 28]. A outra aborda-
gem, que chamaremos de (A2), trata os elétrons do sistema como distinguiveis pelo spin
[29, 30]. Neste capitulo vamos apresentar uma revisao das abordagens bem como o for-
malismo necessario para se extrair as propriedades eletronicas de interesse. Além deste
aspecto, vamos apresentar o Hamiltoniano para dois elétrons interagentes na presenca de
um campo elétrico constante e paralelo a cadeia. Elétrons nao interagentes na presenca
de um campo externo apresentam um comportamento oscilatério chamado oscilagoes de
Bloch (33, 34, 35, 37, 58, 59|. Como mostraremos neste capitulo, este fendmeno pode ser
explicado utilizando argumentos semi-classicos |36].
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2.1.1 Sistemas de particulas idénticas

A distingao essencial entre um ensemble de particulas fermidnicas (particulas que
satisfazem a estatistica de Fermi-Dirac) e um ensemble de particulas bosdnicas (particulas
que satisfazem a estatistica de Bose-Einstein) é a natureza das autofun¢oes. No caso de
bosons, as autofuncgoes sao totalmente simétricas sobre troca de quaisquer duas particulas,
enquanto que para férmions, as autofuncoes sao totalmente anti-simétricas sobre troca de
quaisquer duas particulas. Do ponto de vista matematico, a representacao desta afirmacao
acima é:

PN bosons idénticos) = |N bosons idénticos)

P;;|N férmions idénticos) = —|N férmions idénticos) (2.1)

sendo F;; o operador de permutacao que troca a i-ésima e a j-ésima particula, sendo
1 e j arbitrarios. Isto é conhecido como o Postulado da Simetrizacao, que considera a
existéncia de duas categorias de particulas na natureza: particulas de spin semi-inteiro
(elétrons, positrons, protons, mions, etc.) - sdo férmions; e particulas de spin inteiro
(fotons, mésons, etc.) - sao bosons.

O Postulado da Simetrizacao requer que férmions obedecam o principio da exclusao
de Pauli, que nos diz que dois férmions idénticos nao podem ocupar o mesmo estado
quantico. O principio da exclusao foi formulado inicialmente de maneira a explicar as
propriedades de dtomos de varios elétrons. Previsoes baseadas neste principio tém sido
sempre confirmadas experimentalmente.

Para ilustrar a diferenca entre férmions e bésons, consideremos duas particulas,
cada qual podendo ocupar somente dois estados, caracterizados por k' e k”. Para um
sistema de dois férmions existe somente um estado possivel

1
V2

Para bosons, existem trés estados possiveis

EVE") = —= (IK)E") = [K") 1K) (2.2)

Y = K)
IR = (R)IK) + ") 1K) (23)
KK = KK
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Para uma melhor compreensao, faremos na equagoes (2.2) a permutagao entre os estados
k' e K", obtendo

1
k// kf/ — - kf” kj _ kf/ kf” 24
[K)[E) \/5(|>|>|>|>) (2.4)
1

k// kf/ — o kj k// _ k/l kj 25
[K)[E) \/5(|>|>|>|>) (2.5)
Nota-se que esta ultima equacao satisfaz o Postulado de Simetrizacao apresentado na

equagao (2.1). As equagoes (2.3) podem ser verificadas da mesma forma.
Consideremos agora um sistema de dois elétrons. Na auséncia de acoplamento entre
0 spin e a posicao, podemos separar as coordenadas de spin e posicao. Assumir que nao
h& acoplamento entre spin e posicao é dizer que a probabilidade de obter spin up, por
exemplo, é independente da localizacao da particula. Desse modo podemos expressar a

funcao de onda para um sistema de dois elétrons como:

Y = d(x1,X2)x (M, M) (2.6)

com a funcao de spin podendo ser

( (

X++
1 ( n )
simétrica(tripleto) V2 Xop= T X
X(m817m52) == < X__ (27)
\
1
anti-simétrica(singleto) { %(XJF— = X-+)
\
onde y4- corresponde & x(ms, = %,mSQ = —%) Pelo Postulado de Simetrizacao, a

distribuicao de Fermi-Dirac requer para a funcao de onda dos dois elétrons se comporte
como:

¢(X17m81;x27m82) = _¢(X27m82;xl>m81) (28)
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Analizando as permutacoes espaciais e de spin separadas

¢(X17X2> - ¢(X27X1> X(m817m82> - X(m827 msl) (2'9)

podemos ver que a equagao (2.8) é satisfeita somente se a parte espacial simétrica(anti-
simétrica) da funcao de onda for combinada com parte de spin anti-simétrica(simétrica).

2.2 Dois Elétrons em um Sélido Linear

Consideremos agora dois elétrons numa rede unidimensional de N sitios. Para isso
apresentamos o Hamiltoniano de Anderson-Hubbard

N N N
H = JZ Z <cil+1,ocn7g + CIL7O_Cn+1’0-> +Z Z €, cil,oc,ijZ U CL,TCn,TCL,lcn,l (2.10)
n=1 n=1 =1

(o (o n=

onde cjw e Cp,» sa0 0s operadores criacao e aniquilacao de férmions respectivamente, para

um elétron situado no sitio n com spin ¢ = +1/2. O parametro Uéa forca de interacao
local de Hubbard entre os dois elétrons. Temos o parametro €, representando a energia
para o sition e J o termo de hopping.

Apresentaremos a seguir duas abordagens encontradas na literatura, tendo cada
qual uma particularidade fisica presente a ser considerada.

2.2.1 Abordagem I (A1)

De acordo com a literatura |26, 27, 28, 60|, a parte espacial da fun¢ao de onda
eletronica é do tipo

1
P(x1,%2) = 7 walz)wp(z2) + walz)wp(z1)] (2.11)

ou seja, os elétrons sao espacialmente indistinguiveis. Para melhor entendermos, conside-
remos que a probabilidade de encontrarmos uma particula é independente do spin. Desse
modo, a probabilidade de encontrar o elétron 1 em d*z; em torno de x; e o elétron 2 em
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d3x5 em torno de x5 é dada por

[f(x1,%2)|* = %{|WA(96’1)|2|WB(552)|2+|qu(9€2)|2|WB(551)|2
+ 2Re[wa(x))wp(e)wi (zo)wi(71)]} Pz dPy (2.12)

onde o sinal +(—) sao respectivamente para as funcoes simétricas(anti-simétricas) espa-
cialmente. Se estivéssemos considerando nosso sistema no sub-espaco de spin tripleto,
terfamos a parte espacial da funcao de onda anti-simétrica, e conforme foi mostrado na
ultima equacao, nao poderiamos observar dois elétrons no mesmo ponto no espaco, impos-
sibilitando observar o fendmeno de interacao de Hubbard que é um de nossos interesses.

Nesta abordagem, o espaco de Hilbert de dois elétrons pode ser dividido em um
sub-espaco de singleto, com spin total S = 0 e em um sub-espaco de tripleto com spin
total S =1, tendo as componentes S, = 1,0 e —1. Para que o efeito da interacao on-site
de Hubbard entre elétrons seja observado, é necessario considerar que os elétrons tenham
spins opostos. Num sistema constituido de N sitios, o sub-espaco de singleto é expandido
nas bases de N(N + 1)/2 fungbes de onda espacialmente simétricas

| nlan2 Zme,nzw) nlan2)> (2'13)

ny N9

Utilizando notagao de segunda quantizacao e considerando que o estado de spin seja esta-
tico, obtemos os seguintes vetores de base

1
E(CLT cl,, +d,.c nu> 10,0) se ng >mny

|¢h(n1,m2)) = (2.14)
annll|0 0) se ng = Mny

onde |0,0) é o estado de vacuo, ou seja, o nimero de ocupagao dos estados de um elétron
é zero. Tomamos n; e ny como o sitio de ocupacao dos elétrons 1 e 2 respectivamente.

Para se estudar o comportamento estatico dos dois elétrons, precisamos resolver a
equacao de Schrodinger independente do tempo

H|Y(n1,n2))s = ElYp(na, n2))s (2.15)
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ou seja,

N

H|’l7b(’)’l,1, n2)>5 = JZ Z (CIH—l,UCnJ + CL,aCn-‘rl,U) |w(n1> n2)>s

J

-~

Hy

N
+ Z Z g” CIL,JCWU|¢(”17”2)>S (2.16)

J/

-~

H>

N
+ Z U ¢, 16n s 1Cn 1Y (n1,n2))s

7

S
I
—_

Hy
onde foi feito a identificagao de cada termo do Hamiltoniano para facilitar os calculos
posteriores da resolugdo da equagao de Schrodinger. Para resolvermos a equagao (2.15) se
faz necessario escrever o Hamiltoniano na forma matricial.
Consideremos primeiramente que os dois elétrons estejam no mesmo orbital ato-
mico, ou seja, ny = ny. Assim, para H;:

ni,m2

(2.17)
Devido a atuacao dos operadores de criacao e aniquilacao de férmions, temos:

Hilp(ni,ne))s = J Z frina Z( Cnt1,16n.1 +Cn+1 ACnl +C Tcn+1T+C ,1Cn+1, l>|n1T>nll>

ni,n2

= > fm,nz(\nl + 1, n0) + [nagp,ma + 1))

ni,n2

=1y + g = 1) (2.18)

Observando os termos destacados e comparando-os com a equagao (2.14), podemos res-
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crever a equacao anterior como:

H1|¢(n1,n2 =J Z fm,nz <\/7 W(nlanl + 1)) + \/_ W(nl -1 nl))) (2-19)

ni,n2

Para Hs:

H2|¢(nla 7’L2 Z fn17n2 Z _n (CL,TC%T + C;rhlcn,l) W}(nla n2)>s (220)

ni,n2 n=1

H2|¢(nla n2)>8 - Z fn1,n2 Z _n <CL7TCn,T + CLJQL,L) |an7 nll>

ni,n2
= 3 fume (Enl + Enl) Inar, ) (2.21)
ni,n2
Ha|ih(n1,n2))s Z Favna 2 €y [ (n1,11)) (2.22)
ni,n2

Fazendo agora os calculos para Hj.

H3|¢(n1>n2 Z fmmzz U Cn Tcn Tcn Lcnlhb(nlan?)) (2'23)

ni,n2

Ao analizarmos a equacdo (2.23) e recordando da se¢ao(1.6), onde apresentamos a
energia de interacao de Hubbard sendo on-site, temos que

H3|¢(n1,n2 Z .fm,nz U |¢(n1an1)> (2'24)

somente se 1o = n7.
De posse das equacgoes (2.19), (2.22) e (2.24), reescrevemos a equagao de Schrodin-
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ger independente do tempo para elétrons dispostos em sitios iguais como

Bl m))s = Y fous [7(V2 [lnnmn + D)+ V2 o —1,m1)))

ni,n2

+ (2 e + (}) |w(n1,n1)>] (2.25)

Considerando agora que ny = ny + 1. Para H:

Hl|¢(nla 7’L2 = J Z fmmz Z( Cny1,16n,1 + Cn—l—l 1Cn,l + C n,1Cn+1,1 + C n,|Cn+1, l)
ni,n2
Lors i tg
Xﬁ (cnmcnlJrLl + Cm+1,TCn1,¢> |0, 0) (2.26)

fazendo novamente uso dos operadores de criacao e aniquilacao de férmions temos

Hi|Y(ny,ng))s = J Z Jrama Z( Cpg1,1Cn,t T Cn+1 1Cn, T ol 1 Cnt1,t T ol n, Cn+1, l)

ni,ne n=1

1
><—<|n1T,n1 + 1l> + \nl + 1T,n1l>>

V2

M) = 7Y o[ (m o+ Lm0+ £ 20 )+ g £2)

ni,n2

+ |n1—|—1T,n1—|—1l>—|—|n1—lT,n1+1l>—|—|n1T,n1l>

+ [napmag) + [+ 1 — h))] (2.27)

Observando os termos destacados, podemos reescrever a equac¢ao anterior como

Hilg(ni,no))s = J Z Jrina <\/_ [p(n1 + 1,01 + 1)) + [¢(n1, 01 + 2))

ni,n2

(= L+ 1))+ V2 [p(ng,m))) (2.28)

Instituto de Fisica - UFAL



2.2 Dois Elétrons em um Solido Linear 33

Para Hs.

Hyl(ny,n))s = ZfWZ‘n(LTcmcmcm) \f(|”1m”1+1>+|n1+1pnli>>

ni,n2

- Z frina Fm ﬁonl%nl + 1l> +n1 + 1Tan1l>>

e, 7<|an,n1+1 ) + |n1—|—1T,nll))] (2.29)
H2‘7vb(n17n2 Z fn1 nz(em + €n1+1 )|¢(n17n1 + 1)> (230)

ni,n2

Como Hj3, onde temos a forga de interacao de Hubbard, é somente para elétrons no
mesmo sitio, concluimos através das equagoes (2.28)(2.30) que a equagao de Schrodinger
parang =ny +1é

Bl (n1, o). wa[ (V2 b + 1+ 1)) + o m +2)) + V2 [, ma)
(s = Ly 1)) )+ (e + e ) (s, + 1) (2:31)

Tomando agora que ny = ny + 2, para Hy:

H1|¢(n17 n2)>3 = J Z fnl na Z( Crnt1 TCnT + Cn-l—l lcnl + Cn Tcn+1 T + Cn lcn+1 l)

ni,ne n=1

1
x—(|n1,n1+2>+\n1+2,n1>>

NG 1 l [EALN)
= Jmen2[ (‘"1+1T7n1+2L>+W

ni,ne

+ |n1T,n1 +3l> + |n1 ‘I‘QT,TLl + 1l> + |7’Ll — 1T,’)’L1 +2l>

+ fnt Ln) + e+ 1) g+ 20,my — 11))] (2.32)
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Ao observar os termos destacados, podemos reescrever a ultima equacao como

Hilg(ni,m2))s = T Y farma <|¢(n1 + 1m0 +2)) + [¢(n1,n1 + 3))

ni,n2

+ [l = L +2)) + [, m + 1)) (2.33)

Para Hs:

_ 1
Holtp(ny,m2))s = Y forms Z €n (CL,TCH,T + CL,lCn,i) 7 (|n1m n+2)) +[n1+ 2, n11>>

ni,no

= Z fn17n2 |:En1 ﬁonl%nl + 2l> + |n1 + 2T’n1l>)

ni,n2
- 1
+ €ni+2 ﬁ(‘n”,nl + 2l> + |n1 + 2T’n1l>)] (234)
[ (m1,m2))s = D7 furons (€ + €tz ) (1, m +2)) (2.35)

ni,n2

Utilizando as equagoes (2.33) e (2.35) para escrever a parte da equacao de Schro-
dinger independente do tempo para ny = ny; + 2, obtemos

ElY(ni,ng))s Z fri e [ (W ny + 1,11+ 2)) + [ih(n1,n1 + 3)) + [¥(ng — 1,ny + 2))
\wmﬁw%%mWWmmwM (2.36)

Tomando agora que ny = ny + 3, para Hy:

H1|¢(n1,n2 = J Z fn1 no Z( n+1 TC"T + Cn-i—l lcnl + Cn Tcn-i-lT + Cn lcn+1 l)

ni,ne

1
X—=\(|n11,m1 +3)) +|n1+31,n )
\/§<|1T 1+ 3)) + |ny+ 34, n))
(2.37)
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Himsm))e = T a5 (Im ot Lt 3) Iyt ) o+ g £ 4)

ni,n2

+ |+ 35,00+ 1)) 4 |ng = Ly, ng +3)) 4 |ng + 24, nq))

Hilo(m,n2)ls = T Fanma (1001 4+ Ly +3)) + [0, 71 +4))

ni,n2

b = 1n o+ 3) + [, m + 2))) (2.39)

Para Hs:

ol ma))s = szz (chens +chyens) 75 (Imrrom 30 + m +3,.m)

ni,n2
= Z fm,nz Fm _<‘n1Tvn1 + 2l> + ‘nl + 3T7n1l>)
ni,ng \/i
1
+ €n1+3 \/_(\an,nl + 3l> + |n1 + 3T,n1l))] (240)
Hg|¢(n1,n2 Z fm nz( €ny + 6n1-|-3 )W}(nlanl + 3)> (2'41)

ni,ne

Assim, com a finalidade de obtermos a equacao de Schrodinger independente do
tempo para ny = ng + 3, utilizamos as equagoes (2.39) e (2.41) para escrever

E|Y(ng, no)), Z Frrms [ (|¢ (n1+ 1,01+ 3)) + [(ng,ny +4)) + [(ng — 1,0y + 3))
[ ms+2) )+ (En, + s ) 0(m,m1 +3)] (2.42)

Como dito anteriormente, para que possamos estudar os estados eletronicos do
sistema € necessario escrever o Hamiltoniano na sua forma matricial. Considerando nas
equagoes (2.25), (2.31), (2.36) e (2.42) somente os termos nao nulos dos somatorios, e
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introduzindo as grandezas adimensionais

€n U E
U= =_ 2.4
€n 7 7 e & 7 (2.43)

reescrevemos as equagoes de Schrodinger independente do tempo como
Efmim = \/ﬁfm,m-i-l + \/ifm—Lm + form (260, +U) (2.44)

para ni; = nao,

gfm,m-!—l = \/ifm-i—l,m-i-l + fn1,n1+2 + \/ﬁfm,m

fn1—17n1+1 + (Em + 6n1—i-1> fnl,nl—i-l (245)
para ng =ng + 1,
gfn1,n1+2 = fn1+1,n1+2 + fn17n1+3 + fn1—1,n1+2
+ fm,n1+1 + <€n1 + €n1+2)fn1,n1+2 (2'46)

para no =n; + 2, e para ng = nq + 3

gfn17n1+3 = fn1+1,n1+3 + fnl,n1+4 + fn1—17n1+3
+ fn17n1+2 + (enl + €n1+3) fn1,n1+3 (247)

Observando as equagoes (2.45)(2.46) e (2.47) podemos dizer que para qualquer ny > nq+1,
a equacao de Schrodinger independente do tempo é:

gfm,nz = fn1+1,n2 + fn17n2+1 + fm—l,nz + fn17n2—1 + (Enl + 6”2) fm,nz (2'48)

As equagoes (2.44)(2.45) e (2.48) sdo relagoes de recorréncia para as amplitudes
de probabilidade f;; que foram derivadas da equacao de Schrodinger. Elas serao uti-
lizadas para que possamos obter a representacao matricial do Hamiltoniano H na base
(| (n1,n9))...Jt(ny,nN))). Por exemplo, numa cadeia com 4 sitios, o espaco de Hilbert
no sub-espago de singleto é expandido em (4 - 5)/2 = 10 fung¢oes de onda espacialmente
simétricas. Neste caso, utilizamos as equagoes (2.44)(2.45) e (2.48) para escrevemos o
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Hamiltoniano na sua forma matricial como:

2¢0+U V2 0 0 0 0 0 0 0 0
V2 a+e 1 0 V2 0 0 0 0 0
0 1 €1+ €3 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 €1+ e 0 0 1 0 0 0
e 0 V2 0 0 20+U V2 0 0 0 0
N 0 0 1 0 V2 eates 1 V2 0 0
0 0 0 1 0 1 €2+ €4 0 1 0
0 0 0 0 0 V2 0 2es +U V2 0
0 0 0 0 0 0 1 V2 es+e V2
0 0 0 0 0 0 0 0 V2 24U
A diagonalizacao do Hamiltoniano do sistema,
det(H — \I) =0 (2.50)

pode ser feita através de rotinas numeéricas apropriadas. No nosso estudo utilizamos a
biblioteca LAPACK de rotinas de algebra linear. Através das auto-energias e auto-estados
encontrados podemos estudar funcoes que descrevam o carater estatico dos auto-estados
do problema. Um exemplo disso é a razao de participacao ¢ [5]

_ Zj |fn1,n2|2
> [ fnimal*

utilizada para medir o grau de localizagao do sistema. No proximo capitilo, quando

¢ (2.51)

apresentaremos nossos resultados, discutiremos grandezas relevantes na caracterizagao do
sistema, obtidas através da diagonalizagao do Hamitoniano do sistema.

2.2.2 Abordagem II (A2)

Assim como Brito et al [29], Romer e Schreiber [30], consideramos que os elétrons
sejam distinguiveis. Dessa forma, a parte espacial da funcao de onda é:

¢(x1,X2) = wa(z1)wp(72) (2.52)
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Considerando que a probabilidade de encontrarmos uma particula seja independente do
spin, temos que a probabilidade de encontrarmos o elétron 1 em d3x; em torno de x; e o
elétron 2 em d®zy em torno de x5 é dado por

o1 x2)|* = |walz)P|ws (@) (2.53)

Sendo a nossa cadeia constituida de N sitios, estudaremos os auto-estados do Ha-
miltoniano no sub-espacgo gerado por todos os estados de posicao dos dois elétrons, ou seja,
nosso sub-espaco sera expandido em N? funcoes de onda

|\Il(n17n2>> = Zanlyms,‘w(nlsvn?Sr)) (2'54)

nis n2,

, . s .
onde [1)(ny,,ny,)) Tepresenta um elétron com spin s no sitio n; e outro com spin s’ para
o sitio ne. Utilizando notagao de segunda quantizagao, temos nossos kets base escritos
como:

[W(n1,,na,,)) = cl, ch, 10,0) (2.55)

onde |0,0) é o estado de vacuo, ou seja, o nimero de ocupagao dos estados de um elétron

é zero. Tomamos n; e ny como o sitio de ocupacao dos elétrons 1 e 2 respectivamente.
Assim, como feito em Al, resolveremos a seguir a equacao de Schrodinger indepen-

dente do tempo
H|¥(n1,n2)) = E[¥(n1,n2)) (2.56)

para estudarmos os aspectos estaticos dos dois elétrons. De posse do Hamiltoniano 2.10,
reescrevemos a ultima equagao como:

N
H[W(ni,ng)) = JZ Z <CIL+1,UC7L,O' + CTn,gCnJrl,a) | W (n1,12))

ol o _
Hy
N
+ D) el tnol¥(ny, n2)) (2.57)
n=1 o

Vv
Hs
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N
ZU LTCnTCnlcnd‘I’(an))
n=1

-

Hg
Visando encontrar uma relacao de recorréncia para este problema, assim como
feito para Al, tomamos inicialmente os dois elétrons no mesmo orbital atomico, ou seja,
ny = no. Assim, para Hy:

N
H4|\Il<n17n2)> = J Z fmT,nle( n+1TCnT+Cn+1lcnl
N1y n2) n=1
+ c*nﬁcnﬂvﬁc*n’lcnm) ch, b, 10,0) (2.58)

Devido a atuacao dos operadores de criacao e aniquilacao de férmions, temos:

Hy|W(n,no)) = J ) f’“w"%Z( Chi1Cnt T Chpn Cn

nipn2,

+ CLvTC”'H’T + CL,lCTH'Ll) |n1,T, nl,l) (259)

Hy|¥(ny,ng)) = J Z fmw"%(ml_l'l%nll)+|n1T’n1+1l>

an 7”2l

+ = 1y,n0)) + |nag,na — 11)) (2.60)
Reescrevemos a equacao anterior como:

Hy|W(ny,ny)) = J Z fan,nzl (W(nl + 14, n1))) + [(nag,na + 1))

an ’an

+ [l = Lyym)) + (g m = 1)) (2.61)
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Para Hs:
N —
H5|U(ny,ny)) = Z iy ma, Z €n (CL,TC%T + chlcn,l)|\If(n1,n2)> (2.62)
an’n2l n=1
N
HolW(n,m2)) = " funynay D € (chyent +hent ) Imgmy)
N1y M2, n=1
= Z fmT,nzl <En1 + Em) |n1T’n1l> (2-63)
nig,n2)
H5|\Il(n17n2)> = Z fanJLQl 2 Enl ‘w(an’nll» (2'64)
nig,ne)

Fazendo agora os calculos para Hg temos:

N
Hg|W(ny,mo)) = Y Jri; e, DU enel jcn i [W(n1,n0)) (2.65)
an’n2l n=1

Ao analizarmos a equagoes (2.65) e recordando da segao(1.6), onde apresentamos
a energia de interacao de Hubbard sendo on-site, temos que

HlU(n1,m2)) = fon ma, U [o(mag,m1))) (2.66)

an 7”2l

somente se 1o = n7.
De posse das euacoes (2.61), (2.64) e (2.66), reescrevemos a parte da equagao de
Schrédinger independente do tempo para elétrons dispostos em sitios iguais como:

Bl ) = 3 funym [T(1000 + 1) + (g, + 1))+ [0 — 1y, m))
g = 1)) (2 € + U )by, m) (2.67
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Considerando agora que ny = ny + 1. Para Hy:

N
Hy|W(ni,ng)) = J Z Fony Z(CLH,TC%“LCLHJCW

N1y ,M2, n=1

+ CL,TCnJrl,T + le,lcn+17l)cLchLl+ll|07O> (2.68)

fazendo novamente uso dos operadores de criacao e aniquilacao de férmions temos:

N
Hy|¥(ni,n2)) = J Z f”%’”%Z(CLH,TC"’TJFCLHJCW

an,ngl n=1

+ CL,TCan + Ci,lcnﬂ,l) |n1,ny + 1)) (2.69)

H4|\I'(n1,n2)) = J Z fan,n2l<|n1+1T,n1+1l)+|n1T,n1+2l)

nipn2

+ \nl —1T,n1—|—1l>+\nn,n1l)) (270)

H4|\D(n1>n2)> = J Z f7l1T,n2l <|¢(nl + 1T>nl + 1l)> + W}(ananl + 2l)>

nig,me)

e = g 1)) + (g ) ) (2.71)

A seguir faremos os célculos para Hs.

N
H5‘\I](n17n2)> = Z fmT,ngl Z En (CL7TCTL,T + Ciz,lcml) |n1T7n1 + 1l>

n1y,n2, n=1

= > o, (e + Enn )00 me +1) (2.72)

n1g,m2)

Como visto anteriormente, Hg possui o termo de interacao de Hubbard, existindo
somente para elétrons no mesmo sitio. Desta forma, concluimos através das equacoes
(2.71) e (2.72) que a parte da equagao de Schrodinger para no =n; + 1 é:
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E|¥(ni,ng)) = Z fmT,nzl [J<W(n1 + 14,01 + 1)) + [Y(nag, na + 2))) + [¥(nag,nay))
an’n2l
+ pm = 1+ 1))+ (En, + w00, +1,))] (2.73)

Tomando agora que ny = n; + 2, para Hy:

N
Hy|U(n1,na)) = J Z f"lr’"%Z(CTnJrl,TC"vTjLCTnJrLlC"vl

an,ngl n=1
+ ol enrig C]rLL,lCTH'Ll) [nag,ma+2))

= J >y fan,n2l(|n1+1T,n1+2l)+|n1T,n1+3l)

nipn2)

o —1T,n1—|—2l>+|n1T,n1+1l>> (2.74)

Hy[W(ny,ng)) = J Z fmT,nzl (W(nl +1,m1 +2))) + [(nig,m + 3)))

an,ngl
e = L+ 20)) + (g, + 1)) (2.75)
Para Hs.

N
H5‘\I](n17n2)> = Z fmT,ngl Z En (CL7TCTL,T + Ciz,lcml) |n1T7n1 + 21>

an ne| n=1

= 7 o, (e + Enase )00y me +2,) (2.76)

n1g,m2)

Sabendo que Hg nao é valido para este caso e tendo em maos as equagoes (2.75)(2.76),
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escrevemos a parte da equagao de Schrédinger para ny = ny 4+ 2 como:

E‘\I](nlvrnﬁ)) = Z fmT,an [J<W(n1 + 1T7n1 + 2l)> + W}(nl%nl + 3l)>

nign2;

+ (= 1,n0 4 2))) + [P(nag, g + 11)>>

+ <En1 + €nit1 )W(nn,nl + 21)>] (2.77)

Para que possamos escrever o Hamiltoniano em sua forma matricial, consideremos nas
equagoes (2.67)(2.73) e (2.77) somente os termos nao nulos dos somatorios. Acrescentamos
também as grandezas adimensionais

(2.78)
de forma a reescrever as equagoes de Schrodinger como
Efuim = Fustm + Fapmat + fuictsm + famo1 + (260 +U) fain (2.79)
para ny = ne
E it = fuvttmst + Frmnsz + S tanst + Jum + (6m + €ni) frumsr (280)
paranys =n;+1e
Efrm+2 = fm+tm+2 T ot + faimtme + from+r + <€n1 + €n1+2> frim+e (2.81)
para no = n; + 2. Comparando as trés tltimas equagoes, podemos escrever
E fms = Frtms + Fruest + Funtins + Jowmat + (6 + €ns + Ubny) frms - (2.82)
sendo esta tltima a equagao de recorréncia na abordagem (A2).

Ao considerarmos, por exemplo, uma cadeia com 3 sitios, obtemos um espaco de
Hilbert expandido em 3? = 9. Com auxilio da equagao (2.82), escrevemos o Hamiltoniano
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na sua forma matricial como:

2¢1 + U 1 0 1 0 0 0 0 0
1 €1 + € 1 0 1 0 0 0 0
0 1 €1 + €3 0 0 1 0 0 0
1 0 0 € + €1 1 0 1 0 0
H = 0 1 0 1 2¢0 + U 1 0 1 0
0 0 1 0 1 €2 1 €3 0 0 1
0 0 0 1 0 0 €3+ €1 1 0
0 0 0 0 1 0 1 €3+ €2 1
0 0 0 0 0 1 0 1 2¢es +U

(2.83)

Para conhecermos mais sobre a natureza dos auto-estados do Hamiltoniano é ne-
cessaria a diagonalizacao do mesmo, ou seja, resolver a equacao secular

det(H — \I) =0 (2.84)

Esta pode ser feita através de rotinas numéricas apropriadas, como ja citamos para Al.

2.3 Presenca do Campo Elétrico

O carater dinamico de um elétron sob influéncia de campos elétricos e magnéticos
em cristais tem sido muito estudado nos tltimos anos [33, 34, 35, 37, 61]. Sob a influéncia
de um campo elétrico constante e paralelo a cadeia, a funcao de onda eletronica apresenta
o que conhecemos da literatura como oscilagdes de Bloch |36, 58, 59|. Usaremos a seguir
o modelo semiclassico para explicar tal fendbmeno.

O modelo semiclassico consiste de obter as equacoes de movimento para a posicao
r e o momento p de cada elétron na presenca de um campo externo através do formalismo
classico de Hamilton e depois “quantizar” o momento do elétron. A funcao Hamiltoniana
Classica H(p,r) pode entao ser “quantizada” |62, 63| através da substituicio p — hk.
Logo, pelas equagoes de Hamilton temos

oOH : oOH

= P= "o

(2.85)
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A primeira delas deve ser uma equacao para a velocidade:

_OH d(e(p/h) + V(1))
op op
Je(p/h)
Op
1 0e(k)
h Ok

A%

(2.86)

A equacao anterior mostra a velocidade de um pacote de onda, também conhecida como
velocidade de transmissao de energia no meio ou velocidade de grupo. A segunda equacao
pode ser escrita como:
' OH
hk=——=-VV(r 2.87
- (x) (287
Porém, se V(r) é a energia potencial de um elétron num campo fixo eletrostatico, o lado
direito da equagao (2.87) é simplesmente a forga classica agindo sobre o elétron. Por
exemplo, no campo elétrico E nés temos:

hk= (—e)E (2.88)

A equagao (2.88) ¢ imediatamente reduzida a:

(—e)E

k(t) = —

t+ ko (2.89)

Uma importante diferenca entre a dinamica de um elétron numa rede cristalina e um
elétron livre é o fato que o espaco k é agora dividido em zonas de Brilloin e dentro destas
zonas existe uma dependéncia da energia em relacao ao vetor de onda, ou seja, E,(k).
Para entendermos a dinamica de um elétron numa banda sob influéncia de um campo
elétrico, observemos a figura 2.1. A banda tem o ponto de minimo para k = 0 (ponto
A). Considere que antes do campo elétrico seja aplicado, o elétron no estado k = kg = 0
tenha velocidade v = (1/h)0e/0k = 0. Quando um campo elétrico for aplicado na dire¢ao
negativa do eixo x, devido ao valor da carga (-e), o vetor k do elétron percorre os estados
até chegar ao ponto B, assim como descrito em (2.89). O ponto B é idéntico ao ponto B’,
entretanto sao separados por um vetor da rede reciproca. Se considerarmos o esquema de
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B B |
0
w
8
= W W
[
|
A
/[\ A
>
(D)
®
o
3
o)
>
-Tt/a 0 Ti/a
k

Figura 2.1: Dinamica de um elétron numa banda. a) Uma banda cujo ponto de minimo é A,
pontos de inflexdo W e W' e maximo para B e B’. b) Velocidade do elétron em fungio de k.

zona repetida, ao alcancar o ponto B, o vetor de onda eletrénico sai da zona de Brilloin e
entra na proxima zona. Se considerarmos o esquema de zona reduzida, tendo em vista a
periodicidade da func¢ao E(k), nés podemos descrever a mudanga do vetor k com o tempo
como um processo periddico no qual o ponto k vai de B” até A e de A até B, reaparecendo
em B’ e repetindo o ciclo novamente. A energia do elétron entao oscila entre E(B’) e E(A)
e novamente E(B)—E(B’). Associada a este fendomeno, existe uma oscilagdo no espago
real, ja4 que a velocidade (2.86) esta periodicamente mudando de sinal. O periodo das
oscilagoes é facilmente encontrado. Por simplicidade, admitamos que o vetor de onda k
esteja inicialmente em B’, ou seja

k(0) = ko = —g (2.90)

Especificando t,.;. como o tempo que o vetor k gasta chegar em 7/a, temos

—e)E
k(tocil.) = %todl. + kO (291)
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Como a diferenca entre os pontos B’ e B é justamente um vetor de rede reciproca, fazemos

2n (—e)E
ktoci. — k(0 - _:7toci.
(tocir.) — k(0) - - I
21h
o, = T = —1_ 2.92
: T (—e)Ea (292)

Desta tltima obtemos a frequéncia de oscilacao

_2r (—e)Ea
w="= 2 (2.93)

Podemos encontrar também a largura do segmento no qual se d& oscilacao do
elétron. Para isso tomemos na equagao (2.86), ou seja

dr  10e(k)
— == 2.94
dt h Ok (2.94)
Sabendo-se que as fun¢oes r , €(k) e k sdo continuas no intervalo [—7/a, 7/a]
1 de(k)
t) —rq = 0r = — 2.95
r(t) o = or = 1 208 (2.95)

Observemos que t é o tempo necessario para uma oscilacao e que 0k é a largura da primeira
zona de Brilloin, ou seja, 0k = 27/a. Assim, utilizamos a equagao (2.92) para obtermos a
largura de oscilagao dada por:

_ lade(k) 2nh ek

= or (Ce)Ba (=B

(2.96)

Experimentalmente, as oscilacoes de Bloch tem sido observadas em super-redes se-
micondutoras através de experimentos oticos |33, 37|. Dunlap e Kenkre [61]| apresentaram
um estudo teorico sobre a dinamica de uma particula carregada numa cadeia linear de m
sitios, na presenca um campo elétrico dependente do tempo, orientado na direcao da rede
e na direcao do termo de hopping. Um dos resultados encontrados ¢ o indicativo de que
uma particula localizada pode ser delocalizada quando a dependéncia temporal do campo
elétrico é senoidal. Um fato relevante em seu trabalho é a consideracao dos elementos fora
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da diagonal do operador posicao x sendo despreziveis, ou seja:

o
/ dx(m|x)(z|(eEx)|z)(x|n) = eEamby,, (2.97)
—00

sendo |m) um estado de Wannier localizado sobre o sitio de rede m. Uma investigacao
teorica das oscilagoes de Bloch em sistemas 1d foi feita em [34]. Os autores consideraram
um pacote de onda Gaussiano num sistema tight-binding com desordem diagonal de longo
alcance e observaram que este tipo de desordem nao destroi a coeréncia das oscilacoes
de Bloch. Foi observado que a largura do segmento sobre o qual o elétron oscila e a
frequéncia de oscilagao concordam com a teoria semicléssica apresentada anteriormente.
Os mesmos autores encontraram evidéncias de oscilagoes de Bloch também em cadeias
aperiodicas[35]. Em ambos os trabalhos, a equagao de Schrédinger dependente do tempo
foi resolvida numericamente.

Interessados em investigar o comportamento de dois elétrons sob influéncia de um
campo elétrico uniforme e constante, adicionamos ao nosso Hamiltoniano (2.10) um termo
que representa a influéncia de um campo elétrico constante e uniforme sobre as particulas
por toda a cadeia. Assim, temos o Hamiltoniano

N N N
H = JZ Z (CLH,UCH,U + chUan,U) +Z Z (En —l—an) ciwcn,gjtz U CL’TCH,TCL’lan
n=1 n=1 n=1

(2.98)
sendo F' o campo elétrico externo, e é a carga da particula e n é o operador posicao da
particula. Para que possamos estudar o comportamento dinamico dos dois elétrons sob
efeito do campo, resolveremos a equagao de Schrédinger dependente do tempo

. d
H|¢) = ih— |¥) (2.99)
Faremos isso a seguir para os casos (Al) e (A2).

e Abordagem I(A1)

A equacao de Schrodinger dependente do tempo neste caso é:

H[th (11, m2))s = i [, m2)) (2.100)
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A seguir desenvolveremos cada termo.

N
Hlyp(ni, na))s = JZZ (CLH,UCW; +CL7JCn+1,a> |t (n1, n2))s

n=1 o

Hr
N
+ > ) (en +an) ch o Cno (N1, 112)) (2.101)
n=1 o
Hs

[} 16n TCT 1 t|Y(na,m2))s

"
WE

n=1

7

g

Hyg

Tendo em vista que a tnica diferenga entre os Hamiltonianos (2.10) e (2.98) é o termo
correspondente a influéncia do campo elétrico, ou seja, os termos H; e H3 do Hamiltoniano
(2.10) sao iguais, respectivamente, aos termo os termos H; e Hg do Hamiltoniano (2.98).
Assim, faremos os céalculos a seguir somente para Hg. Para ny = ns:

Hgl(ng, ng))s Z fmmz (e +an> ( 1Cn1 +d lcnl)w(nl,ng)) (2.102)

ni,no n=1

Hgl(ny,ng))s = Z fnlmz (E —l—an) < TC"T+C 1Cn, l>|n1Ta”11>

ni,n2
> forms (Em +eFni+ €, +an1) N1, m1 ) (2.103)
ni,n2
Hg|(ny, nay)) Z frims (Enl +6Fn1) |t(n1,n)) (2.104)
ni,n2

De posse das equagoes (2.19), (2.104) e (2.24), reescrevemos a equagao de Schro-
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dinger dependente do tempo para elétrons dispostos em sitios iguais como:

o wnm))s = 3 funa[7(VE 6+ D) 43 [ — 1)

ni,n2

+ (2 n +2eFn,+ (}) |w(n1,n1))} (2.105)

Ao considerarmos que ny = ny + 1, temos:

Hg|¢(n,ng)) Z frims Z (En —|—an) <CL7Tcn,T + Cjulc"vl>
n1,n9
1
1
Hg|(ni,n2))s Z frims [(Gm +€Fn1) NG <|n1T, ny+ 1)) + [+ 1, n11>>
n1,n2
1
+ ( €nyp1 Tel (ng +1 ) NG (|n1T,n1 + 1)) + [ + 1T,n11>>}(2-107)
Hgl(ny,ng))s Z fra m( ny FeFni+ €,,41 +eF(ng + 1))|w(n1,n1 +1)) (2.108)

ni,n2

Com auxilio das equagoes (2.28)(2.108), escrevemos a equagao de Schrodinger in-
dependente do tempo para ny = nq + 1 como:

d

i, m)s = Y founa [T (V2 0001+ Limi + 1) + [0, m +2))

ni,n2

+ V2P, ) [ — 1m0 + 1»)

+ <€n1 +eFny + €y 11 +eF(ny + 1)) |t(ny,nq + 1)>] (2.109)

Tomando agora que ny = ny + 2
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Hglp(ni,n2))s = anlm <€n +an>

ni,ne n=1

X( LTCnT_'_CnlC”l)T(an’nl—i_zl +\n1+2T,n1l>>

— Z fn1,n2[<€n1 —|—an ) <|n1T,n1+2l>+\n1+2T,n1l>>

ni,n2

1
+ (em+2 YeF(ng + 2)) —(Jnag,mn +2)) + g + 2T,n1l>>}(2.110)

V2

ng(nl, n2 Z fnl na (Gnl —|—an1—|— €n1+2 +€F(n1 —+ 2)) |¢(n1,n1 —+ 2)> (2111)

ni,n2

Utilizando as equagoes (2.33) e (2.111) para escrever a equagao de Schrodinger
dependente do tempo para ny = ny + 2, obtemos

m%wm,m»s - Z v [T (601 + Lo+ 2) + s,y +3)

£ = L+ 2) + [P, + 1))

(e eFm + enso + eF(m +2))[9(m,m +2))] (2112)

Tomando agora que ny = n; + 3.

Hglp(ny,ng))s = menzZ(e +an>( Tch—l—c lcnl)

ni,n2

1
><—<|n1T,n1 +3)) + |n1 + 3T’n1l>)

V2
- 1
— Z Foyima [(em +an1) —<|n1T,n1 +2)) + |n1 + 3T,n1l>>
ni,n2 \/5

+ (En1+3 +elF(ny + 3)) [n1p,na +3)) + |nn + 34, n11>>}(2.113)

1
%1
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Hg|(ny,ng)) Z fos n2< €n, FeFni+ €, 13 +eF(n; + 3)) lw(ny,ny +3)) (2.114)

ni,n2

Com a finalidade de obtermos a equacao de Schrodinger independente do tempo
para ne = ny + 3, utilizamos as equagoes (2.39) e (2.114) para escrever:

zh%W(m,m»s Z Jrr mo [ (I@D (n1 41,01 +3)) + [¥(n1, ny +4))

[ — 1, +3)) + [0, +2)))

n (Em eFni+ epss +eF(n + 3)) (. 1 + 3))} (2.115)

Considerando nas equagoes (2.105), (2.109), (2.112) e (2.115) somente o0s termos
nao nulos dos somatorios, e introduzindo as grandezas admensionais

€n

_n U=
J?

€n —

il
Q)
&S

: e  F=— (2.116)

reescrevemos as equacoes de Schrodinger como:

d
Zafm,m = \/§fn1,n1+1 + \/§fn1—1,n1 + <2€n1 +U+ 2fn1) fnl,nl (2'117)

para n; = naq,

d
Z%fn1,n1+1 = \/§fn1+1,n1+1 + fn1,n1+2 + \/ifnhnl

+  fai—im1 <€n1 + Fni + €ny 11+ F(nn + 1))fn1,n1+1 (2.118)

paran2=nl+1,e paran2 >nl+1

d
Z%fnl,ng = fn1+1,n2 + fn1,n2+1 + fn1—1,n2
+ frrma—1 + (€ny + Fny+ €ny + Fn2) frsn, (2.119)

e Abordagem II(A2)

Para uma melhor identificacao e visualizacao dos modelos, renomearemos os termos
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do Hamiltoniano (2.98), de forma a reescrever este como:

N
HW(n,ma)) = T3 (chrono + chouro) [lni,ma))

n=1 o
N -

~
Hio

Z <e —l—an) 5Cno| (N1, n2)) (2.120)

J/

i
WE

1

(3
Il
Q

~~

Hi

U ¢l cnpch cn [W(n1,ns))

"
WE

1

(3
Il

J/

-~

Hio

Assim como foi feito para A1, estudaremos os aspectos dinamicos dos dois elétrons.
Para isso é necessario que resolvamos a equacao de Schrédinger dependente do tempo.
Comparando os Hamiltonianos (2.10) e (2.98) e recorrendo aos calculos ja feitos para este
modelo na secao 2.2.2, precisamos calcular somente os termos Hq;. Considerando os dois

elétrons no mesmo orbital atémico, ou seja, n; = noy, temos:

N
HylW(n,ng)) = 3 fn1T7n2lZ<e +an>(nTch—l—cnlcnl)W(nl,ng» (2.121)

an,nzl n=1

Hyy |V (ny,ng)) = Z Jri, e, Z (e +6Fn> < Cp1Cn.t +cnlcnl>|n1T,n1l>

ni,,n2)
— Z Fra, iz, (Enl eFni+ €, +6Fn1) Iniy,m1)) (2.122)
n1y,n2,
Hn‘\I] nl,ng Z fan’an (Enl +€Fﬂ1) |¢(n1T,n1l)) (2123)
niy,n2,

De posse das equagoes (2.66), (2.123), (2.61), reescrevemos a equagao de Schrodin-
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ger dependente do tempo para elétrons dispostos em sitios iguais como:

d
iU m2)) = D a0+ L)) + g m + 1))
n1y,n2,
+ |p(ne — 1y,m0))) + [ (g, ny — 11)))
+ (2 €n +2eFn+ U )|w(n1T,n1l)>] (2.124)

Considerando agora que no = nq + 1:

N
H11|\If(n1, n2)> = Z fanm21 Z <En +an> (CL,TCWT -+ CL,lcn,l) \an,nl + 1l>

N1y ,n2) n=1

= Y furm, (Enl 26 F N+ €ny1 +2¢F (ny + 1)) (nay,n1 +1,))

an ’an

(2.125)

Concluimos através das equagoes (2.71), (2.125) que a equagao de Schrodinger para
no=mn;+1é&

d
ihﬁhlf(nl,nz)) = Z foiyma, [J<|¢(n1 + 1,1 + 1)) + [(nag,na +2)))

niy,me)

g n) + e — 1+ 1))

+ (Em teFny €pir +eF(ny + 1)) (nag,my + 1 l)>] (2.126)

Tomando agora que ny = ny + 2:

N

HH‘\II(TM, ’/Lg)) = Z fan’an Z (En —|—€F1’l) <CL,TCTL7T —+ CLlCn,l) |n1T, ny + 2l>
an’n2l n=1
= Z fanm2l (Enl —|—6F7’L1—|— En1+2 —l—eF(nl + 2)) W}(an? s + 2l)>

an 7”2l

(2.127)
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Sabendo que Hg nao é valido para este caso e tendo em maos as equagoes (2.75),
(2.127), escrevemos a equacao de Schrodinger para ny = ny + 2 como:

d
zh£|\l’(n1,n2)> = Z fan’nQL [J<W(n1 —+ 1T,7‘L1 + 2l)> + W}("lﬁnl 4 3l)>

nipn2;

= g+ 2)) + Yy, + 1))

+ (Em eFny €nin —l—eF(m—|—2)>|w(n1T,n1+2l)>] (2.128)

Considerando nas equagoes (2.124), (2.126) e (2.128) somente os termos nao nulos
dos somatorios e acrescendo também as grandezas adimensionais

el’

F=
© J

<SS

(2.129)

reescrevemos a equacao de Schrodinger dependente do tempo em funcao das amplitudes
de probabilidade como:

d
Zafnl,ru = fn1+1,n1 + fnl,nl-i-l + fnl—la ni + fnl,nl—l + (2€n1 + 2~¢./n'1 + U)fnl,nl

(2.130)
para ni = ns
d
Zafm,nﬁl = Jfrttm+1 T fromte + fr—tn + faom
+ <€n1 +eFny + ény 41+ F(ng + 1)) Jormat1 (2.131)
parang =n; +1e
d
Z%fm,m—iﬂ = fritini+2 T foimes T faiminir2 + foimt
+ <€n1 + Fny + €nyq2 + F(ng + 2))fm,m+2 (2.132)
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para no = n; + 2. Comparando as trés tltimas equagoes, podemos escrever

i%f"l,”& = fn1+1,n2 + fm,nz-l-l + fm—l,nz + fnlmz—l + <€n1 +Fny + €ny + Fng+ U5n17n2> fm,m
(2.133)
De posse das equagoes (2.117), (2.118), (2.119) para a abordagem Al e da equagao
(2.133) para a abordagem A2, podemos obter informagoes sobre a evolugao temporal dos
pacotes de onda eletronicos. De forma a melhorar a estabilidade do algoritimo numérico,
nos consideramos o potencial elétrico sendo nulo no sitio inicial, substituindo Fn; o por
F(n12—nf,) nas equagoes de recorréncia (2.117), (2.118), (2.119) e (2.133). Isto produzira
somente um deslocamento na origem de energia, sem nenhum efeito fisico.
Na resolucao das equagoes diferenciais anteriormente citadas se faz necesséario o
emprego de técnicas numéricas. Para os resultados apresentados no proximo capitulo,
utilizamos um método baseado na expansao de Taylor do operador evolucao temporal

V(At):

No . 1
V(At) = exp(iHAt) =1+ (Zﬂlift)

=1

(2.134)

onde H é o Hamiltoniano. A nossa funcao de onda para um tempo ¢t qualquer é dada por:
|W(At)) = V(ALY (t =0)) (2.135)

Este método nos permite expandir o operador evolucao temporal até altas ordens. No
nosso caso especifico, para os resultados apresentados a seguir, truncamos a expansao
para ng = 21. Este método pode ser utilizado recursivamente de modo a obtermos a
funcao de onda para um tempo t. Assim, para observarmos o pacote de onda num tempo
final igual aos tempos apresentados no proximo capitulo, utilizamos um incremento de
tempo At = 0.05. Os valores para a ordem de truncamento (no = 21) e incremento de
tempo (At = 0.05) foram comprovados suficientes para conservar a norma da fungao de
onda em todo o intervalo de tempo requisitado.
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Capitulo 3

Oscilacoes de Bloch para dois elétrons
interagentes

3.1 Introducao

No capitulo anterior vimos a influéncia do campo elétrico sobre um elétron movendo-
se em um sistema com N atomos. Utilizando um formalismo semiclassico mostramos que
a particula fica confinada numa regiao do espago reciproco, chamada de primeira zona de
Brilloin. No espago real a particula apresenta um movimento oscilatério com frequéncia
dependente do campo externo aplicado. Apresentaremos a seguir nossos resultados numé-
ricos sobre influéncia de um campo elétrico em um sistema com dois elétrons interagentes.
Motivados pela semelhanca do comportamento do pacote de onda eletronico entre cris-
tais e sistemas aperiddicos, apresentaremos nossos resultados nao somente para cadeias
cristalinas, mas também cadeias aperiddicas. Nossos resultados sugerem a existéncia de
um tipo peculiar de oscilagoes de Bloch para estas particulas interagentes. Além disso,
observaremos que existem particularidades no comportamento dos pacotes de onda eletro-
nicos que dependem das condigoes iniciais: posicao de cada elétron bem como o grau de
interacao entre os mesmos. Como foi dito anteriormente, a existéncia de duas abordagens
relacionadas ao estudo de dois elétrons interagentes na literatura, nos levou a estudar o
fenomeno das oscilagoes de Bloch em ambas as abordagens. Veremos a seguir a existéncia
de semelhangas no comportamento dos pacotes de onda eletronico nas abordagens (Al) e

(A2).
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3.2 Dois elétrons em cadeias cristalinas

3.2.1 Abordagem (A1)

No capitulo IT (se¢oes 2.2.1 e 2.3) foram apresentadas as relagoes de recorréncia
para esta abordagem referentes aos casos estatico e dinamico. Cada uma sera utilizada
para descrever o sistema em estudo e para obter grandezas que especifiquem caracteristicas
do mesmo. A caracterizacao dos potenciais i6nicos da cadeia é dada pelo termo €, nas
equacoes de recorréncia. Em nosso primeiro estudo, para que tenhamos o efeito da crista-
linidade no modelo, assumiremos sem nenhuma perda de generalidade, que os potenciais
ionicos serao €, = (. Dessa maneira as energias €, serao vistas como referéncia de energia.

A partir das relagoes de recorréncia, varios métodos podem ser empregados, de
forma a obter diversas quantidades que caracterizam o modelo. Para o caso estacionéario,
utilizamos o método de diagonalizacao direta apresentada na secao 2.2.1. Através deste
método, o Hamiltoniano descrito pelas equagoes (2.44),(2.45) e (2.48) ¢é resolvido com-
putacionalmente e as amplitudes de probabilidade sao obtidas de forma numericamente
exata através de um método de diagonalizacao de matrizes.

Densidade de Estados (DOS)

A densidade de estados é definida como o nimero de niveis de energia dentro de
um intervalo £ + dFE, sendo matematicamente expressa como:

DOS(E) =Y 6(E — Ej) (3.1)

E; sao os auto-valores obtidos da diagonaliza¢ao do Hamiltoniano matriz. O ntimero de
niveis de energia contido dentro de um intervalo de energia pode ser usado de forma a
construir um histograma para a DOS(FE). Na figura 3.1 podemos observar a densidade de
estados normalizada em funcao da energia, para diversos valores de energia de interacao
de Hubbard.

Na auséncia de interagdo entre os elétrons (U = 0), observamos a densidade de
estados sendo igual a obtida do Hamiltoniano de Anderson tight-binding 2d para um
elétron numa rede quadrada. Esta equivaléncia concorda com o trabalho apresentado por
Claro, Weitsz e Curilef[31]. Neste tultimo, os autores propoem uma equivaléncia entre
modelos para N elétrons interagentes numa cadeia e modelos de um tnico elétron em N

Instituto de Fisica - UFAL



3.2 Dois elétrons em cadeias cristalinas 59

T
o

0.4
0.3
0.2
0.1

0.4
0.3
0,2
0.1

C
1
N

o
o &
B ETTT
ol
o) \‘\

c o
o

P Y P e e

0.4
0.3
0.2
0.1

[ P

C
11
N
k
e
L

0.4
0.3
0.2
0.1

c o
-

o]

DOS

C
1
(o))
o
&
I
\‘\
lllllllllll

o
(=]
"I

S
o)
<))
IN
N
o
N
IN
o
S

Figura 3.1: Densidade de estados obtida de uma cadeia com N = 100 sitios. Para U = 0 a
densidade de estados é exatamente a mesma obtida do Hamiltoniano de Anderson tight-binding
2d para um elétron. Para U > 0 observamos o surgimento de uma sub-banda de estados ligados.

dimensoes, tendo as interfaces dos planos dimensionais representando a interagao. Logo,
nosso modelo de dois elétrons interagentes (via interagdo de Hubbard) é equivalente a um
sistema de uma tnica particula movendo numa rede quadrada. A interacao, assim como
um potencial de interface, atua sobre a diagonal do plano, onde x = y. Na figura 3.1,
percebe-se também o surgimento de uma sub-banda para U > 0. Quando U = 2, existe
uma superposicao da sub-banda de estados ligados com a banda de estados nao-ligados,
0 que torna a observacao mais complicada. De fato, observamos somente uma parte final
da sub-banda em E =~ 4. Entretanto, para U = 4, a presenca de uma sub-banda fica
mais evidente. Quando U = 6, podemos ver a sub-banda totalmente separada da banda
de estados nao-ligados. Claro et al [31] mostraram através de resultados analiticos, que
os limites da banda de estados ligados sdo dados por U < E < /U% +16J2, sendo J a
amplitude de hopping. Além disso, os autores mostram que somente para U > 4.J, as duas
bandas sao completamente separadas. Tomando como exemplo U = 6, deveriamos ter o
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surgimento de uma nova banda de estados ligados cobrindo o intervalo dado a seguir por:

U<E<VU2+16J2 = 6<FE <62+ 16
= 6<E <52
~ < E<721 (3.2)

Vemos que o resultado encontrado na equagao (3.2) concorda com a densidade de estados
apresentada figura 3.1. Para os casos em que U < 4.J, constatamos também a superposicao
entre as bandas de estados estendidos e a banda de estados ligados, além da validade da ex-
pressio U < E < v/U? + 16.J2 na determinacio da largura da sub-banda. Portanto nosso
formalismo numeérico reproduziu com boa precisao os resultados existentes na literatura

131].

Distancia Média (d(E;))

A existéncia da sub-banda de estados ligados apresentada anteriormente pode ser
comprovada através da distancia média entre os dois elétrons. Utilizaremos a expressao:

N N
d(Ej) = Z Z |n1_n2||fn17n2|2 (3.3)

nip n2=ni

para encontrarmos evidéncias da existéncia de estados ligados e nao-ligados. Estados
ligados sao estados energéticos com d(E;) ~ 0.

A figura 3.2 mostra a distancia média d(E;) entre os dois elétrons para alguns
valores de interagao elétron-elétron. Para U > 0 vemos que os auto-estados contidos na
sub-banda de estados ligados apresentam pequenas distancias. Podemos constatar para
U = 2 a superposicao entre estados nao interagentes, possuindo uma distancia d(E;)
relativamente grande, e estados ligados, com uma distancia d(E;) muito pequena. Os
resultados apresentados na figura 3.2 reforcam o indicio da existéncia de estados ligados
contidos numa sub-banda de energia com limites U < E < VU? +16.J2.

A seguir veremos o comportamento dinamico dos dois elétrons quando na presenca
de um campo elétrico externo constante e uniforme. A existéncia de estados ligados e
estendidos pode apresentar caracteristicas determinantes no comportamento dinamico de
dois elétrons.
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Figura 3.2: Distancia Média d(F;) entre dois elétrons obtida de uma cadeia com N = 100
sitios. Para U > 0 os auto-estados contidos na sub-banda apresentam pequenas distancias d(Ej;),
refletindo a natureza ligada destes estados.

Posicao Média ((n;(t)))
Tendo como base a metodologia empregada nas referéncias [34, 35|, utilizaremos a
posicao média
(na(8)) = D (s = n)| fay ma()|” i=12 (3.4)

ni,n2

para caracterizar o comportamento dinamico dos pacotes de onda eletronicos. Nesta abor-
dagem a funcao de onda para tempo nulo, ou seja, a condic¢ao inicial, serd dada por:

[©(t = 0)) = |Png.ng) (3-5)

onde cada elétron é colocado a uma distancia dy do centro da cadeia (nl — ny = 2dy).
Desta forma teremos os elétrons dispostos inicialmente eqiiidistantes do centro da cadeia.
A figura 3.3 apresenta a posi¢do média (n;(t)) para dois elétrons numa cadeia de
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Figura 3.3: Lado esquerdo: Posicao média (n;(t)) de dois elétrons numa cadeia de N = 120
sitios, com dy = 0 e na presen¢a de um campo F = 0.5. (a) U = 0; (b) U = 4; (¢) U = 10.
Lado direito: A transformada de Fourier (n;(w)) mostra um comportamento oscilatorio com a
frequéncia predominante de w = 2F para U > 0.

N = 120 sitios, dispostos inicialmente no mesmo sitio (dy = 0), sujeitos a um campo elé-
trico externo de F' = 0.5 e interacao elétron-elétron com valores (a) U = 0; (b) U = 4; (c)
U = 10. A posi¢ao média (n;(t)) mostra que ha uma tendéncia dos elétrons afastarem-se
inicialmente, mantendo um movimento oscilatério evitando a dupla ocupacao. Quando
U = 0, a amplitude das oscilagoes é grande, de maneira que os elétrons alcancem sitios
vizinhos, retornando ao sitio inicial devido a presenca do campo elétrico. Através da trans-
formada de Fourier (n;(w)) podemos observar que neste caso os elétrons apresentam um
comportamento oscilatorio com frequéncia predominante de w = F'. Isto se deve a ausén-
cia de interagdo (U = 0), que permite que os elétrons se comportem como independentes.
Quando U = 4, a sua posi¢ao média apresenta um comportamento ocilatorio dos elétrons
afastados das suas posicoes iniciais, caracterizando a existéncia de repulsao. A existéncia
de estados ligados apresentada anteriormente, provoca um movimento oscilatorio quase
coerente. Isto pode ser visto no espectro da transformada de Fourier, que mostra um com-
portamento oscilatorio com a frequéncia predominante de w = 2F. Vemos em (c¢) que para
fortes valores de interacao, U = 10, os elétrons também oscilam afastados das suas posi-
¢oes iniciais, s6 que numa escala menor de distancia. A frequéncia predominante w = 2F
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é entendida como proveniente da existéncia de estados ligados. Para (b) e (¢) observa-se
a existéncia de frequéncias de oscilacao w = F', de amplitudes menores, provenientes do
movimento oscilatorio dos elétrons nao ser totalmente coerente. Estes resultados mostram
a relevancia dos estados ligados no comportamento oscilatorio dos elétrons. A existéncia
de interacao U > 0 provoca o movimento coerente entre os elétrons, se comportando como
uma s6 particula. Esta afirmativa associada aos argumentos semi-classicos da equacao
(2.88), sugerem que os elétrons se comportam como uma tnica particula de carga igual
a —2e. Esta afirmagao com relacao a frequéncia das oscilagbes na presenca de interagao
Coulombiana serda melhor investigada a posteriori.

A analise da transformada de Fourier mostra oscilagoes de menor amplitude quanto
maior a interacao elétron-elétron. Através de argumentos semi-classicos apresentados na
secao 2.3, vemos que as amplitudes de oscilacao sao proporcionais a largura da banda. Para
U > 0, observamos a existéncia de uma banda de estados ligados, tendo uma largura de-
finida pela equagdo U < E < v/U? 4 16J2 |31|. Esta tltima mostra uma correspondéncia
entre o grau de interacao e a largura da banda. Quanto maior o grau de interagao, menor a
largura da banda de estados ligados, justificando o fato das amplitudes de oscilacao serem
menores quanto maiores forem os valores da interacao.

3.2.2 Abordagem (A2)

No capitulo anterior, se¢do (2.2.2), apresentamos a relagdo de recorréncia para a
construcao do Hamiltoniano matriz desta abordagem. Assim como no modelo anterior,
assumimos €, = 0 nas relacoes de recorréncia 2.82 e 2.133, fazendo com que nossa cadeia se
torne cristalina. Aplicamos o método de diagonalizagao direta utilizando rotinas numéricas
da biblioteca LAPACK de algebra linear, assim como foi feito para o modelo anterior. Com
os resultados obtidos da diagonalizacao, apresentamos a seguir a densidade de estados

(DOS).

Densidade de Estados (DOS)

Na figura 3.4 podemos observar a densidade de estados normalizada em fung¢ao da
energia para diversos valores da energia de interacao de Hubbard. Primeiramente podemos
observar a grande semelhanga entre a densidade de estados obtida em (A1) e (A2). Esta
semelhanga concorda com o trabalho apresentado por Claro, Weitsz e Curilef [31]. Neste
trabalho os autores mostram a equivaléncia entre o modelo de N elétrons interagentes
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Figura 3.4: Densidade de estados normalizada DOS em fung¢ao da energia para U = 0,2,4,6. A
cadeia utilizada possui N = 100 sitios. Para U > 0 observamos o surgimento de uma sub-banda
de estados ligados.

numa cadeia e 0 modelo de um tnico elétron numa rede de N dimensoes. Na auséncia de
interacao entre os elétrons, a densidade de estados ¢ a mesma obtida do Hamiltoniano de
Anderson tigh-binding 2d para um elétron. Também observamos figura 3.4 o surgimento
de uma sub-banda para U > 0. Assim como em (A1), os valores de largura desta sub-
banda concordam com a referéncia |31], sendo incontestavel que essa sub-banda é formada
por estados ligados.

Distancia Média (d(E;))

A distancia média d(E}) foi utilizada mais uma vez para investigar a existéncia de
estados ligados contidos numa sub-banda gerada pela interacao elétron-elétron. Os resul-
tados apresentados na figura 3.6 mostram, para U > 0, a existéncia de estados energéticos
cuja distancia é d(E;) ~ 0. Podemos ver que a faixa de energia correspondente a essas
pequenas distancias sao exatamente as mesmas encontradas na figura 3.4. Este compor-
tamento é um forte indicio de que os estados contidos dentro da sub-banda de energia sao
ligados.

Observamos para (A1) que o comportamento oscilatorio dos elétrons estéa relacio-
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Figura 3.5: Distancia Média d(FE;) entre dois elétrons obtida de uma cadeia com N = 100
sitios. Para U > 0 os auto-estados contidos na sub-banda apresentam pequenas distancias d(Ej;),
refletindo a natureza ligada destes estados

nado com o grau de interacao entre os mesmos. A existéncia de estados ligados nos faz
pensar que haverd oscilagoes nas quais a frequéncia predominante é w = 2F, assim como
visto em (Al). A seguir apresentaremos resultados comprovando a existéncia deste com-
portamento também para esta abordagem. No entanto, os resultados a seguir apresentam
um estudo mais detalhado, com o objetivo de entendermos melhor a influéncia da intera-
¢ao, campo elétrico e posicao inicial, sobre a dinamica dos pacotes de onda eletronicos.

Posigao Média ((n;(t)))

Como descrito no inicio da se¢ao, fazemos €, = 0 na equagao de recorréncia 2.133.
Desse modo, utilizando o método baseado na expansao de Taylor do operador evolucao
temporal descrito no final do capitulo anterior, obtemos a posicao média de cada pacote
de onda eletronico. Para que possamos entender um pouco mais sobre o comportamento
oscilatorio de dois elétrons interagentes, consideramos inicialmente um pacote de onda
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Figura 3.6: Lado esquerdo: Posicao média (n;(t)) de dois elétrons com o = 1, dy = 10 numa
cadeia de N = 120 sitios. Em (a) F =05eU =0; (b)F =0.75e U =0; (¢c) F=05e U = 4;
(d) F =0.75 e U = 4. Lado direito: A transformada de Fourier (n;(w)) mostra o comportamento
oscilatério com frequéncia w = F.

eletronico como uma fun¢ao Gaussiana dada por:

012 012
(ny1s1,n282|V(t =0)) = A(la) exp [—%] X exp [—%] (3.6)
onde A(c) é uma constante de normalizacdo e o ¢ a largura do pacote de onda. Isto
nos possibilita analizar a influéncia da largura do pacote de onda sobre a dinamica dos
elétrons. Na investigacao do comportamento da sua evolucao temporal, consideraremos
dois elétrons inicialmente dispostos nos orbitais N/2 —dy e N/2+dy. Desta forma teremos
os elétrons dispostos inicialmente eqiiidistantes do centro da cadeia. Utilizando a condicao
inicial definida através da equagao (3.6) podemos simular tanto a condicao tipo “delta” (ou
seja, 0 = 0), quanto uma gaussiana de largura o. Na abordagem A2, do ponto de vista
matematico e computacional, implementar este tipo de condicao inicial é razoavelmente
estavel. Na abordagem Al, a utilizacao de condicoes iniciais distintas da funcao delta de
Dirac ¢ um pouco mais complexa. Esta é uma das vantagens da abordagem de elétrons
distinguiveis sobre outros formalismos.
A figura 3.6 mostra os resultados da posi¢do média (n;(t)) (lado esquerdo) e sua
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Figura 3.7: Lado esquerdo: Posicao média (n;(t)) de dois elétrons com o = 1, dyp = 0 numa
cadeia de N = 120 sitios. Em (a) F = 05eU =0; (b)FF =05eU =4e(c) F=05¢
U = 10. Lado direito: A transformada de Fourier (n;(w)) mostra o comportamento oscilatorio
com frequéncia predominante w = 2F quando U =4 ew = F paraU =0¢e U = 10.

transformada de Fourier (n;(w)) (lado direito) para dois elétrons com o = 1, dy = 10 em
uma cadeia de N = 120 sitios. Em (a) F =05e U =0; (b)F =0.75e U =0; (¢) F =0.5
e U =4; (d) F = 0.75 e U = 4. Analizando o espectro da transformada de Fourier,
observamos para todos os parametros de campo F' e interacao U um comportamento
oscilatorio de frequéncia w = F. Lembrando que os elétrons estao inicialmente distantes
um do outro, dy > o, vemos que os resultados concordam com a literatura |24, 25, 26],
pois 0 movimento oscilatério coerente entre os elétrons se da somente quando a distancia
entre os dois é proxima do comprimento de localizagao de uma particula. Na auséncia de
estados ligados os elétrons se comportam como independentes, tendo um comportamento
oscilatorio previsto pelos argumentos semi-classicos apresentados na secao 2.3. Podemos
ver ainda que as amplitudes de oscilacao variam com respeito ao campo elétrico externo,
concordando com os argumentos semi-classicos apresentados na se¢ao 2.3, equacao (2.96).

Na figura 3.7 mostramos os resultados da posi¢ao média (n;(t)) (lado esquerdo) e
sua transformada de Fourier (n;(w)) (lado direito) para dois elétrons com o = 1, dy = 0
numa cadeia de N = 120 sitios. Em (a) F =05eU =0; (b)F=05eU =4; (¢) F =05
e U = 10.

Instituto de Fisica - UFAL



3.2 Dois elétrons em cadeias cristalinas 68

Para U = 0, observamos um comportamento oscilatério com frequéncia w = F,
devido ao fato dos elétrons se comportarem como independentes na auséncia de interacao.
Para U = 4, vemos que a a frequéncia de oscilagao predominante é w = 2F', comportamento
semelhante ao encontrado utilizando a abordagem Al. Atribuimos este fato a existéncia
de estados ligados. No entanto, quando U = 10, temos uma frequéncia predominante de
w = F, comportamento diferente do apresentado na abordagem anterior. Observamos
também que a amplitude de oscilacao diminui & medida que o grau de interagao aumenta.
Este resultado concorda com os argumentos semi-classicos apresentados anteriormente e
a literatura [31]. O surgimento de frequéncias w = 2F e w = F nas figuras 3.6b e
3.6¢ respectivamente, mostra um comportamento oscilatoério dominado por estados ligados
ou estados estendidos. Em 3.6b os estados ligados dominam o movimento dos elétrons,
enquanto que em 3.6¢ o movimento ¢ dominado pelos estados estendidos.

O comportamento oscilatorio para U = 10 diferente entre Al e A2 nos levou a
examinarmos a influéncia da interacao elétron-elétron na observacao do fenémeno de dupla
frequéncia predominante. Para isto, investigamos a média temporal da probabilidade de
dupla ocupacao, dada pela equacao

N

Py=> (I (3.7)

Jj=1

para uma escala de energia de interagao U.

A figura 3.8 apresenta a influéncia da interacao para pacotes de onda de diversas
larguras (o = 0,1, 2, 3), sujeitos & um campo elétrico externo de F' = 0.5. Consideramos
os pacotes de onda eletronicos inicialmente num mesmo orbital i6nico localizado no centro
da cadeia. Quando ¢ = 0, o pacote de onda se torna uma funcao delta, assim como
na abordagem apresentada anteriormente. A dupla ocupacao inicial é igual & unidade,
ou seja, Py(t = 0) = 1. Vemos, mesmo na auséncia de intera¢do, uma probabilidade de
dupla ocupacao diferente de zero. Este fato é consequéncia do campo elétrico aplicado,
fazendo com que os elétrons oscilem em torno da sua posicao inicial. Quando U = 0, como
foi mostrado anteriormente, os pacotes de onda difundem-se independentemente, embora
retornem a sua posicao inicial devido a presenca do campo elétrico externo. Para valores
de U > 0, o surgimento de estados ligados correlacionam o movimento dos dois elétrons.
Recorrendo a figura 3.4, vemos que grandes valores de interagdo provocam a existéncia
de uma sub-banda composta apenas por estados ligados. Isto torna o comportamento
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Figura 3.8: Probabilidade de dupla ocupacao P» = Z;y:1<|fj,j|2> em funcdo da energia de
interacao U para o = 0,1,2,3. Para pacotes de onda de larguras finitas observa-se um valor de
energia U onde a probabilidade de dupla ocupag¢ao é méaxima.

dinamico dos elétrons mais coerente a medida que a energia de interacao U cresce. Deste
modo, probabilidade de dupla ocupagao permanecerd sendo igual a unidade quando os
elétrons possuirem forte grau de interacao.

Nos casos em que os pacotes de onda possuem uma largura finita, Py(t = 0) < 1. Os
pacotes de onda eletronicos comportam estados ligados, e estados estendidos. Enquanto
a interacao favorece a dinamica coerente dos elétrons, seu carater repulsivo aumenta a
largura do pacote de onda. No entanto, o aumento da largura do pacote provoca a dimi-
nuicao da probabilidade de dupla ocupacao, ja que estes sao oriundos da superposicao de
estados ligados. Esta competicao entre o movimento coerente e a repulsao entre os elétrons
¢ observado na figura 3.8, onde vemos a probabilidade de dupla ocupacao ser maior para
valores proximos de U = 4. A energia de interacao U correspondente ao maximo da pro-
babilidade de dupla ocupacao representa também a situacao fisica de maxima coeréncia
entre o hopping dos elétrons.
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3.3 Dois elétrons em cadeias aperiédicas

Nas duas primeiras secoes deste capitulo estudamos o comportamento de dois elé-
trons interagentes, sob influéncia de um campo elétrico externo, em cadeias cristalinas. A
existéncia de alguns trabalhos relacionados a oscilagoes de Bloch em sistemas unidimen-
sionais nao periodicos motivou o estudo apresentado a seguir. Um destes trabalhos foi
desenvolvido por Lyra et al |34] que encontraram evidéncias da existéncia de oscilagoes
de Bloch em cadeias 1d cujos potenciais possuem uma desordem correlacionada de longo
alcance. Tivemos também como motivagao o estudo de F.A.B.F. de Moura et al [35], onde
apresentam resultados sobre o carater dinamico de um elétron, numa cadeia aperiddica,
sob influéncia de um campo elétrico. Os autores observaram o fenémeno de oscilacoes
de Bloch para alguns parametros de formacao da aperiodicidade dos potenciais. Estes
parametros, 0 < v < 1 e 0 < V < 2, sao referentes a uma faixa de estados estendidos
proximos ao centro da banda|17](ver se¢ao 1.4).

Os resultados a seguir correspondem ao estudo de dois elétrons de spins opostos
numa cadeia quasi-cristalina sujeita a um campo elétrico externo constante e uniforme.
Esperamos que a presenca da interacao elétron-elétron, associada a presenca do campo
elétrico e da aperiodicidade dos potenciais i6nicos, mostrem novos aspectos para o com-
portamento dinamico dos pacotes de onda eletronicos. E importante salientar que todas
as técnicas numeéricas (diagonalizagdo de matrizes e resolugdo da equagoes diferenciais)
utilizadas nos estudos a seguir foram as mesmas empregadas no estudo de cadeias crista-
linas.

3.3.1 Abordagem (A1)

Para que tenhamos um modelo de uma cadeia aperiodica, consideraremos os poten-
ciais dos sitios (€,), nas equagoes de recorréncia (2.44)(2.45)(2.48) e (2.117)(2.118)(2.119),
sendo regidas pela equacao:

en, = V cos(2man”) (3.8)

Para o caso de um tnico elétron, essa aperiodicidade representa um carater importante na
dinamica dos pacotes de onda, relacionada principalmente a localizacao inicial dos pacotes
de ondal35].
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Figura 3.9: Densidade de estados obtida de uma cadeia de N = 100 sitios para dois elétrons
interagentes sujeitos ao potencial aperiodico, do tipo equacdo (3.8), com parametros V = 1.5,
2ra = 1.0 e v = 0.5. Para U > 0 observamos a extensao da largura da banda, indicando a
existéncia de estados ligados.

Densidade de Estados (DOS)

Conforme foi dito anteriormente, a densidade de estados nos informa sobre a quan-
tidade de niveis energéticos contidos num intervalo de energia £+ dFE. Na figura 3.9 temos
a densidade de estados normalizada, em fungao da energia, para diversos valores de ener-
gia de interacao de Hubbard. Inicialmente, comparando as figuras 3.9 e 3.1, observamos
uma mudanca na estrutura da densidade de estados. No caso cristalino, a DOS apresenta
uma superficie achatada nas extremidades que sao determinadas pela largura da banda de
Bloch. A presenca de desordem nos potenciais provoca o surgimento de estados localiza-
dos, elementos nao presentes na estrutura cristalina. Podemos observar que para o modelo
com aperiodicidade, a estrutura da densidade de estados é suave para valores de energia
nas extremidades da banda. A largura da faixa de energias permitidas é influenciada
agora pela amplitude do potencial V!, assim como no modelo de Anderson. Na auséncia
de interacao, U = 0, vemos que a banda de energia ¢ formada por estados estendidos

' A amplitude do potencial utilizada em nosso modelo é V = 1.5.
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- compreendidos no centro da banda; e estados localizados - presentes nos extremos da
banda. Para U > 0 nota-se o aumento da largura da banda para valores de energia maiores
que zero. Este aumento de energia estd diretamente relacionado a existéncia de estados
ligados, assim como no caso cristalino mostrado anteriormente. Outro aspecto presente na
figura 3.9 é o nao surgimento de uma sub-banda de estados ligados isolada quando U = 6,
como no caso cristalino. Na presenca da desordem, a superposicao dos niveis energéticos
permitidos para cada 4&tomo nao ocorre de maneira coesa, como em estruturas cristalinas.
A diferenca entre os niveis energéticos para cada atomo enfraquece a formacao de ban-
das e consequentemente, diminui a existéncia de energias proibidas. A baixa densidade
de estados para estados ligados nos leva a pensar que estes terao menor influéncia na
dinamica dos pacotes de onda eletronicos que para o caso cristalino. Para investigarmos
tal influéncia apresentaremos a seguir resultados da posicao média dos pacotes de onda
eletronicos.

Posigao Média ({n;(t)))

Assim como na secao 3.2.1, apresentaremos resultados sobre o comportamento di-
namico de dois pacotes de onda eletronicos representados por funcoes delta, de modo que
tenham como condigao inicial uma distancia dy do centro da cadeia. Desta forma teremos
os elétrons dispostos inicialmente eqiiidistantes do centro da cadeia. Os resultados a seguir
sao para uma cadeia aperiddica de N = 100 sitios, com parametros V = 1.5; 2ra = 1.0;
v = 0.5 na presenca de um campo elétrico F' = 0.5.

Na figura 3.10 temos a posi¢ao média (n;(t)) e a transformada de Fourier (n;(w))
para os valores de intera¢ao de Hubbard (a) U = 0; (b) U = 4.5 e (¢) U = 10. Podemos
observar uma grande semelhanca entre o comportamento dos elétrons em cadeias cristalina
e cadeias aperiddicas, quando estas tltimas se encontram na zona de estados estendidos.
A transformada de Fourier nos mostra que na auséncia de interacao os elétrons, ha um
comportamento oscilatorio apresentando uma frequéncia predominante w ~ F'. Na pre-
senca de interagao, a frequéncia predominante de oscilagao dos elétrons é w ~ 2F. Estes
resultados mostram a influéncia dos estados ligados no movimento oscilatério dos elétrons.
O hopping dos elétrons é feito de maneira coerente na existéncia de estados ligados, mesmo
comportamento observado para as cadeias cristalinas (ver figura 3.3). Entretanto, nota-
se uma pequena diferenca na frequéncia de oscilacao, fator nao presente nos resultados
apresentados para cadeias cristalinas. Este fato é consequéncia da forca de campo local
produzida pela aperiodicidade do potencial sobre o elétron inicialmente disposto num dado
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Figura 3.10: Lado esquerdo: Posicao meédia (n;(t)) de dois elétrons numa cadeia aperiodica do
tipo equagao (3.8), com parametros V = 1.5, 2ra = 1.0, v = 0.5 e N = 100 sitios. Os elétrons
estao inicialmente em dp = 0 e sob a influéncia de F' = 0.5. (a) U = 0; (b) U = 4.5; (c¢)
U = 10. Lado direito: A transformada de Fourier (n;(w)) mostra um comportamento oscilatorio
com frequéncia predominante de w ~ 2F para U > 0.

sitio. O campo total para a posi¢ao ng é dado por um campo efetivo Fy dado por:

de,,

Fer =0

+ F (3.9)
A existéncia deste campo efetivo F.; foi apresentada em [35]. Os autores mostraram a
influéncia do campo efetivo, apresentando resultados para elétrons dispostos inicialmente
em diversas posicoes da cadeia. Vejamos na figura 3.11a uma sequéncia aperiodica de
potenciais, igual a equagao (3.8), para uma cadeia de N = 100 sitios e em 3.11b vemos sua
derivada. Lembremos que os elétrons da figura 3.10 estao inicialmente no centro da cadeia,
ou seja, n(1]72 = 50. Quando U = 0, os dois elétrons se comportam como independentes,
tendo um campo efetivo igual a
de,

F = -+ F=—008+05=042, (3.10)
n

concordando com o resultado apresentado na figura 3.10.
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Figura 3.11: (a) Potencial aperiddico do tipo equagao (3.8) calculado com parametros V = 1.5,
2ra = 1.0 e v = 0.5 para uma cadeia de N = 100 sitios. (b) A derivada do potencial mostra que
quanto maior o indice do sitio, menor o seu maximo local.

Vimos para o caso cristalino, este concordando com a literatura [24, 25, 26|, que
a existéncia de estados ligados se da somente quando a distancia entre os dois é proxima
do comprimento de localizacao de uma particula. Quando os elétrons estao inicialmente
no mesmo sitio, a existéncia de interacao U > 0 provoca um hopping coerente entre os
elétrons, se comportando como uma s6 particula. Da mesma forma que em 3.2.1, os
elétrons se comportam como um a tnica particula de carga igual —2e. O campo efetivo
sobre os dois elétrons ligados entao se torna:

F¥ =—0.16+1.0 = 0.84 (3.11)

concordando com os resultados apresentados na figura 3.10.

3.3.2 Abordagem (A2)

Para o caso cristalino, foi observado uma grande semelhanca entre as abordagens
Al e A2. Com o objetivo de fundamentar mais ainda os resultados apresentados no
estudo das duas abordagens, apresentaremos a seguir resultados para cadeias aperiodicas
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Figura 3.12: Densidade de estados obtida de uma cadeia de N = 100 sitios para dois elétrons
interagentes numa cadeia aperiédica com parametros V = 1.5, 2na=1.0 e v =0.5. Para U > 0
observa-se o surgimento de estados ligados.

utilizando a abordagem A2. Inicialmente, consideramos os potenciais dos sitios (€,), nas
equagoes de recorréncia 2.82 e 2.133, sendo regidos segundo a equagao 3.8.

Densidade de Estados (DOS)

Na figura 3.12 apresentamos a densidade de estados normalizada (DOS) para alguns
valores de interacao de Hubbard, U = 0,2,4,6. Podemos notar uma grande semelhanca
entre 3.12 e 3.9. Para estruturas cristalinas, observou-se uma equivaléncia entre o modelo
de N elétrons interagentes numa estrutura unidimensional e o modelo de um tnico elétron
em N dimensoes [31]. Observando a grande semelhanca entre as densidades de estados
apresentadas pelas abordagens Al e A2, propomos que haja uma equivaléncia entre o
nosso modelo e um modelo de um tnico elétron numa rede quadrada aperiodica, com um
potencial de interagao presente na diagonal entre os planos x = y.

Na auséncia de interagdo entre os elétrons (U = 0), a largura da faixa de energias
permitidas esta relacionada & amplitude do potencial V' = 1.5. Observa-se a existén-
cia de estados estendidos - compreendidos no centro da banda; e estados localizados -
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compreendidos nas extremidades da banda. A presenca de interacao (U > 0) provoca o
aparecimento de estados ligados, com energia proporcional a energia de interagao.

Posigao Média ((n;(t)))

Dada a equacao de recorréncia 2.133, com os potenciais €, dados pela equacao 3.8,
obtemos a posicao média dos pacotes de onda eletronicos. Assim como foi feito em 3.2.2,
consideramos inicialmente que cada pacote de onda seja representado por uma funcao
Gaussiana dada por

(n1s1,n2se|V(t = 0)) = ——exp {—M] X exp {—M] (3.12)
A(o)

onde A(o) é uma constante de normalizacdo; investigando a sua evolugdo temporal. As
posi¢oes iniciais dos pacotes de onda (n{,n9) sio escolhidas sendo (N/2 — dy, N/2 + dy),
para que os elétrons estejam dispostos eqiiidistantes do centro da cadeia.

A figura 3.13 mostra resultados da posi¢do média (n;(t)) e da sua transformada
de Fourier (n;(w)) para dois elétrons com ¢ = 1, dy = 10 numa cadeia aperiodica de
N = 100, com parametros V = 1.5, 2ra = 1.0 e v = 0.5. Em (a) FF =05 e U = 0;
(b) F=07eU =0;(c) F=05eU =4; (d) F =0.75e U = 4. A posicao média
indica que os elétrons oscilam em torno da sua posicao inicial, como no caso cristalino. No
entanto, observa-se que o padrao de oscilacao para os dois pacotes sao diferentes, fato que
nao ocorria no cristal. Este fato é consequéncia do campo local ser diferente para as duas
posicoes iniciais. Para uma melhor visualizacao, recorremos a figura 3.11, onde podemos
ver o comportamento do potencial e do campo local, para as posicoes iniciais do pacote
de onda. Como dy = 10 numa cadeia de N = 100 sitios, temos os elétrons inicialmente
localizados nos sitios 40 e 60. Utilizando a equagao (3.9), o campo efetivo para o elétron
posicionado inicialmente no sitio 40 é dado por:

de,,

Fly = il F=-002+F (3.13)
n

e para o elétron posicionado inicialmente no sitio 60 igual a

F=—-0.09+F (3.14)

sendo F' o campo elétrico externo. O efeito do campo local é melhor entendido ao visuali-
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Figura 3.13: Lado esquerdo: Posicao média (n;(t)) de dois elétrons com o =1, dy = 10. Em (a)
F=05eU=0;(b) F=075eU =0;(c) F=05eU =4; (d) F =0.75 e U = 4. Lado direito:

Transformada de Fourier (n;(w)) mostra o comportamento oscilatério com frequéncia w = F.

zarmos o espectro da transformada de Fourier. Vemos claramente dois picos de oscilacao,
correspondendo a frequéncia de oscilagao de cada elétron. Os valores de frequéncia w sao
encontrados substituindo os valores do campo elétrico externo nas equagoes (3.13) e (3.14).
Outro aspecto importante apresentado na figura 3.13 é o comportamento oscilatério com
frequéncia w =~ F, independente da interacao elétron-elétron. Este fato, proveniente da
distancia inicial entre os dois elétrons ser muito maior que o comprimento de localizacao
de um elétron, concorda com a literatura|24, 25, 26]. Além disso, vemos que a amplitude
de oscilagao ¢ menor para valores de campo maiores, concordando com os argumentos
semi-cléssicos apresentados na segao 2.3, equagao (2.96).

Na figura 3.14 podemos ver os resultados, da posicao média e da transformada de
Fourier, referentes a dois elétrons localizados inicialmente no mesmo sitio, ou seja, dy = 0.
Além disso, estes ultimos se encontram numa cadeia aperidodica de N = 100 sitios tendo
como parametros V = 1.5, 2ra = 0.5 e v = 0.5. Vemos em (a) F' = 0.5 e¢ U = 0; (b)
F=05eU =45¢ (c) F =05eU = 10. Na auséncia de interacdo notamos um
comportamento oscilatorio com frequéncia w ~ F' para cada elétron. Apesar de estarem
inicialmente no mesmo sitio, a auséncia de interacao faz com que os elétrons tenham
movimentos independentes. Quando U = 4.5, a frequéncia de oscilacao predominante para
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Figura 3.14: Lado direito: Posi¢do média (n;(t)) de dois elétrons numa cadeia aperiodica de
N = 120 sitios, inicialmente dispostos no sitio N = 50. Lado esquerdo: Transformada de Fourier
(ni(w)) apresenta uma frequéncia de oscilagdo w &~ 2F para valores intermediarios de interagao.

os dois pacotes eletronicos é w &~ 2F'. Neste caso, a existéncia de interacao associada ao fato
de estarem inicialmente no mesmo sitio, faz com que os elétrons possuam estados ligados.
Os estados ligados provocam um comportamento oscilatorio coerente, como se fossem uma
Unica particula de carga —2e. A existéncia de uma frequéncia de oscilagao w =~ F' de menor
amplitude mostra que mesmo possuindo estados ligados, nao ha uma coeréncia total de
hopping, existindo uma oscilacao referente a cada elétron individualmente. A influéncia
do campo local pode ser visto na transformada de Fourier, mostrando uma variacao da
frequéncia de oscilacao. Dos argumentos semi-classicos apresentados na se¢ao 2.3, sabemos
que valores da amplitude de oscilagao sao proporcionais a largura da banda. Observando
que a amplitude de oscilagao decresce em funcao do aumento da interagao, concluimos que
a largura da banda de estados ligados diminui & medida que a intera¢gao aumenta.

Para estados com forte interacao a frequéncia de oscilacao dominante é w =~ F'. Para
investigarmos este efeito, assim como no caso cristalino, calculamos a média temporal da
probabilidade de dupla ocupacao para pacotes de onda de diversas larguras, sujeitas a
um campo elétrico externo de F' = 0.5. A figura 3.15 apresenta a probabilidade de dupla
ocupacao para pacotes de onda com diversas larguras, situados inicialmente no mesmo
sitio, ou seja, dg = 0. Quando o = 0, o pacote de onda se torna uma func¢ao delta, igual
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Figura 3.15: Probabilidade de dupla ocupacgao P, = E;y:1<|fj7j|2> em func¢do da energia de
interacao U para o = 0, 1,2,3. Observa-se um valor maximo para P, para valores de U = 4.

ao pacote de onda utilizado na abordagem Al. Dessa forma temos uma probabilidade de
dupla ocupacao inicial é: Pa(t =0) = 1.

Notamos, mesmo na auséncia de interacao, a existéncia de uma probabilidade de
dupla ocupacao diferente de zero. Este fendomeno é decorrente da influéncia do campo
elétrico aplicado, que faz os elétrons oscilarem em torno da sua posicao inicial. Devido a
sua condicao inicial, quando U > 0, a existéncia de estados ligados induz um movimento
coerente entre os elétrons. A medida que a interacao cresce, os estados ligados tornam-se
mais influentes, provocando um movimento oscilatério cada vez mais coerente entre os
pacotes de onda eletronicos. Desse modo, para grandes valores de interacao, P, = 1.

Quando os pacotes de onda possuem uma largura finita, P, < 1. Os pacotes de onda
comportam estados ligados - presentes no centro do pacote de onda; e estados estendidos
- dipostos nas extremidades do pacote de onda eletronico. Como consequéncia, podemos
notar, mesmo na auséncia de interacao, que a probabilidade de dupla ocupacao de pacotes
de onda de largura finita é menor que do pacote de onda com o = 0. Quando a interacao
se faz presente, esta induz a um comportamento dinamico coerente entre os elétrons,
enquanto o seu carater repulsivo aumenta a largura do pacote de onda. Quanto maior a
largura do pacote de onda, maior a quantidade de estados estendidos, implicando numa
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menor probabilidade de dupla ocupagao. A competicdao entre o movimento coerente e a
repulsao entre os elétrons apresenta um valor méximo para valores de interacao proximos
a 4. Para valores de interacao maiores, o carater repulsivo domina o comportamento dos
pacotes de onda, aumentando a largura dos pacotes e consequentemente diminuindo a
probabilidade de dupla ocupacao.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Nos capitulos anteriores foram apresentados vérios trabalhos relacionados ao trans-
porte eletronico. E notavel o surgimento de novos ingredientes, visando cada vez mais a
compreensao e aprimoramento do conhecimento sobre o comportamento de elétrons em
diversos sistemas. Assim como a presenca de desordem, a interacao elétron-elétron e a
influéncia de um campo externo tem grande relevancia no comportamento do pacote de
onda eletronico. Motivados por estudos que mostram o comportamento do elétron sujeito a
estes ingredientes, desenvolvemos o estudo apresentado nessa dissertacao. Apresentaremos
a seguir, de maneira suscinta, os principais resultados obtidos.

O objeto de estudo dessa dissertacao foi o comportamento de dois elétrons intera-
gentes, sujeitos a um campo elétrico externo, em estruturas unidimensionais cristalinas e
aperiddicas. A existéncia, na literatura, de duas abordagens diferentes relacionadas ao es-
tudo de elétrons interagentes despertou nosso interesse em estudar ambos os modelos. Em
uma das abordagens, os elétrons possuem o mesmo estado de spin, tendo entao uma funcao
de onda espacialmente simétrica (Al). A outra abordagem trata os elétrons como total-
mente distinguiveis (A2). Os resultados encontrados mostram uma grande semelhanga
entre as duas abordagens, independente de ser para o caso cristalino ou aperiédico.

A densidade de estados das duas abordagens, na auséncia de interacao, apresenta
um aspecto igual ao do modelo de Anderson tight-binding 2d para um elétron. Ao inves-
tigarmos este fato, vimos que isto é proveniente da equivaléncia entre modelos de N elé-
trons interagentes em uma dimensao e modelos com um tnico elétron em N dimensoes|31].
Quando U > 0, vimos o surgimento de uma sub-banda de estados ligados, concordando
com os resultados analiticos desenvolvidos em [31]. Além disso, nossos resultados mostram
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que a influéncia dos estados ligados se da quando a distancia entre os dois elétrons é pro-
xima do comprimento de localizacao de um tnico elétron, concordando com os trabalhos
[24, 25, 26].

Utilizando na abordagem A2 pacotes de onda eletronicos com largura finita, vimos
que os estados ligados nem sempre dominam o movimento dos elétrons. Para pacotes
de onda representados por uma funcao delta, verificou-se um aumento da probabilidade
de encontrarmos dois elétrons no mesmo orbital quanto maior for a interacao elétron-
elétron. Para pacotes de onda com largura finita, a probabilidade de dupla ocupacao
apresenta um valor maximo para U finito. E importante lembrar que os pacotes de onda
de largura finita comportam estados ligados e estendidos. Enquanto a interagao favorece
uma dinamica coerente dos elétrons, seu carater repulsivo aumenta a largura do pacote
de onda, provocando assim uma diminuicao na probabilidade de dupla ocupacao. Para
pacotes de onda de largura nula, representados por uma funcao delta, vemos em ambas as
abordagens, um aumento da probabilidade de dupla ocupacao quanto maior for a interacao.

Quando os estados ligados dominam o movimento dos elétrons, observou-se que a
frequéncia de oscilagao predominante é w = 2F'. Utilizando os argumentos semi-classicos
apresentados no segundo capitulo, concluimos que os dois elétrons se comportam como
uma tnica particula ligada de carga —2e. Quando os estados ligados nao dominam o
movimento, os elétrons oscilam com frequéncia w = F', indicando um movimento nao
acoplado.

Os resultados obtidos do sistema aperidédico apresentam grande semelhanca com o
caso cristalino. A densidade de estados mostra um alargamento da faixa de energias per-
mitidas, fator caracteristico de estruturas nao-cristalinas. Nota-se a existéncia de estados
localizados nas extremidades da banda e estados estendidos no centro da mesma. Quando
o valor da interacao elétron-elétron é maior que zero, nota-se uma sub-banda de estados
ligados, com valores proximos da energia de interacao U. No entanto, como a superposicao
dos niveis energéticos de cada atomo nao é feita de maneira coesa, nao observamos mais
uma separagao entre as bandas de energia para grandes valores de U.

Vimos para alguns valores de interacao, um comportamento oscilatorio coerente en-
tre os elétrons. Quando os estados ligados dominam o movimento, a frequéncia de oscilagao
predominante se torna w ~ 2F. Quando os estados estendidos dominam o movimento, os
elétrons oscilam quase independentes, apresentando uma frequéncia de oscilagao w ~ F.
A diferenca entre a frequéncia de oscilagao e o campo elétrico é proveniente da influéncia
do campo efetivo, concordando com o trabalho de Moura et al [35]. A probabilidade de
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encontrarmos os dois elétrons no mesmo orbital apresenta o mesmo comportamento visto
para cadeias cristalinas. Quanto maior a largura do pacote de onda, menor a probabilidade
de dupla ocupacao, tendo esta um valor maximo para U = 4.

Apesar dos resultados anteriores mostrarem um comportamento semelhante entre
as abordagens A1 e A2, pretendemos investigar mais profundamente a abordagem A1l. O
comportamento de dois elétrons interagentes em sistemas 2d também apresentam fenome-
nos importantes, podendo ser futuramente um alvo para nossos estudos.
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Bloch oscillations frequency doubling of interacting electrons in a static electric field

W. B Dhss, E. M. Mascimenic, F. A, B. F. de Moura, snd M. L. Lyra
Institufe de Fistoa, Universidade Federal de Alagoas, 57072970 Maceid, AL, Hraml

We study numerically the efect of the cn-site Hubbard interaction U7 on the dynamics of two
electrons in an periodic chains subjected 1o an ecternal electric Field. We sobre the time-dependent
Echroedinger equation to follow the time evelution of an initially loomlized two-electron state, For
electrons initially far apart, the wive-packet develops Bloch oscillaticns whose characteristic fre-
quency is in agresment with a semi-classical cakulation, For initially closs electrons, a frequency
doubling sets wp, which is more proncunced for intermediate couplings. We discuss this efect by re-
venling the cpposite trends the elsctron-elsctron coupling produces cn the wove-padest components

carresponding to bounded and unbounded stabes,

PACE pumbers: 7128 A&n, 7510 Jm, 73.40.Gb
I. INTRODUCTION

The nature of one-slectron sigenstates has a signifi-
cant influsnce on the elsctronic propertiee of sclids. In
pure pericdic systems, the one-electron sigenstatas are
Bloch waves which are translaticnal invariant and all de-
localized in the thermodynamic limit. In the abssncs of
soattering or electron-electron interaction, the system be-
haves as a parfect conductor whensver the Fermi ensngy
falls into the condustion band. This pictures can be dras-
tically changed in the pressnes of discrdsr, interactions
or a DO external eetrie fisld.

In disordered systems, the one-electron sigenstates
ara obtained using the well-known Anderscn Formal-
ism [1-3]. For waak disorder, the slectronic states
in three dimensional gecmetrise display s localization-
delocalization transiticn (LDT). It was also known that
the LDT is absant for low-dimensional systems with time-
reversal symmetry at any discrder strength [1]. Some
years ago, it was reportad that the pressnes of short [T-
10] or long-rangs correlations [11-20] in disorder induee
the appearance of truly delcealized states in low dimen-
gicnala. Om the other side, when the onesite electron-
alestron interaction is turned on, the electronis system
can be display s correlation-driven trapsition from a
paramagnetic metal to a paramagnetic insulator [21-
21]. This transition is called Mott-transition and its ba-
gl features can be studisd by employing the Hubbard
madal for elactrons interacting with each ather through
an extremely short-rangsd repulaive { Coulomb ) interas-
tion [21-23). The elsctronic states are also influsnced
by the presence of 4 DO alectric feld. Under this con-
straint, the selectronic wave-packst baoomes localized in
a finite fracticn of the lattice, an effeet usually called dy-
namical localization. The electron wave-packst displays
the ao-called Bloch oacillations [26-28) whoss amplituds
ia proportional 1o the bandwidth of the alactronic statas,
Electronic Bloch cecillations were obsarved for the first
time in semiconductor supar-lattices [20] (for an overview
sae Bef. 307, A similar phenomencn of sustained caeilla-
tiona of the electromagnetic fisld, named photon Bloch
oacillations, was also reported in two-dimensicnal wavez-

uide arrays and optical supsr-lattices baged on porous
ailiecn. [31).

A key problem in condensad matter physics is to un-
derstand the electronic transport when the above ingredi-
ants | discrder, interaction and electric feld) are simulta-
necusly prassnt. The intarplay between disorder and dy-
namical localization due to an slectric fisld was recently
studied in ref. [22, 33]. It was numerically proved that oo
herent Bloch cacillations can appear whenever the disor-
der distribution displays appropriated long-rangs oorrala-
tions in both one- [32) and two-dimensional [33] syatems.
The problem invelving disorder and electron-elestron in-
taraction has besn a subject of grest interest due to
their competitive 1ole[34-47). It has been shown that
orrgite Coulomb interactions weakens the Andsraon lo-
calization induced by discrder. In a simpler spproach
Shepslyansky|34] picnesred the study of two intsracting
alectrons moving in a disordsared cne dimensional (106
system and cbtained an enhanced propagation effect of
an interacting electron pair over distances larger than
the single-particle localization length, as in- desd pre-
dicted in discrdered mescssopic rings threaded by mag-
netic Aux[36].

Besently, the interplay of dynamieal localization and
alectronelactron interaction was reparted in ref [45-
51]. By using numerical and analytical caloulations the
problem imvalving M interacting electrons moving along
a chain and subject to an external electric field was stud-
ied in ref[48]. It was shown that the N-particls prob-
lem is identical to that of a single particle moving in sn
N-dimensional lattice, with defect surfaces dividing the
space in aymmetric domsins. The authors have shown
that at limit of weak hopping intagral, the electron-
alestron interaction induces a kind of cecillations in the
aigenstates drift velocity., The pariod of this cecilaticn
was found o be determined solely by the interaction
range and strength.[45). The spactral propartiss of the
Boss-Hubbard Hamiltonian under the additional action
of o static field was studiad in ref [49). The authors have
shown that for intermediste strengths of the siatic fald,
arrizses a rapid decay of the Bloch ascillations of the maan
atomic momentum. It was also shown that the time scale
of thia dacay provides a direct measare for the decay of
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FIG. 1: Normalwed density of states TS versus energy E for
I' =024 and & computed in a open periodic chain (e, = 0
for all m jwith L = {00 sites. For 7 = 0 the density of
states is exactly the same obtained from the tight-binding
two-dimensional 20 Anderscn Hamiltonian for cne =lectron in
a square lattios geometry. For U7 = 0 a sub-band of bounded
states starting arcund E = [T WL

particleparticle coherences across the lactice{49). By us-
ing an extended dynamical mean-field theory[s0], the ef-
fect on a large electric fizld on interacting electrons was
studied. It was numerically demostrated that the Bloch
cacillations decay due to eleciron correlations,

In thiz paper we contribute slong this line by provid-
ing a detailed analysiz of the phenomenon of eectronic
Bloch oecillations in periodic low-dimensional systems
with two interacting electrons. To this end, we focus
on the eectric-feld biased wave-packet dynamics of two
electrons moving in a 1D pure chain. We use numerical
methods to golve the Schrdodinger equation and compute
the density of states, the stationary eigen-states and fol-
lowr the time-evolution of the two-elactrone weve-packet.
Starcing from an initial Gaossian wave-packat, we show
that the eectric fleld promotes sustained Bloch oscil-
lations, whose predominant mode displays a frequency
doubling depanding on the relative contributions coming
from bounded and unbounded stacss. The values for the
characteristic frequency and amplitude of the Blodh oscil-
lations will be discussed under the light of a sami-classical
approach.

II. MODEL AND FORMALISM

The Andersor-Hubbard tight-hinding equation for two
interacting electrons in the presence of @ static and uni-

— ba
L |
~
Il
]

Ll | sl

=

27 o

18 =21
- o[ ]

diE )

F1G. 2: The merage dj.'l-tmd-l:EJ I betwesn the two elecirons
versus energy B for 7 = 0,24 and 8 compuated in a open
pericdic chain (e, = 0 for all m Jwith L = 100 sites. For §7 =
0 the sigenstates within the sub-band have small distances
di E;) reflecting the bounded nature of these states.

form electric field F' is given by [48, 47]

E E W [-:LT]:;-:,.,:, - cl:,ch]:,] (1}
n E

Z Z:E“ +eFan|el e,
n E

Z IErc:-."l"r":hI:':\u._'cr":-
- : )

where ¢, , and ¢f _ are the annihilation snd creation op-
arators for the alectron at site » with spin 2, n is the
position operator, W is the hopping amplicude and e is
the electron charge, In order to follow the time evolu-
tion of wave-packets, wa have solved the time dependent
Schridinger equation by expanding the wave fanction in
the Wannier represantstion

(Bl = 3 fuynglmisy, masg) (2}

myong

H

where the ket |my2g,nqeq) Tepresents an electron with
gpin 21 at site ny and the other with spin 29 at zite ng. In
order to allow for double oozupancy of che on-site orbital,
we will consider in the following that the electrons are in
distinet spin states. Onee the initial state iz prepared as
g direct product of states regarding each electron, they
will always be distinguishable by their spins sinos the
Hamiltonian does not invwolve spin exchangs interactions.
The time evolution of the wawve function bezomes in the
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FIG. 3: Left proed omtrod ngde) compuaied uweng L= LI
akp, # =1 = Deed (] F=DLE =0 BF =
OO = &iehF =0, F = GHF =07 =4 Th
Feurer transfonm {sse righi panel) ingju)) cloachy shows chae
tha cartrmd daplave sn cacllstory paciecn wiih Ewguency
chown b i = F.

Wirmier represanrarlon

'f'!,,n.l!.
:T L .I'r..-Lrl. -..rrq-].'l, —..rr.._n._-J —;’n. ny=L

sl TR S T + i )Ny < ) w-»in..r.:-[f-..l'm.hfiil

whare wa wed unlts of § = W = ¢ =g = 1. Th
anksice enarglos &y will be taken s the reforence enargy
(b = 0] % t any loss of generalicy. The sho ser of
equacions wera sohed mumerleslly by wing & high-order
mmhod besed on cha Teybor axpamion of the avolurcion
operaoor ViAr):

My ]
Fl.’_‘.n-mp-:u'f.:'.':i-]—EEfL A

=l

whera & |5 1he Hamihontan. The cime-depandent weve-
funetion st cime s ghven byid | o) = 1A Er = a)).
The mmhod 2un bo wsed rezurgivaly 1o omsln 1ho wevo-
funetion st 1mo . The following resuls were wion by
using Ar = 005 und the sum wes cruncated 81 ne =20,
The eneoff was sufidem co kaep the wave-firnerion norm
conservacinn along the antme time Inmerval comsldaned.
Wi followed the dme-avolurlon of an ionially Caussian
wave-packer wich widch o:

1 : \
gy, Maazlb(e = ) = e {—(my —m" 4]

o Eap [~z — w1 ]

g
3
Il:l S -
3 ik ]
AR (15 ]
& I -
4 a5k 5
l:l r o
- 3 _i\.l:ll- -
=S g it "
E =k -
Lo i J
oA
0 P
t a1k .
5
' s 8
:1 |||:E_ -
P P PR I Y O P I P
9 I 4n A B E B 2 L 4§58
I el

FEZ. & Lafi paral: comirmid ¢ngdi]) eompuisd wang £ = L340
arvas, ¢ = L de = B F =0 wed [} & = O [b3F = 4.
For U = 4 the cmemid disclays =n cecillviory pakieen wikh
v clos b2 =.F.?I:r[' :-I'lh-an-urﬁr‘I.r-:E-rrn
| ) claacly showe thak the cenicnid displags sn cesillaszoy
pakizn wih & predominent fequeresy dess o e = 2F.

urd compared 1he mmroid of boch dectrong dafined e

i z 'Y e | =
ity = 3 m - Wem B E=1,2 (6

Mg, N

The miLal ions {m], nd) will he sonsidered o ba
eamored ar Pl'?:-j“:z L= ﬁ:.]':'..'.;:a- dpt, In addiclon, we will
spply & nomecioal disgpomallzalon preecdura of the com-

cto Hamthonlun in the abeence of alectrie fleld vo obe
em all elgsmveeccre () = T o ] w08y, myE)
ard elgenvalucs Ey. Further, we widll compue the den-
aley of staies gven by DOSTE) = T 408 - Ey) snd
the srorape deianco dlE;] bowoean 1le 1wo alecicons
HEy ] =¥,y e —nafe 0% The evarage dinancs
brings irdformarlon rsganding che ecorelacton berwean 1ha
moo lecirons g0 that 4 small &E ) sigmls & bounided
e ol BCLIon. SEnSIE .

[II. RESULTS

Wa wpply our momerke] dlsgonallzaclon o sn
chsin If;:lll;ll..:'.- = |00 sloes. In F':E.ga:l wa shirw muﬁ
the normelized dersty of soaces DS veosw onergy £
for [F = 024 sand 6. For &' = 0 che densmy of soaoes
Is cxnccly the same obagined from the dghn-hinding owo-
dimaralons] 20 Andorson Humdlesnkan far one akeccron,
For &7 = 0w hive found & new sub-band 2overing 1ha
neerval & < E < /OO0 o 2. For U <= 4W 1ha now
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sub-tand = merged wh the mwodtmenstone] DOS for
IF = 0. For & e W, che mew sub-band is clear. All
prevlus resules am In perfest egreements wnh wmalyticsl
calonharlons of ref, (42). In Fig. 2, we show che distanss
di £y | of the rwo electrons versus enengy £y for L' = 10,24
ard 6. For &Y == O che elgenstaces wichin the sub-band

v small averege dinances &E ). Therefore, the
dumﬂpmm: wichin tha sub-hand H'E'Enun.d.nd. [prmng)
H.g;n-n.'l-l:ml [n che lofi pancl n:l']-'l.g_. %, wa show resules

the cantrold {ny(z]) compmed using I = 120 sites,
o —L dp = 10 and (2] £ = 05, I = 0; [bE = 05,
[ = e c)F = 076, = 0 d)F =076, U = 4. Tha aen.
trodd displsys an oselllstory pacsern. The Fourkr crazs-
form [see right § i -:I.ﬂri;!h:m- thar the pre-
dominem sscllackn frequency 5B [0 ERVIS pre-
dirilons vsing seml-clemienl argumams o = F (53], For
Ln:%mmml ron-chetron derances dp 3= o 1he Bloh
052 do n.n':d-n-l:m:]-:mﬂ:u Coulomb tmeracilon £F
onee the wave-packer remsins 1mpﬁﬁ.g tha alecrriesl
fleld around h= Iniclsl posnioa for v doohle ooen-
babliey is vanlshingly small. In g 4, we show
qu:]?:l:-.:' r.'hl:-ug:l:l:rni:'l (Mg 1]y compured o il L =120
slees, @ 1, g =0 F' = 0.5 and (2] 7 =0, ib) [T =4
end (o] f = 10, For & = IJTJ:G--:ﬂ-nn'cvl.l:ld:u- s
oszlllstocy pricam winh frequency dose oo w = F. For
I'.I;— 4 :h.:-ldl:-'uu.rl.n-r transform (mw)) elearly !E! 1hae
the mamm 5 G0 082 atem with a
domingm i'r-:-q_dul:h}u.n-n.qr zloss o Iflhwgf']u}:ﬂ much mcvu.gn-rm
Ineereeckors, tha o = F frequeney 15 re-amplified.

In order to understand tha role played by che akaeron-
clezcron Incoreecon o tho am of such :
donbing prosess for mmﬂh:%mﬁﬁﬁ
pu.l:n-l:l. the long-time varage of 1he double cocupancy

bily B = T II_EJ-J,- b as a funeclon of the

-:-l.lln:l:l:lh tmaracilon U sovaral Inloial wave-packer

widehs @ = 0,1,2,3 and 4 us ed in fig 5. For
r = 0, both elestrons are pleced w1 the cen-
wral slee, m such & wey chat the mnisl douhlke oocou-
peney i Byir = 0] = 1. Whenover ' = 0, 1ha alectron
WEVE- PR ke !pﬂil:l independencly, ahthough remaining
due 1o the presence of
'I'ha:ﬁ:r?t -tima douhke oe-
mpnn.qrprn'h.l.h]:rql:n::hmu:mll the order of 1la
Ln:l.'-n':-:- oty wave-packer widch). As the mmeme-
mﬁt the mm'gn:i*-:d'blf':un.d.n:] SLRTES 20T-
rn-I.nl:vH the 190 akecroms . For Jarge Imera colon
serangite, 1he mnkal sceie s mostly superposed to bound
seaiis anid, cherefore, che douhle pecupancy remsins close
to unfty. This means thst che cwo-akacroas bahves ss &
singk: parcizle @xeouniing acharant hoppings.

In 1he cases for which the Inirlel wevepacker hes &
flnlce widih, che lonlsl dooble szeupancy probabilny is
smeller than ona. #rc finlee Inrersenion. strangihs I7) 1ha
monrribtions coming from che weve-peker suparposl-
don wih bounded sand unhounded staces hewe opposite
crenids. Whilk 1ha Incers: clon Bavars the eolerent hopping
smociired wich bounded stares, frs repulstve chareecer
enhanms che weve-peelor widch, Such enhenced spresd
decmaase 1he d.m:hﬁ oecnpiney protabillcy coming from
the superposition of unbonnded sraces. This sompal-
tion msules in & mon-moncionle dependence of jFi) on
the Coulomb mmerarion &7 obeaned m g 5 for fminae
inlelsl wave-packer widchs, The meracilon povem’al 07
correspanding o the meocimm of 1he douhle cempanay

ohabilny r s also 1he pﬁ}hﬂ sius chon of max-
o mh.n:rnmr mwnrbi two hoppimg. This
meximum double c2 ks , b wall ms 1l
cheracnarisiiz Cnuhmbmmﬁmgnlm ﬂqd-:-mmm,g fune-
chors of che nloe] weve-pelar wideh.

HAecording 12 che above ansbysis, the weve-paeler com-
PONCAE B30T 1o boonded sewis will hewe 5 dy-
namkel avohnlon cyplesl of & smgle parlde =ompmed
of 1he dkerron palr. &s sueh, the afferime lomsl -
rul porenrial &h by 1I:|.L1- martlde will he 28,
chus axplaning 1he oleary ency Joublmg. This
effecr bermomes more prm.lmﬂ:l for tmermediste ool-
plings producing mraximsl double cecupsncy. Another
slgnacure of che compermion berwesn bo and un-
bounded stepes 15 also deardy seen In the own 1lme avolu-
tion of the one-parcizlo cencrcdd. Acsonding 1o 1he seml-
dusskal lecton, the: of the camrold cezille-
chome shell be proportional o che bendwidch. InF
ses 1har the relation berween the oselllacon ndas
for IF = 0 junbounded stemes) snd [F = 4 { predomimnce
of bounded sceies) reflezes 1he rarlo herwean cha width
of the hounded and unbounded energy bands.

. SURMMARY AND CONCLUSIOMNE

In summery, we sudled che one-dimensions] dyvmam-
les of mwvo imerasing elestrons whnh « spins un-
der 1he Influsnes of 4 stark: unlform rical dald £.
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When 1he eleccroms wre far apare, thay Blozh
oszlllstions mdueed by the :Fippl.l.n-ﬂ. w&.ﬂm
o o= 2Fgh ascordmg to
& sem-dassial spproach, where o & r.'I:fnl.mm charge
ard @ the lurlm :pn-cu:l.g For clerirons whese Iniclsl
wiva-packars unt sparal suparposiclon
wnh Eu:h. nm Bloch wmailluilons develop a fre-
quency donhled zomponent which 5 more promounced
&t Imermedima 2 5. Bva 1ha & otk
donble mmmuupﬁﬁhﬁ m I.'I.'DII;I?E::IH'I:Q
trends thar the alectron-elestrom Interszcon produce on
the wave-packer . For the components assoct-
uted wih bounded scates che Coulomb I.n.u-rncdn:l:lh]:;pu
thi: alertrons paired and prodos e cobanam
thi mbounded sompomems, the repulstva charnerar of
thi tmmeramion enhenees the wave-packer wadth chos di-
minishing the double oerupaney probabilicy. The som-
panlon berween thess twn effeccs leads 10 an oprimal
coupling strangih o obeedn & echerem dynamiles of the
wvo-dleerron. syscem.  The coupkal elecirons effeobvely

B

belraves as a single partlde wnh charge 2 which -
pleins the frequansy d:-'n'hhngd:hn cecillarlons.
Tha here reported Ln.l:l.umdl:g.l'n.'n-
partek: Ineereecion seems oo be

nomenon and esn possiblke be Mﬂmﬁml with
bounded searas, uﬁ:tanmﬂ:— for imerasing spin-waves
and phonons. I shall ako be ralevans 1o 1ha snslyes of
the Inrerplay berweon imeramilon wnd disorder In whare

concerns o the bocallzaclon cheory of fmeraciing ekec-
CroTe.
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