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vResumoRe
entemente, a 
ompetição entre lo
alização dinâmi
a e interação elétron-elétron temsido alvo de vários estudos. Nesta dissertação de mestrado, nossa 
ontribuição visa o en-tedimento do fen�meno das os
ilações de Blo
h de dois elétrons interagentes em 
adeiasunidimensionais periódi
as e aperiódi
as. Nós utilizamos dois formalismos distintos paraes
rever a equação de S
hrödinger asso
iada ao Hamiltoniano de Anderson-Hubbard. Paraestudar as os
ilações de Blo
h para dois elétrons interagentes observamos a in�uên
ia do
ampo elétri
o no 
omportamento de um pa
ote de onda Gaussiano. Foi utilizado ummétodo numéri
o para resolver a equação de S
hrödinger e en
ontrar a densidade de esta-dos, bem 
omo, os auto-estados esta
ionários. Mostramos que o 
ampo elétri
o promoveos
ilações de Blo
h 
ujo modo predominante apresenta uma frequên
ia dupla dependendodas relativas 
ontribuições oriundas de estados ligados e não-ligados. Os valores para essafrequên
ia 
ara
terísti
a e amplitude das os
ilações de Blo
h serão dis
utidas sobre a luzde uma aproximação semi-
lássi
a.
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viAbstra
tRe
ently, mu
h attention was drived to the interplay between dynami
al lo
alization andele
tron-ele
tron intera
tion. In this master degree thesis we 
ontribute to futher unders-tanding of the phenomenon of ele
troni
 Blo
h os
illations in both periodi
 and apperiodi
low-dimensional systems with two intera
ting ele
trons. We followed two distin
t quan-tum formalism to write the S
hrödinger equation asso
iated with the Anderson-Hubbardhamiltonian. To study the two-ele
tron Blo
h os
illations we fo
us on the ele
tri
-�eldbiased wave-pa
ket evolution of a initially gaussian wave-pa
ket. In additional we usenumeri
al methods to solve the S
hrödinger equation and 
ompute the density of statesas well as the stationary eigenstates. We show that the ele
tri
 �eld promotes sustainedBlo
h os
illations, whose predominant mode displays a frequen
y doubling depending onthe relative 
ontributions 
oming from bounded and unbounded states. The values for the
hara
teristi
 frequen
y and amplitude of the Blo
h os
illations will be dis
ussed underthe light of a semi-
lassi
al approa
h.
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Capítulo 1Fundamentação Teóri
a
1.1 IntroduçãoO estudo das propriedades eletr�ni
as em estruturas 
ristalinas é um 
ampo de bas-tante relevân
ia na Físi
a do Estado Sólido. No iní
io do sé
ulo passado, após a des
obertados raios X, foi possível a 
omprovação de vários 
ál
ulos e previsões teóri
as simples sobreo espaçamento at�mi
o médio, também 
hamado de parâmetro de rede. As formulações daMe
âni
a Estatísti
a e Me
âni
a Quânti
a possibilitaram que diversas propriedades físi
asdos sólidos periódi
os e homogêneos fossem bastante estudadas e desenvolvidas até o pontoque nós 
onhe
emos hoje. Com o 
onhe
imento dessas duas últimas formulações, devidoa existên
ia de simetria transla
ional em sólidos 
ristalinos, a des
rição de partí
ulas ouex
itações 
oletivas1 é feita por uma função de onda estendida por todo o sistema. Esteresultado é obtido, por exemplo, através do modelo de Blo
h que 
onsidera elétrons nãointeragentes na presença de um poten
ial periódi
o. Blo
h demonstrou que as soluções daequação de S
hrödinger neste 
aso são:

ψk(r) = uk(r) exp(ik · r) (1.1)onde uk(r) possui período igual ao da rede 
ristalina, sendo uk(r) = uk(r+ l). Este modeloprevê a ausên
ia de resistên
ia elétri
a para um material perfeitamente 
ristalino.Entretanto, uma grande parte dos sólidos en
ontrados na natureza, e mesmo osproduzidos em laboratório, não são 
onstituídos por uma estrutura 
ristalina perfeita e1
omo exemplo de quasi-partí
ulas e ex
itações 
oletivas podemos 
itar mágnons e f�nons.1



1.1 Introdução 2homogêna. Qualquer desvio da estrutura periódi
a 
onstitui uma imperfeição. Quando umsistema apresenta várias imperfeições em sua estrutura 
ristalina, dizemos se tratar de umsistema desordenado, que pode ser 
lassi�
ado 
omo: sistema 
om desordem estrutural, noqual os átomos são distribuídos aleatoriamente sem qualquer arranjo espa
ial parti
ular; esistema 
om desordem 
omposi
ional, quando diferentes tipos de íons, impurezas quími
asou sítios vazios o
upam aleatoriamente pontos de uma rede periódi
a perfeita. A distri-buição da desordem pode ser do tipo �temperada� ou �re
ozida�. A desordem temperadaque é obtida, em geral, através de pro
essos de resfriamento brus
o a partir de altas tem-peraturas, apresenta funções de 
orrelações lo
ais. No segundo 
aso, o arranjo at�mi
o é
orrela
ionado, de
orrente de um pro
esso de resfriamento lento. A presença de desordemna distribuição at�mi
a despertou um grande interesse na Físi
a da Matéria Condensada,tendo Anderson [1℄ 
omo pioneiro a entender o papel da desordem na função de ondaeletr�ni
a. Em linhas gerais, Anderson mostrou que a presença de desordem na estruturaat�mi
a induz o fen�meno da lo
alização da função de onda eletr�ni
a, ou seja, a funçãode onda eletr�ni
a sofre re�exões in
oerentes nas barreiras de poten
ial. Estas ondas re-�etidas interferem destrutivamente de modo que a função de onda eletr�ni
a resultante énão-nula apenas em uma região �nita da 
adeia. Daí vem o nome �lo
alização da funçãode onda eletr�ni
a�, devido ao elétron �
ar restrito a uma região �nita da 
adeia. É muito
omum este fen�meno ser também 
hamado de �lo
alização de Anderson�. Posteriormente,outros autores [2, 3, 4, 5, 6℄ também apresentaram suas 
ontribuições. Em parti
ular, foidemonstrado que a lo
alização de Anderson o
orre em dimensões baixas (d ≤ 2) paraqualquer grau de desordem. Em dimensões elevadas (d > 2), foi mostrado a possibilidadedo sistema, mesmo desordenado, suportar estados eletr�ni
os estendidos por toda a rede.A mudança de 
omportamento de estados estendidos para estados lo
alizados é 
hamadade transição metal-isolante ou transição de Anderson.Nas últimas dé
adas, uma série de trabalhos têm sido apresentados nos quais aenergia poten
ial at�mi
a 
onsiste de uma distribuição de desordem 
orrela
ionada [7,8, 9, 10℄ bem 
omo de sequên
ias pseudo-aleatórias [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19℄.A presença destes novos ingredientes no arranjo at�mi
o revelou a possibilidade de um
omportamento an�malo no modelo de Anderson. Em linhas gerais, foi demonstrado queestes ingredientes possibilitam uma transição de Anderson mesmo em dimensão baixa(d ≤ 2).Outro aspe
to altamente importante e ausente na formulação de Blo
h é a intera-ção elétron-elétron. O problema de N elétrons interagentes em uma rede 
om M átomosInstituto de Físi
a - UFAL



1.1 Introdução 3é o objeto de estudo do famoso Modelo de Hubbard [20℄. A físi
a de sistemas eletr�ni
osinteragentes é bastante 
omplexa do ponto de vista teóri
o e/ou experimental. A presençada interação Coulombiana em sistemas eletr�ni
os induz também uma transição metal-isolante, 
hamada transição de Mott [21, 22, 23℄. A transição de Mott o
orre quando o
usto energéti
o de uma dupla o
upação ex
ede o energia média da banda de valên
ia. Oestudo da transição de Mott, através do Modelo de Hubbard, é uma tarefa não trivial,que envolve té
ni
as de teoria de 
ampos, formalismos de 
ampo médio, métodos de di-agonalização em blo
os, diagonalização exata tipo Lan
zos bem 
omo métodos de grupode renormalização. Uma possível simpli�
ação do modelo de Hubbard, que não remove ograu de interesse da físi
a obtida, é 
onsiderar um pequeno número N de elétrons. She-pelyansk [24℄ foi um dos primeiros autores a 
onsiderar o problema de dois elétrons emuma 
adeia unidimensional desordenada. O autor veri�
ou que a interação entre dois elé-trons pode induzir uma propagação 
oerente entre os mesmos, tendo um 
omprimento delo
alização maior que o 
omprimento de lo
alização de uma úni
a partí
ula. Este novoefeito despertou um grande interesse na 
omunidade 
ientí�
a, tornando-se alvo de váriosestudos en
ontrados na literatura [25, 26, 27, 28, 29, 30, 31℄.Com o advento da te
nologia de manufaturação de materiais em es
ala nanos
ópi
a,os sistemas de baixa dimensionalidade deixaram de ser problemas de interesse a
adêmi
opara serem sistemas �si
amente realizáveis. A te
nologia atual é 
apaz de fabri
ar estrutu-ras em que uma ou mais dimensões são 
on�nadas de tal maneira que os graus de liberdadetransversais en
ontram-se 
ongelados em temperaturas su�
ientemente baixas [32℄. Umafonte de grande interesse por esses sistemas é o estudo de propriedades de transporte.Dentro do 
ontexto apresentado a
ima, esta dissertação de mestrado tem 
omo objetivoestudar o problema de dois elétrons interagentes em 
adeias 
ristalinas e aperiódi
as. Umaspe
to 
entral neste tipo de problema é entender 
omo um 
ampo elétri
o 
onstante afetaas propriedades eletr�ni
as. Utilizando um formalismo numéri
o para resolver a equaçãode S
hrödinger deste modelo, mostraremos que o sistema apresenta os
ilações quando o
ampo elétri
o é apli
ado. Dependendo da 
ondição ini
ial que o sistema de elétrons in-teragentes é preparado, a frequên
ia prin
ipal das os
ilações de Blo
h obtidas é da ordemdo dobro da frequên
ia de Blo
h prevista por argumentos semi-
lássi
os.Na 
ontinuação deste 
apítulo iremos apresentar uma revisão teóri
a sobre pro-priedades de transporte eletr�ni
o em sistemas 
ristalinos e 
om desordem. Além disso,devido ao seu grau de relevân
ia, apresentaremos alguns modelos que retratam a in�uên
iada interação Coulombiana sobre o transporte de onda eletr�ni
o. No segundo 
apítulo,Instituto de Físi
a - UFAL



1.2 Modelo de Blo
h 4apresentaremos duas diferentes abordagens para o estudo de elétrons interagentes. Moti-vados pelo grande interesse da 
omunidade 
ientí�
a no fen�meno das os
ilações de Blo
h[33, 34, 35℄, mostraremos a in�uên
ia de um 
ampo elétri
o uniforme e 
onstante sobreum elétron utilizando argumentos semi-
lássi
os já 
onhe
idos na literatura [36℄. Ao �mdeste 
apítulo veremos dois modelos unidimensionais que permitem estudar a in�uên
iado 
ampo elétri
o sobre dois elétrons interagentes. No ter
eiro 
apítulo, apresentaremosresultados para ambas as abordagens, explorando possíveis parti
ularidades. O 
apítuloquatro será 
omposto de 
on
lusões e perspe
tivas de futuros estudos.1.2 Modelo de Blo
hO modelo de Blo
h apresenta um papel fundamental na des
rição do movimentode elétrons de 
ondução sobre in�uên
ia de um poten
ial 
ristalino. Ao estudarmos o pro-blema de elétrons em sólidos, devemos veri�
ar a relevân
ia, por exemplo, das interaçõesdo elétron 
om os íons da rede e da interação elétron-elétron. Consideremos a seguir aaproximação de elétrons independentes em uma rede periódi
a unidimensional formada de
N íons monoat�mi
os 
om uma 
onstante de rede a. Assim, um poten
ial i�ni
o (V (x))
olo
ado na origem é de�nido na extensão −a/2 < x ≤ a/2 e possui um vizinho na posição
x = a. Por se tratar de íons idênti
os, temos V (x) = V (x + a) (ver �g.1.1). Usando o

Figura 1.1: Padrão típi
o de um poten
ial 
ristalino.mesmo ra
io
ínio para os demais íons da 
adeia, nós obtemos
V (x) = V (x+ a) = V (x+ 2a) = ... = V (x+ (N − 1)a) (1.2)onde V (x+ma) é de�nido numa extensão a

2
+ma < x ≤ a

2
+ma, sendo (m=0,1,...,N-1).A 
ondição periódi
a de 
ontorno é imposta de forma que o íon para x = 0 
oin
ida
om o íon da posição x = Na.

V (x) ≡ V (x+Na) (1.3)Instituto de Físi
a - UFAL



1.2 Modelo de Blo
h 5Desta forma temos um anel de 
omprimento Na, 
onstituído de N íons distribuídos igual-mente espaçados 
om 
onstante de rede a.A equação de S
hrödinger para 
ada íon pode ser expressa 
omo:
(−~

2

2m

)
d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x)

(−~
2

2m

)
d2ψ(x+ a)

dx2
+ V (x+ a)ψ(x+ a) = Eψ(x+ a)

·
·
·

(−~
2

2m

)
d2ψ(x+ (N − 1)a)

dx2
+ V (x+ (N − 1)a)ψ(x+ (N − 1)a) =

Eψ(x+ (N − 1)a) (1.4)As funções de onda em x e x+ a são respe
tivamente ψ(x) e ψ(x+ a). Estas duas últimaspossuem mesmo auto-valor energia (E) diferindo apenas de um fator de fase que podemoses
rever 
omo:
ψ(x+ a) = λψ(x) |λ|2 = 1 (1.5)Ra
io
inando igualmente para as demais funções de onda, nós obtemos a relação:

ψ(x+Na) = λNψ(x) (1.6)Esta última quando asso
iada à equação (1.3), en
ontra-se:
λN = 1 (1.7)que pode ser resolvida 
onsiderando

λ = exp

(
2πni

N

) (1.8)onde n é um inteiro na extensão de 0 até N − 1. Assim, para uma rede unidimensional, afunção de onda ψ(x) para um elétron propagando em um poten
ial 
ujo período é a, pode
Instituto de Físi
a - UFAL



1.3 Modelo de Anderson 6ser expressa por:
ψ(x) = exp

(
2πinx

Na

)

u(x) (1.9)onde uma função arbitrária u(x) é uma função periódi
a em a e satisfaz a relação
u(x+ma) = u(x), m sendo um inteiro positivo.Da mesma forma que es
revemos o teorema de Blo
h para uma dimensão, assu-mindo que a posição de 
ada íon em um 
ristal seja espe
i�
ada pelo vetor l = lxax +

lyay + lzaz+ (lx, ly, lz = inteiros), a função ψ(r) do elétron num poten
ial periódi
o podeser expresso da forma
ψk(r) = exp(ik · r)uk(r) (1.10)onde uk(r) satisfaz a relação uk(r+l) = uk(r). O vetor de onda k possui propriedadessemelhantes ao vetor de onda k do modelo do elétron livre.Entretando, 
omo foi dito na seção 1.1, a estrutura 
ristalina dos sólidos en
ontra-dos na natureza e mesmos os produzidos em laboratório, não é perfeita e homogênea. Ograu de desordem na sua estrutura 
ristalina nem sempre pode ser desprezado, tornando-se relevante os seus efeitos. Desse modo, para o melhor entendimento das propriedades detais sólidos é pre
iso adotar modelos que levem em 
onsideração essas 
ara
terísti
as.No �m da dé
ada de 50 foi apresentado na 
omunidade 
ientí�
a um modelo quelevava em 
onsideração os efeitos de desordem. P.W. Anderson [1℄ apresentou uma estima-tiva qualitativa da intensidade do poten
ial aleatório ne
essária para provo
ar a ausên
iade difusão eletr�ni
a em 
ertas redes aleatórias.1.3 Modelo de AndersonEm 1958, P.W. Anderson [1℄ apresentou um modelo que permitiu o estudo dosefeitos de desordem sobre a função de onda eletr�ni
a. Anderson mostrou que, na presençade desordem, a natureza da função de onda pode mudar de estendida, 
omo no 
aso dasondas de Blo
h, para lo
alizada.Imagine o modelo de Blo
h apresentado na seção 1.2, 
om o poten
ial periódi
o nulo(U(r) = 0), ou seja, um elétron livre. Ao introduzirmos uma úni
a barreira de poten
ialpara este sistema, a função de onda eletr�ni
a será par
ialmente transmitida e par
ialmentere�etida pela barreira. Façamos agora 
om que ao invés de uma úni
a barreira, existamduas barreiras de poten
ial. Estas duas barreiras provo
am a re�exão da função de onda,Instituto de Físi
a - UFAL



1.3 Modelo de Anderson 7gerando ondas re�etidas e in
identes que podem sofrer interferên
ias. As interferên
iaspodem mudar bastante o padrão da função de onda. Considere agora a presença de umpoten
ial aleatório, que pode ser representado por barreiras de poten
ial posi
ionadasaleatoriamente ou possuindo intensidades aleatórias. A função de onda sofrerá váriasre�exões, impedindo que esta mantenha uma 
oerên
ia de fase. Dessa forma, se tivermoso grau de desordem fra
o, a função de onda 
ontinua estendida, porém perde sua 
oerên
iaem fase após muitas re�exões. O 
omprimento de 
oerên
ia é o seu livre 
aminho médio(ver �gura 1.2a).Se tivermos um grau de desordem forte, as re�exões sofridas pela função de onda
ausam interferên
ias destrutivas que induzem uma lo
alização da função de onda, ou seja,a função de onda se 
on
entra em uma pequena região e tem valor desprezível em qualqueroutra região do sólido. Neste regime, o sistema está na fase isolante. A probabilidade deen
ontrar o elétron a uma distân
iaR do 
entro da função de onda de
ai exponen
ialmente,ou seja, ψ(R) ∝ e−R/ξ. O parâmetro ξ, 
hamado de 
omprimento de lo
alização, é usadopara 
ara
terizar o estado eletr�ni
o (ver �gura 1.2b). Para desordens intermediárias, osistema pode apresentar uma transição metal-isolante.
Figura 1.2: (a) Função de onda estendida - o livre 
aminho médio (l) é o 
omprimento de
oerên
ia quando o grau de desordem é fra
o. (b) Função de onda lo
alizada - ξ mede a larguratípi
a da função de onda, também 
hamado de 
omprimento de lo
alização.O Hamiltoniano do modelo de Anderson despreza a interação Coulombiana entreos elétrons, 
ontendo somente um termo 
inéti
o que des
reve o hopping do elétron entresítios vizinhos e um termo de poten
ial que des
reve a energia de 
ada sítio da rede. OHamiltoniano de Anderson, expresso numa representação de segunda quantização, é dado

Instituto de Físi
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1.3 Modelo de Anderson 8

Figura 1.3: Esquema representativo para a transição de Anderson. (a) Estrutura 
ristalina; (b)Estrutura desordenada, 
om poten
iais distribuídos de forma aleatória. Quando W > B temos alo
alização da função de onda.por:
H =

∑

i

ǫic
†
ici +

∑

i6=j

tijc
†
icj (1.11)onde ǫi é a energia do sítio i e tij é 
hamado de integral de transferên
ia entre os sítios

i e j, também 
onhe
ido 
omo a amplitude de hopping. Os termos c†i e ci são operado-res de 
riação e aniquilação de elétrons no sítio i. Anderson, para introduzir o efeito dedesordem, 
onsiderou as energias ǫi sendo números aleatoriamente distribuídos num inter-valo de largura W , sendo este último parâmetro 
hamado de largura da desordem. Comeste modelo, Anderson mostrou a existên
ia da 
hamada �lo
alização da função de ondaeletr�ni
a�. O modelo de Anderson tridimensional apresenta uma transição metal-isolantepara um valor 
ríti
o de desordem (Wc), tornando-se metáli
o para W < Wc.A solução do modelo envolve a obtenção dos auto-estados e auto-valores eletr�ni
os.Para a obtenção dos auto-estados eletr�ni
os é ne
essário resolver a equação de S
hrödinger
om um termo aleatório. Utilizando a expansão dos auto-estados nas bases de orbitaisat�mi
os (ψ =
∑

i aiφi), en
ontramos a equação de S
hrödinger para o Hamiltoniano de
Instituto de Físi
a - UFAL



1.3 Modelo de Anderson 9Anderson
Eψ = Hψ (1.12)
Eai = ǫiai +

∑

j

tijaj (1.13)Para melhor 
ompreender a natureza dos estados eletr�ni
os, podemos analisar omodelo de Anderson, ou seja, a equação (1.13), em alguns 
asos limites. Vamos 
onside-rar que os poten
iais sejam distribuídos sobre uma rede regular, tendo as amplitudes dehopping a mesma magnitude e existindo somente entre os z primeiros vizinhos:
Eai = ǫiai + t

j=z
∑

j=1

ai+j (1.14)Podemos estudar o 
aso 
ristalino (W = 0) 
omo 
aso limite da equação (1.14). Conside-rando uma 
adeia linear e fazendo as energias ǫi todas iguais, que por 
onveniên
ia, nóses
olhemos ǫi = 0, obtemos da equação (1.14):
Eai = t (ai−1 + ai+1) (1.15)Observando que funções exponen
iais 
omplexas obede
em equações semelhantes a equa-ção (1.15), es
olhemos an = a0 expink e 
hegamos a

E = 2t cos(k) (1.16)Isto 
orresponde a banda 
ristalina da teoria de Blo
h (−2t < E < 2t), que para o 
asode redes unidimensionais (z = 2), a largura da banda 
ristalina é B = 4t.O 
aráter dinâmi
o do sistema pode indi
ar a existên
ia de estados estendidos.Considere que um elétron é 
olo
ado ini
ialmente (t = 0) no sítio m. Assim temos 
omo
ondição ini
ial |cm(t = 0)|2 = 1 e |ci(t = 0)|2 = 0 para i 6= m. Podemos então es
rever aequação de S
hrödinger dependente do tempo 
omo:
~

i

dai

dt
= ǫiai +

∑

i

tijaj (1.17)Se no limite termodinâmi
o, após um longo período de tempo, a probabilidade de en
ontrarInstituto de Físi
a - UFAL



1.3 Modelo de Anderson 10o elétron no sítio m for zero, ou seja, cm(t → ∞) = 0, o elétron é intinerante através da
adeia, 
ara
terizando o estado estendido. No entanto, se cm(t → ∞) 6= 0, notamosque o elétron pode ser en
ontrado apenas nas vizinhanças de m, 
ara
terizando o estadolo
alizado. À quantidade |cm(t)|2 
hamamos de probabilidade de retorno ao ponto departida. Uma maneira direta de obter |cm(t)|2 é efetuar a integração numéri
a do 
onjuntode equações de movimento usando o método numéri
o de Runge-Kutta [38℄.O problema em que t e W não são nulos foi estudado por Anderson através deteoria de perturbação, usando W 
omo uma perturbação em um 
aso e t em outro. Omodelo de Anderson foi de importân
ia fundamental para 
ompreensão e aprimoramentodo 
onhe
imento sobre transições metal-isolante que o
orrem em diversos materiais 
omdesordem.1.3.1 Teoria de Es
ala para a Transição de AndersonApós a publi
ação de Anderson em 1958, ini
iou-se uma série de estudos rela-
ionados ao seu modelo [2, 3, 4, 5, 6℄. Em 1979, Anderson, Abrahams, Li

iardello eRamakrishnan [2℄, apresentaram um trabalho sobre uma teoria de es
ala para a 
ondu-tân
ia generalizada do modelo de Anderson, no qual obtiveram a depedên
ia da transiçãometal-isolante 
om a dimensão.A teoria de es
ala propõe que uma úni
a quantidade 
ara
terísti
a, 
hamada de
ondutân
ia generalizada (g), 
ontrola a transição do estado estendido para o estado lo-
alizado em T = 0. Thouless [39℄ usou a teoria de es
ala numa reformulação do modelode Anderson. Para Thouless, as unidades fundamentais deixam de ser sítios at�mi
os i,passando a ser 
aixas de volume ld que 
ontêm muitos sítios. O sólido é formado de várias
aixas a
opladas umas às outras. As energias 
ara
terísti
as do modelo de Anderson We t são mapeadas respe
tivamente em ∆E que representa o espaçamento médio entre osníveis e em δE que representa o deslo
amento δE 
ausado por mudanças nas 
ondiçõesde 
ontorno.Um elegante argumento eurísti
o, baseado no prin
ípio da in
erteza (∆t∆E ≥ ~),
one
ta δE 
om a 
ondutividade σ no limite ma
ros
ópi
o
δE =

~

tD
(1.18)sendo tD o tempo ne
essário para um pa
ote de onda eletr�ni
o difundir até os 
ontornosInstituto de Físi
a - UFAL



1.3 Modelo de Anderson 11da 
aixa de lado L. Considerando que o elétron realiza um movimento browniano dentroda 
aixa, podemos es
rever
tD =

L2

D
(1.19)sendo D a 
onstante de difusão. Conhe
endo a relação de Einstein entre a 
ondutividadee as propriedades de difusão

σ = e2Dn(E) (1.20)sendo n(E) a densidade de estados média, e 
ombinando esta última 
om as equações(1.18) e (1.19), temos:
δE =

σ~

e2 (L2n(E))
(1.21)A densidade de estados média pode ser es
rita 
omo função do espaçamento médio entreos níveis

n(E) =
1

Ld∆E
(1.22)Ao tomarmos a razão ∆E/δE 
omo sendo medida da força de desordem no sistema,análoga à razão W/B no modelo de Anderson tradi
ional, temos:Estados Estendidos ⇒ ∆E

δE
< 1 Sensíveis a mudanças nas 
ondiçõesde 
ontornoEstados Lo
alizados ⇒ ∆E

δE
> 1 Não sensíveis a mudanças nas 
ondi-ções de 
ontornoO parâmetro de desordem, g−1, é de�nido por:
1

g(l)
≡ ∆E

δE
(1.23)Ao substituírmos as equações (1.21) e (1.22) em (1.23), obtemos o 
omportamento deInstituto de Físi
a - UFAL



1.3 Modelo de Anderson 12es
ala do parâmetro g sendo:
g(L) =

~

e2
σLd−2 (1.24)Nesta última, nota-se que o termo Ld−2σ é a 
ondutân
ia de um 
ubo (d-dimensional) delado L e 
ondutividade σ. Dessa forma, adotamos g(L) sendo a 
ondutân
ia generalizadaexpressa em unidades de e2/~. A teoria de es
ala está interessada na dependên
ia de g(L)
om o 
omprimento de es
ala utilizado. Consideremos g0 
omo a 
ondutân
ia generalizadapara um sistema 
omposto por 
aixas a
opladas de volume Ld

0.
g0 = g(L0) =

δE(L0)

∆E(L0)
(1.25)A teoria de es
ala assume que, dada a existên
ia de uma 
ondutân
ia generalizada g0 paraum es
ala de 
omprimento L0, pode-se obter uma 
ondutân
ia generalizada g para umaes
ala maior L = L0b. Nessa nova es
ala, a 
ondutân
ia generalizada g é 
ompletamentedeterminada pelo valor de g0 e b, sendo este último um fator de es
ala. Se o fator de es
alafor tratado 
omo uma transformação 
ontínua, o 
omportamento de es
ala de g pode serdeterminado pela função

β(g) =
d ln g(L)

d lnL
(1.26)De forma a entendermos o 
omportamento de β(g), analizaremos a seguir a equação (1.26).Quando β > 0: Observamos que g 
res
e 
om o aumento de L, 
ara
terizandoum 
omportamento metáli
o. Na �gura 1.4 temos o 
omportamento de β(g) para d =

1, 2 e 3. O 
omportamento qualitativo da função β(g) pode ser determinado tomandoos seus limites assintóti
os (g → ∞ e g → 0). Utilizando a equação (1.24), temos para
g → ∞

lim
g→∞

β(g) = d− 2 (1.27)
Instituto de Físi
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1.3 Modelo de Anderson 13

Figura 1.4: Comportamento qualitativo de β(g) para d = 1, 2 e 3 na teoria de es
ala apresentadaem [2℄ou seja,
β(∞) =







+1 para d = 3

0 para d = 2

−1 para d = 1

(1.28)Quando β < 0: A 
ondutân
ia generalizada g(L) diminui 
om o aumento de L,terminando num regime lo
alizado. Utilizando novamente a equação (1.24), agora para
g → 0, obtemos

lim
g→0

β(g) = ln g (1.29)ou seja, β(g) se aproxima de −∞ quando g tende a zero, independente da dimensão. Para
g pequeno, representando assim o limite de fra
o a
oplamento e forte desordem, a teoria deAnderson prevê que os estados eletr�ni
os sejam lo
alizados e de
aiam exponen
ialmente
om a distân
ia. Nos 
ontornos de uma 
aixa de dimensão linear L, a amplitude dafunção de onda de um elétron lo
alizado dentro da 
aixa é da ordem de e−γL, onde oInstituto de Físi
a - UFAL



1.3 Modelo de Anderson 14parâmetro γ é o 
oe�
iente de Lyapunov2. O a
oplamento entre as 
aixas também de
aiexponen
ialmente 
om L, de forma que g(L) ∝ e−γL. Ao assumirmos que β(g) tenhavariação lenta e monot�ni
a entre os limites g → ∞ e g → 0, 
erti�
amos que nossa análiseanterior reproduz o 
omportamento qualitativo da �gura 1.4. As setas do diagrama de�uxo sobre as 
urvas na �gura 1.4 representam a direção que g varia quando L 
res
e. Em
d = 3 podemos observar um fato interessante: a existên
ia de 
omportamentos distintospara β(g) < 0 e β(g) > 0. Existe um ponto 
ríti
o (gc) no diagrama de �uxo, quando
g = 0, também 
hamado de ponto �xo instável. Este diagrama mostra a dependên
iada transição de Anderson 
om a dimensão: em d = 1 e d = 2 não existe transiçãometal-isolante, diferentemente do 
aso d = 3. Foram desenvolvidos vários estudos sobreo 
omportamento 
ríti
o perto desta transição em d = 3, por exemplo, B. Kramer [5℄utilizando a teoria de es
ala. Estudos sobre o 
omprimento de lo
alização (ξ) próximo daenergia 
ríti
a de transição (mobilty edge) apresentam 
omportamento tipo lei de potên
ia(ξ ∝ (E − Ec)

ν) 
om expoente ν ≈ 1.57 [40, 41℄.Apesar das muitas simpli�
ações, o modelo de Anderson é 
onsiderado ate hoje aestratégia mais e�
iente para estudar os efeitos da desordem sobre propriedades de trans-porte eletr�ni
o. Além disso, diversos outros fen�menos também foram expli
ados 
ombase nas teorias de sistemas desordenados, 
omo por exemplo, a o
orrên
ia do efeito Hallquantizado. Este último está asso
iado à presença de elétrons em estados lo
alizados,quando o material é submetido a um 
ampo magnéti
o externo [42℄. Podemos observartambém propriedades de lo
alização, devido a presença de desordem, em ondas me
âni
asem meio líquido e em ondas eletromagnéti
as [43, 44, 45℄. Foram desenvolvidos váriosestudos experimentais 
om o objetivo de 
omprovar a e�
á
ia do modelo anteriormenteestudado. Como exemplo das investigações da transição metal-isolante podemos 
itarexperimentos realizados em silí
io dopados 
om fósforo ou bário [46, 47, 48, 49℄. Nes-tes experimentos a desordem é oriunda das posições aleatórias dos átomos dopantes. Alargura de desordem apresentada no modelo de Anderson é devido à 
on
entração de do-pantes (Np) ou presença de um 
ampo. A energia 
ríti
a do sistema (Ec) é a 
on
entração
ríti
a dos dopantes (N c
p) ou o valor do 
ampo (Hc) para os quais a transição a
onte
e.A 
lassi�
ação dos materiais foi es
olhida da seguinte forma: aqueles que apresentavam

ν = 0.5 eram os semi-
ondutores não-
ompensados; aqueles que apresentavam ν = 1 eramos semi-
ondutores 
ompensados ou materiais amorfos. Porém, foram en
ontrados em [48℄,2O parâmetro γ é também 
onhe
ido 
omo o inverso do 
omprimento de lo
alização ξ, apresentado napágina 7 Instituto de Físi
a - UFAL



1.4 Aperiodi
idade e Correlação na Desordem 15um expoente ν = 1 para o silí
io dopado 
om fósforo não 
ompensado (Si : P); e em [49℄,um expoente ν = 1.6 para o silí
io dopado 
om Bário (Si : B), violando assim a 
lassi�-
ação anteriormente proposta. Em geral, a diferença no expoente vem sendo atribuída àpresença de outros efeitos no experimento, 
omo por exemplo, a interação Coulombianaentre os elétrons [48℄. Em sólidos reais os elétrons 
orrela
ionam seus movimentos uns
om os outros de forma a evitar 
on�gurações muito energéti
as. Esta interação elétron-elétron é responsável pela transição de Mott [21, 22, 23℄. Na seção 1.5, apresentaremossus
itamente os estudos de Mott rela
ionados à in�uên
ia da interação elétron-elétron no
omportamento do pa
ote de onda eletr�ni
o.1.4 Aperiodi
idade e Correlação na DesordemA Teoria de Es
ala apresentada na seção 1.3.1 mostra a existên
ia de estados lo-
alizados em sistemas 1d e 2d para qualquer quantidade de desordem e a possibilidadede o
orrên
ia de uma transição metal-isolante em 3d. Entretando, uma série de trabalhostêm sido apresentados nas últimas dé
adas, nos quais a distribuição de desordem é feita deforma 
orrela
ionada e/ou de forma a respeitar sequên
ias pseudo-aleatórias. A presençadestes fen�menos na distribuição da desordem são responsáveis por um 
omportamentonão previsto no modelo de Anderson 1d.Entre as dé
adas de 70 e 80 foram apresentados estudos de modelos que revelarama presença de transição metal-isolante, devido à presença de poten
iais in
omensuráveis[12, 13, 14, 16, 15, 17, 18, 19℄. Uma das 
ara
terísti
as desse tipo de poten
ial é porapresentar um 
omportamento intermediário entre o 
aso periódi
o e aleatório. Em 1979,M. Ya. Azbel [12℄, utilizando o modelo de Kromig-Penney, demonstrou que os auto-estados desse modelo podem ser estendidos e lo
alizados, separados por mobility edges. Foiestabele
ida também uma relação entre o modelo estudado e as propriedades eletr�ni
asde estruturas lineares in
omensuráveis 
onhe
idas na épo
a. Em 1980, J.B.Sokolo� [13℄,motivado pelo trabalho de Ya. Azbel [12℄, estudou a lo
alização eletr�ni
a num modelotight-binding 
ontendo um poten
ial in
omensurável de modulação periódi
a, no qual aequação de S
hrödinger é
fn+1 + fn−1 + V0(cosπqn)fn = Efn (1.30)sendo fn o 
oe�
iente de expansão para a função tight-binding [ψ(x) =

∑

n fnφ(x− na)],Instituto de Físi
a - UFAL



1.4 Aperiodi
idade e Correlação na Desordem 16enquanto φ representa um orbital at�mi
o. As demais grandezas estão em unidades deamplitude de hopping. A in
omensurabilidade se dá ao assumirmos q 
omo irra
ional.Neste trabalho foi mostrado que a teoria apresentada por Azbel prevê a existên
ia demobility edges próximos de ±(2 − V0). O autor apresentou algumas diferenças entre osresultados obtidos para valores 
omensuráveis e in
omensuráveis de q, além de ter mostradoque existe uma transição metal-isolante em uma dimensão para um valor 
ríti
o V0. Em1982, Soukoulis and E
onomou [14℄ investigaram a natureza dos auto-estados em 
ristaisunidimensionais, sendo que o poten
ial para os sítios era in
omensurável, similar ao modelotratado por Sokolo� [13℄. Os autores utilizaram três diferentes métodos para determinara natureza dos auto-estados e 
on
luíram que a presença de in
omensurabilidade produz,em geral, mobility edges em sistemas unidimensionais. Grempel, Fishman e Prange [15℄também estudaram o modelo tight-binding 
om hopping de primeiros vizinhos e poten
ialperiódi
o diagonal que podia ser 
omensurável e in
omensurável. O poten
ial utilizadopor eles foi Tm = tan[(ω−mτ)/2], sendo τ/2π irra
ional para obter a in
omensurabilidadeno poten
ial. A relação entre o modelo 
ujo poten
ial é in
omensurável e modelos 
ujopoten
ial aleatório é feita através da análise da densidade de estados. Eles en
ontraramvalores 
oin
identes de densidade de estados entre os modelos e propuseram investigarem quais aspe
tos esta similaridade manifesta-se para outros poten
iais in
omensuráveis.Griniasty and Fishman [16℄ investigaram o 
omprimento de lo
alização do modelo tight-binding Vnun + un+1 + un−1 = Eun, sendo o poten
ial Vn des
rito pela equação a seguir.
ǫn = V cos k|n|ν (1.31)tendo k = πα, α é um número irra
ional para que ǫn seja um poten
ial in
omensurável.Caso α seja um ra
ional e o parâmetro ν assuma o valor ν = 1, ǫn tomará forma de umpoten
ial 
ristalino. Além disso temos o parâmetro V sendo amplitude do poten
ial. Umexemplo de ǫn pode ser visto na �gura 1.5.Através de 
ál
ulos numéri
os e usando teoria de perturbação para V ≪ 1, osautores observaram uma similaridade 
ada vez maior entre o poten
ial da equação (1.31)e poten
iais aleatórios, à medida que aumenta-se o valor de ν. Constatou-se a existên
iade estados estendidos para V < 2, estados lo
alizados para V > 2. Além disso, foi vistoque para ν ≥ 2, todos os estados eram lo
alizados, enquanto que para 0 < ν ≤ 1 existiamestados estendidos. Para 1 < ν < 2 en
ontrou-se uma dis
ordân
ia entre os resultadosprevistos pelo método de teoria de perturbação e os resultados numéri
os, tendo o autorInstituto de Físi
a - UFAL
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Figura 1.5: Poten
ial aperiódi
o 
al
ulado a partir da equação (1.31). Os parâmetros 
ara
te-rísti
os do poten
ial apresentam os seguintes valores: V = 1.5,πα = 1 e ν = 0.5.sugerido uma maior investigação do problema.S. Das Sarma et al [17℄, assim 
omo Griniasty et al [16℄ e Thouless [18℄, investigarama lo
alização de um modelo tight-binding unidimensional, tendo o poten
ial regido pelaequação (1.31). Os resultados apresentaram a existên
ia de estados estendidos e lo
alizadosdependente da amplitude do poten
ial e dos valores de ν.
• Quando 0 < ν < 1 e V < 2 :Haverá estados estendidos na faixa −2 + V < E < 2 − V :Haverá estados lo
alizados nas faixas 2−V < E < 2+V e −2−V < E < −2+V

• Quando 0 < ν < 1 e V > 2:Todos os estados são lo
alizados
• Quando ν = 1 e V < 2Todos os estados estendidos
• Quando ν = 1 e V > 2Todos os estados são lo
alizados
• Quando 1 < ν < 2:Todos os estados são lo
alizados, mas o 
oe�
iente de Lyapunov se aproxima dezero no 
entro da banda Instituto de Físi
a - UFAL
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• Quando ν > 2:O sistema se 
omporta 
omo um modelo de Anderson unidimensional e todos osestados são exponen
ialmente lo
alizados.Continuando o interesse em poten
iais in
omensuráveis, em 1990, S. Das Sarma etal [19℄ desenvolveram uma té
ni
a semi-
lássi
a assintóti
a para 
al
ular, no limite termo-dinâmi
o, a densidade de estados e o expoente de Lyapunov para o modelo tight bindingunidimensional 
om poten
ial on-site regido pela equação (1.31). Além disso, realizaramestudos numéri
os envolvendo a diagonalização direta e 
ál
ulos re
ursivos de matriz detransferên
ia para 
ompreender as propriedades de lo
alização do modelo. Os resultadosteóri
os estão exatamente de a
ordo 
om os resultados numéri
os, diferentemente da té
-ni
a utilizada por Griniasty and Fishman [16℄, que possui limitações. Neste último foiapresentado a existên
ia de uma transição metal-isolante no modelo uni-dimensional para

V < 2 e ν < 1, 
om os mobility edges �xos para energias Ec = ±|2 − V |.Como foi brevemente falado no iní
io desta seção, a presença de 
orrelações nadistribuição da desordem também é responsável por 
omportamentos não previstos nomodelo de Anderson 1d. Flores [8℄ mostrou que o Hamiltoniano de Anderson unidimen-sional, tendo o poten
ial e amplitude de hopping aleatórios, pode apresentar uma energia
ríti
a (Ec), onde a transmissão (delo
alização) da função de onda o
orre quando são in-troduzidas 
orrelações entre as energias dos sítios e os termos de hopping. Dunlap et.al.[9℄ apresentaram um estudo sobre uma 
adeia 
omposta por uma liga binária. Nesta ligaas energias dos sítios do sistema podem assumir os valores de ǫA e ǫB, 
om probabilidades
p e 1 − p respe
tivamente. Além disso, os sítios 
om energia ǫA sempre apare
em aospares. Se |ǫA− ǫB | ≤ 2t, sendo t a amplitude de hopping, o sistema apresenta uma energiaressonante onde a função de onda é delo
alizada. Temos também o trabalho de Moura eLyra [10℄, que introduziram uma 
orrelação de longo al
an
e nos elementos da diagonal doHamiltoniano de Anderson, representando uma desordem somente nos poten
iais dos sítiosda 
adeia. Utilizando um formalismo de grupo de renormalização, eles mostraram que estesistema pode exibir uma fase de estados estendidos no 
entro da banda. Pela primeira vezuma verdadeira transição metal-isolante em sistemas 1d desordenados foi en
ontrada.A 
omprovação experimental dos resultados apresentados até agora nesta seção nãofoi fa
ilmente observada. Isso provo
ou um grande interesse, pois até então não se tinha
erteza de sua relevân
ia e apli
abilidade, além das suas impli
ações sobre propriedadesfísi
as. Motivados por trabalhos experimentais que usaram super-redes de semi
ondutores(SL'S) para observar a lo
alização eletr�ni
a devido a desordem [50, 51℄, alguns autoresInstituto de Físi
a - UFAL



1.4 Aperiodi
idade e Correlação na Desordem 19[52, 53, 54℄, usaram estes sistemas para estudar, através de métodos numéri
os, as pro-priedades de lo
alização e delo
alização. V. Bellani et al [55℄ estudaram as propriedadeseletr�ni
as de SL's de GaAs−Al0.35Ga0.65As utilizando té
ni
as de fotolumines
ên
ia parabaixas temperaturas. A motivação dos estudos feitos por V. Bellani é de
orrente da satis-fatoriedade dos resultados apresentados por Chomette et al [50℄ e Zhang et al [51℄ quando
omparados à 
ál
ulos teóri
os. Além disso, estes últimos mostraram experimentalmentea existên
ia de estados estendidos em sistemas 
om desordem de baixa dimensão 
om
orrelações de 
urto al
an
e na desordem.

Figura 1.6: Guia de onda utilizada por Kuhl e Stö
kman. Todas as dimensões estão em milíme-tros. Kuhl and Stö
kmann [56℄, utilizando um guia de onda retangular, �zeram umaanalogia entre a propagação de elétrons através de um 
ristal e de luz através de arranjosperiódi
os de espalhadores. Os autores utilizaram 100 espalhadores 
ilíndri
os, de raio
r = 2.5mm e distantes de d = 20.5mm, introduzidos no guia de onda de maneira que asprofundidades podiam variar, fun
ionando 
omo parafusos (ver �gura 1.6). Ao 
on
luíremo trabalho, sugeriram que a transmissão e lo
alização em estruturas aleatórias ou pseudo-aleatórias, 
omo em [16℄, podem ser estudadas usando a mesma té
ni
a. Posteriormente,Kuhl et al [57℄, explorando a analogia entre a partí
ula quânti
a e a onda eletromagné-ti
a, demonstraram a existên
ia de mobility edge em 1d utilizando o mesmo experimentoutilizado em [56℄.Na seção seguinte vamos apresentar uma des
rição sus
inta da físi
a de sistemaseletr�ni
os interagentes. Nestes sistemas, 
omo ja foi 
omentado anteriormente, a presençade interação Coulombiana induz a 
hamada Transição de Mott.

Instituto de Físi
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1.5 Transição de Mott 20

Figura 1.7: Esquema representativo para a transição de Mott. a) Quando a largura da banda
ristalina B é su�
ientemente maior que a interação elétron-elétron U , a deslo
alização é ener-gi
amente favorável. b) quando a largura da banda 
ristalina B é su�
ientemente menor que ainteração elétron-elétron U , a lo
alização induzida por 
orrelação a
onte
e. 
) Diagrama de doisníveis equivalente ao fator de dupla o
upação U .1.5 Transição de MottUm dos trabalhos de maior 
ontribuição para a físi
a da matéria 
ondensada foiproposto por Sir Nevill Mott. A transição de Mott [21, 22, 23℄, assim 
omo na transiçãode Anderson anteriormente dis
utida, são demonstrações de situações em que a teoria deBlo
h apresentada na seção 1.2, é insu�
iente.Para melhor entendermos a transição de Mott, 
onsidereremos um sistema 
ontendo
N átomos isolados, 
om um úni
o elétron de 
ondução para 
ada orbital at�mi
o. Osátomos são representados por paredes de poten
ial e o úni
o elétron de valên
ia de 
adaátomo o
upa um nível de energia, sendo este indi
ado por uma linha horizontal em 
adaparede at�mi
a (ver �gura 1.7). No 
ristal, este nível de energia dá origem a uma bandade largura B, 
onhe
ida 
omo banda de Blo
h, indo aproximandamente de −B/2 à B/2.Tendo a banda somente meio preen
hida, a energia média de um elétron de valên
ia no
ristal é aproximadamente −B/4. Esta diminuição na energia é responsável pela 
oesãometáli
a. No entanto, 
omo estamos num regime metáli
o, podemos 
onsiderar que oselétrons tem grande mobilidade e podem o
upar quaisquer um dos orbitais do sistema,in
lusive orbitais já o
upados por um elétron. O 
usto energéti
o para que um átomo tenhaem seu orbital dois elétrons de valên
ia é igual a energia Coulombiana média U = 〈e2/r12〉.Instituto de Físi
a - UFAL



1.6 Modelo de Hubbard 21Nas �guras 1.7a e 1.7b, a linha horizontal para 
ada parede representa o nível de energiado elétron de valên
ia do átomo isolado. Este nível de energia é duplamente degenerado,e pode a
omodar 2 elétrons de spins opostos. Sendo assim, um mesmo nível pode sero
upado por zero, um ou dois elétrons. Porém, quando 2 elétrons o
upam o mesmo sítio,nós temos a interação repulsiva aumentando a energia. Isto pode ser visto na �gura 1.7.
.Dois níves de energia são asso
iados para 
ada sítio. O nível inferior, 
orrespondente aonível usado nas �guras 1.7a e 1.7b, está disponível para o primeiro elétron à o
upar oorbital at�mi
o. O nível superior, qual realmente existe somente quando o nível maisbaixo está preen
hido, é elevado pela quantia U e está disponível para um segundo elétrono
upar o sítio.No tratamento de elétrons independentes, quando se despreza a existên
ia de in-teração, as funções de onda são as funções de Blo
h em que 
ada elétron apresenta igualprobabilidade de o
upar um dado sítio. Devido a presença de interação, as probabili-dades de obtermos um orbital at�mi
o vazio, 
om um úni
o elétron e 
om 2 elétrons érespe
tivamente 1/4, 1/2 e 1/4. Desta forma, 
omo o 
usto energéti
o médio para du-plas o
upações é U/4, a energia média de um elétron delo
alizado é: −B/4 + U/4. Atransição metal-isolante induzida por interação elétron-elétron é oriunda da 
ompetiçãoentre o abaixamento médio da energia (B/4) - o
asionado pela delo
alização; e o 
ustode 
orrelação devido às duplas o
upações. Se −B/4 + U/4 for maior que a energia médiade um elétron lo
alizado, a delo
alização é uma 
on�guração energi
amente desfavorável.Assim, a 
ondição para se obter um isolante de Mott, ou uma lo
alização induzida dospa
otes de onda eletr�ni
os é:
U > B (1.32)Pelos estudos teóri
os fundamentais das estruturas eletr�ni
as magnéti
as e desistemas desordenados, Mott, juntamente 
om P. W. Anderson e J. H. van Vle
k ganharamo Prêmio Nobel de Físi
a de 1977.1.6 Modelo de HubbardHistori
amente, De Boer and Vernwey foram os primeiros a desta
ar em 1937 queo NiO na estrutura NaCl deveria ser metáli
a, já que os níveis de Fermi diminuem nomeio da banda Ni-3d. Este fato p�s uma grande di�
uldade nos 
ál
ulos de bandas de umelétron naquele tempo, visto que o NiO é 
onhe
ido 
omo sendo um isolante, tendo umaInstituto de Físi
a - UFAL



1.7 Interação entre Duas Partí
ulas 22la
una na banda de alguns eV. Peirels notou no mesmo ano que esta di�
uldade é devidoao fato de desprezar a interação repulsiva entre os elétrons e que a interação elétron-elétrondeve ser tratada além da aproximação de um elétron de Hartree-Fo
k [22℄. Hubbard [20℄prop�s um modelo 
apaz de des
rever os estados eletr�ni
os estendidos - esperados dateoria de bandas; e estados lo
alizados, dominados pela energia Coulombiana no sítio. OHamiltoniano de Hubbard é es
rito 
omo:
H = −t

∑

i,j

(c†i↑cJ↑ + c†i↓cj↓) + U
∑

i

c†i↑ci↑c
†
i↓ci↓ (1.33)onde c†i↑ é o operador 
riação de um elétron 
om spin up para o sítio i e cj↓ é o operadoraniquilação de um elétron 
om spin down no sítio j. O segundo termo do Hamiltonianoindi
a que a energia do sistema é aumentada de U quando os dois elétrons de spins opostosestiverem no mesmo orbital3. O parâmetro U é 
hamado de energia de Coulomb sobreo sítio. O parâmetro t no primeiro termo do Hamiltoniano é 
hamado de integral detransferên
ia ou amplitude de hopping e representa a energia 
inéti
a envolvida sobre atranferên
ia de um elétron do sítio j para o sítio vizinho i sem mudar sua orientação despin. Veremos a seguir que o modelo de Hubbard é utilizado 
omo um modelo apropriadopara des
rever o movimento de elétrons de 
ondução sujeitos a uma interação repulsivaCoulombiana.1.7 Interação entre Duas Partí
ulasOs modelos e resultados apresentados nas seções 1.2,1.3 e 1.4 foram desenvolvidos
onsiderando elétrons não interagentes, ou seja, não foi 
onsiderada a in�uên
ia da inte-ração Coulombiana. O modelo apresentado na seção 1.6 tem sido muito utilizado parades
rever a 
ompetição entre os efeitos de desordem e interação eletr�ni
a. D. L. She-pelyansk [24℄ foi o primeiro a 
onsiderar a interação de Hubbard entre duas partí
ulas sobum poten
ial aleatório. Seus estudos mostram que a in�uên
ia da interação é pequenasempre que as partí
ulas estejam su�
ientemente distantes, quando 
omparadas ao 
om-primento de lo
alização de uma úni
a partí
ula. Entretando, quando as duas partí
ulasestão separadas por uma distân
ia próxima ao 
omprimento de lo
alização de uma partí-
ula, independentemente do sinal de interação, existe a possibilidade de propagação das3Usamos elétrons 
om spin up e spin down devido ao prin
ípio da ex
lusão de Pauli.Instituto de Físi
a - UFAL



1.7 Interação entre Duas Partí
ulas 23duas partí
ulas movendo-se 
oerentemente. Seu 
omprimento de lo
alização (ξ2) é muitomaior que o 
omprimento de lo
alização de uma partí
ula (ξ1), obede
endo uma lei dees
ala ξ2 ∝ ξ2
1. Outros autores [25, 26℄ apresentaram resultados que 
on
ordam 
om She-pelyansk, mostrando que a interação entre os dois elétrons pode provo
ar uma propagação
oerente entre os mesmos.Consideremos dois elétrons, de spins opostos, numa 
adeia aleatória de N sítios.Temos N estados nos quais os dois elétrons mudam suas propriedades de lo
alização, de-vido à dupla o
upação. Os outros N(N−1) estados permane
em 
omo no 
aso de elétronsnão interagentes. Pensando nisto, Evangelou et al [27℄, 
onsiderando uma 
adeia desor-denada �nita 
om dois elétrons interagentes, utilizaram a té
ni
a de diagonalização exatapara mostrar a existên
ia de estados que sofrem pou
a in�uên
ia da interação, 
om osdois elétrons separados um do outro. Relatou-se também a existên
ia de estados em que
omprimento de lo
alização é aumentado pela interação e estados 
ujo 
omprimento delo
alização diminui devido a interação. S. N. Evangelou e D. E. Katsanos [28℄, 
onside-rando dois elétrons de spins opostos interagindo numa 
adeia quasi-periódi
a, estudaramos efeitos da interação de Hubbard sobre os auto-estados de um elétron. Os autores uti-lizaram o modelo de Harper-Hubbard, des
rito pelo Hamiltoniano a seguir, para estudarnumeri
amente a in�uên
ia da interação de Hubbard.

H =
∑

n=1

∑

σ

(c†n+1,σcn,σ + c†n,σcn+1,σ) +
∑

n=1

∑

σ

λ cos(2πφn)c†n,σcn,σ +

∑

n=1

Uc†n,↑cn,↑cn,↓cn,↓ (1.34)sendo c†n,σ e cn,σ os operadores de 
riação e aniquilação para um elétron no sítio n 
om spin
σ. λ cos(2πφn) é o poten
ial no sítio n e U é a energia de interação lo
al de Hubbard entreos dois elétrons. O modelo Harper-Hubbard apresenta uma transição metal-isolante parao 
aso não interagente. Na presença de interação, eles notaram para o regime lo
alizado,uma forte lo
alização para altos valores de U , assim 
omo em sistemas desordenados [27℄.P. E. Brito, E. S. Rodrigues e H. N. Nazareno [29℄ se interessaram também emsistemas de dois elétrons interagentes de spins opostos. Os autores 
onsideraram esteselétrons em um sistema aperiódi
o de Fibona

i e de Thue-Morse e a interação entreos elétrons era representado pelo modelo de Hubbard. Con
luíram em seu trabalho queambas estruturas, Fibona

i e Thue-Morse, apresentam uma propagação superdifusiva dopa
ote de onda eletr�ni
o, observando um aumento da propagação propor
ional à medidaInstituto de Físi
a - UFAL



1.7 Interação entre Duas Partí
ulas 24que a interação aumenta.Nesta seção vimos alguns dos vários trabalhos existentes sobre dois elétrons inte-ragentes. Grande parte 
onsidera os dois elétrons possuindo spins opostos, visto que adupla o
upação é permitida para esta 
on�guração. No entanto, observa-se na literaturaa existên
ia de duas abordagens no estudo de sistema de dois elétrons interagentes. Elasdiferen
iam-se na forma de es
rever a função de onda eletr�ni
a. Em uma, os elétronspossuem os mesmos estados de spin, sendo espa
ialmente indistinguíveis. A outra aborda-gem se refere aos elétrons 
omo sendo distinguíveis. Baseados na existên
ia das os
ilaçõesde Blo
h [36, 58, 59℄ em sistemas unidimensionais [34, 35℄,apresentaremos nos próximos
apítulos estudos de dois elétrons interagentes numa rede unidimensional, sob in�uên
iade um 
ampo elétri
o uniforme e 
onstante e dire
ionado paralelamente à 
adeia. Devidoa existên
ia de duas abordagens utilizadas no estudo de elétrons interagentes, dis
utiremosa seguir as 
ara
terísti
as de 
ada uma, visando o melhor entendimento dos resultados queserão apresentados no ter
eiro 
apítulo.

Instituto de Físi
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Capítulo 2Dois Elétrons Interagentes SobIn�uên
ia de Campo Elétri
o Uniforme
2.1 IntroduçãoComo foi dito no 
apítulo anterior, a interação entre dois elétrons possui granderelevân
ia no 
omportamento de sistemas eletr�ni
os, podendo induzir também uma tran-sição metal-isolante. Dentro do 
ontexto de sistemas 
om dois elétrons interagentes, aliteratura apresenta duas abordagens distintas para se estudar as propriedades de trans-porte eletr�ni
o. Uma abordagem, que 
hamaremos de (A1), 
onsidera que os elétronstenham o mesmo estado de spin. Dessa forma, a função de onda dos dois elétrons despins opostos deve obede
er o Postulado da Simetrização da me
âni
a quânti
a, sendoentão anti-simétri
a em relação a tro
a de partí
ulas [26, 27, 28℄. A outra aborda-gem, que 
hamaremos de (A2), trata os elétrons do sistema 
omo distinguíveis pelo spin[29, 30℄. Neste 
apítulo vamos apresentar uma revisão das abordagens bem 
omo o for-malismo ne
essário para se extrair as propriedades eletr�ni
as de interesse. Além desteaspe
to, vamos apresentar o Hamiltoniano para dois elétrons interagentes na presença deum 
ampo elétri
o 
onstante e paralelo à 
adeia. Elétrons não interagentes na presençade um 
ampo externo apresentam um 
omportamento os
ilatório 
hamado os
ilações deBlo
h [33, 34, 35, 37, 58, 59℄. Como mostraremos neste 
apítulo, este fen�meno pode serexpli
ado utilizando argumentos semi-
lássi
os [36℄.

25



2.1 Introdução 262.1.1 Sistemas de partí
ulas idênti
asA distinção essen
ial entre um ensemble de partí
ulas fermi�ni
as (partí
ulas quesatisfazem a estatísti
a de Fermi-Dira
) e um ensemble de partí
ulas bos�ni
as (partí
ulasque satisfazem a estatísti
a de Bose-Einstein) é a natureza das autofunções. No 
aso debósons, as autofunções são totalmente simétri
as sobre tro
a de quaisquer duas partí
ulas,enquanto que para férmions, as autofunções são totalmente anti-simétri
as sobre tro
a dequaisquer duas partí
ulas. Do ponto de vista matemáti
o, a representação desta a�rmaçãoa
ima é:
Pij|N bósons idênti
os〉 = |N bósons idênti
os〉

Pij |N férmions idênti
os〉 = −|N férmions idênti
os〉 (2.1)sendo Pij o operador de permutação que tro
a a i-ésima e a j-ésima partí
ula, sendo
i e j arbitrários. Isto é 
onhe
ido 
omo o Postulado da Simetrização, que 
onsidera aexistên
ia de duas 
ategorias de partí
ulas na natureza: partí
ulas de spin semi-inteiro(elétrons, pósitrons, prótons, múons, et
.) - são férmions; e partí
ulas de spin inteiro(fótons, mésons, et
.) - são bósons.O Postulado da Simetrização requer que férmions obedeçam o prin
ípio da ex
lusãode Pauli, que nos diz que dois férmions idênti
os não podem o
upar o mesmo estadoquânti
o. O prin
ípio da ex
lusão foi formulado ini
ialmente de maneira a expli
ar aspropriedades de átomos de vários elétrons. Previsões baseadas neste prin
ípio têm sidosempre 
on�rmadas experimentalmente.Para ilustrar a diferença entre férmions e bósons, 
onsideremos duas partí
ulas,
ada qual podendo o
upar somente dois estados, 
ara
terizados por k′ e k′′. Para umsistema de dois férmions existe somente um estado possível

|k′〉|k′′〉 =
1√
2

(|k′〉|k′′〉 − |k′′〉|k′〉) (2.2)Para bósons, existem três estados possíveis
|k′〉|k′′〉 = |k′〉|k′〉

|k′〉|k′′〉 =
1√
2

(|k′〉|k′′〉 + |k′′〉|k′〉) (2.3)
|k′〉|k′′〉 = |k′′〉|k′′〉Instituto de Físi
a - UFAL



2.1 Introdução 27Para uma melhor 
ompreensão, faremos na equações (2.2) a permutação entre os estados
k′ e k′′, obtendo

|k′′〉|k′〉 =
1√
2

(|k′′〉|k′〉 − |k′〉|k′′〉) (2.4)
|k′′〉|k′〉 = − 1√

2
(|k′〉|k′′〉 − |k′′〉|k′〉) (2.5)Nota-se que esta última equação satisfaz o Postulado de Simetrização apresentado naequação (2.1). As equações (2.3) podem ser veri�
adas da mesma forma.Consideremos agora um sistema de dois elétrons. Na ausên
ia de a
oplamento entreo spin e a posição, podemos separar as 
oordenadas de spin e posição. Assumir que nãohá a
oplamento entre spin e posição é dizer que a probabilidade de obter spin up, porexemplo, é independente da lo
alização da partí
ula. Desse modo podemos expressar afunção de onda para um sistema de dois elétrons 
omo:

ψ = φ(x1,x2)χ(ms1
, ms2

) (2.6)
om a função de spin podendo ser
χ(ms1

, ms2
) =







simétri
a(tripleto)


χ++

1√
2
(χ+− + χ−+)

χ−−anti-simétri
a(singleto){ 1√
2
(χ+− − χ−+)

(2.7)
onde χ+− 
orresponde à χ(ms1

= 1

2
, ms2

= −1

2
). Pelo Postulado de Simetrização, adistribuição de Fermi-Dira
 requer para a função de onda dos dois elétrons se 
omporte
omo:

ψ(x1, ms1
;x2, ms2

) = −ψ(x2, ms2
;x1, ms1

) (2.8)
Instituto de Físi
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2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 28Analizando as permutações espa
iais e de spin separadas
φ(x1,x2) → φ(x2,x1) χ(ms1

, ms2
) → χ(ms2

, ms1
) (2.9)podemos ver que a equação (2.8) é satisfeita somente se a parte espa
ial simétri
a(anti-simétri
a) da função de onda for 
ombinada 
om parte de spin anti-simétri
a(simétri
a).2.2 Dois Elétrons em um Sólido LinearConsideremos agora dois elétrons numa rede unidimensional de N sítios. Para issoapresentamos o Hamiltoniano de Anderson-Hubbard

H = J
N∑

n=1

∑

σ

(

c†n+1,σcn,σ + c†n,σcn+1,σ

)

+
N∑

n=1

∑

σ

−
ǫn c

†
n,σcn,σ +

N∑

n=1

−

U c†n,↑cn,↑c
†
n,↓cn,↓ (2.10)onde c†n,σ e cn,σ são os operadores 
riação e aniquilação de férmions respe
tivamente, paraum elétron situado no sítio n 
om spin σ = ±1/2. O parâmetro −

U é a força de interaçãolo
al de Hubbard entre os dois elétrons. Temos o parâmetro −
ǫn representando a energiapara o sítio n e J o termo de hopping.Apresentaremos a seguir duas abordagens en
ontradas na literatura, tendo 
adaqual uma parti
ularidade físi
a presente a ser 
onsiderada.2.2.1 Abordagem I (A1)De a
ordo 
om a literatura [26, 27, 28, 60℄, a parte espa
ial da função de ondaeletr�ni
a é do tipo

φ(x1,x2) =
1√
2

[ωA(x1)ωB(x2) + ωA(x2)ωB(x1)] (2.11)ou seja, os elétrons são espa
ialmente indistinguíveis. Para melhor entendermos, 
onside-remos que a probabilidade de en
ontrarmos uma partí
ula é independente do spin. Dessemodo, a probabilidade de en
ontrar o elétron 1 em d3x1 em torno de x1 e o elétron 2 em
Instituto de Físi
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2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 29
d3x2 em torno de x2 é dada por

|φ(x1,x2)|2 =
1

2

{
|ωA(x1)|2|ωB(x2)|2 + |ωA(x2)|2|ωB(x1)|2

± 2Re [ωA(x1)ωB(x2)ω
∗
A(x2)ω

∗
B(x1)]} d3x1d

3x2 (2.12)onde o sinal +(−) são respe
tivamente para as funções simétri
as(anti-simétri
as) espa-
ialmente. Se estivéssemos 
onsiderando nosso sistema no sub-espaço de spin tripleto,teríamos a parte espa
ial da função de onda anti-simétri
a, e 
onforme foi mostrado naúltima equação, não poderíamos observar dois elétrons no mesmo ponto no espaço, impos-sibilitando observar o fen�meno de interação de Hubbard que é um de nossos interesses.Nesta abordagem, o espaço de Hilbert de dois elétrons pode ser dividido em umsub-espaço de singleto, 
om spin total S = 0 e em um sub-espaço de tripleto 
om spintotal S = 1, tendo as 
omponentes Sz = 1, 0 e −1. Para que o efeito da interação on-sitede Hubbard entre elétrons seja observado, é ne
essário 
onsiderar que os elétrons tenhamspins opostos. Num sistema 
onstituído de N sítios, o sub-espaço de singleto é expandidonas bases de N(N + 1)/2 funções de onda espa
ialmente simétri
as
|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1

∑

n2

fn1,n2
|ψ(n1, n2)〉 (2.13)Utilizando notação de segunda quantização e 
onsiderando que o estado de spin seja está-ti
o, obtemos os seguintes vetores de base

|ψ(n1, n2)〉 =







1√
2

(

c†n1,↑
c†n2,↓

+ c†n2,↑
c†n1,↓

)

|0, 0〉 se n2 > n1

c†n1,↑
c†n1,↓

|0, 0〉 se n2 = n1

(2.14)onde |0, 0〉 é o estado de vá
uo, ou seja, o número de o
upação dos estados de um elétroné zero. Tomamos n1 e n2 
omo o sítio de o
upação dos elétrons 1 e 2 respe
tivamente.Para se estudar o 
omportamento estáti
o dos dois elétrons, pre
isamos resolver aequação de S
hrödinger independente do tempo
H|ψ(n1, n2)〉s = E|ψ(n1, n2)〉s (2.15)
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2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 30ou seja,
H|ψ(n1, n2)〉s = J

N∑

n=1

∑

σ

(

c†n+1,σcn,σ + c†n,σcn+1,σ

)

|ψ(n1, n2)〉s
︸ ︷︷ ︸

H1

+

N∑

n=1

∑

σ

−
ǫn c

†
n,σcn,σ|ψ(n1, n2)〉s

︸ ︷︷ ︸

H2

(2.16)
+

N∑

n=1

−

U c†n,↑cn,↑c
†
n,↓cn,↓|ψ(n1, n2)〉s

︸ ︷︷ ︸

H3onde foi feito a identi�
ação de 
ada termo do Hamiltoniano para fa
ilitar os 
ál
ulosposteriores da resolução da equação de S
hrödinger. Para resolvermos a equação (2.15) sefaz ne
essário es
rever o Hamiltoniano na forma matri
ial.Consideremos primeiramente que os dois elétrons estejam no mesmo orbital at�-mi
o, ou seja, n1 = n2. Assim, para H1:
H1|ψ(n1, n2)〉s = J

∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

(

c†n+1,↑cn,↑+c
†
n+1,↓cn,↓+c

†
n,↑cn+1,↑+c

†
n,↓cn+1,↓

)

c†n1,↑
c†n1,↓

|0, 0〉(2.17)Devido a atuação dos operadores de 
riação e aniquilação de férmions, temos:
H1|ψ(n1, n2)〉s = J

∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

(

c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓ + c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓

)

|n1,↑, n1,↓〉

=
∑

n1,n2

fn1,n2

(

|n1 + 1↑, n1↓〉 + |n1↑, n1 + 1↓〉

+ |n1 − 1↑, n1↓〉
::::::::::::::

+ |n1↑, n1 − 1↓〉
::::::::::::::

) (2.18)Observando os termos desta
ados e 
omparando-os 
om a equação (2.14), podemos res-
Instituto de Físi
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2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 31
rever a equação anterior 
omo:
H1|ψ(n1, n2)〉s = J

∑

n1,n2

fn1,n2

(√
2 |ψ(n1, n1 + 1)〉 +

√
2 |ψ(n1 − 1, n1)〉

) (2.19)Para H2:
H2|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

−
ǫn

(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

|ψ(n1, n2)〉s (2.20)
H2|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

−
ǫn

(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

|n1↑, n1↓〉

=
∑

n1,n2

fn1,n2

(
−
ǫn1

+
−
ǫn1

)

|n1↑, n1↓〉 (2.21)
H2|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2
2

−
ǫn1

|ψ(n1, n1)〉 (2.22)Fazendo agora os 
ál
ulos para H3.
H3|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

−

U c†n,↑cn,↑c
†
n,↓cn,↓|ψ(n1, n2)〉s (2.23)Ao analizarmos a equação (2.23) e re
ordando da seção(1.6), onde apresentamos aenergia de interação de Hubbard sendo on-site, temos que

H3|ψ(n1, n2)〉s =
∑

n1,n2

fn1,n2

−

U |ψ(n1, n1)〉 (2.24)somente se n2 = n1.De posse das equações (2.19), (2.22) e (2.24), rees
revemos a equação de S
hrödin-
Instituto de Físi
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2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 32ger independente do tempo para elétrons dispostos em sítios iguais 
omo
E|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

[

J
(√

2 |ψ(n1, n1 + 1)〉 +
√

2 |ψ(n1 − 1, n1)〉
)

+

(

2
−
ǫn1

+
−

U

)

|ψ(n1, n1)〉
] (2.25)Considerando agora que n2 = n1 + 1. Para H1:

H1|ψ(n1, n2)〉s = J
∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

(

c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓ + c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓

)

× 1√
2

(

c†n1,↑
c†n1+1,↓ + c†n1+1,↑c

†
n1,↓

)

|0, 0〉 (2.26)fazendo novamente uso dos operadores de 
riação e aniquilação de férmions temos
H1|ψ(n1, n2)〉s = J

∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

(

c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓ + c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓

)

× 1√
2

(

|n1↑, n1 + 1↓〉 + |n1 + 1↑, n1↓〉
)

H1|ψ(n1, n2)〉s = J
∑

n1,n2

fn1,n2

[ 1√
2

(

|n1 + 1↑, n1 + 1↓〉 + |n1 + 2↑, n1↓〉
::::::::::::::

+ |n1↑, n1 + 2↓〉
::::::::::::::

+ |n1 + 1↑, n1 + 1↓〉 + |n1 − 1↑, n1 + 1↓〉 + |n1↑, n1↓〉

+ |n1↑, n1↓〉 + |n1 + 1↑, n1 − 1↓〉
)] (2.27)Observando os termos desta
ados, podemos rees
rever a equação anterior 
omo

H1|ψ(n1, n2)〉s = J
∑

n1,n2

fn1,n2

(√
2 |ψ(n1 + 1, n1 + 1)〉 + |ψ(n1, n1 + 2)〉

+ |ψ(n1 − 1, n1 + 1)〉 +
√

2 |ψ(n1, n1)〉
) (2.28)
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2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 33Para H2.
H2|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

−
ǫn

(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

) 1√
2

(

|n1↑, n1 + 1↓〉 + |n1 + 1↑, n1↓〉
)

=
∑

n1,n2

fn1,n2

[
−
ǫn1

1√
2

(

|n1↑, n1 + 1↓〉 + |n1 + 1↑, n1↓〉
)

+
−
ǫn1+1

1√
2

(

|n1↑, n1 + 1↓〉 + |n1 + 1↑, n1↓〉
)] (2.29)

H2|ψ(n1, n2)〉s =
∑

n1,n2

fn1,n2

(
−
ǫn1

+
−
ǫn1+1

)

|ψ(n1, n1 + 1)〉 (2.30)Como H3, onde temos a força de interação de Hubbard, é somente para elétrons nomesmo sítio, 
on
luímos através das equações (2.28)(2.30) que a equação de S
hrödingerpara n2 = n1 + 1 é
E|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

[

J
(√

2 |ψ(n1 + 1, n1 + 1)〉 + |ψ(n1, n1 + 2)〉 +
√

2 |ψ(n1, n1)〉

+ |ψ(n1 − 1, n1 + 1)〉
)

+
(

ǫn1
+ ǫn1+1

)

|ψ(n1, n1 + 1)〉
] (2.31)Tomando agora que n2 = n1 + 2, para H1:

H1|ψ(n1, n2)〉s = J
∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

(

c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓ + c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓

)

× 1√
2

(

|n1↑, n1 + 2↓〉 + |n1 + 2↑, n1↓〉
)

= J
∑

n1,n2

fn1,n2

[ 1√
2

(

|n1 + 1↑, n1 + 2↓〉 + |n1 + 3↑, n1↓〉
::::::::::::::

+ |n1↑, n1 + 3↓〉
::::::::::::::

+ |n1 + 2↑, n1 + 1↓〉 + |n1 − 1↑, n1 + 2↓〉

+ |n1 + 1↑, n1↓〉 + |n1↑, n1 + 1↓〉 + |n1 + 2↑, n1 − 1↓〉
)] (2.32)
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2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 34Ao observar os termos desta
ados, podemos rees
rever a ultima equação 
omo
H1|ψ(n1, n2)〉s = J

∑

n1,n2

fn1,n2

(

|ψ(n1 + 1, n1 + 2)〉 + |ψ(n1, n1 + 3)〉

+ |ψ(n1 − 1, n1 + 2)〉 + |ψ(n1, n1 + 1)〉
) (2.33)Para H2:

H2|ψ(n1, n2)〉s =
∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

−
ǫn

(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

) 1√
2

(

|n1↑, n1 + 2↓〉 + |n1 + 2↑, n1↓〉
)

=
∑

n1,n2

fn1,n2

[
−
ǫn1

1√
2

(

|n1↑, n1 + 2↓〉 + |n1 + 2↑, n1↓〉
)

+
−
ǫn1+2

1√
2

(

|n1↑, n1 + 2↓〉 + |n1 + 2↑, n1↓〉
)] (2.34)

H2|ψ(n1, n2)〉s =
∑

n1,n2

fn1,n2

(
−
ǫn1

+
−
ǫn1+2

)

|ψ(n1, n1 + 2)〉 (2.35)Utilizando as equações (2.33) e (2.35) para es
rever a parte da equação de S
hrö-dinger independente do tempo para n2 = n1 + 2, obtemos
E|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

[

J
(

|ψ(n1 + 1, n1 + 2)〉 + |ψ(n1, n1 + 3)〉 + |ψ(n1 − 1, n1 + 2)〉

+ |ψ(n1, n1 + 1)〉
)

+
(

ǫn1
+ ǫn1+2

)

|ψ(n1, n1 + 2)〉
] (2.36)Tomando agora que n2 = n1 + 3, para H1:

H1|ψ(n1, n2)〉s = J
∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

(

c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓ + c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓

)

× 1√
2

(

|n1↑, n1 + 3↓〉 + |n1 + 3↑, n1↓〉
) (2.37)Instituto de Físi
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2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 35
H1|ψ(n1, n2)〉s = J

∑

n1,n2

fn1,n2

[ 1√
2

(

|n1 + 1↑, n1 + 3↓〉 + |n1 + 4↑, n1↓〉
::::::::::::::

+ |n1↑, n1 + 4↓〉
::::::::::::::

+ |n1 + 3↑, n1 + 1↓〉 + |n1 − 1↑, n1 + 3↓〉 + |n1 + 2↑, n1↓〉

+ |n1↑, n1 + 2↓〉 + |n1 + 3↑, n1 − 1↓〉
)] (2.38)

H1|ψ(n1, n2)〉s = J
∑

n1,n2

fn1,n2

(

|ψ(n1 + 1, n1 + 3)〉 + |ψ(n1, n1 + 4)〉

+ |ψ(n1 − 1, n1 + 3)〉 + |ψ(n1, n1 + 2)〉
) (2.39)Para H2:

H2|ψ(n1, n2)〉s =
∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

−
ǫn

(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

) 1√
2

(

|n1↑, n1 + 3↓〉 + |n1 + 3↑, n1↓〉
)

=
∑

n1,n2

fn1,n2

[
−
ǫn1

1√
2

(

|n1↑, n1 + 2↓〉 + |n1 + 3↑, n1↓〉
)

+
−
ǫn1+3

1√
2

(

|n1↑, n1 + 3↓〉 + |n1 + 3↑, n1↓〉
)] (2.40)

H2|ψ(n1, n2)〉s =
∑

n1,n2

fn1,n2

(
−
ǫn1

+
−
ǫn1+3

)

|ψ(n1, n1 + 3)〉 (2.41)Assim, 
om a �nalidade de obtermos a equação de S
hrödinger independente dotempo para n2 = n1 + 3, utilizamos as equações (2.39) e (2.41) para es
rever
E|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

[

J
(

|ψ(n1 + 1, n1 + 3)〉 + |ψ(n1, n1 + 4)〉 + |ψ(n1 − 1, n1 + 3)〉

+ |ψ(n1, n1 + 2)〉
)

+
(
−
ǫn1

+
−
ǫn1+3

)

|ψ(n1, n1 + 3)〉
] (2.42)Como dito anteriormente, para que possamos estudar os estados eletr�ni
os dosistema é ne
essário es
rever o Hamiltoniano na sua forma matri
ial. Considerando nasequações (2.25), (2.31), (2.36) e (2.42) somente os termos não nulos dos somatórios, eInstituto de Físi
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2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 36introduzindo as grandezas adimensionais
ǫn =

−
ǫn

J
, U =

−

U

J
e E =

E

J
(2.43)rees
revemos as equações de S
hrödinger independente do tempo 
omo

Efn1,n1
=

√
2 fn1,n1+1 +

√
2 fn1−1,n1

+ fn1,n1
(2ǫn1

+ U) (2.44)para n1 = n2,
Efn1,n1+1 =

√
2 fn1+1,n1+1 + fn1,n1+2 +

√
2 fn1,n1

+ fn1−1,n1+1 +
(

ǫn1
+ ǫn1+1

)

fn1,n1+1 (2.45)para n2 = n1 + 1,
Efn1,n1+2 = fn1+1,n1+2 + fn1,n1+3 + fn1−1,n1+2

+ fn1,n1+1 +
(

ǫn1
+ ǫn1+2

)

fn1,n1+2 (2.46)para n2 = n1 + 2, e para n2 = n1 + 3

Efn1,n1+3 = fn1+1,n1+3 + fn1,n1+4 + fn1−1,n1+3

+ fn1,n1+2 + (ǫn1
+ ǫn1+3) fn1,n1+3 (2.47)Observando as equações (2.45)(2.46) e (2.47) podemos dizer que para qualquer n2 > n1+1,a equação de S
hrödinger independente do tempo é:

Efn1,n2
= fn1+1,n2

+ fn1,n2+1 + fn1−1,n2
+ fn1,n2−1 + (ǫn1

+ ǫn2
) fn1,n2

(2.48)As equações (2.44)(2.45) e (2.48) são relações de re
orrên
ia para as amplitudesde probabilidade fl,k que foram derivadas da equação de S
hrödinger. Elas serão uti-lizadas para que possamos obter a representação matri
ial do Hamiltoniano H na base(|ψ(n1, n2)〉...|ψ(nN , nN)〉). Por exemplo, numa 
adeia 
om 4 sítios, o espaço de Hilbertno sub-espaço de singleto é expandido em (4 · 5)/2 = 10 funções de onda espa
ialmentesimétri
as. Neste 
aso, utilizamos as equações (2.44)(2.45) e (2.48) para es
revemos oInstituto de Físi
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2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 37Hamiltoniano na sua forma matri
ial 
omo:
H =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2ǫ1 + U
√

2 0 0 0 0 0 0 0 0√
2 ǫ1 + ǫ2 1 0

√
2 0 0 0 0 0

0 1 ǫ1 + ǫ3 1 0 1 0 0 0 0

0 0 1 ǫ1 + ǫ4 0 0 1 0 0 0

0
√

2 0 0 2ǫ2 + U
√

2 0 0 0 0

0 0 1 0
√

2 ǫ2 + ǫ3 1
√

2 0 0

0 0 0 1 0 1 ǫ2 + ǫ4 0 1 0

0 0 0 0 0
√

2 0 2ǫ3 + U
√

2 0

0 0 0 0 0 0 1
√

2 ǫ3 + ǫ4

√
2

0 0 0 0 0 0 0 0
√

2 2ǫ4 + U

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣(2.49)A diagonalização do Hamiltoniano do sistema,

det(H − λI) = 0 (2.50)pode ser feita através de rotinas numéri
as apropriadas. No nosso estudo utilizamos abibliote
a LAPACK de rotinas de álgebra linear. Através das auto-energias e auto-estadosen
ontrados podemos estudar funções que des
revam o 
aráter estáti
o dos auto-estadosdo problema. Um exemplo disso é a razão de parti
ipação ζ [5℄
ζ =

∑

j |fn1,n2
|2

∑

j |fn1,n2
|4 (2.51)utilizada para medir o grau de lo
alização do sistema. No próximo 
apitúlo, quandoapresentaremos nossos resultados, dis
utiremos grandezas relevantes na 
ara
terização dosistema, obtidas através da diagonalização do Hamitoniano do sistema.2.2.2 Abordagem II (A2)Assim 
omo Brito et al [29℄, Römer e S
hreiber [30℄, 
onsideramos que os elétronssejam distinguíveis. Dessa forma, a parte espa
ial da função de onda é:

φ(x1,x2) = ωA(x1)ωB(x2) (2.52)Instituto de Físi
a - UFAL



2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 38Considerando que a probabilidade de en
ontrarmos uma partí
ula seja independente dospin, temos que a probabilidade de en
ontrarmos o elétron 1 em d3x1 em torno de x1 e oelétron 2 em d3x2 em torno de x2 é dado por
|φ(x1,x2)|2 = |ωA(x1)|2|ωB(x2)|2 (2.53)Sendo a nossa 
adeia 
onstituída de N sítios, estudaremos os auto-estados do Ha-miltoniano no sub-espaço gerado por todos os estados de posição dos dois elétrons, ou seja,nosso sub-espaço será expandido em N2 funções de onda

|Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1s

∑

n2
s′

fn1s
,n2

s′
|ψ(n1s

, n2
s′
)〉 (2.54)onde |ψ(n1s

, n2
s′
)〉 representa um elétron 
om spin s no sítio n1 e outro 
om spin s′ parao sítio n2. Utilizando notação de segunda quantização, temos nossos kets base es
ritos
omo:

|ψ(n1s
, n2

s′
)〉 = c†n1,↑

c†n2,↓
|0, 0〉 (2.55)onde |0, 0〉 é o estado de vá
uo, ou seja, o número de o
upação dos estados de um elétroné zero. Tomamos n1 e n2 
omo o sítio de o
upação dos elétrons 1 e 2 respe
tivamente.Assim, 
omo feito em A1, resolveremos a seguir a equação de S
hrödinger indepen-dente do tempo

H|Ψ(n1, n2)〉 = E|Ψ(n1, n2)〉 (2.56)para estudarmos os aspe
tos estáti
os dos dois elétrons. De posse do Hamiltoniano 2.10,rees
revemos a última equação 
omo:
H|Ψ(n1, n2)〉 = J

N∑

n=1

∑

σ

(

c†n+1,σcn,σ + c†n,σcn+1,σ

)

|Ψ(n1, n2)〉
︸ ︷︷ ︸

H4

+
N∑

n=1

∑

σ

−
ǫn c

†
n,σcn,σ|Ψ(n1, n2)〉

︸ ︷︷ ︸

H5

(2.57)
Instituto de Físi
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2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 39
+

N∑

n=1

−

U c†n,↑cn,↑c
†
n,↓cn,↓|Ψ(n1, n2)〉

︸ ︷︷ ︸

H6Visando en
ontrar uma relação de re
orrên
ia para este problema, assim 
omofeito para A1, tomamos ini
ialmente os dois elétrons no mesmo orbital at�mi
o, ou seja,
n1 = n2. Assim, para H4:

H4|Ψ(n1, n2)〉 = J
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(

c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓

+ c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓

)

c†n1,↑
c†n1,↓

|0, 0〉 (2.58)Devido a atuação dos operadores de 
riação e aniquilação de férmions, temos:
H4|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(

c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓

+ c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓

)

|n1,↑, n1,↓〉 (2.59)
H4|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(

|n1 + 1↑, n1↓〉 + |n1↑, n1 + 1↓〉

+ |n1 − 1↑, n1↓〉 + |n1↑, n1 − 1↓〉
) (2.60)Rees
revemos a equação anterior 
omo:

H4|Ψ(n1, n2)〉 = J
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(

|ψ(n1 + 1↑, n1↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉

+ |ψ(n1 − 1↑, n1↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 − 1↓)〉
) (2.61)
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2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 40Para H5:
H5|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

−
ǫn

(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

|Ψ(n1, n2)〉 (2.62)
H5|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

−
ǫn

(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

|n1↑, n1↓〉

=
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(
−
ǫn1

+
−
ǫn1

)

|n1↑, n1↓〉 (2.63)
H5|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

2
−
ǫn1

|ψ(n1↑, n1↓)〉 (2.64)Fazendo agora os 
ál
ulos para H6 temos:
H6|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

−

U c†n,↑cn,↑c
†
n,↓cn,↓|Ψ(n1, n2)〉 (2.65)Ao analizarmos a equações (2.65) e re
ordando da seção(1.6), onde apresentamosa energia de interação de Hubbard sendo on-site, temos que

H6|Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

−

U |ψ(n1↑, n1↓)〉 (2.66)somente se n2 = n1.De posse das euações (2.61), (2.64) e (2.66), rees
revemos a parte da equação deS
hrödinger independente do tempo para elétrons dispostos em sítios iguais 
omo:
E|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

[

J
(

|ψ(n1 + 1↑, n1↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉 + |ψ(n1 − 1↑, n1↓)〉

+ |ψ(n1↑, n1 − 1↓)〉
)

+
(
2

−
ǫn1

+
−

U
)
|ψ(n1↑, n1↓)〉

] (2.67)Instituto de Físi
a - UFAL



2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 41Considerando agora que n2 = n1 + 1. Para H4:
H4|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(

c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓

+ c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓

)

c†n1↑
c†n1+1↓

|0, 0〉 (2.68)fazendo novamente uso dos operadores de 
riação e aniquilação de férmions temos:
H4|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(

c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓

+ c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓

)

|n1↑, n1 + 1↓〉 (2.69)
H4|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(

|n1 + 1↑, n1 + 1↓〉 + |n1↑, n1 + 2↓〉

+ |n1 − 1↑, n1 + 1↓〉 + |n1↑, n1↓〉
) (2.70)

H4|Ψ(n1, n2)〉 = J
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(

|ψ(n1 + 1↑, n1 + 1↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 + 2↓)〉

+ |ψ(n1 − 1↑, n1 + 1↓)〉 + |ψ(n1↑, n1↓)〉
) (2.71)A seguir faremos os 
ál
ulos para H5.

H5|Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

−
ǫn

(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

|n1↑, n1 + 1↓〉

=
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(
−
ǫn1

+
−
ǫn1+1

)

|ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉 (2.72)Como visto anteriormente, H6 possui o termo de interação de Hubbard, existindosomente para elétrons no mesmo sítio. Desta forma, 
on
luímos através das equações(2.71) e (2.72) que a parte da equação de S
hrödinger para n2 = n1 + 1 é:Instituto de Físi
a - UFAL



2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 42
E|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

[

J
(

|ψ(n1 + 1↑, n1 + 1↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 + 2↓)〉 + |ψ(n1↑, n1↓)〉

+ |ψ(n1 − 1↑, n1 + 1↓)〉
)

+
(
−
ǫn1

+
−
ǫn1+1

)

|ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉
] (2.73)Tomando agora que n2 = n1 + 2, para H4:

H4|Ψ(n1, n2)〉 = J
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(

c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓

+ c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓

)

|n1↑, n1 + 2↓〉

= J
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(

|n1 + 1↑, n1 + 2↓〉 + |n1↑, n1 + 3↓〉

+ |n1 − 1↑, n1 + 2↓〉 + |n1↑, n1 + 1↓〉
) (2.74)

H4|Ψ(n1, n2)〉 = J
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(

|ψ(n1 + 1↑, n1 + 2↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 + 3↓)〉

+ |ψ(n1 − 1↑, n1 + 2↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉
) (2.75)Para H5.

H5|Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

−
ǫn

(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

|n1↑, n1 + 2↓〉

=
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(
−
ǫn1

+
−
ǫn1+2

)

|ψ(n1↑, n1 + 2↓)〉 (2.76)Sabendo queH6 não é válido para este 
aso e tendo emmãos as equações (2.75)(2.76),
Instituto de Físi
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2.2 Dois Elétrons em um Sólido Linear 43es
revemos a parte da equação de S
hrödinger para n2 = n1 + 2 
omo:
E|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

[

J
(

|ψ(n1 + 1↑, n1 + 2↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 + 3↓)〉

+ |ψ(n1 − 1↑, n1 + 2↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉
)

+
(
−
ǫn1

+
−
ǫn1+1

)

|ψ(n1↑, n1 + 2↓)〉
] (2.77)Para que possamos es
rever o Hamiltoniano em sua forma matri
ial, 
onsideremos nasequações (2.67)(2.73) e (2.77) somente os termos não nulos dos somatórios. A
res
entamostambém as grandezas adimensionais

ǫn =

−
ǫn

J
, U =

−

U

J
e E =

E

J
(2.78)de forma a rees
rever as equações de S
hrödinger 
omo

Efn1,n1
= fn1+1,n1

+ fn1,n1+1 + fn1−1, n1 + fn1,n1−1 +
(
2ǫn1

+ U
)
fn1,n1

(2.79)para n1 = n2

Efn1,n1+1 = fn1+1,n1+1 + fn1,n1+2 + fn1−1,n1+1 + fn1,n1
+

(

ǫn1
+ ǫn1+1

)

fn1,n1+1 (2.80)para n2 = n1 + 1 e
Efn1,n1+2 = fn1+1,n1+2 + fn1,n1+3 + fn1−1,n1+2 + fn1,n1+1 +

(

ǫn1
+ ǫn1+2

)

fn1,n1+2 (2.81)para n2 = n1 + 2. Comparando as três últimas equações, podemos es
rever
Efn1,n2

= fn1+1,n2
+ fn1,n2+1 + fn1−1,n2

+ fn1,n2−1 +
(

ǫn1
+ ǫn2

+ Uδn1,n2

)

fn1,n2
(2.82)sendo esta última a equação de re
orrên
ia na abordagem (A2).Ao 
onsiderarmos, por exemplo, uma 
adeia 
om 3 sítios, obtemos um espaço deHilbert expandido em 32 = 9. Com auxílio da equação (2.82), es
revemos o Hamiltoniano
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o 44na sua forma matri
ial 
omo:
H =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2ǫ1 + U 1 0 1 0 0 0 0 0

1 ǫ1 + ǫ2 1 0 1 0 0 0 0

0 1 ǫ1 + ǫ3 0 0 1 0 0 0

1 0 0 ǫ2 + ǫ1 1 0 1 0 0

0 1 0 1 2ǫ2 + U 1 0 1 0

0 0 1 0 1 ǫ2 + ǫ3 0 0 1

0 0 0 1 0 0 ǫ3 + ǫ1 1 0

0 0 0 0 1 0 1 ǫ3 + ǫ2 1

0 0 0 0 0 1 0 1 2ǫ3 + U

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣(2.83)Para 
onhe
ermos mais sobre a natureza dos auto-estados do Hamiltoniano é ne-
essária a diagonalização do mesmo, ou seja, resolver a equação se
ular

det(H − λI) = 0 (2.84)Esta pode ser feita através de rotinas numéri
as apropriadas, 
omo já 
itamos para A1.2.3 Presença do Campo Elétri
oO 
aráter dinâmi
o de um elétron sob in�uên
ia de 
ampos elétri
os e magnéti
osem 
ristais tem sido muito estudado nos últimos anos [33, 34, 35, 37, 61℄. Sob a in�uên
iade um 
ampo elétri
o 
onstante e paralelo à 
adeia, a função de onda eletr�ni
a apresentao que 
onhe
emos da literatura 
omo os
ilações de Blo
h [36, 58, 59℄. Usaremos a seguiro modelo semi
lássi
o para expli
ar tal fen�meno.O modelo semi
lássi
o 
onsiste de obter as equações de movimento para a posiçãor e o momento p de 
ada elétron na presença de um 
ampo externo através do formalismo
lássi
o de Hamilton e depois �quantizar� o momento do elétron. A função HamiltonianaClássi
a H(p, r) pode então ser �quantizada� [62, 63℄ através da substituição p → ~k.Logo, pelas equações de Hamilton temos
·r= ∂H

∂p ·p= −∂H
∂r (2.85)Instituto de Físi
a - UFAL
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o 45A primeira delas deve ser uma equação para a velo
idade:v =
∂H

∂p =
∂ (ǫ(p/~) + V (r))

∂p
=

∂ǫ(p/~)

∂p
=

1

~

∂ǫ(k)

∂k (2.86)A equação anterior mostra a velo
idade de um pa
ote de onda, também 
onhe
ida 
omovelo
idade de transmissão de energia no meio ou velo
idade de grupo. A segunda equaçãopode ser es
rita 
omo:
~

·k= −∂H
∂r = −∇V (r) (2.87)Porém, se V (r) é a energia poten
ial de um elétron num 
ampo �xo eletrostáti
o, o ladodireito da equação (2.87) é simplesmente a força 
lássi
a agindo sobre o elétron. Porexemplo, no 
ampo elétri
o E nós temos:

~

·k= (−e)E (2.88)A equação (2.88) é imediatamente reduzida à:k(t) =
(−e)E

~
t+ k0 (2.89)Uma importante diferença entre a dinâmi
a de um elétron numa rede 
ristalina e umelétron livre é o fato que o espaço k é agora dividido em zonas de Brilloin e dentro destaszonas existe uma dependên
ia da energia em relação ao vetor de onda, ou seja, En(k).Para entendermos a dinâmi
a de um elétron numa banda sob in�uên
ia de um 
ampoelétri
o, observemos a �gura 2.1. A banda tem o ponto de mínimo para k = 0 (ponto

A). Considere que antes do 
ampo elétri
o seja apli
ado, o elétron no estado k = k0 = 0tenha velo
idade v = (1/~)∂ǫ/∂k = 0. Quando um 
ampo elétri
o for apli
ado na direçãonegativa do eixo x, devido ao valor da 
arga (-e), o vetor k do elétron per
orre os estadosaté 
hegar ao ponto B, assim 
omo des
rito em (2.89). O ponto B é idênti
o ao ponto B',entretanto são separados por um vetor da rede re
ípro
a. Se 
onsiderarmos o esquema deInstituto de Físi
a - UFAL
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E

ne
rg

ia
 E
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V
el
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id

ad
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  > ▲

A

WW’ 

0

BB’

-π/a π/aFigura 2.1: Dinâmi
a de um elétron numa banda. a) Uma banda 
ujo ponto de mínimo é A,pontos de in�exão W e W ′ e máximo para B e B′. b) Velo
idade do elétron em função de k.zona repetida, ao al
ançar o ponto B, o vetor de onda eletr�ni
o sai da zona de Brilloin eentra na próxima zona. Se 
onsiderarmos o esquema de zona reduzida, tendo em vista aperiodi
idade da função E(k), nós podemos des
rever a mudança do vetor k 
om o tempo
omo um pro
esso periódi
o no qual o ponto k vai de B' até A e de A até B, reapare
endoem B' e repetindo o 
i
lo novamente. A energia do elétron então os
ila entre E(B') e E(A)e novamente E(B)=E(B'). Asso
iada a este fen�meno, existe uma os
ilação no espaçoreal, já que a velo
idade (2.86) está periodi
amente mudando de sinal. O período dasos
ilações é fa
ilmente en
ontrado. Por simpli
idade, admitamos que o vetor de onda kesteja ini
ialmente em B', ou seja k(0) = k0 = −π
a

(2.90)Espe
i�
ando tocil. 
omo o tempo que o vetor k gasta 
hegar em π/a, temosk(tocil.) =
(−e)E

~
tocil. + k0 (2.91)
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2.3 Presença do Campo Elétri
o 47Como a diferença entre os pontos B′ e B é justamente um vetor de rede re
ípro
a, fazemosk(tocil.) − k(0) =
2π

a
=

(−e)E
~

tocil.

tocil. = τ =
2π~

(−e)Ea (2.92)Desta última obtemos a frequên
ia de os
ilação
ω =

2π

τ
=

(−e)Ea
~

(2.93)Podemos en
ontrar também a largura do segmento no qual se dá os
ilação doelétron. Para isso tomemos na equação (2.86), ou sejav =
dr
dt

=
1

~

∂ǫ(k)

∂k (2.94)Sabendo-se que as funções r , ǫ(k) e k são 
ontínuas no intervalo [−π/a, π/a]r(t) − r0 = δr =
1

~

δǫ(k)

δk t (2.95)Observemos que t é o tempo ne
essário para uma os
ilação e que δk é a largura da primeirazona de Brilloin, ou seja, δk = 2π/a. Assim, utilizamos a equação (2.92) para obtermos alargura de os
ilação dada por:
δr =

1

~

aδǫ(k)

2π

2π~

(−e)Ea =
δǫ(k)

(−e)E (2.96)Experimentalmente, as os
ilações de Blo
h tem sido observadas em super-redes se-mi
ondutoras através de experimentos óti
os [33, 37℄. Dunlap e Kenkre [61℄ apresentaramum estudo teóri
o sobre a dinâmi
a de uma partí
ula 
arregada numa 
adeia linear de msítios, na presença um 
ampo elétri
o dependente do tempo, orientado na direção da redee na direção do termo de hopping. Um dos resultados en
ontrados é o indi
ativo de queuma partí
ula lo
alizada pode ser delo
alizada quando a dependên
ia temporal do 
ampoelétri
o é senoidal. Um fato relevante em seu trabalho é a 
onsideração dos elementos fora
Instituto de Físi
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o 48da diagonal do operador posição x sendo desprezíveis, ou seja:
∫ ∞

−∞

dx〈m|x〉〈x|(eEx)|x〉〈x|n〉 = eEamδm,n (2.97)sendo |m〉 um estado de Wannier lo
alizado sobre o sítio de rede m. Uma investigaçãoteóri
a das os
ilações de Blo
h em sistemas 1d foi feita em [34℄. Os autores 
onsideraramum pa
ote de onda Gaussiano num sistema tight-binding 
om desordem diagonal de longoal
an
e e observaram que este tipo de desordem não destroi a 
oerên
ia das os
ilaçõesde Blo
h. Foi observado que a largura do segmento sobre o qual o elétron os
ila e afrequên
ia de os
ilação 
on
ordam 
om a teoria semi
lássi
a apresentada anteriormente.Os mesmos autores en
ontraram evidên
ias de os
ilações de Blo
h também em 
adeiasaperiódi
as[35℄. Em ambos os trabalhos, a equação de S
hrödinger dependente do tempofoi resolvida numeri
amente.Interessados em investigar o 
omportamento de dois elétrons sob in�uên
ia de um
ampo elétri
o uniforme e 
onstante, adi
ionamos ao nosso Hamiltoniano (2.10) um termoque representa a in�uên
ia de um 
ampo elétri
o 
onstante e uniforme sobre as partí
ulaspor toda a 
adeia. Assim, temos o Hamiltoniano
H = J

N∑

n=1

∑

σ

(

c†n+1,σcn,σ + c†n,σcn+1,σ

)

+

N∑

n=1

∑

σ

(
−
ǫn +eFn)

c†n,σcn,σ+

N∑

n=1

−

U c†n,↑cn,↑c
†
n,↓cn,↓(2.98)sendo F o 
ampo elétri
o externo, e é a 
arga da partí
ula e n é o operador posição dapartí
ula. Para que possamos estudar o 
omportamento dinâmi
o dos dois elétrons sobefeito do 
ampo, resolveremos a equação de S
hrödinger dependente do tempo

H|ψ〉 = i~
d

dt
|ψ〉 (2.99)Faremos isso a seguir para os 
asos (A1) e (A2).

• Abordagem I(A1)A equação de S
hrödinger dependente do tempo neste 
aso é:
H|ψ(n1, n2)〉s = i~

d

dt
|ψ(n1, n2)〉s (2.100)Instituto de Físi
a - UFAL
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o 49A seguir desenvolveremos 
ada termo.
H|ψ(n1, n2)〉s = J

N∑

n=1

∑

σ

(

c†n+1,σcn,σ + c†n,σcn+1,σ

)

|ψ(n1, n2)〉s
︸ ︷︷ ︸

H7

+

N∑

n=1

∑

σ

(
−
ǫn +eFn)

c†n,σcn,σ|ψ(n1, n2)〉s
︸ ︷︷ ︸

H8

(2.101)
+

N∑

n=1

−

U c†n,↑cn,↑c
†
n,↓cn,↓|ψ(n1, n2)〉s

︸ ︷︷ ︸

H9Tendo em vista que a úni
a diferença entre os Hamiltonianos (2.10) e (2.98) é o termo
orrespondente à in�uên
ia do 
ampo elétri
o, ou seja, os termos H1 e H3 do Hamiltoniano(2.10) são iguais, respe
tivamente, aos termo os termos H7 e H9 do Hamiltoniano (2.98).Assim, faremos os 
ál
ulos a seguir somente para H8. Para n1 = n2:
H8|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

(
−
ǫn +eFn)(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

|ψ(n1, n2)〉s (2.102)
H8|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

(
−
ǫn +eFn)(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

|n1↑, n1↓〉

=
∑

n1,n2

fn1,n2

(
−
ǫn1

+eFn1+
−
ǫn2

+eFn1

)

|n1↑, n1↓〉 (2.103)
H8|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2
2
(
−
ǫn1

+eFn1

)

|ψ(n1, n1)〉 (2.104)De posse das equações (2.19), (2.104) e (2.24), rees
revemos a equação de S
hrö-Instituto de Físi
a - UFAL
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o 50dinger dependente do tempo para elétrons dispostos em sítios iguais 
omo:
i~
d

dt
|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

[

J
(√

2 |ψ(n1, n1 + 1)〉 +
√

2 |ψ(n1 − 1, n1)〉
)

+

(

2
−
ǫn1

+2eFn1+
−

U

)

|ψ(n1, n1)〉
] (2.105)Ao 
onsiderarmos que n2 = n1 + 1, temos:

H8|ψ(n1, n2)〉s =
∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

(
−
ǫn +eFn)(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

× 1√
2

(

|n1↑, n1 + 1↓〉 + |n1 + 1↑, n1↓〉
) (2.106)

H8|ψ(n1, n2)〉s =
∑

n1,n2

fn1,n2

[(
−
ǫn1

+eFn1

) 1√
2

(

|n1↑, n1 + 1↓〉 + |n1 + 1↑, n1↓〉
)

+
(
−
ǫn1+1 +eF (n1 + 1)

) 1√
2

(

|n1↑, n1 + 1↓〉 + |n1 + 1↑, n1↓〉
)](2.107)

H8|ψ(n1, n2)〉s =
∑

n1,n2

fn1,n2

(
−
ǫn1

+eFn1+
−
ǫn1+1 +eF (n1 + 1)

)

|ψ(n1, n1 + 1)〉 (2.108)Com auxílio das equações (2.28)(2.108), es
revemos a equação de S
hrödinger in-dependente do tempo para n2 = n1 + 1 
omo:
i~
d

dt
|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

[

J
(√

2 |ψ(n1 + 1, n1 + 1)〉 + |ψ(n1, n1 + 2)〉

+
√

2|ψ(n1, n1)〉|ψ(n1 − 1, n1 + 1)〉
)

+
(

ǫn1
+ eFn1 + ǫn1+1 + eF (n1 + 1)

)

|ψ(n1, n1 + 1)〉
] (2.109)Tomando agora que n2 = n1 + 2Instituto de Físi
a - UFAL
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H8|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

(
−
ǫn +eFn)

×
(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

) 1√
2

(

|n1↑, n1 + 2↓〉 + |n1 + 2↑, n1↓〉
)

=
∑

n1,n2

fn1,n2

[(
−
ǫn1

+eFn1

) 1√
2

(

|n1↑, n1 + 2↓〉 + |n1 + 2↑, n1↓〉
)

+
(
−
ǫn1+2 +eF (n1 + 2)

) 1√
2

(

|n1↑, n1 + 2↓〉 + |n1 + 2↑, n1↓〉
)](2.110)

H8|ψ(n1, n2)〉s =
∑

n1,n2

fn1,n2

(
−
ǫn1

+eFn1+
−
ǫn1+2 +eF (n1 + 2)

)

|ψ(n1, n1 + 2)〉 (2.111)Utilizando as equações (2.33) e (2.111) para es
rever a equação de S
hrödingerdependente do tempo para n2 = n1 + 2, obtemos
i~
d

dt
|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

[

J
(

|ψ(n1 + 1, n1 + 2)〉 + |ψ(n1, n1 + 3)〉

+ |ψ(n1 − 1, n1 + 2)〉 + |ψ(n1, n1 + 1)〉
)

+
(

ǫn1
+ eFn1 + ǫn1+2 + eF (n1 + 2)

)

|ψ(n1, n1 + 2)〉
] (2.112)Tomando agora que n2 = n1 + 3.

H8|ψ(n1, n2)〉s =
∑

n1,n2

fn1,n2

N∑

n=1

(
−
ǫn +eFn)(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

× 1√
2

(

|n1↑, n1 + 3↓〉 + |n1 + 3↑, n1↓〉
)

=
∑

n1,n2

fn1,n2

[(
−
ǫn1

+eFn1

) 1√
2

(

|n1↑, n1 + 2↓〉 + |n1 + 3↑, n1↓〉
)

+
(
−
ǫn1+3 +eF (n1 + 3)

) 1√
2

(

|n1↑, n1 + 3↓〉 + |n1 + 3↑, n1↓〉
)](2.113)Instituto de Físi
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H8|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

(
−
ǫn1

+eFn1+
−
ǫn1+3 +eF (n1 + 3)

)

|ψ(n1, n1 + 3)〉 (2.114)Com a �nalidade de obtermos a equação de S
hrödinger independente do tempopara n2 = n1 + 3, utilizamos as equações (2.39) e (2.114) para es
rever:
i~
d

dt
|ψ(n1, n2)〉s =

∑

n1,n2

fn1,n2

[

J
(

|ψ(n1 + 1, n1 + 3)〉 + |ψ(n1, n1 + 4)〉

+ |ψ(n1 − 1, n1 + 3)〉 + |ψ(n1, n1 + 2)〉
)

+
(
−
ǫn1

+eFn1+
−
ǫn1+3 +eF (n1 + 3)

)

|ψ(n1, n1 + 3)〉
] (2.115)Considerando nas equações (2.105), (2.109), (2.112) e (2.115) somente os termosnão nulos dos somatórios, e introduzindo as grandezas admensionais

ǫn =

−
ǫn

J
, U =

−

U

J
, e F =

eF

J
(2.116)rees
revemos as equações de S
hrödinger 
omo:

i
d

dt
fn1,n1

=
√

2 fn1,n1+1 +
√

2 fn1−1,n1
+ (2ǫn1

+ U + 2Fn1) fn1,n1
(2.117)para n1 = n2,

i
d

dt
fn1,n1+1 =

√
2 fn1+1,n1+1 + fn1,n1+2 +

√
2 fn1,n1

+ fn1−1,n1+1 +
(

ǫn1
+ Fn1 + ǫn1+1 + F(n1 + 1)

)

fn1,n1+1 (2.118)para n2 = n1 + 1, e para n2 > n1 + 1

i
d

dt
fn1,n2

= fn1+1,n2
+ fn1,n2+1 + fn1−1,n2

+ fn1,n2−1 + (ǫn1
+ Fn1 + ǫn2

+ Fn2) fn1,n2
(2.119)

• Abordagem II(A2)Para uma melhor identi�
ação e visualização dos modelos, renomearemos os termosInstituto de Físi
a - UFAL



2.3 Presença do Campo Elétri
o 53do Hamiltoniano (2.98), de forma a rees
rever este 
omo:
H|Ψ(n1, n2)〉 = J

N∑

n=1

∑

σ

(

c†n+1,σcn,σ + c†n,σcn+1,σ

)

|Ψ(n1, n2)〉
︸ ︷︷ ︸

H10

+
N∑

n=1

∑

σ

(
−
ǫn +eFn)

c†n,σcn,σ|Ψ(n1, n2)〉
︸ ︷︷ ︸

H11

(2.120)
+

N∑

n=1

−

U c†n,↑cn,↑c
†
n,↓cn,↓|Ψ(n1, n2)〉

︸ ︷︷ ︸

H12Assim 
omo foi feito para A1, estudaremos os aspe
tos dinâmi
os dos dois elétrons.Para isso é ne
essário que resolvamos a equação de S
hrödinger dependente do tempo.Comparando os Hamiltonianos (2.10) e (2.98) e re
orrendo aos 
ál
ulos já feitos para estemodelo na seção 2.2.2, pre
isamos 
al
ular somente os termos H11. Considerando os doiselétrons no mesmo orbital at�mi
o, ou seja, n1 = n2, temos:
H11|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(
−
ǫn +eFn)(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

|Ψ(n1, n2)〉 (2.121)
H11|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(
−
ǫn +eFn) (

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

|n1↑, n1↓〉

=
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(
−
ǫn1

eFn1+
−
ǫn1

+eFn1

)

|n1↑, n1↓〉 (2.122)
H11|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

2
(
−
ǫn1

+eFn1

)

|ψ(n1↑, n1↓)〉 (2.123)De posse das equações (2.66), (2.123), (2.61), rees
revemos a equação de S
hrödin-Instituto de Físi
a - UFAL
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o 54ger dependente do tempo para elétrons dispostos em sítios iguais 
omo:
i~
d

dt
|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

[

J
(

|ψ(n1 + 1↑, n1↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉

+ |ψ(n1 − 1↑, n1↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 − 1↓)〉
)

+
(
2

−
ǫn1

+2eFn1+
−

U
)
|ψ(n1↑, n1↓)〉

] (2.124)Considerando agora que n2 = n1 + 1:
H11|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(
−
ǫn +eFn)(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

|n1↑, n1 + 1↓〉

=
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(
−
ǫn1

+2eFn1+
−
ǫn1+1 +2eF (n1 + 1)

)

|ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉(2.125)Con
luímos através das equações (2.71), (2.125) que a equação de S
hrödinger para
n2 = n1 + 1 é:

i~
d

dt
|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

[

J
(

|ψ(n1 + 1↑, n1 + 1↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 + 2↓)〉

+ |ψ(n1↑, n1↓)〉 + |ψ(n1 − 1↑, n1 + 1↓)〉
)

+
(
−
ǫn1

+eFn1

−
ǫn1+1 +eF (n1 + 1)

)

|ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉
] (2.126)Tomando agora que n2 = n1 + 2:

H11|Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(
−
ǫn +eFn)(

c†n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓

)

|n1↑, n1 + 2↓〉

=
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(
−
ǫn1

+eFn1+
−
ǫn1+2 +eF (n1 + 2)

)

|ψ(n1↑, n1 + 2↓)〉(2.127)Instituto de Físi
a - UFAL



2.3 Presença do Campo Elétri
o 55Sabendo que H6 não é válido para este 
aso e tendo em mãos as equações (2.75),(2.127), es
revemos a equação de S
hrödinger para n2 = n1 + 2 
omo:
i~
d

dt
|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

[

J
(

|ψ(n1 + 1↑, n1 + 2↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 + 3↓)〉

+ |ψ(n1 − 1↑, n1 + 2↓)〉 + |ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉
)

+
(
−
ǫn1

+eFn1

−
ǫn1+1 +eF (n1 + 2)

)

|ψ(n1↑, n1 + 2↓)〉
] (2.128)Considerando nas equações (2.124), (2.126) e (2.128) somente os termos não nulosdos somatórios e a
res
endo também as grandezas adimensionais

ǫn =

−
ǫn

J
, U =

−

U

J
e F =

eF

J
(2.129)rees
revemos a equação de S
hrödinger dependente do tempo em função das amplitudesde probabilidade 
omo:

i
d

dt
fn1,n1

= fn1+1,n1
+ fn1,n1+1 + fn1−1, n1 + fn1,n1−1 +

(
2ǫn1

+ 2Fn1 + U
)
fn1,n1(2.130)para n1 = n2

i
d

dt
fn1,n1+1 = fn1+1,n1+1 + fn1,n1+2 + fn1−1,n1+1 + fn1,n1

+
(

ǫn1
+ eFn1 + ǫn1+1 + F(n1 + 1)

)

fn1,n1+1 (2.131)para n2 = n1 + 1 e
i
d

dt
fn1,n1+2 = fn1+1,n1+2 + fn1,n1+3 + fn1−1,n1+2 + fn1,n1+1

+
(

ǫn1
+ Fn1 + ǫn1+2 + F(n1 + 2)

)

fn1,n1+2 (2.132)
Instituto de Físi
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o 56para n2 = n1 + 2. Comparando as três últimas equações, podemos es
rever
i
d

dt
fn1,n2

= fn1+1,n2
+fn1,n2+1 +fn1−1,n2

+fn1,n2−1 +
(

ǫn1
+Fn1 + ǫn2

+Fn2 +Uδn1,n2

)

fn1,n2(2.133)De posse das equações (2.117), (2.118), (2.119) para a abordagem A1 e da equação(2.133) para a abordagem A2, podemos obter informações sobre a evolução temporal dospa
otes de onda eletr�ni
os. De forma a melhorar a estabilidade do algorítimo numéri
o,nós 
onsideramos o poten
ial elétri
o sendo nulo no sítio ini
ial, substituindo Fn1,2 por
F(n1,2−n0

1,2) nas equações de re
orrên
ia (2.117), (2.118), (2.119) e (2.133). Isto produzirásomente um deslo
amento na origem de energia, sem nenhum efeito físi
o.Na resolução das equações diferen
iais anteriormente 
itadas se faz ne
essário oemprego de té
ni
as numéri
as. Para os resultados apresentados no próximo 
apítulo,utilizamos um método baseado na expansão de Taylor do operador evolução temporal
V (∆t):

V (∆t) = exp(iH∆t) = 1 +
no∑

l=1

(iH∆t)l

l!
(2.134)onde H é o Hamiltoniano. A nossa função de onda para um tempo t qualquer é dada por:

|Ψ(∆t)〉 = V (∆t)|Ψ(t = 0)〉 (2.135)Este método nos permite expandir o operador evolução temporal até altas ordens. Nonosso 
aso espe
í�
o, para os resultados apresentados a seguir, trun
amos a expansãopara n0 = 21. Este método pode ser utilizado re
ursivamente de modo a obtermos afunção de onda para um tempo t. Assim, para observarmos o pa
ote de onda num tempo�nal igual aos tempos apresentados no próximo 
apítulo, utilizamos um in
remento detempo ∆t = 0.05. Os valores para a ordem de trun
amento (n0 = 21) e in
remento detempo (∆t = 0.05) foram 
omprovados su�
ientes para 
onservar a norma da função deonda em todo o intervalo de tempo requisitado.
Instituto de Físi
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Capítulo 3Os
ilações de Blo
h para dois elétronsinteragentes
3.1 IntroduçãoNo 
apítulo anterior vimos a in�uên
ia do 
ampo elétri
o sobre um elétron movendo-se em um sistema 
om N átomos. Utilizando um formalismo semi
lássi
o mostramos quea partí
ula �
a 
on�nada numa região do espaço re
ípro
o, 
hamada de primeira zona deBrilloin. No espaço real a partí
ula apresenta um movimento os
ilatório 
om frequên
iadependente do 
ampo externo apli
ado. Apresentaremos a seguir nossos resultados numé-ri
os sobre in�uên
ia de um 
ampo elétri
o em um sistema 
om dois elétrons interagentes.Motivados pela semelhança do 
omportamento do pa
ote de onda eletr�ni
o entre 
ris-tais e sistemas aperiódi
os, apresentaremos nossos resultados não somente para 
adeias
ristalinas, mas também 
adeias aperiódi
as. Nossos resultados sugerem a existên
ia deum tipo pe
uliar de os
ilações de Blo
h para estas partí
ulas interagentes. Além disso,observaremos que existem parti
ularidades no 
omportamento dos pa
otes de onda eletr�-ni
os que dependem das 
ondições ini
iais: posição de 
ada elétron bem 
omo o grau deinteração entre os mesmos. Como foi dito anteriormente, a existên
ia de duas abordagensrela
ionadas ao estudo de dois elétrons interagentes na literatura, nos levou a estudar ofen�meno das os
ilações de Blo
h em ambas as abordagens. Veremos a seguir a existên
iade semelhanças no 
omportamento dos pa
otes de onda eletr�ni
o nas abordagens (A1) e(A2). 57



3.2 Dois elétrons em 
adeias 
ristalinas 583.2 Dois elétrons em 
adeias 
ristalinas3.2.1 Abordagem (A1)No 
apítulo II (seções 2.2.1 e 2.3) foram apresentadas as relações de re
orrên
iapara esta abordagem referentes aos 
asos estáti
o e dinâmi
o. Cada uma será utilizadapara des
rever o sistema em estudo e para obter grandezas que espe
i�quem 
ara
terísti
asdo mesmo. A 
ara
terização dos poten
iais i�ni
os da 
adeia é dada pelo termo ǫn nasequações de re
orrên
ia. Em nosso primeiro estudo, para que tenhamos o efeito da 
rista-linidade no modelo, assumiremos sem nenhuma perda de generalidade, que os poten
iaisi�ni
os serão ǫn = 0. Dessa maneira as energias ǫn serão vistas 
omo referên
ia de energia.A partir das relações de re
orrên
ia, vários métodos podem ser empregados, deforma a obter diversas quantidades que 
ara
terizam o modelo. Para o 
aso esta
ionário,utilizamos o método de diagonalização direta apresentada na seção 2.2.1. Através destemétodo, o Hamiltoniano des
rito pelas equações (2.44),(2.45) e (2.48) é resolvido 
om-puta
ionalmente e as amplitudes de probabilidade são obtidas de forma numeri
amenteexata através de um método de diagonalização de matrizes.Densidade de Estados (DOS)A densidade de estados é de�nida 
omo o número de níveis de energia dentro deum intervalo E + dE, sendo matemati
amente expressa 
omo:
DOS(E) =

∑

j

δ(E − Ej) (3.1)
Ej são os auto-valores obtidos da diagonalização do Hamiltoniano matriz. O número deníveis de energia 
ontido dentro de um intervalo de energia pode ser usado de forma a
onstruir um histograma para a DOS(E). Na �gura 3.1 podemos observar a densidade deestados normalizada em função da energia, para diversos valores de energia de interaçãode Hubbard.Na ausên
ia de interação entre os elétrons (U = 0), observamos a densidade deestados sendo igual à obtida do Hamiltoniano de Anderson tight-binding 2d para umelétron numa rede quadrada. Esta equivalên
ia 
on
orda 
om o trabalho apresentado porClaro, Weitsz e Curilef[31℄. Neste último, os autores propõem uma equivalên
ia entremodelos para N elétrons interagentes numa 
adeia e modelos de um úni
o elétron em NInstituto de Físi
a - UFAL
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Figura 3.1: Densidade de estados obtida de uma 
adeia 
om N = 100 sítios. Para U = 0 adensidade de estados é exatamente a mesma obtida do Hamiltoniano de Anderson tight-binding
2d para um elétron. Para U > 0 observamos o surgimento de uma sub-banda de estados ligados.dimensões, tendo as interfa
es dos planos dimensionais representando a interação. Logo,nosso modelo de dois elétrons interagentes (via interação de Hubbard) é equivalente a umsistema de uma úni
a partí
ula movendo numa rede quadrada. A interação, assim 
omoum poten
ial de interfa
e, atua sobre a diagonal do plano, onde x = y. Na �gura 3.1,per
ebe-se também o surgimento de uma sub-banda para U > 0. Quando U = 2, existeuma superposição da sub-banda de estados ligados 
om a banda de estados não-ligados,o que torna a observação mais 
ompli
ada. De fato, observamos somente uma parte �nalda sub-banda em E ≈ 4. Entretanto, para U = 4, a presença de uma sub-banda �
amais evidente. Quando U = 6, podemos ver a sub-banda totalmente separada da bandade estados não-ligados. Claro et al [31℄ mostraram através de resultados analíti
os, queos limites da banda de estados ligados são dados por U ≤ E ≤

√
U2 + 16J2, sendo J aamplitude de hopping. Além disso, os autores mostram que somente para U > 4J , as duasbandas são 
ompletamente separadas. Tomando 
omo exemplo U = 6, deveríamos ter o

Instituto de Físi
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obrindo o intervalo dado a seguir por:
U ≤ E ≤

√
U2 + 16J2 = 6 ≤ E ≤

√
62 + 16

= 6 ≤ E ≤
√

52

∼= 6 ≤ E ≤ 7.21 (3.2)Vemos que o resultado en
ontrado na equação (3.2) 
on
orda 
om a densidade de estadosapresentada �gura 3.1. Para os 
asos em que U ≤ 4J , 
onstatamos também a superposiçãoentre as bandas de estados estendidos e a banda de estados ligados, além da validade da ex-pressão U ≤ E ≤
√
U2 + 16J2 na determinação da largura da sub-banda. Portanto nossoformalismo numéri
o reproduziu 
om boa pre
isão os resultados existentes na literatura[31℄.Distân
ia Média (d(Ej))A existên
ia da sub-banda de estados ligados apresentada anteriormente pode ser
omprovada através da distân
ia média entre os dois elétrons. Utilizaremos a expressão:

d(Ej) =

N∑

n1

N∑

n2=n1

|n1 − n2||fn1,n2
|2 (3.3)para en
ontrarmos evidên
ias da existên
ia de estados ligados e não-ligados. Estadosligados são estados energéti
os 
om d(Ej) ≈ 0.A �gura 3.2 mostra a distân
ia média d(Ej) entre os dois elétrons para algunsvalores de interação elétron-elétron. Para U > 0 vemos que os auto-estados 
ontidos nasub-banda de estados ligados apresentam pequenas distân
ias. Podemos 
onstatar para

U = 2 a superposição entre estados não interagentes, possuindo uma distân
ia d(Ej)relativamente grande, e estados ligados, 
om uma distân
ia d(Ej) muito pequena. Osresultados apresentados na �gura 3.2 reforçam o indí
io da existên
ia de estados ligados
ontidos numa sub-banda de energia 
om limites U ≤ E ≤
√
U2 + 16J2.A seguir veremos o 
omportamento dinâmi
o dos dois elétrons quando na presençade um 
ampo elétri
o externo 
onstante e uniforme. A existên
ia de estados ligados eestendidos pode apresentar 
ara
terísti
as determinantes no 
omportamento dinâmi
o dedois elétrons. Instituto de Físi
a - UFAL
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Figura 3.2: Distân
ia Média d(Ej) entre dois elétrons obtida de uma 
adeia 
om N = 100sítios. Para U > 0 os auto-estados 
ontidos na sub-banda apresentam pequenas distân
ias d(Ej),re�etindo a natureza ligada destes estados.Posição Média (〈ni(t)〉)Tendo 
omo base a metodologia empregada nas referên
ias [34, 35℄, utilizaremos aposição média
〈ni(t)〉 =

∑

n1,n2

(ni − n0

i )|fn1,n2(t)|2 i = 1, 2 (3.4)para 
ara
terizar o 
omportamento dinâmi
o dos pa
otes de onda eletr�ni
os. Nesta abor-dagem a função de onda para tempo nulo, ou seja, a 
ondição ini
ial, será dada por:
|Φ(t = 0)〉 = |φn0

1
,n0

2
〉 (3.5)onde 
ada elétron é 
olo
ado a uma distân
ia d0 do 
entro da 
adeia (n0

1 − n0
2 = 2d0).Desta forma teremos os elétrons dispostos ini
ialmente eqüidistantes do 
entro da 
adeia.A �gura 3.3 apresenta a posição média 〈ni(t)〉 para dois elétrons numa 
adeia deInstituto de Físi
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Figura 3.3: Lado esquerdo: Posição média 〈ni(t)〉 de dois elétrons numa 
adeia de N = 120sítios, 
om d0 = 0 e na presença de um 
ampo F = 0.5. (a) U = 0; (b) U = 4; (
) U = 10.Lado direito: A transformada de Fourier 〈ni(ω)〉 mostra um 
omportamento os
ilatório 
om afrequên
ia predominante de ω = 2F para U > 0.
N = 120 sítios, dispostos ini
ialmente no mesmo sítio (d0 = 0), sujeitos a um 
ampo elé-tri
o externo de F = 0.5 e interação elétron-elétron 
om valores (a) U = 0; (b) U = 4; (
)
U = 10. A posição média 〈ni(t)〉 mostra que há uma tendên
ia dos elétrons afastarem-seini
ialmente, mantendo um movimento os
ilatório evitando a dupla o
upação. Quando
U = 0, a amplitude das os
ilações é grande, de maneira que os elétrons al
an
em sítiosvizinhos, retornando ao sítio ini
ial devido a presença do 
ampo elétri
o. Através da trans-formada de Fourier 〈ni(ω)〉 podemos observar que neste 
aso os elétrons apresentam um
omportamento os
ilatório 
om frequên
ia predominante de ω = F . Isto se deve à ausên-
ia de interação (U = 0), que permite que os elétrons se 
omportem 
omo independentes.Quando U = 4, a sua posição média apresenta um 
omportamento o
ilatório dos elétronsafastados das suas posições ini
iais, 
ara
terizando a existên
ia de repulsão. A existên
iade estados ligados apresentada anteriormente, provo
a um movimento os
ilatório quase
oerente. Isto pode ser visto no espe
tro da transformada de Fourier, que mostra um 
om-portamento os
ilatório 
om a frequên
ia predominante de ω = 2F . Vemos em (
) que parafortes valores de interação, U = 10, os elétrons também os
ilam afastados das suas posi-ções ini
iais, só que numa es
ala menor de distân
ia. A frequên
ia predominante ω = 2FInstituto de Físi
a - UFAL
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ristalinas 63é entendida 
omo proveniente da existên
ia de estados ligados. Para (b) e (
) observa-sea existên
ia de frequên
ias de os
ilação ω = F , de amplitudes menores, provenientes domovimento os
ilatório dos elétrons não ser totalmente 
oerente. Estes resultados mostrama relevân
ia dos estados ligados no 
omportamento os
ilatório dos elétrons. A existên
iade interação U > 0 provo
a o movimento 
oerente entre os elétrons, se 
omportando 
omouma só partí
ula. Esta a�rmativa asso
iada aos argumentos semi-
lássi
os da equação(2.88), sugerem que os elétrons se 
omportam 
omo uma úni
a partí
ula de 
arga igualà −2e. Esta a�rmação 
om relação a frequên
ia das os
ilações na presença de interaçãoCoulombiana será melhor investigada a posteriori.A análise da transformada de Fourier mostra os
ilações de menor amplitude quantomaior a interação elétron-elétron. Através de argumentos semi-
lássi
os apresentados naseção 2.3, vemos que as amplitudes de os
ilação são propor
ionais a largura da banda. Para
U > 0, observamos a existên
ia de uma banda de estados ligados, tendo uma largura de-�nida pela equação U ≤ E ≤

√
U2 + 16J2 [31℄. Esta última mostra uma 
orrespondên
iaentre o grau de interação e a largura da banda. Quanto maior o grau de interação, menor alargura da banda de estados ligados, justi�
ando o fato das amplitudes de os
ilação seremmenores quanto maiores forem os valores da interação.3.2.2 Abordagem (A2)No 
apítulo anterior, seção (2.2.2), apresentamos a relação de re
orrên
ia para a
onstrução do Hamiltoniano matriz desta abordagem. Assim 
omo no modelo anterior,assumimos ǫn = 0 nas relações de re
orrên
ia 2.82 e 2.133, fazendo 
om que nossa 
adeia setorne 
ristalina. Apli
amos o método de diagonalização direta utilizando rotinas numéri
asda bibliote
a LAPACK de álgebra linear, assim 
omo foi feito para o modelo anterior. Comos resultados obtidos da diagonalização, apresentamos a seguir a densidade de estados(DOS).Densidade de Estados (DOS)Na �gura 3.4 podemos observar a densidade de estados normalizada em função daenergia para diversos valores da energia de interação de Hubbard. Primeiramente podemosobservar a grande semelhança entre a densidade de estados obtida em (A1) e (A2). Estasemelhança 
on
orda 
om o trabalho apresentado por Claro, Weitsz e Curilef [31℄. Nestetrabalho os autores mostram a equivalên
ia entre o modelo de N elétrons interagentesInstituto de Físi
a - UFAL
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Figura 3.4: Densidade de estados normalizada DOS em função da energia para U = 0, 2, 4, 6. A
adeia utilizada possui N = 100 sítios. Para U > 0 observamos o surgimento de uma sub-bandade estados ligados.numa 
adeia e o modelo de um úni
o elétron numa rede de N dimensões. Na ausên
ia deinteração entre os elétrons, a densidade de estados é a mesma obtida do Hamiltoniano deAnderson tigh-binding 2d para um elétron. Também observamos �gura 3.4 o surgimentode uma sub-banda para U > 0. Assim 
omo em (A1), os valores de largura desta sub-banda 
on
ordam 
om a referên
ia [31℄, sendo in
ontestável que essa sub-banda é formadapor estados ligados.Distân
ia Média (d(Ej))A distân
ia média d(Ej) foi utilizada mais uma vez para investigar a existên
ia deestados ligados 
ontidos numa sub-banda gerada pela interação elétron-elétron. Os resul-tados apresentados na �gura 3.6 mostram, para U > 0, a existên
ia de estados energéti
os
uja distân
ia é d(Ej) ≈ 0. Podemos ver que a faixa de energia 
orrespondente a essaspequenas distân
ias são exatamente as mesmas en
ontradas na �gura 3.4. Este 
ompor-tamento é um forte indí
io de que os estados 
ontidos dentro da sub-banda de energia sãoligados.Observamos para (A1) que o 
omportamento os
ilatório dos elétrons está rela
io-Instituto de Físi
a - UFAL
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Figura 3.5: Distân
ia Média d(Ej) entre dois elétrons obtida de uma 
adeia 
om N = 100sítios. Para U > 0 os auto-estados 
ontidos na sub-banda apresentam pequenas distân
ias d(Ej),re�etindo a natureza ligada destes estadosnado 
om o grau de interação entre os mesmos. A existên
ia de estados ligados nos fazpensar que haverá os
ilações nas quais a frequên
ia predominante é ω = 2F , assim 
omovisto em (A1). A seguir apresentaremos resultados 
omprovando a existên
ia deste 
om-portamento também para esta abordagem. No entanto, os resultados a seguir apresentamum estudo mais detalhado, 
om o objetivo de entendermos melhor a in�uên
ia da intera-ção, 
ampo elétri
o e posição ini
ial, sobre a dinâmi
a dos pa
otes de onda eletr�ni
os.Posição Média (〈ni(t)〉)Como des
rito no iní
io da seção, fazemos ǫn = 0 na equação de re
orrên
ia 2.133.Desse modo, utilizando o método baseado na expansão de Taylor do operador evoluçãotemporal des
rito no �nal do 
apítulo anterior, obtemos a posição média de 
ada pa
otede onda eletr�ni
o. Para que possamos entender um pou
o mais sobre o 
omportamentoos
ilatório de dois elétrons interagentes, 
onsideramos ini
ialmente um pa
ote de ondaInstituto de Físi
a - UFAL
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Figura 3.6: Lado esquerdo: Posição média 〈ni(t)〉 de dois elétrons 
om σ = 1, d0 = 10 numa
adeia de N = 120 sítios. Em (a) F = 0.5 e U = 0; (b)F = 0.75 e U = 0; (
) F = 0.5 e U = 4;(d) F = 0.75 e U = 4. Lado direito: A transformada de Fourier 〈ni(ω)〉 mostra o 
omportamentoos
ilatório 
om frequên
ia ω = F .eletr�ni
o 
omo uma função Gaussiana dada por:
〈n1s1, n2s2|Ψ(t = 0)〉 =

1

A(σ)
exp

[

−(n1 − n0
1)

2

4σ2

]

× exp

[

−(n2 − n0
2)

2

4σ2

] (3.6)onde A(σ) é uma 
onstante de normalização e σ é a largura do pa
ote de onda. Istonos possibilita analizar a in�uên
ia da largura do pa
ote de onda sobre a dinâmi
a doselétrons. Na investigação do 
omportamento da sua evolução temporal, 
onsideraremosdois elétrons ini
ialmente dispostos nos orbitais N/2−d0 e N/2+d0. Desta forma teremosos elétrons dispostos ini
ialmente eqüidistantes do 
entro da 
adeia. Utilizando a 
ondiçãoini
ial de�nida através da equação (3.6) podemos simular tanto a 
ondição tipo �delta� (ouseja, σ = 0), quanto uma gaussiana de largura σ. Na abordagem A2, do ponto de vistamatemáti
o e 
omputa
ional, implementar este tipo de 
ondição ini
ial é razoavelmenteestável. Na abordagem A1, a utilização de 
ondições ini
iais distintas da função delta deDira
 é um pou
o mais 
omplexa. Esta é uma das vantagens da abordagem de elétronsdistinguíveis sobre outros formalismos.A �gura 3.6 mostra os resultados da posição média 〈ni(t)〉 (lado esquerdo) e suaInstituto de Físi
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Figura 3.7: Lado esquerdo: Posição média 〈ni(t)〉 de dois elétrons 
om σ = 1, d0 = 0 numa
adeia de N = 120 sítios. Em (a) F = 0.5 e U = 0; (b)F = 0.5 e U = 4 e (
) F = 0.5 e
U = 10. Lado direito: A transformada de Fourier 〈ni(ω)〉 mostra o 
omportamento os
ilatório
om frequên
ia predominante ω = 2F quando U = 4 e ω = F para U = 0 e U = 10.transformada de Fourier 〈ni(ω)〉 (lado direito) para dois elétrons 
om σ = 1, d0 = 10 emuma 
adeia de N = 120 sítios. Em (a) F = 0.5 e U = 0; (b)F = 0.75 e U = 0; (
) F = 0.5e U = 4; (d) F = 0.75 e U = 4. Analizando o espe
tro da transformada de Fourier,observamos para todos os parâmetros de 
ampo F e interação U um 
omportamentoos
ilatório de frequên
ia ω = F . Lembrando que os elétrons estão ini
ialmente distantesum do outro, d0 ≫ σ, vemos que os resultados 
on
ordam 
om a literatura [24, 25, 26℄,pois o movimento os
ilatório 
oerente entre os elétrons se dá somente quando a distân
iaentre os dois é próxima do 
omprimento de lo
alização de uma partí
ula. Na ausên
ia deestados ligados os elétrons se 
omportam 
omo independentes, tendo um 
omportamentoos
ilatório previsto pelos argumentos semi-
lássi
os apresentados na seção 2.3. Podemosver ainda que as amplitudes de os
ilação variam 
om respeito ao 
ampo elétri
o externo,
on
ordando 
om os argumentos semi-
lássi
os apresentados na seção 2.3, equação (2.96).Na �gura 3.7 mostramos os resultados da posição média 〈ni(t)〉 (lado esquerdo) esua transformada de Fourier 〈ni(ω)〉 (lado direito) para dois elétrons 
om σ = 1, d0 = 0numa 
adeia de N = 120 sítios. Em (a) F = 0.5 e U = 0; (b)F = 0.5 e U = 4; (
) F = 0.5e U = 10. Instituto de Físi
a - UFAL
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ristalinas 68Para U = 0, observamos um 
omportamento os
ilatório 
om frequên
ia ω = F ,devido ao fato dos elétrons se 
omportarem 
omo independentes na ausên
ia de interação.Para U = 4, vemos que a a frequên
ia de os
ilação predominante é ω = 2F , 
omportamentosemelhante ao en
ontrado utilizando a abordagem A1. Atribuímos este fato à existên
iade estados ligados. No entanto, quando U = 10, temos uma frequên
ia predominante de
ω = F , 
omportamento diferente do apresentado na abordagem anterior. Observamostambém que a amplitude de os
ilação diminui à medida que o grau de interação aumenta.Este resultado 
on
orda 
om os argumentos semi-
lássi
os apresentados anteriormente ea literatura [31℄. O surgimento de frequên
ias ω = 2F e ω = F nas �guras 3.6b e3.6
 respe
tivamente, mostra um 
omportamento os
ilatório dominado por estados ligadosou estados estendidos. Em 3.6b os estados ligados dominam o movimento dos elétrons,enquanto que em 3.6
 o movimento é dominado pelos estados estendidos.O 
omportamento os
ilatório para U = 10 diferente entre A1 e A2 nos levou aexaminarmos a in�uên
ia da interação elétron-elétron na observação do fen�meno de duplafrequên
ia predominante. Para isto, investigamos a média temporal da probabilidade dedupla o
upação, dada pela equação

P2 =
N∑

j=1

〈|fj,j|2〉 (3.7)para uma es
ala de energia de interação U .A �gura 3.8 apresenta a in�uên
ia da interação para pa
otes de onda de diversaslarguras (σ = 0, 1, 2, 3), sujeitos à um 
ampo elétri
o externo de F = 0.5. Consideramosos pa
otes de onda eletr�ni
os ini
ialmente num mesmo orbital i�ni
o lo
alizado no 
entroda 
adeia. Quando σ = 0, o pa
ote de onda se torna uma função delta, assim 
omona abordagem apresentada anteriormente. A dupla o
upação ini
ial é igual à unidade,ou seja, P2(t = 0) = 1. Vemos, mesmo na ausên
ia de interação, uma probabilidade dedupla o
upação diferente de zero. Este fato é 
onsequên
ia do 
ampo elétri
o apli
ado,fazendo 
om que os elétrons os
ilem em torno da sua posição ini
ial. Quando U = 0, 
omofoi mostrado anteriormente, os pa
otes de onda difundem-se independentemente, emboraretornem à sua posição ini
ial devido a presença do 
ampo elétri
o externo. Para valoresde U > 0, o surgimento de estados ligados 
orrela
ionam o movimento dos dois elétrons.Re
orrendo a �gura 3.4, vemos que grandes valores de interação provo
am a existên
iade uma sub-banda 
omposta apenas por estados ligados. Isto torna o 
omportamentoInstituto de Físi
a - UFAL
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Figura 3.8: Probabilidade de dupla o
upação P2 =
∑N

j=1
〈|fj,j|2〉 em função da energia deinteração U para σ = 0, 1, 2, 3. Para pa
otes de onda de larguras �nitas observa-se um valor deenergia U onde a probabilidade de dupla o
upação é máxima.dinâmi
o dos elétrons mais 
oerente à medida que a energia de interação U 
res
e. Destemodo, probabilidade de dupla o
upação permane
erá sendo igual à unidade quando oselétrons possuírem forte grau de interação.Nos 
asos em que os pa
otes de onda possuem uma largura �nita, P2(t = 0) < 1. Ospa
otes de onda eletr�ni
os 
omportam estados ligados, e estados estendidos. Enquantoa interação favore
e a dinâmi
a 
oerente dos elétrons, seu 
aráter repulsivo aumenta alargura do pa
ote de onda. No entanto, o aumento da largura do pa
ote provo
a a dimi-nuição da probabilidade de dupla o
upação, já que estes são oriundos da superposição deestados ligados. Esta 
ompetição entre o movimento 
oerente e a repulsão entre os elétronsé observado na �gura 3.8, onde vemos a probabilidade de dupla o
upação ser maior paravalores próximos de U = 4. A energia de interação U 
orrespondente ao máximo da pro-babilidade de dupla o
upação representa também a situação físi
a de máxima 
oerên
iaentre o hopping dos elétrons.

Instituto de Físi
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3.3 Dois elétrons em 
adeias aperiódi
as 703.3 Dois elétrons em 
adeias aperiódi
asNas duas primeiras seções deste 
apítulo estudamos o 
omportamento de dois elé-trons interagentes, sob in�uên
ia de um 
ampo elétri
o externo, em 
adeias 
ristalinas. Aexistên
ia de alguns trabalhos rela
ionados à os
ilações de Blo
h em sistemas unidimen-sionais não periódi
os motivou o estudo apresentado a seguir. Um destes trabalhos foidesenvolvido por Lyra et al [34℄ que en
ontraram evidên
ias da existên
ia de os
ilaçõesde Blo
h em 
adeias 1d 
ujos poten
iais possuem uma desordem 
orrela
ionada de longoal
an
e. Tivemos também 
omo motivação o estudo de F.A.B.F. de Moura et al [35℄, ondeapresentam resultados sobre o 
aráter dinâmi
o de um elétron, numa 
adeia aperiódi
a,sob in�uên
ia de um 
ampo elétri
o. Os autores observaram o fen�meno de os
ilaçõesde Blo
h para alguns parâmetros de formação da aperiodi
idade dos poten
iais. Estesparâmetros, 0 < ν < 1 e 0 < V < 2, são referentes a uma faixa de estados estendidospróximos ao 
entro da banda[17℄(ver seção 1.4).Os resultados a seguir 
orrespondem ao estudo de dois elétrons de spins opostosnuma 
adeia quasi-
ristalina sujeita a um 
ampo elétri
o externo 
onstante e uniforme.Esperamos que a presença da interação elétron-elétron, asso
iada à presença do 
ampoelétri
o e da aperiodi
idade dos poten
iais i�ni
os, mostrem novos aspe
tos para o 
om-portamento dinâmi
o dos pa
otes de onda eletr�ni
os. É importante salientar que todasas té
ni
as numéri
as (diagonalização de matrizes e resolução da equações diferen
iais)utilizadas nos estudos a seguir foram as mesmas empregadas no estudo de 
adeias 
rista-linas.3.3.1 Abordagem (A1)Para que tenhamos um modelo de uma 
adeia aperiódi
a, 
onsideraremos os poten-
iais dos sítios (ǫn), nas equações de re
orrên
ia (2.44)(2.45)(2.48) e (2.117)(2.118)(2.119),sendo regidas pela equação:
ǫn = V cos(2παnν) (3.8)Para o 
aso de um úni
o elétron, essa aperiodi
idade representa um 
aráter importante nadinâmi
a dos pa
otes de onda, rela
ionada prin
ipalmente à lo
alização ini
ial dos pa
otesde onda[35℄. Instituto de Físi
a - UFAL
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Figura 3.9: Densidade de estados obtida de uma 
adeia de N = 100 sítios para dois elétronsinteragentes sujeitos ao poten
ial aperiódi
o, do tipo equação (3.8), 
om parâmetros V = 1.5,
2πα = 1.0 e ν = 0.5. Para U > 0 observamos a extensão da largura da banda, indi
ando aexistên
ia de estados ligados.Densidade de Estados (DOS)Conforme foi dito anteriormente, a densidade de estados nos informa sobre a quan-tidade de níveis energéti
os 
ontidos num intervalo de energia E+dE. Na �gura 3.9 temosa densidade de estados normalizada, em função da energia, para diversos valores de ener-gia de interação de Hubbard. Ini
ialmente, 
omparando as �guras 3.9 e 3.1, observamosuma mudança na estrutura da densidade de estados. No 
aso 
ristalino, a DOS apresentauma superfí
ie a
hatada nas extremidades que são determinadas pela largura da banda deBlo
h. A presença de desordem nos poten
iais provo
a o surgimento de estados lo
aliza-dos, elementos não presentes na estrutura 
ristalina. Podemos observar que para o modelo
om aperiodi
idade, a estrutura da densidade de estados é suave para valores de energianas extremidades da banda. A largura da faixa de energias permitidas é in�uen
iadaagora pela amplitude do poten
ial V 1, assim 
omo no modelo de Anderson. Na ausên
iade interação, U = 0, vemos que a banda de energia é formada por estados estendidos1A amplitude do poten
ial utilizada em nosso modelo é V = 1.5.Instituto de Físi
a - UFAL
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ompreendidos no 
entro da banda; e estados lo
alizados - presentes nos extremos dabanda. Para U > 0 nota-se o aumento da largura da banda para valores de energia maioresque zero. Este aumento de energia está diretamente rela
ionado à existên
ia de estadosligados, assim 
omo no 
aso 
ristalino mostrado anteriormente. Outro aspe
to presente na�gura 3.9 é o não surgimento de uma sub-banda de estados ligados isolada quando U = 6,
omo no 
aso 
ristalino. Na presença da desordem, a superposição dos níveis energéti
ospermitidos para 
ada átomo não o
orre de maneira 
oesa, 
omo em estruturas 
ristalinas.A diferença entre os níveis energéti
os para 
ada átomo enfraque
e a formação de ban-das e 
onsequentemente, diminui a existên
ia de energias proibidas. A baixa densidadede estados para estados ligados nos leva a pensar que estes terão menor in�uên
ia nadinâmi
a dos pa
otes de onda eletr�ni
os que para o 
aso 
ristalino. Para investigarmostal in�uên
ia apresentaremos a seguir resultados da posição média dos pa
otes de ondaeletr�ni
os.Posição Média (〈ni(t)〉)Assim 
omo na seção 3.2.1, apresentaremos resultados sobre o 
omportamento di-nâmi
o de dois pa
otes de onda eletr�ni
os representados por funções delta, de modo quetenham 
omo 
ondição ini
ial uma distân
ia d0 do 
entro da 
adeia. Desta forma teremosos elétrons dispostos ini
ialmente eqüidistantes do 
entro da 
adeia. Os resultados a seguirsão para uma 
adeia aperiódi
a de N = 100 sítios, 
om parâmetros V = 1.5; 2πα = 1.0;
ν = 0.5 na presença de um 
ampo elétri
o F = 0.5.Na �gura 3.10 temos a posição média 〈ni(t)〉 e a transformada de Fourier 〈ni(ω)〉para os valores de interação de Hubbard (a) U = 0; (b) U = 4.5 e (
) U = 10. Podemosobservar uma grande semelhança entre o 
omportamento dos elétrons em 
adeias 
ristalinae 
adeias aperiódi
as, quando estas últimas se en
ontram na zona de estados estendidos.A transformada de Fourier nos mostra que na ausên
ia de interação os elétrons, há um
omportamento os
ilatório apresentando uma frequên
ia predominante ω ≃ F . Na pre-sença de interação, a frequên
ia predominante de os
ilação dos elétrons é ω ≃ 2F . Estesresultados mostram a in�uên
ia dos estados ligados no movimento os
ilatório dos elétrons.O hopping dos elétrons é feito de maneira 
oerente na existên
ia de estados ligados, mesmo
omportamento observado para as 
adeias 
ristalinas (ver �gura 3.3). Entretanto, nota-se uma pequena diferença na frequên
ia de os
ilação, fator não presente nos resultadosapresentados para 
adeias 
ristalinas. Este fato é 
onsequên
ia da força de 
ampo lo
alproduzida pela aperiodi
idade do poten
ial sobre o elétron ini
ialmente disposto num dadoInstituto de Físi
a - UFAL
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Figura 3.10: Lado esquerdo: Posição média 〈ni(t)〉 de dois elétrons numa 
adeia aperiódi
a dotipo equação (3.8), 
om parâmetros V = 1.5, 2πα = 1.0, ν = 0.5 e N = 100 sítios. Os elétronsestão ini
ialmente em d0 = 0 e sob a in�uên
ia de F = 0.5. (a) U = 0; (b) U = 4.5; (
)
U = 10. Lado direito: A transformada de Fourier 〈ni(ω)〉 mostra um 
omportamento os
ilatório
om frequên
ia predominante de ω ≃ 2F para U > 0.sítio. O 
ampo total para a posição n0 é dado por um 
ampo efetivo Fef dado por:

Fef =
dǫn
dn

+ F (3.9)A existên
ia deste 
ampo efetivo Fef foi apresentada em [35℄. Os autores mostraram ain�uên
ia do 
ampo efetivo, apresentando resultados para elétrons dispostos ini
ialmenteem diversas posições da 
adeia. Vejamos na �gura 3.11a uma sequên
ia aperiódi
a depoten
iais, igual à equação (3.8), para uma 
adeia de N = 100 sítios e em 3.11b vemos suaderivada. Lembremos que os elétrons da �gura 3.10 estão ini
ialmente no 
entro da 
adeia,ou seja, n0
1,2 = 50. Quando U = 0, os dois elétrons se 
omportam 
omo independentes,tendo um 
ampo efetivo igual à

F 1,2
ef =

dǫn
dn

+ F = −0.08 + 0.5 = 0.42, (3.10)
on
ordando 
om o resultado apresentado na �gura 3.10.Instituto de Físi
a - UFAL
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Figura 3.11: (a) Poten
ial aperiódi
o do tipo equação (3.8) 
al
ulado 
om parâmetros V = 1.5,
2πα = 1.0 e ν = 0.5 para uma 
adeia de N = 100 sítios. (b) A derivada do poten
ial mostra quequanto maior o índi
e do sítio, menor o seu máximo lo
al.Vimos para o 
aso 
ristalino, este 
on
ordando 
om a literatura [24, 25, 26℄, quea existên
ia de estados ligados se dá somente quando a distân
ia entre os dois é próximado 
omprimento de lo
alização de uma partí
ula. Quando os elétrons estão ini
ialmenteno mesmo sítio, a existên
ia de interação U > 0 provo
a um hopping 
oerente entre oselétrons, se 
omportando 
omo uma só partí
ula. Da mesma forma que em 3.2.1, oselétrons se 
omportam 
omo um a úni
a partí
ula de 
arga igual −2e. O 
ampo efetivosobre os dois elétrons ligados então se torna:

F lig
ef = −0.16 + 1.0 = 0.84 (3.11)
on
ordando 
om os resultados apresentados na �gura 3.10.3.3.2 Abordagem (A2)Para o 
aso 
ristalino, foi observado uma grande semelhança entre as abordagensA1 e A2. Com o objetivo de fundamentar mais ainda os resultados apresentados noestudo das duas abordagens, apresentaremos a seguir resultados para 
adeias aperiódi
asInstituto de Físi
a - UFAL
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Figura 3.12: Densidade de estados obtida de uma 
adeia de N = 100 sítios para dois elétronsinteragentes numa 
adeia aperiódi
a 
om parâmetros V = 1.5, 2πα = 1.0 e ν = 0.5. Para U > 0observa-se o surgimento de estados ligados.utilizando a abordagem A2. Ini
ialmente, 
onsideramos os poten
iais dos sítios (ǫn), nasequações de re
orrên
ia 2.82 e 2.133, sendo regidos segundo a equação 3.8.Densidade de Estados (DOS)Na �gura 3.12 apresentamos a densidade de estados normalizada (DOS) para algunsvalores de interação de Hubbard, U = 0, 2, 4, 6. Podemos notar uma grande semelhançaentre 3.12 e 3.9. Para estruturas 
ristalinas, observou-se uma equivalên
ia entre o modelode N elétrons interagentes numa estrutura unidimensional e o modelo de um úni
o elétronem N dimensões [31℄. Observando a grande semelhança entre as densidades de estadosapresentadas pelas abordagens A1 e A2, propomos que haja uma equivalên
ia entre onosso modelo e um modelo de um úni
o elétron numa rede quadrada aperiódi
a, 
om umpoten
ial de interação presente na diagonal entre os planos x = y.Na ausên
ia de interação entre os elétrons (U = 0), a largura da faixa de energiaspermitidas está rela
ionada à amplitude do poten
ial V = 1.5. Observa-se a existên-
ia de estados estendidos - 
ompreendidos no 
entro da banda; e estados lo
alizados -Instituto de Físi
a - UFAL
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ompreendidos nas extremidades da banda. A presença de interação (U > 0) provo
a oapare
imento de estados ligados, 
om energia propor
ional à energia de interação.Posição Média (〈ni(t)〉)Dada a equação de re
orrên
ia 2.133, 
om os poten
iais ǫn dados pela equação 3.8,obtemos a posição média dos pa
otes de onda eletr�ni
os. Assim 
omo foi feito em 3.2.2,
onsideramos ini
ialmente que 
ada pa
ote de onda seja representado por uma funçãoGaussiana dada por
〈n1s1, n2s2|Ψ(t = 0)〉 =

1

A(σ)
exp

[

−(n1 − n0
1)

2

4σ2

]

× exp

[

−(n2 − n0
2)

2

4σ2

] (3.12)onde A(σ) é uma 
onstante de normalização; investigando a sua evolução temporal. Asposições ini
iais dos pa
otes de onda (n0
1, n

0
2) são es
olhidas sendo (N/2 − d0, N/2 + d0),para que os elétrons estejam dispostos eqüidistantes do 
entro da 
adeia.A �gura 3.13 mostra resultados da posição média 〈ni(t)〉 e da sua transformadade Fourier 〈ni(ω)〉 para dois elétrons 
om σ = 1, d0 = 10 numa 
adeia aperiódi
a de

N = 100, 
om parâmetros V = 1.5, 2πα = 1.0 e ν = 0.5. Em (a) F = 0.5 e U = 0;(b) F = 0.75 e U = 0; (
) F = 0.5 e U = 4; (d) F = 0.75 e U = 4. A posição médiaindi
a que os elétrons os
ilam em torno da sua posição ini
ial, 
omo no 
aso 
ristalino. Noentanto, observa-se que o padrão de os
ilação para os dois pa
otes são diferentes, fato quenão o
orria no 
ristal. Este fato é 
onsequên
ia do 
ampo lo
al ser diferente para as duasposições ini
iais. Para uma melhor visualização, re
orremos à �gura 3.11, onde podemosver o 
omportamento do poten
ial e do 
ampo lo
al, para as posições ini
iais do pa
otede onda. Como d0 = 10 numa 
adeia de N = 100 sítios, temos os elétrons ini
ialmentelo
alizados nos sítios 40 e 60. Utilizando a equação (3.9), o 
ampo efetivo para o elétronposi
ionado ini
ialmente no sítio 40 é dado por:
F 1

ef =
dǫn
dn

+ F = −0.02 + F (3.13)e para o elétron posi
ionado ini
ialmente no sítio 60 igual à
F 2

ef = −0.09 + F (3.14)sendo F o 
ampo elétri
o externo. O efeito do 
ampo lo
al é melhor entendido ao visuali-Instituto de Físi
a - UFAL
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Figura 3.13: Lado esquerdo: Posição média 〈ni(t)〉 de dois elétrons 
om σ = 1, d0 = 10. Em (a)
F = 0.5 e U = 0; (b) F = 0.75 e U = 0; (
) F = 0.5 e U = 4; (d) F = 0.75 e U = 4. Lado direito:Transformada de Fourier 〈ni(ω)〉 mostra o 
omportamento os
ilatório 
om frequên
ia ω = F .zarmos o espe
tro da transformada de Fourier. Vemos 
laramente dois pi
os de os
ilação,
orrespondendo à frequên
ia de os
ilação de 
ada elétron. Os valores de frequên
ia ω sãoen
ontrados substituindo os valores do 
ampo elétri
o externo nas equações (3.13) e (3.14).Outro aspe
to importante apresentado na �gura 3.13 é o 
omportamento os
ilatório 
omfrequên
ia ω ≈ F , independente da interação elétron-elétron. Este fato, proveniente dadistân
ia ini
ial entre os dois elétrons ser muito maior que o 
omprimento de lo
alizaçãode um elétron, 
on
orda 
om a literatura[24, 25, 26℄. Além disso, vemos que a amplitudede os
ilação é menor para valores de 
ampo maiores, 
on
ordando 
om os argumentossemi-
lássi
os apresentados na seção 2.3, equação (2.96).Na �gura 3.14 podemos ver os resultados, da posição média e da transformada deFourier, referentes à dois elétrons lo
alizados ini
ialmente no mesmo sítio, ou seja, d0 = 0.Além disso, estes últimos se en
ontram numa 
adeia aperiódi
a de N = 100 sítios tendo
omo parâmetros V = 1.5, 2πα = 0.5 e ν = 0.5. Vemos em (a) F = 0.5 e U = 0; (b)
F = 0.5 e U = 4.5 e (
) F = 0.5 e U = 10. Na ausên
ia de interação notamos um
omportamento os
ilatório 
om frequên
ia ω ≈ F para 
ada elétron. Apesar de estaremini
ialmente no mesmo sítio, a ausên
ia de interação faz 
om que os elétrons tenhammovimentos independentes. Quando U = 4.5, a frequên
ia de os
ilação predominante paraInstituto de Físi
a - UFAL
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Figura 3.14: Lado direito: Posição média 〈ni(t)〉 de dois elétrons numa 
adeia aperiódi
a de
N = 120 sítios, ini
ialmente dispostos no sítio N = 50. Lado esquerdo: Transformada de Fourier
〈ni(ω)〉 apresenta uma frequên
ia de os
ilação ω ≈ 2F para valores intermediários de interação.os dois pa
otes eletr�ni
os é ω ≈ 2F . Neste 
aso, a existên
ia de interação asso
iada ao fatode estarem ini
ialmente no mesmo sítio, faz 
om que os elétrons possuam estados ligados.Os estados ligados provo
am um 
omportamento os
ilatório 
oerente, 
omo se fossem umaúni
a partí
ula de 
arga −2e. A existên
ia de uma frequên
ia de os
ilação ω ≈ F de menoramplitude mostra que mesmo possuindo estados ligados, não há uma 
oerên
ia total dehopping, existindo uma os
ilação referente a 
ada elétron individualmente. A in�uên
iado 
ampo lo
al pode ser visto na transformada de Fourier, mostrando uma variação dafrequên
ia de os
ilação. Dos argumentos semi-
lássi
os apresentados na seção 2.3, sabemosque valores da amplitude de os
ilação são propor
ionais à largura da banda. Observandoque a amplitude de os
ilação de
res
e em função do aumento da interação, 
on
luímos quea largura da banda de estados ligados diminui à medida que a interação aumenta.Para estados 
om forte interação a frequên
ia de os
ilação dominante é ω ≈ F . Parainvestigarmos este efeito, assim 
omo no 
aso 
ristalino, 
al
ulamos a média temporal daprobabilidade de dupla o
upação para pa
otes de onda de diversas larguras, sujeitas àum 
ampo elétri
o externo de F = 0.5. A �gura 3.15 apresenta a probabilidade de duplao
upação para pa
otes de onda 
om diversas larguras, situados ini
ialmente no mesmosítio, ou seja, d0 = 0. Quando σ = 0, o pa
ote de onda se torna uma função delta, igualInstituto de Físi
a - UFAL
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Figura 3.15: Probabilidade de dupla o
upação P2 =
∑N

j=1
〈|fj,j|2〉 em função da energia deinteração U para σ = 0, 1, 2, 3. Observa-se um valor máximo para P2 para valores de U ≈ 4.ao pa
ote de onda utilizado na abordagem A1. Dessa forma temos uma probabilidade dedupla o
upação ini
ial é: P2(t = 0) = 1.Notamos, mesmo na ausên
ia de interação, a existên
ia de uma probabilidade dedupla o
upação diferente de zero. Este fen�meno é de
orrente da in�uên
ia do 
ampoelétri
o apli
ado, que faz os elétrons os
ilarem em torno da sua posição ini
ial. Devido asua 
ondição ini
ial, quando U > 0, a existên
ia de estados ligados induz um movimento
oerente entre os elétrons. A medida que a interação 
res
e, os estados ligados tornam-semais in�uentes, provo
ando um movimento os
ilatório 
ada vez mais 
oerente entre ospa
otes de onda eletr�ni
os. Desse modo, para grandes valores de interação, P2 = 1.Quando os pa
otes de onda possuem uma largura �nita, P2 < 1. Os pa
otes de onda
omportam estados ligados - presentes no 
entro do pa
ote de onda; e estados estendidos- dipostos nas extremidades do pa
ote de onda eletr�ni
o. Como 
onsequên
ia, podemosnotar, mesmo na ausên
ia de interação, que a probabilidade de dupla o
upação de pa
otesde onda de largura �nita é menor que do pa
ote de onda 
om σ = 0. Quando a interaçãose faz presente, esta induz a um 
omportamento dinâmi
o 
oerente entre os elétrons,enquanto o seu 
aráter repulsivo aumenta a largura do pa
ote de onda. Quanto maior alargura do pa
ote de onda, maior a quantidade de estados estendidos, impli
ando numaInstituto de Físi
a - UFAL
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adeias aperiódi
as 80menor probabilidade de dupla o
upação. A 
ompetição entre o movimento 
oerente e arepulsão entre os elétrons apresenta um valor máximo para valores de interação próximosà 4. Para valores de interação maiores, o 
aráter repulsivo domina o 
omportamento dospa
otes de onda, aumentando a largura dos pa
otes e 
onsequentemente diminuindo aprobabilidade de dupla o
upação.
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Capítulo 4Con
lusões e Perspe
tivasNos 
apítulos anteriores foram apresentados vários trabalhos rela
ionados ao trans-porte eletr�ni
o. É notável o surgimento de novos ingredientes, visando 
ada vez mais a
ompreensão e aprimoramento do 
onhe
imento sobre o 
omportamento de elétrons emdiversos sistemas. Assim 
omo a presença de desordem, a interação elétron-elétron e ain�uên
ia de um 
ampo externo tem grande relevân
ia no 
omportamento do pa
ote deonda eletr�ni
o. Motivados por estudos que mostram o 
omportamento do elétron sujeito aestes ingredientes, desenvolvemos o estudo apresentado nessa dissertação. Apresentaremosa seguir, de maneira sus
inta, os prin
ipais resultados obtidos.O objeto de estudo dessa dissertação foi o 
omportamento de dois elétrons intera-gentes, sujeitos à um 
ampo elétri
o externo, em estruturas unidimensionais 
ristalinas eaperiódi
as. A existên
ia, na literatura, de duas abordagens diferentes rela
ionadas ao es-tudo de elétrons interagentes despertou nosso interesse em estudar ambos os modelos. Emuma das abordagens, os elétrons possuem o mesmo estado de spin, tendo então uma funçãode onda espa
ialmente simétri
a (A1). A outra abordagem trata os elétrons 
omo total-mente distinguíveis (A2). Os resultados en
ontrados mostram uma grande semelhançaentre as duas abordagens, independente de ser para o 
aso 
ristalino ou aperiódi
o.A densidade de estados das duas abordagens, na ausên
ia de interação, apresentaum aspe
to igual ao do modelo de Anderson tight-binding 2d para um elétron. Ao inves-tigarmos este fato, vimos que isto é proveniente da equivalên
ia entre modelos de N elé-trons interagentes em uma dimensão e modelos 
om um úni
o elétron em N dimensões[31℄.Quando U > 0, vimos o surgimento de uma sub-banda de estados ligados, 
on
ordando
om os resultados analíti
os desenvolvidos em [31℄. Além disso, nossos resultados mostram81



82que a in�uên
ia dos estados ligados se dá quando a distân
ia entre os dois elétrons é pró-xima do 
omprimento de lo
alização de um úni
o elétron, 
on
ordando 
om os trabalhos[24, 25, 26℄.Utilizando na abordagem A2 pa
otes de onda eletr�ni
os 
om largura �nita, vimosque os estados ligados nem sempre dominam o movimento dos elétrons. Para pa
otesde onda representados por uma função delta, veri�
ou-se um aumento da probabilidadede en
ontrarmos dois elétrons no mesmo orbital quanto maior for a interação elétron-elétron. Para pa
otes de onda 
om largura �nita, a probabilidade de dupla o
upaçãoapresenta um valor máximo para U �nito. É importante lembrar que os pa
otes de ondade largura �nita 
omportam estados ligados e estendidos. Enquanto a interação favore
euma dinâmi
a 
oerente dos elétrons, seu 
aráter repulsivo aumenta a largura do pa
otede onda, provo
ando assim uma diminuição na probabilidade de dupla o
upação. Parapa
otes de onda de largura nula, representados por uma função delta, vemos em ambas asabordagens, um aumento da probabilidade de dupla o
upação quanto maior for a interação.Quando os estados ligados dominam o movimento dos elétrons, observou-se que afrequên
ia de os
ilação predominante é ω = 2F . Utilizando os argumentos semi-
lássi
osapresentados no segundo 
apítulo, 
on
luímos que os dois elétrons se 
omportam 
omouma úni
a partí
ula ligada de 
arga −2e. Quando os estados ligados não dominam omovimento, os elétrons os
ilam 
om frequên
ia ω = F , indi
ando um movimento nãoa
oplado.Os resultados obtidos do sistema aperiódi
o apresentam grande semelhança 
om o
aso 
ristalino. A densidade de estados mostra um alargamento da faixa de energias per-mitidas, fator 
ara
terísti
o de estruturas não-
ristalinas. Nota-se a existên
ia de estadoslo
alizados nas extremidades da banda e estados estendidos no 
entro da mesma. Quandoo valor da interação elétron-elétron é maior que zero, nota-se uma sub-banda de estadosligados, 
om valores próximos da energia de interação U . No entanto, 
omo a superposiçãodos níveis energéti
os de 
ada átomo não é feita de maneira 
oesa, não observamos maisuma separação entre as bandas de energia para grandes valores de U .Vimos para alguns valores de interação, um 
omportamento os
ilatório 
oerente en-tre os elétrons. Quando os estados ligados dominam o movimento, a frequên
ia de os
ilaçãopredominante se torna ω ≃ 2F . Quando os estados estendidos dominam o movimento, oselétrons os
ilam quase independentes, apresentando uma frequên
ia de os
ilação ω ≃ F .A diferença entre a frequên
ia de os
ilação e o 
ampo elétri
o é proveniente da in�uên
iado 
ampo efetivo, 
on
ordando 
om o trabalho de Moura et al [35℄. A probabilidade deInstituto de Físi
a - UFAL



83en
ontrarmos os dois elétrons no mesmo orbital apresenta o mesmo 
omportamento vistopara 
adeias 
ristalinas. Quanto maior a largura do pa
ote de onda, menor a probabilidadede dupla o
upação, tendo esta um valor máximo para U ≈ 4.Apesar dos resultados anteriores mostrarem um 
omportamento semelhante entreas abordagens A1 e A2, pretendemos investigar mais profundamente a abordagem A1. O
omportamento de dois elétrons interagentes em sistemas 2d também apresentam fen�me-nos importantes, podendo ser futuramente um alvo para nossos estudos.
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A1 - Trabalhos Submetidos
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