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Resumo

O trabalho inicia com uma revisao sobre o conceito de velocidade de grupo e de
fase, e uma breve discussao do que ocorre quando um pulso se propaga num meio dis-
persivo. Em seguida, fazemos um estudo da equacao de onda de Helmholtz, seguido por
uma descricao do modelo de Drude-Lorentz para a susceptibilidade elétrica. Durante
este estudo exploramos as relagoes que existem entre a parte real e imagindria da cons-
tante dielétrica, através da relacao de Kramers-Kronig. Além disso, discutimos o que é
necessério na obtencao deste tipo de relacao além do principio de causalidade. Apresenta-
mos os seguintes sistemas fisicos nos quais é possivel obter regioes com dispersao anémala:
sistema com inversao de populagao, com ganho assistido e cristal fotonico.

Com o objetivo de aprofundar o entendimento das ferramentas matemdticas usadas
no estudo da propagacao de pulsos, revisamos os métodos de Fourier, de Laplace e de
Green. Aplicamos estes métodos na equacao de onda para mostrar como os mesmos
tornam o problema mais simples de ser resolvido. Por fim, estudamos as condigoes de
Cauchy-Riemann e a analiticidade de funcoes reais e imagindrias.

Estudamos a propagacao de um pulso Gaussiano e de um pulso com suporte compacto,
na regiao de dispersao anéomala. Mostramos que um pulso Gaussiano se propaga com uma
velocidade de grupo maior que a velocidade da luz no véacuo, e que o resultado obtido é o
mesmo se usarmos somente a parte real do indice de refracao ou se usarmos a expressao
completa no estudo da propagacao. No caso de um pulso com suporte compacto vimos que
isto nao é verdade. Percebemos ainda que na propagacao do pulso com suporte compacto
os pontos nao analiticos nunca excedem a velocidade da luz no vdcuo. Associando a
informacao a pontos nao analiticos mostramos ser impossivel enviar informacao mais

rapida que a luz no vacuo.



Abstract

The work begins with a review on the concept of group and phase velocity, and a dis-
cussion about pulses propagation in dispersive media. After that, we are going to study
the Helmholtz equation, followed by Drude-Lorentz’s model description of electric suscep-
tibility. In this study we have analyzed the relations between the real and imaginary part
of the dielectric constant, using Kramers-Kronig relations. Moreover, we have analyzed
the necessary conditions to obtain these relations, and the causality principle. We have
shown physical systems in which is possible to obtain anomalous dispersion. The systems
are population inversion, system with gain-assisted and photonic crystal.

To understand better about some mathematical methods used to study the propa-
gation of pulses, we have reviewed Fourier, Laplace and Green’s methods. We used the
wave equation to show how the methods mentioned above became a problem simpler to
be solved. Finally, we have studied Cauchy-Riemann’s conditions and the analyticity of
real and imaginary functions.

We have studied the propagation of Gaussian pulse and a compact support pulse, in
the anomalous dispersion region. We have shown that the Gaussian pulse can propagate
with a bigger group velocity than the speed of light in the vacuum, and these results are
the same when we use the whole expression for the refractive index or not. However, in
the case of the compact support pulse we have seen that is not true. On the other
hand, in the study of the compact support pulse propagation, it was observed that
the non-analytical points never exceed the speed of light in the vacuum. Associating
the information to the non-analytical points we have observed the impossibility to send

information faster than light in the vacuum.
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Introducao

Durante muito tempo os fisicos nao se preocuparam se havia alguma velocidade limi-
te para os corpos, até o momento em que surgiram as idéias revoluciondrias de Albert
FEinstein. Por volta do ano de 1905, Einstein publicou cinco artigos que revolucionaram
o pensamento fisico existente naquele tempo. Dentre estes artigos, o quarto artigo inti-
tulado “Zur Elektrodynamik bewegter Korper” (“Sobre a eletrodindmica dos corpos em
movimento”) langou as bases para o desenvolvimento da teoria da relatividade restrita.
Em seu trabalho Einstein postula que a luz sempre propaga no viacuo com uma velocidade
definida ¢, que independe do estado de movimento do corpo que a emitiu. Hoje em dia,
entre os fisicos, é praticamente consenso que a velocidade da luz no védcuo é a velocidade
méxima para um corpo ou para a transmissao de informagao. Assim, a informacao contida

num pulso deverd obedecer este principio.

O estudo da propagacao de pulsos tem sido extensamente realizado através dos anos.
Em particular tivemos grandes contribuigoes dadas por Sommerfeld e Brillouin [1], que
estudaram pulsos com uma frente de onda bem definida propagando-se num meio disper-
sivo, e mostraram que a frente de onda nao pode se propagar mais rapida que a velocidade
da luz no vdcuo. Alguns livros afirmaram também que as velocidades de grupo quando
maiores que ¢ “nao possuem uma interpretagao fisica” [2]. No entanto, foi demonstrado [3]
que um pulso tipo gaussiano pode se propagar numa regiao com dispersao andmala com

uma velocidade de grupo maior do que a velocidade da luz no vacuo.
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Caso fosse possivel transmitir informagao com estas velocidades de grupo maiores
que ¢, haveria uma violacao do principio da causalidade. Este é um dos principios mais
bésicos da fisica e estabelece que a causa sempre precede o efeito. Como um pulso do tipo
gaussiano possui continuidade analitica, podemos a partir de um ponto do pulso descrever
todo o seu restante, usando a expansao de Taylor. Assim, no pico de um pulso Gaussiano

nao ha nenhuma informacao nova além da que ja existe em qualquer outro ponto dele.

Apesar dos vérios estudos realizados com propagacao de pulsos em regices de disper-
sao normal e andémala, ainda nao existe um acordo sobre onde estd a informagao num
pulso. Nossa proposta foi associar a informacao a um ponto nao analitico em uma fungao
continua, e mostrar que ele nao se propaga mais rapido do que a velocidade da luz no
vdcuo. A motivacao para associar a informacgao a um ponto nao analitico, é devido ao
fato de que quando queremos criar uma comunicagao precisamos de no minimo dois ele-
mentos. Combinando estes dois elementos podemos criar um mecanismo de comunicagao.
Somente apds a chegada do ponto nao analitico é possivel estabelecer se o sinal enviado

corresponde a um ou outro valor.

Com base na associacao da informacao a pontos nao analiticos, usamos um pulso com
suporte compacto para estudar o seu comportamento em regioes de dispersao anomala.
Este pulso é particularmente interessante porque ele existe numa regiao bem definida.
Para realizar este estudo do pulso com suporte compacto dividimos o nosso trabalho em
trés capitulos. No capitulo inicial apresentamos os conceitos de velocidade de fase e de
grupo, e fizemos uma descri¢ao de um modelo fisico que apresenta dispersao anémala, bem
como do comportamento de um pulso ao se propagar nesta regiao. No capitulo seguinte
apresentamos possiveis abordagens matematicas usadas no estudo da propagacao de pul-
sos. No iltimo capitulo, apresentamos os resultados e discussoes referente a propagacao

do pulso com suporte compacto na regiao de dispersao anémala. Finalizamos com uma
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conclusao sumarizando os resultados encontrados.



Capitulo 1

Luz Rapida

1.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos as condigoes necessérias para obtermos luz rédpida, ou seja,
velocidades de grupo maiores que a velocidade da luz no vicuo. Discutiremos que isto
nao viola o principio da causalidade, segundo o qual a causa sempre precede o efeito. Por
fim, mostraremos véarios tipos de meios nos quais é possivel obter regides com dispersao
andmala, que torna possivel a obtencao de velocidades de grupo maiores que a velocidade

da luz no véacuo.

1.2 Velocidades de fase e de grupo

Para uma onda 1 tipo cosseno, propagando-se na direcao x com uma amplitude A,

teremos que

(x,t) = Acos(wt — kx) = Acos [w(t - %)} : (1.1)

no qual,

Vy = (12)

w
-
A quantidade vy é conhecida como velocidade de fase. Uma outra velocidade pode ser

definida se considerarmos agora a combinacao de duas ou mais ondas da forma descrita

4



1.2 Velocidades de fase e de grupo 5

na equagao (1.1). As ondas podem ter amplitudes diferentes, mas, facamos um caso com

duas ondas com mesma amplitude, possuindo freqiiéncias angulares e nimero de onda

dados por
w = w+Aw. ki =k+ Ak (1.3)
was = w— Aw. ko =k — Ak
Assim,
U(x,t) = Acos(wit — k1x) + Acos(wat — ko). (1.4)

Fazendo algumas manipulacoes podemos escrever que
U(x,t) = 2A cos(wt — kx) cos(Awt — Akzx). (1.5)

Vemos assim que temos uma onda com freqiiéncia w e com uma modulacao Aw. A

partir disto, podemos definir uma velocidade de grupo que é dada por

Aw  Ow
V= Ay T pp  Para Ak — 0. (1.6)

Na figura 1.1 vemos duas ondas com mesma amplitude mas com diferentes freqiiéncias;

e na figura 1.2 temos a onda resultante da combinagao destas duas ondas.
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Figura 1.1: Ondas com diferentes freqiiéncias e mesma amplitude.
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Figura 1.2: Onda resultante da combinag¢ao de duas ondas com diferentes freqiiéncias e
mesma amplitude.
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1.2.1 Exemplos e discussoes em meios dispersivos

Em um meio onde a velocidade de fase é constante e nao depende da freqiiéncia, temos

Ug = Uf.
Mas, de modo geral,
Ow
= —. 1.7
Ug 8/{3 ( )
Usando o fato de que w = kvy, nés podemos escrever que
8vf
Vg :Uf—i‘k%. (18)
Ou ainda, lembrando que k = 27/,
6vf
Ug = Uf — a (19)

Um meio que possui uma velocidade de fase vf(k), ou seja, que é funcao de k, é
chamado de meio dispersivo. O vicuo ndo é dispersivo para a luz (v, = vy = ¢), mas todo
meio material é dispersivo. E impossivel ter um meio refrativo sem dispersdo. A situacao
em geral ¢ mais complicada, visto que vy pode depender tanto de k, como também da
densidade e da temperatura do material. Em alguns materiais devemos também levar em
consideragao a direcao de propagagao.

Obtemos uma representagao grafica ttil se fizermos um gréfico de w em funcao de
k, conforme pode ser visto na figura 1.3. A relacdo w = w(k) é chamada de relagdo de
dispersdo. A inclinacao do seguimento OA fornece o valor da velocidade de fase vy, e a

inclinagao da curva tangente ao ponto A fornece o valor da velocidade de grupo v,.
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Figura 1.3: Curva de dispersao.

Como j& tinhamos dito antes, a velocidade da luz é constante no vdcuo, mas depende
da freqiiéncia quando estd propagando na matéria. Além da luz, que é uma onda eletro-
magnética, sabemos que outros tipos de ondas podem apresentar este comportamento,
um exemplo disto, sdo as ondas sonoras. A velocidade do som no ar é aproximadamente
constante para grandes comprimentos de onda, mas depende fortemente da freqiiéncia
para curtos comprimentos de onda, especialmente quando o comprimento de onda é da

ordem do espacamento entre as moléculas.

1.3 A equacao de onda e a equacao de Helmholtz

Temos vérias formas de estudar a propagacao de um pulso, comentaremos aqui algumas
dessas possiveis abordagens para estudar a propagacao.

De modo geral, no estudo de propagacao de um pulso usamos as equacoes de Maxwell
juntamente com as condigoes de contorno do problema. Na auséncia de densidades de
correntes e cargas, e para meios nao condutores, temos que as equagoes de Maxwell [4]
sao dadas por

ﬁ
— 0D

VxH-2Z = 1.1
V x 5 0 (1.10)
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.
VxE+28 (1.11)
ot
- —
V. D=0 (1.12)
- —
V-B=0 (1.13)

— — —
No qual, H é o campo magnético, D é o deslocamento elétrico, B ¢é a indugao magnética
- 2 2 . ~ . ~ . ~
e E é o campo elétrico. As equagoes acima sao conhecidas como equacoes de Mazwell, e
através delas podemos estudar varios fendmenos eletromagnéticos, em particular, estamos
interessados em estudar a propagacao de ondas eletromagnéticas num meio dispersivo,
para isto, usaremos este conjunto de equagoes. Usando as equagoes de Maxwell é possivel
~ ~ % ﬁ ~ . ~ ~
obter equacoes de propagacao para E e B, as equacoes obtidas sao chamadas de equagdes
de onda.
~ H . ~
Para obtermos a equagao de onda para B tomemos o rotacional da equagao (1.10):
H
— oD

— —
XV xH—-VXx—=0,
ot

<l

— —
e usemos o fato que D = ¢ E, onde € é a permissividade elétrica do meio, assim,

- = = 00— —=
VxVxH—EEVxE:O.

Usando agora a equacao (1.11) e considerando que B = uﬁ, onde p é constante e

corresponde a permeabilidade magnética do meio, teremos

B
V %V x B+ peg = 0. (1.14)

VxVxa=V(V @) V7. (1.15)

Assim, usando esta identidade vetorial juntamente com a equagao (1.13), poderemos
reescrever a equagao (1.14) como

2B 0
VB — ue BB

= 0. (1.16)
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— —
Esta é a equacao da onda para B. Analogamente para E teremos que

— 2FE
V2E — pe 5 = 0. (1.17)

Estas equacoes de onda regem o campo eletromagnético num meio linear, homogéneo,
no qual a densidade de carga é nula, e o meio nao é condutor. Contudo, nem sempre
as solugoes destas equagoes satisfazem as equagoes de Maxwell. E claro que as equacoes
(1.16) e (1.17) s@o uma conseqiiéncia das equagoes de Maxwell, porém, a reciproca nao é
verdadeira. Portanto, ao resolvermos as equacoes de onda, devemos verificar se a solucao
satisfaz as equagoes de Maxwell. Um método de resolugao usado para ondas monocromati-

. ~ - . . s ,
cas consiste em obter uma solucao para E, e depois, calcular o rotacional de F, que dara
. - s ~ , .
a derivada temporal de B. No caso de ondas monocromaticas, a relacao serd simples, de
ﬁ .
modo que B pode ser facilmente encontrado.

Uma outra possivel forma de estudar a propagacao de um pulso, é através do uso do
método de Fourier, que detalharemos no capitulo seguinte. Inicialmente, consideremos
que

l_))(?,t): /de(?,w)e_i”t. (1.18)
(7.1 = / QB (7,w)e ", (1.19)

B(7.1) = / dwB (T, w)ee. (1.20)

Usando estas equagdes juntamente com o fato de que D(7,w) = e(w) E(T,w), e

B(7,w) = p(w) H(Z,w), poderemos reescrever as equagoes (1.10-1.13) como

V x B +iw(en)E = 0. (1.22)
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o
V x E—iwB =0. (1.23)
V.E=0. (1.24)
—_ ~
V.-B=0 (1.25)

Fazendo agora manipulacoes andlogas as usadas para obter as equagdes de onda (1.16)

e (1.17), pode-se mostrar que

(V? —I—euw2){ g } =0. (1.26)

Esta é a equacdo de onda de Helmholtz. Se considerarmos a propagacao ao longo da

dire¢ao z, e usarmos que
1

it
ko e

vy = , (1.27)

C
n

podemos escrever que

2+ ()] { B }:o. (125)

No qual, n(w, 2) é o indice de refragao do meio.

1.4 Modelo de Drude-Lorentz para a susceptibilidade
elétrica

Descreveremos agora o modelo do oscilador harmoénico de Drude-Lorentz, pelo qual é
possivel obter uma expressao para a susceptibilidade elétrica de um certo material.

Neste modelo, os elétrons ou fons serao tratados como osciladores harmonicos, isto é,
particulas presas a uma posicao de equilibrio por uma forca restauradora linear. Consi-
deraremos também uma for¢a de amortecimento linear proporcional & velocidade.

Temos que a equagao cldssica de movimento para o oscilador amortecido unidimen-
sional é

d*x

dz
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ou
d?x n dx
a " Ta

ek,

+wiz = (1.30)

No qual e e m sao respectivamente a carga e a massa da particula, e E,, é o campo
molecular que estd atuando sobre a particula. A constante de amortecimento v = G/m,
tem as dimensoes de freqiiéncia. Temos ainda que wqg corresponde a freqiiéncia natural
do oscilador nao amortecido, e esté relacionado a constante da forga, C', por mw? = C.

Suporemos que

Em=E+—P. (1.31)
€o
Ou na forma escalar que
En,=E+ 2P (1.32)
€0

Aqui, E¥ é o campo externo aplicado, P é a polarizacao do meio e v é uma constante
relacionada com o tipo de material no qual o campo é aplicado. Por exemplo, para um
dielétrico isotrépico, nao polar, v = g, e para um metal v = 0 [5].

Iremos considerar agora que E,, e P, dependem como F, harmonicamente do tempo

(e™') e da posicao (e™), ou seja,

No qual, E,,o corresponde a amplitude méxima do campo molecular. Para o nosso inte-
resse, podemos tratar que a variacao espacial de FE,,g é desprezivel em relacao a posigao

das particulas, de modo que trataremos o campo espacialmente uniforme, da forma
E,, = Epge™™". (1.33)

Esta suposicao é razodvel, pois para a regiao da luz visivel, por exemplo, temos que
A =~ 50004, enquanto que as distancias atomicas ou o raio atémico sao da ordem de 1A

a 10/01.
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As solugoes de estado estaciondrio da equagao (1.30) sao obtidas usando o processo de

resolugao através da substituicao. Consideramos
x(t) = xoe ™", (1.34)

e usamos a equagao (1.33) e (1.34) na equacao (1.30), obtendo

d2<€—iwt) N d e—iwt N ; it eEmoe—iwt
Tg———> + YTg———= + wyree W = —.
0 72 VTo di oo m
: eEn,
zo(—w?) + Yao(—iw) + wizy = —=2.

Resolvendo esta equacgao para xg, teremos que

Er,
gy = —g T Lma/ T (1.35)
W3 —iyw — w

Para obtermos a conexao entre o deslocamento x das particulas microscépicas ca-
rregadas que constituem o material, e a resposta elétrica macroscopica do meio obtido,
devemos calcular a polarizacao P. Sabendo que o momento de dipolo devido a carga
e deslocada ¢ ex, e considerando que o mimero de cargas por unidade de volume é N,
obteremos que

P = Nex. (1.36)

Vamos agora supor que o campo aplicado £ e a resposta P sao proporcionais, ou seja,
P =xFE, (1.37)

no qual,  corresponde a susceptibilidade elétrica do meio, e é dada por
X = € — €. (1.38)

A constante € é a permissividade elétrica do meio considerado, e ¢y é a permissividade

elétrica do vacuo. Podemos também escrever que

K =1+ x/e. (1.39)
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A constante K = €/¢y, como vemos ¢ adimensional, e ¢ conhecida como constante
dielétrica. Usando agora a equagao (1.36), juntamente com a equacao (1.37) na equagao

(1.35), obteremos

E E,
XE___cEwo/m (1.40)
Ne wj—iyw—w
Podemos reescrever a equagao (1.37) usando a equacao (1.31), obtendo
En=(1+2)E. (1.41)
€o
Usando agora a equagao (1.41) e a equacao (1.40), obteremos que
N 2
X e/m (1.42)
(I+2)  ws—iyw—w?
Ou ainda, usando a equagao (1.39),
K—1 w2
= 1.43
I+4v(K—-1) wi—iyw—w? (1.43)
no qual,
Ne?
= 1.44
==t (1.4

A constante w,, é conhecida como fregiiéncia de plasma do meio.

A equacao (1.43) nos fornece uma relacao entre a constante macroscépica dielétrica
adimensional K, e as propriedades microscépicas das particulas carregadas que constituem
o meio. Desta ultima equacao obtida, temos dois aspectos relevantes. O primeiro é que
K é complexo, fato que é caracteristico em meios condutores; e o segundo é que ele
depende da freqiiéncia, dessa forma, o modelo proposto automaticamente implica num
meio dispersivo.

Podemos generalizar o tltimo resultado obtido considerando que as particulas que
compoem 0 meio nao possuem necessariamente as mesmas propriedades. Por exemplo,

podemos estar considerando elétrons em diferentes 6rbitas de um dtomo. Se houver N;
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particulas de carga e;, massa m;, freqiiéncia de ressonéncia natural wg; e freqiiéncia de

armotecimento v;, obteremos a partir da generalizacao da deducao acima que

K-1 w2;
—_— = . 1.4
1+v(K—1) ngi—iﬂyw—uﬂ (1.45)

i
Se todas as particulas tiverem as mesmas cargas e massas, como no caso de elétrons

em Orbitas diferentes, poderemos escrever que

K1 2 fi
—_— = . 14
1+ v(K—-1) wpzi:wgi — iyw — w? (1.46)

No qual, f; = N;/N corresponde a fragao de osciladores do tipo i. No caso em que o meio

¢ condutor (v = 0),

_ 2 Ji
K_1+wpzw3i_iw_w2. (1.47)

Na situacao em que v # 0 e um dos termos do somatério domina todos os outros,

poderemos considerar
(K —1)(wg —iw —w?) = [1+ v(K — 1)]w?,

de modo que

w2

K-1= L . 1.48
(wh — vw?) —iyw — w? (1.48)

Vemos da expressao acima que mesmo que v # 0 poderemos considerar uma fre-
giiéncia de ressonancia efetiva da forma /w3 — vw?. Portanto, poderemos fazer nossas

consideragoes simplesmente usando

w2

K-1= L . 1.49
Wi — iyw — w? (1.49)

No qual, wq agora ¢ a fregiiéncia de ressondncia efetiva do meio. Podemos ainda escrever

a ultima expressao da seguinte forma,




1.4 Modelo de Drude-Lorentz para a susceptibilidade elétrica 16

wzwz—w2 wzw

(w§ = w?)? + (Yw)? wh — w?)? + (yw)?
Assim, em termos da parte real e imaginaria teremos que
wi(wg — w?)
(w§ — w?)? + (Yw)?’

K, =1+ (1.50)

wiyw
(wg — w?)? + (yw)?’

K; = (1.51)

A partir da equagao (1.50) podemos encontrar o indice de refracao do meio, que é
n=vK. (1.52)

Ou ainda,

2

n(w) = \/1 +— v (1.53)

. 2'
§— 1w —w

Associado a parte imagindria deste indice de refracao, temos um coeficiente de absorc¢ao
que é dado por

g = —2Im(wn (w) /c). (1.54)

No qual, ¢ corresponde a velocidade da luz no viacuo. Um gréafico esquematico das partes
real e imagindria do indice e refracdo da equagao (1.53) é mostrado na figura 1.4. Como
vemos na figura 1.4, a parte imagindria para o indice de refragao é positiva e tem um
méximo em wy = 10 MHz. Assim, vemos na equacao (1.54) que g < 0. Veremos nos
capitulos seguintes, quando estudarmos a progacao de um pulso, que temos um termo

que ¢ da forma
exp lz@z} = exp {zwz} exp [gz] . (1.55)

Portanto, vemos da equagao (1.55) que o termo exp [%z] tende a ser menor quanto maior
o valor em mdédulo de g, pois aqui ele é negativo. Por este fato é que ele é chamado
de coeficiente de absor¢do. Aqui, a absor¢do serd maxima em w = wy (freqiiéncia de
ressonancia). Nas segbes seguintes iremos explorar um pouco mais as equagoes obtidas

para a constante dielétrica.
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Figura 1.4: Gréfico ilustrativo das partes real e imaginéria do indice de refracao obtido
na equagao (1.53).

1.5 Absorcao na ressonincia

Trataremos agora um pouco sobre a absor¢ao na ressonédncia devido a cargas li-
gadas. Iremos para isto aplicar as equagoes (1.50) e (1.51) para os materiais que nao sao
condutores.

Antes, vamos estimar um valor para wy. Para isto, consideremos o caso estdtico em

que z independe de ¢, deste modo, a equagao (1.30) serd escrita como

9 ek,

— (1.56)

O deslocamento x, pode ser determinado por meio do equilibrio das forcas que atuam
no ntcleo. Teremos uma forca ZekF,, atuando no sentido do campo, no qual, Z é o
nimero atomico. Mas, uma forca eletrostatica entre o niicleo e a nuvem de carga tende

a restaurar a configuragao inicial. Usando a lei de Gauss, juntamente com o fato de que
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a carga negativa, que atrai o ntcleo, é a parte da nuvem no interior da esfera de raio x e

considerando que a densidade da nuvem eletronica é uniforme, teremos que a carga serd

Zex3/R3 [5]. Assim,

A A 3 3
(Ze)lZew [ By) _ o (1.57)
Amega?
ou ainda,
Zex = dreg Ry B, (1.58)

Comparando agora a equagao (1.56) com a equagao (1.58), podemos notar que

2
2 e

S — 1.59
“o dreomR3’ (1.59)

no qual consideramos que Z = 1, para o caso de um unico oscilador. Para elétrons na

camada de valéncia podemos considerar que Ry = 2A [5], assim,

(1,6 x 10)2 .
o \/47T(8,854 x 10-12)(0,91 x 10=30)(2 x 10-10)3 5,6 x 10™°s

Esta freqiiéncia de ressonancia eletronica corresponde a um comprimento de onda no
ar de 3350A, que corresponde a regiao do ultravioleta, logo depois do espectro visivel.

Combinando agora a equagao (1.59) com a equagao (1.44), obtemos que

=47 R3N = 3NV,. (1.60)

§w|ﬁ€w

“volume do d4tomo” considerado. Assim, se os dtomos estiverem

Aqui, V, corresponde ao
bem aglomerados, como quando estdo condensados num liquido ou num sélido (N ~

1/3V,), teremos que

h&

~ 1. (1.61)

[

Wo
No caso oposto, quando estiverem agregados menos densamente, como num g&s ou numa
solucao, a razao serd correspondentemente menor, pois N serd menor. Geralmente wy nao

é fortemente afetado pelo estado de agregacao. A razao é também muito menor que 1
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para os elétrons da camada interna, que sao mais intensamente ligados e possuem 6rbitas
menores [5].

Analisemos agora a freqiiéncia de amortecimento . Para isto, retomemos a equagao
(1.30) e consideremos o caso do oscilador livre com E,, = 0. A solugao da equagao com
esta condicao é

r = xoeﬂtme*i“’gt, (1.62)

no qual,

wo = \/w§ — (7/2)%

Neste caso, w, serd quase igual a wy se 7y for pequeno. Vemos ainda que a amplitude
de oscilacdo tem decaimento dado por e 7/2, e a energia de oscilacdo, que é proporcional
ao quadrado da amplitude, tem um decaimento da forma e™7'. Dessa forma, podemos
escrever que

V= (1.63)

A quantidade 7 corresponde ao tempo médio de decaimento da energia do oscilador.

Pode-se mostrar que a taxa de radiagao [5] estd relacionada a taxa de decaimento pela

expressao
v Ar R,
L == 1.64
Wo 3 )\0 ( )
no qual,
2
R =2,81 x 10"*m (1.65)

©” 4megmc?
e \g = 2mc/wg € o comprimento de onda no vécuo correspondente a wy. A constante R, é
o raio cldssico do elétron. Mesmo para raios X (Ag ~ 1A) o amortecimento devido a este
mecanismo é extremamente pequeno em relacao a freqiiéncia de ressonancia wg. Podemos

em geral supor que

— << 1.
wo
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Supondo que v pode ser muito pequeno em relagao a wgy, uma aplicacao bastante
instrutiva, mas nao fisica, é feita considerando v = 0. Usando esta condi¢ao na equagao
(1.50) teremos

Na figura 1.5 podemos ver o comportamento desta ultima equagao, bem como de K;.

0.0 l 05 * 1.0 l 15 l 2.0 ' 25 . 3.0 . 35 . 4.0
Freqliéncia

Figura 1.5: A curva cheia azul corresponde ao gréfico de (K, — 1) e a curva tracejada
vermelha a quantidade K;. Pardmetros usados: w, =1 e wy = 2.

Temos da equagao (1.51) que nesta condigdo K; = 0 em todas as freqiiéncias, exceto

em w = wy, onde ¢é indefinido. Mas, da equacao (1.51) temos que quando w = wy (e ¥ # 0)
K, =—2-. (1.67)

De modo que K; no pico de ressonancia é proporcinal a 1/ e tende ao infinito no limite

em que v tende a zero. Este limite pode ser expresso como uma funcao da freqiiéncia,
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usando a “funcao” delta de Dirac, da forma

K= T ) (1.68)
Z_(,L)O2 w wo ). .

O coeficiente /2 é escolhido de forma que a integral sobre w seja dada por

7K do = 0T (1.69)
dw = ——, .
! Wo 2

0
que corresponde ao limite correto para v — 0, como pode ser desmonstrado [5].

1.5.1 Anadlise préximo a freqiiéncia de ressonincia

Vamos agora estudar o comportamento detalhado na vizinhanga de wy. Para isto,

suporemos que v > 0, com v < wy. Considerando w préximo de wg, podemos usar que

Wi — w? = (wo + w) (wy — w) = 2wo(wy — w).

Substituindo este valor na equacao (1.50) e (1.51), teremos que

Y (wo—w)/2
K, —1= o T (2R (1.70)
b T 2 -

A funcao K; tem a foma de uma curva lorentziana, conforme ilustrado na figura 1.6.
Ressaltamos que nao temos nos preocupado em utilizar unidades nos gréficos porque
estamos interessados apenas no comportamento qualitativo das funcoes estudadas nesta
secao, bem como nas razoes entre w, e wo, e entre v e wy. Podemos observar nas tltimas
equagoes que K; é par em relacao a (wyp — w) e K, — 1 é impar.

Calcularemos agora a largura (L = w, —w_) de K; na metade de seu valor maximo,
e mostraremos que os valores w_ e w, correspondem aos pontos onde ocorrem os valores

maximo e minimo de K, — 1, respectivamente.
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Figura 1.6: Gréfico de (K, — 1) e K, usando wy = w, =2 e v = 0.01wp.

Inicialmente calculemos o valor méaximo de ;. Faremos isto calculando o ponto onde
a primeira derivada de K; com relacao a w € igual a zero,

izii - Z—ﬁw@(—l) [(wo =) + (7/2)°) " [2(wo — w)(=1)] = 0

2(wo —w)(—=1)=0

Assim, vemos que o méximo ocorre em w = wy. Usando agora este resultado na equagao
(1.71), obteremos que

2
4
M= Kiw = w) = 222/ .
wo (7/2)
_ 9l wwo

M= -T2
Wo?y Wy Y

(1.72)

Calculemos agora o valor de w para o qual K, — 1 possui seu valor maximo ou minimo,

d(K, — 1) %{( W( ; ; 1«m—ww4nw—wwen}zo

dw :w_o 2

TR T2 [(we— @)t (122

—(wp — w)? — (%)2 +2(wp —w)* =0
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Portanto,

2
wi:wg:l:?

Substituindo agora este valor na equagao (1.70), obteremos finalmente que

ot Dy _ Wy [wo—wo— (£7/2)] _ wpl M
K (we =wp £ 2) 1 o o0 — w0 — (27/2)] + (1/2 (F2) o0 F 5
(Kr - 1)max = %7 € (Kr - 1)min - _% (173)

A integral de K; sobre todas as freqiiéncias pode ser calculada, fornecendo o valor
(w2 /wo) (m/2), justificando assim o coeficiente 7/2 na equagao (1.68). Por fim, calculemos

a largura L de K;,

L= (wo + %) - (wo - %) = 1. (1.74)

Assim, como a largura de K; é igual a « e sua altura é proporcional a 1/, teremos
que a drea sob a curva é independente de .
Para um géds, a pressdo atmosférica, ((;.;123/(,L)())2 ~ 1073 [5], porém (wo/7) = 10°, de

modo que, de acordo com a equagao (1.72)
M =~ 100.

Logo, M pode ser bastante grande.
1.5.2 Anadlise longe da ressonancia

No caso longe da ressonéancia, quando |w — wg| > v, pode-se mostrar que

2
W

K- 1m0 175

w3 — w? (1.75)

2
w,Yw

K~ ———.
C(w e

(1.76)
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Se v nao for tao pequeno com relacao a wy, nenhuma das relagoes simples precedentes
serd valida quantitativamente, porém, o comportamento qualitativo de K ainda serd o
mesmo. O caso em que w,/wy = 1 e 7/wy = 1/10 é mostrado na figura 1.7. A parte
imagindria tem um pico com o mdximo préximo de wy. Na regiao deste pico, a parte
real sempre tem uma inclinagao negativa, denominada de dispersao andmala; quando a
inclinagao ¢é positiva chamamos de dispersao normal. Nos materiais reais existem sempre
muitos picos de absor¢ao eletronica na regiao ultravioleta, algumas vezes, estendendo-se

na regiao visivel; e nos sélidos, podem ser largos e se sobrepor intensamente.

0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3

Freqliéncia

Figura 1.7: Gréafico de (K, — 1) e K;, para w, = wg = 1 ¢ v = 0.1wy.

Podemos ainda ressaltar que se as particulas carregadas, que oscilam, forem fons pe-
sados ao invés de elétrons, a freqiiéncia de ressonancia wq serd algumas centenas de vezes
maior. A constante da forca restauradora linear é aproximadamente a mesma, uma vez
que também provém da forca de Coulomb, porém, a massa do fon serd 4 ou 5 ordens

de grandeza maior do que a massa do elétron [5]. A freqiiéncia w, serd menor, pois é
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inversamente proporcional & raiz quadrada da massa. Por exemplo, num cristal iénico

w
2L ~1, 4 ~0.1.
Wo Wo

Vemos que as razoes sao praticamente as mesmas que comentamos antes, entretanto,

teremos agora que o pico de absor¢ao, embora sendo semelhante ao eletrénico, estard

localizado na regiao do infravermelho ao invés de se situar na regiao visivel ou ultravioleta.

1.6 Dispersao normal e anomala

Na secao anterior ja comentamos um pouco sobre o que é uma regiao de dispersao
normal e anémala. Vamos agora aprofundar um pouco mais este conceito. Para isto,

analisemos o esquema mostrado na figura 1.8.

/H /)

4 'y

Se Se
' Ow ' Ow
—>0. —<0.
ok Ok
Dispersao normal Dispersao anémala

Figura 1.8: Esquema sobre a dispersao normal e anémala.

Vemos na figura 1.8 curvas de dispersao. No primeiro caso temos dw/dk > 0, ou
seja a derivada é positiva, quando isto ocorre dizemos que temos uma regiao de dispersao
normal. J4 no outro caso, quando dw/Jk < 0, dizemos ser esta uma regiao de dispersao

anomala. A regiao de dispersao anomala serd a que usaremos nos capitulos seguintes,
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sua importancia serd mais explorada mais tarde. Mas, adiantamos que obteremos uma

expressao para a velocidade de grupo da forma

C

(1.77)

Vg = .
! n(we) ""Wg_mwc

No qual, w, corresponde a freqiiéncia central de um certo pulso. A equagao (1.77) é obtida
usando o fato de que k = nw/c. Da equagao (1.77) vemos que se On/0w < 0 (regido de
dispersao andmala), poderemos ter v, > ¢, ou seja, poderemos ter uma velocidade de
grupo maior que a da luz no vécuo (velocidade superluminal), conforme exploraremos

mais tarde.

1.7 Relagoes de Kramers-Kronig e a causalidade

Até agora foi possivel perceber em nosso estudo, que a um certo pico de absorcao K;
existe uma dispersao K, associada. Mostraremos nesta secao que existe uma relacao geral
entre K, e K; tal que, seja qual for o mecanismo de absorcao, se K;(w) for conhecido,
poderemos calcular K,.(w) usando K;(w). E ainda, ele serd unicamente determinando para
todo w. Obteremos K, (w) através de uma certa integral definida de K;(w). Ressaltamos
ainda que o oposto também ¢é verdade, ou seja, se conhecermos K, (w) poderemos deter-
minar K;(w).

Em particular, se K;(w) = 0 para todo w, teremos que K,(w) = 1. A relacdo exis-
tente entre K, (w) e K;(w) é extremamente importante, pois, se por exemplo, pudermos
determinar um deles experimentalmente, nao serd preciso medir o outro, basta usar a
relacao que existe entre eles. Veremos que as relacoes existentes entre eles sao chamadas
de relagoes de Kramers-Kronig. Estas relacoes foram demonstradas primeiramente por
H. A. Kramers (1927) e R. de L. Kronig (1926) independentemente.

A relacao geral pode ser encontrada, supondo-se que qualquer absorcao arbitriria

pode ser representada como uma distribuicao continua de linhas de absorcao de oscilador
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harmoénico muito préximas. De acordo com a equacao (1.69) temos que

> 2
/mm:lgzmmmM, (1.78)
0

que nos fornece a contribuicao total dos osciladores de freqiiéncia natural wy no pequeno
intervalo Awg para K;. Expressando agora wf) em termos de K;(wy)Awyg, obteremos

2
w2 = ;WOKZ'(WO)AWO. (]_79)

p

Substituindo este resultado na equacao (1.66) teremos que

AK, —1)= 220

2
T Wi — W

Ki(wo)Awo,

que representa a contribuicao de K, para uma freqiiéncia w, devido aos osciladores no
intervalo Awg em torno de wy. Deste modo, a soma de todas as contribuicoes dos diferentes

wo para K,, serd dada por

o0

2 [ wK(W)dy
0

Na tltima expressao mudamos Awg num diferencial dwy, e representamos wq por w . Esta
é a relacao de Kramers-Kroning, que foi usada pela primeira vez em 1926, para determinar
o indice de refracao para os raios X a partir da absor¢ao medida.

Faremos agora uma aplicacao para o caso de baixas freqiiéncias para uma particula
livre. Em alguns estados da matéria, principalmente em metais e plasmas, os elétrons
pertencentens as 6rbitas atomicas externas nao sao localizados (ligados), eles s@o livres.
Neste caso, suporemos em nosso modelo microscoépico que a forga restauradora para esses
elétrons é igual a zero. Assim, tomando wy = 0 na equagao (1.49), obteremos que

w2

K—lz—;@f7ﬁ (1.81)

Com as partes real e imagindria sendo descritas por

w2
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2
wp7

K= ——rl
w(w? +72)

(1.83)

Consideremos agora que w < vy, podemos assim escrever que

e

Q

L (1.84)

514

Substituindo este resultado na equacao (1.80) encontramos

202
e 1.
e (1.86)
0

Calculando a integral acima obteremos que,

oo oo

/ dw' B 7 / dw'
w'? — w —w
0

0 0

!
w tw

Eo ~0. (1.87)

w —w

Portanto, usando este resultado na equagao (1.86) teremos

K, =1. (1.88)

Contudo, vemos claramente que este resultado nao estd em acordo com a equagao (1.84),
isto ocorre devido ao fato de que K;(w) deve ser conhecido no intervalo de freqiiéncia
completo, de 0 a 0o, para obtermos o resultado correto. Aqui, tinhamos usado a equagao
(1.85) para K;(w), entretanto, ela s6 é correta para freqiiéncias bem abaixo de . Um fato
importante a se ressaltar, é que a integral sempre fornece o valor correto para K, quando
w tende ao infinito, ou seja, K, = 1, como se pode ver diretamente da equagao (1.80).
Deste modo, se K, for constante, deve ser igual a 1.

Com base nas 1ltimas observagoes, podemos ressaltar que quando a integral for cal-

culada usando dados experimentais, é necessario fazer uma extrapolacao razodvel acima
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e abaixo do intervalo de freqiiéncia em que as medidas foram realizadas, mesmo para
encontrar K, somente neste intervalo, pois, se isto nao for feito vimos que o valor obtido
serd incorreto. Uma causa de erro mais direta seria a omissao de um pico de absorgao
desconhecido acima do intervalo de medida.

Podemos multiplicar a integral em (1.87), que ¢é igual a zero, por (—2/m)wkK;(w) e

somar o resultado a integral da equacao (1.80), obtendo

/

Ko (w —1_%/ —whiw)] dv (1.89)

2 2

Esta forma de escrever a relacao de Kramers-Kronig é 1itil para calcular a integral numeri-
camente, pois, nesta representacao o integrando nao tem singularidade, devido ao fato de
que o numerador se anula no mesmo ponto que o denomidador.

Podemos integrar a equacao (1.80) por partes e obter que

1 dE (W 1 /
KT(w)—1:;/ df,u)ln . (1.90)

|w'? — w?|

0

Esta forma de representacao € instrutivamente importante porque nos fornece uma idéia
do comportamento que se espera de K,.. Vemos que a contribui¢ao do integrando é maior
em freqiiéncias préximas de w por causa do fator In [1 / |w'2 —w? H, notamos ainda que, a
magnitude de K, é fortemente influenciada pela inclinacao de K; em freqiiéncias proximas.
Isto pode ser observado qualitativamente em todos os gréficos de K, e K; mostrados até
agora neste capitulo.

Embora tenhamos derivado a relagao de Kramers-Kronig a partir do modelo do os-
cilador harmonico, ela pode ser obtida de uma forma mais geral. Para isto, duas suposicoes
sao necessdrias. A primeira suposicao é a da linearidade, no nosso caso, o oscilador har-
monico foi o protétipo do sistema linear; a segunda suposicao é a da causalidade, ou seja,
a resposta (pertubagao) do sistema nao existe antes que a forga seja aplicada, como no

caso do oscilador harmoénico que fizemos anteriormente.
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Faremos agora uma abordagem alternativa daquela considerada até agora. Para isto,
vamos expressar a linearidade e a causalidade escrevendo a polarizagao P em termos do

campo aplicado E da seguinte forma

[e.e]

P(t) = /dt’f(t’)E(t —t

0

!

), (1.91)

no qual temos que f(¢') é real. Da tltima expressdo, temos que P no instante ¢ ¢ propor-
cional as contribuicdes de E no tempo t (presente) e t — ¢ (passado), mas nio existem
contribuicoes correspondentes ao futuro. Expressemos agora P e F usando a transformada

de Fourier, pela forma

E(t) = /dwE(w)e‘M, (1.92)
P(t) = / A (w) B (w)e " (1.93)

Na tiltima equagio nés usamos o fato de que P(w) = X(w)E(w). Substituindo a equacio

(1.92) na equagao (1.91) obteremos que

P(t) = 7dt’ f(t) 7 dw E(w)e—z‘w(t—t’>
0 Zo

Invertendo agora a ordem de integracao e rearranjando os termos teremos

o0 oo

P(t) = / duw / dt f(£)e! | B(w)e ™!, (1.94)

—00 0

Comparando a equagao (1.94) com a equacao (1.93) vemos que

o0

Tw) = / dt F(# )6t (1.95)

0

E em termos de suas partes real e imagindria obteremos

X, (w) = /dt,f(t,)cos(wtl), (1.96)
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oo

x;(w) = /dt/f(tl)sen(wtl). (1.97)
0
Deste modo, vemos que Y, e x; nao sao independentes, pois estao relacionados unicamente

a f(t'). Para obter tal relacio, devemos resolver uma das equacdes para f(t ), por exemplo,

usando a transformada de Fourier inversa na equagao (1.97), obtendo

ft) = 2 /dwlxi(wl)sen(w/tl). (1.98)

T
0
Substituindo agora esta equacdo na equacio (1.96) e calculando a integracio em t

obteremos que

2 ,
= —/ dw (W) (W? = W?). (1.99)
T
0
Analogamente teremos que,
2w gy ’ ’ ) 2
Xi(w) = —— [ dox,(w)/(w? = ). (1.100)

Vemos que a equagao (1.99) é idéntica a equacao (1.80) e a equagao (1.100) é complementar
a esta.

No6s faremos agora uma simples aplicagao da equacao (1.98), calcularemos a resposta
de um meio dispersivo a um campo nao senoidal aplicado. Consideraremos um tinico pico

de absorcao muito estreito, da forma

/ TWoXo 5

Xilw) =—; (w' —w), (1.101)

no qual, x,(0) = x,. Substituindo esta tltima equagao na equacao (1.98) obteremos

2 gy I r 7
== /dw WW0X05 (w —wo)] sen(wt)
m
0

f(t) = xowosen(wyt). (1.102)

Vamos agora supor que é aplicado um campo elétrico tipo degrau, dado por

E(t) =0, para t < 0.
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E(t) = Ey, para t>0.

Substituindo estas equagoes na equagao (1.93), obteremos que

t

P(t) = Fy / ar' f(t)

0

t
P(t) = XOwOEO/dt,sen(wgt/)
0
P(t) = xoFEo [1 — cos(wot)] - (1.103)
Assim, vemos que apés a stbita aplicaggo do campo elétrico Fy, o meio oscilard na

freqiiéncia de absorgao (ressonancia) wy.
1.8 Sistemas superluminais

Nesta segao vamos considerar sistemas nos quais a velocidade de grupo v, pode ser
maior que a velocidade da luz no vicuo, a estes tipos de sistemas denominaremos de
superluminais. Discutiremos também porque o principio da causalidade nao é violado
nestes casos.

O estudo da propagacao de pulsos superluminais tem sido extensivamente estudado ao
longo dos anos. Lord Rayleigh ja tinha discutido o fenémeno de propagacao de um pulso
numa regiao de dispersao anoémala em 1899 [6]. Pelo principio da causalidade temos que
nenhum objeto ou informacao pode viajar mais rdpido que a velocidade da luz c. Para
resolver esta aparente contradi¢ao, de que é possivel obter velocidades maiores que a da
luz no vacuo, Brillouin e Sommerfeld mostraram que nao ha violacao da causalidade neste
tipo de propagacao [1]. Em seus trabalhos, eles mostraram que a velocidade do sinal é
limitada a velocidade da frente de onda, e por causa do processo de interacoes eletronicas,
esta frente de onda nao pode propagar mais rapida que a interacao eletronica. Portanto,

se o pulso pode viajar mais rédpido que ¢, a frente de onda nao pode. Considerando o
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caso onde o pulso propagado corresponde a um pulso quadrado, que possui uma frente de
onda bem definida, eles mostraram que o pulso é fortemente distorcido e a informacao é
perdida.

Contudo, em estudos posteriores realizados com pulsos do tipo gaussiano, mostrou-se
que esses pulsos podem alcancar velocidades de grupo maiores que a velocidade da luz no

vacuo sem sofrer deformagao [7].
1.8.1 Sistema com inversao de populagao

Vamos considerar aqui um sistema atomico de dois niveis com inversao de populagao.

Para um sistema de dois niveis, teremos que o indice de refragao [8] serd dado por

n(w) = \/1 - 5 < (1.104)

2—w?—iyw
Notemos aqui o sinal de menos (—) em frente ao segundo termo que estd dentro da raiz
quadrada, correspondendo ao fato de termos no sistema atémico inversao de populacao.
Se estivéssemos usando o modelo inicial dos osciladores harmoénicos, o sinal em frente ao
segundo termo que esta dentro da raiz quadrada seria o de mais (+), ver equacao (1.53),

deste modo, correspondendo a uma regiao de absorcao.
Analisando a equagao (1.104) vemos que quando w = 0,
w2

n(0) =4/1— w—g < 1. (1.105)
O fato de que n(0) < 1 torna possivel a obtencao de superluminaridade, conforme veremos

mais tarde. Um grafico mostrando a parte real e imagindria de n(w) é mostrado na figura

1.9.
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Figura 1.9: Gréfico da parte real do indice de refragao, usando w, = 0.5, wy = 1, ey = 0.1.

Uma possivel forma de estudar a propagacao de um pulso, é através do método de
Fourier (que serd mais explorado no préximo capitulo), de modo que, uma solugao para

o campo elétrico no meio dispersivo é dada por,

Ba,1) = / Bo(w) exp [ik (1) — wi] dov, (1.106)

—o0
no qual, k(w) = n(w)/c, e Ey(w) corresponde a transformada de Fourier do pulso no
instante inicial, antes de propagar no meio com dispersao. Este pulso inicial serd consi-
derado como tendo uma freqiiéncia central w.. Podemos desta forma, expandir o mimero

de onda k(w) em torno desta freqiiéncia, obtendo que

k(w) = k(we) + l%} (W —w) + % [ﬁ

We

] (W —we) + ..., (1.107)

2
dw? |,

ou,

k(w) = i M, (1.108)
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com,

d™k

kp = l—] . (1.109)
dwm W=wWe

Destas expressoes, temos que o termo correspondente a k; estd asssociado a velocidade

de grupo por k; = 1/v,, assim,

- [8] [ -] -

Ou ainda,
c

[n(w) +wil,

(1.110)

Ug:

Ressaltamos aqui que a parte do indice de refragao usada nesta expressao é somente a
parte real.

Vemos da tltima equagao que quando dn/dw < 0, que corresponde a uma regiao com
dispersao anomala, poderemos ter que v, > c. Analisando também o grafico 1.7, vemos
que em w = 0, dn/dw ~ 0 ¢ n(0) < 1, de modo que v, > c. Teremos assim, nestes casos,
velocidades de grupos maiores que a velocidade da luz no viacuo. O caso representado
na figura 1.9 foi discutido por Raymond Y. Chao [8], mostrando as condigbes nas quais
podemos obter um pulso com velocidade superluminal e com pouca deformagcao.

O segundo termo de k, no caso ks, é associado a dispersao da velocidade de grupo.
Com base nos termos k; e ko, analisaremos as condicoes necessdrias para que um pulso se
propague sem sofrer muita deformacao.

Podemos reescrever a equacao (1.106) usando a expansao obtida na equacao (1.107),

disto

E(st) = 7 Fo(w)deo exp [—wt] exp lik(wc)z +i {%1 et 1 )

Consideremos agora um meio dispersivo de tamanho L, conforme ilustrado na figura

1.10.
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Pulso inicial tg = L,*'vg
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Figura 1.10: Esquema da propagagao de um pulso num meio com dispersao.

A intensidade do pulso, que é proporcional ao médulo quadrético do campo, antes de

propagar no meio dispersivo serd dada por

00 2

2
{E(z =0,t— £) = / Eo(w)dw exp [—iwt] exp lzLE] ) (1.112)

Yg Yg

ou ainda,
~ 2
L. | ~ , o [dk

E(z=0,t——)| = Eo(w)dw exp [—iwt] exp |iLw |— (1.113)

Vg dw],,

Depois que o pulso propaga na regiao de dispersao, temos que
2

B(z=L,t)* ~ OOE( dwexp (it exp ik +iL [ | A, +ind [TE] (a2
z=Lt)|" ~ 0{W)aw exp | —wt] exp | 1LR(We) T 1 dwl, 9 dw?], "

(1.114)

—00

no qual, consideramos que A,, = w — w,, e desprezamos os termos de ordem maior que
dois, dentro do argumento da segunda exponencial do integrando. Temos que |exp [iLk(w,)]|* =

1, portanto se,

1. [ ) dk
L |— — A 1.11
‘2L [de]wc (AwC) << ‘L [dw]Wp “p ( 5)
teremos que,
2
‘E(zzo,t——) ~|E(z=L,t)[. (1.116)
Vg

Ou seja, o pulso praticamente nao sofrerd deformacao, e além disso, poderd se propagar

com uma velocidade superluminal quando dn/dw < 0.
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Embora o pulso possa se propagar com velocidade de grupo superluminal sem sofrer
deformacao, isto nao viola a causalidade, pois, nos casos em que foi obtido superlumina-
lidade sem deformacao, o pulso usado foi do tipo gaussiano, e um pulso gaussiano possui
continuidade analitica, isto serd discutido com mais detalhes nos préximos capitulos,
assim, conhecendo o valor dele numa certa posicao, podemos através da expansao de
Taylor descrevé-lo em qualquer outra posicao. Deste modo, embora a velocidade do pico
do pulso possa ser superluminal, ele nao possui nenhuma informacao nova.

Até aqui, temos considerado o modelo de inversao de populacao para mostrar que é
possivel obter superluminalidade, entretanto, ressaltamos que a condi¢ao necessaria para
obter superluminalidade é que exista uma regiao com dispersao anémala. A condigao
necessaria para termos superluminalidade, também pode ser demonstrada diretamente

das relagdes de Kramers-Kronig. Da equagao (1.80) temos que em w = 0,

oo

2 [ wK;(w)dw

K (0) =142 [ 2209 )® 1.117

(0) +7T/ e (1.117)
0

Assim, se

K;(w') <0, (1.118)

como no exemplo com inversao de populagao, pela equagao (1.118) teremos que K,.(0) < 1,

e deste modo, n(0) < 1. Assim, a velocidade de grupo sera superluminal.
1.8.2 Sistema com ganho assistido

Em alguns experimentos usando transparéncia eletromagneticamente induzida (EIT)
[9], foi mostrado uma dréstica redugdo na velocidade de grupo, chegando a alcangar
velocidades de grupo da ordem de 8m/s. Isto foi alcangado utilizando-se a regido de
dispersao normal obtida entre duas linhas de absorcao suficientemente préximas. De
modo andlogo, entre duas regioes de ganho suficientemente proximas, aparece uma regiao

com dispersao anémala, conforme pode ser visto na figura 1.11. Nesta regiao, como visto
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antes, poderemos ter velocidades de grupo superluminais. Este tipo de sistema, com dois
picos de ganho préoximos, é chamado de ganho dobrado ou ganho assistido. Ele recebe este
nome porque se antes tinhamos uma absorcao associada a regiao de dispersao anomala,
agora temos uma regiao de ganho.

Neste sistema sao consideradas duas linhas de ganho muito préximas, mas separadas
por uma distancia espectral da ordem de suas larguras de linhas. Neste caso, o indice de

refragao serd dado por

w2 w?
=4/1— . — L . 1.119
nw) \/ W —w? —iw  wi—w?—iw ( )

Na figura 1.11 vemos um grafico esquemadtico da parte real deste indice de refracao e o

ganho correspondente, que ¢ dado por g = —2Im(wn(w))/c.
26 1 ¥ 1 ' I ' e = 1 L 1 z L L —
24| Real(n) :
4 B - - - Coef. Ganho ]
o & / . ]

h =1
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Figura 1.11: Gréfico da parte real do indice de refracao e do coeficiente de ganho. Usando
que w; =1, wy =14, w,=05evy=0.1.

Vemos na figura 1.11, que temos uma regiao de dispersao anémala entre os dois picos da

curva de ganho. Portanto, podemos usar este tipo de configuragao para obter velocidades
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de grupo superluminais.

Usando este tipo de sistema proposto por A. M. Steinberg e R. Y. Chiao [10], e
demonstrado por L. J. Wang e colaboradores [11], foi obtido um avango na velocidade de
grupo de 62ns (£1)ns, em relagdo & um um pulso propagado no vacuo. Para isto, eles
usaram um gas de dtomos de césio. Dentro do meio gasoso, os &tomos estao em trés niveis
de energia: Um estado excitado | 0 > e dois estados fundamentais | 1 > e | 2 >. Dois
feixes 6pticos F; e Ey sao aplicados no meio gasoso. As freqiiéncias de Fq e s, wi e wo,
sao diferentes por uma pequena quantidade 2A, e ambos os campos estao préximos da
freqiiéncia de transi¢do wg; (de | 0 > para | 1 >) por uma pequena quantidade Ay. Um
outro feixe E, é introduzido causando um transi¢do de | 1 > para | 2 >. Um esquema
disto pode ser visto na figura 1.12. Nesta configuracao descrita, existirao duas freqiiéncias
nas quais o ganho serd maximo, e o indice de refracao obtido é andlogo ao mostrado na

equagao (1.119).

Figura 1.12: Esquema de niveis atomicos usados para obter uma regiao com ganho do-
brado.

1.8.3 Superluminalidade em cristais foténicos

Até aqui temos considerado sistemas nos quais tinhamos um ganho ou uma absor¢ao
associada a regiao de dispersao andémala. Nés trataremos agora um caso de superlu-

minalidade para um sistema que nao apresenta absorcao ou ganho associado a regiao de
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dispersao anomala. Aqui, o efeito de superluminalidade serd devido a troca de energia, ou
interferéncia, entre os dois modos do campo eletromagnético, neste caso, duas diferentes
polarizacoes da luz.

Durante algum tempo, acreditou-se que as relacoes de Kramers-Kronig requiriam que
em sistemas com dispersao tivéssemos absorcao ou reflexao para que fosse possivel obter
superluminalidade. Entretanto, foi desmonstrado que isto nao é verdade [12], o que ocorre
¢é que em sistemas com absorc¢ao, por exemplo, temos uma regiao espectral com dispersao,
mas, o inverso nao é verdadeiro. A condigao suficiente para se obter o efeito de superlu-
minalidade, neste caso, é que tenhamos a transferéncia de energia entre os dois modos.
E aqui, mais uma vez, o efeito nao ird violar a causalidade, pois teremos as relacoes de
Kramers-Kronig, que como sabemos obedecem a causalidade.

O experimento que mostra este feito, consiste em usar um cristal fotonico bidimen-
sional (2D) com alta-birrefrigéncia e um polarizador linear, colocado em série. O cristal
fotonico tem band gaps em 10 e 20 GHz, e possui uma alta birrefrigéncia e uma alta
transmissao na regiao de freqiiéncia entre estes dois gaps.

Um cristal foténico é colocado longe da fonte que gera o campo eletromagnético, para
assegurar que as frentes de ondas sejam praticamente ondas planas, ver figura 1.13. Um
detector é colocado na diregao oposta a fonte de origem, no caso, depois do cristal fotonico.
O cristal fotonico e o detector sao protegidos por uma “caixa”, que possui uma abertura,
com tamanho escolhido de tal forma que diminua os efeitos de difracao.

Para controlar a polarizacao da luz incidente e do campo detectado relativo ao eixo
rapido do cristal, o detector foi montado de tal forma que fosse possivel rotaciong-lo. O
angulo da polarizagao incidente foi escolhido para fazer um angulo fixo de 45° com o eixo
rapido do cristal, ja o angulo (3, que o detector faz com o eixo rdpido do cristal, pode ser
variado.

A polarizacao TM ¢ feita paralela ao eixo rdpido do cristal, e a polarizacao TFE &
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Figura 1.13: Esquema do uso de um cristal fotonico para obter uma regiao com dispersao
andmala.

colocada perperdicular a este eixo.

Medidas das amplitudes e das fases com relagao ao detector em 40° e 50° sao mostrados
nas figuras 1.14 e 1.15, respectivamente. Devido ao fato de que a regiao espectral estd longe
da regiao de band-gap, o comportamento visto na transmissao nao pode estar associado
aos efeitos do band gap. Ele acontece porque o cristal fotonico rotaciona a polarizacao da

luz, através da adi¢do de uma fase diferente para cada polarizagao [13].

0.8

0.6 L

0.4

Transmissao
Fase

00 I I I
16.0 16.5 17.0 17.5

Freqiiencia (GHz)

Figura 1.14: Grafico da transmissao e da fase para § = 40°. As linhas cheias correspondem
aos resultados experimentais e as linhas pontilhadas aos calculados [12].
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Figura 1.15: Grafico da transmissao e da fase para = 50°. As linhas cheias correspondem
aos resultados experimentais e as linhas pontilhadas aos calculados [12].

Para § < 45° vemos claramente, nas figuras 1.14 e 1.15, uma regiao de dispersao
anomala na vizinhanca de 16.5 — 17GHz, e quando [ > 45° a dispersao ¢ normal. Deste
modo, quando [ < 45° a regiao com dispersao anémala pode ser usada para obter super-
luminalidade.

Mas, vale ressaltar que o fato relevante do trabalho que citamos [12] é que a transmissao
¢ idéntica tanto para § = 40° como para [ = 50°, contudo, o comportamento da regiao

de dispersao é totalmente diferente.

1.9 Conclusao

Neste capitulo, estudamos as condigoes necessarias para obtermos velocidades de
grupo maiores que a velocidade da luz no vacuo. Vimos que, podemos ter velocidades
superluminais quando o pulso se propaga em regioes com dispersao anémala, e embora o
pico se propague com velocidade de grupo superluminal, isto nao viola a causalidade.

Estudamos também varios tipos de meios que apresentam dispersao anémala, e vimos
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que, embora possamos ter uma regiao de dispersao anémala associada a uma regiao de

absorcao, o inverso nao é verdade.



Capitulo 2

Métodos de Fourier, Laplace e Green
e a Analiticidade de Funcoes

2.1 Introducao

Neste capitulo trataremos de alguns métodos que podem ser usados no estudo da
propagacao de um pulso. Em especial, trataremos do método de Fourier, Laplace e de
Green. O método de Fourier e de Laplace possuem uma aplicagao similar, que é simplificar
a resolucao de equacoes diferenciais usando um espaco transfomado, e depois calculando-
se a transformada inversa da resposta obtida no espaco transformado, obtemos a resposta
do problema desejado. O que ird determinar a utilizacao de um destes métodos, Fourier
ou Laplace, serao as condi¢oes de contorno ou iniciais do problema. Por exemplo, se
estivermos resolvendo a equagao de onda e tivermos como condi¢ao de contorno que a
funcao e suas derivadas se anulam em —oo e +00, o método de Fourier serd 1til. Por
outro lado, se tivermos que no tempo inicial a funcao e sua derivada é igual a zero,
poderemos utilizar o método de Laplace. Estes dois casos serao tratados neste capitulo
quando usarmos ambos os métodos para resolver a equacao de onda. Um outro método
bastante 1itil que serd tratado é o método de Green, ou método da convolugao.

Por fim, trataremos sobre a analiticidade de fungoes, em especial serd importante

para nés a nocao do que é um ponto nao analitico, pois ele serd associado a informagao no

44
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capitulo seguinte. Abordaremos também aqui sobre a utilizacao da expansao de Taylor

para fungoes analiticas.

2.2 Introducao as equacoes diferenciais

Em muitos dos problemas fisicos que estudamos, em particular no caso da propagacao
de pulsos, nos deparamos com equacoes diferenciais. Em geral, uma equacgao diferencial

ordingria (EDO) linear, de segunda ordem e homogénea tem a seguinte forma

d? d
d_xg + P(x)% + Q(z)y = 0. (2.1)

Ela é homogénea porque cada termo contém y(x) ou sua derivada; é linear porque cada v,
dy/dz, d*y/dx?® aparece elevado a primeira poténcia, ou seja, nao existem produtos destas

quantidades. A solugao mais geral para este tipo de equacao é escrita como

y(z) = c1yi () + oy (). (2.2)

Entretanto, muitos problemas fisicos resultam em equacoes diferenciais nao homogéneas
da forma
d*y

dy
5+ P(a)2 + Qa)y = F(a). (23)

A fungao no lado direito da equagdo, F(z), representa uma “excitacao”, podendo cor-
responder, por exemplo, a cargas eletrostdticas ou a uma forga restauradora. Solucoes
para este tipo de equagao, bem como para equagoes diferenciais parciais (EDP), podem ser
obtidas usando o método de Fourier, de Laplace ou as fun¢oes de Green, como comentamos

inicialmente; este serd o primeiro objetivo deste capitulo.
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2.3 Transformadas integrais

Nesta secao daremos uma breve introducao sobre integrais transformadas. Em fisica é

muito freqiiente encontrarmos funcoes que sao do seguinte tipo

g(a) = / FOK (o, 1)t (2.4)

A fungao g(«) é chamada de transformada (integral) de f(¢) pelo “nicleo” K(a,t). A
operagao também pode ser descrita como o mapeamento da fungao f(t) no espago-t em
uma outra funcdo, g(«), no espago-a.

Dentre as diversas possibilidades de integrais transformadas abordaremos neste capi-
tulo duas em particular. Quando K (a,t) = e~ estaremos tratando da transformada de
Laplace, e quando K(«,t) = ™! estaremos estudando a transformada de Fourier.

Todas essas integrais transformadas sao lineares, isto é,

b

/ L fu(t) + eafo ()] K (s )t = o4 / AOK (o, 8)dt + o3 / BOK( Ot (2.5)

a

A transformada integral também pode ser representada por um por um operador L,

gle) = L{f (D)} (2.6)

E a transformada inversa serd representada por

f(t) =L {g(e)}. (2.7)

As integrais transformadas possuem muitas aplica¢oes, uma delas é usé-las para simpli-
ficar a resolugao de equagoes diferenciais, a qual abordaremos neste capitulo. Um esquema
desta técnica pode ser visto na figura 2.1. Quando estamos diante de certos problemas
cujas solucoes sao dificeis de serem calculadas, podemos usar as transformadas integrais

para solucionar o problema num outro espaco, tornando o problema relativamente mais
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simples. A solugao final do problema no espago original serd obtida calculando a trans-

formada inversa. Este tipo de aplicagao sera tratado nas secoes seguintes.

Solugéo relativamente facil o
Problema no Solugao no
espacgo transformado espacgo transformado
Transformada Transformada
integral inversa
Problema _ _ _ _Solugdo dificil - Solugédo do
original problema original

Figura 2.1: Esquema da utilizagao das transformadas integrais.

2.4 Método de Fourier

Como dissemos antes, tomando K («,t) = €' na equagao (2.4), teremos uma transfor-

mada de Fourier, ou seja, a transformada de Fourier g(w) de uma fungao f(t) é definida

por
oo

]' wwt
o) = <= /OO F(t)etdt.

e a transformada inversa é dada por

e}

] ston-sas

—00

2.4.1 Transformada de Fourier de derivadas

(2.8)

Na secao anterior comentamos que a transformada de Fourier pode ser usada para

auxiliar na resolucao de equagoes diferenciais, nesta secao exploraremos esta aplicagao.
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Inicialmente consideremos que a transformada de Fourier de f(x) é

1 by W
o) = <= / F@)e“ dz, (2.10)

e para df (z)/dx

_ b 1 (@) ey,
MM—J%/‘M da. (2.11)

Integrando a equacao (2.11) por partes, obtemos que

W
e

m“‘”]_m Vo

g1(w) :{ / f(z)e™ dz. (2.12)

Se f(x) — 0 quando = — +00, teremos

g1(w) = —iwg(w), (2.13)

ou seja, a transformada da derivada é (—iw) vezes a tranformada da fungao original. Isto

pode ser generalizado para a n-ésima derivada da seguinte forma,

gn(w) = (—iw)" g(w). (2.14)

Esta é uma grande aplicagao para a transformada de Fourier, sendo possivel utiliza-la para
resolver equagoes diferenciais parciais, onde a operagao de diferenciacao serd substituida

por uma multiplicacao no espaco-w.
2.4.2 Aplicacao: Resolucao da equacao de onda

Como aplicagao do método descrito, consideremos a equagao de onda

Py 1%

N6s usaremos como condicao inicial que

?/(x> 0) = f(ﬂ?), (216)
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com f(x) — 0 quando x — +oc.

Aplicaremos agora a transformada de Fourier com relacao a x, para isto multipliquemos

a equagao (2.15) por €"* e integremos com relagao a z, obtendo

7 aQy(x7 t) 1% 1 7 aQy($7t) 1%
Assim,
1 9?Y (o, t)
c \2 _ )
No qual nés usamos que
Y(a,t) = L 7 (z,t)e ™ dx (2.19)
BV S B ! '

e também usamos a equacao (2.14) para a segunda derivada com relagdo a x. Vemos que
nao ha derivadas com relagdo a = ou a « na equacdo (2.18). Portanto, transformamos
uma EDP numa EDO. Usando agora a equagao (2.16) na equagao (2.19) teremos como
condicao inicial que N

Y(a,0) = # / f@)e ™ dr = F(a). (2.20)
Assim, a solucao para a equagao (2.18) é

Y(a,t) = F(a)e™e, (2.21)
Usando agora a expressao para a transformada inversa, obteremos que
(2,) = — / Y(a, e rd (2.22)
T, t) = —— a,t)e a. :
y \/%
Por fim, substituindo a equacao (2.21) em (2.22), teremos
Yo, t) = —— / Fla)e @@ gq, (2.23)
V2T
Como f(x) é a transformada inversa de Fourier de F(«), podemos escrever que

y(z,t) = f(z F vt). (2.24)
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correspondendo a ondas propagando-se nas diregoes +x e —x, respectivamente.

Em resumo podemos dizer que a transformada de Fourier pode ser usada para con-
verter uma EDP numa EDO. Veremos depois que a transformada de Laplace possui uma
aplicacao semelhante, além disso, ela pode converter uma EDO numa equacao algébrica.

Ambas as transformadas sao de grande importéncia no estudo da propagacao de pulsos.

2.4.3 Teorema da convolucao para a transformada de Fourier

Comentaremos agora sobre o teorema da convolucao, que também pode ser usado no
estudo da propagacao de pulsos. A convolucao tem diversas utilidades, além da que ja
citamos, ela pode ser usada para investigar funcoes de transferéncia, conforme veremos
na secao seguinte.

Consideremos inicialmente duas fungoes f(z) e g(z) com transformadas de Fourier

dadas por F'(t) e G(t), respectivamente. N6s definimos a operacao

f*g

9(y) f(x —y)dy, (2.25)

-
p 8

como a convolugao de duas fungdes f e g no intervalo (—oo,00). Podemos usar a

transformada de Fourier na equacao (2.25), obtendo

[ sty =—= [ o [ Fere = atay
/ 9(y)f (@ — y)dy = / F(1) # / o)y | et dt
/ 9()f(z — y)dy = / F()G(t)e ™ dt. (2.26)

Este resultado pode ser interpretado como segue: a transformada inversa de Fourier de

um produto de transformadas de Fourier é a convolucao das funcoes originais, f * g.
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2.4.4 Funcgao de transferéncia

Utilizando as transformadas de Fourier analisaremos as fungoes de transferéncia.
Sabemos que um pulso elétrico dependente do tempo pode ser construido considerando
uma superposi¢ao de ondas planas de diferentes freqiiéncias. Para uma freqiiéncia angular

w teremos uma contribuicao da forma
F(w)e™".
Assim, um pulso pode ser escrito como
£(t) = —— 7 Flw)e dw. (2.27)
\/% -0

Devido ao fato de que a equagao (2.27) tem a forma de uma transformada de Fourier,

podemos expressar F'(w) usando a transformada inversa,
Flw) = —— 7 F(t)etdt (2.28)
w) = € . .
V2

A equagao (2.28) representa a decomposi¢io de um pulso f(t) em suas componentes de
freqiiéncia angular.

Consideremos um sistema para o qual temos uma entrada f(t) e uma saida g(t). Para
uma entrada de uma tnica freqiiéncia w, teremos que f,,(t) = ¢*. Sabemos que o sistema
atuando sobre f(t) podera alterar tanto sua amplitude como sua fase, e que mudanca serd

provavelmente dependente da freqiiéncia. Assim,

9uo(t) = p(w) fu(t). (2.29)

Esta fungao de modificagao da fase e da amplitude ¢(w) é chamada de fungao de trans-

feréncia. Ela pode ser escrita em forma complexa:

o(w) = u(w) +iv(w), (2.30)
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com u(w) e v(w) sendo fungdes reais.

Na equacao (2.29) assumimos que a funcdo de transferéncia p(w) ¢ independente
da amplitude da entrada e da presenca ou auséncia de alguma outra componente de
freqiiéncia, ou seja, estamos assumindo um mapeamento linear de f(t) em g(¢). Para

obter g(t) devemos integrar sobre todas as entradas, assim,

o(t) = ¢L2_7T / () F(w)e deo. (2.31)

A funcao de transferéncia é caracteristica do tipo de sistema considerado. Quando
uma funcao de transferéncia é conhecida (medida ou calculada), a saida g(t) pode ser
calculada para alguma entrada f(t).

Vamos considerar agora ¢(w) como a transformada inversa de Fourier de alguma

fungao ®(t):

1 b —iwt
o) = o= _/OO B(t)e . (2.32)

Assim, a equagao (2.31) é a transformada de Fourier de duas transformadas inversas.

Usando o resultado da se¢ao anterior, podemos escrever que
/ f(n)®(t—71) (2.33)

Interpretando a equagao (2.33), vemos que temos uma entrada - uma “causa’, f(7),
modificada por ®(t — 7), que chamaremos de fung¢ao resposta do meio, produzindo uma
saida, um “efeito”, ¢g(t). Impondo agora a causalidade, que a causa precede o efeito,

devemos requerer que 7 < t. Desta forma impomos que
O(t—7)=0, paraT >t (2.34)

Assim, a equacao (2.33) serd escrita como

/f Bt — 7)dr. (2.35)
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A consideragao na equacao (2.34) tem conseqiiéncias profundas na teoria de dispersao,

conforme vimos no capitulo 1, no estudo das relacoes de Kramers-Kronig.
2.4.5 Propriedade da fungao resposta

Para explorarmos as propriedades de ®(¢) consideremos f(7) como um pulso tipo

funcao delta,

no qual, 6(7) é a “fungao” delta de Dirac. Assim, a equagao (2.35) serd escrita como

t

o(t) = / S(r)®(t — 7)dr, (2.36)

—00

g(t) = ®(t), parat > 0,
g(t) =0, para t < 0.

A equagao (2.36) serve para estabelecer que ®(t) é real, pois sabemos que a saida g(t) é
real. Usando agora esta propriedade de ®(¢), podemos mostrar que existe uma relagao de
correspondéncia entre a parte real de p(w), u(w), e sua parte imaginaria, v(w).

Sabemos que as fungoes ®(t) e p(w) sdo transformadas de Fourier uma da outra,

1 b —iwt
p(w) = Nor [@(t)e dt, (2.37)

mas agora, o limite inferior é tomado igual a zero por causa da imposi¢ao da causalidade,
conforme imposto na equagao (2.34). Como ®(¢) é real, podemos usar a equacao (2.32)

para separar a parte real e imaginéria de ¢(w), escrevendo

[e.9]

u(w) = /@(t)coswtdt,

O (t)senwtdt, w > 0. (2.38)

=
£
I
|
o\g
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Assim, vemos que a parte real de p(w), u(w), é par, e a parte imagindria de p(w), v(w),
é fmpar:
u(—w) = ulw), e v(—w)=—v(w).
Interpretando agora a equagao (2.38) como transformadas seno e cosseno de Fourier,

teremos que

2 o0
O(t) = — /u(w)coswtdw
T
0
2 oo
O(t) = —— /v(w)senwtdw, t>0. (2.39)
7r
0
Combinando a equagao (2.38) e (2.39), obtemos
o0 2 e.9]
v(w) = —/senwt —/u(w')cosw'tdw’ dt, (2.40)
7r
0 0

mostrando que se nossa funcao de transferéncia tem uma parte real, ela necessariamente
também tera uma parte imagindria associada; o inverso também é verdade.

A imposicao da causalidade leva a uma dependéncia mitua da parte real e imagindaria
da funcao de transferéncia. Este resultado é uma generalizacao do resultado obtido no

capitulo 1 para a teoria de dispersao.

2.5 Meétodo de Laplace

Nesta se¢ao tomaremos K (o, t) = e~*" na equagdo (2.4), obtendo assim a transformada

de Laplace, ou seja, a transformada de Laplace de f(s) de uma fungao F'(t) é definida por

£(s) = L{F@O)} = lim [ e F(t)dt = / S P (t)dt. (2.41)

Considerando duas funges F'(t) e G(t) para as quais existem as transformadas de

Laplace, teremos que
LA{aF(t)+bG(t)} = al{F(t)} + bL{G(t)}, (2.42)

a operagao denotada por L é linear, como ja tinhamos comentado antes.
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2.5.1 Transformada de Laplace de derivadas

Do mesmo modo como usamos a transformada de Fourier para auxiliar na resolugao
de equacoes diferenciais, também podemos usar a transformada de Laplace.

Calculemos inicialmente a transformada da primeira derivada de F(?):

ey = ety

Integrando por partes, obtemos
L{F/(t)}— [ 7stF —|—S/€StF
0
L{F'(t)} = sL{F(t)} — F(0). (2.43)
Portanto, de forma geral podemos escrever que,
LL{F™ (1)} = s"L{F ()} — 8" F(+0) — ... — F"=D(40). (2.44)

Colocamos explicitamente F'(40) ao invés de somente F'(0) para ressaltar que a aproxi-

macao ao zero é feita pela direita.

2.5.2 Algumas propriedades
Substituicao

Se nds substituirmos o pardmetro s por s — a na defini¢ao da transformada de Laplace

na equacao (2.41), obteremos que

f(S—CZ):/ satF /est atF
f(s—a)=L{e"F(t)}. (2.45)

Assim, a substitui¢ao de s por s — a equivale a multiplicar F'(t) por e™. Isto pode ser titil
para se extender alguns resultados conhecidos da transformada de Laplace. Por exemplo,

é conhecido que
k

ﬁ{senkt} = m,

(2.46)
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logo,
L{e"senkt} = ————5—. 247
{ s (s —a)” + k2 (247)
Translagao
Multipliquemos f(s) por e, com b > 0:
e " f(s) = e_bS/e_StF(t)dt
0
e " f(s) = /e_s(t+b)F(t)dt. (2.48)
0
Agora, tomando t + b = 7, a equagao (2.48) se torna
e " f(s / e TF(1 —b)d (2.49)
b
e " f(s) = /e_STF(T —b)u(r — b)dr, (2.50)
0
no qual,
u(tr—0b)=1, para 7>b
u(t —b) =0, para T <b. (2.51)

A relagao da equagao (2.50) é conhecida como teorema de deslocamento de Heavi-

side.

Devido ao fato de que é assumido que F'(t) é zero para t < 0, teremos que F (7 —b) =0

para 0 < 7 < b. Portanto, podemos estender o limite inferior para zero na equagao (2.49)

sem mudar o valor da integral. Notando que 7 é apenas uma varidvel de integracao,

podemos escrever que

e ¥ f(s) = L{F(t — )},

(2.52)
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2.6 Aplicacao: Resolucao da equacao de onda

Vamos novamente utilizar a equagao de onda para mostrar como a transformada de
Laplace pode ser usada para auxiliar na resolugao de uma EDP. Consideremos a seguinte

equacao de onda
PE(x,t) 1 0*E(w,t)

G5 g =0 (2.53)

Transformando esta equacao com relagao a t, pela transformada de Laplace, obteremos

2

%E{E(:ﬁ, £} — %E{E(m, £} + %E(Q;, 0) + % [%1 =0 (2.54)

Se tivermos como condi¢Ges iniciais que E(z,0) = 0 e [0E(x,t)/0t],_, = 0, teremos
que
82

LB, 1)} = SL{B(r, )} (2:55)

Assim, mais uma vez convertemos uma EDP numa EDO. A solucdo (para esta EDO) é
L{E(z,1)} = cie” /07 4 gyt /v, (2.56)

As “constantes” ¢ e ¢3 sao obtidas através das demais condigoes de contorno do problema.
Elas sao constantes com relagao a x mas podem depender de s. Se a onda permanece
finita quando = — oo, L{E(z,t)} também deve permancer finita, disto, co = 0. Se F(0, 1)

é escrito como F(t), teremos que ¢; = f(s) e
L{E(x,t)} = f(s)e_(s/”)‘”. (2.57)
Pela propriedade de translacao, vista anteriormente, nés obteremos que
E(z,t) = F(t— E) , para t> f,
v v
E(z,t) =0, para t< z (2.58)
v

Estas solugoes representam uma onda (ou pulso) propagando-se na diregao positiva  com
velocidade v. Notemos que para x > vt a regiao permanece sem perturbacao, ou seja, o

pulso ainda nao chegou na regiao.
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2.6.1 O teorema da convolucao usando a transformada de Laplace.

Vamos agora demonstrar o teorema da convolugao analogamente ao que fizemos
quando tratamos da transformada de Fourier.

Tomemos duas transformadas,

fils) = L{E()} e fals) = L{F()} - (2.59)

Multipliquemos agora as duas expressoes, mudando a varidvel de integracao para evitar

possiveis confusoes,

a—x

f1(8) f2(s) :(}Lrilo/e_sxFl(x)dx / e Yy (y)dy. (2.60)

Fazendo agora uma mudanca de varidvel da forma x =t — 2 e y = 2z, e usando o

Jacobiano para transformar o elemento de drea, obteremos

Qe 2y 1 0
drdy = ‘ g 8t ‘dtdz = ‘ 10 ‘dtdz
9z 0z -
dxdy = dtdz. (2.61)

Substituindo estas relagoes na integral da equacgao (2.60), teremos que

a—00

fi(s)fa(s) = lim 7e—st]F1(t — 2)Fy(2)dzdt.

Portanto,
t

f1(8)fa(s) =L /Fl(t —2)Fy(2)dz p . (2.62)
0
A integral entre colchetes pode ser representada como

/ Fi(t — 2)Fy(2)dz = Fy % o, (2.63)

que corresponde a convolug¢ao de F; com F,, analogamente ao que fizemos na secao ante-

rior. Se substituirmos w = t — z na ultima equagao encontraremos que

Fl*FQZFQ*Fl, (264)
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demostrando que a relagao é simétrica.

Por fim, tomando a transformada inversa, nés podemos escrever que

t

L7Hfi(s5)f2(s)} = /F1 (t — 2)Fa(2)dz. (2.65)

0

2.7 Meétodo de Green

Nesta secao usaremos as funcoes de Green para encontrar a solucao de uma equacao
diferencial. Mas, como uma breve introducao as funcoes de Green ¢é titil revisarmos o
caso eletrostdtico. Sabemos que na presenca de cargas o potencial eletrostético satisfaz a

equagao nao-homogeénea de Poisson

Vi =L (2.66)
€0

no qual p corresponde a densidade de cargas e ¢p ¢ a permissividade elétrica do vécuo.
Temos também que o potencial deverd satisfazer a equacao de Laplace na auséncia de
cargas, ou seja,

V) = 0. (2.67)

Se tivermos cargas pontuais ¢;, sabemos que a solucao serd dada por

1 4;
lr) = o Z pal (2.68)

Se, em vez de cargas pontuais, tivermos uma distribui¢ao continua de cargas, obteremos

() = — / p(r,),’d%'. (2.69)

Cdme ) r—r

Nossa solugao da equacao de Poisson, equagao (2.69), pode ser interpretada como a
convolucdo de uma distribuigao de carga, p(r’), e uma fungdo peso, 1/(4mweg |r —1r']).
Aqui, 1 é o potencial correspondente a uma certa distribuicao de carga e que satisfaz

a equagao de Poisson (2.66). Consideremos agora uma funcao G, que serd chamada de
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funcao de Green, que satisfaca a equacao de Poisson para uma carga pontual da forma,
V3G = —6(r — 7). (2.70)

Fisicamente G corresponde a um potencial em r devido a uma carga pontual em r’.

Usando o teorema de Green [14] para G e 1), teremos que

/ (WV2G — GV — / (WG — GU) - do. (2.71)

no qual, do corresponde ao elemento de drea da superficie que limita o volume de inte-
gragao. Devido ao fato de que o integrando é proporcional a 1/r?, se tomarmos o volume

de integracao suficientemente grande obteremos que
Jwvie—avruar —o

/ (YV2Q)d*r' = / (GV*))d®r'. (2.72)

Usando agora as equagoes (2.66) e (2.70), obteremos

—/¢(r)6(r —1)d*' = —/Md?’r’. (2.73)

€0
E integrando o lado direito encontraremos que

) = = / G, 1) p(r') . (2.74)

€0
Assim, uma vez conhecida a funcdo de Green (G, para uma dada situacgao fisica, e a
distribuicao de cargas p, poderemos encontrar o potencial eletrostédtico .

Encontraremos agora uma expressao explicita para (G, para isto, usaremos o fato de

/v2 (|_11°|) dr = { _E)m } (2.75)

A integral é igual a 0 se a integragao nao inclui a origem, e é igual a —4m se a origem ¢

que

incluida na integracao. Este resultado pode ser escrito ainda como,

V2 (%) — S —1). (2.76)

At |r —r
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Comparando agora esta expressao com a equagao (2.70), notamos que

B 1
Cdrfr -7

Glr,r') (2.77)

Estes resultados podem ser generalizados para uma certa EDP de segunda ordem

linear e nao-homogénea dada por

Ly(r) = —f (). (2.78)

no qual, £ é um operador diferencial linear. A fungao de Green deverd ser tomada para

ser solucao de

LG(r,r') = =d(r —1'). (2.79)

Portanto, a solucao da equagao (2.78) serd

mﬂ:/Gmﬂﬂﬂfﬂ (2.80)

Utilizaremos agora a fungao de Green para resolver a equacgao de onda. Temos que

1 0?0

Onde ¢ é a velocidade de propagagao da luz no vécuo.

Para resolver a equagao (2.81) suponhamos inicialmente que as transformadas de

Fourier de ¥(r,t) e f(r,t) sao dadas por

1 A
U(r,t) = — / U (r,w)e “dw (2.82)
2
1 o
f(r,t)==— [ f(r,w)e “dw (2.83)
27
com as transformadas inversas dadas por
@mm:/wmmmﬁ (2.84)

—00
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f(r,w) = /f(r,t)emdt. (2.85)

Substituiremos agora as equagoes (2.82) e (2.83) na equagcao (2.81), obtendo

oo oo

]' 2 w2 —iwt _ ]' —iwt
o (VU(r,w) — = U(r,w))e “dw = _47T27r / fr,w)e ™ dw.

—0o0

Disto,

(V2 + k) (r,w) = =47 f(r,w). (2.86)

no qual, k = w/c é o nimero de onda associado com a freqiiéncia w. Assim, a fungao
de Green G(r,r’) apropriada para a equagao (2.86) deve satisfazer a seguinte equagao
nao-homogénea

(V2 + k)G (r, 1) = —4nd(r — 1'). (2.87)

Se nao h& superficies limitadoras, as fungoes de Green irao depender somente de R =
r —r’, e terdo simetria esférica, ou seja, dependerdo somente de R = |R|. Usando o

operador de Laplace em coordenadas esféricas, teremos que

2
%%(HGQ +EGy, = —418(R). (2.88)

Em toda regiao, exceto em R = 0, RG|, ird satisfazer a seguinte equacao homogénea

d2
@(RGk) + K*(RG}) = 0, (2.89)
cuja solugao é,
RG), = Ae™ + Be . (2.90)

No limite que R — 0, a equacao se reduz a equagao de Poisson, pois kR < 1. Neste

limite temos que

_ 1
Jim Gy(R) = . (2.91)
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Assim, a solucao geral para a fungao de Green serd

Gr(R) = AGWY(R) + BGL)(R), (2.92)
Ccom
+ikR
G (R) = (2.93)

O primeiro termo na equagao (2.92) corresponde a propagacao de uma onda esférica
divergindo da origem, enquanto que o segundo termo representa uma onda esférica con-
vergindo. A escolha de A e B depende das condic¢oes de contorno no tempo especificadas
no problema fisico.

Para expressarmos no tempo a diferenca que existe entre ng) e G,(J), necessitamos

construir as correspondentes funcoes de Green dependente do tempo que satisfaca

2
(V? - 137) Glr 150, ¥) = —dmd(r —¥')3(t — 1), (2.94)
C

Calculando a transformada de Fourier do elemento no lado direito da equacao acima,

obteremos que

/ (—Amd(r —x')3(t — 1)) e™"dt = —4md(r —x')e"™"".

Comparando com a equagao (2.87), vemos que as solugoes para a equacao (2.94) seréo
da forma G,(fi)ei“t'. Usando a equagao (2.82), as fungoes de Green dependente do tempo

serao dadas por

T or R

—00

1 F TetikR 1
G;(j:)(R7t) / [e_‘ezwt] e~ Wt .,

~ o R

—00

1 +ikR
G,(ci)(R, T) / ¢ e T dw, (2.95)

com 7 =t —t'. Vemos que a funcao de Green é funcio somente da distancia relativa R

e do tempo relativo 7 entre a origem e o ponto de observagao. Para o caso de um meio
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sem dispersao, k = w/c, a integral na equagao (2.95) serd

/ pTikR p—iwr g / e {TFR/OW 5 — 978 (7- T E) ,
c
assim,
+ 1 R

GH(R,7) = 79 <T - (2.96)

ou mais explicitamente,
(+) 0 (t B [t/ + hjl\])
G tr' t) = . 2.97
(x50, 1) e (2.97)

Por fim, as solugoes para a equagao nao-homogénea (2.81) serao
TE) (r, 1) = // GO (e, ;¢ ) f(x', ) d>dt'. (2.98)
2.8 Condicoes de Cauchy-Riemann e a analiticidade

No6s agora estudaremos as condigoes nas quais uma fungao é considerada analitica.

Sabemos que um nimero complexo z pode ser escrito como
Z=x +1iy. (2.99)

no qual i =+/—1, e x e y sdo nimeros reais. Assim, podemos construir uma func¢ao f(z)

que pode ser escrita da seguinte forma

f(z) = u(z,y) +iv(z,y). (2.100)

com u(zx,y) e v(z,y) sendo fungodes reais.
A definicao para a derivada de uma funcao complexa é andloga ao que é feito para a

derivada das fungoes reais, teremos aqui que

flz+02)=fz) .. of(x) df
Gt amTe a4 (2.101)
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considerando que o limite é independente de alguma aproximacao particular ao ponto z.
Para fungoes com varidveis reais dizemos que o limite pela direita (x — ) e o limite pela
esquerda (z — —xg) da derivada df (x)/dx deve ser o mesmo, para que a derivada exista
em r = xg9. Analogamente, para z correspondendo a algum ponto no plano complexo,
noés consideramos que o valor da derivada df(z)/dz deve ser independente da dire¢ao de
aproximacao ao ponto z.

Consideremos agora incrementos dx e 0y das varidveis = e y respectivamente. Assim

0z = dx + 1y, (2.102)
e,

0f = du + idv. (2.103)
Deste modo,

o v 2100

Vamos tomar o limite indicado na equacao (2.101) por duas aproximagoes diferentes,
primeiro, com 0y = 0, e dx — 0, conforme mostrado na figura 2.2. Portanto, usando a

equagao (2.101) e (2.102), teremos que

. 0f(2) . ou ~ov\ Ou  Ov
fi 25 = o (050 ) = 5 g (2109

assumindo aqui que as derivadas parciais existem. Para a segunda forma de aproximacao

ao ponto zg, tomaremos que dx = 0 e dy — 0, obtendo que

. 0f(2) .. Ou v\  Ou  Ov
51ylin0 0z _61ylglo( Z(5y+(5y)_ 28y+8y' (2.106)
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Y

-

ox —>0 Z,
8y=0 *

]5x:0
5y—0

v

Figura 2.2: Esquema mostrando as duas formas de aproximagao escolhidas para demons-
tracao das relagoes de Cauchy-Riemann.

Se queremos que as derivadas de df (z)/dz, nas equagoes (2.105) e (2.106) sejam iguais,
deveremos ter que
% _ g_;} g_;j _ _%, (2.107)
Essas sao as condigoes de Cauchy-Riemann. Elas foram descobertas por Cauchy e muito
usadas por Riemann em sua teoria de fungoes analiticas. Essas condigoes de Cauchy-
Riemann sao necessdrias para a existéncia da derivada de f(z), ou seja, se df(z)/dz
existe, as condicoes de Cauchy-Riemann devem ser satisfeitas.
Reciprocamente, se as condigoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas e as derivadas

parciais de u(z,y) e v(x,y) sdo continuas, a derivada de df/dz existe, conforme de-

monstraremos. Vamos inicialmente escrever que

ou . Ov ou .Ov
Sf = (% + z£) oz + (a_y + "a_y> 0y. (2.108)

A validade desta expressao depende da continuidade das derivadas parciais de u e v.

Dividindo a 1ltima equacao por ¢z, obteremos

0f — (Ou/0x +i(Ov/0x))dx + (Ou/dy + i(Jv/Dy))dy

0z ox + idy
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of _ (0u/0z +i(0v/0x)) + (8u/5’y+i(av/8y))5y/5x.

0z 14 i(dz/0y)

(2.109)

Se § f /6z deve ter um tnico valor independente da dire¢ao de aproximagao ao ponto z,
a dependéncia em relagao a 0y/dx deve ser eliminada. Para isto, apliquemos as condigoes

de Cauchy-Riemann para as derivadas com relacao a y, obtendo

ou Ov ov  Ou

i = e i, 2.11
dy —H@y ox —H@x (2.110)

Substituindo a equagao (2.110) na equagao (2.109), nés eliminaremos a dependéncia de

oy /o,
of  (Ou/0x +i(0v/0x)) + (—0v/0x + i(Ou/0x))0y /0
5z 1+i(0x/0y)
6f  Ou/0x(1+idy/dx) + Ov/0x(i + —by/dx)
5z 1+i(0x/0y)
of  (Ou/Ox +i0v/0x)(1 + idy/éx)
5z 1+ i(0x/dy) '
Portanto,
of  Ou Ov
g - %‘1‘1%, (2111)

que mostra que o lim d f /§z é independente da diregao de aproximagao no plano complexo,
necessitando apenas que as derivadas parciais sejam continuas. Assim, df /dz existe e f é
dita ser analitica em z.

Em resumo, se f(z) é diferencidvel em z = z; e em uma regido em torno de zg, nés
dizemos que f(z) ¢ analitica em z = z5. Se f /() nao existe em z = 2, entdo zp ¢ dito

ser um ponto singular.
2.9 Derivadas

A integral de Cauchy pode ser usada para obter uma expressao para a derivada de

f(2). Para uma fungao analitica f(z) temos que a integral de Cauchy é dada por

L[ f)
c
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A integracao é feita num contorno fechado C', e zy corresponde a algum ponto no interior

da regiao delimitada por C'. Usando a equagao (2.112) podemos escrever que

flzo +620) = flz0) 1 (%Lz)dz_ (2) d,z).

029 2020 Z— 20— 02 Z— 20

Usando agora a definigdo da equacao (2.101), obteremos que

/ T 1 (SZOf(Z)
f(z0) = 52)120 2710 29 ]{ (z— 20— 020)(2 — zo)dz'

f(z0) = i]{%d,& (2.113)

a 271 Z_Z())

Esta técnica pode ser repetida. Assim, para a segunda derivada teremos que

A 6;23 L) zm'l(szo (74 (2 - i(?5z0>2dz ) 7{ (zf—(ii)ofd;z)

f o+ 020) = (o) _ 1 (f(z—zoff@—<z—zO—6zO>2f<z>dz>

02  2midzg (z— 2 — (520)2 (z — 20)2

mas,

(2 —20)° — (2 — 20 — 020)° = 2 (2 — 29) — 022,

disto,

f (20 +020) — f ' (20) 1 (% 2 (2 — 20) 620 — 022] f(z)dz> ‘

020  2midzg (2 — 20— 020)° (2 — 20)°
Assim, tomando o limite que dzy — 0, obteremos que

) = 59 e) = i, 5 (f A=Al )

520—0 271 (z — 20 — 52’0)2 (2 - ZO)

FO () = zim (f{ 2 (2 — 20) J;(Z)dz) .

(z — 20)

£ (z) = % (% %Ch) , (2.114)

Seguindo o raciocinio descrito acima, podemos escrever de forma geral que

Portanto,

F™M (z0) = i]{%d,& (2.115)

271
Assim, se f(z) for uma funcdo analitica, existird ndo somente a primeira, mas todas as

derivadas.
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2.10 Expansao de Taylor

Veremos agora que podemos expandir uma funcgao através de uma série de poténcia,
esta expansao é chamada de expansao Taylor. Os coeficientes dos sucessivos termos da
série envolvem sucessivas derivadas da fungao. Inicialmente consideraremos o caso de uma
funcao com varidvel real.

N6s assumiremos que nossa fun¢ao f(z) é continua e tem a n-ésima derivada no

intervalo a < x < b. Assim, integrando a n-ésima derivada n vezes,

/ £ @)y = [0 ()] = fOD (@) — foD (),

T

e ot = [ 50 o -

a

x

a

= [ 2(@) = [P (a) = (& — a) f" V(). (2.116)

Continuando,
/dxg/dQIQ/f(n)(xl)dxl = f3(z) — FO3(0) — (z — a) f" D (a)

(= ;!a) FOD(g). (2.117)

Finalmente, apds a n-ésima integragao,

) (z — a)?

[ [ 50 = 50) = 560) ~ =7 o) - £ )

a

— = %f("l)(a). (2.118)

Notemos que a expressao acima é exata. Agora, resolvendo a equagao acima para f(x)

obteremos que

(x — a)? (x —a)" !

o f"a)+ ..+ D) " Y(a) + R,. (2.119)

f(@) = fla) + (z —a)f "(a) +
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O termo complementar R,,, corresponde a

Rn:/dxn.../f(”)(xl)dml.

Quando a fungao f(z) for uma tal que

lim R, =0,

n—oo

a equagao (2.119) para a série de Taylor serd escrita como,

1) = 3 = o)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

A série de Taylor expecifica o valor de uma fun¢do num ponto x em termos do valor

da funcao, e suas derivadas, com relagao ao ponto a.

Derivaremos agora a expansao de Taylor para uma funcao que possui varidvel com-

plexa. Suponhamos que queremos expandir f(z) em torno de z = zy e que temos z = z;

préximo de um ponto no qual f(z) ndo é analitica. N6s consideraremos um circulo C'

centrado em z = 2y com raio menor que |z; — 2o/, ver figura 2.3. Como assumimos que z;

estd proximo de um ponto no qual f(z) nao é analitica, f(z) é necessariamente analitica

em C.

Figura 2.3: Dominio circular para a expansao de Taylor de uma fungao complexa.
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Usando a integral de Cauchy, equagao (2.112), podemos escrever que,

1) = 5 § Sk
C

e
J(2) = 2mi 75 (2 — z0) — (2 — 20)

1 f(zhdZ
flz) =5 j{ 7= (=) (7 =) (2.123)

c
Aqui, z’ € um ponto no contorno C' e z é um ponto interior a C'. E conhecido que

oo

1
n=0

no qual |[t| < 1. Assim, para um ponto interior a C, |z — 2| < |2’ — 2|, usando as

equagoes (2.123) e (2.124) podemos escrever que

1 2 (2 — 2)"f(2)dz
105 § LT
Cn:()

1 f(zhdZ
- A L A 2.12
F0) =g e =) f (2125)
n=0 C
Usando agora a equagao (2.115) na equagao (2.125), obteremos que

S o (20)

f(z)=> (2 — =) o v, (2.126)
n=0

que corresponde a expansao de Taylor para o caso de uma funcao com varidvel complexa.
Notemos que a tnica suposigao feita foi que f(z) é analitica para |z — 29| < |2/ — 2].
Ressaltamos que aqui, e no caso da expansao para varidvel real, a expansao de Taylor é

dnica.
2.11 Definicao de um ponto nao analitico

Definiremos agora o que ¢ um ponto nao analitico. Este conceito é de central
importancia em nosso trabalho, pois temos como objetivo associar a informacao a um

ponto nao analitico.
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Se a expansao de Taylor

flw) = z_; @ _n;%)n ldi;; (nx)} L (2.127)

de uma certa funcao em um determinado ponto convergir e for unica, dizemos que este
é um ponto analitico. Para uma funcao analitica, a partir de qualquer ponto da funcao
e uma regiao infinitesimal ao redor do mesmo, podemos obter todos os valores da funcao

nos outros pontos. Uma ilustragao deste tipo de funcao pode ser vista na figura 2.4.

h(x)

) e

Xo

Figura 2.4: Esquema de uma funcao analitica.

A partir de xg podemos encontrar toda a distribuicao restante da funcao. Assim,
podemos dizer que nao existe nenhuma informacao que nao esteja contida na série de
Taylor. E além disso, poderfamos ter escolhido qualquer outro ponto que nao xzg, para
aplicarmos a expansao de Taylor e calcularmos o restante da distribuicao da fungao, em
outras palavras, qualquer ponto contém toda a informacao da fungao.

Por outro lado, se em algum ponto nao houver unicidade ou convergéncia da série de
Taylor, chamamos a este ponto de um ponto nao analitico. Um esquema de dois tipos de

fungoes com pontos nao analiticos pode ser visto na figura 2.5
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g(x) f(x) 4 Serie de Taylor
indeterminada no ponto.

/| Ponto n#o analitico
;o

S

X ¥ x

xO
| Ponto ilustrativo. ‘

(a) (b)

ity

Figura 2.5: Esquema ilustrativo de duas fungées com pontos nao analiticos.

Na figura 2.5 tanto a fungao g(z) como a funcdo f(z) possuem pontos nao analiticos em
xg. Na figura 2.5a temos uma funcao descontinua, em contraste, colocamos uma fungao
continua em 2.5b que também possui um ponto nao analitico. Ambas as funcoes sao
funcoes geradas a partir de duas outras funcoes. Usamos na ilustragao cores diferentes
para reforcar este fato.

Analisemos agora a figura 2.5c, que é uma extensao da figura 2.5b. Vemos que a
partir do ponto xy podemos fazer duas escolhas, podemos usar a expansao de Taylor para
calcular o valor da fungao f; no ponto xy + dx, ou encontrar o valor da funcao f, neste
mesmo ponto. Analogamente, a partir de xq podemos encontrar o valor correspondente
a funcao fy para o ponto xg — dx ou o valor correspondente a f;. Ou seja, a partir de xg
temos dois valores possiveis para a expansao de Taylor, tanto & direita como a esquerda
deste ponto. Deste modo, como o valor da expansao nao é unicamente determinado, temos

que este ponto é um ponto nao analitico. A mesma andlise vale para o outro exemplo na
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figura 2.5.

No capitulo seguinte abordaremos a nocao de um ponto nao analitico numa funcgao
com suporte compacto. Uma funcao com suporte compacto é uma funcao que, como o
préprio nome sugere, existe numa regiao limitada, no nosso caso, do tempo. Como ela é
uma funcao gerada a partir de duas outras fungoes, como mais tarde trataremos em nosso

estudo, as nocoes aqui comentadas sobre um ponto nao analitico se aplicam.

2.12 Conclusao

Neste capitulo estudamos vdrias formas de resolver uma equagao diferencial. Vimos
que utilizando a transformada de Fourier, ou de Laplace, podemos transformar uma EDP
numa EDO, tornando assim a resolugao da equagao diferencial bem mais facil. Um outro
método bastante 1itil que também tratamos foi o método de Green. Em seguida, estu-
damos as condicoes para a existéncia da derivada de uma fungao. Vimos que no caso das
fungoes com varidveis complexas, as condigoes de Cauchy-Riemann devem ser satisfeitas
para que a funcao seja analitica. Mostramos também que uma funcao analitica pode ser
expandida em uma série de poténcia, e a esta expansao chamamos de expansao de Taylor.
E vimos que quando nao houver unicidade ou convergéncia da série de Taylor, teremos

na funcao um ponto nao analitico.



Capitulo 3

Resultados e discussoes

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos em nossos estudos, sobre a
propagacao de um pulso com pontos nao-analiticos em uma regiao de dispersao anomala.
Em nosso trabalho associamos a informacao a pontos nao analiticos utilizando um pulso
com suporte compacto. Este tipo de pulso é particularmente interessante porque ele existe
numa regiao bem definida do espago (ou do tempo), diferentemente do que ocorre no caso
de um pulso Gaussiano, por exemplo.

Como ja ressaltamos nos capitulos anteriores, embora muitos trabalhos tenham sido
feitos considerando a propagacao de pulsos em regimes superluminais, ainda nao existe
um consenso sobre o que é informacao. Alguns trabalhos foram feitos neste sentido para
tentar entender o que é a informacao [15], mas, a discussdo continua em aberto.

Veremos também neste capitulo que o pico de um pulso pode se propagar com uma
velocidade maior que a da luz no vdcuo, sem contudo violar o principio da causalidade,
segundo o qual nenhum objeto material, ou informagao, pode viajar mais rapido que a
velocidade da luz no vdcuo. Assim, a velocidade da luz é a velocidade limite para o envio

de informagao.

75
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3.2 Exemplo sobre o envio de informacao

Apresentaremos nesta secao uma motivacao da importancia de usarmos em nosso
trabalho pontos nao analiticos associados a informacao.

De um modo geral, podemos dizer que precisamos de no minimo dois estados para
transmitirmos alguma informacao. Estes dois estados podem, por exemplo, serem associ-
ados a amplitudes de pulsos. Deste modo, poderiamos dizer que uma amplitude de 5 volts
corresponde ao bit 0 e uma amplitude de 10 volts ao bit 1. A partir destes dois elementos
- bit 0 e bit 1 - podemos transmitir uma informacao. Imaginemos que queremos trans-
mitir um cédigo que contém 4 (quatro) elementos, podemos associar o elemento 00 ao
mimero 1, o elemento 01 ao nimero 2, o elemento 10 ao nimero 3 e por fim o elemento 11
ao numero 4. Assim, para uma pessoa que possua esta relagdo elemento-nimero, sabera
que quando medir 5 volts duas vezes, indicard que recebeu o nimero 1. Estendendo este
raciocinio podemos montar uma senha, por exemplo 435, e usando o esquema descrito
anteriormente enviar a senha usando as amplitudes 5 e 10 volts.

Como vimos acima, a partir de um certo conjunto de elementos podemos gerar um
mecanismo de comunicacao. O fato importante deste exemplo é que entre estes dois
elementos, bit 0 e 1, nao existe nenhuma correlacao. Por exemplo, se uma pessoa medir
inicialmente o bit 0, ela é incapaz de dizer se na préxima medida obterd o bit 0 novamente,
ou se obterd o bit 1. Portanto, esta incapacidade de prever o préximo bit que serd medido
é que nos induz a associar a informacao a pontos nao analiticos. Quando temos pontos
nao analfticos num pulso nao podemos usar a expansao de Taylor para a partir de um
certo ponto dele, construirmos o restante de sua distribuicao temporal (ou espacial).

Este comentério fica mais claro se olharmos o esquema descrito na figura 3.1, o circulo
vermelho indica a localizagao do ponto nao analitico, a partir do qual poderemos ter o

bit 1 ou 0. Ao longo deste capitulo mostraremos como podemos representar estes pontos
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nao analiticos em fungoes continuas, utilizando fung¢oes com suporte compacto.

“Bit 1"
|
% ‘
z |
z
8
£
Tempo
@
g ou
'E “Bit 0!!
E @
-]
-
Tempo £
. o

Tempo

Figura 3.1: Esquema de um ponto nao analitico num pulso.

3.3 Estudo da propagacao

Com base no que estudamos nos capitulos anteriores, sabemos que podemos fazer

o estudo da propagacao de um certo pulso resolvendo a equacao de Helmholtz,

{ > + [Mr}ﬁ(z,w) =0, (3.1)

022 c

no qual,

n(w,z) = n(w) para 0 < z < a.
n(w, z) = 1, de outro modo. (3.2)

A quantidade a corresponde ao tamanho da regiao de propagacao. Sabemos que as
solugbes para a equacao (3.1) sao da forma,

exp (z%z) para z < 0.
E(w,z) = F(w) exp (z@z) para 0 < z < a. (3.3)
exp (1% [n(w)a + z — a]) para z > a.
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No qual, F'(w) corresponde a transformada de Fourier do pulso no tempo inicial (¢ = tg).
No capitulo 1 obtivemos uma expressao para a constante dielétrica, assim, lembrando

que n = /K, para um meio nao magnético, o indice de refracao serda dado por,

n(w) = \/ 1+ < (3.4)

2 _ vy
5 — w? — 1w

Podemos ver na figura 3.2 um grafico da parte real e imagindria do indice de refragao.
Vemos claramente uma regiao de dispersao andémala em torno da freqiiéncia wy = 10
MHz, e associado a esta regiao de dispersao temos uma absor¢ao, que ¢ dada por g =

—2Im(wn(w)/c), conforme vimos no capitulo 1.

Real(n) M
- - = Imaginaria(n)

u.a.

0.6
04| I \ =

0.2 + N\ —

pobke= e =% . T = .
9.0 9.2 9.4 9.6 9.8 100 102 104 106 108 110

Frequéncia (MHz)

Figura 3.2: Grafico da parte real (curva cheia azul) e imagindria (curva tracejada ver-
melha) do indice de refracdo. Parametros usados: w, = 2 MHz, wy = 10 MHz e v = 0.2
MHz.

O entendimento da propagagao superluminal, é feito lembrando que a velocidade de

grupo é dada por

c
Vg = ————————. 3.5
Y n(w) + w—dzg") (3:5)

Assim, numa regiao em que dn(w)/dw < 0 (regido de dispersao andmala), poderemos ter

’Ug>C.
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Nas segoes seguintes usaremos a equagao (3.4) para o indice de refracdo e estudaremos
a propacao do pulso com suporte compacto na regiao de dispersao anémala. Em nosso
estudo utilizaremos também pulsos do tipo Gaussiano, como comparagao.

Para o estudo da propagacao utilizamos o software MatLab versoes 6.5 e 7.1. Fizemos
o estudo numérico utilizando tanto o método de Fourier como o método da convolugao, e

os resultados obtidos foram os mesmos.

3.4 Pulso Gaussiano

Antes de considerarmos o pulso com suporte compacto, € instrutivo estudarmos a
propagacao de um pulso do tipo Gaussiano na regiao de dispersao andémala. Para isto,

tomaremos um pulso da seguinte forma,

(z/e—t)°

272

E(z,t) = Egexp (— ) exp [iw, (z/c —1)]. (3.6)

Este pulso corresponde a um pulso Gaussiano de largura temporal igual a 7, velocidade de
propagacao igual a ¢ e com freqiiéncia central w.. Quando este tipo de pulso é propagado
num meio com dispersao andémala, obtemos que sob certas condigoes a velocidade de grupo
pode ser maior que a velocidade da luz no vacuo, e além disso, o pulso praticamente nao

sofre deformacao, conforme pode ser visto na figura 3.3.
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Figura 3.3: Propagacao de um pulso Gaussiano no vdcuo (curva tracejada preta) e numa
regiao com dispersao andmala (curva cheia azul). Parametros usados: 7 = 80 ns, w. = 10.1
MHz e z = 0.3 cm.

Vemos claramente na figura 3.3 que o pulso Gaussiano estd se propagando com uma
velocidade maior que a velocidade da luz no viacuo, e sem deformacao. Entretanto, isto
nao estd em desacordo com a causalidade, pois, aqui nao hd nenhuma informacao nova
que possa ser atribuida ao pico do pulso Gaussiano. Isto decorre do fato de que um
pulso Gaussiano possui continuidade analitica, ou seja, a partir de qualquer ponto do
pulso, podemos, através da expansao de Taylor, construir toda sua distribui¢ao, neste
caso, temporal.

Na figura 3.3 usamos z = 0.3 cm, este valor serd usado na maioria das figuras deste
capitulo. Escolhemos este valor porque observamos que acima de z = 0.6 cm o pulso
com suporte compacto ja sofreu uma forte mudanga em seu perfil temporal. Deste modo,
escolhemos um valor intermedidrio entre z = 0 cm e z = 0.6 cm, neste caso z = 0.3 cm.

Assim, usamos este valor nao somente para a propagacao do pulso com suporte compacto,
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mas também para a propagacao do pulso Gaussiano e demais pulsos usados em nossos
estudos.

E interessante estudarmos também o que acontece se tomarmos apenas a parte real
do indice de refracao para analisar a propagacao do pulso Gaussiano, o resultado obtido

pode ser visto na figura 3.4.
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Figura 3.4: Propagagao de um pulso Gaussiano através do vdcuo (curva tracejada preta)
e da regiao de dispersao (curva cheia verde) considerando apenas a parte real do indice
de refracao. Os pardmetros usados sao os mesmos que os da figura 3.3.

Notamos que o resultado obtido é o mesmo que o obtido na figura 3.3. Podemos
analisar isto também na figura 3.5, onde calculamos o logaritmo da intensidade para as
figuras 3.3 e 3.4. Portanto, podemos ser levados a pensar que nao é necessirio usar a
parte imagindria no estudo da propagacao de um pulso para obter o efeito superluminal,
e isto poder ser reforcado se lembrarmos das relagoes de Kramers-Kronig, que relaciona
a parte real e imagindria do indice de refragao, contudo, esta conclusao é equivocada.
Embora tenhamos uma relacao entre as partes real e imaginaria do indice de refracao, se

considerarmos somente a parte real no estudo da propagacao poderemos obter resultados
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bem diferentes do que os obtidos quando utilizamos também a parte imaginaria. Isto sera

visto na secao seguinte.
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Figura 3.5: Na figura a) temos o logaritmo da intesidade para o grafico da figura 3.3, e
na figura b) o logaritmo da intensidade para a figura 3.4.

Ressaltamos que na figura 3.3 e demais figuras de propagacao deste capitulo as inten-
sidades estao normalizadas para uma melhor andlise do avango obtido. Como jé comen-
tamos no capitulo 1 temos uma absorcao associada a esta regiao de dispersao andmala.

Um gréfico sobre o efeito da absorcao no pulso pode ser visto na figura 3.6.
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Figura 3.6: Anélise da absorcao de um pulso ao se propagar numa regiao com dispersao
andmala.

Vemos na figura 3.6 que o pulso sofre uma forte absorcao ao se propagar na regiao com
dispersao andmala. Uma andlise do avango do pico do pulso Gaussiano pode ser visto na

figura 3.7.
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Figura 3.7: Anédlise do avango do pico do pulso Gaussiano ao se propagar na regiao com
dispersao anomala.

Nesta secao fizemos a propagagao de um pulso Gaussiano, que possui continuidade
analitica, na secao seguinte estudaremos a propagacao de um pulso com suporte compacto,

que possui pontos nao analiticos.

3.5 Pulso com suporte compacto

O pulso com suporte compacto utilizado em nosso estudo foi do seguinte tipo,

f(t) = exp (#) para [t| < +/b/c. (3.7)

f(t) = 0 de outro modo.

A funcdo da equagao (3.7) é chamada de suporte compacto porque como vemos, ela existe
numa regiao limitada, neste caso, do tempo. Um esquema deste pulso é visto na figura

3.8.
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Figura 3.8: Esquema de um pulso com suporte compacto.

O resultado obtido da propagacao de um pulso com suporte compacto numa regiao

com dispersao anétmala pode ser visto na figura 3.9.
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Figura 3.9: Propagagdo de um pulso com suporte compacto no vdcuo (curva tracejada
preta) e na regido com dispersao andémala (curva cheia vermelha). Parametros: w. = 10.1
MHz e z = 0.3 cm.

Vemos na figura 3.9 que embora o pico do pulso possua uma velocidade maior do

que a velocidade da luz no vdcuo, o ponto nao analitico nao se propaga mais réapido
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que ¢ (velocidade da luz no vdcuo). Uma andlise mais clara deste comentédrio pode ser
visto através das derivadas do pulso com suporte compacto, conforme figuras 3.10 e 3.11.

Notamos que tanto o primeiro como o segundo ponto nao analitico, nao excedem c.
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Figura 3.10: Primeira derivada do pulso com suporte compacto se propagando no vicuo

(curva tracejada preta) e na regido com dispersdo andmala (curva cheia vermelha), refe-
rente a figura 3.8.
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Figura 3.11: Segunda derivada do pulso com suporte compacto se propagando no vacuo

(curva tracejada preta) e na regido com dispersdo andmala (curva cheia vermelha)
mostrado na figura 3.8.

E interessante analisarmos o que ocorre quando propagamos o pulso com suporte
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compacto por uma distdncia maior do que a considerada anteriormente. O efeito resul-
tante pode ser visto na figura 3.12. Mais uma vez notamos que apenas o pico é que se
propaga com uma velocidade maior que ¢. Podemos também comparar o perfil do pulso

em diferentes posicoes, isto pode ser visto na figura 3.13.
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Figura 3.12: Propagagao do pulso com suporte compacto no vacuo (curva tracejada preta)
e na regiao com dispersdo andmala (curva cheia vermelha) para z = 0.5 cm.
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Figura 3.13: Propagacao do pulso com suporte compacto na regiao de dispersao andémala
para vérios valores de z (em cm).
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Fizemos um estudo variando o mimero de pontos nos cdlculos para analisarmos se ha
alguma influéncia do nimero de pontos nos resultados obtidos. Para isto, usamos 24
pontos para obter a figura 3.12 e 22 pontos para a figura 3.14, e podemos perceber que
nao hé diferenca entre os resultados. Como para 2! pontos ja temos convergéncia dos
resultados, adotamos este valor para todos os graficos deste capitulo. Além de analisar
a influéncia do nimero de pontos, analisamos também a influéncia do método usado na
propagacao. Usamos em nossos resultados o método de Fourier e para comparagao usamos
o método da convolugao, e em ambos os casos os resultados obtidos foram os mesmos. As
figuras deste capitulo sao as obtidas pelo método de Fourier. E como pardmetros usamos

sempre nos gréficos que w, = 2 MHz, wy = 10 MHz e v = 0.2 MHz.
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Figura 3.14: Propagagao do pulso com suporte compacto no vacuo (curva tracejada preta)
e na regiao de dispersao (curva cheia verde) usando 2% pontos. Os parametros usados
sao os mesmos que os da figura 3.12.

Analogamente ao que fizemos no caso do pulso Gaussiano, vamos analisar o que ocorre
se usarmos apenas a parte real do indice de refragao no estudo da propagacao. O resultado

deste estudo pode ser visto na figura 3.15.
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Vemos na figura 3.15 que o resultado é completamente diferente ao que tinhamos
obtido anteriormente. Temos agora que o ponto nao analitico se propaga mais rapido que
a velocidade da luz no viacuo. Portanto, embora tenhamos uma relacao de Kramers-Kronig
entre a parte real e imagindria do indice de refracao, nao podemos usar apenas a parte real
no estudo da propagacao, pois, se isto for feito poderemos chegar a resultados errados em
alguns casos. Ou seja, a maneira correta de garantir a causalidade ¢é de utilizar a parte real
e imagindria simultaneamente, garantindo desta forma que a relacao de Kramers-Kronig

seja respeitada.
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Figura 3.15: Propagacao do pulso com suporte compacto no vacuo (curva tracejada preta)
e na regiao de dispersao (curva cheia azul) usando apenas a parte real do indice de refracao.
Parametros usados w. = 10.1 MHz e z = 0.3 cm.

Novamente ¢ instrutuivo analisarmos as derivadas do pulso ao se propagar no meio

dispersivo, os resultados podem ser vistos nas figuras 3.16 e 3.17.



3.5 Pulso com suporte compacto 90

1.0 - == Vacuo
Meio dispersivo

u.a.

I . 1 " 1 " 1 L 1 L 1 " 1
-300 -200 -100 0 100 200 300

Tempo (ns)

Figura 3.16: Primeira derivada para a propagacao do pulso com suporte compacto, uti-
lizando somente a parte real do indice de refracao, referente a figura 3.15.
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Figura 3.17: Segunda derivada para a propagacao do pulso com suporte compacto uti-
lizando apenas a parte real do indice de refracao, referente a figura 3.15.

Percebemos através das figuras 3.16 e 3.17 que o resultado é diferente do que o obtido
nas figuras 3.10 e 3.11, quando utilizamos tanto a parte real como a parte imagindria na
propagacao do pulso na regiao com dispersao anomala. Isto fica mais claro também se

analisarmos o logaritmo da intesidade, assim como tinhamos feito para o caso do pulso
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Gaussiano. O resultado pode ser visto na figura 3.18.
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Figura 3.18: Na figura a) temos o logaritmo da intensidade para o gréfico da figura 3.9,
e na figura b) o logaritmo da intensidade para a figura 3.15.

3.5.1 Entendimento da violacao da causalidade

Como vimos nos ultimos resultados, eles sao diferentes se usarmos somente a parte
real do indice de refragao ou sua expressao completa no estudo da propagacao. Vimos
que isto s6 ocorre no caso do pulso que contém pontos nao analiticos, pois para o pulso
Gaussiano o resultado, como vimos, foi 0 mesmo. Isto pode ser entendido se olharmos

o termo exp(in(w)wz/c) que aparece na equagao (3.3). Podemos escrevé-lo da seguinte

forma
exp (z”(“’ic)“z) — exp [ﬂ—cz (Re[n ()] —|—iIm[n(w)])] (3.8)
exp (Zn(w—c)wz) = exp [z% Reln (w)]} exp [—% Im[n(w)]} :

Analisando a equagao (3.8) vemos que usar somente a parte real do indice de refracao
no estudo da propagagio é equivalente a fazer Im[n(w)] = 0, mas, fazer isto é violar

as relagoes de Kramers-Kronig, e deste modo, violamos a causalidade. Devido a isto é
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que o ponto nao analitico se propaga neste caso mais rapido que a luz no vacuo, pois
na equacao de onda nao hé causalidade; a causalidade vem justamente das relacoes de
Kramers-Kronig, que é violada ao usarmos somente a parte real para o indice de refracao
na propagacao. Nao obtemos resultados diferentes para o pulso Gaussiano porque ele é
um pulso analitico, assim, se ele for superluminal nao viola a causalidade, deste modo,
nao ¢é preciso impor causalidade, através das relagoes de Kramers-Kronig, no estudo da

propagacao deste tipo de pulso.
3.5.2 Outros tipos de pulsos com pontos nao analiticos

Vamos agora analisar o que ocorre quando construimos um pulso com metade dele
sendo uma distribuicao tipo gaussiana e a outra metade sendo do tipo suporte compacto.
Denominaremos este pulso de GSC. Um esquema deste tipo de pulso pode ser visto na

figura 3.19.
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0
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Figura 3.19: Esquema de um pulso que apresenta uma distribuicao tipo gaussiana com
suporte compacto (pulso GSC).
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Figura 3.20: Propagacao de um pulso GSC no vécuo (curva tracejada preta) e na regiao
com dispersao andomala (curva cheia). Parametros usados: w. = 10.1 MHz e z = 0.3 cm.

O resultado obtido para a propagacao para um pulso GSC pode ser visto na figura
3.20. E a anélise da primeira e segunda derivada para este tipo de pulso ¢ mostrado nas

figuras 3.21 e 3.22.
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Figura 3.21: Primeira derivada para o resultado obtido na figura 3.20.

Notamos nas figuras 3.21 e 3.22 que o ponto nao analitico se propaga na velocidade
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da luz.
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Figura 3.22: Segunda derivada para o resultado obtido na figura 3.20.

Considerando o pulso usado anteriormente, é instrutivo também analisarmos o caso
em que inicialmente temos uma distribuicao tipo suporte compacto e depois mudamos

para uma distribui¢ao gaussiana (pulso SCG). O esquema do pulso é visto na figura 3.23.
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Figura 3.23: Esquema do pulso que inicia com uma distribui¢ao tipo suporte compacto e
depois muda para uma distribuigdo do tipo gaussiana (pulso SCG).
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Na figura 3.24 temos o resultado da propagacao do pulso SCG. Notamos que a veloci-
dade do pico parece exceder a velocidade da luz no vacuo, mas uma andlise das derivadas

do pulso, figuras 3.25 e 3.26, mostra que a velocidade do ponto nao analitico é igual a c.
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Figura 3.24: Propagagdo no vdcuo (curva tracejada preta) e na regido com dispersao
anomala (curva cheia azul) de um pulso SCG. Parametros usados: w. = 10,1 MHz e
z=10,3 cm.
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Figura 3.25: Primeira derivada para o pulso SCG, referente ao resultado obtido na figura
3.24.
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Figura 3.26: Segunda derivada para o pulso SCG, referente ao resultado obtido na figura
3.24.

Deste modo, com base nestas observagoes, podemos notar que os pontos nao analiticos
nao se propagam com uma velocidade maior que a da luz. Portanto, associando a infor-
macao a um ponto nao analitico notamos que ela nao serd transmitida a uma velocidade
maior que c.

Embora todo o nosso estudo tenha sido numérico, é possivel construir experimental-
mente pulsos com pontos nao analiticos. Isto pode ser feito utilizando um gerador de
freqiiéncias, através da geragao das freqiiéncias que correspondem a um pulso deste tipo.

Por fim, vale ressaltar a diferenca entre o nosso estudo com pulsos do tipo suporte
compacto e o trabalho feito por Sommerfeld e Brillouin [1]. No trabalho realizado pelos
referidos autores, eles também usaram pontos nao analiticos, no caso, utilizaram um pulso
com frente de onda descontinua, contudo, sabemos que tais pulsos violam as condicoes de
continuidade impostas pelas equacoes de Maxwell. J& em nosso estudo, o pulso é continuo
e infinitamente derivavel, assim, fisicamente nosso estudo é mais aceitdvel.

Um possivel estudo usando a mecénica qiidntica e pontos nao analiticos pode ser feito,

mas novamente, devemos usar funcoes que sejam continuas.



Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho realizamos um estudo sobre a propagacao de pulsos de luz em uma
regiao com dispersao anémala, em particular, usamos pulsos do tipo gaussiano e pulsos
com suporte compacto. Através de simulagoes numéricas, confirmamos que um pulso
gaussiano pode propagar neste tipo de regiao com uma velocidade de grupo maior do que
a velocidade da luz no vacuo, reproduzindo resultados tanto tedricos como experimentais
existentes na literatura cientifica. Vimos que, sob Ccertas condi¢oes, 0 pulso propagado
praticamente nao sofre mudancas. Usando somente a parte real do indice de refracao, en-
contramos que o resultado obtido é o mesmo do que quando usamos a expressao completa,
no entanto, vimos que isto nao ocorre no estudo do pulso com suporte compacto. Neste
caso, se considerarmos somente a parte real para o indice de refracao, o resultado é bem
diferente do que aquele obtido quando é usada a expressao completa. Logo, obtivemos que
a utilizacao apenas da parte real do indice de refracao implica em uma violacao explicita
da relacao de Kramers-Kronig e da causalidade.

Em relacao a propagacao dos pontos nao analiticos, foi observado que eles nunca se
propagam mais rdapido do que a velocidade da luz, deste modo, podemos dizer que uma
vez que associarmos informagao a um ponto nao analitico, ela nao poderd ser enviada
mais rapida do que a luz no vicuo. Portanto, o principio da causalidade nao é violado.

Um outro tipo de pulso foi estudado a partir do pulso gaussiano e do pulso com suporte
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compacto. Este outro pulso criado possufa uma parte sendo do tipo gaussiano e a outra
do tipo suporte compacto, a diferenca em relacao ao pulso com suporte compacto é que
agora temos um ponto nao analitico com energia diferente de zero, na regiao de jungao
dos dois pulsos. Neste estudo, mais uma vez encontramos que o ponto nao analitico nao
se propaga mais rapido do que a luz no vécuo.

Deste modo, podemos considerar que num pulso a informacao é associada a pontos
nao analiticos, e que estes pontos nunca se propagam mais rapido do que a velocidade da
luz no véacuo.

Uma perspectiva interessante para continuidade deste trabalho é aplicar o formalismo
aqui desenvolvido para sistemas de luz lenta, onde permanece em aberto a questao de

qual seria a velocidade da informacao para semelhantes sistemas.
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